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Resumo

Os principais objetivos deste trabalho consistem em estudar os espacos de Orlicz, Orlicz-
Sobolev e abordar a relacdo entre a minimalidade de um funcional na topologia de C(Q)
com a minimalidade desse funcional na topologia dos espacos de Orlicz-Sobolev. Como
consequéncia disso, estabeleceremos um resultado de “multiplicidade global” de solucoes
positivas para uma classe de problemas de equacoes diferenciais parciais, no ambiente dos

espacos de Orlicz-Sobolev.

Palavras-chave: Espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev, Multiplicidade Global de Solugoes

Positivas, Sub e Supersolucao, Teoremas do Passo da Montanha.



Abstract

The main goals of this work are to study of the Orlicz and Orlicz-Sobolev spaces and
discuss the connection between the minimality of functionals in the topology C*(Q) and
the minimality this functionals in the topology of W, ’P(Q). Consequently, we are going to
establish a result of “ global multiplicity” of positive solutions for a class of partial differential

equations in the setting of Orlicz-Sobolev spaces.

Keywords: Orlicz and Orlicz-Sobolev spaces, Global Multiplicity of Positive Solutions,

Sub and Supersolutions, Mountain Pass Theorems.
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Introducao

Os principais objetivos deste trabalho consistem em estudar os espacos de Orlicz, Orlicz-
Sobolev e abordar a relacdo entre a minimalidade de um funcional na topologia de C*(€)
com a minimalidade desse funcional na topologia dos espacos de Orlicz-Sobolev WOI’P(Q),
onde Q C RY & um dominio limitado com fronteira suave. Como consequéncia disso, estabe-

(13

leceremos um resultado de “ multiplicidade global 7 de solugoes positivas para uma classe
de problemas de equacoes diferencias parciais, no ambiente dos espagos de Orlicz-Sobolev.
Em geral, um minimo local de um funcional na topologia de C'*(Q) nio necessariamente
¢ minimo desse funcional na topologia de outros espacos ambientes. Nesse sentido, citamos
o trabalho de Alama e Tarantelo |2, no qual prova-se que u = 0 é minimo local do funcional
I na topologia de C'(2) mas ndo ¢ minimo local de I na topologia do espaco de Sobolev

H(2), com I definido por

= | (%\vuﬁ -3 gl mh(:{;)\u]”“) dr,  ue HY(9),
onde N >3, h>0, he L*®(Q), 2" <q+1< p+1 e hsatisfaz algumas hipoteses adicionais.

Por outro lado, no ano de 1993, em seu notavel trabalho “ H! versus C* local minimizers”
(ver [8]), Brezis e Nirenberg mostraram que, para alguns funcionais, um minimo local u €
HZ () na topologia de C*(Q) é minimo local na topologia de HE(Q). Mais especificamente,

eles consideraram
1
I(w) :/—|Vu|2dx—/F(x,u)d:z:, we HYQ),
02 0
em que
t
F(:E,t):/ f(z,s)ds (1)

0

e f(z,s) é Carathéodory em € x R, isto é, f é mensuravel em z € RY para cada s fixado e

continua em s € R, satisfazendo a seguinte condigao de crescimento:

[f(z,8)] < C(A+|s[™),



para algum 1 < m < (N+2)/(N —-2):=2"—1,se N >3el <m <oo,se N=1ou

N = 2. O resultado provado por Brezis e Nirenberg é o seguinte:

“ Suponha que uy € H} () é um minimo local de I na topologia C*, isto é, existe r > 0
tal que
I(ug) < I(ug +v), paratodo v € CHQ) com |v]gr <7

Entio ug é um minimo local de I na topologia HJ(S)), ou seja, existe g9 > 0 tal que

I(ug) < I(ug +v), paratodo v € Hy(Q) com |v|m < ep.”

Nesse sentido, em 2000, Alonso, Azorero e Manfredi [3] estenderam o resultado de Brezis

e Nirenberg para o espaco de Sobolev W, ”(Q), considerando o funcional

1
](u):—/|Vu|pdx—/F(x,u)dx,
D Ja Q

onde p > 1 e f é& uma funcdao Carathéodory definida em € x R tal que
|f(x,s)| < C(1 +|s|"7!), para algum r < p*, com

N
. —p, se p < N,
00, se p > N.

Eles provaram que todo ponto de Wol’p(Q) que é minimo local de I na topologia de
C(€), é também minimo local de I na topologia de W, (). Um ponto crucial na prova do
resultado apresentado por Alonso, Azorero e Manfredi ¢ a obtencdo da regularidade C'*(Q)
para os pontos criticos de I, fato esse que é dificultado pela nao linearidade do operador
p-Laplaciano.

Prosseguindo com essa ideia, podemos citar ainda o trabalho de Fan [12] de 2007, que
melhorou os trabalhos anteriores por provar o mesmo resultado estabelecido por Alonso,
Azorero e Manfredi, porém com o funcional em questao definido em Wol’p(x)(Q), no qual p(z)
satisfaz condi¢oes apropriadas.

Em 2013, Tan e Fang [14| também generalizaram o resultado de Alonso, Azorero e Man-
fredi, porém eles consideraram o funcional definido no espaco de Orlicz-Sobolev, que deno-
taremos por WOI’P(Q). Mais especificamente, para enunciarmos o resultado provado por eles,
que é o principal resultado apresentado nesta dissertacio, vamos considerar que Q C RY
¢ um dominio limitado com fronteira suave, f : . x R — R é uma fun¢ao continua e

a: (0,00) — (0, 00) satisfaz a seguinte hipotese:



(p1)

: a € C'(0,+00), a > 0 e mondtona.

A partir disso, consideraremos a funcao

allt)t, se t #0,
p(t) =
0, se t =0,

e assumiremos que p é um homeomorfismo crescente de R em R. Nesse caso, ficam bem

definidas as N-funcoes

em que P é denominada N-funcao representada por p e ]5, a N-funcao representada por p~.

Admitiremos ainda que valem as seguintes desigualdades:

(p2) :

(ps)

L tp(t) tp(t)
l<p :=inf—=~ <p" = — <
PUTRPe) SPTS P < h
ty'(t ty'(t
0<a” ::infp() §a+::supp(> < 40
>0 p(t) >0 D(t)

Assim, das consideragoes acima, podemos definir o espago de Orlicz-Sobolev WS’P(Q) asso-

ciado a N-fun¢do P que, sob a hipotese (py), ¢ um espaco de Banach, reflexivo e separavel.

Dessa forma, podemos considerar o seguinte funcional definido em W,'* () por

I(u) :/Qp(yvm)dx—/QF(x,u)dx,

em que F' é dado por (1) e f satisfaz a seguinte condigao:

(f+)

: f(x,0) =0 e existem um homeomorfismo impar e crescente h: R — R (h(R) =R) e

constantes nao negativas a; e ao, tais que

|f(x,t)] < ar + azh(|t]), Vt €e RVze € Q
e
. H(t)
| =0, Vk 2
BT 0, >0, (2)
onde

H(t) = /0 th(s)ds

¢ a N-funcao representada por h e P* é a N-funcao cuja a inversa é dada por

i = [ 2 as

1
sl

1 p-1 o p—1
P~ (s P~ (s
(aqui estamos admitindo que ( )ds < o0 e ( )ds = 00, para que P*
1+4 +5
0 SN 1 S TN
exista e seja uma N-funcao.)



Adicionalmente, denotando por

_ th(t) th(t _ L tpt(t) tp*(t)
h™ = inf——= ht = —Z T .= inf—~ =+
ZOH(t) wHr) U T R © P TP
vamos admitir que H satisfaz:
. th(t) th(t)
hy): 1<h =inf—= < h" = —I < :
() >0 H (2) WH@ ST

(he): pm <h™ <ht <p*.

Sob essas hipoteses, provaremos o seguinte resultado que generaliza o teorema apresen-

tado por Alonso, Azorero e Manfredi:

Teorema A: Assuma que (p1), (p2), (p3), (fi), (h1) e (h2) walem. Se
uy € Wyt () N CYQ) € um minimo local de I na topologia de C'(Q), entio ug é minimo
local de I na topologia de WOI’P(Q).

Como uma consequéncia desse teorema, vamos estabelecer um teorema de sub e super-

solucao para a seguinte classe de problemas:

—Apu = Q
(P) : PU f(ZL',U), em iz,
u =0, na 0,

onde Apu = div(a(|Vu|)Vu). A solugao obtida por esse método, via Teorema A, tem a
propriedade peculiar de ser minimo local de I na topologia de Wy'" ().

Nesse sentido, diremos que v € W1 (Q) é uma subsolugio (respectivamente, uma super-
solucio) de (P) se v < (resp. >) 0 em 9Q e para todo ¢ € Wy'"(Q) com ¢ > 0,

/Qa(]Vv(:I:)|)Vv(x).V¢(:U)d:c < (resp. Z)Af(x,v(x))gb(z)dz
e que u € Wy'"(Q) é solugio fraca de (P) se

LG(IVU(w)!)VU(w)-V¢(x)d$ = /Qf(fﬂm(fﬂ))d)(fC)dfC? Vo e Wy (Q). (3)

Em particular, em [10] prova-se que os pontos criticos de I sdo exatamente as solugdes
fracas de (P). Nesse contexto, mostraremos um resultado de multiplicidade global de solugoes

positivas para o seguinte problema de autovalor:

(P ) . —Apu = )\f(l’, ’LL) + :ulu|q_2u7 em {2,
M u>0 em Q e wu=0na S,

onde ¢ > pT, 1 > 0 é um nimero fixado, f € C(Q x R, R) e satisfaz a seguinte hipotese:
(Fy) f(x,t) >0set >0, f(x,t) é ndo decrescente em t > 0.

4



Mais precisamente, se considerarmos os conjuntos
A ={A>0:(P,) tem uma solucao wuy},

Ao = {)\ > 0: (Py) tem uma solucio uy € Wy (Q)
que ¢ um minimo local de I, na topologia C’l}

e assumirmos que f satisfaz uma das condicoes:
(F1) f(x,0) #0em Q, ou

(F2) f(x,0) = 0 e existem um conjunto aberto U C ), uma bola fechada B(xg,¢) C U,
ro > 1 e ¢ > 0 constantes reais, tais que f(x,t) > ct™! para todo z € B(zg,¢) e
t €10,1].

provaremos os seguintes resultados:

Teorema  B: Assuma  que  (p1), (p2) e (p3) walem e  que
f € O x RR) satisfaz (Fy) e (F1) ou (Fy). Entdo Ay e A sdo ambos intervalos néo
vazios, inf Ag = inf A = 0 e intA C Ag, para cada p > 0 fizado.

Teorema C: Sob as hipdteses do Teorema B, assuma adicionalmente que f satisfaz (f.)

e que valham as sequintes condigoes:
1. u>0, g>p, e
2. existem 0 > pt e Ry > 0, tais que 0 < OF (x,t) < tf(x,t), para todo |t| > Ry e todo
r €.

Entao para cada N\ € intA, (Py) tem pelo menos duas solu¢oes uy e vy tais que uy < vy e

uy ¢ um minimo local de Iy na topologia de Wy'*' ().

Esses teoremas generalizam para os espacos de Orlicz-Sobolev um resultado apresentado
por Alonso, Azorero e Manfredi para os espacos de Sobolev Wol’p(Q), que pode ser enunciado
como segue:

“ Considere o sequinte problema de autovalor:

—Apu = [u|""%2u + Aul|9%u, em Q,
(P)\>I P | | ‘ |
u=20 na 0,

coml<g<p<r<p, A>0 e QCRYN um dominio limitado e suave.
Ezxiste 0 < \g < oo tal que :



o Se A > Ay, o problema (Py) ndo tem solu¢ao positiva;
e Se A = \y, entao o problema (Py) admite pelo menos uma solu¢ao positiva u € Wol’p(Q);

e Se 0 < A< )\, entao o problema (Py) tem pelo menos duas solugdes positivas em

W&»P(Q) . ”

A organizacao deste trabalho é a seguinte:
No primeiro capitulo trataremos dos espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev. Na secao 1.1,
expomos os conceito de N-funcao e provamos as propriedades béasicas dessa classe especial

de fungoes. Dada uma N-fungio P, definimos a classe de Orlicz L7 () por

L7(Q) ={u:Q— R mensuravel : /QP(U(ZL‘))d:L‘ < 00}

O espaco de Orlicz LT(€) é definido como sendo o espaco vetorial gerado por L7 (), isto
é, LP(Q) = (£P(Q)). No caso em que P(t) = [t|?/p, L¥(Q) é o bem conhecido espaco de
Lebesgue LP(f)), portanto os espagos de Orlicz tratam-se de uma generalizagdo dos espagos
de Lebesgue. Podemos definir uma norma, de tal maneira que LY (2) munido dessa norma
seja um espaco de Banach. Veremos que, se a N-funcao P satisfaz certas condicoes, entao
a classe de Orlicz L (Q) coincide com o espago de Orlicz L(Q) e, além disso, L¥(Q2) tem
propriedades satisfatorias, como reflexividade e separabilidade.

Na secao 1.6, definiremos os espacos de Orlicz-Sobolev a partir dos espacos de Orlicz de
maneira analoga a que se obtem os espacos de Sobolev a partir dos espacos de Lebesgue. Na
secao 1.7, provaremos um importante resultado de imersao dos espacos de Orlicz-Sobolev
em espacos de Orlicz. Por fim, definiremos Wol’P(Q), que sera o subespaco apropriado para
definirmos o funcional I associado ao problema (P).

No segundo capitulo, provaremos algumas propriedades do funcional I que serao tteis
nos capitulos seguintes.

O objetivo principal do terceiro capitulo é a demonstracao do Teorema A. Precisamos
primeiramente provar uma regularidade do tipo C1*(Q2) para as solucdes de (P). Devido a
nao-linearidade do operador associado ao problema (P), a teoria de regularidade deve ser
desonvolvida passo a passo. O que faremos no primeiro momento é provar que as solucoes
de (P) pertencem a L>®(). A partir disso, a regularidade CY*(Q) segue dos trabalhos
de Lieberman [23] e [24]. Com base na regularidade obtida e usando as propriedades do
funcional I provaremos o Teorema A, que é o resultado principal desta dissertacao.

No quarto e ultimo capitulo daremos uma aplicacao do resultado abstrato apresentado
no capitulo 3. Primeiramente, vamos introduzir um método de sub e supersolucao para o

problema (P). Por meio do Teorema A veremos que, sob certas condi¢oes, a existéncia de



uma subsolucao u e uma supersolucao u nos garante a existéncia de uma solugao u, que é
minimo local de [ em Wol’P(Q). Como uma aplicacao deste fato, provaremos um resultado
de multiplicidade global para o problema (P)). Veremos que existe um intervalo, tal que
para todo A > 0 no interior desse intervalo o problema (Py) tem pelo menos duas solugoes
positivas, onde uma delas é obtida através do método de sub e supersolucao e a segunda é

obtida a partir do Teorema do Passo da Montanha.



Capitulo

Espacos de Orlicz e Orlicz - Sobolev

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados classicos envolvendo espacos de Orlicz

e Orlicz-Sobolev.

1.1 - N-Funcoes

Definigao 1.1. Dizemos que P : R — R é uma N- fun¢ao (ou fun¢ao de Young) se

P(t) = /O " (s)ds, teR

onde a fungao real p: [0,4+00) — [0,400) tem as seguintes propriedades:

(ii) p(s) > 0 para s > 0;

(iii) p é continua a direita para qualquer s > 0, isto é, se s > 0, entao tl_1>r§1+ p(t) = p(s);

(iv) p é nao decrescente em [0, 400);

(v) lim p(s) = oo.

5§—00
Nesse caso diremos que P é a N-fungao representada por p. Segue da monotonicidade

de p, que P é uma funcao convexa.
A proposigao seguinte nos dd uma outra maneira de definir N-funcao:

Proposicao 1.2. (Ver [21] ou [19]) Uma fun¢ao convexa e continua P : R — [0,+00) €

N-funcao se, somente se, satisfaz as sequintes propriedades:

(a) P é par;



1.1. N-Funcoes

(b) P é estritamente crescente em [0,+00);

(c) lim@ =0;

t—0 ¢

(d) lim @ = 400

t—+oo

Se P ¢ uma funcao convera satisfazendo as condigoes (a)-(d), entdo sua representante

integral € p : [0,400) — [0, +00), onde p € a derivada a direita de P.
Exemplo 1.3. As funcoes a seguir sao exemplos de N-fungoes:
j2[”
1. P(t)=—, 1<p< +ox;
p
2. P(t) =e!” —1;
3. P(t) = el —|t| - 1;

4. P(t) = (1+|t)) In(L +|¢]) — |¢].

Considere p : [0,+00) — [0,+00) uma funcao satisfazendo as condigoes (i)-(v) da

Definicao 1.1. Assim, fica bem definida a funcao

p(s) = sup t. (1.1)

p(t)<s

Proposicao 1.4. Sejam p satisfazendo as condigoes (i)-(v) da definicao 1.1 e p definido

como em (1.1). Entao valem as sequintes desigualdades:
1. p(p(t)) >t, VteR;
2. p(p(s)) > s, Vs eRT;
3. pp(t)—e)<t,Ve>0eViteR";
4. p(p(s)—e)<s, Ve>0eVseRt,
Demonstracio.

1. Considere o conjunto A; = {t' : p(t') < p(t)}. Claramente t € A; e assim
Bp(t)) = sup{t’ : p(t') < p()} = 1.

2. Definindo ¢, = p(s) + £, entdo p(t,) > s para todo n € N e ¢, \, p(s). Usando a
continuidade a direita de p, segue que p(p(s)) > s.



1.1. N-Funcoes

3. Se t’ satisfaz p(t') < p(t) — e < p(t), entdo do fato de p ser ndo decrescente segue que

t" < t. Portanto t é cota superior de

{t':p(t') <p(t) —e}
e assim p(p(t) —e) =sup{t’' : p(t') <p(t) —e} <t
4. Dado ¢ > 0, pela definicao de supremo existe ¢, em {t : p(t) < s} satisfazendo
p(s) — e < to < p(s), donde p(p(s) — ) < p(to) < s.
u

Observagao 1.5. 1. A partir da proposicao anterior, podemos reobter p a partir de p da

seguinte maneira:
p(t) = sup{s: p(s) < t}.
2. p satisfaz as condigbes (i)-(v) da Defini¢ao 1.1 (Ver [19]).
3. Se p é continua e estritamente crescente em [0, +00), entdo p coincide com p~1.

Definigao 1.6. Considere P a N-fungao representada por p. Pela Observagao 1.5-(2), po-

demos construir a N-fungao representada por p(s) = sup t, que é dada por
p(t)<s

. It|
P(t) = / p(s)ds, teR.
0
Nesse caso diremos que P é a N-funcio complementar a P.

Exemplo 1.7. (a) Seja Pi(t) = [t|’/p a N-fungio representada por pi(t) = t?~', com
1 <p<+4oo. Entao pi(s) = s7T @ portanto Py(s) = |s|/q, onde 1/p+1/q=1;

(b) Para a fun¢ao de Young Py(t) = el —|t| — 1, temos que py(t) = (Py(t)) = et —1 (t > 0),
donde segue que po(s) =In(s+1) (s >0)e

~ |s]
Py(s) = /0 pa(r)dr = (14 [s])in(1 + |s|) — |s].

Vale observar que nem sempre é possivel encontrar uma féormula explicita para a N-funcao
complementar. Por exemplo, se P(t) = e!” — 1, entao p(t) = 2te’” e nao podemos explicitar

uma expressao para p(s).

Para quaisquer t,s € R, segue da desigualdade de Young que
tP o |s|? 1 1
tsgu—l—u, onde p,g>1 e —4+—=1. (1.2)
p q p q
A préoxima proposi¢ao nos assegura que a desigualdade (1.2) ainda permanece vélida se

trocarmos as N-funcoes |t|P/p e |t|?/q por qualquer outro par de N-fun¢Ges complementares.

10



1.1. N-Funcoes

Proposigao 1.8. (Desigualdade de Young) Sejam P e P um par de N-fungées complemen-

tares. Entao para quaisquer t e s € R wvale a sequinte desigualdade:
ts < P(t) + P(s).

Demonstracdo.

p(ty) ﬁ(sn ) /

/

P(t,)

ty,  Plsy)
Figura 1.1: N-func¢oes complementares

Pela construcio de P é geometricamente claro que

[tlp([t1) = P(Jt]) + P(p(lt]) (1.3)

[slp(Jsl) = P(B(|s])) + P(|s])- (1.4)

Pela paridade de P e P, precisamos provar a desigualdade apenas no caso em que t,s > 0.

Primeiramente suponha que p(t) < s. Pela Proposicao 1.4

/ " B(r)dr = Bp) (s — p(t) > (s — p(t)).

Dai

Ozo(t) s
= P(t) +/0 p(r)dr + /(t)ﬁ(r)dr
(

p(t)
P(t) + st — tp(t) +/ p(r)dr

= P(t) + P(p(t)) + st — tp(t)

1.3)

=" st.

>

—

Por outro lado, se p(t) > s, entdo p(s) < t e portanto por um raciocinio analogo e usando
a identidade (1.4) obtemos também a desigualdade requerida. [

Provaremos a seguir algumas propriedades tteis das N-funcoes:

11



1.1. N-Funcoes

Proposicao 1.9. Sejam P e P um par de N-funcées complementares. Entio as sequintes

propriedades se verificam:
1. P(at) < aP(t) para o € [0,1];
2. P(t) < tp(t), para todo t > 0;
3. P(Bt) > BP(t) para todo B >1 et # 0;
4. P(p(t)) < P(2t), para todo t > 0;

- (P(t
5. P <+)> < P(t), para todo t > 0;

6. t < P~Y(t)P~Y(t), para todo t > 0.
Demonstracdo.
1. Segue diretamente da convexidade de P;

2. Usando o fato de p ser nao decrescente

P(t) = /0 p(s)ds < p(t)t.

Suponha que exista ¢ty > 0 satisfazendo P(ty) = top(ty). Nesse caso
to to
| plto)dr = taptte) = Plto) = [ pir)ar (15)
0 0

Como ty > 0 e p(tg) > p(r), para todo 0 < r < to, entdo para que (1.5) valha,

)
devemos ter p(r) = p(ty), q.t.p r € (0,%y). Assim, pela continuidade a direita de p
obtemos 0 < p(tg) = p(0) =0, o que é absurdo. Portanto P(t) < tp(t), ¥V ¢t > 0;

3. Pela paridade de P, precisamos provar a desigualdade apenas para ¢ > 0. Tome entao

t > 0, desse modo

Bt t Bt
P(pt) = dr = d d
)= [ wear= [y [ piryar
> P(t)+ (8= Dtp(t) > BP(1);
e portanto a desigualdade segue;

~ 1.3

1. P(p()) 2 tp(t) — P(1) < tp(t) < / p(r)dr < / p(r)dr = P(2t);

12



1.1. N-Funcoes

5. Tomando ¢ > 0, pelo item 2 desta proposi¢ao, P(t)/t < p(t). Considere € > 0 tal que
P(t)/t = p(t) — €. Pela Proposicao 1.4 e a identidade (1.4), temos

2 (P“)) <P, (P@) = P050p(0) — ) < W1 = oy,

t t t t
6. Pelo item anterior temos que P <@) < P(t). Como P é bijetiva em [0, 00), conside-
remos s > 0 tal que P(s) =t. Sendo assim,
_ (ot
Pl—— ]| <t
(P ‘W)) ’
portanto t < P~'(t)P~(t).
n

Defini¢gao 1.10. Seja P uma N-fungdo. Dizemos que P satisfaz a condigdo Ay ( P € Ay)

se existem constantes k > 0 e ty > 0 tais que
P(2t) < EkP(t), Vt>t.
Exemplo 1.11. Satisfazem a condicao A,:

£

2. ]52(5) = (1+|s|)In(1 + |s]) — |s];

Nao satisfazem a condicao As:
3. Py(t) = el —|t] — 1,
4. P(t) =e"” —1.

Lema 1.12. Uma N-funcao P satisfaz a condi¢ao A se, somente se, para cada | > 1,

existem constantes k; e tg > 0 satisfazendo
P(lt) < kg P(t), t > to. (1.6)
Demonstracdo. Suponha que P € A, . Entao
P(2t) < EkP(t), Vt=>t.
Considerando [ > 1 arbitrario e n € N tal que [ < 2", temos que para t > t,
P(lt) < P(2"t) < k"P(t).

Reciprocamente, se vale (1.6) para todo [ > 1, entdo em particular (1.6) vale para [ = 2.

13



1.1. N-Funcoes

Lema 1.13. Uma condicao necessaria e suficiente para que uma N-func¢ao P satisfaca a

condi¢ao Ag € que existam constantes to >0 e a > 1 tal que

tp(t
% <, para todot > t.

Demonstracdo. Se P € Ay, considere k e t; tais que
P(2t) < kP(t), V>t

Pela Proposicao 1.9, 2P(t) < P(2t) < kP(t) para todo t > 0, assim k& > 2. Tomando

t > g, temos
2t 2t
bP(e) = P = [ p)drz [ plrdr = plo
0 t

Portanto ( )
tp(t
<k Vt>t

onde k£ > 2.

Reciprocamente, se existem constantes ty > 0 e a > 1 satisfazendo

tp(t)
=7 >
P(Zf) < «, Vit> to,

— t&r Qt—ap(r)r—an —Int) = oln
( >_ P(T)d g/t rP(r)d = a(In(2t) — Int) = aln 2,
donde P(2t) < 2°P(t), V t > to.

entao

Observacgao 1.14. Se P € A,, entao pelo Lema 1.13 e considerando, sem perda de genera-

lidade, ty > 1 temos que

() [ 30w

e portanto P(t) < Ct* para todo t > ty e alguma constante o > 1. Consequentemente o
grau de uma N-fungdao P € A, é dominado, para t suficientemente grande, por uma func¢ao
polinomial Ct* com « > 1. Por essa razio as N-funcoes ell — [t| — 1 e e” — 1 nao satisfazem

a condicao A,, pois elas vao para infinito mais rapido que qualquer funcao polinomial.

Definicdo 1.15. Dizemos que uma N-funciio P satisfaz a condiciio Ay, se existem constantes
[>1esy>0 tal que
21P(s) < P(ls), ¥ s > sq.

14



1.1. N-Funcoes

Lema 1.16. Considere P a N-func¢ao representada por p. Se existem constantes > 1 e
to > 0 satisfazendo

tp(t)

>80 V>,

P@_B =

entio P satisfaz a condi¢io Ns.

Demonstracdo. Segue de maneira analoga ao Lema 1.13 [

Lema 1.17. Uma N-funcao P satisfaz Ay se, e somente se, P satisfaz Ay, onde P é a

N-funcao complementar a P.

Demonstracdo. Suponha que P € A,. Nesse caso existem constantes [ > 1 e so > 0 tais que

Defina

~ 1
Afirmacao 1.18. P(t) = EP(%).

Observe que

1 - 1 s 1 s
Pi(s) = =P(ls) = —/ p(r)dr = —/ p(lr)dr,

2 J, 2/,
desse modo P, é a N-fun¢ao representada por pi(r) := %ﬁ(lr). Sendo assim

pi(s) =sup{r:pi(r) <s
= supq{r : p(lr) < 2s}

= %sup{r :p(r) < 2s} = %p(Zs),

~—

donde obtemos que

E@—A@@W—%Ammw—%lpmw—%mm.

1
Afirmacgao 1.19. ZP(%) < P(t), Yt>to=pi(so).

Por hipotese

P(s) < Pi(s), s> so, (1.7)

entretanto, considerando t > t;, temos pela Proposicao 1.4 que

p1(t) > pi(to) = Pr(p1(s0)) = so- (1.8)

15



1.2. Classes de Orlicz

Por outro lado, por (1.4) segue que

()t = Pi(pi(t) + Pi(t)
e pela desigualdade de Young temos
p(t)t < P(p(t) + P(t).
Assim,
Pi(pi (1)) + Pi(t) < P(pu(1) + P(1). (1.9)

Desse modo, se t > tg, entao por (1.7) - (1.9) obtemos

Pi(t) < [P(pi(t)) — Pi(pi(t))] + P(t) < P(t),

isto ¢, P(2t) < 2lP(t), t > to. Portanto P satisfaz A,.
Reciprocamente, suponha que P € A,. Desse modo existem constantes k > 0 e tg > 0
tais que
P(2t) <EkP(t), Vt=>t.

Além disso, segue da Proposi¢do 1.9 que k > 2. Definindo P(t) = +P(2t), pelo mesmo

argumento anterior obtemos que Py(s) = %15 (£s) e P(s) < Py(s), ¥V s > so = plto).

Portanto P € Ay, como queriamos provar.

Definicdo 1.20. Dizemos que uma N-funcdo P é A- regular, se P € Ay N A,

Exemplo 1.21. Pi(t) = |t|’/p é A- regular.

1.2 - Classes de Orlicz

No que segue Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, onde estamos consi-

derando a medida de Lebesgue.

Defini¢iao 1.22. Seja P uma N-funcdo. A classe de Orlicz £7(Q) é definida por

LP(Q) = {u : Q — R mensuréavel; /

| Plu(a))dz < —i—oo} .

Em particular, L>(Q2) C £LF(Q2), para qualquer N-fungao P.
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1.2. Classes de Orlicz

Observacao 1.23. Adotaremos a seguinte notagao:

plu) = plu, P) = / Pu(x))dz.

Exemplo 1.24. Os espacos de Lebesgue LP(€2) com p > 1, sdo casos especiais de classes de
Orlicz. De fato, se considerarmos a N-fungao P(t) = |t|’/p, temos que o conjunto LP(Q)) =

LP(Q).

Teorema 1.25. L'(Q) = UEP(Q), onde a uniao € tomada sobre todas as N-fungoes.

It
Demonstracdo. Considere u € L£LF(Q), para alguma N-fungao P(t) = / p(r)dr. Se u é
0

limitada, entdo v € L*(€2). Suponha entdo que u é ilimitada.

Como p(t) — +oo quando t — +o00, entdo tomemos K > 0 tal que p <‘u(2x)|> > 1, para
todo |u(x)| > K. Definindo

Qg ={r € Q: |u(x)| < K},

+oo>2/ |u|dx—2// drdx>2// r)drdx
|u(z) |/2

u(z)] |u(z)]
= p B = 5 . .
>/Q (—> ()| dx > /Q\QKp<—) ()| dx (1.10)
/Q|u(x)|dx: /Q\QK |u(a:)|d:c—|—/QK u(z)|dz

|u(z)|dx + K|Q|
Q\Qx

1.10
/ . (—W)’) () lde + K10 "2 o0,
N\ 2

Tome agora u € LY(Q). Queremos provar que u € L (), para alguma N-func¢io P. Para

obtemos:

Dai,

IN

VAN

portanto u € L'().

isso considere os conjuntos

Q,={reQ:n—-1<|u(z)| <n}.

/\u )|dx Z/ x)|dx

>Zn—1 1 |—Zn|Qn|—|Q|.

Assim,

17



1.2. Classes de Orlicz

Portanto,
o

> 0| < +oo.

n=1
Seja {a,} C R uma sequéncia estritamente crescente, crescendo indefinidamente, com

aq = 1, para a qual ainda tenhamos

i a,n|Q,| < +oo.

n=1

Definindo p : [0,00) — [0, 00) por

t, 0<t<1,
p(t) =
Qp, n<t<n+l1,

temos que p é nao decrescente, continua a direita, p(0) = 0, p(t) > 0 para t > 0 e

tlim p(t) = 0o. Considerando a N-fungao
—00

[]
P(t) = / p(r)dr,

pelo fato de P(n) = / p(r)dr < na, temos
0

/Q Plut)his =3 / P(Ju(e)])ir

<> P[] < inan|9n| < 0.
n=1

n=1

Portanto u € LT (), como queriamos provar. n

O proximo resultado estabelece uma maneira de comparar duas classes de Orlicz.

Teorema 1.26. Sejam P, e P, duas N-funcoes. A inclusao
EPl(Q) C EPQ(Q)
ocorre se, somente se, existem constantes positivas tg e a tais que
Py(t) < aPi(t), Y it>to. (1.11)
Demonstracdo. (<) Considerando u € L1(Q), temos que

p(U,P2> < |Q|P2<t0) + CL/)(U,P1> < 0.

18



1.2. Classes de Orlicz

(=) Suponha, por absurdo, que (1.11) ndo se verifique. Nesse caso existe uma sequéncia

crescente {t,}, com t; > 0, tal que
Py(t,) > 2" Py(t,).

Dividindo €2 em subdominios 2, tais que

0, = Ao
o Pi(t,)]
vamos definir u : 2 — R como segue:
tn, se x € €,

ule) = 0, sex¢ U Q.

Afirmamos que u assim definida pertence a £71(£2). De fato,

p(u,Pl):Z/Q P (u( dx_ZPl )| = Pi(ty) |Q|Z—<oo
n=1 n

Provaremos agora que u ¢ £7(f2), o que é um absurdo. Para isto, observe que

p(u,Pg):Z/Q Py (uf dx—ZPQ )]

> Zznpl )| =" 2"Pi(t,) 2&; = 00

n=1
]

Observagao 1.27. Segue do teorema anterior que duas N-funcoes P; e P, determinam a

mesma classe de Orlicz se, somente se, existem constantes positivas a, b e tg, tais que

De modo geral, uma classe de Orlicz ndo tem estrutura de espaco vetorial (ver [19], pg 65).

O proximo resultado nos da uma condicao necessaria e suficiente para que uma determinada

classe de Orlicz seja um espago vetorial.

Teorema 1.28. Seja P uma N-funcio. Entao LP(Q) € espago vetorial se, e somente se,

P e A,.

Demonstracdo. (=) Se LF(Q) é espago vetorial e u € LF(), entao 2u € LT (Q), isto é
p(u, P1) < oo, onde P; é a N-fungao dada por P;(t) := P(2t). Portanto

LP(Q) c L™(Q),
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1.3. Espacos de Orlicz

e assim segue do Teorema 1.26 que existem constantes positivas ¢y e a tais que
P(2t) < aP(t), Vt2>to,

ou seja, P € As.

(<) Suponha que P € Ay, entdo dado [ > 1 existem constantes positivas k; e t tais que
P(t) < kP(t), Vt>t.

Tomando u € LF(2) e considerando o conjunto A = {x : Q : |u(z)| < to}, temos que

p(lu, P) = /Q\A P(lu(x))dx+/AP(lu(x))dx

< k;l/ Pu(x))dz + P(ito)]| A] < oo,
\A

portanto lu € £LF(Q) para [ > 1.

Se 0 <[ < 1, entdo para todo x € Q temos P(lu(z)) < P(u(z)), pois P ¢é par e crescente,
assim p(lu, P) < p(u, P) < +o00. No caso em que [ < 0, lu € LP(Q), pois —lu € L(Q) e P
é par.

Considere agora u; e us € LF(€). Entao

p(uy + ug, P) = /

QP (1(1/4(3:) + uz(m))) dx < %p(Qul,P) + %p(?uQ, P) < 400,

2

portanto u; + us € LF(Q).

De tudo que mostramos, £ () é espago vetorial. n

1.3 - Espacos de Orlicz

Dada uma N-fungdo P, denotaremos por L¥(€) o menor espago vetorial que contém

LF(Q). Em outras palavras, L7(Q) é o espago vetorial gerado por L (1), isto é,
LP(Q) = (L"(Q)) .

Pelo Teorema 1.28, L (Q) coincide com L (Q) se, somente se, P satisfaz A,.

Definiremos a seguinte norma em LT ():

fullp o= sup { | [ utootayas):

que é denominada norma de Orlicz.
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1.3. Espacos de Orlicz

Lema 1.29. Considere P a N-fungao representada por p. Suponha que u € L¥(Q) e |lu||p <
1. Entio a fungio ve(x) := p(|u(z)|) pertence a LE(Q) e p(vy, P) < 1.

Demonstracdo. Primeiramente provaremos que para toda funciao v € £L7(Q) temos

||u||P’ s€ p(’U,P) S 17
u(x)v(x)dx . N 1.12
L()()’S{wmmmm,awmm>r 1)

A primeira inequacdo em (1.12) segue diretamente da defini¢io da norma ||-||,. Para

obter a segunda inequacao, note que pela convexidade de P temos

donde

P
Sendo assim, p <p(vv]5) , ]5>

< [lullp

/ u(x)LIZda:
@  pv,P)
desse modo obtemos a inequacao desejada.

Suponha que |lul|, < 1 e considere a seguinte sequéncia:

Como as funcbes u, sio limitadas, temos que P(p(|u,|) sdo limitadas ( note que p e P sdo
nao decrescentes) e portanto mensuraveis. Suponha por absurdo que a afirmacao do lema

nao seja verdadeira, entdao p(vy, 15) > 1. Pela continuidade de p e P, temos que

P(p(lua(@)])) — P(p(lu(2)])), « € Q.

Além disso, P(p(|un|)) < P(p(|tng1])), ¥ n € N. Portanto, segue do Teorema A.3 que

1méﬁwmmm=£ﬂmwm»l

e assim existe ng € N tal que

me%mm>1

Por outro lado,

P(p([ang (2)])) < PJtng (2)]) + Lot (2)])) = [ty (2)]p( [t (2)])- (1.13)
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1.3. Espacos de Orlicz

Como p(|un,|) € LF(€), entdo integrando (1.13) obtemos:

| Peun@D)iz < [ finy@)lp(lun, ()1
? (112’ )

< Nl | P(pllns (),
e isto contradiz a inequacao ||, ||p < [Jun|/p < 1.

Lema 1.30. Suponha que u € LY () e que ||lu|p < 1. Entao u € LX(Q) e p(u, P) < ||Ju|p.

Demonstracdo. Seja vo(z) = p(Ju(x)|)sgnu(x), entdo pelo Lema 1.29 temos que p(vy, P) < 1
e pela identidade

u(x)vo(x) = P(u(x)) + P(vo(z)),

obtemos

/Q Plu(z))dz < /Q Plu(z))de + /Q Plvo())dx

— [ u@o(arda L ullp.
Q
u
Para calcular a norma ||u|| », precisamos conhecer a expressao da N-fungao complementar
a P e isto nem sempre é simples de se obter. A seguir definiremos uma norma equivalente a

norma ||-|| , em L7(£2), que é expressa somente em termos de P.

Proposicao 1.31. A expressao

lulp :=inf{\ > 0: /

Q

P ey

define uma norma em L¥(Q), chamada norma de Luzemburgo.

Demonstracdo. Considerando 0 # u € L¥(Q), pelo Lema 1.30

[[ull p

e assim |u|p < 400 . Se u = 0, entdo |u|p = 0. Portanto , em qualquer caso, |- |p esta bem
definido.

e Claramente, se u = 0 entao |u|p = 0, pois nesse caso

p (%, P) =0 para todo A > 0.

Por outro lado, se |u|p = 0 entao existe uma sequéncia de niimeros positivos {\,} tal
que

An = ulp=0 e p(%,P)ﬁl, VneN
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1.3. Espacos de Orlicz

. An
Fixando ny € N, para n suficientemente grande temos que 52

32 > 1, assim segue da
Proposicao 1.9 que
u(z) Ao |u(2)]
Pl—|=P|—=.—*+
() - (G
Ano |u(z)] An u(r)
—P(— —P—).
“ (Ano N\ g
Portanto

Ano

DRI L R

para todo n suficientemente grande.

Fazendo n — oo em (1.14), obtemos

+oo = lim p (u(x)’P> <1,

n—o00 )‘no

exceto se p ( u(z)

Ny P> =0 q.t.p em €. Nesse caso u(z) = 0 q.t.p em Q, como queriamos
obter.

laulp =inf{A>0:p (%,P) <1}
= inf{|alN > 0: p (Aﬁ )
U
= |o i ! pl= <1} = .
|| inf{\" > 0 p<>\ P> 1} la]|u|p

e Tomando u e v em LY (Q), se u ou v é zero entdo a desigualdade triangular segue
trivialmente. Se ambos forem nao identicamente nulos, entao

()= (2

lulp + |v|p

:p( lu|p ‘!U(x)|+ lv|p '\U(SU)| P)
lulp + |vlp |ulp

lulp + |vlp |v|p’
< (] e (] )
lulp + |v|p lu| p lulp + |v|p lv|p

pois veremos posteriomente que |ul, = min{A > 0: p (%, P) < 1}. Assim |u+v|p
|ulp =+ [v]p.

Proposigdo 1.32. |u[p = min{\ > 0: p (¥

L P) <1}
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1.3. Espacos de Orlicz

Demonstracdo. Considere 0 # u € LY(2) e seja {\,} uma sequéncia minimizante de |u|p,

isto &, {\,} é uma sequéncia de nimeros positivos convergindo para |u|p. Sendo assim, para

r() = (i)

Como P (u(”’)) >0, Vz € (), entao pelo Teorema A.4 segue que

LP(T@E}’?)@ <sgp{/ﬂp(%> dx} <1,

como queriamos. ]

Observagao 1.33. Se K > 0 é tal que / P % dxr =1, entdo |ulp = K.

Q
De fato, basta observar que para todo £ > 0 satisfazendo K — ¢ > 0, tem-se

/QP(K“(f)g)dx_/QP<|K“(f)l)d;c>/gp<@)dx_/13<$>dx_1.

Por outro lado, se P satisfaz Ay e |u|p = K entdo tomando ¢ € (0, K/2) temos que

/QP(;;(i)dxn e P(%) (2‘“ )eLl

todo x € ) temos

Como

entao pelo Teorema A.1

1< lim QP('}?@D dx:/gp(wg)')dxg.

Portanto

Proposigao 1.34. Para cada u € LY (),
lulp < [lullp < 2[ulp.

Demonstracdo. Se u = 0, nao ha o que fazer. Suponha entao que u # 0. Neste caso, pelo

Lema 1.30
p<u(x) ,P) <1,
[[ull p

Por outro lado, segue da Proposicao 1.32 que p ( u(a) P) <1, assim

portanto |ulp < |lul| .
[ulp?

Young

<p(P) 1<,
|ulp

u

il @v(m)dm

= sup ‘U|P

P p(v,P)<1
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1.3. Espacos de Orlicz

portanto |ull, < 2Ju|p.

Defini¢ao 1.35. O espago vetorial normado (L7 (Q2),]-|p) é chamado espago de Orlicz com

respeito a N-funcao P.

Afim de simplificar a notacao, iremos nos referir ao espaco (L (Q2),| - |p) apenas como
LP(9).

cont.

Teorema 1.36. L7(Q)) — L'(Q).

Demonstracdo.  Primeiramente, como £7(Q) C L'(Q), entdao L(Q) = (£LP(Q)) c LY(Q).
Considere agora P a N-funciio complementar a P, C' > 0 tal que P(C) = 1/|Q| e u € LF(Q).
Como / P(C)dz = 1, temos

0

/Q lu(z)|dx = é /Q Cu(z)sgnu(x)dw
1

1 2

= = lulp < Sl

< = sup
C pwp)<t

/Q w(z)o(z)dz

como queriamos obter. [
Teorema 1.37. Todo espaco de Orlicz é completo.

Demonstracdo. Como as normas | - |p e ||-||, sdo equivalentes, entdao adotaremos a norma
||| » para o provar o teorema.

Seja {u,} C LP(Q) sequéncia de Cauchy, isto &,

n}}briloo [t — un||p = 0.

Pelo Teorema 1.36, {u,} é sequéncia de Cauchy em L'(2). Como L'(f2) é completo, entao
existe up € L'(Q2) tal que
U, — g, em LY(Q).

Pelo Teorema A.2, existe uma subsequéncia {u,, } tal que
Up, () = uo(z), q.t.pem €.

Como {uy, } ¢ ainda uma sequéncia de Cauchy em L' (), entdao tomando € > 0 arbitrario,

podemos encontrar k(g) > 0, tal que para todo k, k + p > k(¢) tenhamos

/ |Uny,, — Un, ||V]dT <, (1.15)
Q
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1.4. Tmersao em espacos de Orlicz

para todo v € EP(Q) com p(v, P) < 1. Do Teorema A.4, fazendo p — oo, segue que

/ [ug — U, ||v|dz < e, (1.16)
Q

para todo v € LF(Q) com p(v, P) <1 e k > k(e).
Por (1.16) , temos que vy —u,, € L7(Q). Como u,, € L7 (), entdo uy € L(Q). Além
disso, ainda por (1.16)
|tn, — wollp <, YV k> Ek(e),

assim {u,, } converge em L”(Q) para ug e portanto {u,} converge para ug em L¥ (), pois
{u,} é uma sequéncia de Cauchy que admite subsequéncia converjindo para ug. m
Teorema 1.38. (Desigualdade de Hélder) Se P e P sio N-funcdes complementares, entio
w € LY(Q) e

< 2luly|v]p.

/Q w(@)o()da

Demonstracdo. Pela desigualdade de Young
Jul Ly < (L) +p<L> <9
o [ulp [v], Julp vlp

/ luv|de < 2Ju|p|v|p.
Q

Portanto

1.4 - Imersao em espacos de Orlicz

Definicao 1.39. Sejam P; e P, N-funcoes. Dizemos que P, cresce mais lento que P;

( P, < Pp), se existem constantes positivas k e ty tais que

Py(t) < Pi(kt), Y t>tq.
Se P, < P e P, < P,, entao diremos que P, e P, sao equivalentes.
Exemplo 1.40. P, < P, onde Py(t) =t? e Py(t) =t com 1 < p < q.

Definicao 1.41. Se P; e P, sao N-funcoes tais que

POy _
t—00 Pl(t) o

para todo A > 0, entao dizemos que P cresce estritamente mais lento que P; e denotamos

isso por P, << P;.

26



1.4. Tmersao em espacos de Orlicz

A seguir, vamos apresentar alguns resultados de imersao para espacos de Orlicz.

cont.

Teorema 1.42. Se P, < Py, entao L71(Q) — LT(Q).
Demonstracdo. Tomemos constantes positivas A e ty tais que

By(t) < Pi(At), V>t (1.17)

e consideremos ¢, = Py (ﬁ) e A = max{1, £2((/\tgl))}‘

Afirmacgao 1.43. Para t > t;, tem-se Py(t) < AP;(\t).
De fato, se t; > tg, entao a desigualdade desejada segue diretamente de (1.17) e do fato

que A > 1. Se t; < tget >ty também nao ha o que ser feito. Se t; < tge t; <t <ty entao
Pi(At1) < Pi(AMt) e Py(t) < Pa(tp). Nesse caso

Py(t) < Pa(to)

o que conclui a prova da afirmacao.
Tomando u € L™ (Q) e definindo

. _Ju(@)|
Qu) ={z eQ: I [ulr, < ti},

IWM) / (W@H) / <wm|)
Pl ———)dz = Pl ————— | dx + Pl ————— | d
fé 2(2Axmhﬁ T o S\l )T oo 2 \2MN ulp, )

Af1.43 1
< Pz(tl)dw—/ P, ‘“(x)‘)dx
Q) 2 Jovow) |ulp,
|

AH<%3)®

[

Assim
lulp, < 2AMulp,.

Além disso, por (1.17)

u
p(5:P2) < 190Pa(to) + plu, 1) < +o0,

portanto L (Q2) C L2 (Q). n

Definigao 1.44. Dizemos que uma sequéncia {f,} de fun¢bes mensuréveis converge em
medida para f: ) — R, se para cada ¢ > 0 e § > 0 dados, exitir um inteiro M tal que se
n > M, entao

vol({x € Q: | fu(z) — f(x)| > e}) <.
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1.4. Tmersao em espacos de Orlicz

Observagao 1.45. Toda sequéncia {f,} covergente em medida é Cauchy em medida. De

fato, suponha que f,, — f em medida. Considere a > 0 e m,n € N e defina

En(a) ={z € Q: [fu(z) = f(2)] = a}

Bron) = {2 € 9 | () — fule)] > a}.
Se x ¢ En(a/2) e x ¢ E,(a/2), entdo |f(z) — f(z)] < a/2 e |fu(x) — f(x)] < a/2.

Assim, |f(x) — fu(x)| < a, donde = ¢ E,,,(a). Portanto, se z € E,, ,(a), entdo = €

Em(a/2)UE,(a/2), daf |Epp(a)| < |Em(a/2)|+ | Ea(a/2)] "2 0, pois f, — f em medida.

Os proximos resultados serao tteis quando falarmos sobre imersoes em espacos de Orlicz-
Sobolev.

Teorema 1.46. Considere P, e Py N-fungoes e suponha que Py << P;. Se uma sequéncia

{un} € limitada em LT (Q) e convergente em medida, entio {u,} converge em L¥2(2).

wj(2) ~up ()

Demonstracdo. Fixe ¢ > 0 e considere v;(z) = -

. Claramente v, é limitada em

LP1(Q), digamos que |vjx|p, < K. O fato de P, << P, nos diz que podemos encontrar

t 1 t
< — | < = — > tp.
p<n () <tn (L), vizu

Considere § = m e defina

_ 1
Q= {x € Q:|vjp(x)] > P 1 <m) } )

Concluimos da Observacao 1.45 que existe um inteiro N, suficientemente grande, tal que se
J. k> N, entao vol(€; ;) < 6. Definindo

to > 0 tal que

Q;k ={z € Q. : lvjn(x)| = to}, ng = Qi — Q;‘,lw
entao para j,k > N temos

/P2(|Uj7k(x)|>dl':/ Py(|vjp(z dx+/ 5 (v k(2 dx+/ Py(|vj i (2)|)dx
Q O\Q; . o,

< (o Gaig) e f, 1 (P57 o ] s

k

11 v (@)]
<-+- [ P2 dz + | | Pa(t
<prplm(t e
1 1/ |vj k()] 1
<-—+- | A= )de+ - <1
Assim |v;;|p, < 1, donde |u; — ug|p, <e. n
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1.5.  Consequéncias da condi¢ao (p2)

Corolario 1.47. Suponha que P, << Py, S C LY1(Q) ¢ limitado em L1 () e pré-compacto
em LY(Q), entio S é pré-compacto em LT2(2).

Demonstra¢do. Tomando {u,} uma sequéncia em S e usando o fato de S ser pré-compacto
em L'(2), entdo podemos obter uma subsequéncia {u,, } e u € S de tal modo que u,, — u
em L'(Q)). Pelo Teorema A.6, {u;} converge em medida. Assim, pelo teorema anterior temos

que {u,, } é convergente em L2((). n

1.5 - Consequéncias da condigao (p»)

Seja P uma func¢ao de Young representada pelo homeomorfismo p : R — R, onde P satis-

faz (p2). Provaremos agora algumas desigualdades que serdo tteis ao longo deste trabalho.
Lema 1.48. Suponha que P é uma N-func¢dao que satisfaz (p2). Entao:

(1) se 0 <t <1, entdo t* P(I) < P(tl) <t* P(1),

(2) set>1, entio t* P(l) < P(tl) < t*" P(l),

(3) se ulp <1, entio [ulf < p(u) < |uff

(4) se |ulp > 1, entio |ufh < p(u) < |ulb .
Demonstracdo.

(1) Pela paridade de P, é suficiente considerarmos o caso em que [ > 0. Tome entdo

[>0 e te(0,1]. Desse modo,
! (p2) ! -
In (@) :_/ p(s)ds 2 —p/ 1d3:1ntp
P(l) u P(s) s

P(tl) <" P(l), VI>0ete (0,1].

¢ assim

Da mesma forma,
P(tl) =t P(l), VY1>0 ete(0,1].

(2) Analogo ao item (1).

(3) Se |ulp <1, entdo segue do item anterior com | = u(zx) e t = 1/|u|p, que

|u|11;3 /Q Pu(z))dz < /Q P (%) dz
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1.5.  Consequéncias da condi¢ao (p2)

/QP <1|‘15—2) iz < ﬁ /Q P(u(x))dz.

P (@) dx =1 e portanto
|ulp

Assim, da Observagao 1.33 segue que /
Q

! /QP(u(x))dx <1<

Julp u

| Plutas,

[
donde obtemos a desigualdade desejada.

(4) Analogo ao item (3).

Lema 1.49. Considere que P é uma N-func¢ao, Péa N-fung¢ao complementar a P e

p) = plu ) = | Pluta))ds.
Suponha (p2). Entao:
N

(1) se 0 <t <1, entao tpgiilp(l) < P(t) < tﬁp(l),

+

(2) set>1, entio t7-1P(1) < P(t) < t7 1 P(l),

P _p
(3) selulp <1, entao |ulf " < plu) < |u|]§+’1,

pt p_

(4) se |ulp > 1, entao |u|]13;’1 < p(u) < |uly

Demonstracdo. Seguindo os passos da prova do lema anterior, é suficiente mostrar que

+ t*lt -
LA I U S
pt—=1 " P@t) "~ p —1

Ora, por hipotese

<pt, Vs>0. (1.18)

Substituindo s por p~!(¢) em (1.18), obtemos
pT P (1) S tpT (1) < ptP(TI(E), t>0.

Além disso, de (1.4) segue que

portanto

como queriamos provar. =

30



1.6. O espago ET(Q)

1.6 - O espaco ET(Q)

Definigao 1.50. Dizemos que uma sequéncia {u,} C L7(Q) converge em média para
u € LF(Q) quando
lim p(u, —u) = lim [ P(u, —u)dz =0.

n—0o0 n—oo QO

Observagao 1.51. Vimos que se u € LY(Q) e |u|p < 1, entao pelo Lema 1.30 e pela
Proposigao 1.34,

p(u, P) < 2|ulp. (1.19)

Assim, se u, — u em LT (Q), entdo por (1.19) segue que u, converge em média para wu.
Portanto, convergéncia em LP(Q) implica em convergéncia em média. A reciproca desse
fato nem sempre é verdadeira (ver [19], pag 75). O proximo resultado nos da uma condigao

para que esses dois tipos de convergéncia sejam equivalentes.

Teorema 1.52. Considere P uma N-func¢ao que satisfaz A,. Se

/ P(u,)dx — 0,
Q

entao
u, =0, em LY(Q).

Demonstracdo. Como P satisfaz A,, entdo para cada e € (0, 1) existem constantes positivas

k. e t. satisfazendo

P (é) <kP(t), Vit

/QP (%) dr < /{ums] P (%) dv + k. /“unbts] P(uy)da.

Desde que u,, converge para 0 em média, entao kg/ P(uy,)dr =% 0.
H’Ltn|>ts}

Afirmacao 1.53. / P (ﬁ) dxr — 0 quando n — oo.
[lun|<te] €

xn:/ P(@)dx, neN.
[lun|<te] €

Como / P(uy,)dz — 0, entao segue do Teorema A.2 que existe uma subsequéncia {u,, } tal
Q

De fato, seja

que

Up, () = 0, q.t.pem (.
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1.6. O espago ET(Q)

Assim,

Up, T

onde X, |<t](z) ¢ a fun¢do caracteristica do conjunto {z € Q : |u,, (z)] < t.}.

Observe ainda que

P () ) < P (£) e Lo (1.21)

£

De (1.20) e (1.21), segue pelo Teorema A.1 que

Up, (T
Q g
/ P (“L) dz — 0.
Hunk|§ts] €
/ P <%) de <1
Q 9

e portanto |u, |p < €, para todo ny suficientemente grande. Repetindo esse argumento,

isto é

Desse modo,

concluimos que toda subsequéncia de {u, } admite subsequéncia convergindo para 0, portanto

{u,} converge para 0. m

Definigao 1.54. Definimos E¥() como sendo o fecho em L7(Q) do espago das fungoes

essencialmente limitadas L>°(2). Em resumo,
7)== "
e esse ¢ um espago normado com a norma induzida de L¥(Q).

Teorema 1.55. Considere a N-fun¢io P. Entio EY(Q) = LY(Q) se, e somente se, P

satisfaz Asg.

Demonstracdo. Primeiramente observe que se u € ET(Q), entdo exite ug € L>°(Q) tal que
|u — uo|p < 1/2. Desse modo, pelo Proposi¢ao 1.9

_ /Q P(2u(z) — 2ug(z))dz < /

2|U—UQ|p O

P (u(az) — up(z)

|U—U0|p

)dmgl,

donde
/ P(u(z) — 2uo(x))dz < 2lu — uo|p < 1
Q
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1.6. O espago ET(Q)

e portanto 2u—2uy € LF(Q). Como ug € L®(Q) C LF(Q), entdo pelo fato de P ser convexa
e par, temos que
1 1
u= 5(2u — 2ug) + 5(2u0) e L7(Q).

Concluimos entao que ET(Q) C LF(Q2). Desse modo, se EF'(Q) = L¥() entdo necessaria-

mente P € A,, caso contrério, pelo Teorema 1.28
EP(Q) c £P(Q) C LT (Q).
Reciprocamente, suponha que P € A,. Nesse caso, vimos que
LP(Q) = L7(Q).
Considere u € LY (Q2) e a seguinte sequéncia de fungdes essencialmente limitadas:

up () = { ufe),  se fu(@)] <,

] o, se |u(z)| > n.

Como P(Ju(z) — u,(z)]) < P(lu(z)]) € L'(Q2), entdo pelo Teorema A.1

[ Pllute) = uafz)do -0
Q
e assim segue do Teorema 1.52 que u,, — u em L¥(Q), portanto u € E¥(Q). ]

Teorema 1.56. O espaco ET(Q) é separdvel.

Demonstraggo. Considere u € L>(f), onde |uloo = a. Pelo Teorema A.7,
existe uma sequéncia de fungdes continuas {u,}, onde |u,(z)| < a e u(z) — u,(z) & di-
ferente de zero somente em um conjunto €2, C 2 cuja medida é menor que 1/n. Desse

modo

lu—un|p = sup
p(v,P)<1

/Q () — tun ()]0 ()

< 2a sup / |U(£E)|d33:2a||XQn||P>
p(U,P)Sl n

onde xq, (x) é a funcao caracteristica do conjunto §2,.

Observe ainda que

[P (ontr (i) = [ xon e =1

1
XanlP = 55770
P(1/[20])

donde
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1.7. Dualidade em Espagos de Orlicz

n—oo .
Portanto |xq,|p — 0 e assim
n—oo

lu = unllp < 2allxe,llp — 0,

devido a equivaléncia das normas |- |p e ||| p.

Provamos entio que o conjunto das fun¢oes continuas é denso em E' (). Por outro lado,
para toda funcao continua u, podemos encontrar uma sequéncia de fun¢oes polinimiais com
coeficientes racionais que converge uniformemente para u. No entanto, toda sequéncia de
funcoes {u,} que converge uniformemente para u, converge para w na norma ||-|| 5, pois se

considerarmos € > 0 arbitrario, entao podemos obter ng € N tal que
lun(x) —u(z)| <e, Vn>ng e xe.

Assim, se n > ng, temos que

lum —ullp < sup / () — u(a) [o]dz

p(v,P)<1

<e sup /|v )|dx
p(v,P)<1

Young
< ¢ (/ P(l)dm+1) ,
Q

portanto concluimos que ||u, — ul|, — 0. Consequentemente, o conjunto contavel dos po-

linomios com coeficientes racionais é denso em ET (). [

Corolario 1.57. Se P € A, entio LY (Q) ¢ separdvel.

Demonstracdo. Se P € A,, entdo pelo Teorema 1.55 obtemos que EF(Q) = LP(Q) e

portanto, pelo teorema anterior, LY () é separavel. [

Observacao 1.58. A reciproca do Corolario 1.57 é verdadeira. Em (|19], Teorema 10.2),

prova-se que se P & Ay, entao L (2) ndo pode ser separavel.

1.7 - Dualidade em Espacos de Orlicz

Considere (L*())" o espago dual de L¥(Q) . Admitiremos a seguinte norma em (L¥())":
[El(ppy = sup{[F(u)] : Julp < 1},
Lema 1.59. Dado v € LY (Q), o funcional linear F, : L¥(Q) — R, definido por
F,(u) = /Qu(w)v(a:)da: (1.22)
pertence ao espago dual (L¥(Q))" e a norma | F | ppy satisfaz

olp < 1Full ey < 2[vlp. (1.23)
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Demonstracdo

1.7. Dualidade em Espacos de Orlicz
Claramente F, é linear. Além disso, segue da desigualdade de Holder que

|Fo(w)] < 2ulplvlp,  YVu € LY(Q).

Para estabelecer a outra desigualdade vamos assumir que v # 0 e que || F,|| ;py = K >0

Defina
u(x) = ot
0 se v(z) = 0.

p
ol < [ Pluois = [ P
K/ o). (1.24)

o)ldr < ||Fl ey,

Entretanto
|U|P
(1.25)

! /(@Mwmémb

donde
1Eull(pry Jo
(1.25) concluimos que |u|p < |u|p, 0 que é absurdo. Essa contra-

)

) g

fr (%

Desse modo, por (1.24)
digdo mostra que |u|p < 1 e portanto |u.sgnv|p < 1. Assim
1By = sup [Fy(w)] > [Fy(sgno.u)| = [[Full r

(1.26)

de modo que

(@)
APQWmMJSL

donde concluimos que
vlp < 1 Eull ey -
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1.7. Dualidade em Espagos de Orlicz

Observacao 1.60. O Lema anterior permanece valido se consideramos F}, como um elemento
de (EP(Q)), isto é, quando restringimos a aciao de F, aos elementos de E¥(€)). Nesse caso,
para obter a primeira inequagao de (1.23), substituimos ||Fv||(Lp), por ||FUH(EP), e U por Xpl,

onde Y, é a funcao caracteristica de
Q, ={z€Q:|ulx) <n}.

Evidentemente x,u € ET(Q), além disso, pelo mesmo argumento usado no Lema 1.59,

obtemos que |y,ulp <1 e assim a desigualdade (1.26) é substituida por
/Xn(ac)]5 _Jo(@)] dx < 1.
Q “Fv H(EP)'

lim x,(x) =1, q.t.p em £,

n—oo

e
o \IFllgry

assim [v[p < [|Fy | gry - Pela desigualdade de Hélder obtemos também que || F, || pry < 2[0]p.

Portanto [v]p < [[Fyl| pry < 2[0]p.

Como

entao pelo Teorema A.4 temos

Definamos a seguinte aplicagao:

I:LP(Q) — (EP(Q)Y
v —T(v): EF(Q) — R

" Hﬂmmw:mwzéwmmm;

E facil ver que I' é linear. Além disso, segue da observacao anterior que I' é uma aplicacao

injetiva. Provaremos a seguir que [' é também sobrejetiva.

Teorema 1.61. Seja F um funcional linear limitado em ET(Q), isto é, F € (EF(Q)).
Entio eziste v € LY(Q) tal que

F(u) :/u(a:)v(x)da:, Yu € EP(Q).
Q
Demonstracdo. Consideremos F € (ET(Q2))" e

Y={9CQ:S émensuravel}.
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1.7. Dualidade em Espagos de Orlicz

Vamos definir a seguinte funcao

T:¥ —R

onde xg é a funcao caracteristica de S.

[ (stone™ (1g7) Jae =1

IFl gry 1510
P=1(1/1S])

Pelo Teorema A.9, podemos encontrar uma funcao mensuravel v tal que

Vimos que

assim

T(S)] = [F(xs)| < [1Fll gy [xslp =

T(S) = /Sv(x)dx. (1.27)

Se u é uma funcao simples, isto é,

= aixs, (@)
=1

com S; CQ, S;NS; =0 para i # j, entdo por (1.27) temos que

Fu) = Zaz (xs,) Zm:ozZT
_io‘l/ dx—i/ﬂv ) X3 ( /Q u(z)v(x)dz.

Agora seja F o funcional dado por
Fi(u) = / u(z)v(z)de, u € EF(Q).
)

Pelo que foi observado Fij(u) = F(u), para toda fungao simples u. Entretanto o conjunto
das fungoes simples ¢ denso em E?(Q), consequentemente Fy(u) = F(u), ¥V u € EF(Q).

Nos resta provar que v € LP(Q). Ora, considerando u € LF(Q) e a sequéncia
{u,} C L>(2) onde

Un () = { ue), s fun(@)l <.

0, se |u,(z)| >n
temos que |u,|p < |u|p e

Jim [ ()0(2)] = fu(e)o(z)|
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1.8. Espacos de Orlicz-Sobolev

para quase todo x € 2 . Dese modo, pelo Teorema A.4

/Qu(x)v(a:)dx SSITJLp/Q|un(:E)v(3:)|da:

= sup F(Jup|sgnv)| < [|F|[ g |ulp < oco.

Portanto v € L (©), como queriamos provar. [

Da linearidade de I', da Observacao 1.60 e do Teorema 1.61 concluimos que I' é um

isomorfismo e assim, por meio deste isomorfismo, escreveremos

LP(Q) = (B7()).

Se P satisfaz a condicao A,, entdo pelo Teorema 1.55

L"(Q) = (L"(Q))".
Da mesma forma, se P satisfaz A, entao

L7(Q) = (7).
A partir disso, podemos enunciar o seguinte resultado:
Teorema 1.62. Se P é A-reqular, entio LT (Q) € reflexivo.

Observacao 1.63. Se P nao satisfaz A,, entao pode-se provar que existe um funcional
linear continuo em (LF(£2)) que ndo pode ser dado por (1.22), para nenhum v € LF(Q)
( ver [21], Teorema 3.13.5). Dessa maneira podemos concluir que a reciproca do Teorema

1.62 é verdadeira.

1.8 - Espacos de Orlicz-Sobolev

Definiremos os espagos de Orlicz-Sobolev de maneira anéloga a que se define os espagos

de Sobolev a partir dos espagos de Lebesgue.
Defini¢iao 1.64. Dada P uma N-funcdo, definimos WH*(Q2) como sendo o espac¢o vetorial

WLP(Q)= {u € LY () : 3 f1,..., f € LP(Q) satisfazendo

0 .
/Quaidx:—/ﬂfiqﬁdx, Vo € CP(Q), Vi=1,...,n}.
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1.8. Espacos de Orlicz-Sobolev

Se u € WHP(Q), entdo pelo lema de Du Bois Raymond tais fun¢oes f; sdo tnicas e sio

chamadas derivadas fracas de u. Denotaremos f; = 2% e Vu = (ggfl, oy ),

Podemos definir em WF(Q) a seguinte norma,
lulyp = |ulp + |Vulp, VueWHP(Q),
onde estamos denotando por |Vu|p a norma de Luxemburgo de |Vul.

Defini¢ao 1.65. O espago W1 (Q)) munido da norma |- |p é chamado espago de Orlicz-

Sobolev associado a N-funcao P.
Teorema 1.66. W1F(Q) := (WLP(Q),|.]1.p) € um espago de Banach.

Demonstracdo. Consideremos o espago vetorial (LF(Q))N ! = LP(Q) x LP(Q) x --- x L¥(Q)

munido da seguinte norma:
’u‘(LP)N"’l = ’UO‘P + ‘(ula "'7uN)‘Pa Vue (LP(Q))N+1'

Definindo a aplicagao

T:WLP(Q) — (LF(Q)N*!
u +— (u,Vu),

podemos identificar W1 (Q) com T(W1F(Q2)), subespago de (L7 (Q))N 1. Como (L¥(2))N+1
é espaco de Banach e T é uma isometria entre WhF(Q) e T(WLF(Q)), precisamos apenas
provar que T(W1P(Q)) é fechado.

Seja (ug, V) =3 (u,ur, . .., uy), em (LP(Q))¥*1. Entao
L? Quy, P :
Uy — U € 5 —> u;, paracadai=1,... N.
L5

Fixemos ® € C°(Q2) arbitrario. Desse modo ® e g—z e LP(Q), para cada i, onde P é a
N - funcao complementar a P.

Da desigualdade de Hélder, segue que os funcionais lineares Fp : LY (Q2) — R e
Faq, LP(Q) — R, definidos por

Fo(o) = [o@@@ds o Fp() = [ w3

Ox;

sao continuos em L7 (). Assim

0P (x
/k(m) o d —>/ ax e
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0
uk(b(x) de — / w; P(z) dx.
o 0z Q
Como 00 5
/ Uy, dr = — il ® dzx,
o O O
segue que
0P .
u(z) de =— [ uw®(x)dz, Vi=1,...,N.
Q Ox; Q
Da arbitrariedade de ® , temos que u; = %, para cada <. [

Como consequéncia do Coroléario 1.57, do Teorema 1.62 e da Observacao 1.63 obtemos o

seguinte resultado:
Teorema 1.67. Suponha que P é uma N-func¢ao. Entao:

1. WHP(Q) ¢ separdvel, se P € Ay;

2. Para cada F € (WYP(Q)) := WP (Q), ezistem v; € LP(Q), i =0,..,N tais que

F(u) = /Qu(x)vo(x)dx—i-z:/ﬂ 6;;?%(:6)&6, Vu € WhH(Q);

3. WLP(Q) € reflerivo se, e somente se, P e P satisfazem As.

Demonstragdo. Ver [1]. ]

1.9 - Imersoes de Orlicz-Sobolev

Estudaremos agora as imersoes de espagos de Orlicz-Sobolev em espacos de Orlicz.

Lema 1.68. Seja P uma N-fung¢ao satisfazendo

/1 P) gy < (1.28)

s+ n

/OO P) gs — oo (1.29)

st
Entao a funcao (P*)™':]0,00) — [0,00) dada por

= [ s

é bijetiva e a sua inversa P* (estendida de forma par para todo R) é N-funcao.
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Demonstracdo. Obviamente (P*)~! é estritamente crescente e portanto é injetiva. Além
disso, pela defini¢gao de (P*)™! ¢ facil ver que (P*)~1(0) = 0. Pela condigao (1.29),
(P*)~! = oo quando t — oco. Observado isto e pela continuidade de (P*)~! segue que (P*)~!

é sobrejetiva. Portanto (P*)~! tem inversa bem definida e a denotaremos por P*.

Afirmacao 1.69. P* é¢ uma N-funcao.

De fato,

A continuidade de P* decorre da continuidade de (P*)~!;
P* ¢ estritamente crescente pois (P*)™! é estritamente crescente;
Como (P*)71(0) = 0, entao P*(0) = P*((P*)~'(0)) = 0;

Provar que P* é convexa é equivalente a provar que (P*)~! é concava. Nesse sentido,

observando que
P(t)

-
t1+ﬁ

(P (t) =
e considerando t > 0 e 0 < a < 1 arbitrarios, temos pela convexidade de P que
P(aP7(t)) < aP(P7Y(t)) = at,

portanto aP~(t) < P~!(at). Suponha que 0 < a < b, entao a/b < 1. Desse modo,

a

tomando o = .

et =0, temos

P~ a) >

Assim,

d, w1, P a) _PHb) d, .
E(P) (a) = > _E(P) (b),

donde £ (P*)~! & ndo crescente e portanto (P*)~! é concava;

1 — 1
a1+ﬁ bl‘i’ﬁ

Pela Regra de L’Hospital e pela Proposicao 1.2, temos que

(P~ _ . P()

lim ———~ = lim ——= =0,
t—o0 t t—o0 tlJrﬁ
portanto
P(t
lim ®) = o0;
t—o00 t

Por um raciocinio analogo ao anterior, obtemos que

lim P (t)

t—0 ¢

= (),
o que conclui a prova da afirmacao.
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Exemplo 1.70. Considere a N-funcio P(t) = [t|?, p > 1. Temos que P~*(t) = t'/P, assim
para que P satisfaca (1.28) e (1.29) devemos ter 1/p —1/N — 1 > —1, donde p < N. Nesse
caso, para p < N, obtemos

toglp t pN  N—p
PY M) = | —eds = [ sPTUNTls = ton >0
(P~ (1) /031+1/NS /Os s=N

e portanto

onde p* = A’,’—J_Vp.

Definicao 1.71. Dizemos que 2 é um dominio admissivel, se em {2 ocorre as imersoes de
Sobolev

cont.

WLLQ) D L9(Q), qe[1,N/(N —1)].

Teorema 1.72. Seja Q um dominio limitado e admissivel. Suponha que P satisfaz (1.28) e
(1.29) . Entao

cont.

WhP(Q) ‘= L (Q).
Além disso, se H é uma N-func¢ao e H << P*, entao

comp.
—

wr(Q) LA(Q).

Demonstracdo. Defina s = P*(t). Entao

AP d(P*)!
) =1
0.5 () =1, 5> 0
assim . )
dP* 51+ﬁ (P*<t))1+ﬁ

t) = = .
dt (®) P=1(s)  P~1(P*(t))
Desse modo, P satisfaz a seguinte equacao:

aprr * (4 1+ %
S (t) = (P*(t)) . (1.30)

PTY(P(t))
Considere P a N-funcdo complementar a P. Pela Proposicao 1.9, temos que
P*(t) < P7Y(P*(t))P 1 (P*(t)).

De (1.30) segue a seguinte desigualdade:

dP*
dt

PTH P (6) S (1) = (P*(1)™ P*(t) < (P*(t))™ P~ (P*(1)) P~ (P*(t)),
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donde
dj;* (t) < (P*(1))¥ .P~Y(P*()), VteR.
Definindo o(t) = (P*(t))%, obtemos que
do  N-1 _ . 1 . dP*
ng(P) (t) o (t)
< S PR QPP 0) = S P (o) s

Seja u € WLF(Q) e suponha, por um momento, que u é limitada em Q e u # 0. Nesse

7 (5)

decresce continuamente de infinito para 0 quando A cresce de 0 para infinito. Dessa maneira,

/Qp*('%')dx:l

p+. Tomando f(z) =0o <M) , decorre de (1.31) e do fato

caso

existe K > 0 tal que

e pela Observacao 1.33, K = |u

K

de estarmos supondo u essencialmente limitada que o é Lipschitziana em [0, %] Além disso
u € WHP(Q), entdo segue do Teorema 1.36 que u € W11(Q). Pelo Teorema A.13, obtemos
que f € Wh1(Q) e pela Regra da Cadeia para espagos de Sobolev (ver Teorema A.14), temos

ainda a seguinte identidade:

o _ (M> %sgnu(x)g—u(x)-

ox; K i
Como
WHH(Q) — L¥T(Q),
entao N
of
N < — =
‘f|m <G (Z 8:6] 1+‘f’1>
7j=1
N
1 , (|u(@)]\ | Ou |u(z)]
Cl(Kj;/Qa( e axl(x) da:—i—/QJ 7 dx
Assim

= ([ () = (o () o)
—|fl s <G (%i/ga’ (Lf?”> g—;(x)‘dwr/ga(@) dx)
0

' P) +C’1/Qa (%f)‘) dz. (1.32)
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Por (1.31) temos ainda que

Sl N=1] o [ (T
L} < - =
U(K e e A% i
P
pP-1(p* [u(z])
N-1 _
_ inf )\>0:/P ( <K >> dr <15 (1.33)
N 0 N\

Da convexidade de ]5, segue que para todo A > 1

[ P (P () et [ (M) gy

A

portanto

| i ﬁ*I[P* (Iuﬁg\)>]
inf /\>0:/P de <13 <1. (1.34)
Q

Assim, de (1.33) e (1.34) obtemos que

o <%) L5 % (1.35)
Definindo ey t
o) =0 e =40
entao
m 9O PO PO e o
t1~>oo h(t) tgm O'(t) tLoo (P*(t))l_% tgw(P (t))

e dai podemos encontrar t; > 0 tal que

lim A(t) = lim

t—0 t—0 t t—0 t ‘P*(t)l/N =0,

assim h é limitada em intervalos limitados. Tomando Cy = C sup h(t), temos que para cada

[0,20]
tZtOJ 1 1
t) = th(t) < —g(t)t = —P*(t
7(t) = th(t) < 5590t = 5P (1)
e para cada 0 <t < tg, c
t) =th(t) < =2t.
o(t) = th(t) <
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Portanto, . C
t

o(t) < —P*(t) + = t>

e assim
u(z)| 1 / |u(z)|
— dx
C1/QJ< I 2 + Yy
r ] 1
e 5t 7\“’P’1\P 5T ’U\P, (1.36)

onde C5 = 2C,|1| 5.
Combinando as desigualdades (1.32), (1.35) e (1.36), obtemos que

201 (N —1) o= | 8 1 C
1< 1( ) u + _3|u|P
KN = orjlp 2 K
Portanto,
2C01N(N —1) ou
lulp = K <2 (T +Cs Iax lulp, 72, N (1.37)
Como
) ou

define uma norma em W17 (Q), que ¢ equivalente a norma | - |, p, entao (1.37) nos diz que

existe uma constante positiva C' para a qual
lu|p- = K < Cluly,p, (1.38)

0 que prova que a imersao requerida é valida para todo u € WP (Q) N L*°(Q). Para estender

(1.38) para uma fungao arbitraria u € WH(Q), definamos a seguinte sequéncia :

Claramente v, € L>®(Q) N Wh(Q) e

Ouy ge@)], s fu(@)| <k,
Otk ()] = { 1o
Oz; 0, se |u(z)| > k.
Note ainda que se ky < ko, entao |ug,|p- < |ug,|p+, isto é, a sequéncia {|ug|p} € nao

decrescente. Além disso

ou
< | 2=

8uk

up(2)] < Ju(z)] e 8—%(1’) , Vazeq,
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assim

8uk

0

ou

< | —
3xj

P

luklp < |ulp e

)
P
no que resulta em

|ug| p» < Clugly,p < Cluly,p.

Portanto {|uy

p+} € limitada. Desse modo, existe lim |uy|p+ e
k—o0

A := lim |uk P S C|U|1’p.
k—o0

Por fim, uma vez que

p () pr (W) s

A

segue do Teorema A.4 que

/QP* <@) dz < s%p/QP* (lu’“ffﬂ) de <1,

onde a tultima desigualdade se verifica pelo fato de A > |uy|ps. Assim
[ulp <A < Clulyp,
donde concluimos que
WP Q) S LP Q).
Suponha agora que H << P*. Nesse caso, pelo Teorema 1.42 temos que

cont. cont.

L (Q) = LH(Q), portanto WHP(Q) —" L#(Q). Provaremos agora que esta imersio é

compacta. Considere entdo S um subconjunto limitado de W*(€2). Como

cont.

Wh(Q) = L7 (),

cont.

entao S é limitado em L™ (Q). Além disso, segue do Teorema 1.36 que W1F(Q) — Wh(Q)

e pelo Teorema A.15, W(Q) "2 L1(Q), portanto S é pré-compacto em L'(Q). Assim,
pelo Corolario 1.47 concluimos que S é pré-compacto em L7(Q). n
Corolario 1.73. W1 (Q) ‘& LP(Q).

Demonstracdo. Afirmamos que P << P*. De fato, de acordo com |1, pag 265|, é suficiente

provar que

(P
g
Facilmente obtemos este limite, aplicando a Regra de L'Hospital. |
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1.9. TImersoes de Orlicz-Sobolev

No caso de espacos de Sobolev, sabemos que se p > N entao
Whe(Q) ‘L cO-Nr(Q),

Em se tratando dos espagos de Orlicz-Sobolev, a condi¢ao correspondente a p > N é

o0 P—l
/ —(S)ds < 00.
1

gl+1/N

Nesse caso, temos também um teorema de imersao que é andlogo ao teorema de imersao de

Sobolev. Antes de enuncia-lo vamos definir o espaco C%“®)(()).

Definigao 1.74. Seja 0 = o(t) uma fungao definida em [0, +00) que é crescente, continua e

satisfaz o(0) = 0. Dizemos que uma fung¢io u € C°(Q) pertence ao espaco C**®(Q); se

Ho () = sup 2L =0

cwea 0z —y])
T#Y

C%e®(€)) é um espaco vetorial normado por

|ulo) = max [u()] + Ho ().

Teorema 1.75. Considere Q@ C RY um dominio limitado e reqular e P uma N-funcao

satisfazendo
* Pl(s)
/1 st < 0.

Entao

WP(Q) L 0o (Q),
onde o pis)

(s

o(t) = /t—zv st.

Demonstracdo. Ver [1], Teorema 8.40 ou [21], Teorema 7.2.14. ]

Defini¢io 1.76. Definimos o espaco W,'* () como sendo o fecho de C5°(Q) em WhP(Q),
isto é ,
W (@) =@

Wyf(Q) com a norma induzida de WP (Q) é um espaco vetorial normado.

Proposicao 1.77. (Desigualdade de Poincaré) Suponha @ dominio limitado com fronteira

reqular. Entao eriste uma constante positiva Ky, tal que
|U|P S K0|Vu|p, Vue WOI’P<Q)
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Demonstracdo. Ver [17|, pag 71. m
Segue da Desigualdade de Poincaré que as normas |u|; p e |Vu|p sao equivalentes. De

: : 1,P
agora em diante consideraremos |Vu|p como sendo a norma do espago W, (Q).

Observacio 1.78. Se P é A-regular, entao W,'"(Q) é um subespaco fechado de WP(Q)

A i 1P , .
e como consequéncia disso segue que Wy, () é espaco de Banach reflexivo.

Notacio: (Wy'"(Q)) = W, "7 (Q).
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Capitulo 2

Funcionais definidos no espaco de

Orlicz-Sobolev W, ()

Considere 0 C RY um dominio limitado com fronteira regular 99, f € C(2 x R,R) e

a: (0,00) — (0, 00) satisfazendo a seguinte hipotese:
(p1) : a € CH(0,400), a é positiva e mondtona.

Agora, defina

plt) = { g('t'”’ . (2.1

e admita que p é um homeomorfismo crescente de R em R. Desse modo, ficam bem
definidas as N-funcoes

P(t) = /Otp(s)ds e Pt) = /Otpl(s)ds, £>0.

Com relacao a N-funcao P, consideraremos

(p2): 1 <p = z'g{% <pt = 2%9% < +00;
(p3): 0<a™ = inftp/(t) ()

<a’ = sup < 400
(t)

t>0 P t>0 P(t>

Pelos Lemas 1.13 e 1.16, a condi¢ao (p2) implica que a N-fun¢ao P é A-regular e assim
segue dos Teoremas 1.37, 1.62, 1.66 e 1.67 e da Observagdo 1.78 que L(Q2) , WL (Q) e

WyF(Q) séo espacos de Banach reflexivos. Além disso, pelo Teorema 1.28, L¥ () coincide
com a classe de Orlicz L7 ().
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Consideraremos também que P satisfaz as condigoes (1.28) e (1.29). Neste caso podemos

definir a N-funcao P* da mesma maneira que foi feito no Lema 1.68.

Dessa forma, assumiremos que f : {2 x R — R satisfaz a seguinte hipotese:

(fe) : f(x,0) = 0 e existem um homeomorfismo impar e crescente h : R — R e constantes

ai,as > 0 tais que

|f(z,t)] < ay +azh(]t]), paratodot € Rex €Q

onde

é a N-funcao representada por h.

Assim, segue do Teorema 1.72 que

WhP(Q) " L ().
Denotando por
. th(t) th(t) L PY(Y) tP*'(t)
h = f th = —_— « = f *+ = ,
20 H (1) whHG) T T C P TN P
vamos admitir que H satisfaz:
th(t th(t
(h1): 1 <h™ :=inf <>ésup <)::h+<—l—oo;

t>0 H(t) t>0 H(t)

(he): p" <h™ <ht <p,.

Sob essas condicoes, considere o funcional I : W,'¥(©) — R dado por

um_LHWWMWFAF@mmm,

t
onde F(x,t) = / f(z,s)ds, paratodo (z,t) € Q x R,
0

Denotaremos por P : W, (Q) = Re F: Wy"(Q) — R os funcionais
mm:/mwwwm: e f@:/memm.
Q Q
Dessa maneira, I(u) = P(u) — F(u), u€ Wy (Q).

20
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2.1. Propriedades dos funcionais

Observe que se u € Wy'"(Q), entdo segue do Teorema 1.28 que |Vu| € LF(Q) e portanto

/QP(|Vu(a:)|)dx < oo.

Da mesma forma, pela condi¢ao (f,) temos que
|F (2, u(z))| < arlu(z)] + azH (Ju(z)]),

e consequentemente

/|qu )|dx < /|u |dm+a2/H|u

Pelo Teorema 1.36, sabemos que / |u(z)|dx < oo. Além disso, de (2.3) obtemos que

Q
u € LH(Q) e como H satisfaz (hy), entao H é A-regular e assim segue novamente do

Teorema 1.28 que

/ H(Ju(z)|)dx < oo.
Q

Portanto P e F estao bem definidos, logo I : Wy'"'(Q) — R também esta bem definido.
Este capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na primeira secao trataremos de algumas
propriedades dos funcionais I, P e F, que serao tteis no decorrer deste trabalho. Na segunda

secao consideraremos o seguinte problema de contorno:

{ —Apu=g, em ], (2.4)

u =0, na o€,

para g € WJLP(Q). Veremos que, através do Teorema de Browder-Minty, podemos definir

o operador solucao associado ao problema (2.4) e que tal operador é um homeomorfismo.

2.1 - Propriedades dos funcionais
Provaremos agora algumas propriedades dos funcionais I, P e F.
Lema 2.1. Suponha que P € uma N-funcao satisfazendo (ps). Entao existe K > 0 tal que
P(a+b) < K[P(a)+ P(b)], para todo a,b> 0.
Demonstracdo. Segue da convexidade de P e do fato de P satisfazer (p2) que

conv. ]| 1 lemal.13

Pla+b) < SP(20)+5P(2) < 2" 1[P(a) + P(b)].

Considerando K = 2?1, obtemos a desigualdade desejada. [
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2.1. Propriedades dos funcionais

Proposicio 2.2. Se P satisfaz (py), entio P € C* (W, 7 (Q),R) e

(P'(u), ¥) :/a(]VuDVquoda:, para todo u e p € WiT(Q).
Q

Demonstracio.
Afirmacao 2.3. P é continuo.

Com efeito, se u,, — u em Wol’P(Q), entao, pela Observacao 1.51,
/ PV, — Va|)dz — 0.
Q

Assim, segue do Teorema A.2 e do fato de P ser homeomorfismo satisfazendo P~'(0) = 0,

que, a menos de subsequéncia,
|V, —Vu| -0 e P(|Vu, — Vu|) <n, qt.pem Q, para algum 1 € L'(Q).

Além disso, como P € A, entao pelo Lema 2.1, a desigualdade triangular e o fato de P

ser crescente, temos
[P([Vun|) = P([Vul)| < P(IVuy = Vu| +[Vu]) + P(|Vul) < K [P(|[Vu, — Vaul) + P(|Vul)] .
Portanto, a menos de subsequéncia,
|P(|Vuy) = P([Vul)| < Kn+ KP(|Vul) € LY(Q).
Pelo Teorema A.1 obtemos

lim P(]Vun\)dx:/PﬂVude,
0

n—oo Q

a menos de subsequéncia.
Repetindo esse argumento, concluimos que toda subsequéncia de {u, } admite subsequén-

cia {unkj} tal que

lim P(|Vunk_|)dx:/P(|Vu|)dx
! Q

nk]. —00 Q
e portanto

lim P(|Vun\)dx:/P(|Vu|)da:,

como queriamos obter.

Afirmacao 2.4. P admite derivada de Gateaux.
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2.1. Propriedades dos funcionais

De fato, considere f(z) = P(|]z]), z € RY. Usando a Proposi¢ao 1.2 é facil ver que
feCHRY,R) e
of wia(|wl]), w #0,
_‘(w) =
8.’])2 0, w = 0

Desse modo,

L PV +tVel) = P(Val) _ of

- 1,P
t—0 t N 8Vg0 (Vu) _ a(|Vu|)VuV<p, v u,p < WO (Q) (2'5)

Fixados x € Qe [t| € (0, 1), entao pelo Teorema do Valor Médio existe 6, € (0, 1) tal que

. a(|Vu +1t0,V|)|[Vu +t0, V||Vl

Como |Vu + t0, V| < |[Vu| + [V| e a(t)t é crescente para t > 0, entao

’P(|Vu +tVo|) — P(|Vul)

a(|Vu+1t0,Ve|)|[Vu+t0, V| < a(|Vul + |Ve|)(|Vu| + [Ve)).

Assim,

'P(|Vu +tVy) — P(|Vu|)
t

< a([Vul + [Ve)([Vul + [Vel) Vel

< al|Vul + [V (|Vul + |Vg])?
)

NS

TP(|Vu| + |Ve|) € LYHQ). (2.6)

Por (2.5), (2.6) e pelo Teorema A.1, temos

[ P(Tu+ V) - PV
=0 Jq t

/ o(|Vu|) VuVpdz.
Q

0
Afirmacao 2.5. Para cada ¢ fixado, 8—7) é continua.
¥

Com efeito, considere {u,} c Wy"(Q) tal que u, — u em Wy'"(Q). Entdo segue da
desigualdade de Hélder que

opP oP
%(Un) - %(U

’/ (| Vi) Vit — a(| V) V] Vioda
Q
< 2|Volpla(|Vu|)Vu, — a(|Vul)Vulp.

Além disso, do fato de P ser crescente, do Lema 2.1 e da Proposicao 1.9, temos que

P(|a(|Vun|) Vi, — a(|Vul)Vul) P(a(|[Vua|) [ V| + a(|Vul)[Vul)

K[P(a(|Vun|) | Vua|) + P(a(|Vu])|Vul)

K[P(2|Vu,|) + P(2|Vul)]
[

K[P(|Vu,|) + P(|Vul)], (2.7)

INCININN
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onde estamos considerando X uma constante cumulativa.

Como u,, — u em Wy'*(Q), entdo
/QP(|Vun — Vul)dx =0
e assim, considerando uma subsequéncia se necessério, existe n € L'(Q) tal que
P(|Vu, — Vul) <n, q.t.pem Q. (2.8)
Portanto, de (2.7) e (2.8) obtemos que
P(|la(|Vu,|)Vu, = a(|Vu)Vul) < K@+ P(Val)] € LY(Q),

onde novamente K é uma constante cumulativa.
Além disso, como |Vu, — Vulp — 0, entdo a menos de subsequéncia, temos que

|Vu, — Vu| = 0, q.t.p em Q. Portanto
P(|a(|Vun|)Vu, — a(|Vu|)Vu|) = 0,  q.t.p em Q.
Pelo Teorema A.1, resulta que
/QIB(]a(\Vun])Vun — a(|Vau))Va)dz — 0. (2.9)
Como P satisfaz A,, entdo segue de (2.9) que
la(|Vun, )V, —a(|Vu|)Vu|p — 0

e portanto
oP oP
%(Un) - %(

o que conclui a prova da Afirmacao 2.5.
Das Afirmacoes 2.3 - 2.5, segue do Teorema A.18 que P € C*(W, " (Q),R) e

u)| — 0,

(P'(u), @) = / a(|Vu|)VuVedz, paratodoue o € Wy (Q).
Q

Proposigao 2.6. Suponha que P satisfaca (p2). Entao P é fracamente semicontinua infe-

riormente.

Demonstracso. Considere u,, — u em Wy'"(Q) e P'(u) € Wo_l’ﬁ(Q) a derivada de Fréchet

de P em u. Pela convexidade de P, temos que
Pun) 2 P(u) + (P'(u), un — ).
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2.1. Propriedades dos funcionais

Assim

lim inf P(u,)

2
n—oo
=

lim inf[P(u) + (P'(u), u, — u)]
P(u) + lim inf (P'(u), u, — u) = P(u).

n—oo
Proposicao 2.7. Assuma que P satisfaz (p2). Entao P’ € coercivo.

Demonstracdo. Seja u € Wy'"(Q). Entao uma vez que a condicao (p,) é satisfeita, decorre

do Lema 1.48 que

/QP(|Vu|)dx /Qa(|Vu|)|Vu|2dx _—

~ min{|Vul? Vault Y < po < =
Portanto,
/
Pl),w) — 400 quando |Vu|p — +00.
[Vulp

Lema 2.8. Seja b: (0,00) — (0,00) uma fun¢ao continua satisfazendo
(i) 181_13(1) sb(s) =0 e SILHSO sb(s) = oc;
(ii) s+ sb(s) é estritamente crescente em (0, 00).
Nesse caso,
(b(lz))z = b(lyl)y.z —y) >0, Vaz,yeRY, com z+#y.

Demonstracdo. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz é facil ver que

(bl = b(lyl)y, = —y) = bllzDlz| (] = y]) + by DIyl(lyl — |=), ¥ 2,y € RY.

Se |z| < |y|, entdao como b(|t])t é estritamente crescente, temos que

(b(lz)z = oy, x —y) = bll=Dlz[(|z] = ly[) + b(lyDIyl(ly| — |=[)
> b(l=)|z[([z] = ly]) + b(|=))]z[(Jy| = |=[) = 0.

Da mesma forma, se |y| < |z|, temos
(b2 = b(lyl)y, v —y) > 0.
Se |y| = |z| com = # y, entao
b2z = b(lyl)y. = — y) = (b(|z))z = b(|z])y, = — y) = b(|z])|z — y[* > 0.
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2.1. Propriedades dos funcionais

Em qualquer caso,

O(|lz))z = b(ly))y,z —y) >0, Va,yeRY z#y.
| |

Proposi¢ao 2.9. Considere p : R — R definido como em (2.1) e suponha que

It
P(t) = / p(s)ds satisfaca (p2). Entao P’ € estritamente monotdonico, isto €,
0

(P'(u) —P'(v),u—v) >0, ¥ uo € Wy'(Q), u#wv.

Demonstracdo. Se u # v, entdo pelo Lema 2.8 existe um subconjunto 2y C {2 de medida

positiva tal que
(a(|Vu])Vu — a(|Vv|)Vv, Vu — Vo) > 0, q.t.p em £,
assim
(P'(u) —P'(v),u—v) = /Q (a(|Vu|)Vu — a(|Vv|) Vv, Vu — Vu)dz > 0.

]
Agora provaremos mais uma propriedade de P’ que sera utilizada posteriormente. Para

isso precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 2.10. Sejam G : RY — RY wuma aplicagdo estritamente monotonica e {x,} C RY tal
que
(G(xy) — Gz),2p —2) =30 em R.

Entao x,, — x em RY.

Demonstracdo. (Ver Lema 6, [11]). ]

Lema 2.11. Se P satisfaz (ps), entio P’ é pseudomonotonico, isto é, se {u,} € WyF'(Q) ¢
tal que
U, =~ u em WyP(Q) e lim sup (P (up), u, —u) <0,

n—oo

entao

P (up) — P'(u) em ng’P(Q) e (P (un),un) — (P'(u),u) .

Demonstracdo. Vimos que P’ é continua em W&’P(Q). Além disso, segue da Proposicao 2.9

que P’ é monotonico. Assim, pelo Lema 2.98 de [9] obtemos que P’ é pseudomonotonico. m

26



2.1. Propriedades dos funcionais

Proposicao 2.12. Nas hipéteses da Proposicao 2.9, P’ : WOI’P(Q) — WO_I’P(Q) é um ope-

rador do tipo (Sy), isto é, se

Up —u e lim sup (P (un),up —u) <O entio u, —u em Wy (Q).
n—oo

Demonstracgo. Considere {u,} C Wy'"(Q) tal que
u, —u em WyP(Q) e nh_)rrolo sup (P(up), up, — u) < 0.
Como P’ é monotémico, temos que
(P'(up) — P (u),up — u) = /Q(a(|Vun|)Vun — a(|Vu|)Vu, Vu,, — Vu)dr > 0.

Assim,

0 = lim inf (P'(u),u, — u) < lim inf (P'(u,),u, — u) < limsup (P’ (u,), u, — u) <O0.

n—oo n—oo n—oo
Portanto,
lim (P'(u,), u, —u) =0,
n—oQ
isto &,
(a(|Vup|)Vu, — a(|Vu|)Vu, Vu, — Vu) — 0 em L'(9),
dai

(a(|Vu,|)Vu, — a(|Vu|)Vu, Vu,, — Vu) — 0, q.t.p em €.

Desse modo, pelo Lema 2.10 temos que Vu,, — Vu, q.t.p em (), donde pela continuidade

de P obtemos que
P(|Vu, —Vul) -0, q.t.p em €. (2.10)
Além disso, segue da condi¢ao (p2) e do Lema 2.1 que

P([Vuy, — Vul) P([Vun| + [Vul)

<
< K[P([Vunl) + P(IVul)]
< K[|[Vua*a(|Vua) + P([Vul)], (2.11)

onde K é uma constante cumulativa.

Por outro lado, pela Proposicao 1.9
P(a(|Vu))|[Vul) < P(2|Vul),
portanto a(|Vu|)|Vu| € LF. Assim,
Vulfa([Vul) =) P(Vul) + P(Vula(|Vul)) € LY(9).

o7



2.1. Propriedades dos funcionais

Do Lema 2.11, obtemos que

lim [ a(|Vu,|)|Vu,|*dz = / a(|Vul)|Vul*dz,
n—oo Q Q
dai, combinando os teoremas A.2 e A.5, podemos encontrar 6 € L'(Q) tal que

CL(|Vun|)|vun|2 S 07 qtp em Q?

a menos de subsequéncia.

Por (2.11) e (2.12), concluimos que a menos de subsequéncia
P(|Vu, — Vu|) < K[0+ P(|Vu|)] € LYQ).
Assim por (2.10) e (2.13), segue do Teorema A.1 que
/QP(|Vun — Vu|)dz =0
e portanto, pelo Teorema 1.52, obtemos que

u, — u em Wy'(Q).

Neste trabalho, também utilizaremos a seguinte propriedade de F:

(2.12)

(2.13)

Proposicdo 2.13. Se f satisfaz (f.) e vale a condicio (hy), entio F € C* (W, " (Q),R) e

(F(u), ) = / @ u@)e(@)de,  Yup € W),

Demonstracdo. De maneira andloga ao que foi feito na Proposicao 2.2, provaremos que F é

Gateaux diferenciavel em W;'"'(Q) e que F’ é linear e continua.
Sejam u e p € Wy¥'(Q) e t € (0,1). Entéo

%[]—"(u +tp) — Flu)] = % /Q [F(z,u+tp) — F(z,u)ldr,

t—0

%[F(x,u—i— to) — F(x,u)] — f(z,u)p(z), Vo € Q.

Segue da condigao (f) e do fato de h ser um homeormorfismo crescente satisfazendo (h;)
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2.1. Propriedades dos funcionais

que

[F(z,u+ty) — F(x,u)]

1
t

u-+tp u
ds — d
/0 f(x,s)ds /0 f(x,s)ds
u+tp
= ‘1/ f(x,s)ds

1 1
—/ f(z,u+ stp)teds
/ tJ,

< [ 1t sopas

(f«) 01

£ / (@l + ash(ju + st il ds
< arlp| + aoh(|ul + |¢])]eo|

< ailgl +ash(lul + o) (u] + @)
& ol + agh H(lul + ).

Entretanto, como ¢ € Wy'7(Q), entdo ¢ € LY(Q). Alem disso, Wy''(Q) — L7(Q),
portanto |u| + |p] € LT (Q) e assim aq1|¢| + ash™H(|u| + |¢|) € L' (). Visto isso, segue do

Teorema A.1 que

OF !
%(u) = lim —[F(u+tp) - F(u)]

t—0

= lim %[F(z, u+ tp) — F(x)]dx
Q
= /Qf(x,u)gp(a:)da:.

Assuma agora que u, — u em Wy'"(Q). Entao

‘gi;wn)_%u)‘ < [ Vo) = s wllplds

Holder

Afirmacao 2.14.
lim [ H(|f(z,u,) — f(z,u)])dz = 0.

n—oo QO

De fato, como Wy " (Q) — LT(Q) e u, — u em W, F(Q), entdo u, — u em L7(Q).

Podemos assumir que |u, — u|g < 1/4. Assim,

4|u, — ul
H(4|u, —u dx:/H(—-4un—u )dm
=iyt = (G =l

< Auy, —U\H/ H (M) dr
0 un — ulg

n—o0

= 4|u, —ulg — 0,
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logo
H(4|u, —ul) = 0 em LYQ).

Desse modo, existe 0; € L'(f2) tal que a menos de subsequéncia
H(4|up, —u|) =0 e  H(4|u,(z) —u(z)]) < bi(x), q.t.pem Q,

donde u,(x) — u(z), q.t.p em €.

Pela monotonicidade e convexidade de H temos ainda
1 1
H(2lu,|) < 5H(4|un —ul) + §H(4|u|) (2.14)
Como 4u € L, entdo de (2.14) segue que

1 1
0 := SH(ul) + 560 € L'()

H(2lu,(x)]) < (), q.t.p em Q.

Assim, pela Proposicao 1.9
H(h(Jun(2)])) < Ba(2), q.t.p em Q. (2.15)

Também, da convexidade de ]:I, segue que

H(|f(x, un(2)) = f(z,u(x))]) < H(2ar + azh([un) + azh([u]))
H(6ay) + H(3azh(|un|)) + H(3azh(|ul))
3

e por um argumento analogo ao usado para obter a desigualdade (2.15), concluimos que

existe 03 € L'(Q) tal que

<

H(|f(x,un(z)) — f(z,u(x))]) < 05(z), q.t.pem Q.
Além disso, pela continuidade de He f temos que
H(|f (2, un(2)) = f(z,u(2))]) = 0, a.t.p em Q.
Desse modo, pelo Teorema A.1
Jim Qﬁ(lf(w,un) — f(z,u)|)dz =0,

como queriamos demonstrar. =

Observagio 2.15. Segue das Proposicoes 2.2 e 213 que [ =P — F € C' (W, 7 (Q),R) e

<I’(u),gp>—/Qa(\VuDVqupdx—/Qf(x,u)gpd:c, Yo, e Wy (Q).
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2.2. Operador solugao associado ao problema (2.4)

2.2 - Operador solucgao associado ao problema (2.4)

Nesta secao, enunciaremos o Teorema de Browder-Minty e a partir dele provaremos que
o operador solugao associado ao problema (2.4) estd bem definido e é um homeomorfismo
entre os espacos W, () e W, T (Q).
Lema 2.16. (Teorema de Browder-Minty) Sejam E um espag¢o de Banach reflexivo e A :
E — E' um operador continuo, monoténico e coercivo. Entdo para cada f € E' existe uma
unica solucao u € E da equacdo Au = f.
Demonstracdo. (Ver [7]). ]
Considerando o operador P’ : Wy"'(Q) — W, "7(Q), entdo pelas Proposicoes 2.7 e 2.9
segue do Lema 2.16 que para cada g € W, "7(Q), existe tnico u € Wy'"(Q) tal que

P'(u) =g,
isto &,
(P'(u), 0) = (g,0), Vo €Wy"(Q).

Mais especificamente, segue da Proposicao 2.2 que dado g € Wo_l’P(Q), existe uma tnica

u e Wyt(Q), solugio de (2.4). Dessa maneira fica bem definido o operador solugio
S WM (@) — Wt
9 — 5(9) =,
onde u ¢é a unica solucao de (2.4).
Proposigao 2.17. S = (P)"! e S € continuo .
Demonstracdo. Dado g € WJI’P(Q), vimos que existe um tnico u € Wy"'(Q) tal que
g="P'(u) = (P 0S)(g). Por outro lado, dado u € W,"*(Q2), se definirmos ¢ := P’(u), segue
que u = S(g) = S(P'(u)), portanto S = (P')~1.
Provaremos agora que S é continuo. Para isso, considere {g,} C Wo_l’P(Q) tal que

gn — g em Wofl’P(Q) e seja u, = S(gn) e u= S(g), isto é,

(G, ©) :/a(|Vun|)VunV<pdx e (g,9¢) :/a(|Vu|)VuV<pdx, para toda ¢ € W, "F(Q).
Q Q

Afirmacgao 2.18. {|Vu,|p} é limitado.

De fato, caso contrario existiria uma subsequéncia {u,, } C {u,} tal que |Vu,, |p — oo.
Dai,

N

/ P(I Vi, ) / Yt [2a(| Vit |}
Q Q

- <gnk ) u”k>

< gl V[P,
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2.2. Operador solugao associado ao problema (2.4)

e pelo Lema 1.48

RGN )

. -_ +_
gl > = > min{[Vun [p 7 [Vun, [ 71 = oo,
Nk

o que ¢ um absurdo, visto que {g,, } ¢ convergente e portanto limitada.

Assim, segue da Afirmacao 2.18 que

0

N

/(a(|Vun|)Vun —a(|Vu|)Vu, Vu,, — Vu)dx
Q

< g — gl |[Vun, — Vaulp — 0.
—

ltda

Desse modo,
By = (a(|Vu,|)Vu, — a(|Vu|)Vu, Vu,, — Vu) =0 em L'(Q)
e portanto, a menos de subsequéncia, f,(x) — 0 q.t.p em €2, donde pelo Lema 2.10
Vu, - Vu, q.t.pem €.
Queremos provar que u, — u em WOI’P(Q), isto é,
nlgg(} g P(|Vu, — Vul|)dx = 0.
Ora, como Vu, — Vu q.t.p em €2, entao pela continuidade de P temos que
P(|Vu, —Vul) -0 q.t.p em Q. (2.16)

Além disso, segue do Lema 2.1 e da condi¢ao (p2) que

P(|Vu, — Vul) < K[|V, *a(|Vug|) + P(|Vul)],

para alguma constante positiva K.
Como {|Vuy|p} € Wy'¥(Q) é limitado e Wy'*(Q) é reflexivo, entdo, considerando uma

subsequéncia se necessario, wu, — u. Unindo isso ao fato que

‘ <gn - g,un> ‘ < Hgn - g” |Vun|P — 0,

temos o seguinte:

(s 1) / 0|Vt )| Vet Pl
= <gn - g’““) + <gaun> — (g,u) = /Qa(\VuDWu\de,
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donde

n—oo

lim : K[|Vu,|*a(|Vu,|) + P(|Vul)]dz = nli_}rgo/QK[a(\Vu\)\Vu\z + P(|Vu|)]dz.
Assim, pelos teoremas A.2 e A.5, existe n € L'(Q) tal que
K([[Vun(@)fa([Vun(2)]) + P(IVu(@)))] < n(z),  qtpem Q, (2.17)
a menos de subsequéncia. Portanto, pelo Teorema A.1, segue de (2.16) e (2.17) que

/ P(|Vu, — Vul)dx — 0,
Q

ou seja, u, —u em Wy (Q).

Corolario 2.19. P': W, (Q) — WO_I’]B(Q) é homeomorfismo.

Demonstracdo. Segue diretamente das Proposicoes 2.2 e 2.17. [
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Capitulo 3

C' versus I/VO1 2 minimos locais e resultados de

regularidade

Antes de provar o resultado principal deste trabalho, precisamos estudar a regularidade

das solugoes de (P), em que (P) é o seguinte problema de contorno:

—Apu = Q
(P) : PU f(LU,U)7 e€m 1.,
u =0, na 0,

Com base no trabalho de Fusco [15], provaremos que as solugoes fracas de (P) estdo em
L>(Q). A partir disso, uma vez que 052 é regular, recaimos nas hipoteses de Lieberman ([23|
e [24]) e assim concluimos que as solucoes de (P) pertencem a C*(Q).

Este capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na primeira secao trataremos dos resultados
de regularidade do problema (P). Na segunda se¢do veremos que, sob a condigio de cresci-
mento (f,), um minimo local de I na topologia de C''(2) é também minimo local de I na
topologia de Wy ().

3.1 - Regularidade

De modo geral, se u € Wy'"(Q), entdo pelas condicdes (p;) e (f.) valem as seguintes

desigualdades:
a(|Vul)|Vul* = p~ P(|Vul) = p~ P(IVul) — as; (3.1)
la(IVul)Vu| = p(|Vul) < p(|Vul) + ai; (3:2)
£ (2, )| < ay + azh(|u)). (3:3)

O lema a seguir pode ser encontrado em |[15].
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Lema 3.1. Seja u € W'P(Q) (p > 1). Se para qualquer B,(zo) CC Q, com p < Ry e
quaisquer o € (0,1) e k > ko > 0 vale

/ |Vul|Pde < ¢ l/
A Ak:,p

onde Ay, = {x € B,(x9) : u(z) > k},0 <r < p*, p* € o expoente critico de Sobolev e ¢ é

p*

de + (K" + 1)|Ag |

u—k

op

, (3-4)

k,p—op

uma constante positiva, entao u € localmente limitada superiormente em ().

Com base no lema anterior, podemos provar o seguinte teorema de regularidade para o

problema (P):

Teorema 3.2. Assuma que a € C'(0,+00), a(t) > 0 e que se verificam as hipdteses
(p2), (f+), (1) e (ha). Seu € WyP'(Q) € solugio fraca de P), entio u € L2(Q). Se

loc

adicionalmente w € limitada em OS), entao u € L>(S2).

Demonstracdo. Seja u solucao fraca de (P) e zg € ). Provaremos primeiramente que u é

localmente limitada. Tome entao B,,(z¢) C €2 e considere
By(a') € Bu(2') C By (o)

onde s —t < 1. Consideremos ¢ € C>(9) tal que

2
0<E< 1 supp C By(+!), € = 1em By(e'), V¢ < —
8_

e a partir disso = & max{u — k,0}, para k > 1.
Comou € Wyr(Q) e’ € C®(Q), entdo n € WHP(Q). Além disso, 7 tem suporte

estritamente contido em (2, portando n € Wol’P(Q). Uma vez que
& (u(w) — k), seu(x) >k,
n(z) =
0, c.c,

temos que

o () { € 28 () +pt e (u— k), se ulx) > K,

ox; 0, c.cC.

Desde que € Wy'"(Q), substituindo 1 em (3), obtemos

/ a(|Vu|)Vu [gfﬁw +pte? N u— k)VE| da
Ag,s

- Fla, )" (u—k)dz =0, (3.5)

Alc,s
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onde Ay s = {z € By : u(x) > k}.

Denotando por

Dx

—k
¢ dx,

s—1

J:/Ak’s P(|Vul|)&? dr e Q =

Ak:,s

entao
.G
= [PVt S / ol VupI Ve dr+ay [ € ds
A A
B (35)
/sp dm+/ a0l (u— k)da
Aks

+ p /A ' *1|V£|a(]Vu])]Vu](u— k)dzx.

Assim, pelas desigualdades (3.2) e (3.3), temos que

pJ< a §p+da:+a1/ & (u— k)dx
Alc,s Alc,s
+ az/ h(|u)e" (u — k)da
Ak:,s
w0t [ (VA Ve - R
Ak,s

+  apt [ &N VE(u— k)da.
Ak:,s

Valem as seguintes estimativas:

1. / & dr < / ldx = |Ag.s|.
Ak,s Ak,s

2. Como 0 < ¢ <1, entao

& (u— )da </A u— K|da

< |u — k|dx
A sN{ze|u—k|<1}

+ lu — k|dx.
Ap, sN{zeQ:|u—k|>1}

Aks

Além disso, do fatode 0 < s—t < 1 e p, > 1, temos que [u—k| < |Z—:’:

Assim, obtemos:

Ds

—k
Y dx

s—t

& (u — k)dz </ 1d:v+/
Aks Ak,s Ak,s
= |A1€’5| + Q
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3. Do mesmo modo, como 0 < ¢ < 1e |V <2/(s—t), entdo

—k
/ Ve (u — k)da < / oert -1 “—t dx
Ak,s

Ak:,s
/ ‘u —k

< 9
Ap.s s—1t

4. Desde que 0 < s —t < 1lep™ <h®™ <p,, temos

do < 2| Ap| + 2Q.

/A B(jul)?” (u — k)di < / B(jul)(u — k)dz
- / DI, _ g

Aps |ul

Pela Proposicao 1.9 e o Lema 1.48, segue que

rop. 1.9
/ Wu)e” (u— k)de < bt [ H(lu|)dz + h+/ H(|u— k|)do
Ak,s Ak,s Ak,s

< h+/ H(lu— k| + k)dz + h* H(|lu — k|)dx
Ak,s Ak,s
lemal.48

< hTH(1) / (|u— k| + k)" dz + n* <H(1)|Ak,sy + H(1) / | — k\“d:::)
Ak,s Ak,s

= W H(1)2" kM| Ay + R H(1)2" / lu— k| da
Ak,s

R H (1) A + B H(D) / = k" da

Ak,s

< | Ayl [iﬁH@)Qh*k:h+ + h*H(l)] + (h+H(1)2h+ + h+H(1)> /A lu — k| da.
k,s

Por outro lado,
[ -iar< i+ e
Ak,s

dai
/ W)€ (u— R)de < | Ay| [BFHQ2 R+ 0 H(D)]
Ak,s
+[htH(1)2M + h*H(l)]/ lu— k" de < e Apd (1 + ") + 60,
Ak:,s

para algumas constante positivas c; e co.

5. Tomando e, € (0,1) tal que (p+)25€+/(p+_1) = p~ /4, entdo segue da condi¢ao (ps), da
desigualdade de Young e do Lema 1.49 que
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p(Vu])[Vul

pt—1 _
e el (= ko

p* / p(IVal)e | VE|(u — k)de = p* /

k,s

(n2) P(|Vul) + Young 5 (e P(|Vul)er !
< (p* 2/ T NVE(u—k)de < (p" 2/ P dx+
(p™) IVl |VE|(u—k) (p") " Vul

+

_ lema 1.49 e -~ (P
e [ p (Y g S ot [ g (PITADY
Ak,s Ak,s ’V/U/’

€1

@) / P(|VE|(u — k))da
pt )
€] Aps
Além disso, pela Proposi¢ao 1.9, o Lema 1.48 e o fato de p* < p,, temos ainda a

seguinte desigualdade:
p+

p+/ p(IVul)&” Ve (u - K)o < (p*)’el [ & P(|Vu|)dz+
Ak,s
_ 2(u — k) P~ o —ptept lu — k|
+p+2€p+/ P(—)d:c:—J—l— pt €p2p/ P dx
( ) 1 Ak,s ‘S—t’ 4 ( ) 1 Ak,s |8—t’

/A P(1)dz + P(1) /A " dx]

= LT+ (0”2 [P Al + PO)Q) = 5T + colAws + Q.

onde ¢5 = (p*)2e;?" 2°" P(1).

u—k

s—1

< ST+ ()

Portanto, substituindo as desigualdades obtidas em (1) - (5) em (3.6), concluimos que

J < ea[Q + |Aps| (K" + 1)), (3.7)

para algum c4 > 0.

Finalmente, se |Vu| < 1, entao

/ |vu|de§|A,€,t|<|Ak,5|g/
Ak,t Ak,s

Caso contrario, isto é, se |Vu| > 1, entdo segue do Lema 1.48 e de (3.7) que

Dx

u—k

dr + (K" + 1) Ag|

p<1)/ YVl de < / P(Vau))dz < ca[Q + (" + 1) Ap[].
Ag.t Ag.t
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Tomando c; = % + 1, temos

/ IVl dz < es[Q + (K" + 1)] Ag), (3.8)
Ag,t

portanto (3.4) é satisfeito. Assim, segue do Lema 3.1 que u é localmente limitada

superiormente em §2.

De maneira analoga, podemos provar que —u satisfaz (3.8). Desse modo, novamente
pelo Lema 3.1, temos que —u é localmente limitada superiomete em {2 e portanto
u € L2(2). Além disso, como u ¢é limitada em 0f2, considere M = maxgq |u(x)|.

Para todo xy € 0f), por um argumento similar, podemos provar que (3.8) vale pra
k > M e portanto u € L>®(2) (ver |22], pagina 80, Observagoes).

=
Em |23] e [24], Lieberman estudou a regularidade das soluc¢oes da seguinte classe de

problemas:

(3.9)

—div(A(z,u,Vu)) + B(x,u,Vu) =0,  em ,
u =0, na OS).

Da exposigao feita em |23|, a regularidade até o bordo pode ser obtida pelas mesmas
condigoes de crescimento apresentadas em [24].

Estamos interessados em aplicar os resultados de Lieberman para estudar a regularidade
das solugoes de (P).

Seja u solugao fraca de (P), entdo segue do Teorema 3.2 que u € L*°(Q), desse modo
considere My = |u|so. Defina A: Q@ xRY =R e B:Q xR — R por

Az,n) =allnl)n e
B(z,t) = f(x,t).

Admitindo validas as hipoteses (p1), (p2), (p3) e (f.), entdo para todo z,y € Q, n €
RM\{0}, £ €RY et € R, valem as seguintes estimativas:

(Ay) A(x,0) =0;

N

0A;
() Y St > D

ij=1

N

(43) Y

i,7=1

(A9) [Az,n) = A(y,n)] < c(L+p(In)))lz —yl°, paraalgum 6 € (0,1);

Z—;‘;(w\ il < (1 + p(In))):
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(B1) |B(x,t)] < ¢+ ch(lt]).
Antes de verificarmos as estimativas acima, precisamos do seguinte lema :

Lema 3.3. Suponha que a condigdo (p3) se verifique. Entao vale a sequinte desigualdade:
ta'(t ta'(t
(1) ot
t>0 (l(t)

e portanto, de maneira similar ao Lema 1.48, temos que :

a  —1=inf alt)

=at —1< +o0, (3.10)

(1) se 0 <t <1, entdo t* ta(l) < a(tl) <t* 'a(l), | € [0,400);
(2) set>1, entao t* "La(l) < a(tl) <t ta(l), 1 € [0,400).

Demonstracdo. A prova de (1) e (2) segue de maneira aniloga a prova do Lema 1.48, restando
assim verificarmos que vale a desigualdade (3.10).
Primeiramente observe que
tp'(t)  td(t) +alt) ta'(t)
p(t) — alt)  a(t)
Desse modo, pela condigao (p3) segue que

ta'(t ta'(t
—1:infﬂ§5upa—(): +_1.
>0 a(t) ~ o alt)

+ 1, t > 0.

a

Provaremos agora as desigualdades (A;) - (A4) e (By).

Prova de (A;) : |A(z,n)| < a(|n])|n| = p(|n]). Quando n = 0, segue da defini¢ao de p
que p(|n|) =0 e assim A(z,0) = 0.

Prova de (A,) :

N

DA, Al
> 5 5% = > {M i&ming + al|n])di;&is;
ig=1 G= L
2
=S g

Se a'(|n]) > 0, entao
N
DA;
Z Tﬁz’fj > a(|n])|€.
ig=1 9"

Se da'(|n]) < 0, entao pelo Lema 3.3

dwmu%%ﬁzdwmmmﬁzm—nm%wm
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donde N
OA; _
Z Tfifg‘ > a”[¢]*a(|n]).
ij=1 1
Portanto, tomando I'y = min{1,a™ }, temos que

& aAl 2 0O N N
Za—n@gﬂzma a(ln)), Yz eQ, pe RN{0} e £cRY.

ij=1 1
Prova de (A3) : Usando o Lema 3.3, temos:

N

dA; X e ()] |mny|
S 2 < [— +a<|n|>5m] )
=1 on; N =1 Ul
< TR 1n:m;| 5
< al(ln))ln Y §max{la” -1, ]a* - 1]} o+
i,j=1

< a(ln)lnl Y Imax{la™ = 1|, |a* = 1]} + 8] < e(1 + p(In])),

ij=1

para todo z € Q,17 € R¥\{0} e alguma constante ¢ > 0.

Prova de (A4,) :

A, 1) = Ay, m)| = la(lnl)n — a(ln)nl = 0 < (1 + a(|n))]z — y|°,

Va,yeQ, n € RV\{0} e qualquer 6 € (0,1).

Prova de (B;) : Pela condigao (f,) segue que
| Bz, 1) = |f(z,t)] < c+ ch(]t]).

Pelo Teorema 3.2 e as desigualdades (A;) — (A4) e (By), segue de Lieberman (]|23], [24])

o seguinte resultado.

Teorema 3.4. ([23], [24]) Se valem as hipdteses (p1), (p2), (p3), (fi), (h1), (h2) e u é uma
solugio fraca em Wy ' (Q) do problema (P), entio u € CY*(Q), onde a > 0 e |u|cra <
C(p_,p+,F1,C,9,M0,N,Q).

1,P .. :
3.2 - W," versus C' minimos locais

Motivados pelos trabalhos de Brezis e Niremberg [8] e Azorero, Peral e Manfredi [3],
apresentaremos agora a demonstracao do resultado principal deste trabalho. Antes disso

precisamos provar os seguintes lemas:
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Lema 3.5. Se a condi¢ao (p3) € satisfeita, entao existe uma constante positiva dy, depen-

dendo de a~ e a*, tal que

la(lnl)n = a([€))E] < difn = Ela([n] + |€])-

Demonstra¢do. Suponha primeiramente que a(t) é ndo decrescente para t > 0. Assumiremos,

sem perda de generalidade, que || > |n|. Desse modo, pelo Lema 3.3 temos

la(lnl)n — a(lEDE] =

/0 %{a(|£+t(n_g)\)@ﬂ(n_g))}dt‘

(E+tn—¢).(n—¢)
€ +t(n — &)

< |77—€|/0 [la' (1€ + t(n = DIIE + t(n — &) + a(|€ + t(n — §)])] dt

4<mm+wn—on

<£+un—@mr+A(ma+an—awm—ém4

< |77—€|/0 [1+max{la” — 1], ]a” — 1|} a(€ +t(n — &) )dt.

Desde que |£ +t(n — &) < |n| + |£| para todo t € (0,1) e a(t) ¢ nao decrescente para
t > 0, temos que a(|€ +t(n —&)|) < a(|n| + |£]), o que implica em

la([nl)n — a(|€)g] < [1 +max{|a™ — 1], ]a™ = 1[}] |n — &la(n] + [£]).

Assuma agora que a(t) é nao crescente para t > 0. Assim, como no caso anterior, temos

a seguinte desigualdade

1
la(|nl)n — a(€)€] < [1 + max{|a™ — 1|, |a" —1|}|n — §|/0 a(|€ +t(n — &)[)dt.
Afirmamos que

A<M£+ﬂn—®DﬁSCMWﬂ+KM

para alguma constante positiva C.
De fato, se |n — &| < |£]/2, usando que [£| > |n| temos

€l _ 16l 1€l Jel+ bl

€+t =l =zl —In—& =T =+ 4

Assim, pelo Lema 3.3

Caso contrario, isto é, se |n — &| > |£]/2 > 0, entdo definindo ¢, := [£|/|n — £|, temos que
ty € (0,2) (S
€+ t(n = = [[€] — tln — &l = [t — tolln — ]
f _ SN €] + [nl
>|t—t0|?—|t—to|(z+z Z|t—t0| T .
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Como ty € (0,2), entao |t — tg|/4 < 1 para todo t € (0, 1), dai segue do fato de a(t) ser

nao crescente e do Lema 3.3 que

/Ola(lfﬂ(n—&)\)dt < /01a <@(yn\ + \51)) dt

L=t
< [("52) atal+ g
0 4
1 t—t a —1 1 a” —1
Se considerarmos C' = max {/ (| 1 0|> dt, (Z) , entao
0

/0 a(l€ + t(n — €))dt < Ca(ln] + €],

o que conclui a prova da afirmacao.

Tomando d; = max {C, 1 4+ max{|a™ — 1|, |a™ — 1|}}, temos que

la(n)n — a(&)€] < diln — &la(|n] + |€])-

Lema 3.6. Suponha que vale a hipdtese (py). Entao existe C' > 0 tal que

pla+b) < Clp(a) + p(b)],
para todo a,b >0 com a+ b # 0.

Demonstracdo. Segue da convexidade de P e do Lema 2.1 que

lema2.1 K

Pla+b) < P(2a)+%P(2b) < 5 lan() + bo(o)]

1
-2
Além disso, pela condic¢ao (ps)

1
Fp(a +b)(a+0b) < Pla+b),

portanto
Kp* +

K
(a+b)pla+b) < 5 - P

[ap(a) + bp(b)] < (a+0)[p(a) + p(b)],

donde p(a+b) < Cp(a) + p(b)], em que C = Kp*/2p~. n

Apresentaremos agora uma prova do Teorema A, que é o principal resultado deste tra-

balho. Veremos posteriormente que esse teorema é uma ferramenta ttil no estudo de multi-

plicidade global de solucoes positivas para uma classe de equacgoes elipticas quasilineares.
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Teorema A: Assuma que (p1), (p2), (p3), (fs), (h1) e (hy) wvalem. Se
uy € Wyt () N CYQ) é um minimo local de I na topologia de C'(Q), entio ug é mi-
nimo local de I na topologia de Wy (Q).
Demonstracdo. Considere ug € C*(Q) N W,""(Q) minimo local de I na topologia de C*(Q).
Defina
G(u):/P(|Vu—Vu0\)dx, w e WHP(Q)
Q

D.={ueW, ' (Q):Gu) <e}, para ¢ € (0,1).

Assim, temos que:
1. D, contém ug, Ve > 0.
2. D, é limitado em W, "' (Q), pois se u € D., entdo |Vu — Vug|p < 1.
3. Como P é convexa, segue que D, é um subconjunto convexo de Wol’P(Q).

Concluimos entdo que D, é um subconjunto fracamente fechado e limitado de W, (Q)
e portanto D, é fracamente compacto ( ver Teorema A.10).

Por outro lado, se u, — u em W, (Q), entdo como a imersio de W,""(Q) sobre L7 (Q)
¢ compacta, podemos supor que u, — u em L7 (). De maneira analoga a Proposigao 2.13,
podemos provar que F € CY(L7(Q),R) e assim F(u,) — F(u). Unindo isso a Proposicao
2.6, concluimos que I é fracamente sequencialmente semicontinua inferiormente e portanto
existe u. € D, tal que I(u.) = r%iEnI (ver Teorema A.11).

Se ue € intDy, entdo I'(u.) = 0 e assim tomando p. = 0 segue que I'(u.) = pG'(ue).

Suponha agora que u. € dD. = {u € Wy'¥'(Q) : G(u) = £}. Primeiramente note que,
pela Proposicio 2.2, G € C'(W;"(Q),R). Além disso,

/ P(|Vu — Vug|)dz = > 0, para todo u € 0D..
Q
Portanto |Vu — Vug| > 0 em um conjunto de medida positiva. Assim,
(G'(u), (u—ug)) = /p(]Vu — Vug|)|Vu — Vug|dz > 0,
Q

donde G'(u) # 0. Como, pela Observacio 2.15, I € C'(W,"(Q),R), entdo pelo Teorema
A.20 existe p. € R tal que I'(u:) = pG'(u:). Afirmamos que nesse caso p. < 0.

De fato, caso contrario segue da Proposi¢ao 2.2 que

(I'(us), ue — ug) = pe (G'(ue), ue — ug) = ua/ a(|Vue — Vug|)|Vue — Vug|*dz > 0.
0
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Assim
lim I(ue + t(ue —up)) — I(ue)

J— / _
lim " = (I'(ue), ue — ug) > 0.

Dai, tomando t € (—1,0) suficientemente proximo de 0 teriamos
I(ue 4 t(ue — up)) < I(ue). (3.11)

Como D, é convexo e t € (—1,0), entao u. + t(u. — ug) = (1 + t)u. —tug € D, e assim
(3.11) contradiria o fato de u. ser minimo local de I em D.. Portanto, em qualquer caso

existe . < 0 tal que I'(u.) = pG'(u.), isto é, u. € Wy'¥(Q) satisfaz
/Qa(|Vu5|)VuEV¢dx—/Q flz,u)dx :,ue/Qa(|Vu5—Vuo|)(Vus—Vuo)ngdx, Vo e W),
ou equivalentemente,

—div{a(|Vue|)Vu:} + pediv{a(|Vu. — Vuo|)(Vue — Vug)} = f(,u.). (3.12)

ou ainda, divindindo ambos os lados de (3.12) por 1 — ., u. satisfaz

1
1_/1%5

—div { I _1'% la(|Vue|)Vue — pea(|Vue — Vue|) (Vue — Vuo)]} = f(z,us). (3.13)

Suponha, por contradi¢ao, que ug nao seja minimo local de I na topologia de Wol’P(Q).
Entao para cada € € (0,1), wu. # ug e I(u:) < I(up).

Por outro lado, como |Vu. — Vug|p < 1, entao segue da Observagao 1.33 e do Lema 1.48
que

|VUE - VUO|

Vu, — Vulp? = |[Vu, — V p*/P—
Ve = Vel =V =Vl P\ 90— Vol

> dx < / P(|Vu. — Vug|)dx < e.
Q

Dessa forma, u. — uo em Wy'"(Q) quando € — 0.
Em seguida, provaremos que u. — ug em C*(Q), o que contradiz o fato de 1y ser minimo

local de I na topologia de C*(Q). Para isso defina
A OxRY —RY e B.:OxR-—R
por

1
1 — pe

Ac(w,m) = la(lnl)n — pealln — Vuo|)(n — Vuo)] e

B.(r,t) = = f(r,1).

— He
Com essa notagao, segue de (3.13) que u,. satisfaz

—div(A.(z,Vu)) = B(x,u), em
u =0, na 0f).
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Afirmacao 3.7. Valem as seguintes desigualdades:
L Az, m)n > aoP(In]) — ¢
2. Ac(z,n) < arp(|nl) + ¢
3. B-(z,t) <bh(|t]) + ¢,
onde ag, ay, b e ¢ sao constantes positivas e independentes de €.

De fato:
Prova de 1:
Como P(|n]) < p(|n])|n| para todo n € RY, entdo

1

= {la(Inl)n — pealinl)n] = pe la(|n = Vuo|)(n — Vuo) — al[nl)n]} n
1 e

= /~L5(1 = ue)allnl)nl* = = ,Uej > 5 _1% (1= ) P(n)) — peJ],

onde J = [a(|n = Vuo|)(n — Vuo) — a(|n[)n] 1.
Além disso, pelo Lema 3.5

Ac(x,m)n =

|[J] < lalln = Vuoel)(n — Vuo) — alln))nlln| < di[Vuola(|n — Vuo| + [0l (3.14)

Se a for nao crescente, entao usando o fato de |Vug| ser limitada em € e a condicao (ps),
temos que existe uma constante positiva ¢ ( consideraremos ¢ uma constante cumulativa) tal
que

Young - (1|
71 < calln)ll = ep(lnl) < P(2ep*) + P (42)
1 - 1 p(|nl) .
§c+?P(p(l77|))=C+2F o (s)ds 1
-1 _ _— s
< et genllnbp () = ¢+ o lalpllnd) < e+ 5P(1n).

Por outro lado, se a for nao decrescente, entao segue do fato de |Vug| ser limitado em €2,
do Lema 3.6 e da desigualdade de Young a seguinte desigualdade:
/] < da[Vugla(|n — Vuo| + |n])[n]
lema3.6
< da|Vuo||nla(2ln] + [Vuo|) < di|[Vuelp2ln] + [Vuo|) < cp(In]) + cap(|Vuol)

Young . - 1
< Pladp™) + P(Ep(l?ﬂ)) +cop(|Vuo|) < e+ 5P (Jn]).
Assim,
1
G . [(1 = pe)P(In]) — peJ]
1" e
> P 1—= .
_%—us[ (DL = Z) + pec]
> _P(al) —c,
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o que prova (1).

Prova de 2

Usando o Lema 3.5, temos

|Ac(z,m)] < ] 1u [(1—ue)\a(!n\)n|—ue\a(m—wol)(n—wo)—a(ln!)n\]
=p(Inl) — Ela(\n—VuO!)(n—Vuo)—a(|n|)n!
< p(|nl) + d1|Vuo|a<|n Vgl + [n]).

Se a for nao crescente, entao pelo fato de |Vug| ser limitado temos:

[ Ae(z,n)| < p(In]) + dip(|Vuo|) < p(Inl) + ¢

Se a for nao decrescente, entao segue do Lema 3.6 que

(Inl) + dip(ln = Vuo| + [n])

[As(z,n)| <
< p(nl) + c1p(Inl) + cap(|Vuol) < esp(|n]) + ¢

p
p
Tomando a; = max{1, c3}, obtemos a desigualdade requerida.

Prova de 3: Neste caso, segue de p. < 0 e (f.), que

|B(x,1)| =

(@, )] < [f(z, )] < ¢+ bh(]t]).

Assim, verificadas as desigualdades 1 — 3, decorre do Teorema 3.2 que u. € L®(Q) .
Além disso, seguindo as ideias do Teorema 2.2 de [13] e do Lema 2.4 de [15], obtemos que
a norma L*> de u. depende somente da norma de u, em WOI’P(Q), pt,p~ e das constantes,
ag, a1,b e c. Portanto, como wu, e uniformemente limitada em W&’P(Q) e ap,a1,b e ¢ nao
dependem de ¢, entdo existe C' > 0 satisfazendo |u.| < C, Ve € (0,1). A partir dos re-
sultados de Lieberman em [23] e [24], provaremos que u. é também uniformemente limitada

em C'1*(Q). Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: p. € [—1,0].
Como uy é minimo de I na topologia de C*(Q), segue que I'(ug) = 0, isto &, uq satisfaz
a seguinte equagao
—div(a(|Vuo|)Vug) = f(z, uo).

7



1,p . :
3.2. Wy versus C' minimos locais

Consequentemente, podemos reescrever (3.12) como
—div{a(|Vue|) Vue — pa(|Vue — Vug| ) (Vue — Vug) — pea(|Vug| ) Vue } = (2, ue) — pe f (2, up).
Agora definindo
A OxRY —RY e B.:OxR—R

por

Ac(z,m) = al|n))n — pealln — Vuo|)(n = Vue) — pea(|Vuo|) Vug

BE<CC,t) = f(l’,t) - :uéf(x7u0)7
segue que u, satisfaz:

—div(A.(z,Vu)) = B.(z,u), em
u =0, na 0f).

Queremos provar que u, € C1%(Q). Para isso, baseado nos trabalhos de Lieberman ([23]
e [24]), precisamos mostrar que para z,y € Q,n € RV\{0}, ¢ € RV et € R, valem as

seguintes estimativas :

. A.(r,0) = 0; (3.15)

| i Pbds gy 2 1,2 g (3.16)

| i e <x,n>\ il < C(1+ p(lnl)); (317

. [Ac(,m) = Ay, m)| < C(L+ p(Inl)(|= = yI*), (3.18)
para algum 6 € (0,1);

. (B.(x,1)| < C + Ch(t]). (3.19)
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E facil ver que (3.15) se verifica. Para provar (3.16), note que

A ou ou
(A2); = allnln; — pealln = V) (nj - 8_) - e[ 2
e dai
a(ZE)j / nin;
=a +a 52
o, (Inl) ™ (Inl)d3;
Oug\ M — G
oalln = BAA —a/(|n — Vuol). 3.20
pediia(|n — Vugl) — p <77] axj) |77—Vuola(|n upl) (3.20)
Assim,
o~ (A, (0,62 2
§ (2, mE€; = a () 2L L a(pm)le
2 8772 ;= a'(In]) i (In)l¢]
— Vuy, §) |?
— v 2 yd(ln—V ’(77 05 '
pealln = VuoDIEE = el = Vo) =
Se a’ > 0, entao pelo fato de p. < 0 temos
N J—
0(AL);
> 25 wanegs = alaier = B e (321)
i,j=1 !

Se a’ <0, entao de
a'(InD)| (n, &) > = d'(Inl) In|*[€]?,

e do Lema 3.3 segue que

(I D\(n O

7]
Da mesma forma,

| |€]?
||

p(ln)I&?

> (a” = Da(lnl¢l* = (@ - D=5

> d(|n))

| <77 B VUO,€> |2

gt (I Vo) G > (™~ Dal — Vo P

e assim

N
1,j=1

Considerando I'y = min{1,a}, entdo de (3.21) e (3.22) obtemos a desigualdade (3.16).
A prova de (3.17) decorre da expressao (3.20), Lema 3.3 e Lema 3.5, enquanto a prova
(3.18) segue do fato de ug € CH*(Q) e do Lema 3.5.

Por fim, como f satisfaz (f.) e estamos supondo que |u.| < 1, entdo a prova de (3.19)

AL);j ~ -
P a, ey = aalnl - pa-alln - VoIl 2 a PR, (322

segue da seguinte maneira:

|Be(w,t)| = |f(x,t) — pef (2, u0)]

|f (@, )] + | f (2, uo)]

ay + azh(|t]) + a1 + ash(|ug|)
C + Ch(|t]).

VAN VANPAN
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1,p . :
3.2. Wy versus C' minimos locais

Verificadas as condigoes (3.15) - (3.19) , pelo fato de u. ser uniformemente limitada em
L>*(Q) e Ty, C nio dependerem de ¢, segue de Lieberman (|23], [24]) que u. € C+*(Q) para
todo e € (0,1). Além disso, {u.} é uniformemente limitada em C%%(Q) e portanto {u.} &
equilimitada em C'(Q). Desde que {u.} é equincontinua, segue do Teorema de Arzela-Ascoli
que existe u € C1(Q) tal que u. — v em C*(Q), a menos de subsequéncias. Como u, — ug
em WOI’P(Q), entao pela unicidade do limite no sentido das distribuicoes obtemos que u = ug

e assim u. — ug em C1(2), o que contradiz o fato de uy ser minimo local de I na topologia

()

Caso 2: pu. < —1

Considere v. = u. — ug. Entao por (3.12), v, satisfaz

1 1
—div |a(|Vve|)Vu. + ma(|Vv5 + Vug|)(Vo. + Vug) — |M—|a(|Vu0])Vu0
1 € €
= _[f(x7vé‘ + U’O) - f(I,UO)]
|:u€|
Definindo
- 1 1
Ac(z,n) = a(|n))n + , |a(|77 + Vuol)(n + Vug) — P |a(\Vuo|)VuO
e

Bl t) = [t + o) — fa,uo)]
| e |
de maneira analoga ao Caso 1, obtemos as desigualdades (3.15) - (3.19). Assim, novamente
pelos resultado de Lieberman, v. € C%*(Q) e v. — 0 em C(Q), donde u, € CH¥(Q) e
u. — up em CH(Q), o que contradiz o fato de uy ser minimo local de I na topologia C".
Da contradicao obtida em ambos os casos, concluimos que uy deve ser minimo de [ na

topologia Wy'"'(Q), como queriamos provar.
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Capitulo

Teorema de sub e supersolucao e

multiplicidade global

Neste capitulo, vamos apresentar e provar um teorema de sub e supersolucao para o
problema (P). Com base no Teorema A veremos que, sob certas condigdes, a existéncia de
uma subsolucio u € W,'*(Q) e uma supersolucio @ € Wy "' (Q) garante a existéncia de uma
solugio u € W, (Q) N CH(Q) que é minimo local de I na topologia de W,""'(Q). Como uma
aplicacao desse fato, provaremos um resultado de multiplicidade global de solucoes positivas

para a seguinte classe de problemas

) —Apu = Af(z,u) + plul"?u, em Q,
* u>0,emQ e wu=0, naodf,

onde © ¢ um dominio limitado em R”" com fronteira suave, ¢ > p*, A\ > 0 é um parametro

real, 1 > 0 é um namero dado e f € C(Q x R, R) satisfaz a seguinte hipotese:
(Fy) f(z,t) >0 para t>0e f(x,t) é nao decrescente em ¢t > 0, para cada x € Q.

Ao longo de todo este capitulo admitiremos validas as hipoteses (p1) e (p2).

4.1 - Principios de Comparacao

Nesta se¢ao, provaremos dois principios de comparagao para o problema (P) que, junto
com os resultados de regularidade apresentados no Capitulo 3, nos permitirao provar um

teorema de sub e supersolugao para (P).

Definigao 4.1. Sejam u e v € WhF(Q). Dizemos que —Apu < —Apv, se
/ a(|Vu|)VuVedr < / a(|Vu|)VoVedz, (4.1)
Q Q
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4.1. Principios de Comparacao

para toda ¢ € Wy"'(Q) com ¢ > 0.

Lema 4.2. Assuma que u ev € WHLP(Q). Se :

1. —Apu < —Apv eu < v na dQ (isto é, (u—v)t € Wy'(Q)), entio u < v em Q,

2. as hipdteses do item anterior ocorrem, u ev € C(Q) e S={r € Q:uzx) =v(r)} é

um subconjunto compacto de Q, entao S = .
Demonstracdo.

1. Como —Apu < —Apve (u—v)t € Wy (Q), entdo

/Qa(\VuDVuV(u —v)tde < / a(|Vv|)VoV (u — v)tdz.

Q

Desse modo,
[ {al1vul) v~ a9, Vo ) e =
[ (al1ul) ¥ a(9) ¥, () e < 0,

onde ; = {x € Q:u(r)—v(zx) > 0}.

Pelo Lema 2.8, temos que

(a(|Vu|)Vu — a(|Vv])Vo,V(u —v)) >0, em €.

Assim,

/Q (a(|Vu])Vu — a(|Vv|)Vu, V(u —v)) dx = 0.

Além disso,

(a(|Vu])Vu — a(|Vv|)Vou,V(u —v)) >0,

sempre que Vu(r) # Vu(zr). Dai V(u —v) = 0, q.t.p em €, donde segue

que

V(u—v)t =0, qt.p em Q. Portanto, como (v — v)*™ € Wy (Q), resulta que

(u—v)t =0, isto &, u <v, q.t.p em €.

2. Assuma que S é compacto e S # (). Como dist(S,9) > 0, entao existe s C €, tal

que S C Qy C Qy C Q.

Pelo item (1) e a defini¢ao de S, segue que u < v em Q\S . Em particular, u < v na

08,
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4.1. Principios de Comparacao

Por hipotese u e v € C(€Q), entdo tomando

max {u(z) —v(z)} = —¢,

segue-se que u < v — € na Jy. Assim, de —Ayu < —Ap(v — ¢), obtemos pelo item

anterior que u < v — € em §)y, 0 que contradiz o fato de u = v em S C €2,.

]
A prova do proximo resultado segue as ideias de Guedda e Veron [18] para o operador

p-Laplaciano.

Lema 4.3. Sejam f,g € L™(Q) com 0 < g(z) < f(z) qtp em Q e u,v € Wy (Q).
Se
—Apv=g < f=-Apu

e 0 conjunto
C={zxe Q: f(x)=g(x),qt.p em Q}

tem interior vazio, entao

0<v<uem e %<@§Ona89
dv  Ov

e portanto existe uma constante positiva € tal que

d(v —u)

> e
o

onde v denota a normal exterior unitdria a Of).

Demonstracio.
Primeiramente observemos que existe um conjunto de medida positiva onde f > 0. Caso
contrario f =0 q.t.p em €2, donde g =0 q.t.p em 2 e portanto C' = (2, o que contradiz

o fato de C' ter interior vazio. Desse modo, u # 0. Além disso, como
0<—Apv < —Apu e u,v € Wy'(Q),

obtemos do Lema 4.2 que u > v > 0 em ). Assim, pela estimativa (Ay) obtida no capitulo

2 e o fato de u > 0 com u # 0, segue Teorema A.21 que

u(x) >0em Q e ag—(x)<0na8f2.
v

Considere
S={zr € Q:u(z)=v(x)} CQ
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4.1. Principios de Comparacao

e suponha por contradigao que S # (). Como f e g € L>(R), entao pelo Teorema 3.4 obtemos
que u e v € C(Q), portanto recaimos nas hipéteses do Lema 4.2 e assim concluimos que S
nio pode ser compacto. Entretanto S é relativamente fechado em Q, pois S = (u—v)~1({0}).
Desse modo, S é da forma S = QN F, onde F é um fechado de RY que intersecta 0.
Portanto, deve existir zg € 9Q e {x,} C S C Q tal que z,, — xy.

Como Vu = Vv em S, pela continuidade de Vu e Vo em Q temos Vu(xg) = Vu(zg) e

portanto
ov(zg)  Ou(wo)
o Ov <0.
Sabemos também que
0<f-g= —div( (IVUI)VU) + div( (IWI) )

[ (V) 2 + a(vol) (4.2)

ozx;

- 35

Por outro lado, escrevendo Fi(z) = a(|z|)z;, temos que 852(2) = d;;a(]2]) + TZ|J a'(|z]) sempre

que z # 0 e assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe z'(x) no segmento que une os vetores

Vu(z) e Vu(z) de tal maneira que

Fy(Vu) — F;(Vv) = (VF,(2"), Vw)
"L OF(2) 0w

=1 8zj 8_%
- i zfz§ 1) dw
jzl[éwa<\z|>+ S| o (43)

onde w=u—ve 2 =Vu+ (1 —1t;)Vu, para algum t; € (0,1).

Dessa maneira, considerando

Aij(x) = dija(]2"(2)]) + |;»|]a'(\2’(x)|),
segue de (4.2) e (4.3) que

ij=1
para x € Q tal que 2'(z) # 0.

Em particular, como Vu(zg) = Vo(zg) # 0, temos

Ua, (o) Ua; (w0)a' (|Vu(20)])
V()| '

A;ij(xo) = diza(|Vu(xg)|) +
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4.1. Principios de Comparacao

n

> Ag(an)gs = 3 |ByallTu(en)) +

3,j=1 3,j=1

Ua; (o) Ua; (o) @' (| V(o))

L. 2
|VU($0)| 615] Z 8|£| )

para todo ¢ € RY e para algum 6 = 0(x) > 0. Pela continuidade de Vu e Vv podemos
obter uma bola B C ) tal que zy € 9B, sobre a qual o operador eliptico definido pelos A;;

seja estritamente eliptico, isto é ,

S Ay(@)as = el (45)

ij=1
para todo £ € RV, z € B e para algum 7 > 0 independente de x.
Sabemos que w > 0 em B. Se w = 0 em B, entao u = v, donde segue que f = g em

B e isso novamente contradiz o fato de C' ter interior vazio. Se w # 0 em B, entdo pelas

inequacoes (4.4) e (4.5) decorre do Teorema A.21 que w > 0 em B e % < 0, o que

Ow(zg)
ov

resta que S = (), donde u > v > 0 em .

contradiz o fato de = (0. Portanto, como em qualquer caso chegamos a um absurdo,

Falta agora provar que
ov(z) - Ju(x)
v v

Ora, como v = 0 = v em 02, temos que

0> , Vo e o0

Vu(zg) = £|Vu(zo)|lv e Vu(zg) = £|Vu(x)|v,

onde v é a normal exterior a 02 em x.

Suponha por contradicao que

dv(zo)  Ou(wg)
o v’
para algum zy € 0. Entao |Vu(zy)| = |Vu(zo)|, 0 que implica em Vo (zg) = £|Vu(x)|v.

Assim, pelo mesmo argumento usado para obter (4.5), obtemos pela continuidade de Vu e
Vv em  que
3 Ay()eg; > gl (4.6)
ij=1
para todo ¢ € RY, o € BCQ e paraalgum >0, com z, € 95.
Como w = u —v > 0 em ) e vale as desigualdades (4.4) e (4.6), temos pelo Teorema
A .21 que % < 0, o que contraria o fato de

Ov(xp) _ ou(xo)

ov ov
Portanto 9 9
v u
> — — .
0> ey > 7 na o2

85



4.2. Minimo local via teorema de sub e supersolucao

4.2 - Minimo local via teorema de sub e supersolucao

No capitulo 2, provamos que o operador

PLWEP(Q) — WP Q)
u — Plu): Wyt (Q) — R
pr— (P'(u), ),

onde (P'(u), @) = / a(|Vu|)VuVedz, 6 um homeomorfismo. Além disso, dado g € L7(Q),

a aplicacao definida por

Q

define um funcional linear continuo em L7 () e portanto g|,1.r € Wy P (Q).
0

Dessa forma, existe um tnico u =1wu; € Wy''(Q) tal que P'(u) = f]]WOl,p , OU seja,

(P'(u), ) = (G.9), ¥ eW"(Q),

ou equivalentemente,

/a(|Vu|)Vqu0dx = / gedz, ¥ o € WP (Q),
0 Q

isto &,
—Apu =g em Q.
Visto isso, para cada ¢ € L (Q) denotaremos por K(g) := u o tnico elemento de
WyP(Q) que satisfaz
—Apu = g em ().
Note ainda que, como H satisfaz (hy), entdo pelo Teorema 1.55

EF(Q) = LH(Q). Dai, considerando I' : LZ(Q) — (EZ(Q)) = (L¥(Q))’ o isomorfismo
construido no capitulo 2, entdo por meio desse isomorfismo podemos reescrever K como
K = (P))"' oT. Portanto, a continuidade de K decorre diretamente da continuidade de
(P teTl.

Afirmacéo 4.4. K é limitado, isto &, K(U) é limitado em W,""'(Q) para todo subconjunto
limitado U C L7(1).

De fato, devido a relagio obtida em (1.23) é suficiente provarmos que S := (P')~! é um

operador limitado.
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4.2. Minimo local via teorema de sub e supersolucao

Considere entao X subconjunto limitado de WO_MB(Q) e suponha que S(X) c W, (Q)

seja ilimitado. Entao existe uma sequéncia {g,} C X, tal que
|vun|P — 00,

onde wu,, = S(gn), isto &,

(gn,v) :/a(|Vun|)Vuanpd:1:, Ve Wol’P(Q).
Q
Por outro lado
/P(|Vun|)dx §/a(|Vun|)VunVundx
Q Q

= (gn, un) < llgnll [Vun|p.
Assim,
/P(|Vun|)dx
Q

in{|Vu, 5 ", [Vu,[p 7'} <
min [Vl = [Vl 7} < S

< [lgnl]
e portanto

min{|Vu,|? ", |Vun]11’3+_1} — 0o quando n — oo,

o que contradiz o fato de {h,} ser uma sequéncia contida em um subconjunto limitado de
Wo_l’P(Q). Concluimos assim que S é limitado e portanto K é um operador limitado.

Além disso, como a aplicacao inclusao
i Wyt (Q) — LE(Q)
¢ compacta, segue que K :=io K : Lﬁ(Q) — L(Q) ¢ um operador compacto.

Definic¢do 4.5. Dizemos que u € W,""(€) é um subsolucio (respectivamente, supersoluco)

de (P), se u <(respc. u >) 0 na dQ e para todo ¢ € Wy " (Q) com ¢ >0

/a(|Vu|)Vqu0da:§ (resp. 2)/f(x,u)g0dx.
Q Q

Provaremos agora um teorema de sub e supersolu¢ao para o problema (P). Os conceitos

utilizados ao longo desta demonstracao se encontram no Apéndice.

Teorema 4.6. Assuma que f satisfaz a condicao (f.), f(x,t) é nao decrescente em t € R e
H satisfaz (hy). Se existe uma subsolugio u € WHP(Q) e uma supersolugio u € WHP(Q)
do problema (P) tal que u < u, entdo o problema (P) tem uma solu¢do minimal u, e uma

solu¢ao mazimal v* no intervalo ordenado [u,T], isto é,
u<u, <v*' <7,
e se u € qualquer outra solugcao de (P) tal que u < u <, entdo u, < u < v*.
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4.2. Minimo local via teorema de sub e supersolucao

Demonstragdo. Primeiramente note que L¥(Q) = (L¥,| - |x) com a relagio de ordem
u<v<eulr) <o(r), q.t.pem Q
é um espaco de Banach ordenado, em que o cone positivo
P=LY={ue L*(Q):u(x) >0, qt.p em Q}

é fechado.

Por outro lado, se 0 < u < v, entdo, como H é crescente em RT, segue que

og/H(L)dxg/H(L)dx:L
o \|vlm o \|vla

donde |u|y < |v|y. Portanto L é normal e assim, pela Proposi¢ao A.26 , segue que [u,u]
limitado em L (02).
Defina T : LH(Q) — LH(Q) por T'(u) = K(f(-,u)).

Afirmacgao 4.7. T é continua.

De fato, tomemos wu, — u em L7(Q), isto é , / H(|u, — u|)dz — 0 quando
n — oo. Entao, pelo Teorema A.2 e considerando uma subse%uéncia se necessario, temos que
up(z) — u(z), q.t.p em €.

Como f € C(QxR,R)e H é continua, segue que

H(|f(z,un(@)) = f(z,u(@))]) — 0, q.tp em €. (4.7)
Por outro lado, pela condigao (f.) temos

H(|f(x, un()) = flz,u(x)]) <M ﬁ(lf(%un(fﬂ))b+ﬁ(|f(x,U(l’))|)]
< M |H(ar + ash(|up|) + H(ay + azh(yu\))} .

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a; € N. Assim, da hipotese (hy)
obtemos pelo Lema 1.17 que H € A, e portanto pelo Lema 2.1 e a Proposicao 1.9 temos
que

H(|f(x,un()) = f(z,u(@))]) <M |[H(a) + H((|ua|)) + ﬁf(h(IUI))]
< M [H(ay) + H(lual) + H(Jul)]
onde M é uma constante cumulativa.
Como u,, — uem L (Q), entdo segue da Observagio 1.51 que H(|u, —u|) — 0 em L'(2)

e assim, pelo Teorema A.2, podemor obter # € L'(Q) tal que
H(ju, — u]) < 6, q.t.p em 9,
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4.2. Minimo local via teorema de sub e supersolucao

a menos de subsequéncia. Desse modo

H(Jun|) < M[H (Jun — ul) + H(Jul)]
< M[0 + H(|ul)],

onde M[0 + H(|u|)] € L'(Q). Segue disso que, a menos de subsequéncia,
H(|f (2, un(x)) — f(x,u(z))]) pode ser majorada por uma funcio de L'(€2) . Assim, por (4.7)

e pelo Teorema A.1, resulta que
fl uy) — f(-,u) em LH(Q).
Por outro lado, da continuidade de K em L7 (£2), obtemos ainda
K(f(-un)) — K(f(-,u)) em L7(Q)
e portanto
T(u,) — T(u) em L7(Q).
Afirmacao 4.8. Existe A > 0 tal que |f(-,u)|z <A, paratodo u em [u,1u].

De fato, como [u, ] é limitado em L7 (), entdo existe 1 < T' € N satisfazendo |u|g <T
para todo u € [u, 7. Além disso, pela condicio (f.), a Proposicio 1.9 e a convexidade de H,

segie que [ At / M{H (@) + F(h(|u]))Jdz
/[H(al) + H(|ul)]dx

v [T + (-

<M / (ar) + ()
< M(H(ar)[Q +1) == A,
onde novamente estamos considerando M uma constante cumulativa.

Podemos assumir que A > 1. Dai, pela desigualdade anterior e pela convexidade de H

/ﬂﬁl(f(A’“))dg;g%Lﬁ(f@,@)@g,

donde concluimos que |f(-,u)|5 < A, para todo u em [u, .

Da Afirmacao 4.8 e do fato de K ser um operador compacto, temos que T'([u,T]) é
relativamente compacto em L7 (Q). Além disso, pelo Lema 4.2 temos que K(u) < K(v),

sempre que u < v. Portanto, como
_APQ S f(xug) S f(ﬂ:,ﬂ) S _APﬂ7
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segue que u < T(u) < T(u) < @, pois T é nao decrescente, ja que f e K o sdo. Assim

T([u, @) C [u,a].
De tudo que foi observado, o resultado segue diretamente do Teorema A.28.

Coroléario 4.9. Assuma que u,u € WP (Q) N L*(Q) sio subsolu¢io e supersolugdao de
(P), respectivamente e uw <. Se f € C(Q x R,R) satisfaz:

f(z,t) nao decrescente em t € [infu(x),supu(z)], (4.8)
entao a conclusao do Teorema 4.6 € vdilida.

Demonstracdo. Da mesma forma que no Teorema 4.6, consideremos T': LH(Q) — LH(Q),
onde T'(u) = K(f(-,u)).

Como u < T(u), T(u) <ue T énao decrescente, entdo T'([u,u]) C [u,u]. Nos resta
verificar que T'(u,) — T(u) sempre que u, — u em L(Q), onde u, u, € [u,u] e que
T([u,u]) é relativamente compacto.

Considere entdo v € [u,u] e u, —u em L7(Q), com {u,} C [u,u]. Assim,
up(z) = u(z), q.t.pem Q,

a menos de subsequéncia.

Da continuidade de f e H, segue que

I:I(|f(x,un(x)) — f(z,u(z)]) — 0, q.t.p em Q,

a menos de subsequéncia.
Por outro lado, u e w € L*(f2), donde segue que u e u, € L*>*(Q), para todo n € N.
FE mais,

m = inf u(x) < u(x),u,(z) < supu(z) = m.
Como f(x,t) é nao decrescente em t € [inf u(x),supu(x)], obtemos que
Fam) < Fla,un(e)) < f@.m) e flzm) < fxu() < f(z.m), qtpem Q.

Unindo isto ao fato de f € C(Q x R, R), concluimos que existe I' > 0 tal que |f(-, u,)|oo < T
e |f(-,u)]eo <T. Assim, pela desigualdade triangular e o Lema 2.1 temos

H(|f(x, un(2)) = fz,u@)]) < MIH(|f (2, u(@)]) + H(|f (2, u(@))])]
<oMHT) € LY(Q).

Portanto, pelo Teorema A.1, T'(u,) — T'(u) em L7 (Q).
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Por fim, como [f(-,v)]|e < I', para todo v € [u,Tl, entdo f(-,[u,@]) é limitado em
L7(Q) e assim
T(lu,ul) = K(f(., [u,a]))
¢ relativamente compacto em L7 (Q).
Novamente o resultado segue do Teorema A.28. [

Provaremos agora um resultado de existéncia de solugées para o problema (P), envolvendo

método de sub e supersolucao.

Teorema 4.10. Assuma que f(z,t) € C(Q x R,R) satisfaz a condicio (4.8), (p1), (p2),
(p3) valem e que u, u € WOI’P(Q) sao uma subsolucao e uma supersolugcao do problema
(P), respectivamente, satisfazendo —Apu = hy(x), —Apu = ho(z), com hy, hy € L>®(Q),
0<hy <hge hi(zx)# ho(z).

Adicionalmente, se nem u e nem @ € solugao de (P), ou nem w e nem U € minimo de I
em [u, @ N WyT(Q), no caso de ser solugio de (P), entio existe u, € [u, ] NCY(Q) tal
que

I(u,) =inf{I(u):u € [u,7 NWy"(Q)},
u, ¢ uma solu¢io de (P) e u, é um minimo local de I na topologia Wy (Q).

Demonstracio. Como hy e hy € L>(Q), entdo pelo Teorema 3.4, u,u € C**(Q). Considere
f:OxR— R definida por

~ flz,u(z)), se t < u(x),
flx,t) = f(x,t), se u(z) <t <ux),
f(z,u(x)), se t>u(x).

t
Seja ainda F(z,1) :/ f(x,s)ds e
0

f(u):/P(|Vu|)dx—/ﬁ(x,u)da:, Vu € W' (Q).
Q Q
Afirmacdo 4.11. I é coercivo.

Para isso observemos que, como f(z,t) € C(Q x R,R) e u,@ € C*(Q), entdo f(z,t) é

limitada. Assim, existe M > 0, para o qual

|f(x,t)] < M, ¥ (z,t) € Q x R.

< /
0

91

Desse modo,

|F' (2, u(z))] =

u(x)
/0 f(x,s)ds f(z, s)‘ ds < Mlu(x)]. (4.9)




4.2. Minimo local via teorema de sub e supersolucao

Logo
/S)F(x,u(:v))d:v < /QM|u(x)|dx < C|Vulp, (4.10)

onde na ultima desigualdade usamos o fato de WOI’P(Q) estar imerso continuamente em
LY(9).
Além disso, pelo Lema 1.48,

/ P(Vul)dz > min{|Vul? , |[Vul? }, (4.11)
Q

em que pt,p~ > 1.
Por (4.10) e (4.11) segue que

I(u) :/QP(]Vu])dx—/F(x,u)dw

Q
> min{|Vul? | [Vul? } — C|Vulp, (4.12)

e portanto I é coercivo.
Afirmacgao 4.12. [ é fracamente semicontinuo inferiormente.

De fato, vimos na Proposicao 2.6 que

Plu) = /QP(|Vu|)du

é fracamente semicontinuo inferiormente.
Por outro lado, se considerarmos uma sequéncia {u,} convergindo fraco para u em
1P < 1,P (.

Wy (), entao como Wy (€2) esta imerso compactamente em L7 (Q), segue que u, — u

em L7(Q), a menos de subsequéncia, e portanto :
1. up(z) = u(x) q.t.p em €,
2. |un(x)| < 0(x), q.t.p em €, para alguma funcao 0 € L'(Q).

De (4.9) temos que F(z, u,(x)) < M|u,(x)| < MO(z), q.t.p em Q. Assim, pelo Teorema
Al

/S]ﬁ(x,un(x))d:c—>/S]F(x,u(x))dx,

donde concluimos que F é fracamente semicontinua inferiormente. Portanto I é fracamente
semicontinua inferiormente.

Sabemos também que WOI’P(Q) é reflexivo, entao pelas Afirmacoes 4.11 e 4.12 segue do
Teorema A.12 que existe u, € WOI’P(Q), minimizador global de I em WOI’P(Q). Assim, u,

satisfaz a equacao

—Apu, = f(x,uy)
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4.2. Minimo local via teorema de sub e supersolucao

e novamente pelo Teorema 3.2, u, € CY%(Q). Também, pela definicio de f temos que
_APIZ_L S f(xau) = fN(x7g> S f:(l',u*) = —APU*,

e entao segue do Lema 4.2 que 0 < u < u,. Da mesma forma concluimos que u, < .

Além disso,

- u(z) u(z)
F(x,u)—F(ac,u):/O f(ac,s)ds—/o F(w,5)ds,

para toda u € [u,7]. Disto resulta que F(z,u) — F(z,u), no intervalo [u, ], é uma funcao
de x independente de u. Assim I — T é constante em [u, u]. Portanto, u, é uma solucao do
problema (P) e é um minimo de I em [u, @] N W, (Q).

E mais, como nem u e nem @ é solugdo de (P), ou nem u e nem @ é minimo de I em
[w, @) N W, (Q), no caso de ser solucio de (P), entdo u, # u e u, # . Dai, uma vez que
Uy —u > 0eu—u, > 0, entao repetindo os passos da demonstracao do Lema 4.3 obtemos
que

ou Ou, Ou

81/< £y <8V_Ona(99

Desse modo, existe uma constante positiva ¢ satisfazendo
O(ue —u) O(u — uy)

> .
5 g, 25 e o0} (4.13)
Afirmacao 4.13. Existe gg > 0 tal que
u(z) + eodist(x, 002) < u.(z) < T(x) — godist(z,0Q), ¥V = € Q. (4.14)

Com efeito, como O(u, — u)/dv € C(£2), entao por (4.13) podemos encontrar § > 0 de

tal modo que para todo x € Qs := {z € Q : dist(x,02) < 0} tenhamos
M(m) > E, onde v(z) i
v(x)

2
em que xo € 0N é tal que |z — zo| = dist{z, IQ}.

g — 2l

Assim, como (u, — ) (x0) = 0, pois u, — 7 € C(Q) N W, (), entdo segue do Teorema

Fundamental do Célculo que

ui(z) —

z) - —/0 V(uy, —u)(z + t(zo — x))

0T < -2
|xg — x| 2

|20 — |

Dai u,(z) — u(x) < —%|az — xo| = —gdist(a:,aQ).

Por outro lado, como Q\€s é compacto e u, —u < 0 em (), entdo tomando
0 > —mp = max(u, — u) e levando em consideragdo que 6 < |z — y| < d, para todo
0\
y € 0f), onde d é o diametro de 2, temos
Mo

. mo ..
T i a0 < —— O\
dist(x,aQ)dISt(%aQ) ST dist(x,0Q), paratodo x € Q\Qs

u,(z) —u(z) <
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

Denotando por gy = max{—e/2, —mg/d}, entao
us(z) —u(r) < —godist(x,00), para todo z € Q.
Da mesma forma obtemos que
u.(x) — u(z) > godist(z,002), para todo z € €.
Da Afirmacao 4.13, obtemos que u < u, < u em §2.
Afirmacao 4.14. Existe 0 < g1 < g tal que
WP (Q) N Ber gy (ttese1) = {u € Wi (@) 1 CH Q) ¢ lu— sy < €1} € a7,

De fato, tomando ¢; > 0 ( que sera fixado posteriormente), observe que para todo
u € Beig)(us, €1), tem-se

(4.13)

(Vu —Vu)v = (Vu — Vu,)v + (Vu, —Va)yr > (Vu—Vu,)v+¢, naodfQd. (4.15)
Da desigualdade de Cauchy- Schwarz e do fato de |v| = 1, temos ainda que
(Vu— Vu o < [Vu = Vu|lv] < [0~ Va . < o= oy < o1

Assim, segue de (4.15) que (Vu — Vu)r > € — &1. Desse modo, para £ = £/2 obtemos
(Vu—Vu)v > /2, para todo = € 092. Da mesma forma, concluimos que (Vu—Vu)v > /2,
para x € 0f).

Repetindo o argumento da Afirmacao 4.13, podemos obter €7 > 0 para o qual
u(z) + edist(x, 09) < u(x) < u(zr) — & dist(z,002), V = € Q,

donde u € [u, .
Portanto, como u, é minimo local de I na topologia de C*(Q), entdo segue do Teorema

A que u, é minimo local de I na topologia de WOI’P(Q), CcOmo queriamos provar.

4.3 - Multiplicidade global de solucoes positivas

Estudaremos agora o seguinte problema de autovalor

—Agu = M@, u) + plult2u, em ©,
(Py){ u>0, em (2,
u =0, na 0,
onde  é um dominio limitado em RY com fronteira suave, ¢ > p*,u > 0 & um ntimero

fixado, A > 0 é um parametro real e f € C(Q x R, R) satisfaz a seguinte condicdo:
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

(Fy) f(z,t) >0 quando t > 0e f(x,t) é nao decrescente em t >0 .
Assumiremos ainda que f satisfaz uma das seguintes hipoteses:
(F) f(2,0)#0em Q, ou

(Fy) f(x,0) = 0 e existem um conjunto aberto U C , uma bola fechada B(zg,£) C U,
ro > 1 e ¢ > 0 constantes reais, tais que f(x,t) > ct™ ' para todo z € B(xg,¢) e
t € [0,1].

O funcional energia associado ao problema (P)) é

I(u) :/P(|vu|)dx—A/F(x,u)dm—ﬁ/ lultdz, ¥V u € Wy (Q),
Q Q q Jo

t
onde F(z,t) :/ f(z, s)ds.
0
Nem sempre é facil encontrar subsolugao u e supersolucao u de (P) satisfazendo u < .
(

P).

Lema 4.15. Suponha que P satisfaz (p1) e (p2), M >0 e u € W' (Q) € a iinica solugio

O préximo lema é uma ferramenta util quando queremos encontrar supersolucoes de

do problema

—Apu =M, em ),
(4)
u =0, na 0.

. . ~ 1.1 N 1
Considere Cy a constante dada pela imersao Wy (2) — L¥-1(Q) e m = 1/(2|Q|~C)).
. 1
Entao, quando M > m, |u|e < C*Mr==1 e quando M <m, |u|e < C,M»™-1 onde C, e
C* sao constantes positivas dependendo de p*,p~, N, |Q| e Cy .

Demonstracdo. Seja u solucao de (A), entao
—Apu=M>0=-A,0,
portanto, pelo Lema 4.3, v > 0. Para k > 0, defina
Ay ={z € Q:u(x) > k}.
Tomando (u — k)™ como fungao teste em (A), temos

/ P(|Vul)dz < / p(Vu)) [ Vuldz = M [ (u— k)de. (4.16)
Ay

A A
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

Tendo em vista que Wy "' (Q) — W' (Q) — L%(Q), entao aplicando a desigualdade
de Holder e Young em (4.16) obtemos

1
+ +
[ POz < A= R

< COM\Ak|IIV/ e|Vule 'dx

Apg

< COM\AM/A P(e]Vu)) + P(e—))]dx. (4.17)

onde Cj é a constante de Sobolev associada a imersao W, (Q) — L%(Q)

e Se M > m, entao tomando

€= (—2M|é|}vco)p - (%)F <1

e substituindo em (4.17), obtemos pelo Lema 1.48

/ P(Vul)dz < (JOMlAk|11vap/ P(Vu)dz + CoM|Ag| ¥+ P(=)
A A
k _ A k

o 2|QV/N

1 1,4~
< 5/ P(|Vul)dz + CoM| Ay ¥ P(e).
Ay

/ P(IVul)dz + CoM| Ay 7+ P(eY)
A

Portanto,

/ P(|Vu|)dz < 2CoM|Ax|8 1 P(e™). (4.18)
A
Note ainda que

2t 2t
tp(t) < / p(s)ds < / p(s)ds = P(2t),  para todo t > 0.
¢ 0

Observado isso, segue da Proposi¢ao 1.9 e do Lema 2.1 que

1
[ tw= s = [ (VuhIValds
A A

1 K
< — < —
__nh/f«vandn_A[ (v

(4.18) - I o
< 2KCoP(e7)[Ag| v ™0 =] AT (4.19)

onde v = 2KCyP(c71). Pelo Lema 5.1 em [22], obtemos de (4.19) que
[uleo < (N +D)j.
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Multiplicidade global de solugoes positivas

Além disso, pelo Lema 1.49
Y = 2KCyP(e™") < 2K Co(2M|Q Co) 71 P(1),
donde resulta que
U oo < C7MF1,
com C* = K (2C0)7=1 (N + 1)P(1)|Q| ¥~

Se M < m, considere

o .
S (R . (57)" =1
2M|Q~ Cy M

De (4.17) e do Lema 1.48 segue a seguinte desigualdade:

/ P(|Vu|)dz < coMyAkvap*/ P(|Vu|)dz + CoM|Ax|¥ 1 P(e™1)
Ak Ak
- M/ P(|Vu|)dz + CoM|Ax| v P(e™)
209N 4,
P(|Vu|)dz + CoM|Ax| ¥ P(e™1),

Ap

1
<3

portanto

/ P(|Vu|) < 2CoM|Ax|8 1 P(e1). (4.20)
Ak

Desse modo, pela Proposicao 1.9 e o Lema 2.1 temos

1
/Ak(u —k)dx = i /Akp(|Vu|)|Vu|dx

1 K
< — P(2 < — P
<3/, (2|Vul|)dx < M, (|IVul)

(4.20) . 1 1
< 2K CoP(e™ )| Ay M = | Ay, (4.21)

onde v = 2KCyP(e71).

Mais uma vez, pelo Lema 5.1 de [22], segue de (4.21) que
fuloe < (N + )]0,

e pelo Lema 1.49

v = 2KCyP(eY) < 2K Co(2M Q¥ Cy) 71 P(1),

o que resulta em

il < CLMFT,
+

P+ ~ p
com C, = K(2Cy)»*-1(N + 1)P(1)|Q|~&T-1),
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

Lema 4.16. Suponha que as hipdteses (p1), (p2) e (ps) sejam satisfeitas e que
f € C(Q x R,R) satisfaca (Fy) e (F1) ou (Fy). Entdo para A\ > 0 suficientemente pe-
queno, o problema (Py) tem solugio uy € Wy (Q)NCY(Q) que é um minimo local de I na
topologia de C*(Q). Além disso,

lux|cr = 0, quando A — 0.

Demonstracdo. Tome 0 < M < m, onde m é como no Lema 4.15. Seja também v = vy, a

tinica solugao positiva de

(A) —Ayu =M, em(2,
u =0, em Of),

1
Pelo Lema 4.15 | |v]oo < C.M#7-1.

Dado p > 0, segue de ¢ > p™ que podemos escolher M suficientemente pequeno de tal
+

a—p" 1 \q-1
modo que p <C§1Mz+pl> < 1/2, isto é, p (C’*Mﬁl*l) < M/2 e portanto
pv?~t < M /2. Seja A > 0 suficientemente pequeno e tal que \f(x,v) < M/2, (isto é possivel
pois f € C(QxR,R)ev € C(Q)). Entdo, para tais A > 0

—~Apv = M > \f(x,v) + M|v|? 0.

Portanto v é supersolucao de (Py) e nao é solugao de (Py).

No caso que f satifaz (F7), 0 é subsolugdo de (P)) mas ndo satisfaz a equagdo (P).
Assim, pelo Teorema 4.10, (Py) tem uma solugdo uy € [0,v] N CY(Q), que é minimo local
de I, na topologia de C*(Q).

No caso que f satisfaz (F}), 0 é solugao de (Py). Afirmamos que 0 ndo é minimo de I,
em [0,v] N Wy"(Q). De fato, para ver isso note que I,(0) = 0 e assim ¢ suficiente mostrar
que inf{Iy(u) : u € [0,0] N Wy T (Q)} < 0.

Para 0 > 0, defina

Us={z € U :dist(z,00) < d}.

Pela condig¢do (F3), podemos encontrar § suficientemente pequeno tal que E(mo,s) C
U\Us. Considere w € C§°(U) de tal modo que 0 <w <1lew =1em U\Us. Parat >0

98



4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

suficientemente pequeno, tw € [0,v] e pelo Lema 1.48 temos

I (tw) g/P(\V(tw)\)dm—A/F(x,tw)dx

Q

g/z P(]V(tw)])dx—)\/ F(z, tw)da

B(aco,a)

gtp/ P(]Vw|)d:c—>\/ Fla, tw)dz
Us

B(zo,e
< tp/ P(]Vw|)d:c—cl)\tro/ wdzx.
Us E(Io,&)

Como rg < p~, entao para t > 0 suficientemente pequeno, I)(tw) < 0, o que prova a
afirmacao.

Portanto, decorre do Teorema 4.10 que podemos encontrar uy € [0,v]N Cl’a(ﬁ) tal que
I)\(U)\) = 1nf{IA(u) U € [O,U] N W(}’P(Q)},

uy é solucio de (Py) e é um minimo local de I, na topologia de C(Q).

Por fim, quando A — 0, podemos tomar M — 0, consequentemente
oa]oe < CLMFT =5 0,
Além disso, segue do Teorema 4.10 que existe 0y tal que
Ber(uy, 0x) N Wol’P(Q) ={u e W&’P(Q) NCHQ) : Ju — ur|er < dn} C [0, vn],

entdo |uy|cr — 0. ]

Antes de enunciarmos o proximo teorema, definiremos os seguintes conjuntos:

A={X>0:(P)) tem uma solucio uy € Wo'"' () N C'(Q)}

e
Ay = {)\ > 0: (Py) tem uma solucao uy € W, (Q)NCY(Q)
que é um minimo local de I, na topologia Cl} .
Teorema  B: Assuma  que  (p1),  (p2) e (p3s) walem e  que

f € O x RR) satisfaz (Fy) e (F)) ou (Fy). Entdo Ag e A sdo ambos intervalos néo
vazios, inf Ag = inf A = 0 e intA C Ay.

Demonstracdo. Do Lema 4.16, concluimos que Ag e A sao ambos intervalos nao vazios.

Obviamente Ag C A e além disso, pelo Lema 4.16, inf Ag = inf A = 0. Considere \y € Ae
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

A € (0,Aq) arbitrario. Seja uy, uma solucao de (Py,), entao pelo fato de f(z,t) > 0 para
t > 0, segue que

—Apuy, = M f(@,un) 4 plun, |9 2ux, > Af(,un,) + plua, |92,

e assim wuy, é supersolugao de (Py). Por outro lado, segue do Lema 4.16 que podemos obter
g < A suficientemente pequeno de tal modo que (P),) tenha solugdo uy, e uy, < uy, em €.

Também wu,, satisfaz
_APUM = )‘Qf(xv u>\2> + M|uz\2|q_2u>\2 < /\f(ZE, u>\2) + M|uz\2|q_2u>\27

donde u,, é subsolucao de (Py). Pelo Teorema 4.10, (Py) tem uma solu¢ao uy que é minimo
local de I na topologia C', o que mostra que A € Ag e portanto A € A. Assim A e A

sdo intervalos e intA C Ay. n

Teorema C: Sob as hipdteses do Teorema B, assuma adicionalmente que f satisfaz (f.)

e que valham as sequintes condigoes:
1. >0, g<p, e

2. existem 0 > pt e Ry > 0 tais que 0 < OF (z,t) < tf(x,t), para todo |t| > Ry e todo
z € Q.

Entao para cada N € intA, (Py) tem pelo menos duas solugdes uy e vy tais que uy < vy e

5 . - 1P
uy € um minimo local de I\ na topologia de Wy (£2).

Demonstracdo. Se definirmos
Pra(,t) = Af (2, 8) + plt|"~*t,
entao, pela condicao (f.), podemos obter uma constante positiva C para a qual
(@, )] = [Af(x,t) + plt|"%t] < Ox(1+ R([t]) + [£]77),

onde, h([t]) + [t|7?t é um homeormorfismo impar e crescente. Além disso, pelo Lema 1.48,

para k > 0 temos

N L[t
lim < lim ———— =0, (4.22)
t—00 P*(k’t) t—00 {Px P*(k;)

onde na tultima igualdade usamos o fato de ¢ < p; . Desse modo, a N-fun¢ao definida por
¢
Q) = [ s) + s s
0
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

satisfaz Ay e cresce estritamente mais lento que P, portanto fy , satisfaz uma condicao do

tipo (f.). Assim, pela Observacao 2.15 obtemos que I, € CY(W,"(Q),R).

Tome A € intA C Ag e considere \; e Ay € A satisfazendo A\ < A < Ay e uy, e uy,
as solugoes de (Py,) e (Py,), respectivamente.

Como f(xz,t) > 0 para t > 0, entdo

—Apuy, = A f(z,uy) + plun, |7 2uy,

< )\f(.’L’, u>\1) + :u|u>\1|q_2u>\17

—Apuy, = Ao f(x,un,) + plua, [T s,
> M (2, un,) + prlun, |72,
dai uy, e u,, sdo subsolucao e supersolucao do problema (P, ), respectivamente. Pelo Teorema
4.10 temos que existe uy € Wy'" (Q) N CH(Q) solucio de (Py) que é um minimo local de Iy
na topologia de W,'"(Q) e satisfaz

wy, < uy < Uy,

Defina

~ { f(z,t), se t > uy(x),

7t =
Sz, t) fz,uy), set <uy(x),

a1, se t > uy (),

gaz,t) = { (ur(z))97,  se t <wuy(z),

Fk(a:,t):/()f,\(x,s)ds e G,\(x,t):/og/\(x,s)ds.

Vamos considerar o problema

—Apu = )\fA(CII,U) + Mg)\(xu u) em Qa
(P\){ u >0, em (),
u =20, na 0}

e denotaremos por I, o funcional associado ao problema (]5)\), isto é,
Fa(u) = / P(Vul)de — / Fup(a,u)de, ¥ ue WEF(Q),
Q Q

onde

¢
F,\V,i(m,t):/ Dz, s)ds,
0
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€nm que fA,M('Tat) = )\f&(fﬂ,f) + M§A<x7t)
Como, pela condigao (Fp)

_APU’/\2 = >‘2f($7 U’>\2) + [L|u,\2’q_2U)\2
> )\f(l', u>\2) + u|u,\2|q_2u)\2
= )‘f)\(xv u)\z) + MgA('Tu qu)

—Apuy, = A f(x,un,) + plus, |97y,
< A (@, up) + plun] 2y
= M@, un,) + pdn(z, uy,),
entao uy, e uy, sao, respectivamente, subsolucao e supersolugao de (P,\) Pelo Teorema 4.10,
existe uf € [uy,,ux,] N CHQ) NWLT(Q) tal que uf ¢ solucio de (Py) e é minimo local de
I, na topologia de W, (€). Além disso,

—Apuy = M2, un) + plun| TPy
= M (@, uz) + pga(z, uy)
< M, u3) + pia (e, uf)
= —Apu}
e portanto pelo Lema 4.2, obtemos que uy < u} . Por outro lado, pela maneira que foram

definidas fy e gy,

—div(a(|Vu3)Vu3) = Mz, u3) + pia(z, u3)
= Mz, u}) + pluj | g,
e assim u} é solugdo de (Py).

Se u} # uy, entao a conclusao do teorema segue diretamente. Assumiremos entao que
uf = uy. Agora uy € um minimo local de I, na topologia de W,'"'(Q). Nos podemos assumir
que wu, é um minimo local estrito de I, na topologia de WOI’P(Q), caso contrario novamente
a conclusao do teorema segue diretamente.

De maneira andloga ao que foi feito no capitulo 2, podemos provar que I, € CI(W&’P(Q), R),

pois Afx(z,t) + pga(z, ) satifaz uma condicio do tipo (f,).
Afirmacao 4.17. I, satisfaz (PS) .

De fato, considere {u,} C W, ¥ (), onde

Como I~>\(un) — ¢, entao existe M > 0 tal que I~>\(un) <M, Vn € N.Também, escrevendo
()

le(“n)

’—)0 e I(up) —c.

Ep = ’ tem-se

| <I~’A(Un),v> | <en|Voulp e e, — 0.
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Primeiramente provaremos que {u,} é limitada em W, ().

Ora, uma vez que
Mz, t) + pta, se t > uy(x),
/\f(:L‘, UA(ZL‘)) + N(uk(x))qilv se l < U)\(J}),

f%#(wi = {

se considerarmos R > max{|uy|«, 1}, entdo para t > R e usando o fato de f(x,t) pertencer
a C(Q xR, R), u, € CH*(Q) e a condi¢io (2) deste teorema, podemos obter uma constante

positiva C tal que

- ux () t
Puatot) = [ D) oo s+ [ 0fGans) s

IN

t
Cy + / [N (z,8) + ps?]ds
0
Oy + AF(a, 1) + P
q

A %
C —t t —t

IN A

IN

1 -
C + atf)\7u($, t),
onde aw = min{q,#} > p™ > 1. Por outro lado, se t < —R entao
t
Fudevt) = [ (o ua(o) + s ) ds
0
= (Mf(z,un(@)) + pua (@) )t = tfou(w, 1) <0

e dai aFy,(z,t) < tfu(z,t).
Suponha, por absurdo, que {u,} é ilimitada em WOI’P(Q). Entao podemos obter uma

subsequéncia {u,, }, tal que |Vu,, |p > n, para todo k € N. Nesse caso

|V, | ) 1 /
1:/P( ) de < —— | P(|Vu,, )dx,
o7 \ [V Fanly Jo T Vi)

|Vunk|p§/P(|Vunk|)dx, v . (4.23)
Q

portanto

Considere os seguintes conjuntos:
Qyp, ={z€Q:|Vu, (v)| < R}, Qop, = {2 €Q:|Vu,, (v)| > R},

Qs = {2 € Q¢ |up, (2)] < R}, Qup, ={z€Q:u,(v) > R}

Qs = {2 €Q:upy (v) < —R}.
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

Assim

1
/ (P<|Vunk|> - —a<|wnk\>|wnk|2) da
Ql,nk «

# [ (POT0D) ~ FaVe DT ) o
Qon,

(4.23)

1 /- En
— /\(unk)—a<l’)\(unk),unk> < M+ k/QP(|Vunk|)dx.

Observe que, como f satisfaz (f.), entdo podemos obter uma constante positiva C' tal
que
[Pz, )] < CA+R(E) + 1), ¢ €R

J

é limitada por uma constante positiva independente de nj,. Também, usando o fato de p e

e assim fica facil ver que

1

<F)\,H(xvunk) - Ef%u(xﬂ unk)“”k) dx

3,

P serem crescentes, temos que

1
/ (P(Wunkn - —a<|Vunk|>|Vunk|2) da
Ql,nk «a

é limitada uniformemente. Pelo que ji observamos

. 1 -
_/ (F,\yu(a:,unk) - —fA’M(x,unk)unk) dx >0
QS,nk o

. 1 -
/ (FA,u(x,unk) — —fA#(:U,unk)unk) dx < C1]9).
Qi «Q

Por fim, concluimos que

1 n
/ (P(IVunkl) - <rwnk|>|wnk|2) r < 21+ 2% [ PV,
Qo 0

para alguma constante positiva M, independente de ny.
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

Por outro lado, pela condi¢ao (ps)

1 pt
/ (P(Nunm - —a<|Vunk|>|Vunk|2) dr > (1 - —) | P
Qz!”k «Q o QQ,nk

Eny,

/ PV, |)dz < My + +/P(|Vunk|)dx.
Qo Q

«

Note também que

/P(|Vunk|)dm: / P(|Vunk|)dx+/ P(|Vuy,|)dz
Q o,

QZ,nk

Eny,
< M;+ +/QP(|Vunk|)da:

a—p

e assim, tomando ny, suficientemente grande de modo que ¢,, /(o —p') < 1/2, temos ainda

/ P(|Vuy,, |)dz < 2Ms;,
Q

o que contradiz (4.23).

Provado que {u,} é limitada, mostraremos a seguir que {u, } admite subsequéncia conver-
gente em Wy'"'(Q). Ora, como Wy'"' (Q) é reflexivo, entdo existe u € Wy'"'(Q) tal que u, — u,
a menos de subsequéncia. Por outro lado, segue da imersao compacta WOI’P(Q) s LO(Q)
que, considerando uma subsequéncia se necessario, u, — u em LQ(Q). Além disso, como

I'\(up) = 0 e u, — uem Wy (Q), entdo

<I~’,\(un),un — u> =P (up)(tp — u) — /Q f,\,u(q;, Up ) (uy, — u)dx — 0.
De maneira inteiramente analoga a Proposicao 2.13, obtemos que
Foulu) = /Q Fyu(wde € CYL(Q),R)
e portanto
<]:"’,\7M(un),un - u> = /Qf,\ju(x, Up ) (U, — u)dx — 0,

restando assim que P’(u,)(u, —u) — 0.
Segue da Proposicao 2.12 que P’ é do tipo (S), portanto, a menos de subsequéncia,

1,P .
u, — u em W,y (), como queriamos provar.
n 0 )

Afirmacgao 4.18.
inf{Iy(u) : u € Wy'¥'(Q)} = —o0.
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4.3. Multiplicidade global de solucoes positivas

De fato, consideremos u, € W&’P(Q), onde uy > 0 e uy # 0. Entao para ¢t > 1, segue do
Lema 1.48 que

L(tuy) = /QP(t|VU/\|)dSE—)\/

Q
< tp+/P(|Vu)\|)da:—,u/é>\(m,tu,\)dx
Q Q

+ qlquxQ_luqu
= ¢ /QP<|VuA|>dx—u/Q[<ux<x>> + 20 up ()~ (1 (0))|

Fy(z, tuy)dx — ,u/ Gz, tuy)dz
0

Como p > 0 e ¢ > p*, entdo fazendo ¢ — oo na desigualdade acima, obtemos que
I\(tuy) — —oo. Portanto inf{l,(u) : u € Wy (Q)} = —oco e assim podemos escolher T' > 0
de tal modo que vy = Tu, satifaca ]}(vo) < f,\(uA). Além disso, como uy é minimo estrito
de I, na topologia de Wy'"(Q), entdo existe § > 0 tal que I\(v) > I\(uy), ¥ v € 0Bs(uy).
Em particular, vy € B§(uy).

Consideremos

L={y € C(0,1, Wy (2) : 7(0) = ur e ¥(1) = v}

= inf L(~(t)) >
¢ = Inf max A1) = «a,

onde o = I(uy). Se a < ¢, entdo pela Afirmacao 4.17 segue do Teorema A.29 que existe um
ponto vy no nivel ¢, que é ponto critico de I, e portanto é solucio de (Py).

Por outro lado, se o = ¢, considere
F = WP (@)\Bs (w).

Entao

Fn{v e WyP(Q): L(v) > ¢}

separa 0s pontos uy e vg. Além disso, como I, satisfaz (PS), entao I, saitsfaz (PS)p. e
assim pelo Teorema A.32 concluimos que I, tem um ponto critico vy em F com valor critico

c e novamente obtemos o resultado desejado. |
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Apéndice

Neste apéndice enunciaremos alguns teoremas utilizados ao longo desta dissertacao. No

que segue  C RY ¢ um conjunto mensurével.

Teorema A. 1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)(Ver [6])
Seja { f.} uma sequéncia de funcoes integrdveis definidas em Q C RY e que converge em
quase todo ponto para f(x). Suponha que exista uma func¢io g, com integral de Lebesgue

finita sobre €1, tal que
w(2)] < g(x), para todo n € N e quase todo © € €.

Entao f € integrdvel e

lim an(x)dx:/gf(x)dx.

n—o0

Teorema A. 2. ( Ver [7]) Sejam {f.} uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tal que
|fn. — flp = 0. Entao eziste uma subsequéncia {f,, } e uma func¢ao h € LP(Q) tais que

() fri(x) = f(x),  qtpem

(b) |fu.(z)| < h(x), paratodo k € N e quase todo x € (.
Teorema A. 3. (Teorema da Convergéncia Mondtona)( Ver [27]) Seja {f.} uma sequéncia
de fungoes mensurdveis definidas em ) e tais que 0 < fi(z) < fo(z) < ... (z € Q).
Definindo f(x):= lim f,(z) = sup fn(x), entdo

n—oo n>1

/Q f(x) = lim ) fo(2)dz.

n—oo

Teorema A. 4. (Lema de Fatou)( Ver [26]) Seja {f.} uma sequéncia de fungdes nao-

negativas que converge em quase todo ponto para f(x). Entao

/Qf(a:)d:v < sup {/Q fn(x)dx} .
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Teorema A. 5. ( Ver [20]) Considere 1 < p < oo, f € LP(Q) e {f.} uma sequéncia em
LP(QY). Suponha que

falz) — f(x) gtpem Q e lim ||fn||p = ||f||p
n—oo
Entao lim || f, — f|l, = 0.
n—o0

Teorema A. 6. (Teorema da Convergéncia de Egorov e Vitali)(Ver [7]) Assuma que || <
0o. Seja {f.} uma sequéncia de fungéoes mensurdveis tal que f,(x) — f(x) ¢.t.p em Q, com

|f(z)] < 0o em quase todo ponto. Tomando 6 > 0 arbitrariamente, entao
{z € Q:[fulz) = flx)] > 8} == 0.

Teorema A. 7. (Teorema de Luzin)(Ver [28]) Seja Q C RN dominio limitado e f uma

fun¢ao mensurdvel definida em §2. Para todo € > 0, existe uma fun¢ao continua g tal que

{z e Q: f(z) # g(x)}] <e.
Além disso, se |f(x)| <k, entao |g(x)| < k.

Definicao A. 8. Seja
Y={5CQ:S ¢ mensurdvel}

e v uma fun¢ao o-aditiva definida em Y. Suponha que v(0)) = 0. Nds dizemos que v é

absolutamente continua com respeito a medida de Lebesque 1 e escrevemos v € AC|u, se
n(S)=0 implicar — v(S) =0,
para todo subconjunto mensurdvel S C €.

Teorema A. 9. (Teorema de Radon-Nikodin)(Ver [21]) Seja v € AC|[u] uma fungao

finita. Entdo existe uma tinica f € L*(Q) tal que

uS) = [ fald,
S
para todo subconjunto mensurdvel S C €.

Teorema A. 10. (Ver [7]) Seja E um espa¢o de Banach reflexivo e K C E um subconjunto

limitado, fechado e convexo. Entao K é um subconjunto fracamente compacto de E.

Teorema A. 11. (Ver [7]) Se (E,7) é um espago topoldgico compacto e f : E — R ¢

uma fungao semicontinua inferiormente na topologia T, entao existe ro € E tal que f(xg) =

ming f(x).
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Teorema A. 12. Sejam E um espac¢o de Banach reflexivo com norma |- |g, M C E um
subconjunto fracamente fechado em E e I : E — R um funcional coercivo e fracamente
semicontinuo inferiormente em M. FEntao I é limitado inferiormente sobre M e atinge

minimo em M.

Teorema A. 13. (Ver [1]) Seja u € W,2H(Q) e f wma funcdo real que satisfaz a condigio
de Lipschitz em R. Se g(z) = f(Ju(z)|), entio g € W21 (Q) e

loc

09 / ou
o) = [ (lul@) ) sgnu(x) 5 (2).

Teorema A. 14. (Ver [7]) Seja G € C*(R) tal que G(0) =0 e |G'(s)| < M, para todo s € R
e alguma constante M. Considere u € W'P(Q), com 1 < p < oco. Entio Gou € W'P(Q) e

oGow), ., Ju
a—xi(f) = (G Ou)axi ().

Teorema A. 15. (Ver [7]) ( Teorema de Rellich-Kondrachov) Suponha que Q@ C RN é um

dominio limitado de classe C'. Entdo temos a segquinte imersao compacta:

comp.

whti(Q) =" LY(Q).

Definicao A. 16. Seja I : E — R um funcional definido sobre um espaco de Banach E.
Dado v € E, dizemos que I tem derivada de Gateaux no ponto u € E se existe | € E' tal

que

(I, v) = Tim I(u+tv) — I(u)

, para todo v € E.
t—0 t

A derivada de Gateauz, quando eziste, € unica e serd denotada por DI(u).

Definicao A. 17. Dizemos que o funcional I possui derivada de Fréchet no ponto u € F
quando existe um funcional linear F' € E' tal que

lim I(u+v)—I(u) — (F,v)

=0.
[v|g—0 [v|g

A derivada de Fréchet mo ponto u, quando existe, € tnica. Assim, vamos denotd-la
simplesmente por I'(u).
Se A C E é um conjunto aberto, dizemos que I € C1(A,R) se a derivada de Fréchet de

I existe em todo ponto u € A e a aplicacao I' : A — E' é continua.

Observagao: Pode-se mostrar que se [ é derivavel no sentido de Fréchet, entao [ é

também Gateaux diferenciavel com DI(u) = I'(u).
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Teorema A. 18. ( Ver [20]) Suponha que I : E — R € continua e tem derivada de
Gateaux continua em E. Entio I é diferencidvel sequndo Fréchet e I € C'(E,R).

Definic¢ao A. 19. Sejam E um espago de Banach, F € C*(E,R) e S :={v € E: F(v) = 0}.
Suponhamos que para todo u € S, F'(u) # 0. Se J € CY(E,R), entio dizemos que ¢ € R
¢ valor critico de J sobre S se existe u € S e X € R tais que J(u) = ¢ e J'(u) = Af'(u).
Nesse caso u € um ponto critico de J sobre S e o nimero real A é chamado multiplicador de

Lagrange para o valor critico c.

Teorema A. 20. (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) (Ver [20]) Sob as hipdteses
e notagoes da Definicio A.19, assuma que uy € S satisfaz J(ug) = 11)1612 J(v). Entao existe
A € R tal que

J (ug) = MNF" (up).

Teorema A. 21. (Principio do Mdximo Estrito de Vazquez) ( Ver [29]) Considere o ope-

rador linear
N

L(u) = ) Dj(a;(x) Diu),

ij=1

onde D; = 0/0z;, 1 <j <N e as fungoes a;; satisfazem

(Ch) aij € Wit (),

N
(C2) ) aij(@)&& > M) € > 0, para todo & € RN, € # 0.

ij=1
Seja u € C*() uma funcio nao negativa tal —Lu(x) > 0 q.t.p em 2. Se u ndo ¢ identica-
mente nula, entdo u € positiva em 2. Além disso, se u € C*(Q U {x}) para um xy € O

que satisfaz a condicao da esfera interior, entao

0
a—:j(xo) >0,

onde v € a normal interior a OS2 em x.

Observacao: O Teorema A.21 continua verdadeiro se trocamos L por um operador qua-

silinear.

Definicao A. 22. Seja V' um espaco vetorial real. Uma relacao de ordem < em V' € chamada

linear se

e r <y = zax+z2z<y+z2 Vz eV,
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e r <y = ar<ay, Va € R,.

Um espaco vetorial junto com uma relagcao de ordem linear é chamado espaco vetorial

ordenado (OVS).

Definicao A. 23. Seja V um OVS. Um subconjunto nao-vazio P de V ¢é dito um cone se

ele satisfaz as sequintes propriedades :
1. P+ P C P,
2. R,P C P;
3. Pn(—=P)={0}.
Observagao: Seja V um espaco vetorial real e P um cone. A relagao < definida por
r<y <y—x € P

¢ uma relacao de ordem linear em V. Nesse caso, dizemos que a relacao < é induzida pelo
cone P.

Por outro lado, se V' é um espaco vetorial ordenado, com uma relacao de ordem <, o
conjunto

P={zxeV:xz>0}

é um cone e P é dito ser o cone positivo da ordenacao.
Consequentemente, para todo espaco vetorial V' existe uma relacao biunivoca entre a

familia de cones em V e a familia de relacoes de ordem linear.

Defini¢ao A. 24. Seja E = (E,||||) espago de Banach ordenado por um cone P. Entio E
é chamado espago de Banach ordenado (OBS) se o cone positivo da ordenagao € fechado.

Um espago de Banach ordenado € usualmente denotado por (E, P).

Definicao A. 25. Dizemos que o cone positivo de um OBS € normal, se existe 6 > 0
constante, tal que para todo x,y € E satisfazendo 0 < x <y implicar em ||z| < J ||y, isto

€, a norma € semi-mondtona
A seguinte proposi¢ao pode ser encontrada em [4].

Proposicao A. 26. Se E € um OBS com cone positivo P, entao P € normal se e somente

se todo intervalo ordenado da forma [y,y] € limitado.

Demonstracdo. Ver [4], pagina 627, Teorema 1.5. m
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Definicao A. 27. Seja X um subconjunto nao-vazio de um espaco ordenado Y. Um ponto
fixzo © de uma aplicagio f: X — Y € chamado minimal (mazximal) se todo ponto fixo y de

fem X satisfaz v < y(y < x).

Teorema A. 28. Seja E um espaco de Banach ordenado pelo cone P e [g, Yyl € E um in-
tervalo ordenado nao-vazio. Suponha que f : [g, Y] — E € um operador crescente e compacto
tal quey < f(y) e f(y) <y. Entao f tem um ponto fivo minimal x e um ponto fivo maximal

x.

Teorema A. 29. (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz)(Ver [5]) Seja
E um espago de Banach e I € C'(E,R). Suponha que existam xq, v1 € E e r > 0 tais que

(11) b=inf{I(y) : |y — xo| =7} > I(21);
([2) |l‘0 —Il‘ >re I(l‘o) < b.

Considere

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t)),

onde

I'={yeC(0,1],E) : 7(0) = zo e v(1) = a1}.

Se I satisfaz (PS)., entao ¢ é um valor critico de I.

Definicao A. 30. Dizemos que um subconjunto fechado F de um espac¢o de Banach E separa
dois pontos u e v € E, se u e v pertencem a componentes conezas disjuntas de E\F.

Denotaremos por Iy o conjunto de todos os caminhos continuos ligando u e v, isto €,

I ={yeC(0,1,£) : 7(0) =u e (1) =v}

Definigao A. 31. Sejam E um espaco de Banach, I € CY(E,R), F um subconjunto de E
e ¢ um nudmero real. Dizemos que I verifica a condicao (PS)p. se toda sequéncia {x,} C E
satisfazendo

1. lim dist(z,, F') = 0;

n—oo

2. lim I(z,) =

n—oo

3. lim |[I'(z,)] = 0

n—oo

admite subsequéncia convergente.
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Teorema A. 32. (Ver Ghoussoub-Preiss [16]) Sejam E espag¢o de Banach e I € C'(E,R).
Tome u ev € I e considere

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde I' =10, Suponha que F' é um subconjunto fechado de E tal que
Fn{zeE:I(x)>c}

separa os pontos u e v e que I verifica a condi¢ao (PS)p.. Entao existe um ponto critico de

I em F com valor critico c.
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