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RESUMO

ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS METALICAS USANDO O
CONCEITO DE ROTULAS PLASTICAS E O ALGORITMO DE RETORNO
RADIAL

Autor: Maria Paz Duque Gutiérrez

Orientador: William Taylor Matias Silva, Dr. Ing.

Programa de Pds-Graduacdo em Estruturas e Construcéo Civil
Brasilia, abril de 2014

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento e implementagdo de uma rotina de
aplicacdo pratica para uma analise elastoplastica de primeira ordem (pequenas
deformacdes e pequenos deslocamentos), baseada nos conceitos de algoritmo de retorno
radial, preditor/corretor e o conceito de rotulas plasticas. Espera-se obter uma ferramenta
numerica precisa e computacionalmente econémica para a solucdo de diferentes tipos de
estruturas metélicas. Para a andlise limite, é utilizada uma superficie de escoamento
assumida como uma funcdo convexa e continua das forcas, agindo na secdo transversal da
estrutura. Para a solucdo das equacdes de equilibrio, é utilizado um método iterativo
baseado no método de Newton-Raphson combinado com o método de comprimento de
arco. E introduzido o endurecimento isotropico no regime pléastico. As deformacdes
plasticas sdo regidas pelo principio da normalidade e sdo restritas aos extremos dos
elementos. Os extremos dos elementos podem mudar bruscamente do estado elastico ao
estado plastico. A matriz modular tangente consistente é determinada e aplicada sendo
essencial para obter precisdo e convergéncia. Finalmente, diferentes exemplos numéricos

sdo estudados para avaliar a eficiéncia e aplicabilidade dos métodos empregados.



ABSTRACT

ELASTOPLASTIC ANALYSIS OF METAL STRUCTURES USING THE
CONCEPT OF PLASTIC HINGES AN THE RADIAL RETURN ALGORITHM

Author: Maria Paz Duque Gutiérrez

Supervisor: William Taylor Matias Silva, Dr. Ing.

Postgraduate Program in Structure and Civil Construction Engineering
Brasilia, April of 2014

The objective of this work is the development and implementation of a routine of practical
application for a first order elastoplastic analysis (small strains and small displacements).
Based on the concepts of radial return algorithm, predictor / corrector and the concept of
plastic hinge. It is expected to obtain a numerical tool accurate and computationally
economical for the solution of different metal structural typologies. For the limit analysis is
used a yield surface assumed as a convex and continuous function of the forces acting at
the cross section of the structure and therefore, for the solution of the equilibrium
equations is used an iterative method based on the Newton-Raphson method combined
whit the arc length method. Isotropic hardening in the plastic regime is introduced. The
plastic deformations are governed by the principle of normality and are restricted to the
extremes of the elements. The extremes of the elements can change abruptly from elastic
to plastic state. Consistent modular tangent matrix is determined and applied since it is
essential for the accuracy and convergence. Finally, different numerical examples are

studied to evaluate the efficiency and applicability of the methods employed.
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1. INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Atualmente existe uma tendéncia, nos codigos de projeto, de se incorporar os efeitos das ndo
linearidades nas andlises estruturais, e um esforco consideravel no desenvolvimento de
técnicas numeéricas para a solugdo desse tipo de problemas. Com o intuito de obter um melhor
aproveitamento da capacidade de resisténcia dos materiais, isso, pelos constantes nos
materiais usados na construcdo civil, e nas ferramentas computacionais usadas no calculo.No
projeto das estruturas é usual que a analise estrutural seja feita levando em conta s6 o
comportamento em estado elastico dos materiais, ignorando, assim, o aporte quando 0s
materiais estdo trabalhando em regime plastico, sendo esse aporte ainda mais importante nas

estruturas metalicas por terem um comportamento ductil.

Os materiais comportam-se de modos muito complexos, e ndo é viavel escrever um conjunto
de equacdes que descrevam o desempenho do material de modo exato. Entdo, sdo formuladas
equacOes que descrevem diferentes tipos ideais de resposta do material. Resulta o estudo do
comportamento ndo linear dos materiais, devido as deformacbes de segunda ordem (ndo
linearidade geométrica) ou pelo fato dos materiais possuirem leis constitutivas ndo lineares
(ndo linearidade fisica) Nesse sentido, o presente trabalho concentra-se no comportamento

nao linear dos materiais.

A teoria da plasticidade foi desenvolvida a partir de 1930. Fundamentou-se inicialmente, no
estudo de metais. Nasceu da necessidade de estudar outros tipos de equagdes constitutivas que
permitissem determinar os estados Ultimos e de ruptura, a modelagem de deformacbes nédo

recuperaveis, variagdes no comportamento dos materiais, entre outras questdes.

O comportamento elastico dos materiais depende simplesmente da deformac&o atual e ndo da
historia das deformacg6es, ao contrario do comportamento elastoplastico. Por isso, variaveis
adicionais conhecidas como variaveis internas sdo introduzidas com a finalidade de
representar o efeito da histéria das deformagdes no material. Em plasticidade ndo existe uma

relagdo Unica entre o estado de tensdes o;; € 0 estado de deformagdes ¢;;. Entdo, as relagoes



constitutivas para o0 comportamento elastoplastico devem ser de natureza incremental, ou seja,
para uma deformacdo dada, o estado de tensdo correspondente é obtido pela integracdo das

relacBes constitutivas e o resultado ird depender da historia do carregamento.

As varidveis internas podem estar relacionadas ao comportamento microscopico do material,
responsavel pelo desempenho e resposta no regime plastico. Porém, desenvolver as relacdes
entre as variagcOes desses parametros e as deformacOes plasticas, na pratica, pode-se tornar
uma tarefa que nao é sempre possivel. Assim, é usual em modelos constitutivos que variaveis
que representem o endurecimento, tamanho, forma e posicdo da superficie de escoamento

sejam desenvolvidas como as variaveis internas do material.

O método de rotula plastica, conceito fundamental deste trabalho, nasce no final da década de
1960 como uma abstracdo matematica, pois implica deformacdes infinitas, o que permite
simplificar as analises elastoplasticas de diferentes elementos finitos. O método considera que
todas as deformacdes plasticas sdo concentradas em regides plasticas, de comprimentos nulos,
e localizados nos extremos dos elementos, enquanto o resto do elemento, entre os dois nds,
estd em regime elastico. O conceito é computacionalmente conveniente e pode ser preciso o

suficiente para muitas aplicacdes praticas.

Atualmente o método é amplamente utilizado em projetos estruturais. Por meio do software
SAP2000, por exemplo, podem ser inseridas rétulas plasticas em qualquer numero de
posicdes ao longo da estrutura. Cada rétula representa o comportamento do elemento ap6s o

patamar de escoamento, concentrado na posi¢ao da rotula.

Por outro lado, sdo estudadas as propriedades e o comportamento das estruturas metéalicas,
porgue elas representam um dos mais importantes sistemas construtivos utilizados, por ser um
material de alta resisténcia nos diversos estados de tensdo, ademais da possibilidade de

construir estruturas mais leves, com maior velocidade construtiva e limpeza.

Finalmente, levando em consideracdo que 0s materiais, por varias razfes, ndo satisfazem as
equacOes baseadas na teoria da elasticidade, dai que esta s6 pode ser usada com aproximacéo,
dentro de determinadas faixas de cargas. Fora desses limites e para cargas proximas ao

colapso da estrutura, os estados de solicitagbes nos membros que a compdem irdo obedecer



leis diferentes, que estdo dentro do campo da plasticidade ou da elastoplasticidade. Pretende-
se, com esta pesquisa, obter uma modelagem mais préxima da realidade de alguns tipos de

estruturas metalicas simples.

Para a integracdo do modelo constitutivo, sera utilizado o algoritmo de retorno radial, testado
por Silva e Bezerra (2010) com diferentes superficies de escoamento, notando que o
algoritmo proposto fornece uma forma de manter o vetor de forca generalizado sempre na
superficie de escoamento ou dentro dela e que o uso da matriz modular tangente "consistente”
é fundamental para obter a taxa quadratica de convergéncia, com o método de Newton-
Raphson.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

Esta pesquisa tem como objetivo geral realizar uma anélise nao linear de primeira ordem,
partindo-se do trabalho de Silva e Bezerra (2010) em estruturas metélicas reticuladas,
planas e espaciais, por meio da utilizacdo do conceito de rétula plastica e o algoritmo de
retorno radial, introduzindo e avaliando o efeito de endurecimento isotropico nas
estruturas analisadas, por meio da elaboracdo de um programa em cddigo aberto, que

podera ser utilizado com fins de ensino.

1.2.2 Objetivos especificos

e Realizar uma rotina de aplicacdo pratica no software MATLAB para uma analise
elastoplastica de primeira ordem, implementando um modelo e critério de ruptura que

considere a plasticidade num programa de analise.

e Realizar uma analise de elementos de trelica e pdrticos em duas e trés dimensoes, e de
elementos de grelha plana e determinar a capacidade portante das diferentes tipologias

estruturais.



e Validar a formulacdo proposta, comparando as solugfes numeéricas obtidas com

exemplos encontrados na literatura.

1.3 METODOLOGIA

Inicialmente, serd realizada uma analise estrutural elastica por elementos finitos de estruturas,
que podem ser discretizadas por elementos finitos de trelica, porticos ou por elementos de
grelha plana, como passo inicial da rotina programada em MATLAB.

Em seguida, é feito um estudo para a solucdo da nédo linearidade fisica, empregando técnica
iterativa, baseada no método de Newton-Raphson. A matriz de rigidez tangente sera calculada
no comego de cada passo de carga e € mantida constante durante as iteracGes para atingir o
equilibrio. Para determinar pontos da trajetéria ndo linear de equilibrio, além de um ponto

limite, serd utilizada a técnica do comprimento de arco.

Com base na rotina desenvolvida, é introduzido o regime pléstico na analise por meio do
conceito de rotula plastica, via a superficie de escoamento que define a capacidade portante
ultima da secdo. As deformacOes plasticas estardo confinadas as se¢des nos extremos dos
elementos. Na simulacdo numérica, utiliza-se o algoritmo de retorno radial, podendo ocorrer

uma ou duas rotulas plasticas no elemento.

Finalmente, para verificar a coeréncia da implementacdo dos métodos e algoritmos estudados
e implementados numericamente, apresentam-se diversos exemplos numéricos extraidos da
literatura para demonstrar a eficécia do algoritmo de retorno radial na andlise elastoplastica de

estruturas metalicas reticuladas.

1.4 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Esta dissertacdo esta dividida em seis capitulos, e os assuntos de cada capitulo sdo brevemente

descritos a sequir:

e O Capitulo 1 apresenta introducdo ao tema e contextualizagdo ao assunto estudado,

assim como os objetivos gerais e especificos do trabalho.
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O Capitulo 2 apresenta a revisao bibliografica e a descrigdo analitica da utilizacdo do
conceito de rotula plastica para simular o comportamento elastoplastico em um

elemento de barra.

O Capitulo 3 apresenta a formulacdo do método de integracdo para o modelo

constitutivo assumido no trabalho.

No Capitulo 4, é apresentado brevemente 0 metodo de solucdo das equacBes nao

lineares.

No Capitulo 5, sdo apresentados diversos exemplos numéricos para avaliar a

efetividade dos métodos empregados.

No Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes da pesquisa e também algumas

sugestdes para investigacdes futuras na area.



2. ROTULA PLASTICA

As aplicacdes de conceitos plasticos a projetos estruturais comecaram em 1914, com a
primeira publicacdo do hdngaro Gabor Kazinczy, que introduziu o conceito fundamental de

rotula plastica.

Por meio de estudos experimentais de vigas engastadas nos extremos, com carga
uniformemente distribuida, foi percebido que as primeiras fissuras aparecem nos extremos,
indicando o limite elastico nesses pontos, porém, as vigas podiam resistir a cargas adicionais.
Durante a descarga percebeu-se que as vigas apresentam deformacgdes permanentes nos

extremos e no centro do vdo. Kazinczy chamou essas deformacdes de rétulas.

A teoria pléastica basica esta relacionada com a redistribuicdo das tensGes em uma estrutura,
depois de que em certos pontos desta se atinge a tensdo de escoamento. Segundo a teoria
plastica, aquelas partes da estrutura que alcangam a tensdo de escoamento ndo podem resistir
a tensBes adicionais, mas deformardo o suficiente para permitir que essas tensdes sejam
transmitidas as outras partes da estrutura em que as tensGes sdo menores que a tensdo de

escoamento e sdo capazes de absorver tensfes adicionais.

Existem, em geral, dois métodos para descrever o comportamento ndo linear dos materiais, 0
primeiro, chamado de plasticidade por camadas, consiste em aplicar a condi¢do de
plasticidade em termos das tensdes a cada uma das camadas da se¢do. No outro, as equagdes
constitutivas sdo formuladas em termos das tensbes resultantes e das deformacoes
generalizadas. Assim a integracdo por meio da espessura ndo € necessaria, 0 que reduz

significativamente o tempo e a capacidade computacional.
2.1 CONCEITO DE ROTULA PLASTICA
A utilizagdo do conceito de roétula plastica nas andlises elastoplasticas foi introduzida por

Ueda et al. (1968, 1969a, 1969b), que desenvolveram um mecanismo para uma analise

elastopléastica de estruturas aporticadas, baseado na teoria incremental da plasticidade.



Aplicando o conceito de rétula pléstica, as equacgdes constitutivas sdo formuladas em termos
dos esforcos resultantes e das deformacgdes generalizadas. Todos os deslocamentos plasticos
sdo concentrados em regides plasticas, de comprimentos nulos, e localizados nos extremos

dos elementos.

Esse método se baseia nos principios basicos da teoria da plasticidade. A existéncia de uma
superficie de interacdo dos esforcos internos agindo na secdo transversal, que define a
capacidade portante Gltima da secdo. Definicdo de uma regra de fluxo plastico proporcional
ao gradiente da superficie de interacdo adotada, sendo que o fluxo pléstico determina a
evolucdo dos deslocamentos plasticos. Adota-se uma lei para o endurecimento isotrépico da

superficie de interacao.

Para andlises elastoplasticas de primeira ordem, existem deslocamentos elasticos

(recuperaveis) e plasticos (ndo recuperaveis). O deslocamento total é a soma de ambos.

Segundo Ueda e Fujikubo (1990), com a definicdo do critério de escoamento como uma
funcdo em termos dos esforgos resultantes, os deslocamentos plasticos, associados com cada
componente dos esforcos resultantes, podem ser definidos conforme a lei de fluxo. O método
foi estendido ao método do nd plastico, que pode ser aplicado a elementos finitos de qualquer

forma geométrica.

A seguir se apresenta uma breve descrigcdo de alguns trabalhos encontrados na literatura, em
que é utilizado o método das rétulas plasticas junto com procedimentos incrementais —

iterativos para analises elastoplasticas.

Argyris (1982) expde uma analise de grandes deformagdes, com énfase na analise passo a
passo do comportamento ndo linear, utilizando a matriz de rigidez elastica quando ndo seja
atingida nenhuma condicdo limite, e a matriz de rigidez elastopléstica quando uma zona
plastica seja desenvolvida. As zonas de plastificacdo sdo definidas por superficies de interagdo
plastica, considerando que estas dependem fortemente das propriedades geometricas da secéo
transversal. O documento faz uma comparacgéo entre a técnica e 0 modelo de plasticidade em

camadas.



Nee e Haldar (1988) apresentam uma andlise usando o conceito de rotula plastica para o
estudo do comportamento de flambagem em estruturas espaciais, verificando, com diversos
exemplos, que o método é extremamente eficiente e, igualmente, € muito econémico em
compara¢do com outros métodos em termos de tempo requerido pelas ferramentas

computacionais para resolver o problema.

Orbison e McGuire (1982) desenvolveram um programa que trata as ndo linearidades
geométricas e do material. A formacdo de rotulas plasticas, a interacdo das forcas nos
elementos na rotula e descarregamento elastico sdo levados em consideracdo para a

modelagem do comportamento inelastico em estruturas de aco.

Shi e Atluri (1988), tratam a analise elastoplastica de grandes deformacGes de pdrticos
espaciais sobre cargas que podem ser ndo conservativas. Ueda e Yao (1982) fazem uma
andlise de placas e sélidos, na qual o né torna-se plastico quando as tensdes resultantes
satisfazem a condicdo de plasticidade apropriada. Nesse sentido, sdo desenvolvidas
deformacdes plasticas apenas nos nos. Assim, 0s autores chamam este método como o

Método do no pléstico.

2.2 SUPERFICIE DE INTERACAO

Um elemento fundamental na teoria da plasticidade é a existéncia de um dominio que
determina o comportamento elastico inicial dos materiais, isto é, os materiais tém um limite
dentro do qual eles respondem a uma forma puramente elastica. A fronteira dessa regido, seja
no campo de tensbes ou deformacdes, € denominada superficie de escoamento. O tamanho da

superficie depende do tipo de material e da historia de carregamento.

No presente trabalho, a superficie de escoamento € uma funcdo de interacdo, que depende
principalmente da combinagéo dos esforgos resultantes que atuam na se¢édo transversal, assim,
como da geometria da secdo transversal e alguns outros fatores que separa no espaco de
esforcos resultantes aquelas combinagdes que conduzem a comportamentos do tipo elastico
ou comportamentos do tipo plastico, e que permite visualizar o conjunto de tensdes possiveis

ou admissiveis do material.



E aplicada a condicdo de consisténcia da superficie de interaco, que se refere a que o estado
de tensbes deve permanecer dentro ou na superficie. Quando o elemento encontra-se no
regime plastico, pode ocorrer que o estado de tensdes se afaste da superficie de interacdo
entdo, esta pode mudar seu tamanho, forma ou posicao, de tal maneira que o estado atual de

tensdes continue na superficie.

Existem na literatura diferentes tipos de equacdes que definem a superficie de escoamento,
para diversos tipos de materiais, que tentam ser uma boa aproximacdo da superficie real. O
fato de que sejam continuas, convexas e suaves proporciona uma implementacdo
computacional eficiente. Zyczkowski (1966) apresenta uma breve descricdo de cerca de
quatrocentos tipos de enfoques, alguns deles tedricos e outros experimentais de barras, tubos,

placas e cascas.
No método proposto € assumida uma superficie de interagdo g como uma fungdo continua e
convexa, que se aplica a una secdo transversal arbitraria, definida pela equacéo (2.1) proposta

por Silva e Bezerra (2010). Na equacéo (2.1) é considerado um elemento de portico espacial,

mas a fungdo g dependera do elemento utilizado na discretizagdo da estrutura.

Qy a a X109
|\ 5| F1\" IM, [\ M, |
g = a; <Kp + as E + as Kp + a Mxp + (04} Myp
a15
M, |\ I\ (M,
1 L] 2.1
+ aq1 <sz + aq3 Fxp Myp ( )

IFxI>“” <IMZI>0‘18
+ a | =— -1<0
1o <Fxp My,

Os esforgos que atuam na se¢do séo: axial (Fy), cortantes (F, e F;), momento torcor (My) e

momentos fletores (Mye M,); e conformam o vetor de forgas no no:
fi=(F.E, E, My, My:Mz)T (2.2)
Os momentos de plastificagcdo, em funcdo da geometria da segéo transversal, que definem a

capacidade portante Gltima sdo: axial (Fy), cortantes (Fy, e Fz), momento torgor (Myp) €

momentos fletores (Myp € Myp).



Os valores de a; dependem da geometria da secdo transversal, sendo sempre constantes
positivas. Nas modelagens realizadas, essas constantes carecem de sentido fisico, mas séo

calibradas no momento da simulacéo, dependendo da secéo transversal utilizada.

Alguns outros autores desenvolveram expressdes para a superficie de interagdo e deram
valores as constantes oj, por exemplo por meio de aproximagGes com métodos como o de
minimos quadrados (Orbison,1982). Vieira (2013) utiliza o modelo de regressdo linear
multipla, que permite tratar esforcos resultantes de varias analises para obter uma superficie
de interacdo com esforcos combinados. Também existem expressfes para a formulacdo de
superficies de interacdo nos codigos de normas de projeto.

2.2.1 Fluxo plastico

A definigdo da superficie de interagdo junto com o critério de escoamento adotado estabelece
as condicdes em que os deslocamentos plasticos podem ocorrer. O vetor de fluxo pléastico g, é
obtido a partir de um potencial pléastico, definido na equacdo (2.3). Nesse caso por se tratar de

estruturas metalicas, o potencial plastico é definido em relacéo a superficie de interacéo.

_99 _ 99 99 99 99 09 099
9= 5f,~ 6F,"9F," aF," oM, oM, aM,,

(2.3)

Em que, f; é o vetor de esforgos resultantes na se¢éo transversal.

A evolucdo dos deslocamentos plasticos é definida pelo produto entre o vetor de fluxo
plastico g e o multiplicador plastico A, este € um valor ndo negativo que satisfaz a condicao

de complementaridade definida pela equacéo (2.4).

gr=0 (2.4)

A equacdo anterior implica que os deslocamentos plasticos ndo se desenvolvem dentro do
dominio elastico, o fluxo plastico pode ocorrer apenas quando o nivel de tensdes é tal que é
atingida a condicdo de escoamento, e entdo ocorre a formacdo da rotula plastica i.e. g = 0,

entdo 1 > 0.
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Também é definida a condigédo de consisténcia sob escoamento plastico (4 # 0), pela equagéo
(2.5).

g=0 (2.5)

Por outro lado, o vetor de deslocamentos locais no né u;, calcula-se como a soma dos

deslocamentos elésticos u;¢, e plasticos u;?:

u = ule + ulp (26)
p p p 14 p p p p P P 14 P DNT (27)
WP = (WP, 1P, wiP,0,17,051", 0,17, Uz, 2P, woP, 0,07, 0,57, 0,57)
2.8)
. . . . s Py Py DL P . s P A DD (
w’ = (P, 0", wy?, 04y ,0y1, 0,1,y 0P, Wol, O ,0y2, 052 )’
Assim, a taxa do vetor de deslocamentos plasticos é calculada como:
P A{ag} p 2.9)
u", = (= Ag .
af.

2.2.2 Derivadas de primeira ordem da superficie de interacéo

Em relagdo a equacdo (2.1), obtém-se as derivadas de primeira ordem da superficie de

. ~ , . ST . Fil . .
interacdo para o calculo do potencial plastico. Em que sign(F;) =% é o sinal das
i

componentes do vetor de forcas nodais. As equacdes (2.10) serdo coletadas em vetores na

implementacdo numérica a fim de obter uma forma mais compacta.

dg | D | 1D |y [\
9F. =aa; Wszgn(Fx) + a13a14WSlgn(Fx) M
x xp xp yp (2.10)
|F| @71 F |M,[\**®
+a16a17WSLgn( %) ,,

(ay—-1)

a9 |Fy| ,

E = 30, Wszgn(Fy) (Zlob)
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ag |Fy|(@s

a—FZ = a5Qg WSL'QTI(FZ) (210C)

dg M, |(@=D)

A, = a,ag ;[x—pagmgn(Mx) (2.10d)
(a10-1) a (a15-1)

ag |My| |E\ ™ |My|

—aMy d9l1g Mypalo Slgn( y) 13015 Fep Mypals Slgn( y)

%9 M| ANAGORN

oM, = a11%12 WSlgn(Mz) t 1618 Fep sza18 sign(M,) (2.10f)

2.2.3 Derivadas de segunda ordem da superficie de interacéo

Para a implementacdo numérica do algoritmo de retorno radial devem ser avaliados os
gradientes do potencial plastico, que sdo calculados pela diferenciacdo de cada uma das

equac0es (2.10) como se mostra a seguir.

62g IFxl(aZ_Z) |Fx|(a14—2) |My| @15
= —1)——+ -1
anan al az (az ) Fxp oy a13 CZ14 (CZ14 ) Fxpa14 Myp
o (2.11a)
+at162:7 (217 — 1) IF"l(a”_2)<|l‘4zl> e
161717 Fxpa” M,
d%g _ . 9%g _ . d*g _
0FdF, ' OF0F, ' 0F My 0 (2.11b)
(a15—1)
d%g |Fx|(0—'14—1) |My|
= ——sign(E,) —————si M (2.11c)
anaMy A13A1514 Fxpam sign(Fy) Mypa“' Slgn( y)
62g |Fx|(a17—1) . |MZ|(a18—1) .
—anaMZ = d16A17x13 WSlgn(Fx)WSlgn(MZ) (led)
o’g _ . 9%°g _ . 9*g _ . 9*g _ . d*g _
dFydF, ' OF,0F, ' 0FydMy ' OF,0M, ' 0FydM; 0 (2.11¢)
(as—2)
0’g 5|
JF,0F, pr“4
o’g _ . 0%g _ . 9*g _ . 9d*g _ . 93*g _
0F,0F, ' OF,0F, ' 0F,0My ' 0F,0M, ' 0F,0M; (2.119)
d%g |F,|(@6=2)
= asag(ag — 1) ——5— (2.11h)
aFZaFZ 546 6 szaG
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9’9 _ . 9%g . 9*g _ . 9*%g _ . 9*g _
OMyOF, ' OMyOF, 0; OM,OF, 0 OMyOM, 0; OM, M, 0
0% M@~
— = aaglag — 1) —————
oM, 0M, 7 B8 M,
azg IE,| (a14-1) |My|(a15—1)
X . .
—— = X34 U5 = sign(F,) ———z—sign(M
aMyan 1371471 Fxpa14 x Mypals ( y)
9’9 . 9%g _ . 9*g _ .. 9*g _
OMydF, OMydF, ' OMydMy ' OMydM,
(a10-2)
0%g |My|
oo, ~ o0l ~ Dy e
yOMy yp
|Fx| a14 |My|(a15_2)
+azais(a;s — 1) I M
xp yp
azg |Fx| (a17-1) |MZ|(a18—1)
———— = AU 0 g —— sign(E,) —————sign(M,)
M, F, 16%17x%18 Fxpa” gniry szals 9 z
9’9 _ . 0%g _ . 9%g _ . 9*g _ 0
OM,0F, ' OM,OF, ' dMOMy ' OMyOMy
d%g |M,,|(@12-2)
———— =a a5, — 1) ——————
aMzaMZ 11412 12 szalz
F\™ M| @102
+a,6a5(a13 — 1) <
16®18( X138 Fep szals

(2.11i)

(2.11))

(2.11K)

(2.111)

(2.11m)

(2.11n)

(2.110)

(2.11p)

As equaces (2.11) serdo coletadas em forma matricial para obter as matrizes que contém o

gradiente do fluxo de potencial plastico nos extremos dos elementos.

2.2.4 Endurecimento isotropico

Nos materiais que apresentam endurecimento, ao contrario do comportamento el&stico

perfeitamente plastico, a forma e tamanho da superficie de interacdo é afetada pela historia

completa dos deslocamentos plasticos. O endurecimento isotropico introduzido por Hill

(1950) assume que a forma e a posicdo da superficie de escoamento permanecem fixas

enguanto o tamanho muda.

Uma formulacdo matemética do endurecimento isotropico assume que as deformacdes

plasticas afetam a condi¢do de escoamento, independentemente da direcdo da aplicagdo das
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tenses, a superficie de escoamento se expande ou se contrai uniformemente, sem mudancga na

forma. A quantidade de endurecimento é dada pelo estado final das deformac@es plésticas.

Uma taxa de endurecimento isotrépico para o deslocamento em um determinado ponto, ou em
uma secdo do elemento, ndo pode ser diretamente utilizada no método com rétula pléstica.
Entdo, deve-se desenvolver um método para concentrar os efeitos do endurecimento

isotropico nos nos.

Entre os autores que tém introduzido o endurecimento isotrépico na anélise elastoplastica com
rotulas pléasticas, estdo, por exemplo, Ueda e Fujikubo (1990), em que o trabalho da rétula
pléastica dW;Passociado ao n6 i do elemento deve ser igual ao trabalho dW;?" da regio real

escoada (V;P).

AW = dag,'f (2.12)

dW;P" = f oo, dePdV (2.13)
Vip

Sendo dA; uma medida da magnitude do deslocamento pléastico no né i, ¢; é o vetor
diferencial da funcdo de escoamento com respeito ao vetor de forcas nodais f. Entdo, é
calculado um parédmetro h; para converter o efeito do endurecimento na regido escoada,

realmente se espalhando no elemento, dentro do efeito no deslocamento nodal pléstico.

O valor de h; é calculado por meio de parametros que representam a taxa de endurecimento
na secdo, a taxa do endurecimento nodal do ponto i, da fungdo da distribuicdo das
deformacdes plasticas € do modulo de endurecimento do material H.

Quando é considerado o efeito do endurecimento do material na evolucdo das deformacoes
plasticas, por meio do método dos elementos finitos, este é considerado como distribuido
sobre a regido escoada do elemento, e entdo, a matriz de rigidez elastoplastica é derivada
introduzindo a taxa de endurecimento a relacéo tenséo — deformacéo no ponto escoado.

Por outro lado, no método com rotula plastica, a rigidez de um elemento é calculada

concentrando as deformacdes plasticas nos nos, e para um elemento com um noé i escoado
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(Figura 2.1), devido ao endurecimento, a regido escoada estende-se ndo sO na secdo
transversal do no i, mas também sobre o comprimento do elemento. Faz-se necessario estimar

a regido escoada real no elemento e concentrar os efeitos do endurecimento no no.

Qi T Regido Escoada T Qj
i
!
.f" ‘.
E
£
i

/N / NG\

\ _’ e I ‘_ |

o i J
Mi M;

Figura 2.1 Elemento de viga com regido escoada e rotula plastica, Ueda e Fujikubo (1990)

Com o intuito de aumentar o tamanho da superficie de interacdo no processo de carregamento
e na evolucdo dos deslocamentos plasticos, para assim estender a teoria basica do método de
rotula plastica e considerar os efeitos do endurecimento no material, calcula-se a constante «,

definida pela equagéo (2.15).

HA HA HA HI, Hly HI,
= T >t t 7t 7+ 2
E,l Ep°l E,°l My“l Myl M,,°l

(2.15)

O valor de « foi determinado com base na analise das dimens@es da funcéo de interacdo e do
multiplicador plastico. Essa constante depende do médulo de endurecimento H, definido pela

equacao (2.16) e ilustrado na Figura 2.2, e das propriedades geométricas da secdo transversal.

_ EE,
E_Et

(2.16)
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Figura 2.2 Constante de Endurecimento isotropico

Sendo, A a area transversal do elemento, [ o comprimento da barra e I, I,, € I, a inércia na

secdo transversal respeito aos eixos X, y e z respectivamente.

No estudo de exemplos numéricos, observou-se que introduzindo a constante x multiplicada
pelo multiplicador pléastico em cada uma das iteragdes nos incrementos de carga, o tamanho
da superficie de interacdo aumenta, o que se traduz em aumento da capacidade na evolucao

dos deslocamentos plasticos.

Porém comparando os resultados obtidos com os encontrados na literatura e os fornecidos
pelo software ANSY'S, os valores obtidos para os fatores de carga séo menores. 1sso por que a
metodologia proposta, utilizando-se o conceito de roétula plastica, ndo leva em consideracdo a

regido escoada real do elemento.

E introduzido um coeficiente » para ajustar o modulo de endurecimento H, pois, o valor
numerico do modulo H é obtido da curva tenséo vs. deformagdo do material, e com 0 método
de rétula pléastica, ele serd usado no campo dos esforcos resultantes.O valor de w, é obtido
neste trabalho por meio da calibracdo do programa mediante a comparacdo dos resultados
com os encontrados na literatura. Analiticamente pode ser ilustrada mediante a equivaléncia

do trabalho plastico da regido escoada e o trabalho realizado pela rotula plastica (Figura 2.3).
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_p

sl X B

Figura 2.3 Método de rétula plastica

w— o(NuP + M@P) = f f(a: deP)dV (2.17)
Vp

!
wH

Finalmente, a superficie de interacdo utilizada no desenvolvimento da rotina, adotando-se

uma lei para o endurecimento isotropico sera:

(22 a a X109
|Fx|>“2 (IFy|> IE, 1\ IM\™ |M, |
g=a1<— +az| =— + asg + a, + aq
Fep By Fzp My, M,,,

|M, 1\ IEN\"* (M, [\
Txl 7yl 2.18
+a11< ", + ay3 F, ., (2.18)
IEN\ (1M, [\
+ d16 <Fxp sz ( + Kﬁ) =

Em que a evolucdo da variavel 8 dependera do multiplicador plastico, ou seja:

B=2 (2.19)
2.3 MULTIPLICADOR PLASTICO
O multiplicador plastico 4 é o valor que define a magnitude da evolucéo dos deslocamentos

plasticos. Considerando-se, por exemplo, a formacdo de uma rétula plastica no ndé 1 do

elemento de viga, a superficie de interacdo no no sera:

17



Ay
|Fx1|>“2 (Iml)

gl = 0(1 < + CZ3 + as

FXP FJ’P E
X10

My M|
y1 z1l

+ (04} ( ) + aq1 (
Myp MZP

a
ey (|Fx1|>““ (IMyll) ”+a (
13\ —(» vV 16\ (=
FXP MJ/P

—(1+wkB;) =0

oo

(2.20)

Aplica-se a condicdo de consisténcia assim como definida pela equagdo (2.5), como o

multiplicador plastico A; # 0;

0 =52} 1+ (S5 =o

Onde:

e
0B,
Assim a condigéo de consisténcia fica como:

g1=g1Tfl—K/11=0

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Dado que os deslocamentos estdo compostos pela soma dos deslocamentos elésticos e

plasticos, o aumento do vetor de forcas pode ser calculado como sendo o aumento dos

deslocamentos elasticos multiplicados pela matriz de rigidez elastica do elemento. Assim:

f1=Ku®, = K,(iy — i)

(2.24)

E, como por sua vez, os deslocamentos plasticos se obtém com a magnitude do multiplicador

plastico multiplicado pelo vetor de fluxo plastico, tem-se:



fi=Kjiy— 21K, g, (2.25)
Substituindo a equacédo anterior em (2.23):

91=9. Ky —21,9,"K ;g1 —xA; =0 (2.26)
E possivel calcular o valor do multiplicador pléstico A1, como;

g9:"Kjuy

_ 2.27
9:"K,g1 t« 2.27)

Al=

Quando ocorre a formacdo de duas rotulas plasticas, um procedimento analogo € utilizado
para 0 célculo dos multiplicadores plasticos. Os quais definirdo a magnitude dos

deslocamentos plasticos nos nés 1 e 2.

As superficies de interacdo nos nos 1 e 2 do elemento de viga serdo respectivamente:

a a
9=« <|Fx1|>a2 ta <|Fy1|> ' ta (|le|>a6 ta <|Mx1|>a8 a <|My1|> e
1= 0 3 s| o — 7 9
Fxp pr sz Mxp Myp

a
o (Ml “12+a IFe N (| My ]\ 8
Y\ My, B\ E, M,, (2.28a)
IFed \“Y7 (IMp1]\**®
- =0
+a16<Fxp M, (1+kpy)

|Fx2|> <| |> (|Fzz|>“6 <|Mx2|> <| |>
= | — + as +a
9> 1 ( Fxp F F, 7 Mxp Myp
x12 2577 A5
+ay lMZZ lsz' [Mye| (2.28b)
Myp

<|sz|> v <|Mzz|> Y k=0

Aplica-se de novo a condicdo de consisténcia para a derivada da funcéo de escoamento:

g=Gfi—Tri=0 (2.29)
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Em que, G é uma matriz que contém os vetores de fluxo plastico em cada um dos nés do
elemento, g é um vetor com as derivadas da superficie de interagdo, e 4 é um vetor que

contém os valores dos multiplicadores plésticos, definidos pelas seguintes equacoes :

1
G:IaF’“ 0F,; 0F, 0M, 0M, 0M, 0 |
[0 dg, 09, 0g, 0g, 0g; ang (2.30)
OF, OF,, 0F, 0M,, 0M,, 0M,
. — . . T
9 = (91,92) (2.31)
1=(14)", (2.32)

E 0 é um vetor de seis colunas com elementos nulos.Também é definida a matriz I que

contém a constante de endurecimento ¥ como:
r=[¢ 9 (2.33)

Idéntico ao procedimento descrito para a formacdo de uma rétula plastica, e como os
deslocamentos estdo compostos pela soma dos deslocamentos elasticos e plasticos, o

incremento do vetor de forcas pode ser escrito como:
fi =K = K (it — ) (2.34)

A evolugdo das variaveis internas sdo escritas agora como:
ub, =G'2 (2.35)

Substituindo a equacao anterior no vetor de forcas nodais, obtém-se que:

fi=Kjiy—KG'2 (2.36)
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Assim a condi¢do de consisténcia é escrita como:

Finalmente, com as equacgdes anteriores é possivel calcular os valores dos multiplicadores

plasticos:

A= [GKIGT + I']"lGKlitl (238)
2.4 MATRIZ DE RIGIDEZ ELASTOPLASTICA
Uma vez que em um ou ambos nos do elemento o estado de tensdo é igual o superior a
capacidade portante Ultima da secdo, ocorre a formacdo de uma ou duas rétulas plasticas
respectivamente. Por conseguinte, é necessario o calculo de uma expressdo para a matriz de

rigidez elastopléastica para modificar as relagdes forca vs. deslocamento.

Para o caso da formacdo de uma rétula plastica. Substituindo-se o valor do multiplicador

plastico calculado em (2.27) na equacéo (2.25);

e 91" Kny _ o _ Kig189:.K; .
fi=Ku g kg K191 = Ko — (2.39)
Pode-se calcular a matriz de rigidez elastopléstica como:
K g, ® 91K,
Kepll = Kl - T (240)
91 K191tk

Substituindo os valores obtidos na equacdo (2.38) para os multiplicadores plasticos na

equacéo (2.36), tem-se que;

f1 =K, — K,G'[GK,G" + N 'GK,

(2.47)
={K, - K,G"[GK,G" + I'"'GK i,
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Da equacdo anterior pode ser obtida a expressao para a matriz de rigidez elastoplastica, no
caso da formacdo de duas rotulas pléasticas:

Kepllz = Kl - KlGT[GKlGT + r]_lGKl (248)
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3. ALGORITMO DE RETORNO RADIAL

Como parte fundamental numa andlise elastoplastica, tem-se a avaliagdo nos incrementos das
tensdes para um dado incremento no vetor de deformacgdes. Deve-se calcular a matriz
tangente do material para a implementacdo do método de Newton-Raphson. Para analises
elasticas, a derivacdo da matriz pode resultar uma tarefa trivial, porém, métodos numéricos de

integracdo das relagBes constitutivas podem ser utilizados no caso de anélise elastoplastica.

O problema € entdo, para os valores das tensdes, os incrementos nas deformacbes e as
variaveis internas, no incremento atual n. Encontrar para o incremento n+1, os valores da
matriz tangente, ou operador de rigidez tangente, assim como as tensdes e as variaveis

internas do material

A maior parte dos métodos de célculo, desviam as tensdes finais da superficie de escoamento,
pelo que o método de integracdo utilizado deve trazer de volta as tensdes a superficie. O
método classico para a consecuc¢do desse objetivo é o algoritmo de retorno radial introduzido
por Wilkins (1964).

Uma categoria de algoritmos conhecida como algoritmo preditor/corretor eléstico, dentro da
qual esta o algoritmo de retorno radial, pode ser descrita como um processo de dois passos, no
primeiro, a resposta inelastica do material € mantida congelada. Depois o incremento da
deformacéo é aplicado como uma deformacéo eldstica, e o incremento nas tensdes é calculado
como um preditor eléastico. No segundo passo, as tensdes sdo trazidas de volta a superficie de
escoamento, o procedimento é conhecido como mapeamento de retorno, o que € equivalente a
encontrar a projecdo ao ponto mais proximo da tensdo de partida. Por essa razdo o algoritmo €
também conhecido como 0 método ao ponto mais proximo, CPPM, por suas siglas em inglés

(closest point projection method).

Uma vez que o estado final de tensGes é forcado a permanecer na superficie de escoamento, o
algoritmo aplica a consisténcia. A técnica utiliza o método Bacward Euler, método implicito
que permite passos grandes de carga, e que pelo uso de uma matriz tangente consistente,

aumenta significativamente a taxa de convergéncia. E chamado de consistente por que ele é
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consistente com o algoritmo usado para calcular as tensdes. A vantagem principal do método

€ que, para a maioria das vezes, é estavel e proporciona uma precisao satisfatoria.

3.1 DERIVADAS DA SUPERFICIE DE INTERACAO

Como foi mencionado no capitulo anterior, € assumida uma superficie de interacdo continua e
convexa, ja que para computar a matriz tangente consistente € necessario o calculo de
gradientes da superficie. Essa funcdo se aplica a uma se¢do transversal arbitraria, definida

pela equacdo (2.18), em relagdo aos esforgos resultantes.

Para obter a funcdo do potencial plastico em cada n6 do elemento, sdo calculadas as derivadas
de primeira ordem da superficie de interacdo pelas equacgdes (2.10). As derivadas sdo descritas

num arranjo que define o fluxo plastico nos nds do elemento durante o processo de

carregamento.
(99 Y (0
OFy, 0
dg 0
aFy, 0
dg 0
dF;, 0
6_g dg
Mz, OFy,
dg 9g dg dg
et =1 e), = o 3.1
ag ag
My, or,,
0 ag
0 OMy,
0 99
0 oMy,
0 99
\ 0 / \oM_, )

O gradiente do vetor de potencial plastico € obtido pela diferenciacdo de cada um dos
componentes dos vetores definidos em (3.1), assim resultam as equacdes (2.11). O gradiente

de fluxo plastico de cada um dos nos esta definido pelas matrizes nas equagdes (3.2c):
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d%g d%g d%g d%g d%g d%g
OF,,0F, 0F,0F, 0F,0F, O0F, 0M, 0F, 0M, 0F,0M,
d%g d%g d%g d%g d%g d%g
615'3,16Fx1 6FylaF'y1 (’?FylaFZ1 aFylaMx1 ('iFylaMy1 aFylale
d%g d%g 0%g 0%g d%g d%g
4 _| OFu9F, OE0F, OF,0F, OF,0M, OF,0M,, 0F,0M,, (3.2a)
T 9% d*g 9’g 9°g d*g d*g
oM, 0F,, 0M, 0F, 0M,dF, 0M, dM, 0M,dM, M, oM,
d%g d%g d%g d%g d%g d%g
oM, 0F,, 0M, dF, 0M, dF, 0M, dM, oM, dM, M, oM,
d%g d%g d%g d%g d%g d%g
M, 0F,, 0M, 0F, 0M,dF, 0M, 0M, 0M, M, oM, dM,,
d%g d%g d%g d%g d%g d%g
OF,0F,, 0F,0F, 0F,0F, 0F,0M,  0F,0M,  0F,0M,
d%g d%g d%g d%g d%g d%g
dF, 0F,, 0F,0F, 0F,0F, 0F,0M,  0F,0M, 0F, oM,
d%g d%g 0%g 0%g 0%g 0%g
4 _ | OFu0F, OF,0F, OF,0F, OF,0M, 0F,0M,, 0F,0M, (3.2b)
A dg d’g d*g d’g d’g
aM,,0F,, 0M,,0F, 0M,dF, 0M,dM, dM,,0M, 0M,,dM,,
d%g d%g d%g d%g d%g d%g
M, 0F,, 0M,,dF, 0M, 0F, OM, dM,, 0M,dM, OM, dM,,
d%g d%g d%g d%g d%g d%g
M, 0F, 0M, 0F, 0M,dF, 0M, M, 0M,0M, 0M, oM,
[ 9%g | _ [A1 0]
oF0F, |, " lo o
(3.2¢)
(%9 ] _ 0 o]
0F;0F,|, 10 A,

3.2 DESCRICAO DO ALGORITMO DE RETORNO RADIAL

Assumindo a existéncia de um vetor de forca generalizado no n6 1 fora da superficie de

interacdo, o algoritmo Backward Euler baseia-se na seguinte equacéo:

- . ag

OF. (3.3)
7171
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Em que:
Fitrial = Fi + Kl]dU] (34)

A>0 é o multiplicador plastico, Kjj € a matriz de rigidez elastica do elemento, dU; € o
incremento no vetor de deslocamentos nodais U;. Fi"@' ¢ o vetor de forcas nodais preditor

- . 29 )

elastico de partida, {a—g]e

f),

resultantes na secdo transversal do no 1, que estdo fora de superficie de interacéo.

o0 vetor de fluxo plastico no né 1 que estara definido pelos esforcos

dg . Lo .- .

O termo 4Ky {ﬁ} é o corretor plastico utilizado para retornar o vetor de forgas nodais a
71

superficie. F; é o vetor de forgas nodais apds a correcdo. Como geralmente o vetor preditor

ndo satisfaz a condigdo de escoamento, é necessario um procedimento iterativo para retornar o

vetor de forcas a superficie de interacao.

A Figura 3.1 mostra a representacdo geomeétrica do algoritmo para a formacao de uma rétula

trial,
0

pléstica, em que pode-se observar o vetor de forcas F; do Gltimo passo de carga e F;
vetor preditor elastico que esta fora da superficie. Portanto, comeca 0 processo iterativo e sdo
calculados os corretores plasticos até atingir a condicdo de escoamento. Para a formacdo de
duas rétulas plasticas, aplica-se uma metodologia anadloga, mas com dois vetores de retorno

como apresentado na Figura 3.2.
3.2.1 Algoritmo de retorno de vetor simples

Quando os esforcos nodais seccionais sairem s6 de um né do elemento, ocorre a formacéo de

uma rétula plastica no né. E aplicado um algoritmo com um vetor de retorno.

Assumindo que no nd 1 do elemento ndo se satisfaz a condicdo de escoamento, o algoritmo
traz de volta o vetor de forcas nodais a superficie. E definido um vetor de forcas residuais r;

como:

" ; 0
= Fi - Fi = Fi — <Fitrlal - /11[(1']' {a—g} ) (35)
!
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O vetor de forgas residuais representa a diferenca entre o estado atual do vetor de forcas
nodais e a forca Backward Euler F;. O vetor preditor F"® é mantido constante durante o
processo de iteracdo. E aplicada uma expansdo em Séries de Taylor de primeira ordem na
equacdo (3.5) para obter uma expressdo do vetor de forcas residuais atualizado r;"*¢%, em

termos do vetor de forcas residuais anterior r;°!¢
Id o9
T'l'new = T'io + dFl + dllKl] -— + /111(1']'

Nesse sentido, dF; € um incremento infinitesimal do vetor de forgas generalizadas,Fi, d\; € a

variacdo do multiplicador plastico A1, € 0 termo [

-y

Figura 3.1 Algoritmo para uma rétula plastica

dF;

p 5z

SUPERFICIE DE
INTERACAO

+

CORRETORES
PLASTICOS

T

~_F1

AF1
PREDITOR
ELASTICO

171

OF0F|,

v

62
g l dF,

aF}aFk

—

(3.6)

] dF, é a mudanca no vetor de

potencial plastico {ap } O objetivo sera atingir a condi¢do na qual r;"¢" = 0, representado
il

pela seguinte equacéo:

O == T'lOld + d/ll ij {
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Para determinar uma expressao do vetor corretor de forgas dF;, é definida a seguinte matriz

auxiliar:

d%g
Qir = O + 1 Kij [ml (3.8)
J 1

Considerando as equacdes anteriores e ap6s algumas manipulacdes algébricas, € obtida uma

expressao para dFj, que é dada pela seguinte expressao:

_ ag
dF; = — Qy " (Tz"ld + dA, K {6_F} > (3.9)
174

E aplicada uma expansdo de primeira ordem em Séries de Taylor da funcio de interacéo g,

em torno do vetor de forcas nodais finais F;.

new _— old a_g dF: — xdA
91 g1t aF. F; — xdAy (3.10)
71

Para que o vetor de forcas atualizado esteja na superficie de interacdo, deve ser
91" = 0.Com essa condicdo e com a equacdo (3.9), a variacdo do multiplicador plastico

dA, é facilmente encontrada como:

old ag} -1 old
91 {aFi . Qu m

dA =
' (29 Qu Ky {22 4
JF; 1 i b aFj 1

(3.11)

Critério de convergéncia

O procedimento iterativo continua até que o critério de escoamento g = 0 seja satisfeito no

estado final de forca, o qual esta representado pelas equacoes:

norm _ |l 3.12
r = M < TOL ( . )
i
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g™ = |g —1| < TOL

Em que r"™ é a norma para o vetor de forcas residuais. g é definida como a norma

residual de escoamento. TOL é a tolerdncia adotada para convergéncia.
3.2.2 Algoritmo de retorno com dois vetores

No caso em que os esforcos nodais seccionais, em ambos nos do elemento, saiam da
superficie de interacdo, ocorre a formacgéo de duas rétulas plésticas, uma em cada né. Pelo que
é aplicado um algoritmo com dois vetores de retorno. O algoritmo é utilizado para que o0s
vetores de forcas nodais em ambos extremos do elemento, depois do incremento nos

deslocamentos, possam ser levados a superficie de interagdo.

N
Np
A
CORRETORES
PLASTICOS
F
Fi ‘\‘ ~_ trial
| ~_F1
|
" — v
SUPERFICIE DE
INTERAGAO \
AF1
Q PREDITOR
ELASTICO
M1 J /
/ [ e \
N—DP @ | = L K | | —Fl | p M
\_} | \ | Mp
N /
M2 \ 2 \(7 ~ 1 F2ma|
] 2rzPREDITORY
ELAsTIcO |/
Q =) /
< - ¥
N, —
o 4 CORRETORES
PLASTICOS

v

Figura 3.2 Algoritmo para duas rotulas plasticas

A forca Backward Euler, obtida com o algoritmo com dois vetores de retorno, pode ser

definida como:

i | 9 9
F, = Fiel - 4K, {Tﬁ} — 1K, {—g} (3.13)
JJ1 2

29



Com 4:>0 e 4,>0.

O procedimento descrito para o algoritmo com um vetor de retorno € definido de maneira

similar ao vetor de forcas residuais;

~ ; dg ag
= Fi — Fi = Fi — <Fitrlal — /11Kij {a_El}l - AzKij {a_F}}Z> (314)

O vetor de forgas residuais representa a diferencia entre o estado atual do vetor de forcas
nodais e a forca Backward Euler F;. Analogo ao procedimento anterior, o esforco preditor

F"#! ¢ mantido constante durante o processo iterativo.

Uma expansdo em Séries de Taylor de primeira ordem € aplicada a equacéo (3.14) para obter
uma expressdo do vetor de forgas residuais atualizado r;"*°", em termos do vetor de forgas

residuais anterior r;°'¢;

new old ag azg ag

T =T + dFl + d/11Kij ﬁ + AlKij W dFk + +dlzKij ﬁ
i T (3.15)

gk |=29 | ar |
288 BEOF}Z k
Impondo-se a condicdo r;"*°" = 0 na equacao anterior, tem-se que:
ag ag
O = riold + dllKij {a_P}}l + dAZKij {O_F}}Z

(3.16)

d%g d%g
1 2

Para determinar uma expressdo do vetor corretor de forcas dF;, é definida a seguinte matriz

auxiliar;

2

d%g d%g
Qik = 6 + 41 Kij 9FoF, + 1:Kij 9F OF, (3.17)
J 1 J 2

30



Considerando-se as equacdes (3.16) e (3.17), e apds algumas manipulacGes algébricas para

resolver dF;, segue-se que:

_ dg dg
dﬂzz_Qﬂl(nwd+d@K;{——}-+¢@K;{——}> (3.18)
TR ), T 0F;),

Sdo desenvolvidas expansGes em Séries de Taylor de primeira ordem as funcdes de interacdo
nos nos 1 e 2, g, g, respectivamente. Essas séries geram aproximacodes lineares dos novos

valores das funcdes de interagdo g,™¢" e g,™¢", como:

9]
glnew = glold + {%} dFl — K‘dll
171

(3.19)

G
@“W:gfw+b%}dﬂ—Kﬂa
72

Para que os vetores de forcas atualizados estejam na superficie de interacdo, deve ser

g1 =0e g, = 0. Utilizando a expresséao para dF;, tem-se que:

ag} _

old 1. old _
Q' r

91 {@Fi ) il l

dag 1, |99 ag 1, |99
dll {aFl} Qil Kl] {aF}}l + dlz {aFl}l Qil Kl} aF} ) + Kdll
(3.20)

ag} _

old 1. old _
Q' r

9> {@Fi , il l

dg ~1,, |04 dg _1,, |99
dll {aFl} Qil Kl] {aF}}l + dlz {aFl}Z Qil Kl] aF} , + Kdlz

As duas equagdes anteriores formam um sistema 2x2 com dA, e dA, como variaveis, e

introduzindo algumas variaveis auxiliares, o sistema pode ser colocado na forma:

a1 Ag2)(dAy) _ b1}
[6121 azz]{d)lz}_{bz (3.21)
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Utilizando-se a regra de Cramer para o sistema de equacdes, as variagdes dos multiplicadores

plasticos em ambos extremos do elemento sdo encontrados facilmente como:

byaz; — byay;

dll =
A110Q37 — 41207,
(3.22)
bya;q — byay,
dlz =
A11032; — A1207q
As variaveis auxiliares estdo definidas como:
_ Id 9g -1_ old _ ld 9g -1_old
by = 9. - {6_F} Qu n’ by = 9,7 — {a_p} Qu n’
i’1 2
_"’_9} —1p 109 _{6_9} 1 )99
aj; = {6Fi 1 Qll Kl] {aFj}l + K Az = aF; 1Qll Kl] aFj 5 (3.23)
_"’_9} 1 109 _{3_9} —1p §09

Critério de convergéncia

O procedimento iterativo continua até que o critério de escoamento g = 0 seja satisfeito no

estado final de forca, o qual esta representado pelas equacdes:

[l
”F_trTz” <TOL
; (3.24)

lg. — 1| < TOL;e|g, — 1| < TOL
3.3 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE CONSISTENTE

O objetivo final na derivacdo do algoritmo Backward Euler, para a integracdo das equacoes
constitutivas, € o uso dos algoritmos com uma e duas rotulas plasticas em calculos em
elementos finitos. Se as iteracbes com o método de Newton-Raphson sédo usadas para o
equilibrio global, o uso da chamada matriz de rigidez elastoplastica tradicional, K;;°" coloca

em risco a taxa de convergéncia quadratica do procedimento iterativo.
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Com o objetivo de preservar a taxa quadratica de convergéncia, pode ser derivada uma matriz
de rigidez consistente. No que se segue, séo derivadas duas matrizes de rigidez consistentes,

cada uma para o algoritmo com uma ou duas rotulas plasticas respectivamente.

Uma vez séo atingidos os critérios de convergéncia e os esforcos seccionais séo trazidos até a
superficie de interacdo, a matriz de rigidez tangente consistente € atualizada antes de comecar

0 proximo ciclo de carga.
3.3.1 Algoritmo de retorno de vetor simples

Iniciando-se pela equagdo Backward Euler, e considerando-se que o vetor F; esta fora da
superficie de interacdo, e o vetor de forcas nodais F; estd na superficie de interagdo, no final

do processo iterativo, a equacéo (3.3) pode ser escrita como:

. ag
1

Com 4;>0 O termo dFim‘” = K;;dU; representa o incremento elastico no vetor de forcas

nodais de partida e esta associado com o incremento no vetor de deslocamentos nodais dU;. O

diferencial da equacdo (3.25) fornece a seguinte expressao:

ag d%g
1 1

A equacdo anterior pode ser escrita, para colocar o termo dF, em evidéncia, ap6s algumas

operacOes algébricas como:

d%g

ag}
Oix + MK;i | =—=——==| |dFy = K;;dU; — dA,K;; = 3.27
(lk 18j laF}'aFkll> k ij Jj 1 U{@F}- ) ( )

Usando-se a matriz Q;;, , definida pela equacdo (3.8), e definindo-se a matriz de reducéo de

rigidez como R;; = Qil‘lKlj, a equacdo anterior fica como:
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9
dF, = Ry, (de —da, {a—l‘zj} > (3.28)
1

A forma da equag&o anterior resulta similar & forma ndo consistente exceto pela mudanca de
K;j por R;; = Qil‘lKlj. Uma vez que a posicdo final de forcas cumpre a condicdo de
consisténcia, isto é; g(F;) = 0, diferenciando-se essa condicdo e substituindo o valor de dF;

encontrado na equacao (3.28), resulta:

{22} ar —xar, =0 -

aF,

(3.29)
dg ag _
{a_n}l Ry; (de —dA, {a—ﬂ}) — kdl, =0
Portanto, a variagdo no multiplicador plastico pode ser expressada como:
ag
{a_pi}l R;;dU;
dA, = (3.30)

6_9} 199
{aF,- 1 RU {aFj}l TK

Finalmente, usando as equages (3.28) a (3.30), a matriz de rigidez elastoplastica consistente

KUAL, com o método de integracdo utilizado, é determinada como:

(3.31)

3.3.2 Algoritmo de retorno com dois vetores

Anélogo ao procedimento descrito para o algoritmo com uma rétula pléstica, comecando-se
pela equacdo do algoritmo Backward Euler, para o algoritmo com dois vetores de retorno,
pode-se escrever a seguinte expressdo para o vetor de forcas nodais no final do procedimento

iterativo:
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ag a9

Fi=F-mal—/11Ki-{—} —AzKi-{—} (3.32)
3 ] 61:,} ) ] a};} ,

Com 1:>0 e 1,>0. O diferencial da equacédo (3.32) fornece a seguinte expressao, utilizando-se

0 vetor de forcas nodais de partida definido pela equacgéo (3.3);

a9 dg azg_
dF; = KydUy = dKiy (5p | = Ak (G| ~ 4Ky |5aaR,| 4P
1 2 ! (3.33)

d%g

— 1K || dF
AZ lj laF}aFklzd k

E, ap6s algumas operac6es algébricas, colocando-se o termo dF; em evidéncia, chega-se a:

ik I 105 E)F-E)Fkl | 208§ 9Fj9Fk2 lk
(3.34)

Usando-se a matriz Q;, como definida pela equacdo (3.17), e denotando-se a matriz de

reducdo plastica como R;; = Q”"lKU-, a equacdo anterior pode ser reescrita como:

dg dg
dF; = Ry | dU; — dA, or] da, 3% (3.35)
1 2

Novamente, assumindo que a condicao de consisténcia deve prender completamente ao ponto
final de forgas, isto é: g, = 0 e g, = 0. Diferenciando-se essas condigdes, e introduzindo-se a

expressao encontrada para dF; pela equacéo (3.35), pode-se obter:

{j—f} dF, —kdl, =0 —
ilq

dg ag dg _ (3.36)
{aFi} Rl-j<duj d/’ll{aFj}l d/’lz{aFj}) kdl, =0
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{22} aF,—kdr;=0 —

2

dg dg dg B
{O_Fl} Rij (dU] d/ll {O_F}}l d/lz {a—[’}}z) Kd/12 =0

Ou coletando os termos algebricamente as equagdes (3.36) sdo transformadas em:

dg B dg ag ag dg
{a—Fl}l Rl]dU] = dﬂ.l {a_Fl}l Rij {6_17]}1 + dﬂ.z {a—Fl}l Rij a_F} , + Kdll

(3.37)

dg B dg dg dg dg
{(’)Fi}z Ryydl; = dh {E)Fi}z R {aFj}l tat; {aFi}z Ry 9F;J, + Kdd,

As equacOes anteriores formam um sistema de equacBes com dA,; e dA, como variaveis,

introduzindo-se as variaveis auxiliares ¢y, C,, bi1, b1a, by1, by, como:

¢ = {j—g}l Ry;dU; c, = {j—lf}z Ry;dU;
by, = {%}1 R;; {%}1 + K by, = {%}1 R;; {;—fj}z (3.38)
by, = {j_lfi}z R;; {g_gj}l by, = {g_i}z R;; {j_ff}z + K

Usando-se a regra de Cramer, o sistema anterior € resolvido para di; e di,, como:

_ C1byy — by
by1by; — b1ybyy

i,

(3.39)

c,bi1 —cb
dﬂz — b 2b11 — bl 1291
11722 12721

Ou alternativamente,
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dag dg
b2z {a} — b1, {a}
di, = 1 2R, _dU
! b11b22 - b12b21 mn "

(3.40)

bis {5 —baa {55}

RynndU.
b11baz — b12byy e

dlz =

No caso em que algum dos multiplicadores plasticos seja negativo (d4;<0 ou d,<0), o

multiplicador plastico serd automaticamente definido como zero (d4;=0 ou d1,=0), 0 que

corresponde ao inicio de uma rétula plastica.

Novamente introduzindo-se novas variaveis auxiliares:

! b11b22—b12bzy’ d b11b22—b12bz;’
(3.41)
— b1 . — by,
d3 b11b2p—b12b2’ ds b11b22—b12b21
As equacdes que definem os multiplicadores pléasticos podem ser escritas como:
ag dg
d/ll = <d1 {OT} Rmn - dz {aT} Rmn> dUn
m’q m’o
(3.42)

0 9]
dl; = | d3 -9 Rimn — dy 29 R | dUy,
0Fy), 0Fn),

Finalmente usando-se as equagdes (3.35) e (3.42), a matriz de rigidez elastoplastica

consistente, K; jAL, para 0 método descrito é obtida pela seguinte expresséo:
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dg9) (99 dg9) (99
K;i*" = R;; — | d4R; {—} {—} R,;i_d,R; {—} {—} Ry

o o (3.43)
9) (99 9) (99
<d3R””{aPh}2{afh}zR“f‘d4R”"{th}z{aF;}IR"f>
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4. SOLUCAO DAS EQUACOES NAO LINEARES

Analises estruturais que consideram grandes deslocamentos ou relagdes constitutivas fora do
escopo linear (materiais hiperelasticos, plasticos, viscoelasticos, etc.), ou ainda a alteracdo nas

condigdes de contorno, requerem a solugéo de sistemas de equagdes néo lineares.

Até meados da década de setenta do século passado, os problemas com ndo linearidade em
estruturas eram solucionados por meio de métodos puramente incrementais sob controle de
carga. No entanto, metodos incrementais-iterativos foram desenvolvidos devido as
dificuldades dos métodos meramente incrementais, uma vez que estes tém a grande
desvantagem de poder desviar a solucdo da trajetéria de equilibrio, acumulando o erro
determinado pelo passo de carga. Para uma boa aproximacdo inicial a solucdo, e visando
obter-se uma resposta completa do sistema, a carga externa total é dividida em varios

incrementos (Menin, 2006).

Segundo Clarke (1990), a estratégia de solucdo incremental-iterativa, para problemas elasticos
ndo lineares, é idealmente adequada para a obtencao da resposta de carga vs. deflexdo estatica
de uma estrutura completa. Passos grandes de carga podem ser usados com a garantia de que
o total de equacbes de equilibrio sempre pode ser satisfeito dentro de uma tolerancia
especificada. No método incremental-iterativo, cada passo de carga consiste na aplicacdo de

um incremento de carga externa, e iteracdes subsequentes para restabelecer o equilibrio.

O método de comprimento de arco foi introduzido por Riks (1972) para estruturas
geometricamente ndo lineares. As equacBes de equilibrio sdo complementadas por uma
equacdo simples auxiliar. Assim, problemas governados pelo comportamento eléstico da
estrutura, associado com a perda de estabilidade num ponto limite, podem ser calculados se o

problema e adequadamente formulado.

Rodrigues (2000) explica como a ideia basica desse método € tratar o parametro de carga
como uma varidvel adicional, controlando ndo o incremento do parametro de carga, nem o
incremento de uma determinada componente j do vetor de deslocamento, mas sim o
comprimento do vetor que une o ponto conhecido da trajetoria ao incdgnito desejado, ou seja,

a corda do arco da trajetoria a ser determinada.
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Segundo Crisfield (1991), os métodos de comprimento de arco se destinam a permitir que 0s
algoritmos de solucdo possam passar os pontos limites (cargas maximas e minimas). O
método destaca-se pela versatilidade e a aplicabilidade na resolucdo de problemas na

engenharia estrutural.

4.1 METODOS DE COMPRIMENTO DE ARCO
4.1.1 Meétodo de controle de deslocamento
A equacdo de equilibrio pode ser escrita como:
9@, ) =qi(p) — Aqer = 0 (4.1)
Sendo:
q,, Forcas internas, funcéo dos deslocamentos p.
q.5 Vetor fixo de forca externa.
4, Pardmetro do nivel de carga.
A equacao (4.1) define um estado de carregamento proporcional, em que o padrao de carga é

mantido fixo. Diversas formas de método de comprimento de arco tém como objetivo

encontrar a intersecgédo de (4.1) com o comprimento de arco s, definido por:

s = ]ds (4.2)

E,

ds = \/(dedp) + dA2 Y2 qerT qer (4.3)

O paré@metro w depende da escala adotada entre os termos de carga e 0s termos de
deslocamento. O problema é, ent&o, resolver a equagéo:
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9(s) = qi(p(s)) = A(s)qer = 0 (4.4)

No entanto, nessa aproximacdo é frequentemente muito dificil de limitar apropriadamente o

desvio do equilibrio, entdo é usualmente utilizados métodos "preditor/corretor.

Nos métodos comprimento de arco, pode-se substituir efetivamente a forma diferencial de

(4.3) de forma incremental:
a = (ApTAp + A?Y?q;Tqer) — A2 = 0 (4.5)

Em que 4/ é o raio da intersecdo desejada prefixado.

(1. 4,Q)

(P2 4,9)
(Pa AJ q)

AiQ
l 1
o b
-1; 1 ! b
3 Zoonal L
3p, LRI

| | |
| ]
l !
i
| ]
: 1
|1
| |1

1

B e T S S —

=z
|

::i‘ﬂ.ﬁpz S | Displacement, p—e

Ap,

Figura 4.1 Método de comprimento de arco esférico e notacdo para um sistema com um grau
de liberdade (y=1) (Crisfield, 1991)

A esséncia principal dos métodos de comprimento de arco é que o parametro de carga A torna-

se uma variavel, entdo, junto com os n deslocamentos varidveis, tém-se em total n+1

variaveis. Para resolver essas incognitas temos as n equacGes de equilibrio de (4.1) e a
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equacéo de restricdo dada por (4.5). Na Figura 4.1 visualizam-se as aproximagoes da solucéo

situadas em uma esfera de raio 4/

Seguindo a Riks (1972 e 1979) e Wempner (1971), pode-se resolver o sistema de equacfes
por uma aplicacdo direta do método de Newton-Rapshon de (4.1) a (4.5). O método de
Newton-Rapshon fica melhor introduzido por meio de Séries de Taylor truncadas com o
subscrito n (Crisfield, 1991).

Das equac0es (4.1) a (4.5):

ag ag
In =00 + %6;9 + 56/1 = 0o + Ki6p — qef6A =0 (4.6a)
an = A, + 20p" 8p 4+ 2006A0* G T qer = 0 (4.6b)

As equac0es (4.6a) e (4.6b) podem ser combinadas e escritas em forma matricial,

6p — Kt “Cef - Yo (47)
(5;1) B IZApT 2A)1¢2qequefl (ao) :

Equacdes (4.7) podem ser usadas diretamente para encontrar a variacdo dp e 1. Mas, ao

contrario de K,, a matriz aumentada em (4.7) nao € nem simétrica ou em banda.

412 Método de comprimento de arco esférico e formulagdo do método de

comprimento de arco cilindrico

Segundo Batoz e Dhatt (1979), em vez de resolver (4.7), é possivel introduzir diretamente a
restricdo de (4.6b) para o controle de deslocamento em um Unico ponto. Para esse fim, o
deslocamento iterativo dp é dividido em dois. Entdo, a mudanga no novo nivel de carga

desconhecido, A,=1,+d1 torna-se:

6p = —Keg(0o,A) = =K. (@i (P0) — 2nber) = =K (9o, 20) — 62qey) (4.8)

Podendo trabalhar com qualquer das expressoes, a forma final pode-se definir como:
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6p = —K. "', + 6K, 'qr = 5P + 56D, (4.9)

Op é a variacdo iterativa do método padréo de carga controlada do Newton-Rapshon, no nivel

de carga fixo A,, enquanto &p,=K,’q,, deveré ser calculado do passo preditor inicial, &p,
ndo muda nas iteracdes uma vez que K, é fixa. Depois de calcular &p de (4.9), 0s novos
deslocamentos incrementais sao:

Ap,, = Ap, + 6p = Ap, + 6p + 546D, (4.10)

Sendo 44 a unica incognita da equacdo. Através da restricdo (4.5) que pode ser reescrita

como:

(ApoTApo + AzozlpzqefTQef) = (ApnTApn + AlnzlpZQefTQef) = Al? (4.11)

Substituindo (4.10) em (4.11), chegamos a equacdo quadratica escalar:

a15/12 + a25l + a3 = 0 (412)
Em que:

a; = 6p, 8p; + Y2 qes T qer (4.13a)
ay = 26p;" (Ap, + 6D) + 204,92 qef " qer (4.13b)
asz = (Ap, + 6D)T(Ap, + 8D) — A2 + Ay 12 qe T qef (4.13c)

Resolvendo para &4, e com a equacgdo (4.10) a mudanca completa é determinada. Diversos
autores, incluindo Crisfield (1981) e Ramm (1981 e 1982), independentemente, concluiram
que para problemas praticos, o parametro ¢ tem pouco efeito sobre o processo e pode ser
zero. Como resultado, a restri¢cdo deverda ser considerada cilindrica em vez de esférica.

Na formula¢do do método de comprimento de arco cilindrico, sdo aplicadas as equagdes
(4.12) e (4.13) com y=0.

a, = 8p,’ 6p; (4.14a)
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a, = 25ptT(Apo + 6p)
as = (Apo + Sﬁ)T(Apo + 6?5) — Al?

Para escolher a raiz apropriada de (4.13), as duas raizes sdo calculadas.

Appy = Ap, + 6p + 64,6,
Appy = Ap, + 6p + 64,6p,

(4.14b)
(4.14¢)

(4.15a)
(4.15b)

Em seguida, para descobrir qual é a mais proxima da direcdo incremental prévia, 4p,. O

angulo minimo entre 4p, e 4p, representa a direcdo indicada, 0 que é o0 cosseno Maximo

dado por:
o5 g < AP0 BPn _ Bpo' (Bpo +8P)  SAAP, p; _ a4 +as
Al? Al? Al? Al?
Em que:

a, = ApOT5ﬁ + ApoTApo
as = Ap,' 6p;

O deslocamento final sera:
p=p+6p=p+p+ 6Adp;
4.1.3 Métodos de comprimento de arco linearizados

Da equacéo (4.18) pode-se escrever:

Apo"8p + SA(AAgY2qerTqer) =~ 0/

Sendo a, o valor anterior da incompatibilidade do comprimento de arco.

(4.16)

(4.17a)
(4.17b)

(4.18)

(4.19)

Se ap = 0 temos o

método de Ramm (1981). Usando a equacgdo (4.9), é possivel obter a seguinte relacdo

linearizada para o fator de carga:
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—ao/z —Aponﬁ

O4(Bpo, A0) = (Bpo" 8p¢ + AoY?qesTqer) (420
Predicédo de AA
A predicgdo do incremento de carga pode ser obtida por:

Ap, = MK, q.p = A, 5P, (4.21)

Em que K, é a matriz de rigidez tangente no inicio do incremento. Substituindo-se em (4.11)

com y=0:

Ad, =+ Al _ oA (4.22)
\/(5PtT5Pt) \/(5PtT6Pt)

Segundo Crisfield (1981), s serd igual a +1 quando K for definida positiva, isto é:

s = sgn(6p,TK.6p;,) (4.23)

4.1.4 Tamanho do comprimento de arco
Segundo Menin (2006), para a determinagdo do comprimento de arco, precisa-se considerar
que este deve ser tal que, em regides com poucas nao linearidades, ele seja grande e pequeno

no caso contrario.

Para a atualizacdo do comprimento, Crisfield (1991) propde:

1

I\ /2

A" = AL (_d> (4.24)
I,

Em que Al™ é o comprimento precedente para o qual 7, iteragdes foram requeridas para

garantir a convergéncia e /; 0 nimero de iteracOes desejadas (/,=3).
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5. EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados e analisados diversos exemplos numéricos, com o objetivo de
comparar os resultados e avaliar a precisdo e eficacia do método apresentado e descrito nos
capitulos anteriores. Os exemplos testam o desempenho global da estratégia de solucéo e o
desempenho local dos esquemas de integracdo Backward Euler.

Um metodo incremental iterativo baseado no método de Newton-Raphson, combinado com o
método de controle de comprimento de arco constante, € utilizado para a solucdo das

equacdes de equilibrio ndo lineares.

Como “n” elementos podem compartilhar um né comum, no caso de se desenvolver a rétula
plastica, esta sera atribuida ao n6 adequado do elemento em conformidade com a sucessdo de
andlise de elementos. Com o propdsito de evitar singularidade na matriz de rigidez global, no

maximo (n-1) rétulas plasticas podem ser designadas ao né comum.

Nos exemplos podem ser observados a geometria, o carregamento e a malha utilizada para
cada uma das estruturas analisadas, assim como as propriedades mecanicas do material, a
superficie de interacdo adotada para cada caso e a curva carga deslocamento obtida em cada

exemplo.
O leitor pode consultar os resultados obtidos por Silva e Bezerra (2010), para a analise de
convergéncia do algoritmo de retorno radial de diferentes estruturas estudadas e a

demonstracdo da convergéncia quadratica do método.

A discretizacdo de cada um dos elementos e os graus de liberdade local e global podem ser
observadas no ANEXO A.
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5.1 TRELICA PLANA

511 Exemplol

Neste exemplo é considerada uma estrutura de trelica plana, estaticamente indeterminada com
duas cargas concentradas aplicadas simetricamente. Na Figura 5.1 é apresentada a geometria e
0 carregamento, na Figura 5.2 a malha utilizada, na Figura 5.3 é indicado por nimeros o
desenvolvimento progressivo da formacao das rétulas plasticas. E na Tabela 5-1, apresentam-
se as propriedades do material e a superficie de interacdo utilizada, que define a capacidade

portante Ultima da secdo transversal.

A estrutura foi analisada por Powell e Simons (1981), assumindo uma analise de pequenas
deformacdes, com a finalidade de descobrir algum tipo de dificuldade que possa ocorrer no
processo de descarregamento. Nesta pesquisa foi estudado o deslocamento vertical,
considerando um endurecimento do material na evolucdo dos deslocamentos plasticos, com
um mddulo de endurecimento H de 0.02 vezes o modulo de elasticidade E. A resposta de

carga vs. deslocamento para o ciclo de carga-descarga é mostrado na Figura 5.4.

Na resposta carga vs. deslocamento mostrada pela Figura 5.4, é observado o deslocamento
vertical no n6 10 da malha para um ciclo de carga e descarga. O valor de w igual a zero
implica um comportamento perfeitamente plastico dos elementos, pois, a superficie de
interacdo permanece inata em todo o processo. Para esse exemplo, introduzindo o valor de @
igual a 2, é calculada a resposta elastoplastica, e se obtém resultados semelhantes aos dos
autores anteriores. Observou-se o aumento da capacidade portante do material depois de se

atingir o patamar de escoamento.

Tabela 5-1 Propriedades dos elementos

Elementos Diagonais Demais
EA (kN) 1x10° 1x10°
Np (kN) 65 61.1

N
VT
NP
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Figura 5.2 Malha de elementos finitos
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Figura 5.3 Formacdo das rotulas plasticas
A superficie de interacdo adotada para os elementos de trelica plana considera a iteracdo dos

esforcos axiais nos extremos dos elementos e dos esforgos axiais de plastificacdo, definidos

pela area da secdo transversal do elemento y da tenséo de escoamento do material.
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Fator de carga, kN

5.1.2 Exemplo 2
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Powell & Simons 1981 //
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Deslocamento, m

Figura 5.4 Resposta do ciclo de carga-descarga

Na Figura 5.5 é apresentada a geometria e o carregamento, na

Figura 5.6 a malha utilizada, na Figura 5.7 é indicado por nimeros o desenvolvimento

progressivo da formacdo das rétulas plasticas, e na Tabela 5-2, se apresentam as propriedades

do material e a superficie de interagdo utilizada.

O mesmo problema foi analisado para a carga de colapso por Bathe e Dvorkin (1983),

assumindo uma formulacdo Lagrangiana. A resposta de carga vs. deslocamento para o

processo de carregamento € mostrado na Figura 5.8.

Na Figura 5.8 é apresentada a evolugdo do deslocamento vertical no n6 4 da malha utilizada
para discretizar a estrutura, obtendo-se 0s mesmos resultados dos autores anteriores. Sem
considerar o endurecimento do material, mostrando que os métodos utilizados fornecem uma

ferramenta préatica para o estudo de comportamento elastoplastico de estruturas reticuladas.
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Tabela 5-2 Propriedades dos elementos

Elementos le3 2
Area 1 1
E (kN/m?) | 2x10° 2x10°
Np (kN) 100 300
IN|
—=1
Np

P
1S
S—P®r 5m o 5m
Figura 5.5 Geometria e carregamento Figura 5.6 Malha de elementos finitos

L ]
1 2 1

Figura 5.7 Formacéo das rotulas plasticas
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Figura 5.8 Resposta do processo de carregamento

5.2 PORTICO PLANO

5.2.1 Exemplol

E estudada uma estrutura aporticada de dois pavimentos, 0 mesmo problema foi analisado por
Argyris (1982), além de outros autores, para 0 caso de pequenas e grandes deformacdes. Na
Figura 5.9 é apresentada a geometria e o carregamento, na Figura 5.10 a malha utilizada, na
Figura 5.11 e indicado por niumeros o desenvolvimento progressivo da formacdo das rétulas
plasticas, e na Tabela 5-3 sdo apresentadas as propriedades do material e a superficie de

interacdo utilizada, neste caso considerando a interagcdo entre os esforcos axiais e 0S

mementos fletores que atuam na se¢éo transversal dos elementos.

A resposta de carga vs. deslocamento para o ciclo de carga-descarga é mostrada na Figura
5.12, em que pode ser observado o comportamento quando é considerado o comportamento

elastoplastico perfeito do material, a resposta € bastante aproximada a apresentada por os

autores anteriores para a analise de pequenas deformacoes.
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Figura 5.11 Formacao das rétulas plasticas

Tabela 5-3 Propriedades dos elementos

Elementos Vigas Pilares
E (kN/m?) 2.1x10° 2.1x10™
A (m?) 0.01 0.02

I (m?) 0.29x10° 0.51x10°
Np (kN) 2.95 4.80
Mp (kN.m) 0.42 0.73
() -
NP Mp
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Figura 5.12 Resposta para o ciclo de carga-descarga.

Na Figura 5.12 se observa, o deslocamento horizontal no ndé 3 da malha utilizada para
discretizar a estrutura, devido ao incremento no carregamento definido pela Figura 5.9, e
posterior descarga. Pode-se resaltar que com os algoritmos empregados a resposta obtida é

semelhante a encontrada na literatura.
5.2.2 Exemplo 2

E apresentado um portico plano de quatro pavimentos. A estrutura foi analisada por Haldar e
Nee (1988) para um valor de a=0.5. Na Figura 5.13, é apresentada a geometria e 0
carregamento, na

Figura 5.14 observa-se a malha utilizada, na Figura 5.15 é indicado por numeros o
desenvolvimento progressivo da formacdo das rotulas plasticas, na Tabela 5-4 séo
apresentadas as propriedades do material e a superficie de interacdo utilizada, sendo a mesma

adotada pelos autores anteriores com a finalidade de comparar os resultados.

A resposta de carga vs. deslocamento para o ciclo de carga-descarga € apresentada na Figura

5.16. Pode ser observado o comportamento do deslocamento horizontal do né 14 da malha
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utilizada. E considerado o comportamento elastopléstico perfeito do material, a resposta tem
uma excelente aproximacédo com os resultados apresentados por Haldar e Nee (1988).
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Figura 5.15 Formacéo das rétulas plasticas
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Tabela 5-4 Propriedades dos elementos

Elementos Colunas Demais Vigas
inferiores colunas
E(kN/m?) 1.99x10° 1.99x10° 1.99x10°
A(m°) 0.014 0.011 0.008
I(m*) 2.759x10”* | 1.3902x10” | 2.152x10™
Mp(kN.m) 484.027 305.059 295.568
Np(kN) 3594.163 2730.763 2263.699
() -
NP MP
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Figura 5.16 Resposta do ciclo de carga-descarga
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5.2.3 Exemplo 3

No exemplo a seguir, é estudada uma estrutura formada por duas vigas, na Figura 5.17 é
apresentada a geometria e o carregamento, na Figura 5.18 a malha utilizada, na Figura 5.19 ¢é

indicado por nimeros o desenvolvimento progressivo da formagéo das rétulas plésticas, na

Tabela 5-5 sdo apresentadas as propriedades do material e a superficie de interacdo utilizada.

A estrutura foi analisada por Argyris (1982), comparando 0s resultados obtidos com
resultados experimentais. A resposta de carga vs. deslocamento para o processo de
carregamento é mostrada na Figura 5.20. E estudado o comportamento do deslocamento
vertical do n6 2 da malha utilizada devido ao incremento do fator de carga, é considerado um
material perfeitamente plastico, sem endurecimento. A resposta tem uma excelente
aproximacgédo com os resultados com a apresentada por Argyris (1982) discretizado por dois

elementos de viga bi-dimensionais.

0.32m

7
<«

0.25m

7

. . Figura 5.18 Malha de elementos finitos
Figura 5.17 Geometria e carregamento

Figura 5.19 Formac&o das rétulas plasticas
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Tabela 5-5 Propriedades dos elementos

5.2.4 Exemplo4

Elementos 1 2
E(kN/m?) | 3.114x10"™ | 3.114x10%
A(m?) 4.85x10™ 4.85x10™
I(m*) 1.475x10°° 1.475x107°
Mp(kN.m) 275.345 347.762
Np(kN) 57662.297 72830.732
(M)Z S
Np Mp
x 10
. i . i . . Argyris (1982) |
0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Deslocamento, m X 10-3

Figura 5.20 Resposta do processo de carregamento

57

A seguir é apresentado um portico assimeétrico que foi analisado, entre outros, por Argyris
(1982) e depois por Vieira (2013), este com diversas superficies de interacdo obtidas por
regressdo linear multipla. Na Figura 5.21, é apresentada a geometria e 0 carregamento, na

Figura 5.22 a malha utilizada, na Figura 5.23 € indicado por nimeros o desenvolvimento



progressivo da formacgéo das rétulas plasticas, e na Tabela 5-6 se apresentam as propriedades
do material e a superficie de interacdo adotada, sendo a mesma dos autores anteriores.

A resposta de carga vs. deslocamento para o processo de carregamento é mostrada na Figura
5.24, em que se estuda o deslocamento horizontal do n6 2 da malha. Devido ao incremento
nas cargas aplicadas, é considerado um material perfeitamente pléstico, a resposta tem uma

excelente aproximacdo com a apresentada por Vieira (2013), na analise de pequenas

deformacdes:
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Figura 5.21 Geometria e carregamento Figura 5.22 Malha de elementos finitos
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Figura 5.23 Formacéo das rétulas plasticas
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Tabela 5-6 Propriedades dos elementos

Elementos 1,2,3e6 4eb
E (kN/m%) |  88964.359 88964.359

A (m?) 0.080 0.139
I(m*) 1.067x10° 2.454x10°

Mp(kN.m) 0.028 0.057

Np(kN) 2.847 4,951

(M)Z AL
NP Mp

Fator de carga, kN

; r r r | Vieira (2013)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Deslocamento/L

Figura 5.24 Resposta do processo de carregamento

5.2.5 Viga Engastada-Livre

Neste exemplo é considerada uma viga engastada num extremo e livre no outro, com duas
cargas concentradas, uma horizontal e a outra vertical, no extremo livre da estrutura. Na
Figura 5.25, é apresentada a geometria e o carregamento, na Figura 5.26 a malha utilizada, na

Figura 5.27 ¢ indicado por numeros o desenvolvimento progressivo da formacéo das rétulas
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plasticas, e na Tabela 5-7 sdo apresentadas as propriedades do material e a superficie de
interacdo utilizada, sendo 0 mesmo critério de escoamento adotado pelos autores anteriores.

A estrutura foi analisada por Ueda e Fujikubo (1990) pelo método do né plastico introduzindo

uma taxa de endurecimento H. A trajetéria de carga vs. deslocamento para o processo de

carregamento é apresentada na Figura 5.28.

L 1.

\2

Figura 5.26 Malha de elementos finitos

3Im
S ®
Figura 5.25 Geometria e carregamento Figura 5.27 Formacé&o da rétula plastica

Tabela 5-7 Propriedades dos elementos

Elementos 1
E(kN/m?) 2.059x10°
A(m?) 2.4x10™
I(m* 8x10™
Mp(kN.m) 0.360
Np(kN) 72

IV ML
2N, M,

Na Figura 5.28, observa-se o deslocamento vertical do n6 2 da viga para a analise incremental
da carga aplicada. Introduzindo-se um valor de w igual a 4 na superficie de interacdo, obtém-

se uma trajetdria para o processo, semelhante a encontrada na literatura.
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Pode-se observar 0 aumento da capacidade portante do material depois de se atingir o patamar
de escoamento. Porém, com resultados ainda menores do que os obtidos por Ueda e Fujikubo
(1990), devido ao fato de que eles introduzem alguns fatores na superficie de interacdo, e pela

discretizacdo da estrutura.
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
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Figura 5.28 Resposta do processo de carregamento

5.3 GRELHA PLANA

53.1 Exemplol

Para o estudo do elemento de grelha plana € considerada uma estrutura que foi analisada por
Ueda e Yao (1982), sobre a acdo de uma carga P concentrada, submetendo a estrutura a
momentos fletores e torgores. Na Figura 5.29, é apresentada a geometria e o carregamento, na
Figura 5.30 a malha utilizada, na Figura 5.31 é indicado por numeros o desenvolvimento
progressivo da formacéo das rotulas plasticas, e na Tabela 5-8 se apresentam as propriedades
do material e a superficie de interacdo utilizada.
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A andlise inelastica de primeira ordem dessa estrutura é realizada para um processo de
carregamento, descarregamento e reversao de carga, os resultados sdo comparados com o
processo de carga obtido por Ueda e Yao (1982), assumindo uma analise com pequenas

deformacdes. A resposta de carga vs. deslocamento para o ciclo é apresentada na Figura 5.32.

Figura 5.29 Geometria e carregamento Figura 5.30 Malha de elementos finitos
1
/‘/’

Figura 5.31 Formacdo das rotulas plasticas

Tabela 5-8 Propriedades dos elementos

EI(kN.m?) 388.08
Mp(kN.m) 21.95
GJ(kN.m?) 297.92
Tp(kN.m) 17.24
&) ()
— ) +{—=—) =1
TP Mp

Na Figura 5.32, pode ser observado o comportamento do deslocamento vertical do né 2 da

malha utilizada. E considerado um material com comportamento perfeitamente plastico, a
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resposta obtida estd em uma excelente concordancia com os valores relatados pelos autores
anteriores.
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Figura 5.32 Resposta do ciclo de carga-descarga
5.4 PORTICO ESPACIAL
541 Exemplol

Neste exemplo é analisado um tipo de estrutura usada frequentemente para industrias off-
shore, analisada por Shi e Atluri (1988), cada um dos elementos da estrutura € modelado
como elemento de viga 3D. E realizada uma analise inelastica de primeira ordem
considerando um processo de carregamento e descarregamento. Os autores anteriores
realizaram uma andlise de segunda ordem do problema, por consequéncia seus resultados
representam valores levemente menores, mas os resultados obtidos na rotina desenvolvida

estdo em boa concordancia com os anteriores.

Na Figura 5.33, é apresentada a geometria e o carregamento, na Figura 5.34 a malha utilizada,

na Figura 5.35 é indicado por nimeros o desenvolvimento progressivo da formacdo das
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rotulas plasticas, e na Tabela 5-9 sdo apresentadas as propriedades do material e a superficie
de interacdo utilizada.

Figura 5.35 Formacéo das rétulas plasticas

A resposta de carga vs. deslocamento para o ciclo € mostrada na Figura 5.36, estudando o
comportamento do deslocamento horizontal do n6 3 da malha utilizada para discretizar a

estrutura, pode ser observado o comportamento quando é considerado um material
perfeitamente plastico.
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Fator de carga, kN

Tabela 5-9 Propriedades dos elementos

Elementos Pilares Contraventamentos
E (kN/m?) 2.1x10° 2.1x10°
A (M) 5.28x107 8.62x10™
I (m*) 4.7x10” 7.9x 10°®
J(m? 9.39x107 1.58x10°®
Mp (kN.m) 125.5 6.6
Np (kN) 1478 241.2
Tp (kN.m) 105.6 5.5
() () + () +(5e) =
Np TP MP Mp

45 F T L L T T L

; Shi & Atluri (1988)

r r r
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Figura 5.36 Resposta do ciclo carga-descarga
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5.5 EXEMPLOS NO ANSYS

A seguir sdo apresentados dois exemplos numeéricos feitos no programa ANSYS (Workbench
14.5), na tentativa de comparar os resultados com os obtidos na rotina desenvolvida no
MATLAB.

A opcao utilizada para a analise elastoplastica no ANSYS é Bilinear Isotropic Hardening,
utilizando um modelo de endurecimento bilinear isotropico, representado na Figura 5.37, com

um critério de escoamento de VVon Mises e uma regra de fluxo associativa.

(W)
(n)
Mmax—|-
o, ¥
W
20 Mgz
Z
¥

() Bilinear lsotropic

Figura 5.37 Modelo de endurecimento isotrépico. (ANSYS).

O elemento utilizado para a modelagem foi SOLID186, elemento de ordem superior com 20
nés que apresenta um comportamento de deslocamento quadratico. O elemento € usado para
modelagem de estruturas sélidas 3-D. Esta definido por vinte nds com trés graus de liberdade
em cada no: translacdes nas direcdes X, y e z. A geometria, as localiza¢des dos nos e o sistema
de coordenadas para este elemento sdo mostrados na Figura 5.38. O elemento béasico tem

forma de hexaedro, mas pode ser utilizado como um prisma.

O elemento SOLID186 suporta plasticidade, hiperplasticidade, endurecimento nas tensoes,

grandes deformacdes, entre outros tipos de comportamentos.
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A Figura 5.38 identifica as faces do elemento e representa o sistema de coordenadas. As
propriedades do material podem ser anisotrdpicas.

As cargas sdo definidas como sendo de dois tipos: cargas nodais e cargas do elemento. As
cargas nodais sdo definidas nos nos e ndo estdo diretamente relacionadas aos elementos. Essas
cargas nodais estdo associadas aos graus de liberdade no nd e, normalmente, sdo inseridos
como restricdes de deslocamento, forcas e cargas nodais. As cargas do elemento séo: cargas

de superficie, que carregam o peso proprio do corpo, e cargas de inércia.

RLMLCH P WK
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MM PUNIWK

Pyramid Option

x
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124
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Prismn Ootion

Figura 5.38 Elemento SOLID186, da Biblioteca (ANSYS)

5.5.1 Viga Engastada-Engastada com carga no centro do vao

A seguir é analisada uma viga com carregamento e geometria definida pela Figura 5.39, a
malha utilizada no MATLAB definida na Figura 5.40, e na Figura 5.41 as rotulas plasticas
gue se formam na viga. Na Tabela 5-10, apresentam-se as propriedades geométricas e

mecénicas do elemento de viga.

As caracteristicas das condi¢fes de contorno para a viga sdo: o apoio de terceiro género para
ambos os extremos. Para simular o apoio, 0s deslocamentos foram restritos na direcdo x, y e
z. (Figura 5.42).
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A resposta de carga vs. deslocamento para o processo de carregamento é mostrada na Figura
5.43, em que pode ser observada a evolucdo do deslocamento vertical do né 2 da malha,
devido ao incremento da carga aplicada. E apresentada a resposta quando é considerado um
comportamento do material perfeitamente plastico, utilizando na modelagem um valor de @

igual a zero, e assim a superficie permanece intata no processo.

No ANSYS introduzido-se um médulo de endurecimento H de 1x10° kN/m? e ajustando-se

um valor de w igual a 21 na rotina, obtém-se resultados semelhantes.

L P
g L2535 0 o o
3m &\Z)
S 7

. Figura 5.41 Formacdo das roétulas
Figura 5.39 Geometria e Figura 5.40 Malha de

- plasticas
carregamento elementos finitos

Tabela 5-10 Propriedades dos elementos

E (kN/m%) 2.059x10°
A (m?) 0.024
I (m?) 8x10™
Mp (kN.m) 0.36
|M|
—=1
MP
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Figura 5.42 Configuragdo deformada ANSYS
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Figura 5.43 Resposta para 0 processo de carregamento

5.5.2 Viga Engastada-Livre

Para o seguinte exemplo, é estudada uma viga com carregamento e geometria definida pela
Figura 5.44, na Figura 5.45 a malha utilizada no MATLAB, e na Figura 5.46 se observa a
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formacdo da rotula plastica na viga. Na Tabela 5-11, Observam-se as propriedades

geométricas e mecanicas do elemento de viga, e a superficie de interacdo utilizada.

As caracteristicas das condi¢des de contorno para a viga sao: 0 apoio de terceiro género para o
extremo esquerdo. Para simular o apoio, os deslocamentos foram restritos na direcéo x, y e z.

(Figura 5.47), e na Figura 5.48 as tensdes equivalentes de VVon Mises.

A resposta de carga vs. deslocamento para o processo de carregamento é mostrada na Figura
5.49, em que pode ser observado a evolucdo do deslocamento vertical do extremo livre da
estrutura, devido ao processo de carga. E apresentada a resposta quando é considerado um
comportamento do material perfeitamente plastico, utilizando na modelagem um valor de w

igual a zero, e assim a superficie permanece intata no processo.

u

!
Y P

3m
[ .
_ _ Figura 5.45 Malha de Figura 5.46 Formagao da rétula
Figura 5.44 Geometria e -
elementos finitos plastica

carregamento

Tabela 5-11 Propriedades dos elementos.

E (kN/m?) 1x10*
A (M) 4
I (m? 5.33
Mp (kN.m) 1200
|M|
—=1
Mp
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No ANSYS introduzindo-se um médulo de endurecimento H de 1x10° kN/m? e ajustando-se

com um valor de w igual a 7 na rotina, obtém resultados semelhantes.

=4 -0,0051545 Min 0,000 5,000 10,000 (m)
]

2,500 7,500

Figura 5.47 Configuracdo deformada ANSYS

0,18222
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Figura 5.48 Tens0es equivalentes, Von Mises
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Figura 5.49 Resposta para o processo de carregamento
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6. CONCLUSOES E SUGESTOES

6.1 CONCLUSOES GERAIS

No presente trabalho foi testado o algoritmo de retorno radial com diferentes tipos de
superficies de interacio. E de notar que o algoritmo formulado fornece uma maneira de

manter o vetor de esforcos generalizados dentro da superficie de escoamento ou sobre ela.

O método foi implementado por Silva e Bezerra (2010), acrescentando neste trabalho as
tipologias estruturais analisadas (como o caso das trelicas planas), a quantidade de estruturas
estudadas, comparando também os resultados com exemplos simples feitos no programa
ANSYS, e introduzindo o endurecimento isotrépico na evolucdo das deformacdes plasticas
por meio de uma constante que depende das propriedades geométricas e mecanicas dos
elementos que conformam a estrutura, afetada pelo multiplicador plastico que é uma medida

de magnitude do aumento das deformacdes pléasticas.

O método proposto trata simultaneamente com duas rotulas plasticas localizadas nos extremos
dos elementos finitos durante ciclos de carga e descarga. Combinando o método de Newton-
Raphson e 0 método de retorno radial, é fornecida uma matriz de rigidez tangente consistente
com o método, e sdo obtidos algoritmos robustos, precisos e rapidamente convergentes. Os
algoritmos de retorno com um e dois vetores foram propostos simulando, respectivamente,

uma e duas rotulas plasticas nos extremos dos elementos.

Foi desenvolvida neste trabalho, a formulacdo analitica e numérica para o elemento de portico
tridimensional, considerando-se o efeito da ndo linearidade fisica do material, via a formacéo
de rotulas plasticas, por meio de uma funcdo de interacdo dos esforgos atuantes o os esforcos

de plastificagéo.

No desenvolvimento do trabalho, foram pesquisadas as técnicas de comprimento de arco
baseado no descrito por Crisfield (1991) e Menin (2006) e implementacao daquela que melhor
se adapta ao problema estudado. As técnicas se mostraram muito eficientes fornecendo bons

resultados na solucdo das equagdes néo lineares.
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Conclui-se com o anterior o seguinte:

A rotina resultante desta pesquisa para andlise ndo linear de estruturas metélicas
simples proporciona um comportamento robusto em termos de implementacdo
numérica e econdmico em termos de capacidade computacional, exibindo eficiéncia e
precisdo. A rotina foi escrita em cddigo aberto, podendo ser utilizada com fins de

ensino.

Ao combinar a técnica de comprimento de arco com o método de Newton-Rapshon, é
obtida uma rotina capaz de tracar trajetorias de equilibrio completas, passando por

pontos limites de carga e deslocamento para um ciclo que pode ser de carga-descarga.

Com a implementacdo numeérica, foi percebido o aumento das tensdes na evolucao das
deformacdes plésticas (endurecimento do material). Porém, os resultados obtidos dos
fatores de carga foram menores do que os obtidos por outros autores e aos obtidos
pelo programa ANSY'S, j& que o conceito de rotula plastica ndo considera a regido real
escoada no elemento. Por meio da calibracdo do programa, via uma constante que

representaria esta regido, foram obtidos resultados satisfatorios.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Finalmente, a seguir se deixam como sugestdes para a continuagao deste trabalho.

Extenséo do programa para outras tipologias estruturais como placas e cascas;

Deduzir analiticamente uma expressao para a constante o que representa a regido real

escoada no elemento quando este plastifica, e implementar numericamente;

Estudo de leis de endurecimento isotrépico ndo linear e posterior implementacao;

Implementagdo do endurecimento cinematico no modelo constitutivo para analises

dindmicas;
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e Desenvolvimento de interfaces para as etapas de pré e pds-processamento, e, assim,
tornar o programa mais amigavel no processo de entrada de dados e melhorar a

visualizacdo e interpretacdo dos resultados.
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ANEXO A

MATRIZES DE RIGIDEZ E ROTACAO DOS ELEMENTOS FINITOS UTILIZADOS

A seguir sdo apresentadas as matrizes locais de rigidez elastica dos elementos utilizados no
programa desenvolvido. Assim como as matrizes de rotagdo para o calculo das matrizes

globais de rigidez. No livro de Sennet (2000) pode-se encontrar mais informagéo acerca da
analise matricial de estruturas.

Trelica plana

Sdo permitidos dois deslocamentos em cada nd, entdo, cada n6 possui dois graus de liberdade.

Na Figura A.0.1 é apresentada a configuracao local e global do elemento, os deslocamentos

da barra s3o denotados por d e os globais U.

y
A

’X

Figura A.0.1 Sistema de coordenadas locais e globais da trelica plana.

Onde: C=cos(0); S=sen(0)
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A matriz de rigidez do elemento de barra dependerd da area da secdo transversal A, do
maodulo de elasticidade, e do comprimento L. Expressa pela equacdo (0.1), a matriz de rotacéo

R, equacdo (0.2), pela qual podera ser determinada a matriz de rigidez global como indicado

na equacéo (0.3).
[ EA/L 0 —EA/L 0]
k= | 0 0 0 0|
|=E4/, o B4/ o] (0.1)
| 0 0 0 0J
c S 0 0
R = -S ¢ 0 O
10 0 Cc S (0.2)
0 0 —-S C
[K] = [R]"[K][R] (0.3)

Trelica espacial

O elemento de trelica espacial, diferente da trelica plana, tem a caracteristica de ter um grau
adicional por no, sendo em total, trés graus de liberdade para cada um dos nds. Na Figura
A.0.2 é apresentada a configuracdo local do elemento, os deslocamentos da barra sdo

denotados por 6.

A matriz de rigidez do elemento de barra dependera da area da se¢do transversal A, do
moédulo de elasticidade E, e do comprimento L. Expressa pela equacdo (0.4), a matriz de
rotacdo R, calculada por meio das equac@es (0.5), pela qual podera ser determinada a matriz

de rigidez global como indicado na equacao (0.6).
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(x2,y2,z2)

il
-
o5 Msg
. Aa
54 T~
¥ - L
G153
ix1,y1.21)

-y

Figura A.0.2 Sistema de coordenadas locais da trelica espacial.

[ EA/L 0 0 —EA/L 0 0]
0 0 0 0 0 0
k = 0 0 0 0 0 0
—EA/ 0 0 EA/ 0 0 (0.4)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O
Ly iz L3
Ll 0
R = [[ ] ]; L=l Ll I
0 [L]
l37 32 33
I _(xz_x1)_l _(J’z_y1)_l (22— 7)
11 — I, » Y12 — I, » Y13 — L
_ (X2 = x1) (Y2 — ¥1) Ly, _ (V2 = y1)(22 — 21)
l21—_ - ’ 122__; 113_ .
L-L,, L L-L,, (0.5)
_ (z2—z) _ (g —xq)
l31 - sz ) l32 - 0) 113 - sz

Onde 0 é uma matriz 3x3 de elementos nulos.

Exceto quando o elemento esta alinhado com o eixo Y, entdo a matriz R resulta
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em:

0 L 0 O 0 0
-, 0 0 O 0 0
R = 0 0o 1 o0 0 0
0 0 0 0 I, O
0 0 0 - 0 0
-0 0o 0 o 0 1
Sendo:
I = (V2 — Y1)
y L
[K] = [R]"[K][R] (0.6)

Portico plano

Sao permitidos dois deslocamentos e uma rotacdo em cada no, entdo, cada nO possui trés
graus de liberdade. Na Figura A.0.3 é apresentada a configuracdo local e global do elemento,

os deslocamentos da barra sdo denotados por d e os globais U.

A matriz de rigidez do elemento de barra dependerd da area da secdo transversal A, do
maédulo de elasticidade, do comprimento L e da inércia | da secéo transversal. Expressa pela
equacdo (0.7), a matriz de rotacdo R, equacdo (0.8), pela qual podera ser determinada a matriz

de rigidez global como indicado na equacdo (0.9).
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}‘{

Figura A.0.3 Sistema de coordenadas locais e globais do pértico plano.

[ EA/L 0 0 —EA/L 0 0
12E1 6E1 —12E1 6L1
0 Z/ L3 Z/ LZ O Z/ L3 Z/ LZ
6E1 4E1 —6E1 2E1
0 Z/Lz Z/L 0 Z/Lz Z/L
k =
—E4/, 0 0 ks 0 0 (0.7)
—12EI —6EI 12EI —6EI
0 “/13 ‘2 0 /13 /12
6E1 2E1 —6E1 4E1
0 Z/Lz Z/L 0 Z/Lz Z/L
¢ S 0 0 0 O
=S ¢ 0 0 O0 O
p_|0 0 1 0 00
0 00 C S O (0.8)
0 0 0 =S ¢ O
-0 0 0 0 O T
[K] = [R]"[K][R] (0.9)
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Grelha plana

A grelha é uma estrutura que tem cargas aplicadas perpendicular ao seu plano, o elemento tera
em cada no, deslocamento vertical, rotacdo sobre o eixo horizontal da secdo transversal
devido a flexdo, e rotacdo sobre o eixo do elemento devido a torcdo. Na Figura A.0.4 é

apresentada a configurag@o local do elemento, os deslocamentos da barra sdo denotados por .

Figura A.0.4 Sistema de coordenadas locais grelha plana.

A matriz de rigidez do elemento de barra dependerd do momento polar de inércia J da secdo
transversal, do modulo de elasticidade E, do mddulo de cisalhamento G e do comprimento L.
Expressa pela equacdo (0.10), a matriz de rotacdo R, calculada por meio das equacdes (0.11),

pela qual podera ser determinada a matriz de rigidez global como indicado na equacéo (0.12).
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r 12E1 —6E1 —12E1 —6E1 ]
/s 0 /12 /i3 0 ¥/ 12
G]x _G]x
0 L 0 0 I 0
—6EI 4E1 6EI 2EI
y/Lz y/L y/Lz y/L
k =
—12E1 6E1 12E1 6E1
y/ 13 0 y/ 12 y/ 13 y/ 12 (0.10)
-G G
0 L] = 0 0 e 0
—6EI 2E1 6E1 4E1
y/Lz 0 y/L y/Lz 0 y/L
rC S 0 0 0 0
-S ¢ 0 0 0 O
R = 0O 01 0 0 O
0 00 C S O (0.11)
0O 0 0 =S C O
L0 0 0 0 o0 1
[K] = [R]"[K][R] (0.12)

Portico espacial

Para descrever os deslocamentos do n6 devem ser especificadas trés rotacfes; duas devidas a
flexdo, uma a torcdo e trés translacdes (x. y e z), entdo o elemento terd seis graus de liberdade
em cada nd. Na Figura A.0.5 é apresentada a configuracdo local do elemento, os

deslocamentos da barra sdo denotados por 6.

A matriz de rigidez do elemento de barra dependera da area da segdo transversal A, do
modulo de elasticidade E, do modulo de cisalhamento G, da inércia da se¢do transversal sobre
os eixos y e z ly e 1z respectivamente, do momento polar de inércia Jx e do comprimento L.
Expressa pela equacdo (0.13), a matriz de rotacdo R, calculada por meio das equacdes (0.14),
pela qual poderéa ser determinada a matriz de rigidez global como indicado na equacéo (0.15).
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Figura A.0.5 Sistema de coordenadas locais do pdrtico espacial.

0 0o 0 o “EA o0 0 0 0
0 0 o OFLy o —12FL /s 0 0 0
12E1 6EI —12EI 6El
/15 0 2 0 0 0 /15 0 /12
G]x _G]x
o -5 0 0 0 0 0 D 0
—~6EI, 4EL, 6EL, 2E1
/2 0 - 0 0 0 /2 0 D
4El, —6E1
0 0 0 T 0 /12 0 0 0
0 0o 0 o EA o 0 0 0
0 0 o —OEL /2 0 12EL, /ys 0 0 0
—12EI 6EI 12E1 6EI
s 0 0 0 0 s 0 Y,
_G]x G]x
0 . 0 0 0 0 0 - 0
—6EI 2El, 6EI 4EI,
/12 0 - 0 0 0 2 0 -
2EIl, —6E1I
0 0 0 T 0 Z/L2 0 0 0
0 0
lin L L3
0 01. L l l l
v L=1lz21 l22 (23
L] 0 b s
0 [L]
L. = (x2 —x1) I (y2 — 3’1)_ [, = (22 — z)
11 — I )y Y12 L y Y13 — L

(0.13)

(0.14)



Sendo

Finalmente

Onde

(K] = [R]"[K][R]

Zy =2 —y1) (2 — 21) — (22 — 20) Vi — Y1)
Zy = (22 = 21) (e — x1) — (X2 = x1) (2 — 71)

Z; = = x) Wk — Y1) — (V2 — Y1) (X — x1)
Zy Z Z,

l31 :75 l32 :731; l33 = 7

7= \/sz +Z,° + 2,7

Yy = lislsy — i U35
Yy = lyyl33 — L1z 134

Y, = l1zl31 =l l32

(0.15)
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