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Resumo

Neste trabalho, é explorada uma solucao particular das equagoes de Maxwell, como vista em [6] e
[11], de tal sorte que os campos solugdo sdo campos nulos. Isto é feito utilizando trés métodos distintos.
A solugao em questao é tal que as curvas integrais dos campos elétrico e magnético obtidos sao circulos
de Hopf, ou seja, circulos obtidos pela fibragao de Hopf. Ainda que a solugao explorada seja particular,
os métodos apresentados permitem obter uma infinidade de campos eletromagnéticos nulos. Um desses
métodos estd relacionado as superficies minimas e pode prover uma relagao entre a geometria de uma
superficie minima com os campos eletromagnéticos nulos a ela associados.

Abstract

In this work, a particular solution to the Maxwell’s equations is discussed, as seen on [6] and [11],
in such a way that the electromagnetic fields obtained as solutions are null vector fields. This is done
by using three different methods. The aforementioned solution is such that the field lines of the electric
and magnetic fields obtained are Hopf circles, that is, circles obtained using Hopf’s fibration. Although
the solution exhibited is a particular one, the presented methods allow to generate an infinity of null
electromagnetic fields. One of this methods is related to minimal surfaces and may provide a relation
between the geometry of a minimal surface and the null electromagnetic fields attached to it.

Palavras-chave: Campos eletromagnéticos nulos, Fibracao de Hopf, Curvas integrais, Riemann-
Silberstein, Congruéncia de geodésicas nulas shear-free, Superficies minimas.
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Introducao

O objetivo desse trabalho é explorar métodos para construir campos eletromagnéticos nulos. Um
campo eletromagnético é um par de campos E e B que satisfazem as equacoes de Maxwell. Dizemos
que um campos eletromagnético é nulo quando E e B sao ortogonais e tém a mesma norma ponto a
ponto. Formas de construir campos com essas propriedades sao conhecidas, pelo menos, desde 1915,
com o estudo de H. Bateman [2]. No entanto, o interesse nesse tipo de solugdo vem crescendo desde a
publicacdo do artigo de Ranada [11] em 1989, no qual é introduzida uma solugao especial que tem uma
ligagao com a fibragao de Hopf.

Mais recentemente, o estudo dessas solugoes tem sido visto por, por exemplo, Bialynicki-Birula [3],
Irvine [6], Trueba [1] e Kedia [8].

A solugao exibida por Rafiada em 1989 tem sido reconhecida pelo nome hopfion. Além de construir essa
solugao, procuramos entender os mecanismos utilizados para construir essa e outras solugoes. Verificamos
as propriedades da solugao hopfion utilizando o método introduzido por Bateman, com os dados utilizados
para obter essa solucao particular por Bialynicki-Birula [3].

Em uma publicagao recente de Kedia [8], pode-se estabelecer uma conexao entre congruéncias geodésicas
nulas shear-free e campos eletromagnéticos nulos. Observamos que essas ideias, juntamente com as ideias
de Robinson [12], podem ser uteis a fim de relacionar a construgao de campos eletromagnéticos com
superficies minimas.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No capitulo 1, fixamos algumas notagoes, identidades
e conceitos uteis para permitir uma leitura independente dos demais capitulos.

No capitulo 2, apresentamos as equacoes de Maxwell e as reformulamos em termos do vetor de
Riemann-Silberstein a ser definido. Além disso, mostramos algumas propriedades importantes de campos
eletromagnéticos nulos.

No capitulo 3, exibimos a fibracao de Hopf a fim de podermos comparar as fibras obtidas com as
linhas de campo dos campos a serem obtidos.

No capitulo 4, utilizamos as ideias de Bateman para construir campos eletromagnéticos nulos, mos-
trando que, de fato, os campos obtidos satisfazem essa propriedade. Mostramos que, a partir de uma
solugao particular utilizando esse método, podemos construir uma familia de campos eletromagnéticos
nulos. Em seguida, apresentamos dois exemplos, calculando as expressoes de seus respectivos vetores de
Riemann-Silberstein explicitamente.



No capitulo 5, usando as ideias de Robinson a respeito da relagao entre as congruéncias de geodésicas
nulas shear-free, motivamos a construgao de campos eletromagnéticos nulos relacionando-os com a para-
metrizacdo de uma superficie minima.



Capitulo 1

Preliminares

O propdsito deste capitulo é proporcionar uma leitura independente de outras fontes para o resto
do documento. Cabe mencionar que este capitulo nao tem cardter didatico e nem pretende explorar
profundamente os assuntos tratados, mas deve preencher eventuais lacunas ou saltos nos argumentos
utilizados nas outras segoes do texto.

Notacoes e identidades tteis

Notacoes:

0
e Seja f é uma funcdo da varidvel x. A derivada de f com respeito a x denota-se por 6—f, por O, f e
x
por fo.

e Seja F um campo de vetores de R3. A expressdo V x F' denota o rotacional de F e a expressdo
V - F denota o divergente de F'.

e Seja f uma funcao real diferencidvel de x, y e z. A expressdo Vf denota o gradiente de f.

Identidades:
Admita que F e G sdo campos de vetores em R3 e f e g sdo funcdes reais diferencidveis.

. V(fg) = fVg+gVf

VX (F+G)=VXxF+VxG



V- (F+@Q)=V-F+V-G

LV XVf=0

.V (VXxF)=0

V- (FxG)=G-VXxF-F-VxG

VX(f-F)=f-(VxA)+(Vf)xB

O espago de Minkowski

Considere R* e sejam v = (vy,v,v3,v4) € w = (w1, ws, w3, wy) elementos de R*. Admita que R*
esteja munido da métrica Lorentziana (-, -)y,, conforme segue:

(v, W), = Viwy + Vawg + VW3 — VaWy (1.1)

Definicao 1.1. (R4, (- ~>]L) ¢ denominado espaco de Minkowski e denotado por M*.

Superficies, primeira e segunda forma quadratica

No capitulo 5 vamos relacionar os campos eletromagnéticos nulos com as chamadas superficies minimas.
Nesta secao, vamos relembrar a definicao de superficies minimas e apresentar uma construcao cldssica
destas superficies a partir de funcoes holomorfas. Nesse sentido, precisamos estabelecer alguns conceitos
a respeito de superficies para definir o que é uma superficie minima.

Definicao 1.2. Uma superficie parametrizada reqular é uma aplicacio X : U C R? = R3, em que U é
aberto, tal que X € diferencidvel e a diferencial de X, dX € injetiva para qualquer ponto de U. Dizemos
que X € uma parametrizagao.

E comum identificar tanto a parametrizagdo X quanto sua imagem, S = X (U), pela palavra superficie
de modo que o contexto permite diferenciar os usos. Com essa defini¢ao, para cada ponto p € U, pode-
se associar um plano tangente & superficie X no ponto X (p). Sabendo-se que dX,, é injetiva, pode-se
concluir que, se X é uma funcdo de u e v, e p = (ug, vg), as curvas coordenadas X (ug,v) e X (u,vg) tém
vetores tangentes linearmente independentes. Dessa forma, o plano tangente a X em p, de dimensao 2 e
denotado por T, X, é um espago vetorial gerado pelos vetores tangentes as curvas coordenadas de X em
p, Xy e X,.

Assim, pode-se definir a aplicagao a seguir:

Definigao 1.3. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular e p € U, com U aberto. A
aplicagao
I, : T,X - R

v = (v, v) (12)



€ denominada primeira forma quadrdtica de X em p.

Uma vez que v € T, X e que X,, e X, formam uma base para T, X, podemos escrever:

Ip(v) = I (aXy(p) + X,y (p)) 3
= a2<Xu’Xu>(p) + 2ab<Xu,Xv>(p) + b2<Xv7Xv>(p) '

Assim, obtemos as funcoes:

gll(u7v) = <Xquu>(u’v)
gn(U,U) = ng(u’U) = <XU7XU>(U7U) (14)
g22(u,v) = (Xp, Xo)(u,v)

Isto é, a cada parametrizagdo X, podemos associar as funcoes g¢;;, 4, € {1,2} da maneira acima.
Essas fungoes sao denominadas coeficientes da primeira forma quadrdtica de X.

Dizemos que um vetor N de R é normal a uma superficie em um ponto ¢ = X (p) se N for ortogonal
a T, X. Dessa forma, podemos definir na vizinhanga de um ponto ¢ de X, um campo de vetores unitarios
normais a superficie X nessa vizinhanca.

Definicao 1.4. Seja U C R? um aberto no qual estd definida a parametrizacio de wm superficie reqular
X. A aplicagdo a sequir é denominada aplicagdo normal de Gauss:

N:UcCR? > R?
Xu X X, (1.5)

(u,v) — 7|Xu X

Com essa defini¢ao, vamos definir outra forma quadratica associada a superficie parametrizada X.

Definigao 1.5. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular, p = (ug,vo) € U, U
aberto, N é a aplicagao normal de Gauss e v(t) = X (u(t),v(t)) uma curva tal que v (to) =v e y(to) = p.
A aplicagao
II,:T,X >R
v (7" (to), N(p))
€ denominada sequnda forma quadrdtica de X em p.

(1.6)

Pode-se verificar que o valor da segunda forma quadratica nao depende da curva -« escolhida na
defini¢ao, conforme mostraremos a seguir.

Considere a curva 7(t) nas condi¢ées da definicao acima. v € T, X e, portanto, v = aX,(p) + bX,(p).
Assim, tem-se que:

+v )
1) X (u,)(t) + (0 (£))? X (1w, v) () + 20 ()0 (t) Xy (u, ) (1) (1.7)



Calculando-se a segunda forma quadritica com relacao a v e observando-se que (X, N) = (X, N) =
0, tem-se que:

I1,(v) =(v"(t0), N(p))

! . (1.8)
=a <qu7 N> (p) + 2ab<Xuv> N> (p) + b <XU’U7 N>(p)

Observe que a segunda forma quadratica nao depende da curva escolhida, apenas de p e do elemento
de T, X escolhido. Assim, obtemos as funcoes:

e1(u,v) = (Xyu, N
e12(u,v) = ea1(u, v) = (Xyo, N)(u,v) (1.9)
Xow, N

eaa(u,v) =

Essas fungoes sao denominadas coeficientes da sequnda forma quadrdtica de X com aplicacao normal
de Gauss N.

Nessas condigoes, pode-se definir:

Definicao 1.6. Seja X wma parametrizacao de uma superficie reqular com aplicacao de Gauss N. Di-
zemos que parametrizacao X € isotérmica quando se tem g11 = goo € g12 = 0.

Definicao 1.7. Seja X wma parametrizacao de uma superficie reqular com aplicacao de Gauss N. Di-
zemos que a fungdo H, dada abaizo, em (u,v) € a curvatura média de X em p = (u,v).

_ lerigee — 2e12g12 + 22922
H(u,v) == 5

2 911922 — 912
Definicao 1.8. Uma superficie parametrizada para a qual a curvatura média é zero em todo ponto é
denominada superficie minima.

A representacao de Weierstrass

Sejam f uma funcao analitica e g uma funcao meromorfa, ambas de uma mesma varidvel complexa w
e definidas num aberto U C C simplesmente conexo. Admita, ainda, que f-g? seja uma funcio holomorfa.
Assim, pode-se definir a funcdo ® de U em C3 conforme segue:

0 = (@1,00.8) = (S0- ) - L ). 10) (110

Observe que ¢ é tal que ¢ - & = 0.

Nesse contexto, considere a aplicagao abaixo:

Y (w) = (Re (/éldw> ,Re </<I>2dw) ,Re (/ <I>3dw>) (1.11)



A aplicacdo Y fornece uma parametrizagao isotérmica local de uma superficie minima, em que u e v
sao os parametros tais que w = u + iv. Levando em consideracao a discussao acima, segue a definigao:

Definicao 1.9. Dizemos que a superficie minima parametrizada por Y tem uma representacao de Wei-
erstrass, em que os dados de Weierstrass sdo f e g.

Convém mencionar que a fungao g representa a aplicagao de Gauss da superficie obtida, a menos de
projecao estereografica. Para maiores detalhes, veja [10].



Capitulo 2

As Equacoes de Maxwell

Neste capitulo, vamos considerar as equacoes de Maxwell e formulé-las com respeito a um vetor em C3
denominado vetor de Riemann-Silberstein. A partir dai, definiremos o conceito de campo eletromagnético
nulo e faremos um breve estudo da evolugcao temporal das linhas de campo de campos eletromagnéticos
nulos. As equagoes de Maxwell regem o comportamento dos campos eletromagnéticos. Neste trabalho,
estamos interessados em construir solugoes para essas equagcoes no espaco livre, isto é, no vacuo e livre
de cargas ou correntes. Nesse contexto, classicamente, as equagoes de Maxwell sdo conhecidas na forma
a seguir:

V-E=0
V-B=0
vxp=_ 0B (2.1)
ot
oF
V><B_a

Observacao 2.1. Na forma em que estao apresentadas, as unidades utilizadas sao tais que as constantes
normalmente empregadas nas equagoes sao todas iguais a 1. Isto foi feito a fim de simplificar os célculos.

Assim, quando a expressdo campo eletromagnético é empregada, pode-se admitir que tem-se dois
campos de vetores, F e B, satisfazendo (2.1).

Com o objetivo de estudar a solugéo do tipo hopfion (ou solugdo hopfiénica), nome dado a uma solugao
particular de (2.1) estudada & frente, devemos revisitar as equagoes de Maxwell, em particular, conside-
raremos campos eletromagnéticos nulos, isto é, campos eletromagnéticos que obedecem as condigoes a
seguir.

Definicao 2.1. Dizemos que os campos de vetores E e B, correspondentes a um campo elétrico e um
campo magnético, respectivamente, formam um campo eletromagnético nulo quando satisfazem:

(2.2)

EF-E=B-B
E-B=0

10



Motivando-se pela definigdo acima, pode-se obter uma reformulagao para (2.1) levando em conta a
condic@o de nulidade. Seja i a unidade imagindria em C, isto é, i? = —1.

Definigao 2.2. Sejam E e B campos de vetores que formam um campo eletromagnético. O wvetor em
C3?, F = E +iB ¢ denominado vetor de Riemann-Silberstein [8].

Utilizando-se a definigao 2.2, pode-se calcular F' - F' conforme segue:

F-F=(E+iB)-(E4+iB)=E-E—B-B+2E-B (2.3)

Dessa forma, a condigao de nulidade da equagao (2.2) equivale a F' - F' = 0, uma vez que:

FE-E=B-B

E.B—o (2.4)

E~E—B-B+2iE-B:0<:>{

Desta forma, sabendo-se que E e B satisfazem as equagoes de Maxwell, verifiquemos a seguinte
proposicao:

Proposicao 2.1. Em termos do vetor de Riemann-Silberstein, F, as equacoes de Mazwell sao equiva-

lentes a:
V-F=0
. (2.5)
V X F = ZFt

Prova: Admita que F satisfaca as equagoes (2.5) em um tempo t. Segue que:

V-F=0&V-(E+iB)=0
&V-E4iV-B=0

2.6
V-E=0 (2.6)
=
V-B=0
Por outro lado, tem-se que:
VXF:ZFt@VXE—‘rZVXB:(—Bt+ZEt)
0B
< O
B=—
V x 5t
|

Associado a cada campo eletromagnético, fica caracterizado o vetor de Poynting, cuja definigao é dada
a seguir.

Definicao 2.3. Sejam E e B campos de R? elétrico e magnético, respectivamente. O vetor S, dado por
ExB
S

= ————— ¢ denominado vetor de Poynting de FE ¢ B.
|E > Bl|

11



Definicao 2.4. Seja X um campo vetorial em U C R3. Dizemos que uma curva parametrizada~y : I — U
¢ uma curva integral de X se, para cada s € I, tem-se v'(s) = A(s)X(y(s)), em que A é uma fungao
diferencidvel de s.

Com a defini¢do acima, pode-se concluir que, para se obter a expressdo de uma curva integral dado
um campo X, deve-se resolver uma equagao diferencial, na qual a condicao inicial para se determinar
uma curva particular pode ser interpretada pelo ponto pelo qual ela passa.

Sabe-se que campos eletromagnéticos sao dependentes do tempo. Assim, é natural perguntar como
as curvas integrais de um dado campo eletromagnético evoluem ao longo do tempo. Assim, admita que
E e B determinem um campo eletromagnético e adote a seguinte notagao:

By = E(l’,y, th)

2.8
Bt = B(xaywzat) ( )

ExB
IEx B

técnicas, admita que a aplicagdo p — p + tS(p) é um difeomorfismo local. Com essa ressalva, mostrar-
se-a4 que as curvas integrais de E; e B, sao obtidas a partir das curvas integrais de FEy e By fazendo os
pontos da curva se deslocarem na diregdo de S. Assim, se vy é uma curva integral de Ey, com vp(s) =
(78 (5),78(5),75(s)), parametrizada por s, verificaremos que v, (s) = y0(s) + 7 - S(7¢(5),73(s), 73 (s),7)
é a parametrizacao de uma curva integral de E,, no tempo ¢t = 7. Para tanto, utiliza-se a férmula de
Leibniz para derivacao sob o sinal da integral no processo de mostrar que o fluxo dos campos F e B é
conservado [4]. E essencial observar que o resultado a seguir é valido somente se o campo eletromagnético
em questao for nulo.

Primeiramente, considere o wvetor de Poynting, dado por S = Para evitar complicagoes

Lema 1. Considere que E e B formam um campo eletromagnético nulo e que Xy seja uma superficie em
R3. Se a superficie ¥y se move ao longo do tempo sequndo o campo de velocidades dado pelo vetor de
Poynting, S, entdo o fluxo do campo elétrico e do campo magnético sobre ¥; € constante.

Demonstragao: Considere o campo eletromagnético nulo determinado pelos campos F e B. Determi-
nemos a variagao do fluxo de F através de uma superficie ; se movendo na diregao do vetor de Poynting,
S. De acordo com Flanders [4], a equagao do fluxo de E através de uma superficie mével por S é dada
por:

d

° E»dA:/ (V~E)S~dA—/ (SxE)~ds+/ 9E 1A (2.9)
dt Js, o 8%, s, Ot

Em que ds é o elemento comprimento de arco do bordo de ;. Pela definicao do vetor de Poynting,
tem-se que, em cada ponto, E, B e S s@o dois a dois ortogonais. Assim, do fato do campo eletromagnético
ser nulo, decorre que S x E = B. Fazendo uso das equacoes de Maxwell, V- E =0e V x B = F;, tem-se:

E
A paa= [ v.E)S. 24— (SxE)~ds+/ 9E 4a
dt Js, 5, %, n, Ot (2.10)

=0- B-ds+ V x B-dA
o) P
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Pelo Teorema de Stokes, pode-se concluir:

d
— E~dA:—/ B-ds—|—/ B.ds= (2.11)
dt Js, %, %,

Dai, tem-se que o campo S preserva fluxo. O resultado é analogo para o campo B. |

Proposicao 2.2. Considere que E e B formam um campo eletromagnético nulo. Se vy € uma curva

integral de E (B) no tempo t = 0, entao v-(s) = vo(s) + 7 - So(Y0(s)) € uma curva integral de E (B) no
tempot =T.

Demonstracao: Considere o campo FEj e seja v uma curva integral de Ey. Assim, tome um segmento
de reta pertencente ao espago ortogonal de vy(x,y, z) parametrizado por r sobre I = (—¢,¢). Por cada
ponto de r(I), considere a curva integral de Ey passando por esse ponto. Dessa forma, obtém-se uma
superficie Yo composta por curvas integrais do campo Fy. Admita que a superficie ¥y se mova ao longo
do vetor de Poynting, S, em cada ponto, isto é, a superficie ¥ é levada a uma superficie 3; segundo a
equacao X; = %o + tS. Observe a figura a seguir:

%\\Zt

)

)

/
///

//'

\
\

<

20

Figura 2.1: A superficie X9 é composta por curvas integrais de Ep, cada uma das quais passando por algum
ponto da reta r.

Uma vez que Ej é sempre tangente a superficie ¥y, o fluxo do campo Ej através da superficie Xy é 0.
Suponha, por absurdo, que o vetor do campo E; no ponto p de 7, obtido pelo transporte de vo(z,y, 2)
por S ndo seja tangente a superficie ¥;. Nesse caso, por uma questdo de continuidade, existiria uma
vizinhanga U de p sobre ¥; para a qual o campo F; nunca é tangente a 3;. Dessa forma, o fluxo de E;
por essa superficie U seria diferente de 0, o que é absurdo, pois o fluxo, pelo lema (1) é constante, e,

portanto deveria ser igual a 0. Com esse argumento, concluimos que o campo FE; é tangente a superficie
.

Repita o argumento anterior, escolhendo outro segmento de reta do espago ortogonal a vo(w,y, 2),
digamos, 7, obtendo uma superficie 3. Concluimos que o vetor F; também deve ser tangente a superficie
Y. Ora, se E; é tangente a > e X, entao E; deve ser paralelo a ;. |

Convém notar que este ultimo argumento é védlido uma vez que a aplicagdo p — p + tS(p) é um
difeomorfismo local.



Capitulo 3

A fibracao de Hopf

Em 1931, Heinz Hopf construiu uma aplicagao que ficou mais tarde conhecida como fibragao de Hopf,
que é uma maneira de projetar, de forma continua e sobrejetiva, S* em S2. Neste capitulo, apresentaremos
essa aplicacdo e mostraremos o fato de que a imagem inversa de cada ponto de S? por essa aplicacdo é uma
circunferéncia. De fato, a imagem inversa de dois pontos distintos de S? sdo circunferéncias disjuntas,
mas ligadas como elos de uma corrente. Tal fibragao é obtida a partir da aplicacao a seguir, identificando
S? com o conjunto {(zl, 2) € C?||z1* + | 2] = 1}, segundo a identificagao natural de R* com C?, isto
é, admitindo que z; = a + bi e 29 = ¢+ di, com a,b,¢,d € R, (a,b,¢,d) ~ (a+ bi,c+ di). Doravante,
pontos de R* sdo tratados como pontos de C? e vice-versa de acordo com o contexto e com a identificacio
dada.

Definicao 3.1. A aplicacdo h : S* — S? definida por
h(z1,22) = (2121 — 22 - 22,2 - Re (21 - Z3) , —2 - Im (21 - Z3)) (3.1)
¢ denominada fibragao de Hopf [9].
Precisamos, no entanto, mostrar que as propriedades de h, citadas acima, sao validas a fim de utiliza-

las no estudo da solugao hopfionica das equagoes de Maxwell. Para tanto, considere a agao de e’ sobre
(21, 22), 15, dada por:

e S® =83 (3.2)
(21,22) — (z1 €% 2o - eis) .
Observacgao 3.1. Verifica-se que a aplicacdo v, estd bem definida de S® em S?, conforme segue:
]2 = e .21‘2 + et 32’2
= [e" " a4 e 2o (3.3)
= |21)* + |22
=1

Isto é, (21, 22) € S3.
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Definigdo 3.2. Dizemos que uma circunferéncia parametrizada em R* tem base (z1,20) € S® quando
seu trago € a drbita de (z1,22) sob a agdo de €**.

Proposicao 3.1. As imagens inversas de cada ponto de S? por h sdo circunferéncias em S3.

Demonstragao: Admita que h(z1,22) = h (wy,ws). Segue que:

(2121 — 2272,2 - Re (21 - 72), —2 - Im (21 - 23)) = (w1 W01 — waW3,2 - Re (w1 - W3) , —2 - Im (w; - W3)) =

2121 — Z2Z2 = W1W]1 — Wal2 |21] = |wi] z21 = AMwy (3.4)
2121 + 2272 = w1W1 + wowz = 1 |z2| = |wa| 22 = Aawz '
Em que A1, Ay € C s@o unitarios. Ainda, vale o seguinte:
Re (z122) = Re (w1ws
( 1j) ( 1:) = 2122 = W1Wa3. (35)
Im (21%3) = Im (w3
De (3.4) e (3.5), tem-se que
/\1%&172 = Wi1W2 (3.6)
M =1

Como |A\i| = |Xo| = 1, sabe-se que A\; - A\; = 1 = \; - Ag, 0 que implica A\; = \o.

Reciprocamente, se (z1, z2) = (Awy, Aws), com |A| = 1, obtemos que :

h(z1,22) = h (Awy, Adws)
()\wlx\iwl — Mwodws, 2 - Re ()\wl /\7102) ,—2-Im ()\wl /\7102))
()\lem — Mwowz,2 - Re ()\le uTg) ,—2-Im ()\le Wg)) (3.7)

= (w1 W1 — weWz, 2 - Re (wy - wz) , —2 - Im (wq - w3))

h (whwz)

Uma vez que a imagem de (21, 22) pela aplicacdo 1, é uma circunferéncia de S®, pode-se concluir que
as imagens inversas de pontos de S? sdo circunferéncias de S3.

Cabe observar que as circunferéncias obtidas sdo, também, geodésicas (circulos maximos) de S3.
Para tanto, basta notar que, dado um ponto dessa circunferéncia, obtida pela acio de e, digamos,
(2159, 2p€%%0), existe um outro ponto dessa circunferéncia, nesse caso (z1e*(50+m) z,e#(50+7) tal que o
segmento de reta cujas extremidades sdo esses dois pontos passa pela origem de R?, que é o ponto médio
desse segmento. Basta lembrar que ™ = —1.

Ainda, esses circulos que sdo imagens inversas de pontos de S? tém uma configuracio especial: quais-
quer dois circulos distintos formam um nd topoldgico [9] similar & figura a seguir:
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Figura 3.1: Quaisquer dois circulos de Hopf formam um né.

a b c
1-d’1-d 1-
feréncias de S? em R3 também sdo circunferéncias com a mesma propriedade, dado que a projecio este-
reografica leva circulos em circulos (exceto por circulos que passam por (0,0,0,1)) e é um difeomorfismo.
Dessa forma, os circulos obtidos pela aplicacdo s podem ser visualizados em R3.

A projegao estereogrifica, dada por (a,b, ¢, d) — ( d>’ com d # 1, dessas circun-

Ainda, a colecdo desses circulos fornece uma fibracdo do R3, via projecio estereogrifica. Cada um
desses circulos estd contido em um toro de revolucdo em R? e, juntamente com outros circulos de Hopf,
fibram esse toro. A figura a seguir, devido a Niles Johnson [7], ilustra esse fato.

Figura 3.2: Os circulos de Hopf correspondentes a pontos de S? de mesma, colatitude séo circulos em um mesmo

toro.

Toros formados por essas colecoes de circulos estao aninhados em torno de um eixo, conforme ilustra
a figura a seguir [7].
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Figura 3.3: A imagem inversa da colecio de pontos de uma mesma colatitude em S? fibram os toros aos quais
pertencem.
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Capitulo 4

Construcao da solucao hopfionica

usando o método de Bateman e
Ranada

Em 1915, Bateman [2] obteve uma forma de construir campos eletromagnéticos nulos (ou autocon-
jugados, como eram conhecidos) fazendo uso de duas fungoes escalares complexas sob certas condigoes.
Neste capitulo, essas condicoes, chamadas condicoes de Bateman, serao exibidas e serd mostrado que o
método de Bateman, de fato, permite obter campos eletromagnéticos nulos. Em seguida, obteremos a
solugao tipo hopfion utilizando esse método e verificaremos que, de fato, as curvas integrais desse campo
sao circulos de Hopf. Ainda, verificaremos que existe uma maneira alternativa de construir a solucao do
tipo hopfion, obtida por Ranada em 1989.

4.1 Verificacao das condicoes de campo eletromagnético nulo
para a construcao de Bateman

Admita que o, 8 : U C R* — C, com U aberto, e que a e 3 sdo funcoes de z,y, z e t. Desta forma,
considerando que F' é o vetor de Riemann-Silberstein e que Vu(z,y, 2,t) := (vz,vy,v,) sempre que v é
uma fungao escalar de (z,y, z,t), pode-se escrever F' = Va x V3. Para que F' seja nulo, as condigbes de
Bateman [2] sao:

0(a, ) _ .0 f)
Ay, 2) O(z,t)
0(e.f) _ .0(a.f)
o)~ oy (1)
0(a, ) _ .0, f)
oz, y) 9(2,1)
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Pode-se, ainda, escrever F' = (F, Fy, F3) e tem-se que:

00, 5)

5= 30,2
90 p)

= 50 (4.2)
(0. 5)

5= o)

Pelas equacgoes em (4.1), obtém-se as condigoes de Bateman de maneira compacta [8], conforme segue:

O‘yﬁz - Oézﬁyv 0By — 0z Bz, azﬂy - O‘yﬂx)

i(fe — Brag) i (uBy — Bray) i (B — Bra))
= ioy (Be, By, Bz) — ift (Qw, ary, arz)
i (VB — BiVa)
=Vax Vp

F:(F13F27F3)
=
=

Da equagao (4.3), é importante observar que F' = Va x V=1 (VS — 8;Va).

Observagao 4.1. Pode-se verificar que (a, ) satisfazem as condigbes de Bateman se, e somente se,
(a, B) sao solugdes do seguinte sistema:

Va2 —a? =0
VB2 — B2 =0 (4.4)
<VOZ7 Vﬁ> — atﬁt =0

Para tanto, verifique que:

(ayﬁz - azﬁy)z = O‘zﬂg - Qayazﬁyﬂz + a?ﬂg
= (o +02)(By + B2) — (ayBy + a2 :)°

(4.5)
= (atQ - Ozi)(ﬂf - ﬂi) - (O‘tﬁt - O‘wﬂw)Q
= _(azﬁt - atﬁz)2
Desambiguando o sinal e extraindo a raiz complexa:
ay/Bz - azﬁy = _i(aa;/Bt - O‘t/Bx) (46)

Obtemos outras duas equagdes analogamente para obter Va x V3 = i(a, V5 — 8 Va).

A seguir verifica-se que se (4.1) é satisfeita, entdo F' satisfaz a condigao de campo nulo, (2.2).
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Proposigao 4.1. Se a e 3 sdo fungdes de x,y,z et tais que o, : R* = C e as condi¢des (4.1) sdo
satisfeitas, entdo F' = Va x VS € um campo nulo.

Demonstragao: Admitindo que F' = Va x Vf, com (a, ) nas condigdes de Bateman, e escrevendo
F = (F1, Fy, F3), pode-se calcular F - F como segue:

C0a.p) . o f)
Fi-B T T Ay, 2) 9
o) . dwp)

B =50 o B
d(a.8) . O, B)

B =5y 0

- azﬁy) : (awﬁt - atﬁax) (47)
azﬁz - azﬂz) : (ayﬁt - atﬁy) =
- azﬂy - ayﬂz) : (O‘zﬂt - Oétﬂz)

i
e
|
|
~.
Q
<
sy
N

Daf, conclui-se que F - F = F2 + Fj + F§ = 0.
[ |

Ainda, pode-se verificar que o campo obtido é um campo eletromagnético, isto é, F' obedece as
equacgoes de Maxwell.

Proposigao 4.2. Se ' =Vax Vf, em que o e 3 satisfazem as condi¢oes de Bateman, entdo I satisfaz
as equacoes de Mazxwell.

Demonstragao:
e V- F=0
V- F=V-(VaxVp)=(Vx((Va))-V8—-Va-(V x(Vp)) (4.8)
Uma vez que, para qualquer funcao f, V x Vf =0, segue que V- F = 0.
o VX F =il

Utilizando-se a formulacao compacta das condigoes de Bateman, tem-se:

Vx F=Vx(VaxVp)
=V x (i- (VB - B;Va))
=i (- VX (VB)+ (Vay) X (VB) — B -V x (Va) — (V) x (Va))
=i ((Vaz) x (VB) = (VB) x (Vo))
=i+ ((Vay) x (VB) + (Va) x (VS))
—iF,

(4.9)
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Conclui-se que o campo F' construido satisfaz as equacoes de Maxwell. |

Ainda, a cada par («, 3) estd associada uma familia de campos eletromagnéticos nulos [8]. A saber,
sejam « e J funcoes complexas escalares de x, y, z e t satisfazendo as condi¢oes de Bateman e considerando
que f e g sejam fungdes holomorfas de a e 3, tem-se que Vf(a, ) x Vg(a, ) determina um campo
eletromagnético nulo.

Proposigcao 4.3. Se a e B sdo funcdes complexas escalares de x,y,z e t satisfazendo as condigoes de
Bateman e f,g sao fungées holomorfas de o e B, entao V f(a, 8) x Vg(a, 8) = i(f:Vg — :V f).

Demonstragao: O resultado segue de cédlculo direto, a saber:

i(fiVg—aVf)=

i[(facu + f58:)Vg — (gacw + g551)V ]

i[(facr + f5Be)(9a Ve + gsVB) — (gacu + gsBe)(fa Ve + f5V )]

i[fagactVa+ fagsas VB + fsgaBiVa + fs956:V 3

—fagatVa — fagsarV B — f3gaBtVa — fzgs6:V ]

=i [(fags — [890)0tVB = (fagp — [390)B:V ] (4.10)
=i(fags — f59a) (VB — B Va)

=(fa9s — f39a)Va x V3

=faggVa x VB + f39.VB X Va

=(faVa+ f3VB) x (gaVa + gV )

=V f xVyg
|
Em seguida, nota-se, de (4.10), que pode-se reformular o campo V f x Vg como segue:
VfxVg=h(a,p)Vax Vf, com (4.11)
h:= fags — f89a
Observe, ainda, que a tnica exigéncia sobre f e g é que sejam holomorfas.
4.2 Exemplos de solugoes via Bateman [8, 3]
4.2.1 A solucgao do tipo onda plana
Considere as seguintes identidades:
a=z-—1
=z +1
P=ctiy (4.12)
f — eza
g=>

O campo eletromagnético na forma do vetor de Riemann-Silberstein obtido por Vf x Vg, dado em
termos de z,y, z e t a seguir, é uma solucao do tipo onda plana.
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F = (ei(z—t),i . ei(z—iﬁ)7 0)

. o (4.13)
= (cos(z — t), —sin(z — t),0) + i(sin(z — t), cos(z — t),0)
4.2.2 A solugao tipo hopfion
Considere as seguintes identidades:
a=x—1y
b=t—i—=z
d= (22 +y*+2%) — (t —i)?
_ 4
T (4.14)
a
=5
1
1=
g=1>5

O campo eletromagnético na forma do vetor de Riemann-Silberstein obtido por Vf x Vg, dado em
termos de a,b,d,« e 8 a seguir, é uma solugdo do tipo hopfion. Primeiramente, tem-se, por (4.11), que
h(a, B) = —%. Assim, conclui-se, por Irvine que:

F=VfxVg=hVaxVp
2 (4.15)
=20 —- (b* — a®, —i(a® + b?), 2ab)

Desta forma, em termos de x,y, z e t, I é dada por:

2 2(—t+i+z)(iy— )

(gc—z'y)2—(t—i—z)237i (iz+y)° —(t—i—2) 5 i
(x2—|—y2+22—(t—i)2> (m2+y2+z2—(t—i)2) (x2+y2+22—(t—i)2>

Admita que Fy(z,y,2) := F(x,y,2,t). Assim, em ¢t = 0, separa-se a parte real e a parte imagindria
do vetor F de forma a obter:

Fy=FEy+iBy =

Re F 4 (zy + 2) 2(z? —y?+22-1) 4(—yz+x)
0o=1— ) )
(@242 +224+1)° @242 +22+1)° (@2 +y2 +22+1)° (4.16)
L o — 72(3:2—;(/2—224—1) B 4 (zy — 2) B 4(zz+y)
0 (@242 +22+1)° 7 (@242 +22+1)°% @242 +22+1)°
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Conhecendo-se F' pode-se calcular S, o campo dos vetores de Poynting, como segue:

Re(F) x Im(F)

S:
|Re(F) x Im(F)]
_ 2tx + 2z — 2y 2ty + 2yz + 2x 242tz — 22 —y?+22+1
S\ 242422+ 2422417 2422422492 +224+1 242422492 +22+1
(4.17)

Com a expressao de Ey, By e Sy, pode-se verificar que as curvas integrais desses trés campos sao
circulos de Hopf em R3. Essa verificacdo é feita a seguir, logo apés algumas consideracoes necessarias.

. . 2 2 o
Sejam z1, zo € C tais que |z1|” + |z2|” = 1, isto é, se

z1=a+ bi
{ ! ., com a,b,c,d € R.
zog =c+di

tem-se que a? + b% 4+ ¢ + d? = 1 e conclui-se que (a,b,c,d) € S?. Identificam-se, em seguida, R* com
C? de maneira natural, isto é, (a,b,c,d) ~ (a + bi,c+ di). Doravante, pontos de R* sdo tratados como
pontos de C? e vice-versa de acordo com o contexto e com a identificacio dada.

Proposicao 4.4. As curvas integrais dos campos FEy, By e Sy sao circulos de Hopf. Ainda, a menos de
translacao, as linhas de campo de S sao idénticas para todo t.

Demonstragao: Para que as curvas integrais coincidam, de fato, com os circulos de Hopf projetados
em R3, sdo utilizadas projecoes estereograficas compostas com reflexdes adequadas, conforme seguem:

(o)
wE(x,y,z,w) =

l—w l—w'l—w

z x y
ﬂ-B(I’y’Z’w):<1—w’1—w’1—w) (418)

()
WS(xayaZ7w) =

l—w'l—w'l—w

A seguir, obtém-se uma circunferéncia v de S®, parametrizada por s, com base em (21,22). Em
seguida, calcula-se a diferencial da projegao estereogréfica de S* — (0,0,0,1) em R? aplicada em um dado
ponto p de v na direcdo de v/ (p). Admita que 23 = a + bi, 22 = ¢+ di, (21,22) € S® e a,b,c,d € R. A
figura a seguir fornece uma ilustracdo dos objetos utilizados.

Uma parametrizacao de v é dada por:
v(s) = (a - cos(s) — b-sin(s),a-sin(s) + b - cos(s),c- cos(s) —d - sin(s),c-sin(s) +d - cos(s))  (4.19)
Assim, tem-se que 7/(s) é dada por:

7' (s) = (—a - sin(s) — b cos(s),a - cos(s) — b -sin(s), —c - sin(s) — d - cos(s),c- cos(s) — d - sin(s)) (4.20)

e Verificagao das curvas integrais de 5.
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S* ~

7'(s0)

d’iTSp

RS

dmp(7'(50))

Figura 4.1: Devemos verificar que a projecéo de circulos de Hopf com uma dada parametrizacio de S* em R3
coincide com as curvas integrais dos campos.

Utiliza-se a projegao estereografica referente a S, dada acima por mg. A seguir, tem-se a matriz
jacobiana de mg:

1
o 0 wor
0 5 0 Ty (4.21)
0 0 = Tor
Sabendo-se que a expressao do campo Sy é dada por:
2rz — 2 2 2 —2? -2+ 22+ 1
So= (- 2¥Ezy o fyEddw 0 v oyt (4.22)
24yt 42241 2?4yt 22+ 4y 42241

Resolve-se a equagao abaixo para A, admitindo que p := 7(s):
dmsy (7'(s)) = A+ So (ms(p))
r —(bcos(s) + asin(s) — ac — bd) 7
(1= esin(s) — dcos(s))?
_ (bsin(s) — acos(s) + ad — bc) .5 < acos(s) — bsin(s) asin(s) + bcos(s) ccos(s) — dsin(s) >
(1- csin(s) - dcosgs))2 o\1- csin(s) —dcos(s)’ 1 — csin(s) — dcos(s)’ 1 — csin(s) — d cos(s)
(dcos(s) + esin(s) — ¢* — d?)
(1 — esin(s) — d cos(s))?

I —(bcos(s) + asin(s) — ac — bd) ] _ 2bcos(s) + 2asin(s) — 2ac — 2bd
1 — esin(s) — dcos(s))? 1 — esin(s) — d cos(s))?
B (b(sin(s) - Slc)os(e) + Eml))— be) | N —Qads- 2bc + 2((1, 2305(8) —(QZZLin(s)
1 — esin(s) — dcos(s))? B 1 — csin(s) — dcos(s))?
R Eos(s) + tgsi)n(s) - cg l)d2) _2d COS(S)(+ 2¢ sin(g))+ a? + bg )7) A —d>-1
(1 — csin(s) — dcos(s))® (1 — ¢sin(s) — dcos(s))?
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Como (21,29) € U, tem-se que a? +b? +c?+d? =1 e, logo, a®? + b — 1 = —c? — d%. Dali, segue que:

—(bcos(s) + asin(s) — ac — bd) 9 beos(s) + asin(s) — ac — bd

(1 — esin(s) — d cos(s))? (1 — esin(s) — dcos(s))?
_ (bsin(s) —acos(s) +ad —bc) | NS —ad + bc + acos(s) — bsin(s)
: 2 = - 2 =
(1- csm(s) - dcosgs)) (1- csm(:e) — dcos(s))
_ (dcos(s) + esin(s) — ¢ = d?) 5. dcos(s) + csin(s) — ¢ — d?
(1 — esin(s) — d cos(s))? (1 — esin(s) — d cos(s))?
1
)\ = —5

Conclui-se que as linhas integrais do campo Sy sao circulos de Hopf em R3.

Ainda, utilizando a defini¢do do vetor de Poynting e a construgéo dos campos E e B acima, obtém-se
a expressao do campo S para cada t a seguir:

S—<— 2tx 4+ 2xz — 2y B 2ty + 2yz + 2x _t2+2tz—x2—y2+z2+1)
242z a2+y2 42241 242242242 2241 2422z + a2+ y 42241
B 20 (z+1)— 2y 2y (2 +t)+2x (z+1)2—22—y2+1
B <_(z+t)2+a:2+y2+1’_(z+t)2+x2+y2+1’_(z+t)2+x2+y2+1>

(4.23)

Observe que, para t = 7, a configuracao das linhas de campo de S, coincide com Sy por uma
translagao z — z — 7 e, assim, a verificacao que as linhas campos coincidem com circulos de Hopf
permanece a mesma ja feita.

Verificagao das curvas integrais de FEj.
Utiliza-se a projecao estereografica referente a F, dada acima por mg. A seguir, tem-se a matriz
jacobiana de 7g:

1
0 1—w 0 (1—w)?
0 0 = Ghe (4.24)
1—w 0 0 (1jvu))2

Sabendo-se que a expressdo do campo Fy é dada em (4.31) por:

5 4 (zy + 2) 2(2? =y + 22— 1) 4 (—yz + ) (4.25)
o=\ ) ) .
(22 + 12+ 22+1)% @242 +2241)° (@2 +y2+22+1)°
Para evitar cdlculos desnecessarios, note que o termo k = (mQ +y? 422+ 1) 2 se repete em todas as
componentes de Ey. Uma vez que apenas a dire¢ao de Ej interessa, esse termo serd desconsiderado
nas equagoes a seguir (pode-se pensar que esse termo estd incorporado no valor A que compoe a
equacao seguinte). Assim, considere Ey := % Resolve-se a equacao abaixo para A, admitindo que
pi=(s):
drg, (v/(s) = A+ Eq (1E(p))
[ acos(s)—bsin(s) —ad+bc 7
(1 —esin(s) — dcos(s)2)2

_dcos(s) +esin(s) —c® — Z | 5. B acos(s) — bsin(s) asin(s) + bcos(s) ccos(s) — dsin(s)

(1 — esin(s) — dcos(s))? B O\ 1= csin(s) — dcos(s)’ 1 — esin(s) — dcos(s)’ 1 — esin(s) — dcos(s)
_bcos(s) +asin(s) —ac—bd

(1 — esin(s) — dcos(s))?

[ acos(s)—bsin(s) —ad+bc 4bsin (s) — 4acos (s) + 4ad — 4be
(1 —ecsin(s) — dcos(s)f (1 —c-sin(s) — d - cos(s))?
_dcos(s) +esin(s) —cF —d® | \ 4esin (s) + 4d cos (s) + 2a® + 2b% — 2¢% — 2d% — 2
(1 — esin(s) — dcos(s))? B (1 —c-sin(s) — d - cos(s))?
_beos(s) +asin(s) —ac—bd 4bcos (s) + 4asin (s) — 4ac — 4bd
(1 — csin(s) — dcos(s))® | (1—c-sin(s) — d - cos(s))?

25



Como (21,29) € U, tem-se que a? +b? +c?+d? =1 e, logo, a®? + b — 1 = —c? — d%. Dali, segue que:

acos(s) —bsin(s) — ad + be 4. bsin (s) — acos (s) + ad — be
(1= csin(s) — dcos(s)z)2 (I—c-sin(s) —d- cos(s))?
_dcos(s) +esin(s) —c? — Z | 4. csin (s) +dcos (s) — 2 — d?
(1 — csin(s) — dcos(s))? a (1—c-sin(s) — d - cos(s))?
_beos(s) +asin(s) —ac—bd _bceos (s) + asin (s) —ac—
(1 — esin(s) — dcos(s))? (1—c-sin(s) — d - cos(s))?
1
A==
4

Conclui-se que as linhas integrais do campo Ey sdo circulos de Hopf em R3.

e Verificagao das curvas integrais de Bj.
Utiliza-se a projecgao estereograifica referente a B, dada acima por mg. A seguir, tem-se a matriz
jacobiana de mg:

(1) 0 1—w (17Zw)2
& 00 oy (4.26)
0 = 0 (17yw)2

Sabendo-se que a expressdo do campo By é dada em (4.31) por:

22—y -2 +1 Ty — 2 rz+ Yy
Bo=\=2 = R S S R S 3 (4.27)
(@2 +y2+22+1) (@2 +y2+2241) (@2 +y?2+2241)

Para evitar cdlculos desnecessarios, note que o termo k = (m2 +y2 422+ 1) 2 se repete em todas as

componentes de By. Uma vez que apenas a diregao de By interessa, esse termo serd desconsiderado

nas equagoes a seguir (pode-se pensar que esse termo estd incorporado no valor A que compoe a

equacao seguinte). Assim, considere By = %. Resolve-se a equacao abaixo para A\, admitindo que

p:=7(s):
drp, (Y(s)) = A~ B (r5(p))

[ dcos(s)+csin(s) —c? —d?
- (1 — ¢-sin(s) — d - sin(s))?
_beos(s) +asin(s) —ac—bd _\-B < acos(s) — bsin(s) asin(s) + bcos(s) ccos(s) — dsin(s) >

(1 — c-sin(s) — d - sin(s))’ O\ 1= csin(s) — dcos(s)’ 1 — esin(s) — dcos(s)’ 1 — esin(s) — d cos(s)
bsin (s) — acos (s) + ad — be

(1—c-sin(s) — d - sin(s))?

[ dcos(s) +esin(s) — 2 —d? 7 4esin (s) + 4d cos (s) 4+ 2a® + 2b% — 2c2 — 2d% — 2
(1—c-sin(s) — d - sin(s))? (1—c-sin(s) — d - cos(s))?
_beos(s) +asin(s) —ac—bd | N 4b cos (s) + 4asin (s) — dac — 4bd
(1—c-sin(s) — d - sin(s))® - (1—c-sin(s) — d - cos(s))?
_bsin(s) —acos(s) +ad —be 4bsin (s) — 4acos (s) + 4ad — 4be
(1 —c-sin(s) — d - sin(s))® | (1 —c-sin(s) — d - cos(s))?
Como (z1,29) € U, tem-se que a® +b? +c? +d? = 1 e, logo, a® +b*> — 1 = —c? — d?. Dali, segue que:
_dcos(s) +esin(s) — 2 —d? " csin (s) + dcos (s) — ¢ — d?
(1—c-sin(s) — d - sin(s))? (1—c-sin(s) — d - cos(s))?
_beos(s)+asin(s) —ac—bd | bceos (s) + asin (s) —ac — bd
(1 —c-sin(s) — d - sin(s))? - (1 —c-sin(s) — d - cos(s))?
_ bsin(s) —acos(s) +ad - be 4. bsin (s) — acos (s) + ad — be
(1—c-sin(s) — d-sin(s))? (1 —c-sin(s) — d - cos(s))?
N
T4

Conclui-se que as linhas integrais do campo By sdo circulos de Hopf em R3.
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|
Observagao 4.2. Pela proposigao (2.2), as curvas integrais evoluem ao longo de um tempo ¢ na diregao
de S, que é unitario, deslocando-se com respeito a tS, isto é, as curvas integrais estdao em um toro de
espessura 2t. Observe a evolugao temporal de um circulo na figura abaixo.

Figura 4.2: O circulo no interior da regido limitada pelo toro é uma curva integral cuja evolugao esta contida
no toro.

4.3 Construcao de Ranada para a solugao tipo hopfion

A seguir é exibida a construgao feita por Rafiada em 1989 [11] para obter tais campos.

Considere, em R*, as aplicacdes:

(Az +ty) +i(Az +t(A—1)

@yt = G A T IAA— 1) —t2) o)
(Az+t(A—-1)) +i(tx — Ay)

Y5 = ) T i (AA =1 — i)

Considerando-se que A := % (2% 4+ y? + 22 — 12 + 1), obtém-se os campos E e B como seguem:
1 VpxVy
Am (L) (420
1 V{xV(¢ '

4ri (1+CZ)2

Pode-se obter as expressoes explicitas dos campos em termos de x,y,z e t substituindo a equacao
(4.28) na equacao (4.29) dos campos. Ainda, observe que os campos dados em (4.29) tém um escalar
4%”.. Esse escalar sera ignorado para o fim de determinar as curvas integrais por simplicidade. No
tempo t = 0, a expressao dos campos ¢é consideravelmente mais simples e sao essas expressoes que serao,

majoritariamente, utilizadas daqui em diante. Para tanto, considere a seguinte notagao:

E; := E(z,y, 2,t)

4.30
By = B(xayazat) ( )
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De acordo com essa notagao, pode-se escrever:

By — 16(ey+2)  8(*—y*+22-1)  16(-yz+a)
@241 @242+ 1) (@R 24 1)] (4.31)
B — 78-(x2—y2—z2—|—1) 16 (zy—2) _ 16-(zz+y) .
0 (22 +y2+22+1)°% " (@242 +2241)° (@242 +22+1)°

Observe que a expressao dos campos no tempo t = 0 coincide com a expressdo obtida no caso de
Bateman, a menos de um escalar. Por esse motivo, tem-se que o vetor de Poynting é o mesmo que o
obtido no capitulo anterior (lembre-se que a defini¢ao utilizada d4 o vetor de Poynting normalizado).
Dessa forma, uma vez que foi demonstrada a proposicao (2.2), que diz que as curvas integrais evoluem na
direcao de Sy, fica determinado o campo em todo tempo ¢. Conclui-se, portanto, que os campos obtidos
em (4.31) sdo campos eletromagnéticos nulos, uma vez que os obtidos pelo método de Bateman o séo.

Alternativamente, pode-se verificar explicitamente a condi¢do de campo nulo:

128 (—(zy +2)(2° —y* =22 + D)+ (2° —y” +2° = D)(ay — 2) + 2(~yz + ) (22 + )

<EvB> = 6
(2 + 92+ 224+ 1)
128 - (0)
(22 +y2 + 22 + 1)6
=0
(4.32)
Além disso, tem-se que:
(E,E) 162 (zy+2)° + 8% (22 —y? + 22 — 1)* + 162 - (—yz + z)°
(B, B) 82. (a2 —y2 — 22 4+1)° +162- (zy — 2)° + 162 - (xz +y)°
4 (ay+ ) (@ P2 - 1)’ 44 (—yz+ ) (4.33)
(22 =12 =22+ 1) +4- (azy—2)> +4- (z2+7y)*
=1
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Capitulo 5

Construcao alternativa: superficies
minimas e os hopfions

Neste capitulo, vamos apresentar um método para construir campos eletromagnéticos nulos utili-
zando superficies minimas. Lembramos que o vetor de Riemann-Silberstein, F, é nulo para campos
eletromagnéticos nulos. Por outro lado, na representacao de Weierstrass, o integrando ¢ é, para cada
w, um vetor nulo. Essa simples observagao nos leva a pensar em um método para relacionar os campos
eletromagnéticos nulos e as superficies minimas.

Uma vez que F : U C M* = C3 e ® : Q — C? estd definida de uma aberto de M* em C3, ndo é
evidente como relacionar essas duas aplicacoes. Para relacionar F' e ® precisamos de alguma aplicagao
definida em um aberto U C M* e com valores em C.

Uma tal aplicacdo surge em decorréncia do teorema de Robinson [12]. Esse teorema relaciona campos
eletromagnéticos nulos com congruéncias de geodésicas nulas shear-free em M*. Na discussdo que segue,
vamos nos limitar a usar as ideias de Robinson para definir uma aplicacdo de M* em C que iremos
utilizar. Uma congruéncia de geodésicas nulas é uma folheacdo de um aberto U de M*, onde as folhas
sao geodésicas nulas, isto é, o vetor tangente as geodésicas é nulo. Em particular, um campo de geodésicas
nulas determina uma aplicacao p — n(p), (n(p),n(p)). = 0, em que 1 é o vetor tangente a uma geodésica
nula.

Vamos agora explicar como podemos definir uma aplicacio de U € M* em C a partir da aplicacio 7.

Seja n = (n1,m2,Mm3,m4) um vetor de M*. Assim, cada vetor nulo n de M* estd associado a uma
matriz hermitiana complexa! H, de ordem 2 da forma que segue:

N4 + 13 Uit + 172 _ Hn (51)

n= (771777237737774) ~ m _Z'n2 N4 — M3

Em particular, se 7 for um vetor nulo, a matriz H, pode ser fatorada como segue:

1Uma matriz H,;, é hermitiana complexa quando H; = H,gT.
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f%=[w1}hme (5.2)

Nesse contexto, pode-se concluir que, se (wq,ws) estd associado a H,, entao e*? (w1, ws) também estd
associado a H,. Assim, pode-se obter uma relagao entre (w1, wsz) e os nimeros 17,72, 73 € 14 resolvendo
o sistema a seguir:

Natmz MmN | _ | wiWr w Wy (5.3)
m—in2 na—1n3 Wiwy Wy '

A condigao adicional shear-free é expressa como um sistema de equagoes diferenciais parciais para
uma fungao incégnita Y (z,y, z,t) (com valores complexos) associados a 1. Essa aplicacdo Y é justamente
a aplicagao que devemos utilizar para relacionar campos eletromagnéticos nulos com superficies minimas.

Os célculos e consideragoes a seguir visam definir Y.

Uma vez que temos a familia a 1-pardmetro e*? (wy, ws ), pode-se escolher ¢ adequado para que se tenha
ws real negativo, desde que a diregdo nula 7 ndo seja da forma (0,0, a, a). Assim, ficam determinados w,
e wo a seguir:

At
VN4 =13 (5.4)
W2 = —vN4 — 3

wy =

Sabendo-se que 7 indica uma diregdo nula, pode-se tomar um miltiplo de 7, digamos, 7, de tal sorte

que se tenha we = —1. 7 indica a mesma diregao e é, também, nula por um célculo direto. Para tanto,

basta tomar 7; = L Verifiquemos:

N4 — N3

77] = (ﬁla ﬁ27ﬁ3>ﬁ4)

( M 12 13 M4 ) (5.5)

A
Il

Na—13 Na—n3 Na—1n3 Na—13

Assim, wy = — U - —4/ a7 g, Consequentemente, wy = —w.
Na—13 MNa—173 N4 — 13 N4 — 73

Para adequar & notagéo utilizada até aqui com a que se encontra na literatura [5], considere Y = wy.
Dessa forma, tem-se que Y deve satisfazer as equagoes diferenciais parciais da condigao de shear-free:

Y,(Y) ~ 8:(Y) = 0 656
. |

YO(Y) = 0,(Y) =
Em que os operadores 0, 0y, 0¢ e 85 sao definidos a seguir:
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[au 64}_ 1 [azat 0, + 10, 57

o 0, | T 2| 0. —io, —0.-0

Considere uma geodésica nula v de M*. Assim, tem-se que (y,7') = 0. Escrevendo v em coordena-
das, pode-se denotar v = (71,75, 75, 74) €, logo, pode-se associar a 7/, em cada ponto, uma dire¢ao nula

n.

'Y/ = (7177&)7&774/1) ~ (7717772a7737 1) =0 (58)

De forma que se tem 7; = 3—}{, para cada i € {1,2,3}. Assim, fica determinada a aplicagdo:
4

(5.9)

Essa aplicacdo pode ser identificada como a projecao estereografica de S? com relacio ao pélo norte,
com uma reflexdo pela origem de R2?. Utilizaremos, a seguir, a projecao estereogrifica com relacio ao
polo sul, w. Por esse motivo, obtemos a seguinte relagao:

(5.10)

Nossa ideia, uma vez que temos a aplicacdo w, é definir F' = h®(w), em que P é a representagio de
Weierstrass com relagao a varidvel complexa w:

F(z,y,z,t) := h(x,y,z,t)®(w(x,y, 2,t)) (5.11)

Nessas condigoes, pode-se fazer uma tentativa de reobter, utilizando uma fatoracdo, o vetor de
Riemann-Silberstein de um campo eletromagnético tal que seu vetor de Poynting S = (S1,52,S53) é
associado a uma diregdo nula 1 = (51,52, .53,1). A saber, discute-se, em dois casos, sob quais condig¢oes
é possivel fatorar F' = h - ¢, em que ¢ é a representacao de Weierstrass de uma superficie minima e h é
uma funcao multiplicadora a ser determinada.

5.1 Exemplos

5.1.1 Apoldnion

Considere um campo eletromagnético nulo ao qual esta associado o vetor de Poynting S, cuja projegao
estereografica, w = u + v é tal que:
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t-2 (5.12)

Dessa forma, utilizamos a representagao de Weierstrass relativa a variavel w, dada por:

o) = (2520 = g0, -T2 4 o) stwigto)) (5.13)

De acordo com a representagdao acima, g corresponde a aplicacdo de Gauss da superficie minima.
Assim, fixaremos g(w) = w de sorte que ® depende apenas da escolha de f.

Caso geral

Admita que a f é uma funcao holomorfa da variavel complexa w e que h = h,. + ih;, em que h, e h;
sdo funcoes reais de x, 7, z e t. Vamos impor que o vetor em C? dado por F' = h® represente um campo
eletromagnético nulo. E claro que o campo obtido é necessariamente nulo, uma vez que ® é nula. Resta
impor que as equagoes de Maxwell (2.5) sejam satisfeitas. Essa restrigdo fornece 8 equagoes diferenciais
parciais, com 4 graus de liberdade. Tome 0,h;, Oyh,, Ozh; e Oyh; como varidveis livres para resolver o
sistema linear associado as EDPs. Utilizando o fato de que f é holomorfa, podemos usar as condigoes de
Cauchy-Riemann e as seguintes notagoes para reduzi-las. Admita que:

T=1t—2
o =72+ (22 +47) (5.14)
o_ =12 — (22 +¢%)

Dessa forma, as equagoes diferenciais ficam:

1
Othi = — (vo_0zhy + uo_0yh, — uo10zh; +vo L Oyh; — hy;)
T

1
0.hi = — (Vo4 Ophy + uo 1 0yhy — uo_0zh; + vo_0Oyh; + h;)

; (5.15)
Othy = — (—uo 4 Oghy + vo 1 Oyhy — vo_0yzh; — uc_Oyh; — hy)

T

1
0.hy = = (—uo_0zhy +vo_0yh, — vo0zh; — uo L Oyh; + hy)

T

Utiliza-se, entao, o Teorema de Frobenius, verificando que as derivadas segundas das funcoes h, e h;
com relagao a z e t comutam. Isto é:

(5.16)



Com auxilio de um CAS, é possivel verificar que as condigdes acima sao validas e, portanto, o sistema
é integravel.

Caso particular

O objetivo agora é resolver as equagoes diferenciais da fungao h obtidas ao impor que F' = h-® satisfaz
as equagoes de Maxwell e que a fungao h é real. Com ajuda de um CAS, a saber, Maple, obtém-se as
equagoes diferenciais:

hy _ ha
y
= et ez B ) (5.17)
x
h—l hy(t? — y? + 22 — 2?) — 2tzh, + 2txh, — 222h,
2 21

Observagao 5.1. Convém notar que, surpreendemente, as equagoes do sistema (5.17) ndo dependem da
escolha de f.

Observe que esse sistema de equagoes tém arbitrariedade na escolha de h, e h;. Ainda, a equagao

h

— = _Z sugere uma dependéncia radial em z e y. Introduzindo a varidvel s = z2 4+ 42, pode-se escrever
Y x

h(z,y,z,t) = h(s, z,t) uma vez que:

oh
1
_on 1)
h h he . -
Isolando g—, obtém-se —£ = —= conforme o sistema (5.17) indicava.
s T

Utilizando a propriedade da dependéncia radial da solucao h, o CAS fornece a solugao:

t—2z

1 224,242
h(a:,y,z,t):t Z.A(x Ty Ttz ) (5.19)

Em que a fungdo A é arbitraria.
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Explicitando o exemplo: Apolonion

2i(z —t)2
(22 + 42 + 22 — 12)2°

Para a escolha f(w)=1e A= obtém-se o campo F' calculando-se:

1 —2i(t — z)?
otz (22 4y + 22 — 12)2

X (5.20)

Desta forma, obtém-se um campo eletromagnético nulo. Esses campos tém uma propriedade interes-
sante: considerando-se o plano yz, as curvas integrais de, digamos, F, sao circulos com centro sobre o
eixo y passando pela origem. Além disso, o campo dos vetores de Poynting tem suas curvas integrais
na forma de circulos ortogonais a cada uma das curvas integrais de B. Essa configuragao lembra o caso
limite dos circulos de Apoloénio, o que motiva seu nome.

AZ

(N,

Figura 5.1: As curvas em vermelho sao curvas integrais do campo B no tempo 0. As curvas em azul sdo curvas
integrais do campo dos vetores de Poynting em ¢ = 0.

5.1.2 Hopfions

No exemplo anterior, considerou-se h real. Naquele caso, obteve-se uma solugao particular de um
caso mais geral, isto é, h complexa. No exemplo a seguir, nao é possivel obter h real para que haja a
fatoracao desejada. Assim, é necessario que seja considerada h com partes real e imaginaria. Infelizmente,
as equacoes diferenciais que sao obtidas considerando-se esse problema sao demasiadamente complicadas.
Ainda assim, a funcao h abaixo é uma solucao para esse problema, obtida por uma analogia com o caso
Apolonion.

. -3
h,y,2,t) = — <( ey Z(t — 1)2)> (5.21)

t—itz \(22+12+ 22—
Observagao 5.2. Note que a forma de h é similar ao exemplo anterior, a menos de uma mudanca de
parametro t — t—1i. Convém notar, ainda, que alguns termos que aparecem na expressao de h explicitada
acima sao similares & fungao « utilizada pelo método de Bateman em (4.14) para se obter os hopfions, a
menos de, possivelmente, uma reflexdo z — —z.
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(roa)®

h’(‘rayrzat) = -

.22
rob (5.22)

Explicitando o exemplo:

Os dados de Weierstrass f(w) = - e g(w) = w sdo dados utilizados para obter o catendide. Com a
funcao h, pode-se escrever o vetor de Riemann-Silberstein associado aos Hopfions:

F=h-o
1 t—i+ 2 T o1-w? 14w? 1 (5.23)
Ct—itz \ (224 Y2422 — (t—1i)?) 2w? T 2iw? Tw

Considere a projecao estereogréifica dada por m(xz,y, z) = (1%, ). Aplica-se essa projecao estere-
ogréfica ao vetor Poynting, S, associado aos Hopfions obtido em (4.23), e, identificando sua imagem com

C, obtém-se:

7(S) = <W> Y (—y(t”)“”) (5.24)

$2+y2 z2+y2

Pode-se substituir w na equacao (5.23) por w(5). Dessa forma, a expressao de F' é obtida. J4 é sabido,
no entanto, que basta conhecer o comportamento do campo em ¢ = 0, porque sabe-se, da proposigao (2.2),
que as curvas integrais movem-se ao longo de Sy em cada ponto. Nesse sentido, basta obter a expressao
de Fl|i=q, a seguir:

o i((iy + )% — (2 —1)?) (z+iy)? — (iz+1)2 3 i(iy + ) (i — 2) (5.25)
CTN 2@ 2+ 24 1) 2y + 22 4 1)3 (a2 4 g2+ 22 4 1)3 '
Separando-se parte real de parte imagindria, isto é, separando F' = E + ¢B, obtém-se:
B zy + 2 22—y 4221 —yz+x
0= (x2+y2+22+1)3’ 2($2+y2+22+1)3, (x2+y2+22+1)3
2?2 —y? -2 41 Ty — 2 Tz + (5.26)
By = Y Y Y
2(x2+y2+z2+1)3’ (x2+y2+22+1)3’ ($2+y2+22+1)3

Observe que as expressoes dos campos coincidem, a menos de um fator constante, com os campos
obtidos em (4.16). Portanto, trata-se de uma solu¢ao do tipo Hopfion.

EDPs Hopfion

Uma solugao particular foi exibida para reobter o campo eletromagnético tipo Hopfion. Nesta segao,
a restricao sobre a fungao f dos dados de Weierstrass é retirada e as EDPs obtidas ao impor que o vetor
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F represente um campo eletromagnético nulo.

Considere as seguintes afirmagoes:

a(t+2) -y ylt+z) +aw
22 + y2 22 + y2
relacao ao pdlo sul, identificado com C;

i é a projecdo estereografica do vetor de Poynting em R? com

f é holomorfa;

o g(w) = u;

o h(z,y,z,t) = h, +ih;, em que h, e h; sdo fungdes reais de z,y, z e t;
e & ¢é a representagdo de Weierstrass com dados f e g;

o F=h- .

Com esses dados, basta impor que o vetor em C? dado por F represente um campo eletromagnético
nulo. E claro que o campo obtido é necessariamente nulo, uma vez que ® é nula. Resta impor que as
equagoes de Maxwell (2.5) sejam satisfeitas. Essa restricao fornece 8 equagoes diferenciais parciais cujas
extensbes ndo permitem que se escrevam neste documento (cada equagdo, com a formatacao utilizada
neste documento, precisaria de aproximadamente vinte quebras de linhal).

Apesar do tamanho do sistema de EDPs, o auxilio de um CAS nos permite observar que o sistema
linear associado as EDPs, nas incégnitas 0zh,, Oyhy, 0.y, Othy, Ophi, Oyhi, 0.h; e Oih; admite 4 graus
de liberdade. Tomando-se Ozh,dyh,,0zh; e Oyh; livres, fica determinada a solugdo do sistema linear
associado para as incégnitas 0, h,., Osh,, 0, h; e O¢h;, cada um dos quais ainda, aparentemente, depende das
funcoes ¢ e . Ao utilizar-se as condigoes de Cauchy-Riemann com f, verifica-se que a solucao independe
da escolha de f. De fato, escolhidas as varidveis livres conforme mencionado acima, as solugoes ficam:

[ ou((t+z)?2—a?—y>+1) ]

[ o(t+2)2+22+92+1)

2((t+2)2+1) 2((t+2)% +1)
—v((t+2)2—a? -y +1) w((t+2)?+a?+y?+1)

2((t+2)2+1) 2((t+2)2 +1)
—o((t+2)?+a%+y*+1) u((t+2)? —a? —y> +1)

9.hy = 2((t+2)% +1) Ophr  Oyhy  Ouh hi hy h 0.h; = 2((t+2)2+1) Ochyr  Oyhy ki Oyhi hy h
0:h, ) [0y Oyhy Ochi 4y Ry hi ] O I [ Ochy Oyhy Ouhi Oyhi hy hi ]
2((t+2)* +1) 2((t+2)2+1)
otttz 1
(t+2)2+1 ((t+2)2+1)
; t+2z
(t+2)2+1) (t+22+1
u((t+2)+2* +y* +1) ] ot 2)? —a? P )
2((t+2)2 +1 2(t+2)%+1)
v((t+2)?+a?+y +1) Lttty 1)
2t +2)2+1) 2((t+2)2+1)
o((t+2)* —a* —y* +1) 7'11((t+z)2+1'2+y2+1)
ouh, = A(t+ 27+ 1) [[Ohe Oyhy Ouhi Oyhs hy hi ] Ophi = A+ +1) [ Ouhr Oyh Oohs Oyhi By By ]

u((t+2)% -2 —y*+1)
2((t+2)2+1)
(t+=2)

v((t+2)?+22+y? +1)
2((t+ 2%2 +1)

IR (t+2)2+1
1 _ t+z
((t+2)2+1) (t+z)2+1

A fim de reduzir o tamanho das expressoes acima, faca as seguintes substituicoes:
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T=(t+2)%+1
o =71+ (22 +9%) (5.27)
o_=71— (22 + 9%

As equagobes se reduzem a:

_ _ VT —1 1
by =  T=ohy —T=Ohy — Ok — 2t g Y h, +=h
2T 2T 2T 2T T : 71'
Oih, = _%3th +M7+ayhr +&amhi +&3yhi VT~ h, Lok,
2T 2T 2T 2T 7'1 71' (5.28)
Ohi=  ZEQhy TR, A0k — =8,k —Zh, YT,
2T 2T 2T 2T 71' T :
Ohi= —2=0h, —=dh, — Dk Aoy, ——h, Y,
2T 2T 2T 2T T T

Resta saber se esse sistema de EDPs é integravel. Utiliza-se, entdo, o Teorema de Frobenius, verifi-
cando que as derivadas segundas das fungoes h, e h; com relagao a z e t comutam. Isto é:

(5.29)

A resposta para essa pergunta exige calculos extensos, mas, com auxilio de um CAS, é possivel verificar
que as condigoes acima sao validas e, portanto, o sistema é integravel. Convém notar que se admitissemos
h real, como fizemos no caso Apoldnion, o sistema linear associado as EDPs torna-se insolivel.

Neste capitulo, pudemos fatorar o vetor de Riemann-Silberstein de um campo eletromagnético nulo
utilizando a parametrizacao isotérmica de uma superficie minima. No entanto, ainda nao estd claro de
que maneira as superficies minimas e os campos eletromagnéticos nulos estao relacionados a parte dessa
fatoracao.
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