Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Construcoes Relacionadas ao Grupo de

Comutatividade Fraca

por

Bruno César Rodrigues Lima,

Brasilia

2014



Universidade de Brasilia

Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Construcoes Relacionadas ao Grupo de Comutatividade Fraca

por

Bruno César Rodrigues Lima *

Tese apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade de

Brasilia, como parte dos requisitos para obtencao do grau de

DOUTOR EM MATEMATICA

Brasilia, 14 de Fevereiro de 2014.

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Said Najati Sidki - MAT /UnB (Orientador)

Prof. Dr. Alexei Krassinilkov - MAT/UnB (membro)

Prof. Dr. Norai Romeu Rocco - MAT/UnB (membro)

Prof. Dr. Alexandre Grichkov - IME/USP (membro)

Prof. Dr. Ricardo Nunes de Oliveira - IME/UFG (membro)

*O autor foi bolsista da CAPES/REUNI durante a elaboragdo desta tese.



il

Ao filho(a) que estd por wvir...



Agradecimentos

Primeiramente agradeco a Deus por todas as bencdos e gracas alcancadas. A minha
familia pelo incetivo e encorajamento para enfrentar mais essa batalha.

Ao professor Dr. Said Najati Sidki pela valiosa orientacao, paciéncia e ajuda du-
rante a realizacao deste trabalho.

Aos professores da comissao examinadora, pelas correcoes e sugestoes enriquecendo
este trabalho.

Ao professor Dr. Norai Romeu Rocco que me confiou e recomendou para essa em-
preitada.

Ao professor Dr. Ricardo Nunes de Oliveira que tanto me ajudou a concretizar este
trabalho.

Aos amigos Bruno Nunes e Marcelo Bezerra, pelo apoio e companheirismo nos mo-
mentos mais dificeis dessa caminhada.

Agradeco todos os colegas, funcionérios e professores do Departamento de Matemética-
UnB, que contribuiram de algum modo para o nosso enriquecimento pessoal e profis-

sional.

Enfim, agradeco a CAPES/REUNI, pelo suporte financeiro.

v



Resumo

Neste trabalho estudamos a comutatividade fraca entre grupos isomorfos através
do grupo x(H) construido por Sidki, dado pela apresentacao

x(H)=(H, H" | [h,h'] =1V h e H),

onde h +— h¥ define um isomorfismo entre os grupos H e HY, bem como algumas
construcdes relacionadas. E conhecido que o operador y preserva algumas propriedades
de um grupo H, tais como finitude, solubilidade e nilpoténcia para grupos finitamente
gerados. Demonstramos nesta tese que x também preserva a propriedade policiclica
por finito. Como consequéncia desse resultado vimos que o quadrado tensorial nao
abeliano H ® H de um grupo H, definido por Brown e Loday, também preserva a
propriedade policiclica por finito, generalizando o resultado de Blyth e Morse em que
se mostra que H ® H é policiclico se H é policiclico.

Determinamos uma estimativa para a ordem do grupo de comutatividade fraca de n
copias de um grupo. Introduzimos um novo grupo £(H) que tem x(H) como imagem
homomorfa e niicleo abeliano. Mostramos que £ preserva solubilidade e também a
propriedade policiclica se, e somente se, o abelianizado de H é finito. Além disso,
mostramos que E(H) ¢ finito se, e somente se, H ¢ finito perfeito.

Palavras-chave: Comutatividade fraca, grupos policiclicos, p-grupos finitos, grupos
perfeitos.



Abstract

In this work we study the weak commutativity between isomorphic groups through
the group x(H) constructed by Sidki given by the presentation

x(H)=(HH"|[hh]=1VheH),

where h — h¥ is an isomorphism between groups H and HY, as well as some related
constructions. It is known that the operator y, preserves some properties of a group
H | such as finiteness, solubility and nilpotency for finitely generated groups. We prove
in this work that y also preserves the property polycyclic by finite. As a consequence
of this result, we conclude that the non-abelian tensor square H ® H of a group H,
defined by Brown and Loday, also preserves the property polycyclic by finite. This last
result generalizes that of Blyth and Morse which shows that H ® H is polycyclic if H
is polycyclic.

We determine an estimate for the order of the group of weak commutativity of n
copies of a group. We introduce a new group £(H) which is an extension of an abelian
group by x(H). We show that & preserves solubility and also polycyclicity provided
the abelianized of H is finite. Moreover, we show that £(H) is finite if and only if H
is finite and perfect.

Keywords: weak commutativity, polycyclic groups, finite p-groups, perfect groups.
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Introducao

Estudamos nesta tese a comutatividade fraca entre grupos isomorfos, bem como algu-
mas construcoes relacionadas a comutatividade fraca. O conceito de permutabilidade
fraca e comutatividade fraca foi introduzido por Sidki em 1980 [19].

A permutabilidade entre dois subgrupos H e K de um grupo G, é equivalente a
existéncia de certas fungoes o : H x K — K e §: H x K — H, tal que

hk = a(h, k)B(h, k)

para todos h € H, k € K.
A permutabilidade fraca de dois subgrupos H e K de um grupo G esté relacionada
a condicao de existéncia de funcoes v: H— K, a: H+— K e (3: H— H, tal que

hry(h) = a(h)B(h)
para todo h € H. O conceito de comutatividade fraca ¢ um caso particular de permu-
tabilidade fraca entre grupos em que a =~v e 3= 1g.
Nesse mesmo trabalho é introduzido e estudado com detalhes o grupo x(H), gerado
por duas copias isomorfas de um grupo H, que comutam fracamente entre si,

x(H)=(H, H" | [h,h?] =1, Vh e H),

em que h — h¥ define um isomorfismo entre H e HY.

Os subgrupos D(H) = [H,H"] e L(H) = (h"'h¥,h € H) de x(H) sdo de grande
importancia no estudo de sua estrutura, visto que da comutatividade fraca decorre a
relagdo [D(H), L(H)] = 1.

Nesse mesmo artigo mostra-se ainda que propriedades de um grupo H como finitude,
fatores primos de |H|, solubilidade e nilpoténcia para grupos finitos sao preservadas
por x. Rocco e Sidki deram continuidade ao assunto e em 1980 [16], fizeram um estudo
de x quando H é um p-grupo finito, p-impar. Ja em 1986 [!| Gupta, Rocco e Sidki
estabelecem para H um grupo nilpotente finitamente gerado, cotas bastante precisas
para a classe de nilpoténcia de x, em funcao da classe de nilpoténcia e do nimero de
geradores de H.



Em 1991, Rocco [11] faz a constru¢ao do grupo
v(H) = (H, H* | by, h§1 = [, D) = [, (W))W, o, By € )

onde h — h¥ & um isomorfismo entre H ¢ HY. Uma das motivagoes do estudo de v(H)
& que o subgrupo [H, HY]|<v(H) é isomorfo ao quadrado tensorial nao abeliano, H @ H
introduzido por Brown e Loday [2].

Rocco mostra em 1994 [15], que os grupos v(H) e x(H) possuem imagens isomor-
fas % = Z((II?), em que R(H) = [H,L(H),H"], e A(H) = ([h,h"], Yh € H). Neste
mesmo artigo Rocco mostra que para um grupo H soluvel finito, dado por sua apresen-
tagao policiclica, v(H) é solavel finito e sua apresentagao policiclica é dada em termos
da apresentacdo policiclica de H. Em [I], Blyth e Morse estende esse resultado de
Rocco para um grupo policiclico qualquer.

Outra linha de estudo desenvolvida por Oliveira [10] em 2007, ¢ uma generalizac¢ao
de x(H) em que considera um sistema de grupos isomorfos que comutam fracamente
entre si. Mais precisamente, dados um grupo H e (¢)) um grupo ciclico de ordem n,

counsidera-se

G = <H,w | 1Y) =1 [Dyj, Ly = 1,4" =1V h € H, i, j, k, | € {0,...,n—1}>

i j i ; i j Ziy i
onde D;; = [HY',HV'], e L;; = [HY",¢7], com [h¥",h¥"] = k¥ "h¥"" . Notemos que
o grupo G possui n subgrupos H, HY, ... ,Hwn_l, que comutam fracamente. Dai é
definido o grupo de comutatividade fraca entre n copias de H como sendo

x(n, H) = <H, HY ... ,Hw"‘1>.

Oliveira mostra resultados sobre nilpoténcia de x(n, H) semelhantes aos obtidos por
Gupta, Rocco e Sidki em [1] e estabelece uma estimativa para ordem de x(n,H),
quando H é um grupo abeliano.

O objetivo desta tese ¢ estudar x(H) quando H esta na classe dos policiclicos e em
particular a apresentacdo de y(H) para H abeliano finitamente gerado. Analisamos
x(n, H), H na classe dos grupos abelianos ou perfeitos. Introduzimos e estudamos
também o grupo £(H), dado por

E(H)=(H, H’|[D,L] =1)

onde D = D(H) = [H,HY], L = L(H) = [H,], cujo nicleo do epimorfismo
6:E(H) — x(H) ¢ abeliano.

O Capitulo I é dedicado a recapitulacao de conceitos e resultados preliminares
que serao utilizados no desenvolvimento subsequente da tese e de modo a facilitar as
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referéncias destacamos os principais resultados obtidos por Gupta, Rocco e Sidki em
[1] e [19], sobre x(H).

No Capitulo 1, a fim de generalizar o resultado obtido por Blyth e Morse sobre
v(H), mostramos

Teorema 1: Seja H um grupo policiclico por finito. Entao x(H) € policiclico por
finito.

Para alguns tipos de grupos H, Oliveira e Sidki ddo em |1 1], uma apresentac¢ao do
grupo X(H) com um conjunto reduzido de relagoes [h, h¥] = 1. Especificamente, se
S ={ay,as,...,a,} &€ um conjunto gerador do grupo H, e

consideram entao o grupo
V(H,S") = (H, H"|[a,a"] =1, Ya € S")
junto com o epimorfismo natural
On - X(H,5") = x(H).

Mostram no mesmo trabalho que Y (H, S?) = x(H), quando H ¢ um grupo abeliano de
ordem fmpar ou nao abeliano de ordem p*. Para o caso H = Z3 tém-se Nuc(fy) = Z*.
Melhoramos estes resultados obtendo que x(H) = X(H, S?) para H um grupo abeliano
n-gerado, n > 3, tal que pelo menos n — 2 de seus geradores tém ordem impar, e para
H um grupo policiclico, com série policiclica de comprimento 2. Provamos também o

Teorema 2: Seja H = 7§ com geradores S = {ai,...,a,}. Entao o nicleo N
do epimorfismo 0,1 : X(H,S" ') — x(H) € abeliano livre de posto no mdzimo 1 +

n—1

n—1 n—2
S (1) sen é dmpar, e no mdzimo 1+ %2 () + 5 <%) sen é par.

No Capitulo I11, estudamos o grupo x(n, H). Encontramos alguns resultados
quando H ¢é perfeito e damos uma estimativa para a ordem de x(n, H), para um
grupo finito H qualquer. Em particular, quando H é um p-grupo abeliano elementar,
p-impar, a estimativa é atingida. Para o caso p = 2 encontramos uma estimativa ainda
menor.

Teorema 3: Se H é um grupo finito, entdo |x(n, H)| divide |x(H)|™|H|""*™, onde

m=(3).



Teorema 4: Se H é um grupo perfeito entao,
t. Dij=Dp =D, V1<i<j<n-1 1<k<s<n-—1,

i. x(n,H)= D.HHY---H"" " =T,(H).

Aqui T,,(H) ¢ um grupo que generaliza o grupo T'(H) construido por Sidki em [19].
Vale salientar que ainda nao se sabe se x(H ) esta imerso em x(n, H). Para contornar
essa dificuldade, dado um grupo H e (¢)) um grupo ciclico de ordem n definimos, no
Capitulo IV, o grupo
G =(H, v | B 0] =" =1, [D]

/L?]’

H"=1,4, j, k €{0,1,...,n— 1}, k#i,j>
onde Dj; = [HY", H"']. Consideramos entdo o subgrupo de G*,
Y (n, H) = <H, HY, ... ,HWH>.

Observamos que em x*(n, H) também ocorre a comutatividade fraca entre as copias
de H. Mostramos que para todo grupo H, x(H) mergulha em y*(n, H) e, semelhante-
mente aos resultados sobre nilpoténcia de x(n, H) obtidos por Oliveira [10], mostramos:

Teorema 5: Se H € um grupo nilpotente de classe no mdzimo c, 2-gerado, entao
X*(n, H) € nilpotente de classe no mdximo ¢+ 1.

Teorema 6: Seja H um grupo m-gerado nilpotente de classe no mdximo c tal que
m > 2, ¢>1. Entio para m < ¢+ 2, Yer3(x*(n, H)) =1 .

Teorema 7: Seja H um grupo m-gerado nilpotente de classe no mdximo ¢, comm > 2,
¢ > 1. Entao, para m > ¢+ 3, Yers(x*(n, H)) é um 2-grupo abeliano elementar de

posto no marimo
m

> 6.

k=c+3

No Capitulo V' construimos o grupo £(H ) e mostramos alguns resultados semelhan-
tes aos obtidos por Sidki em [19], conseguimos uma condi¢ao de finitude para E(H) e
também obtemos resultados que dizem respeito da estrutura de £(H), no caso em que
H & abeliano, policiclico ou perfeito.

Teorema 8: Seja H um grupo. Entao existe um epimorfismo

é:E(H) — Ag(H/H') - H.

4



Em particular, se H € abeliano, entdo Nuc(é) = L'.

Obtemos ainda que £’ é um grupo abeliano finito se H é abeliano finito e, em
particular, £ =1 se H é ciclico.

Teorema 9: Seja H um grupo policiclico. Entdao E(H) € policiclico se, e somente se,
H/H' € finito.

Teorema 10: Seja H um grupo finito. Entao E(H) € finito se, e somente se, H é
perfeito.

Em particular, se H é um grupo perfeito mostramos que E(H) = x(H).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, no intuito de facilitar a leitura do trabalho, fazemos uma breve revisao
de alguns topicos da Teoria de Grupos e alguns resultados preliminares sobre x(H),
sem demonstracoes.

1.1 Subgrupos Comutadores

Sejam GG um grupo e xy, To, ... elementos de G. O conjugado de z1 por x, é
2% := x5 1119, e 0 comutador de 2, e x5 nesta ordem é

(21, m0) 1= 27 'y w20 (= 2y T }?).
O comutador simples de peso n é definido indutivamente por [z;] := x; e para
n > 2,
[wla s 7$n] = [[Ila T xn—l]a xn]
Denotamos também
[z, ny] = [,91,92, ..., yn], tal quey = y1 = ... =y,
[T1, 2, ooy Tns Y1, Y2y - - - Y] = [[ml, Toy .y Tnl, (Y1, Yoy - - - ym]]

As demonstragoes a seguir nesta se¢ao, podem ser encontradas em [13].

Proposigao 1.1.1. Sejam x, y e z elementos de um grupo. Entao

(i) [v,y] = [y, 2] =[x,y 7Y = [27 ", 9] 7%

6



(i) [xy, 2] =[x, 2][y, 2] ; [2,y2] = [z, 2][z, y]*;

(Z“) [:U7y]z = [w,y][as,y, Z] = [mz’yz];

(iv) [z,y ', 2]y, 271, x)*[z, 271, y]* = 1; (identidade de Hall-Wiit)
equivalente a [z, [z, y]] = [z,y7 1, 27)Y[z, 271, y~ ™.

Sejam X e Y subconjuntos nao vazios de um grupo G. O subgrupo comutador de
X e Y, indicado por [X,Y] é, por defini¢do, o subgrupo de G gerado por todos os
comutadores [z,y], com x em X e y em Y.

Em simbolos,

[(X,Y]:=([r,y] |z € X,y €Y).

Notemos que [X,Y] = [Y, X].

Se Hy, Hs, ..., H,, K sdo subgrupos do grupo G, entdo definimos [Hy, Hs, ... H,] =
[[Hi,...,H, 1], H,]. Em particular, denotamos [H,nK]| = [H, K3, ..., K,] com K; =
K 1<:<n.

O subgrupo comutador de G é |G, G], que é também chamado de subgrupo derivado
de G e denotado por G'.

Definimos a série derivada de G' que é obtida tomando sucessivos subgrupos deri-
vados. Ou seja, G0 = G, G = G’ G? = (G"), e em geral GO+ = [GD G,

Definigao 1.1.1. Se GG é um grupo e H um subgrupo de G, entao dizemos que H é
caracteristico em G se a(H) = H para todo automorfismo o : G — G.

Lema 1.1.2. Sejam A, B e C subgrupos de um grupo G. Entao

(i) Se A e B sao subgrupos normais (respectivamente caracteristicos) em G, entio
[A, B] ¢é subgrupo normal (respectivamente caracteristico) de G;

(it) [A, Bl < (A, B);

(11i) Se existir um epimorfismo X\ : A — B, enldo

ANS(AB)  [ANB=(4B),
onde [A, )\ = <a_1a’\7 a € A> :
(iv) Se a: G — Gy é homomorfismo entao [A, B]* = [A%, B%|;

(v) Se B=(Y) entdio [A, B] = [A,Y]?;



(vi) Se A= (X) e B=(Y) entio [A, B] = [X,Y]B);

(vii) Se N € um subgrupo normal de G contendo [A, B,C] e [B,C, A}, entdo N contém
[C, A, B].

O item (vii) as vezes ¢ chamado de Lema dos Trés Subgrupos.

Definicao 1.1.2. Seja G um grupo. Definimos os seguintes subgrupos de GG indutiva-
mente:

’yl(G) = G?
%(G) = m(G),Gl=[G,G] =G,
1(G) = [n(G),d],

%(G) = [nia(G). Gl
A cadeia seguinte
G=7(G) 27%(G)=...2%(G) = ...
é dita série central inferior do grupo G.
Proposicao 1.1.3. Para todos i e j, inteiros positivos, temos:
(i) [vi(G),%(G)] < 7i45(G);
(ii) 7%i((G)) < 7i5(G).

Lema 1.1.4 (Congruéncia de Jacobi). Para todo x,y,z € G,

[:Ea Y, Z][y, <, ZL‘HZ, z, y] =1 mod 72(72((377 Y, Z>))
Definicao 1.1.3. Seja G um grupo. Definimos indutivamente:
GG =1
G(G) = Z(G)e, parai > 1,
¢i(G) é definido como sendo o tinico subgrupo de G tal que (;(G) /¢ 1(G) = Z(G /(i1 (Q)).

A cadeia
1=0(G)<G(G)<...<GG) < ... (1.1.1)

¢ chamada série central superior de G.



Definicao 1.1.4. Um grupo G é dito nilpotente se existe uma cadeia finita
1=Go<Gi<Gy<...<G, =G
tal que
(i) Gi 4 G;
(i) [G;,G)] <Gy i=0,...,n—1.

Uma tal cadeia é chamada série central de G. A classe de nilpoténcia de um grupo
nilpotente G, cl(G), é o comprimento da menor série central de G.
A proposicao a seguir justifica os adjetivos inferior e superior das séries acima.

Proposicao 1.1.5. Seja G = A} > Ay > ... > A,v1 = 1 uma série central de G.
Entao

(ZZ) An+17i S CZ(G) 3 1= O, 1, Lo, n.

Colorario 1.1.6. Em um grupo nilpotente G as séries centrais inferior e superior tém
comprimento finito. Além disso, ambas as séries tém o mesmo comprimento e este
numero € a classe de nilpoténcia de G.

Proposicao 1.1.7. Sejam G um grupo nilpotente de classe c e H < G. Entdo
(i) H é nilpotente de classe menor ou igual a c;
(11)) Se H < G entio G/H ¢é nilpotente de classe menor ou igual a c.

As demonstragoes dos resultados descritos nesta secao podem ser encontradas em

[13]-

1.2 Grupos Policiclicos

Um grupo G é chamado policiclico se ele possui uma cadeia finita
G:GlzGQZananJrl:l

de subgrupos, tal que cada G;;1 é normal em G; (série subnormal), e G;/G, 1 é ciclico
para todo 1 < ¢ < n. Tal cadeia de subgrupos é chamada uma série policiclica de G de
comprimento n.

O teorema seguinte apresenta algumas propriedades de grupos policiclicos que po-
dem ser encontradas em [18] e [13].



Teorema 1.2.1. (i) Subgrupos e quocientes de grupos policiclicos sao policiclicos;
(11) Grupos policiclicos sao finitamente gerados;

(ii1) Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Se N e G/N sao policiclicos
entao G € policiclico;

(iv) Todo grupo nilpotente finitamente gerado € policiclico;

(v) Um grupo G € policiclico se, e somente se, € solivel e todo subgrupo de G €
finitamente gerado;

(vi) Se G tem uma série policiclica de comprimento n, entdo todo subgrupo de G pode
ser gerado por n ou menos elementos.

Seja G um grupo policiclico. Nem toda série policiclica de G tem o mesmo com-
primento. Entretanto, o nimero de quocientes infinitos em uma série policiclica é o
mesmo para toda série. Esse numero é chamado ntimero de Hirsch de G. E possivel
escolher a série policiclica de modo que todos os fatores infinitos venham apoés os fatores
finitos. Veja Proposicao 2 no Capitulo 1 de [18].

1.2.1 Apresentacoes policiclicas

Seja G um grupo policiclico com uma série policiclica G = G; > ... > Gy = 1.
Como G;/G,y; é ciclico, existem elementos x; € G, tal que G;/G;1 = (Giy12;) para
todo indice 1.

Definigao 1.2.1. A sequéncia dos elementos X = {z1,...,x,} tal que G;/G;11 =
(Giyqx;) para 1 < i < n é chamada uma sequéncia policiclica para G.

Note que na definicao acima a ordem ¢é importante e cada subsequéncia X; =
{zi,...,x,} é uma sequéncia policiclica para o subgrupo G;.

Definicao 1.2.2. Seja X uma sequéncia policiclica para um grupo policiclico G. A
sequéncia R(X) = {ry,...,r,} definida por r; = [G; : G;;1], o indice de G;4; em
G, m; € NU oo, é chamada sequéncia de ordens relativas para X. Denotamos por
I(X)={ie{1,...,n} | r;é finito}.

Pode-se provar que dado um grupo policiclico G com uma sequéncia policiclica
X ={x1,...,x,} e ordem relativa R(X) = {ry,...,r,}, todo elemento g € G pode ser
escrito unicamente na forma
el e

g:x coxrm
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onde e; € Z e < e <r;ser; # oco. Tal expressao é chamada forma normal de
g com respeito a X. Observe que z/" € Gy e xij € Gji1 paratodo 0 < i < ne
0 < j <k <mn. Assim, podemos escrever G como um grupo gerado pelos elementos
x1, ..., T, sujeito as seguintes relagoes:

Si Qi1 78 - . .
;' = xy coaptrparal <i<nj;r; < s < 00
z;  _ Bigi+ Bij. . : )
x;! = wyy e paral < g <i < (%)
-1
J _ Yi,j,5+1 i, . . . 4
x; =z xpr paral < j <@ <n;s; < oo,

As relagoes em (%) sdo chamadas de relagoes policiclicas e a apresentagdo acima é
denominada apresentacao policiclica para G.

Podemos mostrar que r; < s;, para todo ¢ € I. Além disso, se considerarmos
S ={s1,...,8,} com s; € NUoo, dizemos que essa apresentagio policiclica é consistente
se, e somente se, S = R. Portanto, todo grupo policiclico pode ser definido por uma
apresentacao policiclica consistente.

1.3 Grupos Livres e Produtos Livres

Definigcao 1.3.1. Um grupo F' é dito livre sobre um conjunto X C F' se, para qualquer
grupo G e qualquer funcao 6 : X — G, existe um tnico homomorfismo 6’ : FF — G tal
que

0'cx = 0x (1.3.1)

para todo x € X. O cardinal | X| é chamado o posto de F.

Substituindo a palavra "grupo"por "grupo abeliano"nos dois lugares em que ela
aparece, obtemos o conceito de grupo abeliano livre. A construcao de um grupo livre
pode ser verificada em Johnson [5].

Proposicao 1.3.1. (i) Se F ¢ livre sobre X, entao X gera F;
(11) Grupos livres de mesmos postos sao isomorfos;
(ii1) Grupos livres de postos diferentes nao sao isomorfos.
Denotaremos por F'(X) o grupo livre sobre X.

Proposicao 1.3.2. Todo grupo ¢ imagem homomorfa de algum grupo livre.
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Seja G um grupo e ¢ : F(X) — G um epimorfismo do grupo livre F' = F'(X) sobre
G. Temos entdao que F/N = G, em que N é o nicleo de ¢. Agora seja R C F um
conjunto que gera N como subgrupo normal de F, i.e., (R}F = N. Observamos que
X e R determinam G (a menos de isomorfismos). Assim, escrevemos G = (X|R) e
chamamos este par uma apresentacao livre, ou simplesmente apresentacao de G. Os
elementos de X sao os geradores e os de R, os relatores. Dizemos que G ¢ finitamente
apresentado se existe uma apresentacao G = (X|R) em que X e R sao finitos.

Teorema 1.3.3 (Teste de Substitui¢do). Sejam G um grupo com apresentacao (X |R), H
um grupo arbitrdrio e 0 : X — H uma funcao. Entao 0 se estende a um homomorfismo
0' . G — H se, e somente se, 0 é consistente com o0s relatores de G, i.€., se para todo
x € X etodor € R, o resultado da substituicdo de x por 6(x) em r dd a identidade de
H.

Proposigao 1.3.4. Se G e H sao grupos com apresentagoes (X|R) e (Y|S) respecti-
vamente, entdo o produto direto G x H tem apresentagao

(X, Y|R,S, [X,Y]).
Agora generalizamos a nocao de grupos livres para produtos livres.

Definigao 1.3.2. Sejam {A;};c; uma familia de grupos. Um produto livre dos A; é um
grupo P e uma familia de homomorfismos j; : A; — P tal que, para todo grupo G e
toda familia de homomorfismos f; : A; — G, existe um tnico homomorfismo ¢ : P — G
com @j; = f;, para todo ¢ € [.

|
1o
Nv

G

Proposicao 1.3.5. Sejam {A;}ic; uma familia de grupos. Se P e QQ sao ambos pro-
dutos livres dos A;, entao P = ().

Por causa da proposi¢ao acima, vamos denotar o produto livre P de {A;} por

P = xerA;.

No caso de uma familia finita de grupos {A;, Ao, ..., A,}, é comum escrever-se
Aq % Ay x ... x A, para indicar o produto livre dos A;.

Proposicao 1.3.6. Seja G« H o produto livre de dois grupos nao triviais. Entao o
subgrupo comutador |G, H] é um grupo livre sobre o conjunto

{lg;h] | g € G\{e}, h e H\{e}}.
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1.4 Comutatividade Fraca entre Grupos Isomorfos

Sejam H um grupo, ¢ : H — HY um isomorfismo entre H e H¥. Definimos o grupo

de comutatividade fraca por
X(H) = (H, H" | [h,h*] = 1),
Além disso, destacamos os subgrupos de x(H).

D=D(H)=[H H"], L=L(H)=[H]
W (H) = D(H) N L(H),
Li(H) = [L, H], Ly(H) = [L, HY],
R = R(H) = [H,L, H'].

1.4.1 Resultados sobre x(H)

Em [19] e [1], Gupta, Rocco e Sidki mostraram os seguintes resultados a respeito de
X(H).
Lema 1.4.1. Sejam hy, ho, hs, z; € H. Entao,
(i) [ha,hy) = [hY, hal;
(i) [hy, 1] comuta com[hy, hs?);
(iii) [hy, Ry 202t = [y Y ez m) oo {1,4);
(iv) [h, h2] = [, ho, b [ha, ho);
() [ 1) = (B, (h5*)"] mod R(H);
(vi) 1 centraliza D;
(vii) D centraliza L;
(viti) [H,HY, H ..., H"]| = [H,(n+ 1)HY] Yn>1, ¢ € {1,¢};

(iz) W é central em D, e consiste de elementos de x(H) da forma [hy, hy] ... [hax_1, h%,),
onde, [hy, hol ... [hop—1, hor] = 1;

() W,H|C RCW.
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Proposicao 1.4.2. Seque o diagrama

X(H )
H/H/ \

HxH /

// “J
N
|

de subgrupos de x(H).

Ressaltamos aqui o caso H abeliano, pois relacionaremos essa condicao, & alguns
resultados futuros. Primeiro, se H é um p-grupo abeliano finito , onde p é um numero
primo, temos uma diferenca entre os casos p = 2 e p impar. Por exemplo, se H é um
p-grupo abeliano elementar de posto k, entao

k(k—1) 2%k ,
p 2z p7, plunpar
’X(H)| = { 22k—12k
, p=2.

Teorema 1.4.3. Seja H um grupo abeliano. Entao,

(i) D=W =|[L,H|, R=[D,H]|=[L,2H];

(it) L é nilpotente de classe <2, L' C D C Z(D), L' C Z(x);
(iii) L' = D* = [H? HY], R®>=1.

Em [19] Sidki considera H um grupo, e H algum recobrimento de H de modo que
existe um subgrupo Z de H, tal que

Z<HNZH) e H/Z=H,
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isto & (Z|H) ¢ uma extensdo tronco de H. Define-se entao
T=HxHxH,
Y€ Aut(T) tal que, ¥ : (a1, a9,a3) — (as,as, ar),
i, = <(h,h,1) | he H> i, = 1"

Zy={(z,2,1)| z€ Z), ZQ:Zf;,

é - <-H17 ﬁ2> ’
T(H) - ZlGZQ’
H1Z> _ HsZi
Hy = AYAR T 2125

Logo
T(H) = (H, Hs),

~ ~ 4 _ HiZ1Z> _ H; _ H ~
H=H =H, jaqueH,; = Gty — Tt 7 = H.

Observe que se Z = 1, entdo o grupo T'(H) é um subgrupo de H x H x H.
Mostra-se o seguinte teorema para H um grupo perfeito.

Teorema 1.4.4 (Sidki): Seja H um grupo perfeito. Entao existe um inico grupo de
recobrimento universal H, de H, tal que x(H) = T(H). Além disso D = H

O grupo H no Teorema 1.4.4 é uma extensao tronco maximal de H, isto é, todas
as extensoes tronco maximais de H sao isomorfas.
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Capitulo 2

Sobre y(H)

2.1 H policiclico por finito

Na classe dos grupos policiclicos que sao finitos ou nilpotentes finitamente gerados, x
funciona como um operador, pois no trabalho de Gupta, Rocco e Sidki [1], mostra-
se que sendo H um grupo nilpotente finitamente gerado, entdo x(H) é nilpotente
finitamente gerado e em [19] Sidki mostra que se H ¢é soluvel entao x(H) é solavel.

Para o caso mais geral de um grupo policiclico por finito H qualquer, uma condicao
necessaria e suficiente para que x(H) seja policiclico por finito é que o subgrupo W (H)
de x(H) seja finitamente gerado, pois em [19], Sidki mostra que 1;(/({{1}) =T(H).

O objetivo desta se¢ao ¢ provar que W (H) ¢é finitamente gerado se H ¢ policiclico
por finito.

Consideremos Az(H), o ideal de aumento do anel de grupo Z(H).

Seja G = Z(H) - H, o produto semi direto de Z(H) por H, em que H age sobre
Z(H) por multiplicacao a direita

O anh) = anhhy

Seja G = Az(H) - H, subgrupo de G. Defina u = (1,1) € G e considere

[H,u] = ([h,u], heH),

subgrupo de G.
Observe que

[h,u] = h7'h"
= uu € Z(H), (2.1.1)

16



Passando a ultima equacdo para a notacao aditiva em Z(H) - H

Portanto [H,u] = Az(H) e G = (H, H").
Agora a relagao [h, h"] = 1 é equivalente a relacdo [u, h,h] = 1, que em notagao
aditiva temos

[u,h,h] = ((h — 1) 1).

Consideremos entao o subgrupo normal N = (((h — 1)%,1); h € H>AZ(H)'H de Az(H) -
H.
Observemos que

(= 12, )"=mb) = (hy — 1, k)™ ((ha = 1)%,1)(ha — 1, hg)

(—(ha = Dhg, hy ") (7 — 1)%,1)(ha — 1, ha)

(=(hs — )hs + (b1 — 1)%hs, b3 V) (hs — 1, hs)

(—=(hg = Vhg + (hy = 1)%hg + (hy — 1)hz', 1)

((hy — 1)2hs, 1) (2.1.2)

Além disso, para todos h, h' € H
(h =10 = (h—1)*HW — 1)+ (h— 1)~ (2.1.3)

Logo N=1-1,onde I = ((h—1)?h"; h, W € H) < Az(H).
Agora a aplicacao
Az(H) - H
N
definida por h¢ = N(0,h) e (h¥)¢ = N(o,h)*, Vh € H, preserva a relagoes de y(H),
estendendo-se & um epimorfismo

E:HUHQZJH

Por Sidki |19, Teorema 2.2.1|, Az(H)-H = (H, H"| [H,¢] =1). Logo Nuc(é) =
L.

Como x(H)=L-He L= Azl o Az - oo L AZ§H).

Agora I = ((h—1)?h'; h, I/ € H) é um ideal de Z(H). Logo Z(TH =<I+hl|he
H >. Supondo S = {ay,...,a,} e H = (5) entdo para todos a;, a; € S seguem as

17



equacoes, mod [:

(a; —1)* = 0;
a; = 2a;—1;
a¥ = ka;—(k—1); VkeN
at = 2—a;
(aja))"" = 2—aja;
a;laj_l = (2—a;)(2—qy) = aa; — 2a; — 2a; + 4;
aja; = —a;a; + 2a; + 2a; — 2.

Dessas equagoes resulta que {I + a;,a;, -~ a;, | 1 <ip <iy < ...ig < n}éuma base
de @. Portanto @ ¢ um grupo abeliano finitamente gerado. Provamos portanto o
lema seguinte.

Lema 2.1.1. Para todo grupo H,
xX(H) . Az(H)-H

L I- ’

1
onde I = ((h—1)*; he€ H) e um ideal de Z(H). Além disso, se H é um grupo
finitamente gerado, entao % também € finitamente gerado.

Teorema 2.1.2. Seja H um grupo policiclico por finito. Entao x(H) € policiclico por
finito.
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Demonstracao. Temos o seguinte diagrama de subgrupos de x(H).

Primeiro temos

H _ x(H) D
AV o~ 2.14
H' DL % ) ( )
e como
X(H)
- =HxH 2.1.5
S enm (2.15)
segue entao de 2.1.4 e 2.1.5 que
DL _ L
— =~ _—_~H.H
D w

Logo, sendo H policiclico por finito, % é policiclico por finito e, portanto, seu subgrupo

L/ ~J L/W z - , . L , . .
e = Sy também o é. Alem/dlsso, pelo Lema 2.1.1, 7 ¢ abeliano finitamente gerado.
Segue entao que L/gw = %L’LW é policiclico por finito.

Agora, como L'NW < L'NZ(L), por Schur |7, Proposigao 2.1.7|, WN L’ é isomorfo

a um subgrupo do Multiplicador de Schur de ﬁ Por Stambach [20], como ﬁ é
finitamente apresentado, ja que é policiclico por finito, entao M (ﬁ) é finitamente
T o L/L—‘fV L/L—W < L ¢ finitamente

gerado. Logo L'NW é finitamente gerado. Como
gerado, entao W também é finitamente gerado.
[
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Considerando P uma propriedade de grupos fechada para subgrupos, quocientes e
extensoes, tal que todo grupo abeliano finitamente gerado tem P, H um grupo que
tem P finitamente apresentado, tal que H' também seja finitamente apresentado, entao
com demonstragao idéntica, o teorema anterior pode ser generalizado mostrando-se
que x(H) tém a propriedade P. De modo particular, se H & policiclico entao y(H) é
policiclico.

Em ||, Blyth e Morse mostram que o grupo definido por Rocco |14]

o(H) = (HLH® | (b, BV = [, B = (0, (1))

¢ policiclico se H ¢ policiclico. Como R(H) < W(H) e por Rocco [15, Teorema 2.11]
% o Z((Ié)), em que A(H) = <[h, h¥] | h € H> ¢ abeliano finitamente gerado, entao
v(H) é policiclico por finito se H é policiclico por finito, generalizando o resultado de
Blyth e Morse. Segue também que o subgrupo [H, H¥] de v(H), isomorfo ao quadrado
tensorial nao abeliano H ® H, é policiclico por finito se H é policiclico por finito.
Agora, de modo mais especifico, vamos mostrar que y(H) = Y1) oo [ 6 um grupo

— A(H)
policiclico com série policiclica de comprimento igual a 2.

Proposicao 2.1.3. Sejam H um grupo e T um transversal de H/H'. Entao,
T
ROH) = (T, BT ", (b1 [ B, o, By € H)

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que

x(H)
R(H) = <[h1,h§]h3[h1h3, (ha")¥1™ | by, ho, by € H>

Seja
(H)
JCH) = ([, BT 0", (") T [ By, oy by € H)
Temos que J(H) < R(H) pois, pelo Lema 1.4.1 (v),
[, B3] [, (o)1 € R(H).

Por Rocco |15, Teorema 2.11| o epimorfismo € : x(H) — ”((g)) dado por h — A(H)h,

A
hY +— A(H)h?, Vh € H tém nicleo R(H). Logo ¢ induz ¢ : % — Z((Ié)) Por outro
lado a aplicagao ¢ : Z((}ng)) — % tal que A(H)h — J(H)h, A(H)hY — J(H)hY
v(H) x(H)

estende-se a um epimorfismo ¢ : A T ja que
v(H)

A(H)

= <H7 Hw ‘ [hu hT/J] =1 ) [hlvh;p]hg = [hlhsv (h2h3>’¢1] = [hbh;p]hg)? Vh7 hi h27 h3 € H>
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e as relacoes

[y, Y)Y = [hy, BE)S = [By"®, (B23)Y], [hohY] =1, Vh, hy, ha, hy € H

seguem em % Agora como G ¢é a identidade em %, entdo R(H) = J(H).

Agora temos que R(H) < D(H), entao pelo Lema 1.4.1 (4i7),

H
ROH) = (T, B2 0", (1)) | b, oy By € H)
Além disso, novamente pelos itens (7ii) e (x) do Lema 1.4.1,
(R(H), H') = [R(H), [H, HY)) = 1.

Portanto T
ROH) = (T, BT ", (b1 [ B, o, By € H)

]
Proposicao 2.1.4. Sejamm H um grupo policiclico com sequéncia policiclica
S ={ai,aq,...a,} e T um transversal de H/H'. Entao
v v-1 ’
R(H) = ([ai, a} ][0, (0;)"] " | @i, 0, ax €5) .
Demonstracao. Como S = {ay,...,a,} é um conjunto gerador de H, por um resultado

de A. McDermott |8, Teorema 2.2.8], o subgrupo
A L Hx+HY
K= <[h17h12p]h3[h1 S, (ha"*)¥]™" | ha, ho, hs € H>

do produto livre H * HY ¢ igual a

HxHY

J = <[ai,a;ﬁ]“’“[ai“’“, (czj‘”“)w]_1 | a;, a;, a € S>

Assim, se ¢ : H x HY +— x(H) é o epimorfismo natural, temos que

¢(J)=R(H) = <[ai,a}p]“k (@, (a;")¥] ™ | as, aj, ar € S>X(H)

T
= <[ai,a}p]“k (@, (a;")¥] ™" | as, aj, ax € S> ., (pela Proposicao 2.1.3).

]
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Proposicao 2.1.5. Seja H um grupo policiclico com sequéncia policiclica S = {ay, as}.

Bntio R(H) = 1, isto ¢, x(H) = 540

Demonstra¢ao. Temos que S = {ay, az} é um conjunto gerador de H, e

T
R(H) = ([os, a1 [0, ()] | ai, a5, o € S)

J

pela Proposi¢ao 2.1.4, onde T é um transversal de H/H'.

Mas em x(H),
ai, a2¢]a1 = [a1w7 as]™
= [alqp’ ag1]
= [a™, (a3")"].
Analogamente
lax, CZQd)}aQ = [a1", (a?)w]
e portanto R(H) = 1. O

2.2 Reducao da apresentacao de x(H)

Em [11], Oliveira e Sidki introduzem uma variagdo do grupo x(H) em que nesta nova
versao suas relagoes sao apenas em termos dos geradores de H, isto ¢, um grupo com
menos relacoes. Para isto consideram S, um conjunto gerador do grupo H, e

St = U {r|z=ayai,---ay, i1 #ia # ... # ik, a;; €5, }.

1<k<n
Define-se entao, para todo n > 1, o grupo

(H,S") = (H, H |[a,a*] =1, Ya € 5").
E claro que a aplicacdo

0, : X(H,S™) — x(H) tal que h’ = h, (h*)’ = h¥

é um epimorfismo. Analisamos nesta secao o nucleo de 0, quando H é abeliano, e
alguns casos em que 6,, ¢ um isomorfismo.

Proposicao 2.2.1. Seja H um grupo policiclico com sequéncia policiclica S = {ay, as}.
Entao x(H) = x(H, S?).
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Demonstragdo. Em {(H, S?) ocorrem as relagoes [a1, a1%] = [az, ax¥] = [a1a2, a1a2¥] =
1. Basta mostrar que [a;™ay", (a;™ax™)¥] =1, Vm, n € Z. Mas,

[a1"a", (a"as")Y] = 0™, (a1™ax™)¥]*" as", (a1 ax™)]
[ax™, (a2")"]1" [a1™, (ar™)*] @™ 92" [y, (ap™)")[az", (™))"
= [(a™)™", (a")"][az", ((ax™)**"))¥] (2.2.1)

Suponhamos que 1 = H3<Hy<Hy = H é uma série policiclica de H tal que H;/H; 11 =
(H;11a;), entdo para todos m, n € Z,

(™)™ ™ = ay®, paraalgum k € Z, ja que Hy< H, = H, e
(@™ = a" "™, (2.2.2)

Logo, por 2.2.1 e 2.2.2,

1= e a™, (a")][an", (as " ay™)Y)
= Jar™, (a2")][a", (a™)"].

Mostraremos que 1) move-se no ultimo comutador. Primeiro, para m = n = 1, temos

[almazny (a1ma2n)

1 = [alag, (alag)ﬂ
= [ar, a][as, a}]. (2.2.3)
Agora,
P
[ah (ag)d}] = [ahag)][al?ag}]%
= [al,ag][aqf,ag]@b (por 2.2.3)
= [a1,a3][(a5?)?, as]
= |[ay, a;p][(agk’lal)w, as] (por 2.2.2)
P
= [a1,a3][(a2""")", az]" [a1”, @]
= [alvag]]Q'
Por inducao sobre i,
i
a1, (5] = a1, 0" [ar, a}]"
= [ay,a¥]’[a?, as)™"  (hipotese de indugao e 2.2.3)
) a“p
- [alva’g]] [al 2 7a2]
= [al,ag]’[(agl ‘a1)?, as]  (por 2.2.2)
= [a1,a5][(a2'™")", a2]" [a1", ao]
= a1, ad]" (2.2.4)
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Analogamente mostramos que [a}, ay’] = [a1,a3]'. Agora, [ay,a;"] = [al,ag’]_a;w =
[alaag]_l'

Portanto, [a;, (a2")?] = [ qf,aﬂ = [m,agj]i, Vi € Z. Resta mostrar que [al, (as')?] =
[(a])?, asl], Vi, j € Z. Mas,
[a%, (ag)w] = |am
= [a‘f, (aé)al][al, (aé 7’0] (por 2.2.4)
[, d]ar, (a})¥], K € Z (pois Hy < Hy)
a1, a¥]*+ . (por 2.2.4).

Por outro lado,

[(a})”, 03] =

lay, (a})?], Kk € Z (pois Hy < Hy)
M (por 2.2.4)

k-

(), ad] = [(a)”,ad)" [a¥, af]

Por outro lado,

(ai™), "]

[
= |
= |

[

[

Como [al_l, ag’] = |ay, a;/’]_‘“_1

V/ [l

2.2.1 H abeliano

Nesta subsecao vamos considerar H um grupo abeliano. Generalizamos aqui alguns
resultados obtidos por Oliveira e Sidki em [11].
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Lema 2.2.2 (Oliveira e Sidki, [11]). Seja H um grupo. Suponhamos que
[z,a¥] =1=[y,y"], Va,yeH
Entao,

(i) [xy, 2¥y")

= [2¥,y¥][y, (x¥)¥]. Se, além disso, [z,y] = 1, entdo [vy,x¥y¥] =
[z, 9"y, 2¥);

(i) Se ainda [z,y] =1 e mais [vy, x%y?] = 1, entdio [x,y"] = [2¥,y].

Lema 2.2.3 (Oliveira e Sidki, [11]|). Seja H = {(aq, as, az) um grupo abeliano 3-gerado.
Entao valem as igualdades:

(i) [a, a¥] = [a;, (a)¥] = [a;, a}]™;
(”) [azmv a’?w] = [a’i7 a;‘b]mn;
(iii) [aa?, (a7)%(a?)?] = [a;, a¥]™[a;, a!]™

para i, j € {1,2,3}, n, m € N.

Proposicao 2.2.4. Se H = (a1, as, -+ a,) € um grupo abeliano n-gerado, n > 3, tal
que pelo menos n — 2 de seus geradores tém ordem impar, entao x(H) = Y (H, S?).

Demonstracao. Se n = 3, entdo H = (ay, ag, az). Suponhamos, sem perda de genera-
lidade, que a; tem ordem impar.

Pelos Lemas 2.2.2 e 2.2.3, os elementos [a", (a]")"] e [a]"a?, (a]*)? (a})?] s@o triviais

em \(H,S?) param, n € Zei, j € {1,2,3}. Assim, para demonstrarmos o caso

n = 3, é suficiente mostrarmos que [aT*abal, (aTta%al)¥] m, n, | € Z & trivial. Mas

note que

[af agal, (af'azas)’] = [af'ag, ()" (a5)" (a5)"]" [ah, (a7")" (a5)" (a})"]
= [a7al, (al)¥]% AL, (am) (al)¥]o
[ai", (a) ") a5, (a)*[a, (a3) "], (af) )"
[a", (ag)w]% [ay, (aé)w][aé, (ag)w][aé7 am>w](ag)¢
= [ay,a?]™ % [ay, af] @B

25



Agora, como a; tem ordem fmpar, entdao a* = a?* para algum k € Z. Logo

w]leag la1, a3

[a™aBdl, (aTalal)¥] = |ay,a} y]-2Ka3)*

Mas se considerarmos m = 2, n =1 e [ = 1 na igualdade acima obtemos,

ot
[a%aza&(a%aws)w] = [alaa?]%Q[alaan] 2%7

ou seja a relagao [aT'ayal, (aT'ayal)?] = 1 é consequéncia de [aagas, (a3agzaz)?] = 1,

pois, no tltimo caso, a acdo de [ay, ¥] = ay~'ay sobre [a;,a¥]? é trivial.

Considerando agora m = 1, n = 1 e [ = 1 na igualdade [a]'a}a, (aT*a5a})¥] =

[a, a1 [y, ag?] 15", obtemos

€ = [a1azas, (a1a2a3)Y] = [al,ag’]a? [al,agw]_”w, (2.2.5)
Fazendo as substituicoes, a; <> ag, as < as, obtemos
e = lag,a’]®[ag, a;¥]"%" (2.2.6)

e, igualando as expressoes acima obtemos

P
[ala ag}]aQ [ah aj’f}iazw = [a37 aqlﬂ](m [a37 allb]i%
_ v v
[a3> aqlp] “ [ala aé/’]az = [a3> azlp]_% [&1, ag]%
o
[al’a;’l)]Qw = [ahag]%?
de onde segue
[af, ag]"*) = [a, a3).
Ou seja, [a2asas, a3?,alal] = 1.
Considerando H = (ay, ag,- - ,a,) um grupo abeliano, em que pelo menos n — 2

de seus geradores tém ordem impar, os calculos desenvolvidos acima nos mostram que
para x, y, 2z € H com um deles de ordem impar e as relagoes

[z,2%] = [y, y*] = [z, 2"] = [zy, 2¥y?] = [v2,2Y2"] = [zy, 2"yY] = 1,

entdo [r'y/z, x¥yV2¥] = 1, i, j € Z. Assim, considerando x = a;, y = ay, 2z =
akal, k, 1 € Z, e x de ordem impar, os comutadores

a4 ajabal, ai’al’af a}), i, j, k, 1 € Z

sdo triviais em Y(H,S?). Prosseguindo indutivamente sobre o nimero de geradores
provamos a proposicao. ]
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Lema 2.2.5. Seja H um grupo abeliano com geradores S = {as, ... ,a,}. Entdo o epi-
X(H,8"~1)
morfismo 0,1 : X(H,S" ') — x(H) tém nicleo N = <[a1 ey, al a}f]>

Demonstracao. Para mostrar que Nuc(6,,_1) = N, vamos verificar que

al ag «

o 1Y ot an) _
[al 5 "'ann7a’l 0 ann]_l 061,062,"',Oén€Z,

é consequéncia de € = [ayay - - - an,aladl - -a¥] = 1
Mas vejamos que

[ayas - an,alay - a¥] = |agag---an_1,a’ay - - - a¥)"[an, alal - - - a¥] (2.2.7)
= [maz+ - an_y, 0] [y, afaf o]
Y..q¥
= [alv aﬁf]a? et [a2 T An—1, a%][am ag) T aﬁfl][am ailp]a2 -t
— [a,17 aw]aﬂ“'a”—l [an’ a’llﬂ]ag...ai_l
n
Assim, se [ajas - - ay, alal - - a¥] = 1, obtemos que
o )=t = o ag]
al
(far )™ = (lanads)™ o€z
[atlxl aw]GZ'”anfl — [a‘lll aw]af---aﬁfl
’'n ’r'n
Repetindo os calculos como na equacao 2.2.7, obtemos
(@S ay - - - ap,a®ady ---a?] = 1.
Agora, fazendo as substituicoes af* < az, a; <> a;, i € {3,...,n} na equagao
acima, obtemos
[a27 ag]ai"l,..an_l _ [a2’ ag]ai"lw,..af_l
o o a9
([a2a ag]a?lmanil) ) = ([CLQ: ag]a?l )"'aﬁ,1> ) Qg € Z
I:a;{Q’ aﬁ]aﬁl.uanil — I:ag27 ax]ai!1¢,..az71 )

E, novamente repetindo os calculos como na equacao 2.2.7,
o1 0 a1 gy V]
[aftas? -+ ap,ai*Yay®" - al] = 1.
Prosseguindo indutivamente dessa maneira sobre as poténcias, chegamos que

ar,az an 019 oot an] _
[afras? a0 aiay?t - at ] =1, o, g,... 0 €EZ
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Teorema 2.2.6. Seja H = 73§ com geradores S = {ai,...,a,}. FEntdo o nicleo
N do epimorfismo 6,1 : X(H,S" ') — x(H) € abeliano livre de posto no mdzimo

n—2

L_l —_- =
1+ 3,2 () sen € impar e no mdzimo 14+ .2 () + % @) sen € par.

)

X(H,S"1)
> . Vamos deter-

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.5, N = <[ ey, azf a?]

minar os conjugados de € = [ajas - - - Gy, alf% -a¥] em Y (H,S"1).
Vejamos que se T = a;, Yy = a0z - - - AnQ; L entao

e = [vy,2"y"]
= [567 Y’ ly, ¥y
"
= [z,y ] ly, z*]¥
= [z,9]ly,2"] (2.2.8)
Por outro lado,
e = [a¥y¥, zy]”
= [y"z?, ya]”
= [y¥, ya]" " [2?, ya]”
= [y’ 2] [z",y)"
= [z,9")eY gyl (& que 1 = [2%,y"] = [z, 4"]"[x, y"])
= )
= [z,9"]" [y, 2"]
= % (por2.2.8). (2.2.9)
Além disso,
1 = [(a1a2---an)2,a’fa;”-~-aﬁ]
= gnarang (2.2.10)
Donde segue a formula
alai?...ask 1 Z?zl“j‘ Qs .
g i1 Vg i = 5( ) @iy Gig - Qi (pOI‘ 229)
k
iy Qig Qi se (_1)2j:1|6j‘ =1
= . , 2.2.1
{ 6a1a2 analllal;.. aik1 se (_1)Z§:1|5j‘ _ (pOr O)
0, see; =1

emquee; € {1,Y}ele| = .
el ytelsl {1, see; =1, je{1,2,....k}, ke{l,2,...,n}

28



Assim, N é gerado por € e seus conjugados da forma
glin@in iy ] <y < g < ... < i <,

tal que k € {1,...,%5}, senépar,eke{ll,...,"T’l}, se n é impar.

n—21
Portanto, N tem no maximo 1+ > .2 () geradores, se n é impar, ¢ no maximo

n—2
2 n 1 n ,
L+>2 () +5- <%> geradores, se n ¢ par.
Vamos mostrar agora que N ¢ abeliano livre. Primeiro consideremos, * = a;, y =
ag...ana;t, z=a;, i€{2,...,n}. Como G = (z, y, 2) = Z3 e as igualdades

[2,2"] = [y y"] = [2,2"] = [ay, 2¥y"] = [22,272"] = [yz,4"2Y] = 1

ocorrem, recorrendo ao caso n = 3 em |11, Teorema §|, segue que

aj

[xyz, a¥y? "], [eyz, a¥y? 2] = [, el =1, Vie{l,...,n—2}.
Além disso, [ryz, 2¥y¥2%] = ¢ é de ordem infinita.

Agora consideremos x = ajas ... ax, Yy = ag41...0pn1, 2=a, k€{l,...,n—2}
Pelo mesmo argumento anterior,

[[wyz, 2¥y% 2", [vyz, 2¥y? 2¥]] = [¢292% ] =1, Vke{l,...,n—2}.
Para £ = n — 1, temos que g% %1 (2:2.10) e~ Pelo primeiro caso, [e", ¢| = 1;
logo, [g®9n—1 ] = 1.
Para k = n, temos que €% = ¢l ¢ [¢,¢7!] = 1. Portanto, os geradores de N,
comutam entre si.

]
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Capitulo 3

Comutatividade fraca por isomorfismo

entre n copias de H

3.1 Definicoes

Consideremos H um grupo e x(H) o grupo ja definido anteriormente. De modo a
generalizar o comportamento desse grupo, dados um grupo H e (¢) um grupo ciclico
de ordem n, Oliveira considera em [10] o grupo definido pela apresentagao

G = <H,¢ (WY 0% =1, [Dij, Lus) = Lo =1, Vhe H, i, j, k, 1 €{0,...,n— 1}>,

onde D;; = [H¥',HY'| e L;; = [HY" 4], com [h*', h*'] = h*"" (h*')"”". Notemos que
o grupo G possui n subgrupos H, HY, ... HY""', que comutam fracamente entre si.
Dai é definido o grupo de comutatividade fraca entre n copias de H como sendo o
subgrupo

x(n, H) = <H, oY, ... ,Hw"‘1>.

As relacoes [D;, Li ;] sio consequéncias das relagoes [h¥", h¥’] = 1. A inclusdo das
relacoes [D; j, L) =1, {i, j} # {k, 1}, deve-se ao fato que, sem essas relagoes, pode-
se obter exemplos com grupos finitos H, para os quais o grupo G é infinito. Como
exemplo, com ajuda do programa GAP, Oliveira mostra em [10] que se H = C%, o

grupo

(H | [0 0¥ =¢*=1,Vhe H),

¢ uma extensao de Z* por um grupo finito de ordem 2'33.
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3.2 Sobre x(n,H)

Nesta se¢do apresentamos alguns resultados gerais sobre x(n, H).
Proposicao 3.2.1. FEziste um epimorfismo 6 : x(n,H) — H"™ tal que Nuc(d) =
H0§i<j§n—1 Di,j-
Demonstracio. B claro que a aplicacio
x(n,H) — H"
h— (h,1,...,1)
Y — (1,h,...,1)

T s (1,1, h)

estende-se a um epimorfismo 0 : x(n, H) — H™, ja que preserva as relacoes definidoras
de x(n, H).
Consideremos C' = (D, ;; 1 <i < j < n)X™H),
Observamos que D; ;< x(n,H), V 1 <i<j<n, pois
i P gk i - -
[ he 1 = (bR (i que [Dig, L] = 1)
= [(hahg)? By )[Ry, Ry,
logo C' = H D; ;. Agora, como C' C Nuc(d), entao ¢ induz o homomorfismo
1<i<j<n
5 . X(%H) — H™
Chw— (h,1,...,1)
Ch¥ — (1,h,...,1)

Ch" ' (1,1,...,h)

Por outro lado a aplicagao
H" — X(%H)

(h,1,...,1)— Ch
(1,h,...,1) — ChY

(1,1,...,h) — Ch¥"™",
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também preserva as relacoes de H", de modo que se estende a um epimorfismo « :
H" — %, em que a composta «d = 1 sobre H". Portanto, Nuc(§) = C. m

Notemos também que a aplicacao

¢ x(H) — x(n, H) (3.2.1)
h—h
hY +— hY

pode ser estendida a um homomorfismo.
Por outro lado, em geral nao temos um homomorfismo de x(n, H) para x(H). Como
exemplo, com a ajuda do GAP nao encontramos nenhum homomorfismo de x(n, S3)

para x(53).
No caso em que H é abeliano, pelo Teorema 1.4.3 (i), R(H) = [D, H¥] = [D, HJ;
logo, se R(H) =1 entao a aplicagao

b x(n, H) — x(H) (3.2.2)
h—h
hY +— h¥
Y 1
pode ser estendida a um homomorfismo, onde a composta ¢1¢, é a identidade sobre
X(H), de onde segue que ¢; é injetiva. Logo

X(H) = x(n, H).

Para H abeliano a condicdo R(H) = 1 nao é necessaria para ver que x(H) —
x(n, H), pois a aplicagao
¢3: x(n, H) — x(H) (3.2.3)
h+— h
hY s h¥

i

hY — h

estende-se a um homomorfismo, ja que

[D3(h*), d3(BY)] = 1 e [[¢a(hY"), da(hy )], da (A~ Vs (W) = 1, Vi, j, k, L € {0,...,n—1}.

Logo a composta ¢1¢3 é a identidade sobre x(H) e, portanto, sempre que H é um
grupo abeliano,
X(H) = x(n, H).
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Proposicao 3.2.2. Se H ¢ soluvel entao x(n, H) é solivel.

Demonstracao. Pelo homomorfismo ¢y : x(H) — x(n, H), definido em 3.2.1, temos que
cada D;; C x(n, H) é solavel, j4 que é uma imagem de D C x(H). Pela Proposi¢ao
3.2.1, x(n,H) = H D, jH™ e, portanto, é solavel. O

0<i<j<n—1

3.3 Estimativa para a ordem de x(n, H)

Em [10], Oliveira estima a ordem de x(n, H), para H abeliano finito. Aqui generaliza-
mos essa estimativa para H um grupo finito qualquer.

Teorema 3.3.1. Se H é um grupo finito, entao |x(n, H)| divide |x(H)|™|H|"~*™, onde

m=(3).

Demonstragao. Como |D; ;| | |D|, segue que |C] | |D|™, ja que C = H D; ;. Além
1<i<j<n
disso,
x(n, H)
=~ H".
C

Consequentemente, como |y(H)| = |D||H|?,

x(n, H)| | |DI™[H|" = [x(H)™|H|""?
O

A estimativa acima é atingida quando H é um grupo abeliano finito e o subgrupo
R(H) = [H,L,H"] de x(H) é trivial.

Proposicao 3.3.2. Se H é um grupo abeliano finito tal que R(H) = 1, entao x(n, H) =
(Bo<icjcn_1Dij) - H - HY ... g¥" '

Demonstracao. Vamos primeiro considerar o caso n = 3.
Vimos que se R(H) =1, entao x(H) — x(3, H). Segue entao que D = D, ;, V0 <
i<j<2.
Agora, do epimorfismo ¢5 : x(3, H) — x(H), definido em 3.2.3, temos que Nuc(¢3) =
D072D172Hw2, 10g0
X(3, H)| = [X(H)||Do2D1 2 H"|.

Por outro lado, do epimorfismo ¢ : x(3, H) — H?, conforme a Proposigao 3.2.1,
temos
IX(3, H)| = |Do1Do D1 3]|H| .

33



Donde segue que

|Do1DoaDig||HP = |x(H)||DoaD1oHY'|
— |D||H|?|Do2D1oHY'|.

Mas H"” N DyyD1 5 = 1, pois HY” N Nuc(d) = 1. Logo

|Do1Do2D13| = |D||Do2D1 2|
= [Do1||Do2D1 2|

Portanto Dy; N Dy2Di2 = 1. Permutando os indices dos D; ; na equagao anterior,
concluimos que Dy ;Dg2D; 3 ¢ uma soma direta.

Para o caso geral n > 3, temos novamente as aplicacoes que podem ser estendidas
a homomorfismos,

b1 x(3, H) — x(n, H)
h—h
hY +— hY
Y — pY?

@5 x(n, H) — x(3,H)
h— h
hY — hY
hY* s hY?
| (j>2),

onde a composta ¢5¢4 ¢ a identidade sobre x(3, H), donde vemos que
X(H) = x(3,H) <= x(n, H).

Recorremos agora ao caso n = 3 e verificamos que D;; N D, =1, V0 <17 < j <
n—10<Il<k<n-—1.
Portanto, C= H1§i<j§n Di,j = @1§i<j§nDi,j' ]

Pelo Teorema 1.4.3 (iii), quando H é um grupo abeliano, segue que R* = 1. Logo
se H é um p-grupo abeliano com p impar entao R = 1, donde segue o
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Colorario 3.3.3. Se H ¢é um p-grupo abeliano finito, onde p ¢ impar, entdo x(n, H) =
n—1
(@0§i<j§n—1)Di’j -H- Hw . Hw .

A estimativa da Proposi¢ao 3.3.1, para a ordem de x(n, H), ndo ¢ atingida no caso
em que H é um 2-grupo abeliano elementar.

Proposigéo 3.3.4. Se H € um 2-grupo abeliano elementar de posto k, entdo |x(n, H)|
divide 236G )+ s (3)(n—1)+nk

Demonstrac¢ao. Do epimorfismo § : x(n, H) — H", conforme a Proposi¢ao 3.2.1, temos
que [x(n, H)| = |C|[H|".
Agora notemos que, ¥V hy, hg, hy, hy € H, 0<i<j<n—-1,0<k<I<n-1,

i PITRTLL i J .z
(R s T = [ et (j& que[Dyj, Lis] = 1)
= [hY, 0y (ja que H é abeliano).

Além disso,

( ) hw]

]

Ry by
Wfﬂ hy']

Logo C' é um 2-grupo abeliano elementar.

Suponhamos que H = (ay,as, ... ,ax). Pelas relagoes de comutadores e pelo fato
de [D”,Lks] =1,V0<i<j< n—l 0 <k<s<n-—1, entao um comutador
W' Yl eCeéo produto de comutadores do tipo (¥, a¥’]%" 20" em que ¢; € {0,1}.

Mas [a¥", | = [a¥", a¥’][a?", a¥’, a$']. Consequentemente,

r s T s
N
i i i 1 k
[agﬂ’ ag ] H1<l<k m;{,l) ag} >al ] H1<l<t<k [a;%ﬂ’ ag] 7al ’ at ] [aﬁ)lv alsb]’al yre ai ]

Agora para comutadores de peso maior que 2, da identidade de Witt vemos que

wi wj eil Eit o w]’ 61'1 wz Eil wz d)j Eit
[a’r7a’s7a’i17"'7ait] - [[CLS >ai17ar7”ai17a’r7a’s ]V"?ait]
o Pl €l ot €t €1t I et
= [a" a5 ,af ... a5 ][af ) al, ... a5, ]
. I €l €lt Pt €l €t
= [ay", a5 ,a,,...,q5 Ja) a5 ,a,, ... a5 ).
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Além disso, novamente pela identidade de Witt

b o Jp g ip g [ i io iq [ g io ip
€ € € - € € € € € €
lay s oyag) a5 as ] o= | a6 ey e ] as s [a) el ] ag
'3 7 3 7
€q eto e'p
= |G [alrz} oGy ] ag )
q o P
. awz eto ez'q €p
r o > Wi 0 Wig s Wi s ;

Ou seja, C' é gerado pelos comutadores de peso 2 da forma [a?", a¥’], com 0 < i <
j<n—-—1el <r < s <k, mais os comutadores de peso maior que 2 da forma
[a ;?, Wiy Qi -y Q] em que 1 <7 <y <ig < ...iy <k

Assim C tem, no maximo (5)(3) geradores de peso 2, e (5)(n—1) geradores de peso
p > 2. Logo |C| divide 2¢ (3)+25=5 ()1 Portanto, Ix(n, H)| divide 26 )+ =3 () (n—1)+nk.

[l
Observe que para o caso n = 2, Sidki mostra que |x(H)| = 22~12%. ([19, Teorema
4.2.4])
Ou seja,
22]6712]6
Dl ==

Mas como 2" = (1 +1)* = (§) + (}) + ... + (§), entdo

|D| = 26 5+E+-+()

P()rtant()7 2(5)(5)+Z§:3 (I;)(nfl) & menor que ‘D|m — 2(’5) QL)+(§)(3)++(2)(5L)

3.4 H perfeito

Em [19], Sidki mostra que para um grupo H perfeito, x(H) é isomorfo ao grupo T(H),
em que H é uma extensio tronco maximal de H, isto é, existe Z < H' U Z(H) tal que
% >~ H; além disso D = H neste caso.

De modo a analisar o comportamento da estrutura de x(n, H) quando H é um
grupo perfeito, vamos apresentar uma generalizacio do grupo T'(H).

Sejg H um grupo, e H algum recobrimento de H de modo que existe um subgrupo
Z de H, tal que

Z<HNZH) e H/Z=>=H,
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isto é (Z]|H) é uma extensdo tronco de H. Agora defina

Tn — ]‘9‘71—1—17
o=(1)(2,3,...,n+1) € Sy,
Y € Aut(T) tal que,

w : (CLl,CLQ,ag, T 7an+1) = (a¢(1)7a¢(2)»a¢(3)7 s »a¢(n+1))7
ﬁ1:<(h,h,1,1,...,1)| heﬁ>, g’ 2<i<n,
Z1:<(Z,Z,1,1,...71)| Z€Z>’ Zizzlqﬂi—172§i§n7

G:<ﬁ17 ﬁ?u"'7ﬁn>7

Ty G
T”(H) AVARIVAS
_ H12223-~~Zn _ ﬁgzlzgmzn _ I'inZIZQ"'Zn—l
H T Z1Z9Zn H2 T Zi1Z9Zy 0 " Hn - Z1ZoZn, .

Vemos assim que Tn(H)~: (Hy, Hy, ..., H,),com H= H = Hy= ... = H,, ji
HiZ1Z2"‘Zn — H'L' — & ~ H
Z1 Lo Ln H,NZ1ZoZpn Zi ’

que H; =

Definamos, D;; = [ﬁ[i,Hj] e L= [f[i,@], subgrupos de G, e D;;, L;; suas
respectivas imagens em G (= T,,(H)), para 1 <i < j <n.

Temos que G e Z1Zy--- Z, sao -invariantes. Denotando por (h);, o elemento
(1,1,...,h,1,...,1) € H, tal que h aparece na i-ésima coordenada, entao ¢ induz um

automorfismo ¢ de T, (H) tal que

@Z) . 21Z2 e Zn(a)l(a)i — leg e Zn(&)l(a)i+1
para todo a € H. Logo

Hi=H'" eT,(H)= <H1, HY, ... H}ﬁ”‘1> .

Observacao 3.4.1. Para todo 1 <1 < j < n, segue
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Di,j; Li,j <1Tn
Dig={((hk) 1. 1), b ke H)y = H' x1x ... x1,  (3.41)
Liy = (), | hed),
Di,j N leQ s Zn = 17 1Og0 Divj = Eivj'

(ii) Seja H é um grupo perfeito. Entao

[Didzﬁxlx...xl

(iii) Dado x = Z1Z5 - -+ Zp(x1, X9, . .., Tpt1) € T.(H) ey € H, denote j = Zy e defina

o T,(H) — H"
por o(z) = (Za, T3, ..., Tny1). Entao segue que o, é um epimorfismo, tal que
NUC(Oén) = Ei,j

Proposigao 3.4.2. Eziste um epimorfismo g : x(n, H) — T,,(H), tal que Nuc(Az) C
C.

Demonstracao. Definamos a aplicagao

Ag:x(n,H) — T,(H)

tal que, Ay (h*") = Z1Zy - - - Zn(h)1(R);.
Como
[leg e Zn(a)l(a)i, Z1Z2 s Zn(a)l(a)j] = Z1Z2 s Zn (342)

para todo a € H, e além disso,

[2122 T Zn(al)l(al)iy AVARER Zn(a2)1(a2)j] =214y Zn([aly G2])1,
[ (2122 e Zn(a)l(a)k)_l leg s Zn(a)l(a)s = Z1Z2 cee Zn(a_l)k(a)s s

entao,

[Z1ZQ tee Zn([al, az])l, 21Z2 tee Zn(a_l)k(a)s] = Z1Z2 tee Zn- (343)
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Portanto, podemos concluir de 3.4.2 e 3.4.3 que a aplicagao

A:x(n,H) — T,(H),
estende-se a um epimorfismo tal que

Ag(H')Y=HY' V1<i<n,

Ai(Dig) = Dij.
Pela observacao (7i7) de 3.4.1, temos que C' = (D, ;; 1 <i < j <n) = Nuc(A\gan),
logo Nuc(A ;) C C.
[

Proposicao 3.4.3. Se H é um grupo perfeito entao,
(1) Dij=Dps=D, V1<i<j<n—-1 1<k<s<n-1
(ii) x(n,H)=D-H-HY...H" ' =~ T,(H)

Demonstragdo. (i) Pelo Teorema 1.4.4, se H é um grupo perfeito entdo H = D, em
que H ¢ uma extensao tronco maximal de H. Logo, por 3.4.1,

Di;2H=D, V1<i<j<n.

Como D = Dm ¢ imagem de D;; por Ay, V1 < i < j < n e, por outro lado, D, ;

¢ imagem de D, pelo homomorfismo ¢; : x(H) — x(n, H) definido em 3.2.1, entdo
Da relacao [D; j, Ly s] = 1 em x(n, H), segue que

D;j = [Di7j>Di,j] = [Di,jaDk’,s] = [Dk7saDk,s] = DZ;,S’ V 1 S 2 < j S n, 1 S k' < 8 S n.

Mas D = D, ; é perfeito, logo D; ; = Dy, V1 <i<j<n, 1<k<s<n.

(i7) O isomorfismo x(n, H) = D - H - HY--- H""' & consequéncia imediata de (i)
e da Proposicao 3.2.1.

Pela Proposi¢ao 3.4.2 e item (i) da observacao 3.4.1, Nuc(Az) € D; ;; mas note que

o subgrupo <HW,HW> de x(n, H) é isomorfo a x(H), ja que D = D, ;. Logo pelo
Teorema 1.4.4, )\guHW ) ¢ isomorfismo, entdao D; ;N Nuc(A;) = 1 e, portanto, deve

ocorrer que Nuc(Ag) = 1. O
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Capitulo 4
O Grupo x*(n, H)

No capitulo anterior nos deparamos com os problemas de decidir se os subgrupos

D;;, 1<i<j<ndex(n, H)sao independentes e se x(H) estd imerso em x(n, H).
Um caso em que essas afirmagoes valem, é quando tem-se a relacao [D, H] = 1 em
X(H).

Afim de averiguar essas condigoes, vamos introduzir neste capitulo um novo grupo
em que também ocorre a comutatividade fraca por n copias de um grupo H.

4.1 Definicoes

Sejam H um grupo e (1) um grupo ciclico de ordem n. Definamos

G = <H, O | PR =yt =1, (D, HY =1, i, g,k € {0,1,...,n—1}, k#i,j>
onde D}, = [HY', H]. Seja

X*(n,H) = <H, HY, ... ,Hwn_l> ,
subgrupo de G*. Observe ainda que os subgrupos H, HY, ... HY"" de x*(n, H)

comutam fracamente e, além disso, vamos mostrar neste capitulo que x*(n, H) deve
manter algumas propriedades de x(n, H).

4.2 Propriedades gerais para x*(n, H)
Nesta secao verificamos a estrutura de x*(n, H).
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Proposicao 4.2.1. Para todo grupo H, x(H) estd imerso em x*(n, H).

Demonstracao. Consideremos a aplicacao
¢1: X(H) = x*(n, H)

tal que h — h, h¥ — h¥. E claro que a relacdo [h, h¥] = 1 é preservada em x*(n, H),
por ¢*, logo ¢* estende-se a um homomorfismo.
Por outro lado, a aplicacao

@3 X" (n, H) — x(H)
tal que h— h, h — k¥ e ¥ — 1, 1 < i < n — 1, também preserva as relacoes de
x*(n, H), estendendo-se a um homomorfismo.

Como " "
X(H) = X" (n, H) = x(H)
¢ a identidade, segue que x(H) — x*(n, H). O

Proposicao 4.2.2. Seja H um grupo finito. Entao

(Z) ‘DZJ qX*(an)v D:ij = D;

(i) X*(n, H) = C* H - HY -+ HY™ em que C* = @rcicj2n 1D
(iii) |x*(n, H)| = |D||H|".
Demonstragao. (i) Como x(H) — x*(n, H), segue imediatamente que Dj; = D, logo
D, ¢ normalizado por HY' e por HY'. Se k # {i, j} temos [D;;, H"] = 1. Portanto,
Dy <ax*(n, H).

(i1) A demonstracao é idéntica & da Proposigao 3.3.2.
(1ii) Segue de (ii).

U

Colorario 4.2.3. Se H ¢ um grupo abeliano finito tal que R(H) = 1, entao x*(n, H) =
x(n, H).

Colorario 4.2.4. Se H é um p-grupo abeliano finito, onde p é um numero primo
impar, entao x*(n, H) = x(n, H)

As demonstragoes seguem imediatamente da proposicao anterior e da Proposi¢ao
3.3.2.
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4.3 H Nilpotente

A propriedade de comutatividade fraca entre copias de um grupo H parece ser uma
forte caracteristica para herdar propriedades de H. Como vimos no desenvolvimento
do trabalho, os grupos x(H) e x(n, H) preservam finitude, solubilidade e nilpoténca,
entre outras propriedades.

Vamos examinar nesta se¢ao a nilpoténcia de x*(n, H), quando H é um grupo
nilpotente de classe c.

Algumas demonstragoes a seguir sao analogas as encontradas em [1], porém vamos
repeti-las aqui para facilitar a leitura do trabalho.

Lema 4.3.1. Sejam x, vy, z, y;, 2; € H, entao:

(i) [mwi,yw] = [ij,ywi], i,7€{0,1, ...,n—1};
(i) 2%y = Yy i€ {01, ... n— 1}
(ZZZ) [xﬁ)i’ywj]w(zi172§2""’zfz") _ [xwi’ywj]w(zfl’ng’...,zgn)’ € € {17% ¢2’ ”"wn—l}7
em que 0, = V', seep € {1,107}, e 6 = 0 se e, & {8, 07}
() [,y ¥ = [V, g%, 2], i £j€{0, 1, ...,n—1};

(IU) [mwivy%ﬂv e 7y;fj7'r¢j] = [I¢j7yqlw7" : ay;fjaxwi]v { #] € {07 1a e, n = 1}
Demonstragio. (i) Temos que [u?', u?’] =1, Vi,j € {0,1,...,n — 1}, u € H. Logo
L= [y, 2"y
= [y ey
— [xw"’ y—wj]y*wl [y—wi’ xw]’]y*w]

Conjugando a igualdade acima por ywiyw, obtemos

9

1= [g;wi y—dﬂ'}yw [y—wi’ xdﬂ]y‘”
de onde segue que

2y = 27, "]
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(#7) Por (i) temos que

22y = [ Y]

i 'Z"’bi i i i i zw i i
E R A IR R L P
ERT e M PR B
i 'zwi i 'ij
=y = [V y"]

. 11 )2 im
(iii) Seja w(zS, 252, - 20) = KV RS . Y™ tal que
01 02 ony _ 791 0 Oim
w(zt, 292, e zon) = hythy? .. h)im

onde §;, = 1" se " € {¢", )7} e §;; = 0se p & {1)", 47}, Para m = 1, por (i) ,

[:UW, yw]h;" = [xwi

se ' € {y' 7}, Caso Y ¢ {1,147} entao pela relagao
(D75 HY), & # {i, j)

/Lij,

Ly

i it i j
segue que [xw ,yw]]hl = [xw aywj]‘ 5. s
. . ; il g2 im i .85, 65 Sim
Agora suponhamos por inducao sobre m que, [z, y¥']n "2 b = [z, y? | etk
logo

i Gl iz gim gimad i 13001, 0in g 8y, giml
I:xw 7y¢ ]hl h2 ham hm+1 — [xw 7yw ]hl h2 o hm+1
) R PR Sivy 1 stm1
= [y e
’ 50 (D HY' —
novamente por (i) e pela relagao [D};, H"' ] =1

(iv) Expandindo a igualdade [y*', 2% 2¥’] = [y**, 2% z¥"], temos

[y e[y 2y e 2] = [y ey 2y 2 e,

logo
w2 2 e | e Y e = e e,
Mas por (7ii)
L= [y 2"5y” 2" = [y 2"y 2]
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aqui [y, 25 y? 2] = [[y? o] [y ).
Usando essa relacao na igualdade anterior, obtemos

[ywﬂ" ];wl‘7 xw] — [wa 7 o : muﬂ‘]'

Logo,
[W’j s xwi, ij]_[zw’yw]} = [W’j s xw , xwi]—[r”’l,y”’]}
, , R T
[ ’ywj ¢J] _ [y¢J w] w ] [ Y } por (ZZZ)
[z Uk ’yW W] = [z ',y W]

(v) Por indugao sobre k, suponhamos que

$¢j] = [xzpj’y;bj’_” ’yk—le7xwi]> Z7é] € {07 I...,n— 1}

Expandindo entao a igualdade

i J J
[xw ’yiﬁ y 0T 7y;€/}_17

i J j J J J J J J J J
[xzp’yiﬁ sy 7T ayk Qay;f 1:(/]157 ¢]: [xzp 7?/% sy 7T 7y;f_2ay;f_1yllf , L

para i # j € {0, 1,...,n — 1}, temos,

W']

Y

wai’ yiz}j’ T 7y;cpi27 y;/’j”xwi’ y%j’ T ’y;p 2 yk 1”371”’ yl y 7?/;527 y;filv y;c/}joW} =
waiy;ﬂ? T ,y}fiQ, ygj][ij7y%j7 e 7yki2’ ykq][xwa% »e ay}fiza y;fil’ y;fj]axwi}'
Logo,
[zzzw"7yif’j7 . 73/]?]273;;“7 W][ﬂi,yif’jwnyﬁ’ | LA SO
X[mw’ y1 e ,ykj2,y}fj l’xw][ww",ﬁj, ~wyszvyifjpyf]
[y 7yki27y2”17yf7ww]

. : . Vi J J 7 J J J J
S TR e L e S e S

X[$¢,y1 o 7yk:—27yk: 17m¢][ 1 k2 Y1V ]
j wj J' ]
X[x¢7yl y T 7Z/k 27yk 1aykaxw]

de onde podemos concluir, por hipotese de indugao junto com (iii), que

[xwivyi/}jv"' 7y]:{)jaij] = [ij7y7ibj7"' 7qufj7xwi]7 l#.] € {07 17”‘7n_ ]-}
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Lema 4.3.2. (i) [HY ,HY H®,... H"] = [H" (n+ 1)HY], Yn>1,i+#je
{0,1,...,n =1}, e & € {9, 97}

(i) [HW,HW,H“,...,HG”] =1, Vn>1 i#j€ {0,1,....,n— 1} e se algum
€; € {{1,'¢, .. ’¢n—1} - {¢2’¢j}}7.

(ii) [H ,mHY v, (H")] < [HY,(m +n)HY], ¥Ym >0, n>1i+#je€
{0,1,...,n—1};

(iii) [H He, ... H) < [HY,(n — 1) HY Jy(HY Y OEy(HY YO parg ¢ €
{wiij}u Z#] € {O,l,...,n— 1}

Demonstracao. As demonstragoes de (i) e (i) seguem imediatamente do item (iii) do
Lema 4.3.1 junto com a relagao [Dj;, HY" | =1k +{i,j}.

A demonstragao de (i7) é por inducao sobre n. Para n = 1 ndo ha nada a fazer.
Por indugao suponhamos o resultado valido para 2 < £ < n — 1. Agora com x €
Yot (HY), y € HY | z € [HY',mHY’], tomando a forma equivalente da identidade de

Witt [z, [z, y]] = [z, ¥, 27)Y[z, 271, y~]*¥ junto com o item (i) do Lema 4.3.1, temos
Y Yy

[HY (4 DHY oy ()] (Y il (1)1
[Z{¢¢v(nq'+'1)}{¢j>7n*1(ffwj”[f{wiunl[[¢j>7ﬁ(ffw]”

[HY, (m+n)H""], (por inducdo).

Em (7ii), sen > 2e (e1,...,6,) = (U, 0% ..., 0" ou (e1,...,6,) = (Y7, 4)7, ... 7)),

nao ha nada a fazer.
Entao sem perda de generalidade, podemos supor

[HY mH" 3, (H)]

IAIA A

(617-“7677,) = (¢iawi7'-'7¢ia¢j7€k+27---a€n)

para algum 1 < k <n.

Logo,
[H H®, ... H"] = [y(HY),HY H%> .. H"
= [w(HY),HY (n—k —1)HY] (pelo item (iii) do Lema 4.3.1)
= [w(H)” HY (0 =k = )H"
(H)Y  HY (n—k —1)HY] (pelo item (i) do Lema 4.3.1)
= [HY y,_1(HY)) (pelo item (ii)).
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Lema 4.3.3. Seja v..1(H) =1 e x; = x*(n, H). Entao,
(1) Der1(X0), 200)] = 1
(1) (X)), 720), (2¢ =1 =) =1, Vi>2.

Demonstragao. (i) Pelos itens (i') e (iii) do Lema 4.3.2, vo41(x5,) < [o<icj<n1 [HY', cHY].
Logo,

e 200 < [T wen”), T w0

0<i<j<n—1 0<i<j<n—1
< II |\ en)im mv|
0<i<j<n—1

(pela relagao [D; ;, H"] =1k +# {i,j} e pelo Lema 4.3.2 (iii))
= II [ a5 a5 e

0<i<j<n—1
= I [ w7 m” en)]
0<i<j<n—1
= 1
No item (ii), uma repetitiva aplicagdo do Lema dos trés subgrupos

[A,B,C] < [A,C, B|[B,C, A,

para subgrupos normais A, B, e C de X}, obtemos, para i > 2,

() 1200), (26 = 1= i)x;] < 1T [ (O0)5 m (O]

Logo como m > ¢+ 1 ou n > ¢+ 1, o resultado segue pelo item (i).

Lema 4.3.4. Se v..1(H) =1, entao para todo h; € H e ¢; € {4, 47},

(R, h2, . hoit] = [, b, ha"(f;)), - ,h;’gjji;]
para toda permutacdo o de {3,4,...,2c+ 1}.

Demonstrag¢ao. Temos que, Vi € {3,...,2c+ 1},

[R5 h5 - TR hf] = 1 mod ([ie2(x3), 72 (x)])-
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Entao por Levin [6, Teorema 2.1,

[ ?7 62 e hﬁz hez 1] [hila 527 e '7hz5'i—7117hz€‘i] mod ([7%2()(;),72()(;)])-

Pelo Lema 4.3.3 item (i),
L S Y Rl 1Y ey (LY o I
Logo
(A3, R, et = [P RS R s e y)]
para toda permutacgao o de {3,4,...,2¢c+ 1}.

O lema seguinte é ma consequéncia do Lema 4.3.4.
Lema 4.3.5. Se H ¢ localmente nilpotente entao x*(n, H) € localmente nilpotente.

Demonstracao. Seja {g1, g2, - - -, gn} um conjunto de elementos de x*(n, H) e seja
{h1,ha, ..., hy} seu suporte em H. Queremos mostrar que (g1, go,. .., g,) € um sub-
grupo nilpotente de x*(n, H). Claramente, podemos admitir que m > 2. Como
(h1,ha, ..., hy) € um subgrupo nilpotente de H, digamos de classe ¢, entdo para ana-
lisarmos a nilpoténcia de (g1, g2, . . ., gn), pelo Lema 4.3.2 é suficiente mostrar que

[xw,yw,z%j,...,zf} =1

para algum ¢* > cetodo i #j €{0,1,...,n =1}, 2,y,2 € (h1,..., hn).
Com ¢* > 2¢m, pelos Lemas 4.3.3 e 4.3.4, [¢%", 4%, 2¥", ..., 2%] pode ser reescrito
como produto de comutadores da forma

Ty Y ST W i

onde {h},..., N} ={h1,...,hm}, k1 > ... >k > 0e "k > ¢ > 2em. Dessa
forma deve ocorrer k; > 2¢ e, portanto, vamos mostrar que [z¥", 4%’ kz¥’] = 1 para
todo k >2cex,y,z € (hy,...,hp).

Agora seja H = (x,y,2). Entdo, por hipotese, 7(H).41 = 1. Podemos usar a
congruéncia de Jacobi 1.1.4, para escrever

[ iayw] wj} = [xwia ijaywju][wwi7 [ywjv ZI/) ]] mod (72<72<< QZ 7y wj >)))
Pelo Lema 4.3.3,

[y 2 (= D)2 = a2 (k= )27 [ ), (k= 1)),
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Segue também que,

Iy 2 = [y e mod (a(a(< ¥y 2 >))) (4.3.1)

De 4.3.1 e novamente usando o Lema 4.3.3,

Iy 2 k= )] = e (= 1))
= [Y 9", (k—1)z¥",2Y"] (pelo Lema 4.3.4)
= 1
Logo
2 2 (k= 1)2Y] = [, 2%y, (k= 1)2Y)
= Y2 Y, (k—2)z", ]!
= 2%, 2 ", (k—2)2"", 27" (pelo Lema 4.3.1 (iv))
= 1.
O que completa a prova do lema. [

Considere agora H um grupo nilpotente de classe no maximo ¢, ¢ > 1. Entao pelo
Lema 4.3.1 (v), x*(n, H) satisfaz a identidade

2yl Lyl e =1, (4.3.2)
para todos z, y; € H. Se H = (z,y) entdo, modulo v.3(x*(n, H)), Yet2(x"(n, H))
¢ gerado pelos elementos da forma [z%°, 2%, .. ﬁl,xw]], com Z; € {x,ytei #j€
{0,1,...,n — 1}, que sdo triviais pela equagao 4.3.2 acima. Logo, v.i3(x*(n, H)) =
Yer2(X*(n, H)). Como pelo Lema 4.3.5 x*(n, H) é nilpotente, segue que y..2(x*(n, H)) =

1. Isso nos da o seguinte resultado:

Teorema 4.3.6. Se H ¢ um grupo nilpotente de classe no mdximo c, 2-gerado, entdo
X*(n, H) € nilpotente de classe no mdzximo ¢+ 1.

Vamos investigar o caso geral com 7,1 (H) = 1. Vejamos que, moédulo v.y3(x*(n, H)),
a equacao 4.3.2 nos da

i J J j J i J J J i J J j
L=y, oyl T = sl T syt ] (43.3)
que, comutando com z%’ e usando 4.3.2, da
s -yt 2 =1 (mod yea (X (n, H))) (4.3.4)
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para todo z, y; € H. Além disso, moédulo ver4(x*(n, H)), para 2 < k < ¢, temos

[ e 1 [ ) U s 2]
= [ww o LY vl v - v 7]
= [l o Ly e ]
= [l W L e uls e por 432
1, ja que v.1(H) = 1.
Vamos recordar isso como
[[y}p, yy ,y}f]], [xw, y,ﬁl], y}fiQ, o ,y;ﬂl, xd’j] =1 mod Yers(x*(n, H)), (4.3.5)

para todos z, y; € H, 0<i< j< n—1e2 <k <c Entao, por 4.3.5, para
2<k < ¢, temos

i J J j J J J j
[yib 73/5} 7"'7y;f 7xdﬂvy;f+1ay;f+27'"7yzb+1aij}

i J J j J J J j
= [y;ﬁ ’y;//’ g e 7y;§p aijvy;f_;_lvy;f_;_zv ce ,yzihmdﬂ]
— Wt il W i P j
- [yl Jy2 7"'7y]g+17ijayk+27'"7yc+17xqw]

i J J j j
= [yf’,y;/’,...,yiq’zwfjxwa]

= 1, por4.3.4.
Além disso, [yiw, xd’j,y;w, e ,yﬁil, ij] = [:pw",yf,y;”, . ,yﬁl, a:wj]*l = 1, por
4.3.2. Logo,

7 J J j J J J j %
Wiy sy Y ey, 2V = Tmod Yera(X* (0, H)),  (4.3.6)

para todo 1 <k <c—+1.
Agora trocando x por xz em 4.3.6 e expandindo modulo . 4(x*(n, H)), obtemos a
congruéncia
T i i j i :
[y;p 7yg} 3 7?/;5 7$wjvyk+17 y;c/)+2’ T 7yg}+1> zW] = (4'3'7)
iy P Y i j i1-2
[yqlﬁ7yqé/)7"'7y;f7z¢7y]1é}+17y;f+27"'7y;b+17x¢] .
Usando 4.3.8, segue que todo comutador de peso ¢+3 em x*(n, H), com uma entrada
x repetida, pode ser expressa, modulo Y. 4(x*(n, H)), como produto de comutadores

da forma
T P i j j j
[yqlp7y;j}7"'vy]’f7x¢ay]’erlay]’erQa"wyg;hxw]? 1§k§6+17

que é trivial por 4.3.6. Em particular, se H é um grupo m-gerado com v..1(H) =1 e
m < c+2, entdo Vpi3(x* (n, H)) = Ymea(x*(n, H)) = ... = 1. Entao, pelo Lema 4.3.4,
provamos o
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Teorema 4.3.7. Seja H um grupo m-gerado nilpotente de classe no mdximo c tal que
m > 2, ¢ > 1. Entao, para m < c+ 2, yei3(x*(n,H)) =1 .

Considerando ainda H um grupo nilpotente de classe no maximo ¢, a congruéncia
4.3.8 nos da

wj

[yilﬂ’ s 7yg-i17 ija ij}_l
[y}pi, . »yfﬁl, ij, zwj}’l (pelo Lema 4.3.3 (i)).

[yiﬁ“? e 7y;p-|{17$ 721/1]]

Logo,

i j i - N
[yiﬁ 7"'7yg}+17wa7ZwJ]2 =1 mod 7(:+4<X (na H))

Pelo Teorema 4.3.7 todo comutador de peso ¢ + 4 em x*(n, H) com entradas no

conjunto {y1, ..., Yer1, 2, 2}, é trivial. Logo
[yipi, . ,yﬁl, 2P =1, (4.3.8)
Repetindo a aplicacao de 4.3.8 segue que
iy i T i
[yip 7y§} cee 7yéﬁ+3] = [yiﬁ 7y:)b2 cee ’yllo/fc+3]|p|’
onde p é uma permutacao de {2,3,...,c+ 3} e [p| = 1 ou —1, conforme p seja uma

permutacao par ou impar. Logo, se H ¢ um grupo m-gerado com m > ¢ + 3, entao
para ¢+ 3 < k < m, existem (}*) (3) escolhas distintas para se ter um comutador de
peso k. Este fato junto com 4.3.8 e [D;;, D] = 1 paratodo 1 <i<j<mn-—1le
1 <s< k<n-—1, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.3.8. Seja H um grupo m-gerado nilpotente de classe no mdximo ¢, com
m > 2, ¢>1. Entao, para m > ¢+ 3, Yers(x*(n, H)) € um 2-grupo abeliano elementar

de posto no mdrimo
m

> 6.

k=c+3
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Capitulo 5

Sobre o grupo £(H)

Neste capitulo dado um grupo H e um isomorfismo v : H — HY, entre H e HY,
introduzimos o grupo

EH)=(H, HY|[D,L] =1)
onde D = D(H) = [H,HY], L = L(H) = [H,%]. Analisamos sua estrutura e
observamos se ainda é um operador na classe dos grupos finitos, soliveis, nilpotentes
e policiclicos como x(H) o é.
Analogo ao grupo x(H), destacamos os subgrupos de £(H).

W(H) = D(H) N L(H),
Li(H) = [L,H]|, L(H) = [L, HY],
R = [H, L, H].

O exemplo a seguir mostra que se H é finito ou nilpotente, entdao £(H) pode nao
ser finito ou nilpotente.

Exemplo 5.0.9. Seja Zy =< a >, vamos determinar £(Zs).
Vejamos que

1 =[aa,a’] = [a,a%]a,a’]

Da mesma forma

1= [a,ad’ad’] _ [ajaw][maw]aw
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Logo, a igualdade [a,a%]* = [a,a?]*", vale trivialmente em Z, % Z, e, portanto,

E(Zy) 2 7y % 7oy = Dy, o grupo diedral infinito.

5.1 Um estudo sobre £(H), H um grupo qualquer

Alguns resultados a seguir sdo adaptagdes de resultados referentes ao grupo x(H)
encontrados por Sidki em [19].

Lema 5.1.1. Sejam L(H), D(H), e W(H), subgrupos de E(H). Entdo
(1) L(H), D(H), W(H) < E(H);
(1)) E(H) = L - H é um produto semidireto;

(ii’) Eziste um epimorfismo p : E(H) — H, h — h,h¥ — h, Yh € H, tal que
Nuc(p) = L;

(i) E(H) = (D - H) - HY;
(iii’) Eziste um epimorfismo v : E(H) — H x H, h+ (h,1), h¥ — (1,h),Vh € H, tal
que Nuc(v) = D. Além disso, DN H = 1.
Demonstracao. (i) Sejam hy, he, h € H, entdo
ol = AR
= h7'hy T RYRYRTVR
= [hh, ¢k, ¢]™

Além disso,

[h, )" = h™¥hy 'RVRY
hYhh~ hy RV RY
= [h )" [, Y],

Logo £(H) normaliza L(H).
Da mesma forma £(H) normaliza D(H), pois

[, h§1" = [hy, h]" = [hy, h¥] " [ha, hY BY].
W(H)=DNL<E(H) é imediato.
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(17) Como pelo item (i) , L<E(H), e
hY = hh™'h" = h[h, 1],

obtemos parte de (ii)
(ii) e (ii') A funcdo p: HUHY — H, tal que h — h, h¥ — h¥, Vh € H, estende-se
a um epimorfismo p: E(H) — H, ja que ¥V hy, ho, hs € H

([, BET)? = [h, ho)™ = ([hy, B3T2)P,

ou seja, p preserva as relacoes definidoras de £(H). Além disso, a restrigao de p
a H é a identidade, logo Nuc(p) N H = 1. Mas como £ C Nuc(p), entdo LN H = 1,
completando a prova de (i7).

Agora @ = >~ M~ [ Portanto Nuc(p) = L.

(1ii) e (4i7") Podemos escrever

hohy = [hy Y hiY by ¥ hy, hy € H,
logo como D<E(H), temos que E(H) =D - H - HY.

Consideremos a funcao © : HU HY — H x H, h + (h,1), h¥ — (1,h),Yh € H.
Dai temos que

([h1, h31")7 = (1,1) = ([P, B3],

Logo ¥ estende-se a um epimorfismo de v : E(H) — H x H.
Agora como D C Nuc(v), entdo v induz v* : @ — H x H, tal que Dh — (h,1)
e Dh¥ — (1,h). Por outro lado consideremos a fungao 6: Hx H — @ tal que
(h,1) +— Dh e (1,h) — Dh¥. Pela Proposicao 1.3.4 junto com ¢([(hy, 1), (1,hs)]) =
Dihy, hg’] = D, temos que ?(Ili))reserva as relacoes de H x H. Logo ¥ estende-se 4 um

epimorfismo ¢ : H x H — =57, tal que ¢v* ¢ a identidade. Portanto Nuc(v) = D.

Observemos ainda que a restricao de v a H ¢ a identidade, e & H?Y é isomorfismo.
Logo PNHHY =DNH=DNHY =1.
m

Lema 5.1.2. Sejam hy, hs, hs, z; € H. Entao,
(i) [h1,10] comuta com[hy, hs?];
(ii) [hn; ho¥) = [, ha, ha][ha, ol
(i) [hoy hy]w st = [y, b)) o e (1,4, ).
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Demonstracao. O item (i) é imediato da defini¢ao de E(H).
O item (i7) segue de

[l h] = [hn, halha, ]
= [P, [ha, ] [h1 h2] hav)
= [hy, [ha, )] [y, By (conjugando por [1), hy] e usando (i) )
= [¢7 h27 ][hlahQ]
(i11) Seja w(z?, 252, -+, z0) = xyyV .. xmy?, tal que
w(zfla 2(2527 ce 72271) = Z1Y1 - - - TmYm-

Para m = 1, por (i) obtemos,

o, 170 = [, 15 = [, g

Suponhamos por indugdo sobre m, que [hq, hg]xlyfw293-~~xmy% = [hy, hg’]"”lylxw?“"”mym.
Entao,

[hl,h;/l]wlyibxzyépu.wmy%mmﬂyiﬂ — [h17h;p]w1y1x292~~~$mym$m+lyi+l

= [hl,h;/’]xly”?y?"'xmym‘m”“y’"“ (novamente por (i)).

]

Proposicao 5.1.3. O grupo W(H) € central em D(H) e consiste de todos os elementos
de E(H) da forma [hy, h]-- - [he, h?, ], ondehy, ho, -+ her € He s é um numero
natural impar tal que [hy, ha] -+ [hs, hsr1] = 1.

Demonstragao. W(H) ¢ central em D(H) direto do fato que [D, L] = 1, jaAque W(H) =
DNL.
Seja w € D(H). Entéo,
W = [hh hg)] T [hsv hg;+1]?

para hy, hs,...,hsy1 € H e 7s” um numero natural impar. Pelo item (i7) do Lema
anterior,

w = [wa h27 hl} [hla hQ] o [1/1, hs+17 hs] [h57 herl]
= C[hla h?] o [h'sa hs+1]a
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onde ¢ € L(H). Agora como H N L(H) =1, temos que

w € W(H) <~ [h1,h2] s [hs,h5+1] =1.

Proposigao 5.1.4. Sejam L = L(H), L1 = L1(H) e Ly = Lo(H). Entao
(1) L1, Ly < E(H);
(ii) L, =LN(DH'), Ly = LN (DH");

(iii) L1 Ly =W.

Demonstracao. (i) e (ii). Seja [w, h] € L. Entao w = lyly-- - I, para l; = [h;,¢] € L
eie{l,...,s}. Logo

[w,h] = [l1, h)= [y, h) % -1, h).
Agora pelo Lema 5.1.2 (id), [, hi, h] = [h, h¥][h, hi] ™1, logo [w, h] € (DH')M), Mas se
deD, h e H e hy € H, temos que

(dh' )2 = d"™=h" ¢ DH'

(dh,)hg — My
= "W YN € DH.
Entdao DH' < E(H), e portanto,

[w,h] € DH'.

Obviamente [w, h] € L, j4 que LaE(H). Logo £, C LNDH'.

Para completar (i7) seja x € LADH'. Entao x = dh/, para algum d € De h' € H'.
Novamente pelo Lema 5.1.2, d = lyhj, para algum ly € £y e h{y € H'. Logo x = [,h'hj,
Masz e Le LNH =1, portanto x =lp € L1 e Ly =LNDH'.

L1 <E(H) segue do fato que £ e DH' sdo normais em E(H).

A prova de Ly <E(H), Lo = LNDH'" ¢ analoga.

(ii) Pelo item anterior,
LiNLy=LNDH NDH".

Logo W =LNDC LN Ly. Mas como DN HHY =1, entao W = L, N L.
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Proposicao 5.1.5. Seja R = R(H) = [H,L(H), H"]. Entao,
(i) R<E(H), R € Y-invariante;
(ii) W, H] C R CW;
(iii) [hy, hY)"s = [Ahe, hgi”w] seque em E(H) mddulo R, para todos hy, he, hs € H;
(iv) [H', Z(H)Y] C R.

Demonstragao. (i) Temos que R = [£1, HY] e L1 <E(H), logo RY C [£,, DHY] C
[£y, H]. Da mesma forma ¢ claro que R?" = [£1, H?], portanto R < E(H).
Como [D, L] = [H,HY, L] = 1, segue que

[HY,L,H] = [H,L, H"]

e consequentemente R é i-invariante.

(1) Temos pelo lema anterior que W C Lo, entao (W, H] C [£Ly, H] = R.

Como Ly <&(H), segue que R = [L1, HY] C L£;. Analogamente R = [Ly, H] C L,
portanto R C L1 N Ly = W.

(17i) Sejam hq, hs, hy € H, entao

. Y=
[ B = [, ()]
= (17, (h2)Y[(h3*)”, s hs]]
=[R2 ()% Ry a1, ()]0 05k

Como [(h5?)¥,hsVhs] € [£, HY] C L, temos [A}?, (h)¥] (03" ka0l = [pl2 (n}2)¥], ja
que [D, L] =1.
Portanto [hy, hY]" € R[h", (hh)?).
O

Proposicao 5.1.6. Existe um epimorfismo 0 : E(H) — x(H), tal que Nuc(f) =
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€H) - Alem disso, seque o diagrama

A(H) = {[h,h"], h € H)
\
/

2%

|

R

|

1.

Demonstracio. Consideremos a aplicacdo ¢ : H U HY — x(H), tal que h? = h e
(R¥)? = hY.

E claro que @' preserva as relagdes de £(H), ja que [D,L] = 1 em x(H). Logo
¢’ estende-se a um epimorfismo 6 : E(H) — x(H). Pela apresentacao de x(H) =
(H,HY | [h,h*] =1 ¥ h € H), é facil ver que Nuc(6) = ([h, h*],| h € H)*™.

Agora pelo Lema 5.1.2 (ii), Vh e H

[h,h¥] = [, h,h] €DNL=W,

logo A(H) < W(H).
O diagrama segue do Lema 5.1.1, da estrutura de x(H) e do fato que A(H) < W.
O]

Proposigao 5.1.7. Eziste um epimorfismo 3 : E(H) — v(H), tal que h v+ h, h? —
W, ¥ heH eNue(f) =R

Demonstragdo. A fungao H U HY — v(H), tal que h — h, h¥ — hY preserva as

relacoes
[hy, W31 = [hy, h¥]", hy, ho, by € H,

logo estende-se a um epimorfismo
B:EH)— v(H).
Agora por Rocco, |15, Teorema 2.11|, R(H) < Nuc(f), logo # induz
E(H)

ﬁ:m—)V(H).
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Por outro lado a fungio H U HY — % tal que, h — R(H)h e h¥ — R(H)h?,
preserva as relacoes

[y, BE)% = [y, BE)"S = (W28 1Y), by ho by € H

de v(H), ja que [hy, h¥]"#% = [hy, h¥]" ocorre trivialmente em E(H) e [hy, hY]H =
(Al h;”w] modR pélo Lema 5.1.5 (i7i), assim essa func¢ao estende-se a um epimorfismo

E(H)
H —,
e:v(H)— R(H)
A composicio de 3 com ¢ é a identidade em v(H), portanto % >~ y(H). ]

Proposicao 5.1.8. Seja H um grupo solivel de série derivada com comprimento k.
Entao, E(H) € um grupo solivel de série derivada com comprimento no mdzimo k + 2.

Demonstracao. Consideremos o epimorfismo
0:E(H) — x(H),

tal que h! = h, (h¥)? = h¥.
Pelo Corolario 4.1.8 de [19], 1 = x(H)* ) = (£(H)* D). Logo (£(H))*+D <
Nuc(f). Como A(H) < W(H) e W(H) é abeliano, obtemos &(H)*+2) =1 O

Proposicao 5.1.9. Sejam K, Hy subgrupos de H. Entao
(i) [, H"] e [K¥, Hy] sio ambos normais em <H1, Hf’>,
(ii) (K,K¥)ND(H) = [K, K¥];

(iii) (K,KY)NL(H)=[K,v].
Demonstracao. (i) Para todo k € K e hy, hy € Hy

[k, h{]h2 = [k:,hlf]hﬂ pelo Lema 5.1.2 (1)
= [k, BY] [k, BYRS).

Isso mostra que Hy e HY normalizam [K, H']. Analogamente [H;, K¥] < <H1, H;ﬁ>

(ii) Denotemos K, por (K, K*). E claro que [K, K¥] C K ND(H).
Por outro lado consideremos o epimorfismo v : £(H) — H x H definido no Lema
5.1.1 4id’.
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Como Nuc(v) = D(H) e K ND(H) C D(H), entiio v induz um epimorfismo

~

K
L KxK
K ND(H)

e segue o epimorfismo

~

K
KxK— ———.
KK
A composicao desses dois epimorfismos, nos d&

~ ~

K K
~ — )
KND(H) [K KY|

A

tal que K ND(H)z — [K, K]z Vz € K.
Portanto K N D C [K, KY).
A prova de (i7i) é similar a prova de (ii) em que consideramos o epimorfismo
p:E(H) — H definido no Lema 5.1.1 (i7’), e a composigdo dos epimorfismos

~ ~

K K

~ Ay

KoL (K, )]

]

Proposicao 5.1.10. Seja H um grupo e K uma imagem homomorfa de H pelo epi-
morfismo ¢ : H — K. Seja também N = Nuc(¢). Entao eziste uma extensao natural
de ¢ para o epimorfismo ¢ : E(H) — E(K) tal que

(i) $(D(H)) = D(K), S(L(H)) = L(K);
(ii) Nuc(¢) = (N, N¥) [N, HY][N*, H|;
(iii) Nuc(¢ |p) = [N, HY][N?, H].

Demonstracdo. A extensio ¢ de ¢ é determinada por he = he e (izw)qB = (h¥)?, para
todo h € H. Portanto,

&(D(H)) = ¢([H, H)) = [¢(H), p(H")] = [K, K¥] = D(K)
eVhe H
o([h, ¥])) = ¢(h) 'd(h?) = k~'k¥, para algum k € K,
logo,
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O(L(H)) = o([H,¢]) = [¢(H), ¥]) = [K, ],
mostrando-se (7).

Para provar (ii) seja M = (N,N*) [N, HY].[H,N"]. E claro que M < Nuc(¢),
pois N, N¥ C Nuc(gzg). Assim pelo item (i) da proposi¢do anterior M é um subgrupo
normal de £(H) e portanto podemos definir a funcio 0 : H U K¥ — E(H)/M fazendo
O(k) = Mp~t(k) e 0(k¥) = M(¢p~1(k))¥. Podemos verificar que 6 estd bem definida ja
que N, N¥ C M. A restricdo de § a K e KV, sio ambos homomorfismos, logo existe
um tnico homomorfismo #* que estende 6 ao produto livre K x KY.

Podemos ver que as relagoes

[k, kST = [k, ko¥]5", Yk, ko, ks € K,

sao preservadas por 8*. Consequentemente, 6* induz um homomorfismo 6 : E(K) —
E(H)/M. A )
Por outro lado como, M < Nuc(¢), entdo temos um homomorfismo ¢ : E(H)/M —

- ~ ~ ~

E(K) tal que ¢(Mh) = ¢(h) e ¢(Mh¥) = ¢p(h¥)Vh € H.

~

Nuc(¢) / (H)/M
E(H) 5
M E(K)

A composicao de 0 e ¢ nos da que p(k) = (Mo (k) = ke pA(kY) = ¢(M (¢~ (k))¥) =
kY, ¥V k€ K. Logo éé = le(k), € isso mostra que é é isomorfismo.
(77i) Temos que
D(H) N Nuc¢ D [N, HY][N?, H]

de onde podemos concluir que
D(H)NNucp = D(H)N({(N,N") [N, HY].[H, N"))
= [N,NY|[N,HY][N¥,H] (pelo item (ii) da Proposicdo 5.1.10)
= [N, HY|[N¥, H]
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Proposicao 5.1.11. Seja G um grupo e suponha que H e K sdao subgrupos normais
de G tal que G = H & K. Entao:

(i) E(G <H Hw>[H KY|[HY, K] <K,K¢>;
(it) E(H) = (H,HY), E(K)= (K KY).

Demonstrag¢ao. Consideremos o epimorfismo ¢ : G — H tal que, ¢(h) = h e ¢(k) =
1, Vh€ H, k € K. E claro que Nuc(¢) = K.

Pela proposicio anterior ¢ estende-se ao epimorfismo ¢ : & (G) — E(H), tal que
Nucp =< K, K% > [HK, K¥][H"K?, K|. Mas

[HK,KY] = [H,K"|[K,K"],

pois pela Proposicao 5.1.9 [H, K¥] é normalizado por K e K¥, e também por H e HY.
Analogamente

[HYK®, K] = [HY K][K K.
Portanto

E(G) = (K,KY)[H,K"|[H", K| - E(H)

Mas $(<H, H¢>) = E(H) e por outro lado £(H) é mapeado sobrejetivamente sobre
(H,H"). Logo Nuc(¢) N (H,HY) =1e E(H) =< H,HY >. Assim

E(G) =2 (K,K")[H,KY|[HY, K] (K,K")

Uma analise semelhante para o epimorfismo ¢' : G — K, tal que ¢/(k) = ke ¢'(h) =1
nos da que £(K) =< K, K¥ >. O

5.2 H abeliano

Nesta se¢ao conseguimos alguns resultados a respeito da estrutura de £(H), quando H
¢ um grupo abeliano.

Proposicao 5.2.1. Seja H um grupo abeliano. Entao,
(i) D=W =L H] = [£,H], R=[D,H]=[L,2H);

(it) L € nilpotente de classe <2, L' CD C Z(L), L C Z(E).
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Demonstracao. (i) Pelo item (ii) da Proposi¢ao 5.1.4, L1 = [L,H] = LNDH' e Ly =
[£,HY] = LNDH". Logo como H ¢ abeliano W = LND = L, = L. Pelo item (i1)
do Lema 5.1.2 D C [£,H]|H' = [L,H]. Logo D C L e portanto LND =D =W =
£, H] = [£, HY)

Por definicao

R = [H, £, HY] = [D, H"] = [D, H] = [£, H, H] = [£, 2H]

(i1) Temos que H centraliza £ modulo [£, H|(= D), assim como HY também cen-

traliza £ modulo [£, HY](= D), entao
L CIEH), L CD.
Agora como 1 = [D, L] = [L,H, L] = [H, L, L], entdo

L, L, H]=[L' H]=1.
Da mesma forma 1 = [D, L] = [£, HY, L] = [HY, L, L], logo

IC, L, HY] = (£, HY] = 1.

E portanto £ C Z(€).
[l

Proposi¢ao 5.2.2. Seja H um grupo abeliano. Entao £ = ([a¥,b][a,b%]; a, b€ H).
Demonstracao. Sejam [y, Iy € L, entao
ll = [hlv ¢][h2a 77Z)] e [hsv @Z}} e

para s, r € Ne hy, ho,---hs, Ry, hl,---hl € H. Logo

[ la] = [[ha, @The, ] - - [l ], TR, @RS, ] - - [, ]
= HH[[hi,@b],[h;,w]], jaque L' <De[L,D]=1.
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Mas

_lhzd),h; 1h/¢]
h—l h/ 1h/1/1]h1/[h1/1 h/ 1[)1})]
(3 (2] 7

(R, ¥, [, )] [
[
_ [hz_l h/wh”/’[hw B 1]h””
[
[
[

1" [h B
11k P L1k
N A A A
P
ha, ) R R

J
Y
Y b [1, b

Portanto os elementos de £ sao produtos de elementos da forma [a?, b][a, b¥] com a, b €
H [

2 ’7

Proposicao 5.2.3. Sejam e "b” elementos de torcao de um grupo H abeliano,
com ordens n e m respectivamente. Entio a ordem de [a,b¥][a¥,b] divide m.d.c(n,m).

Demonstracao. Temos que

1=[a",b"] = [a"" bY]%a,b"]
; [a, bw]a’kl [a, bw]aH - a, bw]_ (5.2.1)
Da mesma forma
L=[(@),0] = [(@ )" b]" [a,b"]

= [a?,b) @ D [a?, p)@
= [, 0] D]a?, b)) [a?b], jaque D, L]=1 (5.2.2)

Multiplicando 5.2.1 e 5.2.2, temos
1 = [ajbw]a”‘l[%bw]a’l 2 . [a, bﬂ[ b](a" 1)[aw7b](a"-2)...[aw7b}

([a, b*][a?, b])(“n_l)([a, b][a?, b)) @ ) -, b [a?,b] (D = W é abeliano)
1 = ([a,0"fa”,0)" (L < Z(E(H)).

De forma analoga obtemos ([a,b¥][a¥,b))™ = 1 e portanto m.d.c(n,m) divide a
ordem de [a, b¥][a?, b]. O
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Colorario 5.2.4. Se H ¢ um grupo abeliano finito, entao L' € abeliano finito.

Demonstragao. Segue direto da proposi¢ao anterior. [

Vamos considerar agora G = Z(H/H') - H o produto semi direto de Z(H/H') por
H, em que H age sobre Z(H/H') por multiplicagao a direita

(Z ZEH/hH/h)hl = Z xH’hthhl‘
Dessa forma H' age trivialmente sobre Z(H/H').
Seja G = Az(H/H') - H subgrupo de G e defina u = 1.1 € G, em que 1 é a unidade
de Z(H/H'). Consideremos

[H,u] = ([h,u], heH),

subgrupo de G.
Observemos que

[h,u] = h'h"
= uwtuecZ(H/H, (5.2.3)

além disso, passando para a notacio aditiva em Z(H/H') e fazendo H'h = h,
[h,u] = (—hy + 1.1).

Portanto [H,u] = Az(H/H') e G = (H, H"). Assim considere ¢ : HU HY — G
definida por h* = h e (h¥)* = h*Vh € H.
Notemos que, Vhy, he, h € H

[[he, BS), [h,u]] = [hy'uthy fuhyu™ hou, [, ul]
w M hT ho—1uhyhou™"2u, [h, ul]
= [u"u"M by hou™"2u, u"u] por 5.2.3

=1

Y

ja que Z(H/H') é abeliano e H' age trivialmente sobre Z(H/H').

Podemos concluir entdo que ¢ preserva a relagoes de £(H) estendendo-se a um
epimorfismo é : E(H) — Az(H/H') - H.

Por Sidki [19], Az(H) - H = (H, HY | [H,¢] =1), logo se H & abeliano, entio
Nuc(é) = £'. Dai temos o teorema seguinte.
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Teorema 5.2.5. Seja H um grupo. FEntdo existe um epimorfismo é : E(H) —
Az(H/H') - H. Em particular, se H é abeliano, Nuc(é) = L'.

Colorario 5.2.6. Se H =< x > é um grupo ciclico de ordem n, entao E(H) 2 Z"'-H.

Demonstragao. Temos que se H ¢ ciclico, entao Az(H) = Z" . Vamos entao mostrar
que L é abeliano.
Seja [ € L, entao

[ = [h1,Y]h2, ] - - [hs, V] para algum s € N.
Mas

|
EX
S
Ak
=
8
8
=

= [0 0] e, [0,
para algum j € {1,...,n —1}.
Em particular, se j = n
L=["4] = [0 o] - [2,9]
e = (] )
Logo L = <[ RUIR [x,w]xQ o 2>
Agora notemos que pelo Lema 5 1 2 (11)
[, %] = [, z, 2] = [z, ¢][z, 0] Vi€ Z. (5.2.4)
Logo
([, " [, )] = ([, @[, ¢], [z, ¢]]  por 5.2.4
= [, 2], [z, ][], [, 0]
= 1, ja que [D, L] = 1.
E portanto
Hx? w]xla [:U7 w]xj] = Hl’, w]zi_jv [$7 wa-J
= 1,
para todo i, j € Z. De onde concluimos que L é abeliano. [
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5.3 H Policiclico

Veremos nesta se¢ao que E(H) é policiclico se, e somente se, H/H' é finito.
Com demostracoes idénticas as Proposicoes 2.1.3 e 2.1.4, temos as proposicoes
seguintes.

Proposicao 5.3.1. Sejam H um grupo e T um transversal de H/H'. Entao
T
R(H) = ([, B2 [0, 1" )7 [, o, by € H)

Demonstragcao. Primeiro mostramos que

E(H)
R(H) = (b, BT 100", "1 | b, Doy By € H)

£(H)
Seja J(H) = ([l B ™, o 14 [ b, ho, by € H) . Temos que J(H) <
R(H), pois pela Proposi¢ao 5.1.5 (iii)

[, B3V ", By € RUH),

Pela Proposicao 5.1.7 o epimorfismo 3 : £(H) — v(H) dado por h +— h, h¥
h¥, Yh € H tém niicleo R(H) Logo 3 induz f3 : j—)) — v(H). Por outro lado
a aplicagao o : v(H) — J(—H tal que h — J(H)h, h¥ — J(H)h? estende-se a um
epimorfismo 7 : v(H) — %, j& que

v(H) = (HHY | [, h)% = [0, (hg)*) = (o, 1S, ¥ b,y ho, By € H)
as relacoes

[y, h9)"S = [h, hY)% = [ly"®, (hE9)¥), Yhy, ha, hy € H

seguem em % Agora como 73 é a identidade em J((Ié)), entdo R(H) = J(H).

Agora temos que R(H) < D(H), entao pelo Lema 5.1.2 (iii),

H
R(H) = (b, B2 (0", (o)) | B, ha, by € H)
Novamente pelo item (74i) do Lema 5.1.2, temos que [R(H), H'| = [R(H), [H, H"]].
Mas como R(H) < W(H) (5.1.5 (ii)) e pela Proposicio 5.1.3 W(H) é central em
D(H), segue que [R(H),H'] = 1. Logo

T
R(H) = (o, W1 (™, b)Y D, oy by € 1)
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Proposicao 5.3.2. Sejam H um grupo policiclico com sequéncia policiclica
S ={ay,a9,...a,} e T um transversal de H/H'. Entao

T
R(H) = ([ a1 [0, 0,1 | @i, 0, ax € 5) .
Demonstra¢ao. Como S = {ay,...,a,} é um conjunto gerador de H, por um resultado

de A. McDermott, |8, Teorema 2.2.8| , o subgrupo K = <[h1, h;p]h3 [hy", h2h3w]_1 | hi, ho, hs € H

" >H*Hw

J
Assim se ¢ : H * HY — E(H) é o epimorfismo natural, temos que

do produto livre H * HY ¢ igual a J = <[ai,a |2 [a;%*, a;*¥) 7t | a;, aj, ap € S

£(H)
¢(J)=R(H) = <[ai,@f]ak[@iak,ajaw]71 | a;, aj, ap € S>

T
= <[ai,a?’]“’€ [a: ™, a; "] | as, aj, ap € S> (pela Proposigao 5.3.1).
]

Teorema 5.3.3. Seja H um grupo policiclico. Entao E(H) € policiclico se, e somente
se, H/H' € finito.

Demonstragao. Suponhamos que E(H) é policiclico. Entao a imagem Az(H/H') de
E(H) é policiclico. Logo H/H' é finto, ja que Az(H/H') abeliano livre de posto H/H'.

Por outro lado se H/H' é finito entdo R(H) é abeliano finitamente gerado. Como
£

% = v(H) é policiclico entao £(H) ¢ policiclico. O

5.4 H Perfeito

Para H um grupo perfeito verificamos nesta se¢ao o isomorfismo entre £(H) e x(H).
Proposicao 5.4.1. Se H € um grupo perfeito, entao

(i) € =DL; W(H) < Z(E(H));

(it) D e E(H) sao perfeitos;

(i) E(H) = x(H).

Demonstracao. (i) Temos que % =~ I logo se H ¢é perfeito E(H) = DL e como
W(H)=DnNCLe|[D,L]=1segue que W, E] = 1.

(77) Primeiro temos que E(H)' =D'L'|D, L] =D'L', ja que [D, L] = 1.

67



Agora como x(H) e seus subgrupos L e D sao perfeitos (veja em [19, Lema 4.4.6]
), entao

L2LA=LAeD=DA=DA.

Por outro lado

LA AeDAXD.A

Como A <D'L'=E(H)', segue que E(H) = E(H)'.

Para D(H) temos que % = % 2YH=HZ D/WW, implica que D = D'W.
)

Assim seja E(H) = €40 Entao D(= [H, H?]) = W, que ¢ central em E(H). Logo

além disso

H = (HD') /D' = (H'D)/D' = H jaque[H,D)D"<D.
Logo

istoé D =D’
(iii) Pelos itens (i) e (id), W < D' N Z(D) além disso & = H. Entdo D ¢ uma
extensao tronco de H. Por Sidki, Teorema 1.4.4 D < x(H) é uma extensao tronco

maximal de H. Portanto D = D, e entao A é trivial.
O

Teorema 5.4.2. Seja H um grupo finito, entdo o grupo E(H) € finito se, e somente
se, H ¢ perfeito.

Demonstracao. Pelo Teorema 5.2.5, £(H) tem imagem Az(H/H') - H, logo se E(H) ¢
finito entdo para Az(H/H') - H ser finito, deve ocorrer que H = H'.
Reciprocamente, se H é perfeito, pela proposicao anterior E(H) = x(H), que é
finito.
]

68



Referéncias Bibliograficas

1

2]

3]

4]

[5]

(6]
7l

8]

9]

[10]

[11]

[12]

R.D. Blyth, R.F. Morse, Computing the nonabelian tensor squares of polycyclic
groups, J. Algebra 321, (2009) 2139-2148.

R. Brown, J.L. Loday, Van Kampen theorems for diagrams of spaces, Topology
26 (1987) 311-335.

K. W. Gruenberg, Cohomological topics in group theory, Lecture Notes in Mathe-
matic No 143, Spinger-Verlag, New York and Berlim, 1970.

N. Gupta, N. Rocco and S. Sidki, Diagonal embeddings of nilpotent groups, Illinois
J. of Math., 30 (1986) 274-283.

D.L Johnson, Topics in the theory of groups presentations, London Mathematical
Society Student Texts 15, New York , Cambridge University Press 1980.

F. Levin, On some varieties of soluble group I, Math Zeitchr, 85, (1964) 369-372.

G. Karpilovsky, The Schur multiplier (London Mathematical Society monographs;
new ser. 2) Oxford University Press, 1987.

A. McDermott, The nonabelian tensor product of groups: computations and struc-
tural results, Ph.D thesis, National University of Ireland, Galway (1998).

C. Miller, The second homology group of a group; relations among commutators,
Proc. Amer. Math. Soc. 3 (1952) 588-595.

R. N. Oliveira, Comutatividade fraca entre grupos isomorfos, Tese de Doutorado,
Universidade de Brasilia (2007).

R. N. Oliveira, S. Sidki. On commutativity and finiteness in groups, Bull. Braz.
Math. Soc. (N.S.) 40 (2009), 149-180.

E.R. Pereira, O multiplicador de Schur e grupos de recobrimento total, Dissertacao
de Mestrado, Universidade de Brasilia (1999).

69



[13] D.J.S. Robinson, A course in the theory of groups, Springer-Verlag, New York,
1996, Second Edition.

[14] N.R. Rocco, On a construction related to the non-abelian tensor square of a group,
Bol. Soc. Bras. Mat. 22 (1991) 63-79.

[15] N.R. Rocco, A presentation for a crossed embedding of finite solvable groups,
Comm. in Algebra 22 (1994) 1975-1998.

[16] N.R. Rocco, Comutatividade entre p-grupos finitos , Tese de Doutorado, 1980.

[17] J. J. Rotman, An introduction to the theory of groups, Spinger-Verlag, New York
and Berlim, 1995, Fourth Edition .

[18] D. Segal, Polycyclic groups, Cambridge University Press, 1990.
[19] S. Sidki, On weak permutability between groups, J. Algebra 63 (1980) 186-225.

[20] Urs Stammbach, Uber die ganzzahlige homologie von gruppen, Expo. Math. 3 4
(1985) 359-372.

[21] The GAP group, GAP-Groups, Algorithms an programming, version 4.4, available
at http://www.gap-system.org, 2005.

70



	Sumário
	Preliminares
	Subgrupos Comutadores
	Grupos Policíclicos
	Apresentações policíclicas

	Grupos Livres e Produtos Livres
	 Comutatividade Fraca entre Grupos Isomorfos
	Resultados sobre (H)


	Sobre (H)
	 H policíclico por finito
	Redução da apresentação de (H)
	H abeliano


	Comutatividade fraca por isomorfismo entre n cópias de H
	Definições
	Sobre (n,H)
	Estimativa para a ordem de (n,H)
	H perfeito

	O Grupo *(n,H)
	Definições
	Propriedades gerais para *(n,H)
	H Nilpotente

	Sobre o grupo E(H)
	 Um estudo sobre E(H), H um grupo qualquer
	H abeliano
	H Policíclico
	H Perfeito

	Referências Bibliográficas

