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RESUMO

ANALISE DINﬁ:MICA NAO-LINEAR DE PORTICOS ESPACIAIS UTILIZANDO
A FORMULACAO CORROTACIONAL

Autor: Wellington Andrade da Silva

Orientador: William Taylor Matias Silva

Programa de Pés-graduacdo em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, dezembro de 2013

Neste trabalho utiliza-se a cinematica corrotacional de elementos de viga 3D de Euler-
Bernoulli na analise ndo-linear dinamica de poérticos espaciais. A cinematica corrotacional
se baseia na separagdo do movimento em uma parte deformacional, e a outra, em
movimento de corpo rigido. Admitem-se grandes translacGes e rotacdes de corpo rigido e
deformacdes infinitesimais. Desta maneira, obtém-se uma matriz de rigidez tangente
antissimétrica para o elemento de viga 3D. Para 0s casos estaticos, mostra-se por meio de
exemplos numéricos que, de forma analoga ao que ocorre com estruturas solicitadas com
forcas ndo conservativas, exemplos envolvendo grandes ndo-linearidades geométricas
também podem atingir uma configuracdo de equilibrio sem que ocorra a simetrizacdo da
matriz de rigidez tangente global. Com base na metodologia proposta por Géradin e
Cardona, utiliza-se o procedimento de Newmark aplicado ao vetor de rotagdo incremental
e as suas derivadas no tempo, para o tratamento dinamico das rotacfes, velocidades e
aceleracdes angulares. Nas solucBes dos problemas dindmicos é empregado o método de
integracdo HHT-a em combina¢do com o método de Newton-Raphson, o qual € utilizado
com a finalidade de se obter o equilibrio das forcas internas com o0s carregamentos
externos em cada passo no tempo. Varios testes numéricos sdo apresentados, comparando-
se os resultados da metodologia proposta com resultados de outros modelos apresentados
por outros autores. Os resultados obtidos demonstram a eficiéncia e precisdo da presente
formulacdo na analise dindmica, com e sem amortecimento de estruturas submetidas a

grandes deslocamentos.
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ABSTRACT

NONLINEAR DYNAMIC ANALYSIS OF SPACE FRAME USING
COROTATIONAL FORMULATION

Author: Wellington Andrade da Silva

Supervisor: William Taylor Matias Silva

Postgraduate Program in Structures and Civil Construction Engineering
Brasilia, December of 2013

The kinematic co-rotacional theory of Euler-Bernoulli’s beam in 3D space for nonlinear
dynamic analysis of space frames is used in this work. In corotational kinematics the
movement is decomposed in deformational and rigid body components. Large rigid body
translations and rotations, and infinitesimal strains are adopted. In this way an anti-
symmetric stiffness matrix is obtained for the beam element. For static analysis is shown
that, in analogy to the case of structures loaded by non-conservatives forces, structures
with large geometric nonlinearity also can reach an equilibrium configuration without the
occurrence of a global symmetric tangent stiffness matrix. Using the methodology
proposed by Géradin and Cardona, the Newmark procedure applied to the incremental
rotation vector and its time derivative for the dynamic analysis of rotations, angular
velocities and accelerations is used. In the solutions of dynamic problems the HHT-a
integration method combined with the Newton-Raphson’s method (which is used for the
purpose of obtaining internal forces equilibrium with the external loadings in each time
step) is employed. Several numerical examples are analyzed comparing results of the
proposed methodology with results from other models presented by other authors. Results
demonstrate the efficiency, reliability and accuracy of this formulation in the dynamic

analysis of structures undergoing large displacements.
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1- INTRODUCAO

Atualmente, um dos principais focos da engenharia estrutural € a procura por estruturas
cada vez mais leves, o que implica na utilizacdo de elementos ou sistemas estruturais com
elevada esbeltez. Sabe-se que para a analise estrutural de estruturas com elevada esbeltez, é
indispensavel considerar os fendbmenos que envolvem os conceitos de estabilidade de
equilibrio, bem como, em funcédo do tipo e aplicacdo da estrutura, realizar uma adequada
avaliacdo da possibilidade de considerar os efeitos dindmicos. Nesse caso, se a frequéncia
de excitacdo é muito proxima a das suas frequéncias naturais, geram-se vibracGes de

grande amplitude (o que é conhecido com o fendmeno de ressonancia).

A avaliacdo dos efeitos de instabilidade de equilibrio é de grande importancia para o
projeto ou avaliacdo de estruturas em diversas areas da engenharia (civil, naval, oceanica,
aeronautica etc.) tais como: edificagbes em aco (hangares, pavilhdes de feiras e de
exposi¢des, pavilhdes industriais, coberturas de estadios, ginsios cobertos), estruturas para
utilizacdo como suportes de linhas de transmisséo de energia elétrica, de antenas de TV e
telecomunicagdes em geral, pontes, fuselagens de avides, cascos de embarcagoes,
plataformas off-shore e estruturas aeroespaciais (antenas, telescopios e painéis solares). No
entanto, existem varios motivos para que essas estruturas, citadas anteriormente, estejam
funcionando fora das especificacbes para as quais foram projetadas, tais como o
surgimento de danos e desgastes na estrutura decorrentes de seu uso, gerando uma redugéo
de sua resisténcia ou que as condi¢des ambientais sejam diferentes daquelas consideradas

no projeto ou acréscimos dos carregamentos operacionais considerados no projeto.

Por razdes como essas, muitas vezes é necessario efetuar uma analise ndo linear da
estrutura para a determinacdo da carga ultima de colapso do correspondente modo de
deformacéo e de possiveis fendbmenos de instabilidade dindmica que possam ocorrer. Em
casos onde efeitos de inércia tenham papel importante no desempenho e seguranca da
estrutura, o desconhecimento dos niveis e caracteristicas da resposta dinamica pode levar a

falha do sistema.

A simulacdo numérica do comportamento ndo-linear estatico e dindmico de estruturas

esbeltas, com uso da formulacdo corrotacional, trata-se de um tema atual (Almeida, 2012;



Le et al., 2012; Almeida e Awruch, 2011; Alsafadie et al., 2011; Le et al., 2011; Schachter
et al., 2011; Tsai et al., 2011; Alsafadie et al., 2010; Gongcalves et al., 2010; Li e Quoc,
2010; Lopez e La Sala, 2010; Hsiao et al., 2009; Lanc et al., 2009; Matias e Bezerra, 2009;
Battini, 2008; Braun e Awruch, 2008; Caldas, 2008; Khosravi et al., 2008; Madeo, 2008;
Yaw, 2008; Battini, 2007; Battini, 2007; Li, 2007; Relvas e Suleman, 2007; Battini e
Pacoste, 2006; Lopez, 2006; Relvas e Suleman, 2006; Menin, 2006; Felippa e Haugen,
2005; Urthaler e Reddy, 2005; Cortivo, 2004) e deve ser realizada com a utilizacdo de
métodos e técnicas que levem em conta, de maneira adequada, os efeitos de grandes
deslocamentos (translagOes e rotagfes) bem como as velocidades e aceleracGes angulares
para 0S casos em que as estruturas estejam submetidas a carregamentos dinamicos.
Portanto, o tema em discussdo nesse trabalho, possui uma grande importancia pratica na
engenharia e o seu valor dentro da comunidade cientifica é notdrio, sendo comprovado

pela grande quantidade de trabalhos recentemente publicados.

1.1 — HISTORICO GERAL

1.1.1 — Analise ndo-linear geométrica corrotacional

A analise ndo-linear geométrica pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) tem sido

realizada através de trés tipos de descri¢Oes cinematicas (Felippa e Haugen, 2005):

e Descrigdo Lagrangeana total — as equagfes do MEF sdo formuladas em relacéo a
uma configuragcdo de referéncia fixa, em geral, a propria configuragdo inicial
assumida pela estrutura;

e Descricdo Lagrangeana atualizada — as equacbes do MEF sdo formuladas em
relacdo a ultima configuragdo de equilibrio, ou seja, a configuracdo de referéncia é
mantida fixa durante o processo iterativo e, quando se atinge o equilibrio, todas as
tensdes e deformacgdes da estrutura passam a ser definidas em relacdo a nova
configuracao de equilibrio;

e Descricdo cinematica corrotacional — as equacdes do MEF para cada um dos
elementos sdo formuladas baseando-se em dois sistemas distintos: uma
configuracdo de base, que permanece fixa ao longo de toda a andlise e uma
configuracdo corrotacional que acompanha cada um dos elementos. E oportuno



salientar que no sistema corrotacional, pode ser empregada tanto a formulacéo

Lagrangeana total quanto a atualizada (Hsiao et al., 1987).

Um dos grandes desafios da analise ndo-linear geométrica de estruturas espaciais € o0
tratamento apropriado das rotacOes finitas e a separacdo adequada dos deslocamentos de
corpo rigido daqueles que causam deformac6es. O tratamento de rotagcdes dessa magnitude
para os problemas ndo-lineares tridimensionais ndo é uma simples extensdo de uma
formulagdo bidimensional, visto que, na analise tridimensional, as grandes rota¢des néo
sdo verdadeiras grandezas vetoriais. Conforme Hsiao et al. (1987), a regra do
paralelogramo, utilizada para a adi¢éo de dois vetores, ndo pode ser aplicada no tratamento
de rotacg0es finitas. Nesse caso, o resultado sera em funcdo da ordem pela qual as rotacdes
sdo tomadas, caracterizando a invalidade da propriedade de comutatividade dos vetores
(Argyris et al., 1979).

A abordagem corrotacional tem raizes numa ideia muito antiga da mecanica do continuo, a
qual precede o método dos elementos finitos por mais de um século: a separa¢do ou
isolamento entre os movimentos deformacionais e de corpo rigido. Essa separacdo dos
movimentos de corpo rigido, representados por translacdes e rotacGes, e dos movimentos
puramente deformacionais €é realizada por meio dos sistemas de configuracdo de base e
corrotacional. O sistema de configuracdo de base é utilizado para medir os deslocamentos
de corpo rigido. Ja o sistema corrotacional tem o papel de obter os deslocamentos
deformacionais, a partir dos quais sdo definidas a tensdes e deformacGes da estrutura.
Inicialmente, essa ideia surgiu em teorias de pequenas deformacgdes superpostas por
grandes movimentos de corpo rigido, sendo estudada primeiramente por Cauchy (1827).
Ao final da década de 1930, Maurice Anthony Biot defendeu o uso de deformacdes
incrementais, em um corpo inicialmente tensionado, utilizando uma decomposicdo polar
truncada. Uma descricdo rigorosa dessa teoria foi feita por Truesdell e Noll (1965);

entretanto, estes autores ndo apresentaram exemplos de aplicagéo.

As primeiras aplicacdes tecnoldgicas dessa area surgiram apos a Segunda Guerra Mundial
na indudstria aeroespacial. A ideia da decomposi¢cdo em movimentos rigido e puramente
deformacional para toda a estrutura foi originalmente usado por projetistas aeroespaciais

nas décadas de 1950 e 1960, na investigacdo de problemas de dindmica das estruturas,



controle de naves espaciais em Orbita e estruturas de aeronaves. A principal motivacao era

tracar o movimento principal das estruturas.

Assim, por meio da definigdo de um sistema de eixos de coordenadas cartesianas e
ortogonais Unico, que acompanhasse 0 movimento do corpo, era possivel obter os
deslocamentos, velocidades e aceleracbes unicamente deformacionais de um ponto
material. Essa abordagem foi sistematizada por Fraeijs de Veubeke (1976), onde utilizando
somente um sistema de eixos corrotacionais, propds uma formulacdo para a analise
dindmica de estruturas, sendo denominada configuracdo fantasma. A determinacdo de um
sistema de eixos Unico para a estrutura gerava uma enorme dificuldade ao MEF, e assim,
Bergan e Horrigmoe (1976) e Horrigmoe (1977) levaram o conceito da configuracdo

fantasma para o elemento, ou seja, um sistema de eixo individual para cada elemento.

De acordo com Felippa e Haugen (2005), o termo ‘“corrotacional” foi aparentemente
utilizado pela primeira vez em um titulo de um artigo sobre o MEF, por Belytschko e
Hsieh (1979). Entretanto, Nour-Omid e Rankin (1991) atribuem o conceito original do
procedimento corrotacional aplicado ao MEF para Wempner (1969) que aplicou esse
conceito no estudo de cascas submetidas a pequenas deformacdes e grandes
deslocamentos, e para Belytschko e Hsieh (1973) que estudaram vigas submetidas a
grandes rotacOes, onde desenvolveram um método fundamentado em um sistema de

coordenadas curvilineas.

Uma importante contribuicdo ao MEF é conferida a Rankin e Brogan (1986), onde
introduziram a formulacdo EICR (Element Independent Corotational Formulation), que foi
em seguida melhorada por Rankin e Nour-Omid (1988) e por Nour-Omid e Rankin (1991),
sendo esta a formulacdo implementada no programa STAGS (Rankin et al., 1998). A
formulacdo EICR ndo utiliza de forma explicita 0 método da configuracdo fantasma, e sim
a utilizacdo dos projetores. Nesse caso, a formulacdo corrotacional € utilizada diretamente

na construcao da matriz de rigidez tangente que, consequentemente, se torna consistente.

Outra contribuicdo importante é conferida a Haugen (1994), que desenvolveu elementos
triangulares e quadrangulares que continham o grau de liberdade de rotagdo torcional,
combinando a natureza invariavel da formulacdo fantasma e o equilibrio e a consisténcia

da formulacdo de EICR. Outras contribui¢cdes sdo conferidas a Hsiao e Hou (1987) e Hsiao



et al. (1987), que apresentaram formulacdes simples e eficientes para a remocdo da
restricdo de pequenas rotacBes entre dois passos de carga consecutivos, considerando a

analise de segunda ordem elastica de porticos planos e espaciais.

Cardona (1989) utilizou o conceito da formulacdo corrotacional para o estudo de
mecanismos, fornecendo uma grande contribuicdo relacionada a parametrizacdo de
rotacOes finitas aplicadas a dinamica ndo-linear de estruturas. Cole (1990), utilizando a
formulacéo corrotacional, desenvolveu formulagdes consistentes para o estudo de vigas
planas e espaciais, dando destaque especial aos distintos métodos para definicéo,
atualizacdo e parametrizacdo de grandes rotacdes no espaco. Também realizou o estudo
tedrico e a implementacdo computacional de programas capazes de estudar problemas com

cargas seguidoras.

Ainda podem ser destacadas as contribuicdes de Crisfield (1990) e Crisfield (1997), que
desenvolveu o conceito de formulac@o consistente corrotacional, onde a matriz de rigidez
tangente aparece como a varia¢do da forca interna. Peng e Crisfield (1992) aplicaram a
formulacdo consistente corrotacional para o estudo de estruturas de cascas, utilizando uma
combinacdo do elemento triangular de membrana, com deformacgdes constantes e do
elemento triangular de placa com curvatura constante. Uma nova aplicacdo € apresentada
por Crisfield e Moita (1996), através de um procedimento tedrico, inicialmente introduzido
para o estudo de elementos finitos solidos, sendo em seguida, alterado de modo a abordar

também o estudo de vigas espaciais e cascas.

Mattiasson (1983), Mattiasson et al. (1984) e Mattiasson et al. (1986) utilizaram uma
abordagem combinando as descricbes Lagrangeana total, Lagrangeana atualizada e
corrotacional para estudo envolvendo ndo-linearidade geométrica. J& Pacoste e Eriksson
(1996) ocuparam-se em comparar a utilizacdo das descrigdes Lagrangeana total e
corrotacional para problemas de instabilidade envolvendo vigas planas e espaciais.
Posteriormente, Pacoste (1998) fez estudos de instabilidade de estruturas com elementos
triangulares de casca planos, fazendo uso dos projetores propostos por Nour-Omid e
Rankin (1991).

E importante destacar as contribuicbes de Souza (2000), que utiliza a formulagéo

corrotacional para a andlise inelastica de pdrticos planos e espaciais com grandes



deslocamentos. Nessa pesquisa, demonstra-se que, para a formulacdo proposta, €
necessario apenas um elemento finito por elemento estrutural para analisar problemas com
grandes rotacdes de corpo rigido e deformacGes moderadas. Battini (2002) implementou
uma formulacdo corrotacional para analisar problemas de instabilidade elastica e plastica
de vigas planas e espaciais, partindo das formulacdes de Crisfield (1990) e Pacoste e
Eriksson (1996), sugerindo modificacdes na forma de parametrizacao das rotacdes finitas e

incluindo um sétimo grau de liberdade para consideracédo de ligages rigidas.

1.1.2 — Analise dindmica néo-linear com rotacdes finitas

Os sistemas com comportamento dindmico podem ser caracterizados como lineares e nédo-
lineares. Para os lineares, prevalece em suas analises o principio da superposi¢do modal,
com um grande desenvolvimento dos métodos matematicos disponiveis para o0 seu estudo.
Ja os sistemas nao-lineares, constituem ainda um assunto em aberto, principalmente com a

consideracao de acOes aleatorias.

No caso de sistemas estruturais com comportamento ndo-linear, a resposta estrutural
também é ndo-linear. Nesse caso, obtém-se a resposta da estrutura no intervalo temporal
desejado, onde as técnicas de superposicdo modal e a resolugdo analitica ndo s&o
comumente utilizadas na andlise de tais sistemas. Consequentemente, o procedimento de
aplicacdo geral para resolucdo desses problemas é dado pelos métodos de integracao direta,
classificados como métodos explicitos e implicitos, e a obtencdo da resposta dindmica nao-
linear € feita mesclando-se técnicas de integracdo temporal e um método incremental-

iterativo.

Como na analise estatica, uma questdo importante no desenvolvimento de elementos de
viga ndo-lineares dindmicos € o tratamento das rotacdes finitas. O fato das rotaces finitas
serem ndo-comutativas e ndo-aditivas impossibilita a aplicacdo direta do método de
integracdo de Newmark (1959) para rotacdes finitas. Portanto, esse método deve ser

reformulado de acordo com a parametrizacdo das rotagdes finitas.

Vaérias formas de parametrizacdo de rotacGes finitas aplicadas a dindmica ndo-linear podem
ser encontradas na literatura. Um dos primeiros estudos importantes nesse campo foi

desenvolvido por Simo e Vu-Quoc (1988), que utilizaram varidveis de rotacdo espaciais.



Esse mesmo formato de parametrizacdo também foi utilizado por Crisfield et al. (1997),
Jeleni¢ e Crisfield (1998 e 1999) e Hsiao et al. (1999). Com mesmo grau de importancia
pode-se citar Cardona e Géradin (1988), que apresentaram trés formulagdes. Na primeira,
foram utilizadas variaveis de rotacdo materiais. A segunda baseou-se no uso de vetores de
rotacdo totais, tendo como principal vantagem o fato das variaveis rotacionais tornarem-se
aditivas, porém, com o inconveniente dos angulos de rotacdo ficarem restritos a 2. Como
solucdo para esse problema, Cardona e Géradin introduziram o conceito de vetor
incremental rotacional na terceira formulagcdo. Nesse caso, a ideia das atualiza¢des aditivas
ainda é aplicada, mas apenas dentro de cada incremento. Os vetores incrementais
rotacionais também foram adotados por Ibrahimbegovi¢ e Mikdad (1998). Méakinen (2007)
também apresentou um elemento de viga baseado no vetor de rotacdo total, porém,
utilizando um processo de comutacdo para evitar as limitagbes dos angulos de rotacéo.
Outra possibilidade de parametrizacdo de rotagcOes finitas, baseada no vetor de rotagdo
conformal, foi adotada por lura e Atluri (1988) e Geradin e Cardona (1989).

Recentemente, Le et al. (2012) apresentaram quatro formulacGes para dindAmica ndo-linear
de vigas espaciais. A primeira formulacdo e baseada no método apresentado por Simo e
Vu-Quoc (1988), porém, com uma alteracdo do calculo das quantidades de rotacdo nos
pontos de Gauss, a fim de obter uma maior eficiéncia. A segunda é fundamentada no
método proposto por Ibrahimbegovi¢ e Mikdad (1998) ¢ a terceira é uma variacdo da
formulacdo proposta por Cardona e Géradin (1988), utilizando-se agora a forma espacial
do vetor de rotacdo incremental em vez da material. J& a quarta formulacdo € uma nova
proposta, baseada em uma abordagem introduzida por Battini (2008) para a analise estatica
de estruturas, onde se faz 0 emprego de trés dos quatro parametros de Euler (quatérnios)

como variaveis de rotagdo.

Quanto ao problema de integracdo no tempo para rotacdes finitas, a literatura técnica
apresenta duas abordagens principais. Na primeira, proposta por Simo e Vu-Quoc (1988),
as equacOes de Newmark séo escritas usando o vetor de rotacdo incremental material e a
velocidade e aceleracdo angular material. Essa metodologia foi utilizada nos trabalhos de
Crisfield et al. (1997), lura e Atluri (1988) e Jeleni¢ e Crisfield (1998). Ibrahimbegovic e
Mikdad (1998) reformularam essa metodologia utilizando as formas espaciais da
velocidade e aceleracdo angular. Na segunda metodologia, introduzida por Cardona e
Géradin (1988), o algoritmo de Newmark foi aplicado ao vetor de rotagdo incremental e as



suas derivadas no tempo. Consequentemente, o procedimento de atualizacdo das
quantidades de rotacdo assume uma forma semelhante a aplicada nos deslocamentos. No
trabalho de Mé&kinen (2007), essa metodologia foi adotada usando os vetores de rotacéo
totais. Le et al. (2012) também apresentam em seu trabalho as duas metodologias citadas

anteriormente.

1.2 - OBJETIVOS

Em linhas gerais, o objetivo desta pesquisa foi desenvolver uma ferramenta computacional,
através do método dos elementos finitos em uma plataforma corrotacional, para o estudo
numérico do comportamento dindmico ndo-linear geométrico de pérticos espaciais sujeitos
a grandes deslocamentos (translagdes e rotagdes) com e sem amortecimento. Para esse fim,

foram definidos os seguintes objetivos especificos:

e Desenvolver em plataforma Matlab um programa de elementos finitos para analise
estatica e dinamica ndo-linear geométrica de pdrticos espaciais com o0 uso de
elemento de viga 3D Euler-Bernoulli corrotacional, e valida-lo através de exemplos
numéricos. Por ser objeto de um projeto de pesquisa da Universidade Federal de
Goiés em parceria com a Universidade de Brasilia, o programa foi nomeado como
SIAE (Sistema Integrado de Analise Estrutural), o qual j& possui outros inumeros
recursos que ndo sao apresentados aqui, por ndo fazer parte dos objetivos desse
trabalho;

e Implementar a formulagdo corrotacional EICR (Element Independent Co-
Rotational Formulation), desenvolvida por Nour-Omid e Rankin (1991);

e Implementar o método do comprimento de arco cilindrico em combinacdo com o
método de Newton-Raphson, conforme metodologia apresentada por Crisfield
(1997), para obtencao das trajetdrias de equilibrio dos problemas estaticos;

e Nos exemplos estaticos, desenvolver um estudo numérico para investigar a
simetrizacdo da matriz de rigidez tangente global;

e Implementar os procedimento HHT—a (Hughes et al., 1978) em combinagdo com o
método de Newton-Raphson para atualizagdo das varidveis translacionais e

rotacionais dos problemas dindmicos;



e Empregar o procedimento de Newmark aplicado ao vetor de rotacdo (ou pseudo-
vetor) incremental e as suas derivadas no tempo, com base na metodologia proposta
por Géradin e Cardona (Géradin e Cardona, 2001; Cardona, 1989; Cardona e
Géradin, 1988), para o tratamento dindmico das rotacdes finitas, velocidades e

aceleragdes angulares.

Como contribuicdes inéditas do presente trabalho, citam-se: o estudo numeérico para
avalicdo da simetrizacdo da matriz de rigidez tangente, apresentado no capitulo 5,
considerando a formulacdo corrotacional EICR; o emprego da formulagdo EICR para a
analise dindmica ndo-linear geométrica de poérticos espaciais; e 0 desenvolvimento da
matriz de amortecimento giroscopico C;,, apresentada no capitulo 4, sendo um elemento
que contribui para melhoramento do desempenho incremental iterativo na solucdo de

problemas que envolvem processos dissipativos (amortecimento estrutural).

Cabe ressaltar que a verificacdo de propriedades fisicas como a conservagdao do momento
linear, momenta angular, energia cinética translacional e rotacional, energia potencial total,

entre outras, ndo fazem parte do escopo desse trabalho.

1.3- ESCOPO DO TRABALHO

O capitulo 2 se concentra no estudo de grandes rotacdes, onde € abordado o procedimento
para a obtencdo da matriz de rotacdo, a qual descreve o movimento de corpo rigido no
espaco. Por meio da é&lgebra dos quatérnios, também é mostrada a obtencdo do
“pseudovetor de rotac@o” que € resultado da extracdo das trés componentes independentes
da matriz de rotacdo, atraves do algoritmo de Spurrier (1978). Em seguida, descrevem-se
os campos de velocidade e aceleracdo de um corpo rigido, bem como a estratégia de
parametrizacdo das velocidades e acelera¢Bes angulares por intermédio do pseudo-vetor de

rotacao.

No capitulo 3 é apresentada a formulacdo corrotacional para elementos de porticos
espaciais (viga 3D) discretizados utilizando a teoria de Euler-Bernoulli, segundo os

criterios da formulacdo EICR proposta por Nour-Omid e Rankin (1991).



Ja o capitulo 4 trata da formulacdo destinada a analise dindmica ndo-linear geometrica de
porticos espaciais com grandes deslocamentos e pequenas deformacdes, com e sem a
utilizacdo do amortecimento. A solugdo das equacdes diferenciais é realizada com a
utilizacdo do procedimento HHT—a.

No capitulo 5, encontram-se a analise de varios exemplos numeéricos, elucidando a
aproximacao dos resultados aqui obtidos pelo programa SIAE aos de outros pesquisadores

ou do programa comercial ANSYS, verséo 14.

Por fim, o capitulo 6 trata-se das consideragdes finais sobre a pesquisa desenvolvida. No
Apéndice A tem-se a descricdo da implementacdo do programa SIAE destinada ao
desenvolvimento desse trabalho, e nos Apéndices B e C, sdo apresentadas, respectivamente
a matriz de rigidez do elemento de viga 3D de Euler-Bernoulli e a lista de comandos para a

os trés exemplos analisados no programa ANSYS.
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2 — REPRESENTACAO DE ROTACOES FINITAS NA CINEMATICA
ESPACIAL

A orientacdo de um corpo rigido no espaco tridimensional, quanto as translagdes em
relacdo a uma origem conhecida, ndo é uma tarefa simples. A solucdo imediata para o
problema envolve o uso do teorema das rotagfes de corpo rigido de Euler, onde (Felippa,
2001 e Goldstein,1980): o movimento de um corpo rigido, fixado em um ponto, pode ser

descrito por uma Unica rotacdo em torno de um eixo que passa por tal ponto.

Uma das dificuldades nesse processo resume-se ao fato das operagOes de rotacdes, no
espaco, nao obedecerem as leis do célculo vetorial, ndo sendo comutativas. Ou seja, a
ordem que se executa as rotacbes de um corpo rigido pode alterar completamente a sua
orientacdo final obtida. Portanto, ao descrever a orientagdo de um corpo rigido, além de
fornecer os angulos em torno dos eixos coordenados, deve ser especificada a ordem em
que essas rotacGes devem ser executadas. Para elucidar o carater ndo vetorial das rotacdes
no espaco, serd aplicada uma sequéncia de rotages de 90° aos planos (corpos rigidos) A, e

B,, representados na Figura 2.1, e inicialmente contidos no plano xy.

by
A0=B0
A3 X
%
31 7 / =
A1 /f///
7/ Bs
B,
Z

Figura 2.1 — Exemplificac&o do carater ndo vetorial das rotagbes no espaco.

O plano A, sofre uma sequéncia de rotagfes em torno dos eixos x, y e z, levando-o para as
posicdes A;, A, e As, respectivamente. Ja 0 movimento do plano B,, representa a

sequéncia inversa das rotac6es aplicadas no plano A,. Ou seja, aplicam-se rotacdes de 90°
11



ao plano B, em torno dos eixos z, y e x, levando-o para as posi¢cbes B, B, € Bs,
respectivamente. Assim, a mudanga da ordem da sequéncia de rotacdes levou a resultados

completamente diferentes, comprovando a operagdo como nao comutativa.

A seguir, é apresentado o procedimento para obtencdo da matriz de rotacdo no espaco, o
qual é norteado por Crisfield (1997). Esse procedimento também foi estudado por Menin
(2006) e Monteiro (2004), entre outros autores.

2.1 - ROTACOES FINITAS

O movimento completo de um corpo rigido pode ser separado em duas etapas. Analisando
dois pontos P e Q quaisquer de um corpo rigido, indicados na Figura 2.2, inicialmente eles
transladam da mesma quantidade d,.,,s, Se deslocando para P’ e Q’, respectivamente. Em
seguida, é imposta uma rotacdo 6 no corpo rigido em torno de um eixo direcionado
segundo o vetor unitario e, que passa pelo ponto P’, fazendo com que Q' se mova para Q"'.

Observando a Figura 2.2, podem-se definir os vetores:

rog = P,Q’ (21)
r, = P'Q" (2.2)
dyot = Q'Q" (2.3)

Figura 2.2 — Translagdo e rotacdo de um corpo rigido no espago.
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A matriz de rotacdo R, é responsavel por associar, no corpo rigido, um vetor em sua
posicdo antes da rotagdo, a outro vetor em sua posi¢do apos a rotacdo. O vetor d,,;
(corresponde ao deslocamento do ponto Q decorrente da rotacdo) e a matriz de rotacdo Ry

sdo definidos através das seguintes equacdes, respectivamente:

r, = Rgry (2.4)
dyot =Q'Q"=PQ"-P'Q = 1,-719 (2.5)

Compete também destacar que a opera¢do com a matriz de rotacdo, descrita anteriormente,

é uma transformac&o linear por desfrutar das propriedades:

Ry(ro1 +702) = RoToy + RgT; (2.6)
Ro(yTo1) = (YRg)T01 (2.7)

onde y é um escalar qualquer e 1 e 1o, S80 dois vetores arbitrarios.

Por definicdo, o vetor ry ndo sofre alteragdes do seu médulo com a rotacdo de corpo

rigido, ou seja:
ro To =1, 1Ty = (Rer9)"(Rgro) = (10" Rg" )R (2.8)
ou
ro’(I-Rg"Rg)rg = 0 (2.9)
onde a validade para qualquer vetor r, implica em:
Ry"Ry =1 (2.10)
A trajetoria descrita pelo ponto Q entre as posi¢oes Q' e Q" ilustrada na Figura 2.2, por se
tratar de um corpo rigido, define um arco de circunferéncia de raio R, que esta contido no
plano perpendicular ao eixo de rotagdo com centro localizado em 0. Assim, com base na
Equacdo (2.5), tem-se que:

Th=rog+d.=7To+a+bhb (2.11)

13



Os vetores ortogonais a e b, onde « corresponde ao angulo definido entre o eixo de rotacao

e e o0 vetor rg, escrevem-se, respectivamente, na forma:

eXO eXTO

2.12
R ERD] ol = 1ol olisena 212
b= bl S et (2.13)
IIe X all llall '
Observando outra vez a Figura 2.2, podem-se obter as seguintes relagoes:
[rollsena = R  ||la]| = Rsen6 ||b|| = R(1 — cosf) (2.14)

Substituindo as relac¢des definidas em (2.14) nas Equacdes (2.12) e (2.13), os vetoresa e b

tomam a forma:

a = (senf)e X r b= (1-cosf)e x (e x ry) (2.15)

Inserido a Equagédo (2.15) em (2.11), e sabendo que o produto vetorial, entre dois vetores

m e n, pode ser escrito através da transformacéo linear definida em Argyris (1982):

0 _m3 mz
mxn=S,n Sm = [ ms 0 —mll (2.16)
_mz m1 O
onde m; sdo as componentes do vetor m, obtém-se:
r, =79+ (senfB)e X ry + (1 — cosf)e X (e X ry) (2.17)
r, =19+ (senb)S,ro + (1 — cos0)S,S.ry (2.18)
T, = (I + (senB)S, + (1 — cosH)Sez)ro (2.19)

Comparando as Equacgdes (2.19) e (2.4), tem-se a chamada formula de Rodrigues

(Rodrigues, 1815), equacdo que define a matriz de rotacdo no espaco:

Ry = I + (senf)S, + (1 — cosH)S,> (2.20)
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Analisando a Equacéo (2.10), pode-se afirmar que a matriz de rotacdo é ortogonal. Essa
propriedade faz a matriz de rotacdo Ry Ser caracterizada por apenas trés componentes (6,
6, e 65) independentes, em vez de nove, conforme Cole (1990). A representacao da matriz
de rotacdo na forma de um vetor 8, comumente conhecido na bibliografia técnica por vetor

rotacdo ou “pseudo-vetor de rotacdo” (Argyris, 1982) € dada por:

6,
0= (92) = fe ,com @ = \/912 +6,° + 65° (2.21)
03

0 que permite reescrever a Equacdo (2.20) em funcdo das componentes de rotacdo da

seguinte forma:

senf 1sen?(6/2)

fom g e

(2.22)

Realizando o problema inverso, ou seja, obtendo-se 0s componentes de rotacdo @ a partir

da matriz Ry, simbolizado por:
0 = rot(Ry) (2.23)
pode ser efetuado em funcdo da parte antissimétrica de Rg expressa por:

Ry — R,
% = (send)S, (2.24)

que assume a seguinte forma, depois de expandir as matrizes de rotacao:

1 0 Ri; —Rz1 Riz3 — Rz 0 —€3 €
5 Rz1 — Ry 0 Ry3 — Ry | = senf | e3 0 —e (2.25)
R3; —Ry3 Rz —Ry3 0 —€; €& 0

onde R;; sdo as componentes da matriz de rotacdo Ry. Assim, de acordo com a Equagdo

(2.25), pode-se dizer que:
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€1 R3; — Ry3
(senB)e = senbf i€z = 3 Ris—Rsit=r71 (2.26)
€3 Ry1 — Ry3

recordando que @ = e, e que e € um vetor unitario e 6 > 0, tem-se:

0 =sen '(IrlD = selrl] %0 (2.27)

{ 6=0 sellr|l=0
[l

Note que os valores de 6 estdo limitados ao intervalo (0, /2). No entanto, pode-se com
facilidade ampliar os valores de 6 para (0, =) empregando-se o algoritmo de Spurrier
(1978):

tr(Rg) == Rll + R22 + R33 (228)
m = max(tr(Rg), Rlll Rzz, R33) (229)
n=+1+2m—tr(Ry) (2.30)
se m=tr(Ry)
_n 1 r
q=3 q= m [R3z — Rz Riz —R31 Ry — Ryg] (2.31)
sem=Rq
1 1
q= %(R32 — Ry3) q-= o™ [n? R,y +R;, Rz + R13]T (2.32)
sem =Ry
1 1
q= E(Rm — R31) q=:5- [Ri + R,y n? Rsy + RyslT (2.33)
sem = Ra3
1 1
q = % (R21 - RlZ) q = % [R13 + R31 R23 + R32 nZ]T (234)

O algoritmo de Spurrier (1978), descrito anteriormente, extrai da matriz de rotagdo o

escalar g e o vetor g empregados no célculo do vetor w (Crisfield, 1997):

® = 2tan (—) e=21 (2.35)
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que define o pseudo-vetor de rotacdo por meio das condi¢oes:

{ 6=0 se |lw|]| =0

6 = 2tan™? (M)i se |l # 0 (2.36)

2 J |loll

As quantidades g e q sdo as principais componentes da &lgebra dos quatérnios,

usualmente utilizada no estudo de rotagdes finitas no espaco.
2.2 — PEQUENAS ROTACOES

Considerando que o corpo rigido, apresentado na Figura 2.2, gire de um pequeno angulo
A6 em torno do eixo de rotacdo e, tem-se que o comprimento de arco descrito pela
trajetéria de Q, entre as posicoes Q' e Q"', pode ser aproximado pela corda Q'Q". Dessa

forma:
RAB = ||d, gl (2.37)

Visto que o deslocamento d,.,; pode ser considerado perpendicular ao plano formado entre

0 eixo de rotacédo e e ry, tem-se:

exry _ |ldyoll
lle x roll R

drot = |ldyocll eXry (2.38)

Fazendo a substituicdo da Equacéo (2.37) na Equacéo (2.38), pode-se dizer que:

d,.ot =A0e X1y =A0 X1, (2.39)

Desse modo, para se obter a matriz de rotacdo no caso de pequenas rotacOes, basta
substituir a Equacdo (2.39) na Equagéo (2.11):

r,. =T, + AO X ro="7y + SMTO = (I + SAg)ro = RAgro (240)
RAG =1 + SAB (241)
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que representa a linearizacdo da formula de Rodrigues. Desse modo, pequenas rotagdes
podem ser tratadas vetorialmente. Se um corpo sofre uma rotagédo A@4, seguida de outra

rotacéo A8, sabe-se que:

Ty = Rpg,Rp9,70 = Rpo,,T0 (2.42)

A matriz de rotacéo resultante
RA012 = (I + SAez)(I + SABI) =1+ SA91 + SABZ + SABISABZ (243)
RAGIZ =1+ SA91 + SA02 (244)

onde a parcela Sxg,8,0, € desprezada por se tratar de um infinitésimo de ordem superior.
Consequentemente, Ryg,, = Ryg,, € 1090, AO; + AO, = A0, + Af;, ou seja, € valida a
propriedade comutativa. A seguir, se¢bes 2.3 e 2.4, com base nos trabalhos de Trindade
(1996) e Géradin e Cardona (2001), sdo apresentados o0s procedimentos para

parametrizacéo de velocidades e acelerac¢des angulares.

2.3 - CAMPOS DE VELOCIDADES E ACELERACOES DE UM CORPO RIGIDO

Considere um corpo rigido se movendo no espago, como representado na Figura 2.3. Seja
O a origem do referencial inercial, representado pela base E. Sejam X e x, os vetores-
posi¢do de um ponto arbitrario Q do corpo. Suponha que 0 movimento do corpo seja a
composicdo dos movimentos de translagdo pura e rotacdo pura. No primeiro movimento,
todos os pontos do corpo assumem o mesmo deslocamento, que seréo representados pelo
deslocamento x, do ponto 0. J& no segundo movimento, o corpo rigido gira em volta de
um eixo que passa pelo ponto O'. Portanto, ap6s 0 movimento, o vetor-posicdo do ponto Q

assume a forma:

Xqg=X,+x (2.45)
onde
x, = 0Q’ (2.46)
x, = 00’ (2.47)
x=0'Q (2.48)
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Figura 2.3 — Representacdo do movimento de um corpo rigido no espago (Q’ ¢ O’).

Visto que o segundo movimento trata-se de uma rotacdo pura, representada pela matriz de

rotacao Ry, 0 vetor x, adquire a forma:
Xq = Xo + RgX (2.49)

Para se obter o vetor velocidade do ponto Q, basta fazer a diferenciacdo da Equacéo (2.49)

em relacdo ao tempo no referencial inercial. Assim

Levando em consideracdo que o ponto material € fixo em relagdo a base material, tem-se

que X = 0. Portanto, a equagio anterior se reduz a:
X, =X+ RogX (2.51)
Invertendo a Equacéo (2.49), tem-se:
X = RgT(xq - xo) (2.52)

A forma final do vetor velocidade no ponto Q € obtida substituindo a Equagdo (2.52) na
Equacdo (2.51):
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Xq = XO + ReReT(xq - xo) (253)

onde RyR," é um operador antissimétrico, uma vez que
i ™ _ i - ST T . T _ 254
o (RoRg") = RgRy" + RgRy = RgRy" + (RgRy") =10 (2.54)
Dessa forma, utilizando a relagdo definida na Equacao (2.16), é possivel definir o operador

antissimétrico como S;, = RgR,”, onde w é o vetor velocidade angular em coordenadas

espaciais. Portanto, a velocidade X, pode ser escrita como:
X, = %0+ Sy (xg — x0) (2.55)

A velocidade angular também pode ser expressa na configuracdo material. As quantidades

espacial e material séo conectadas pela relagao:
W=Ry,"W (2.56)

onde W é vetor de velocidade angular em coordenadas materiais. A velocidade angular

material também pode ser escrita na forma
Siw = Ro" Ry (2.57)
Por outro lado, analisando as aceleracGes envolvidas em um movimento geral de um corpo
rigido, o vetor aceleracdo do ponto Q pode ser obtido por meio da diferenciacdo da
Equacdo (2.51), resultando na seguinte equacao:
X, =X+ RoX (2.58)

Substituindo a Equacéo (2.52) em (2.58), tem-se:

X, =%+ RgRo" (x4 — x0) (2.59)
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O operador RyR," pode ser representado em termos da Equacdo (2.57) associada a

velocidade angular espacial, assumindo forma:
.. d,. ..
RoRo" = —(RqRy") - RoR, =S, + 5,5, (2.60)

onde o primeiro termo (antissimétrico) da Equacdo (2.60) representa a variacdo da
velocidade angular e o segundo termo (simétrico) representa a aceleracdo centrifuga.
Portanto, a substituicdo da Equacdo (2.60) em (2.59) fornece o campo de aceleragdes de
um corpo rigido:

X =%+ (Si +5w%) (x, — x0) (2.61)

De forma anéloga a Equacdo (2.56), a aceleracdo angular também pode ser expressa em

relacdo as coordenadas materiais, conforme relagéo a seguir:
W =Ry W (2.62)

2.4 - VELOCIDADES E ACELERACOES ANGULARES EM TERMOS DO
PSEUDO-VETOR DE ROTACAO

Para representar a velocidade angular espacial w e material W em termos do vetor de
rotacdo ou pseudo-vetor de rotacdo O = fe, é necessario relembrar as seguintes
propriedades de invariancia da matriz de rotacao:
Rge = e R,"e=¢ (2.63)
Derivando as expressdes anteriores
(Rg - I)e = —Rge (RGT - I)e = —RgTe (264)
e pré-multiplicando a primeira por Ry e a segunda Ry, obtém-se respectivamente:
T : T g . . T
(Re" —I)é = Rg"Rge = Sy e (I—Rg)é = —RygRy, e =S, e (2.65)
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Consequentemente, tem-se:
(I-Ry")é =S.Ww (Rg —Dé = S.w (2.66)

Entretanto, as equagdes anteriores ndo podem ser resolvidas, uma vez que os operadores

(I —Ry") e (Rg — I) ndo sdo inversiveis, pois
(I-R")e=0 (Rg —De =0 (2.67)

Contudo, em razéo do vetor e ser unitério, a seguinte relacdo pode ser expressa:
i(eTe) =2e"é=0 (2.68)
dt
onde é é solugdo dos seguintes sistemas
I-R,". _[s.w [Rg—l]._sev'v
e A I

De acordo com Trindade (1996), as expresses apresentadas em (2.69) representam um
sistema formalmente sobredeterminado de quatro equacdes e trés incognitas. Entretanto,
essa sobredeterminacdo € apenas formal, visto que as trés primeiras equacfes ndo sao
linearmente independentes. Para solucionar esse sistema é necessario pré-multiplica-lo pela

inversa de Moore-Penrose (Campbell e Meyer, 1979):

[21— (Rg + Ry") + ee"|e = (I — Ry)S W (2.70)
[21— (Rg+Ry") +ee"|e = (Ry" — I)S.Ww (2.71)

E agora observando a Equacdo (2.20), pode-se verificar que:
[2I — (Rg + Ry") + eeT]|é = 2(1 — cosh)é (2.72)

(I — Ry)S, = (1 — cosH)S, — sendS,> (2.73)
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(Ry" —I)S, = —(1 — cos0)S, — (send)S,* (2.74)
Assim, é possivel obter as seguintes relacdes:
NW = ¢ N'w=¢ (2.75)

em que

sen@

1 T
N = [ESe +—2(1 p— (I —ee )] (2.76)

Contudo as relacGes apresentadas em (2.75) nao podem ser resolvidas, pois a matriz N nao

possui posto maximo. Dessa forma, sdo necessarias as seguintes relacdes entres as

velocidades angulares w e W e a derivada do angulo de rotago 6:
: d .
tr(Rg) = tr(RgSyy) = tr(SyRy) = d—t(tr(Rg)) = —20sen6 (2.77)

Decompondo a matriz de rotacdo Ry em suas partes simétrica e antissimétrica, tem-se:
Ry=M+S, a = esenf (2.78)

E possivel ainda verificar duas propriedades validas para quaisquer a, uw e M (simétrica):

tr(Ms,) =tr(S,M) =0 (2.79)
tr(8,S,) = tr(8,8,) = —2a’u (2.80)
de onde se pode obter
tr(RgSy,) = —260send = —2e" Wsend (2.81)
tr(S,Rg) = —26send = —2e"wsend (2.82)

Com as relac@es definidas anteriormente, é possivel obter os vetores W e w resolvendo os

sistemas a seguir:

[g] W= [Z] [IZZ = [Z] (2.83)
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cujas solugdes assumem a forma:

W=z elf] w=2N el[§] (2:84)
Z = NN + ee” (2.85)
Z71 =121 — cosO)(I — ee") + ee™] (2.86)

Consequentemente, é possivel escrever as expressdes de w e W em funcéo dos invariantes

e e 0 e suas derivadas

w=VTé+eb (2.87)
W=veée+eb (2.88)

onde
V = senbl — (1 — cos0O)S, (2.89)

Para determinar as expressdes de velocidade angular em termos do pseudo-vetor de rotacao

6 = 6e e de sua derivada temporal, é importante definir as seguintes relagdes:

0 =éb+eb efé=0 (2.90)

Invertendo o sistema anterior, tem-se:

1

=eT0=—07T0 2.91
el (2.91)
0 SoSo .
e=(U—-ee")—=— 0 (2.92)
S RTTE

Substituindo as Equagdes (2.91) e (2.92) em (2.87) e (2.88), as velocidades angulares

assumem a forma:

W =T,0 w="T, 0 (2.93)
onde
cosf — 1 0 — senf
Tg =1+ 92 Sg + 93 ng (294)
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As aceleracdes angulares podem ser obtidas derivando as Equagfes em (2.93):
W ="Tyd+Ty0 Ww=T,"0+T, 0 (2.95)

onde, de acordo com Cardona (1989):

Tob = ;0070 + [;(067)" + ;| 0 + c,0075,0 (2.96)
e
1 2senf 1 /3senf
01=—2<1+0059— ) C2=—2< —cosG—Z)
0 0
2

e send _ 1/ [sen 0/2 send 297
ot e[ -) e
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3 - FORMULACAO CORROTACIONAL

O desenvolvimento tedrico da formulacdo corrotacional apresentado na atual secdo é
fundamentado de acordo com a formulacdo EICR (Element Independent Corrotacional
Formulation), desenvolvida por Nour-Omid e Rankin (1991), a qual se baseia no principio
da separacdo dos movimentos de corpo rigido da parcela deformacional do movimento
total. Essa separacdo soO é possivel em razdo da utilizacdo de um sistema local de eixos fixo
ao elemento, onde 0 movimento do elemento em relacéo a esse sistema descreve somente a
deformacédo do elemento. Desse modo, a energia de deformacdo do elemento depende
somente desse movimento em relagéo ao sistema local, independente da parcela originaria
do movimento de corpo rigido. Cabe ressaltar um importante trabalho no cenério nacional
desenvolvido no Instituto Tecnologico da Aeronautica por Monteiro (2004), o qual
reproduz a formulacdo EIRC desenvolvida por Nour-Omid e Rankin (1991) e que também

norteia a presente secgéo.

O movimento do elemento de portico espacial, contemplado na Figura 3.1, parte da
configuracdo inicial ou de equilibrio inicial C, até a configuracdo atual ou de equilibrio
corrente C,, onde se empregam 0S seguintes sistemas de eixos ortogonais, como €

empregado por Rankin e Brogan (1986):

Figura 3.1 — Vetores unitarios que definem os sistemas global, local e nodais de eixos.

e Sistema global xyz que define a conectividade entre os elementos;
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e Sistema local x¢y®°z® que sofre translagdes e giros continuamente com o elemento,
0 que sugere a denominagdo de sistema corrotacional, empregado para medir o
deslocamento que ocorre entre as configuracfes indeformada C,,, € deformada C,,.
O sistema local tem origem no nd 1 e os vetores unitarios de sua base séo
agrupados namatriz E = [é1 €2 e3];

e Sistemas nodais acoplados ao n¢ inicial 1 e no final 2 de cada elemento, onde suas
bases sdo agrupadas nas matrizes A=[a; Q; az] e B=[b; b, bs],

respectivamente.

Na configuracéo inicial C,, o sistema local E, é definido como:

EO = [elo €2, 630] (3-1)
Xa1 e, = L0 alld e e; xe (3.2)
e =T 30 " 1. o 20 — €3 1 .
o = X4 ° ey, x v o e

onde X,, = X, — X;, tal que X; representa a posi¢do inicial do nd i no sistema global e v
é um vetor contido no plano local x¢y®¢ do elemento, para auxiliar na definicdo dos eixos
y¢ e z°. Conforme esta ilustrado na Figura 3.1, o eixo x¢ estd localizado na direcdo
longitudinal do elemento, apontando no sentido do n6 1 para 0 nd 2, e 0s eixos y¢ e z¢ tém

0 posicionamento coincidente com as dire¢des principais de inércia do elemento.

A orientacdo inicial dos sistemas nodais, na configuracéo C,, € escolhida igual a do sistema

local:

AO == BO == EO (33)

O movimento do elemento de portico espacial entre as configurages inicial C, e atual C,,,

como esta representado na Figura 3.2, pode ser ilustrado em duas etapas:

1. Os nés 1 e 2 sofrem translacbes representadas por u; e u,, deformando
axialmente.
2. Os sistemas nodais A e B sofrem rotacdes 8, e 8, com relacdo a E,, gerando

curvaturas no elemento.
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Figura 3.2 — Translacdes e rotacGes generalizadas de um elemento de pértico espacial.

A posicdo final dos nés em C,, e a orientacdo dos eixos nodais podem ser expressas por,

respectivamente:

xi=X; tu (34)
A=[a; a; az]=RyA, B=[b; b, bs3]=Ry,B, (3.5)

Segundo Rankin e Nour-Omid (1988), o sistema corrotacional E na configuragdo C,,,, por

sua vez, pode ser definido como:

E=[e; e, e3] (3.6)

X1 e; X a,
e, = e, = —— e, =e, Xe 3.7
= Tl * = Tler % ayll 2= €3 X € 37

onde o0 eixo e, esta direcionado ao longo do eixo longitudinal do elemento, apontando do
no 1 para o n6 2, definido de modo que seja garantido que as rotacGes em torno do eixo da
viga permanecam na mesma ordem de grandeza das rotacbes que produzem torgéo.
Utiliza-se o vetor a, na definicdo dos demais eixos, onde a sua definicdo pode ser
observada em (3.110). Ap0s ter definido o sistema de eixos corrotacionais, € importante
estabelecer a mudanca de coordenadas entre o sistema global xyz e o local x®y®z®, por

meio das operagoes:
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x¢ =ETx X¢ = E"XE (3.8)
onde x e X sdo quantidades tensoriais de primeira e segunda ordem, respectivamente.

Para um elemento finito genérico, representado pelo elemento de poértico espacial ilustrado
na Figura 3.3, os deslocamentos uj e as rotagBes 08¢ do i-ésimo n6 medidos entre as
configuragdes C,, e C, sdo definidos conforme as expressdes indicadas abaixo, nas
expressdes (3.9) e (3.10). Nelas, a posicdo inicial X¢ e corrente x{ de cada né em relagdo

ao n6 1 no sistema local possuem as respectivas formas:

Xi= EOT(XL' -X,) = EoTXi1 (3.9)
x{ =ET(x; —x;) = ETx;4 (3.10)

R,

¥\\“»Con/

Figura 3.3 — Deslocamentos generalizados u; e 8; de um elemento genérico.
Portanto, o deslocamento corrotacional u{ é alcancado escrevendo-se a relagdo definida na
Equacéo (3.4) localmente, e substituindo o valor de x{ definido anteriormente na Equagéo

(3.10):

ul = xf — X§ = ETx;; — X¢ (3.11)
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A rotagcdo corrente @; € constituida de uma primeira parcela 6,, referente aos

deslocamentos de corpo rigido do elemento que ocorre entre as configuracbes C, e Cyy,,
seguida de uma parcela deformacional 6;; que ocorre entre as configuragdes Cy, e C,.
Sabendo que rotacdo de corpo rigido do elemento nada mais &, por defini¢do, que a rotagdo

entre os eixos E, e E, tem-se:

Rg, = Rg, Rg, = Rg, EE," (3.13)
Portanto:
T
Ry, = Rg.Ro,” = Ry (EE,") (3.14)
Reis = RBiEO ET (315)

Com auxilio da Equacdo (3.8), a rotacdo corrotacional 6 pode ser obtida fazendo a

mudanca de coordenadas:

Rge = E"Ry, E = E"Ry E (3.16)

8¢ = rot (Ryc ) (3.17)

Os deslocamentos corrotacionais nodais generalizados tomam a forma:

d = {Zi} (3.18)

onde, utilizando as Equacdes (3.3) e (3.5), tém-se:

0
c c —
das =" h {0} ¢ = rot(ETA) (3.19)
¢ 0
qu L - LO
ds = ‘E ut={ o0 05 = rot(E"B) (3.20)
’ 0

Os comprimentos inicial e final do elemento sdo definidos, respectivamente por:

30



Lo = [IXzl L = |lxpql (3.21)
3.1 - EQUACOES DE EQUILIBRIO

O trabalho virtual provocado pelas forcas nodais generalizadas externas F,,;, numa

configuracdo de equilibrio, é dado por:
W, = 6DTF,,, (3.22)

onde 6D representa 0s deslocamentos virtuais nodais globais generalizados de toda
estrutura. O trabalho virtual SW; realizado pelas forcas internas resulta do somatério do

trabalho virtual realizado pela distribuicéo de tenséo que atua nos elementos. Dessa forma:
W, = —z f(&ﬁ‘TO')dVO (3.23)
Yo

Em razdo do principio de invariancia de energia interna para 0s movimentos de corpo
rigido, o trabalho produzido pelas forcas internas para os deslocamentos virtuais de corpo
rigido sera nulo. Logo, esse trabalho decorre somente de 8d;, que é a parcela
deformacional de &d. Por ser uma quantidade escalar, os trabalhos virtuais internos
originarios dos deslocamentos deformacionais obtidos nos sistemas global e local precisam

ser idénticos e, desse modo:

SW;(6d) = SW;(6d,) = SW;(6d°) (3.24)
em que &d° representa 0s deslocamentos corrotacionais, em nivel do elemento,
generalizados, onde os deslocamentos deformacionais de &d, estdo escritos no sistema

local.

Supondo que a relacdo deformacédo-deslocamento local seja linear, é plausivel escrever a
seguintes expressdes para 0 campo de deformacbes &€ em fungdo dos deslocamentos

corrotacionais d¢:
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£ = Bd° e=¢eg(x® y¢ z° (3.25)

onde nesse caso B independe de d€. Portanto:

o€
ode

6£=[ ]6dC= ¢ 5de (3.26)

Utilizando a Equacao (3.23) tem-se o trabalho virtual interno:
ow; = [ Gdey (B advy = - ) 0a) s (3.27)
Vo

onde f¢ é a forga corrotacional generalizada do elemento que realiza trabalho com os

deslocamentos virtuais 6d¢, sendo:

fe= f(BZ)T odVy ,sendo o = a(x® y° z°) (3.28)

Vo
Considerando o equilibrio, tem-se:
SW;, +6W, =0 (3.29)

Surge agora a necessidade de estabelecer a relacdo entre os deslocamentos corrotacionais
generalizados do elemento 6d°¢ e a parcela dos deslocamentos nodais generalizados no

sistema global §d. Assim, tem-se que:
dd¢ = Péd° (3.30)

onde, 6d°¢ é a parcela dos deslocamentos nodais generalizados do elemento escrita no

sistema local, definida como:

5d° = 675d (3.31)

com
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E 0 0 O

o E 0o o
G= 0 0 E 0 (3.32)

0 0 0 E

Substituindo a Equacéo (3.30) na Equagéo (3.29), tem-se:
5d° = PG"5d (3.33)

Os deslocamentos 6d¢ e §d° sdo ambos relativos ao sistema local, todavia o primeiro
refere-se aos nos na configuracao indeformada C,,, € 0 segundo aos nds da configuracao

deformada atual C,,.

E oportuno destacar que se a configuracdo C,, for a ideal, ou seja, se for decorrente do
movimento completo de corpo rigido do elemento em relacdo a configuracdo C,, a matriz
P dada em (3.30), atuara como um filtro para os deslocamentos deformacionais. Portanto,
quando P ¢ aplicado sobre o vetor de deslocamentos virtuais nodais §d¢, resulta-se apenas

a parte deformacional 6d¢.

Consequentemente, se P elimina o deslocamento rigido de §d¢, ao se aplicar P sobre a sua

parcela deformacional, resultara nela mesma:

5d¢ = PSd° = PPSd® = P25d° (3.34)

e, portanto:

P = P? (3.35)

onde P caracteriza-se como um operador de projecdo. De acordo com Rankin e Nour-

Omid (1988), o projetor P apresenta as seguintes propriedades:
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e Ao se multiplicar o vetor de forcas pela transposta da matriz de projecéo, é possivel
converter o vetor de forcas internas desequilibrado em um vetor de forgcas auto-
equilibrado;

e A parcela de corpo rigido de um vetor de deslocamentos incrementais pode ser
totalmente eliminada ao se multiplicar pelo projetor P;

e Ele é capaz de transformar a matriz de rigidez de um elemento numa matriz sem
modos espurios de corpo rigidos, e caso essa matriz de rigidez ja possua 0s seus
modos de energia nulos, a aplicacdo do projetor P ndo produzird nenhum efeito

sobre a matriz de rigidez.

Fazendo a substituicdo da Equacdo (3.33) na Equacéo (3.27), obtém-se:
SW, = _Z 5dTGPTf° = —6DTF (3.36)

onde F, representado no sistema local por f¢, é o vetor de forcas nodais generalizadas

internas de toda estrutura, calculado a partir da contribuicdo f de todos os elementos:

F=ZGPTfC =Z Gfe =Zf fe = pTfe (3.37)

As forgas f€ e f¢ sdo representadas no sistema local, referindo-se aos nés na configuracéo
Con, © a0s NOs na configuracdo C,,, respectivamente. Substituindo as Equacdes (3.22),
(3.34) em (3.29), e levando em consideracdo a arbitrariedade de §D, obtém-se o seguinte
sistema de equacdes nao-lineares:

Y=F,;,—F=0 (3.38)

onde a solucdo é alcangada através do método de Newton-Raphson.

Para uma carga externa F,,;, e uma solugdo estimativa Dy, as corregdes sdo feitas na

seguinte forma:
lpk‘l‘ Alpk=Fextk_Fk+AFextk+AFk=0 (339)
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Se a direcdo e magnitude da carga ndo dependem do movimento da estrutura (cargas

conservativas), entdo:

Fextk = Fext (3.40)
AF gy, =0 (3.41)
e admitindo a aproximagao:
OF
AF, = [6_D]k AD) = K., AD; (3.42)

através do procedimento de Newton-Raphson, tem-se:

A matriz de rigidez tangente K, da estrutura é obtida através contribuicdo da rigidez

tangente k; de cada elemento:

OF of
N _ 3.44
K. oD ad 2 ke (344)

3.2— ATUALIZACAO DOS DESLOCAMENTOS

Considerando o procedimento de Newton-Raphson, os deslocamentos nodais generalizados
sdo atualizados na forma:
Dk+1 = Dk + ADk (345)

que € incoerente para rotacdes, ou seja, € somente uma estimativa arbitréaria para a posi¢éo
de equilibrio sem possuir qualquer sentido fisico. Assim, se obtém uma nova estimativa

para a translagdo u; com base seu valor atual, acrescentado a ele a translagéo iterativa ou;:
uftl = uk + suk (3.46)

Ao se atualizar a matriz de rotacdo, logo, a rotacdo nodal também sera atualizada. A

estimativa inconsistente da rotag&o, utilizando o método de Newton-Raphson, tem a forma:
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Por conseguinte, a matriz de rotacdo associada ao deslocamento rotacional &; pode ser

atualizada, de forma consistente, utilizando a seguinte equacao:
R§ = Ry + 6Rj, + - (3.48)
que representa a expansao de Rg, em série de Taylor.

Levando em consideracdo a expressao:
S.Rg = RyS, = (cos)S, + send(S,)? (3.49)

a variacdo SR, é obtida diferenciando a matriz de rotacdo definida pela formula de

Rodrigues (Rodrigues, 1815), apresentada anteriormente na Equacao (2.20):
6Rg = S,Ry60 + (senB)6S, + (1 — cosB)(6S.S. + S.6S.) (3.50)
3.3— MUDANCA DA VARIAVEL ITERATIVA DE ROTACAO

E importante diferenciar o deslocamento virtual de rotagdo §6; da rotacdo do sistema
nodal 66;, visto que a rotacio do sistema nodal estd relacionada apenas com o giro
instantaneo da triade nodal (eixos nodais), ndo se relacionando com a variagdo do campo
de deslocamento de rotacdo do elemento (Nour-Omid e Rankin, 1991). Por conseguinte,
serd aplicada a rotagdo do eixo nodal §68; como variavel iterativa de rotacdo em
substituicdo ao virtual 68, fazendo que a variavel de rotagdo se torne 8, sendo associada

ao mesmo estado de rotacao de 6:
R = Ry (3.51)

onde matriz de rotacdo € atualizada como:
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_k+1 _ _kp_k
Rei - R69i Rei

(3.52)

Todavia, cabe ressaltar que 58 # 56. Portanto, a equacdo (3.38) que representa um

sistema ndo-linear, pode ser reescrita na forma:

d):Fext_F:O

onde y e F sdo dependentes da variavel 6.

(3.53)

Tomando a Equacéo (3.51) e substituindo a matriz de rotacdo linearizada, determinada em

(2.41), na Equacao (3.52), obtém-se:

k k
R5"" = Rs5,“Rg," = (I + S55,“)R5," = Rg," + S55,“Rg,”

(3.54)

que, quando comparada a Equacio (3.48), institui a relacdo entre a rotacdo 50 (associada a

Ry) dos eixos cartesianos, e a variacdo consistente da matriz de rotacdo 6R,y no sistema

global de coordenadas, por meio da expressao:
Ss5 = 6RgR,"
Substituindo as Equacdes (3.50) e (2.20) em (3.55), obtém-se:

0 — senf T senf 1 — cos@
Sé‘é - Te 6059 + 550 + 7(59659 - 65950)

onde obtém-se a relagéo:
560 = A,7160
em que:

_, 00 senf 1 — cos@ 0 — senf
Ag = = S -

=— = 1 T
00 g 't "+e399
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Fazendo a relagéo inversa, tem-se:

50 = 1,50 (3.59)
sendo
00 1 )
— _y_ 3.60
Ag EY: I 5 So +¢So (3.60)
_ 2senf — 0(1 + const) (3.61)
N 202%senb '

Uma vez atualizados os deslocamentos u; atraves de (3.46), (3.47) e da matriz de rotacao
por meio da Equacdo (3.52), obtém-se os deslocamentos corrotacionais generalizados para
0 elemento através das Equacdes (3.12), (3.16) e (3.17). Assim, utilizando o vetor de
deslocamentos corrotacionais d¢ e a matriz de rigidez constitutiva k¢ do elemento, se

determina o vetor de forgas corrotacionais f¢:

fe = kede re={) r={ll @

fC
2
Entretanto, como foi realizada a mudanga de varidvel de rotacdo, é indispensavel

determinar as variaveis f¢ e k¢ do elemento, onde as forcas f¢ sdo calculadas a partir de

f¢ através da regra da cadeia aplicada sobre a energia potencial (¢p) do elemento:

- (8] -] (2 <

onde H¢ tem ordem 12 x 12, sendo definida por:

0d°1 _[HS, HY,
HE = aac]=[ ! 52] (3.64)

e Hj; sdo submatrizes quadradas 6x6 definidas por:
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[0ui Ju;]
e |au; 005
J 1008 06¢
lau]? aEfJ

(3.65)

Os indices i e j variam de 1 a 2, visto que o elemento de portico espacial tem apenas dois

nos. Considerando as expressdes (3.60) e (3.61):

H{ = 0067 (3.66)
onde &;; € o delta de Kronecker, com:
61']' =1sei :]

e 0 sdo matrizes de ordem 3 x 3 nulas. Levando-se em consideracdo a invariancia do

trabalho virtual:

(8d°)" F¢ = 8d°f = 5d°(HE)T (3.68)
obtém-se:
nj
T C
fc — (Hc)ch — J(Aeil;l)c mll (369)
| "
k(/log) m§}

A matriz de rigidez tangente do elemento tem a forma:

k=177 = [(HO)T f€] (3.70)

_ . [af]
-
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que é calculada na forma:

ke = (HO)T |2 [CHOTf] = K + RS (3.71)

adc] adc

onde a matriz de rigidez constitutiva k¢ é ndo-simétrica, em razdo de ser calculada em
funcio dos deslocamentos corrotacionais d¢, e nio em relacdo aos deslocamentos d¢ que

dependem das variéveis ligadas a rotacao da triade nodal (Nour-Omid e Rankin, 1991).

As parcelas simétrica kS e ndo simétrica k$ da matriz de rigidez sdo escritas como:

— afcyrode
ki = (H)! agc] [adc] = (HOTkH® (3.72)
T fe 3.73
6dC gac (IS )[adc] (3.73)
I ) l
= (46)' m
¢ = )7 74
kS adcl LD (3.74)
T
k(/log) m§}
Sabendo que o vetor f¢ é constante em kS, tem-se que:
on§ on$
adc = adc = 03x12 (3.75)
as demais submatrizes sdo expressas como:
d T . c c 4
- -((4g5)'m§) =0 05 0 0 2 = 3¢ —((45)'ms)  (3.76)
0 T 0 T (3.77)
—((469)'mg) =10 0 0 ] 2 = 52 ((46) 'ms)

onde 0 sdo matrizes de ordem 3 X 3 nulas.
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Conforme demonstrado por Monteiro (2004) e Nour-Omid e Rankin (1991), as derivadas

presentes nas expressoes (3.76) e (3.77), tomam a forma:

) 1
30 ((49)"m) = — >Sm + £(0TmI + Om™ — 2mO7) + uSy*moT’ (3.78)

_1d§ 6(senf +0) —8sen?(6/2)
T 0do 46*sen2(6/2)

(3.79)

Por fim, substituindo as expressdes dadas em (3.75), (3.76) e (3.77) na Equacéo (3.74),
obtém-se:

0 0 0 0

_ 0 25 0 0

kS = Q°HC =0 o o (3.80)
0 0 0 05

Segundo Nour-Omid e Rankin (1991) a influéncia de kS é desprezivel quando as rotaces
corrotacionais s30 moderadas ou quando a malha é refinada, em que a matriz k¢ do

elemento é simétrica.

3.4 — OPERADOR DE PROJECAO

Realizada a mudanca da variavel de rotacao, a Equacéo (3.30) toma forma:

5d¢ = Psd° (3.81)
onde:
lauf
5 od° Py, P12 5 _ adc 5u 651? 3.82
sde [P21 P22 \2x12 ~ leas| " |[o8¢] [06¢ (3.82)
6u 651‘?
6X6

A variacdo do deslocamento corrotacional u{, determinado anteriormente em (3.12), pode

ser escrita como:
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Suf = SETXL']_ + SETuil + ET(Suil = 6ETxi1 + ET6ui1 (383)

Sabendo que E = Ry, a0 se aplicar a propriedade fundada na Equagdo (3.55) a triade local

do elemento e realizando a alteracédo do sistema de coordenadas sugerido na Equacao (3.8),

obtém-se:

T
5uf = ET(S(ggE) Xi1 + ET5ui1
= —ETSSEEEETXil + ETfsuil

= —Ssg, (xf — x9) + (6ui — duf) (3.84)

Admitindo que ndo existam modos espulrios de corpo rigido associados a translacdo da
origem do sistema local, conforme foi observado por Nour-Omid e Rankin (1991), e
lembrado que o no inicial 1 foi definido como origem do sistema local, tém-se que a sua

posicao e seus deslocamentos locais sdo nulos e, portanto:

Suf = —Sspex{ + Suf = —S,c8605 + Suf (3.85)
Analogamente se determina a variacdo da matriz de rotagdo associada ao deslocamento
corrotacional ¢, definida anteriormente nas EquacBes (3.16) e (3.17). Levando em

consideracdo a Equacdo (3.55), tem-se:

SRge = (SE"Rg, + ET5Rg,)E,
= (E™Ss5, + E"S56,)Re,E,

= (—E"Ss5,E + ETS59,E)ETRy.E,
= (5565 - Saag) Rg;

= (Ssaf;_sag) Rg; (3.86)
isolando o termo entre parénteses da equagéo anterior:
(Sa?of—aég) = SRgcRge' = S (3.87)
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A igualdade das respectivas componentes das matrizes Ssge_sg¢ € Ssg¢ Permite escrever:

58¢ = 66¢ — 66

(3.88)

Com base nas Equacbes (3.85) e (3.88), podem ser definidas as derivadas dos

deslocamentos corrotacionais u{ e 8¢ em relagdo aos deslocamentos uf e 6¢:

[Ouf] 00%] [ouf (005
=S¢ 5|t 5| = Sxe |52
ous | ou; ou; 0u;
Oui]| _ s [65? N lauiel _s 'aﬁ%l
06 007 | 1067 067
o8] _[085] [06g] _ [0
0u?|  |oujf| [ouf ou; |
06¢] _ [0B] _[08] _ , _[08%
06| |o6;] [o6f| Y |06;

(3.89)

Substituindo as derivadas de (3.89) em (3.82), tem-se as seguintes equacles para 0 projetor

na forma compacta e expandida, respectivamente:

pi]' = 6111— q’iro

00¢ 00¢
t E)uj ¢ 69]-

[_

= I 0

onde:

43

aé%l [aég J
6uf 60]? e
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(3.91)

(3.92)



002] [00s]]” [08%]"
. el - | %% 3.93
b= Hau laef” ods (3:99)

Desse modo, o projetor assume a seguinte forma expandida:

_ I 0 w.r," w.r,”
Pij=[0 I] _lll’ll'lT ‘I’ll"le (3.94)
12%x12 241 21 9 12x12
oucompacta:
sendo
£
= = Cc I C IT
w ‘I’sz [Se I Se 1 (3.96)
0 0 0] [1 0 0] [0 O O 1 0 on’
=10 0 0 010 OO—L 01 0 (3.97)
o o ol lo 0 0 1
r=[r1]_ aeE aeE aeE (3.98)
r, ade od¢ ode

O célculo de I' depende da configuracdo atual do elemento e da orientacdo dos eixos
locais. Primeiramente, a propriedade (3.55) € aplicada na a triade local E, e posteriormente

é realizada a mudanga de coordenadas, conforme Equacao (3.8), tal que:

Sso, = SEET (3.99)
ET55§EE = ET(6EET)E (3.100)
Ssge = ETSE (3.101)

onde ao ser expandida fornece no sistema local de coordenadas:

—(e5)"des —[0 1 0]ées
505 =<—(e$)Tse¢r ={—[0 0 1]6e§ (3.102)
+(e5)Tses +[0 1 0]5e
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Utilizando as relaces (3.7) e (3.21), tem-se:

1 1
581 ZdX21 - L_26Lx21
1 1 =
Z5x21 - L_26 (\/ X21 x21) X21
1 T
Z5x21 - L_3x21 6Xx31X51
1 T
Z6x21 - §x21x21 X21
1

= I a- e1e1T)5u21

que localmente se expressa na forma:

. ([0 00
Sef = Z(I —efes")ous, = 7o 10 sSus,
0 0 1

A variacdo de§ também é obtida em funcéo de (3.7):

1
def =———=05(ef xaj5) —

o(|le¢ x a&l|)eé
lleS x ag|| (lle$ x asl)es

lle? x a3l
Admitindo que:

q1
as =19z
qs

tem-se da definicéo (3.7) que os vetores e; e a, sdo ortogonais, portanto:
gz =0

1 91 0
efxa§=0x{q2}= 0
0 0 qz

45

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)



Portanto:

1 éq,
de§ =—(5es xai +ef xdas) ——ef (3.109)
q> q>
Com o auxilio das expressdes (3.3) e (3.5) tém-se:
0
a, = R01EO 1 (3110)
0
cuja variacdo, considerando a Equacdo (3.55), é:
0 0
6a2 = 5R01E0 1 = S(sglelEO 1 = 55§1a2 (3111)
0 0
que localmente escreve-se:
5a5 = Sspeas = —S,e605 (3.112)
Definindo
ay
6¢ = {az} (3.113)
as
e calculando §a$ a partir da Equacéo (3.112), tem-se:

Substituindo-se (3.104), (3.111) e (3.114) na Equacao (3.109) e definindo n = gq,/q,, tem-

se a variagdo des:
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1 oa
de§ =—(—a§ x de$ +ef xdaj) — h0%s es (3.115)
az az
0 0 -1 Suc 0 0 O
SeS = [0 0 241-1 7 0] 50¢ — néases (3.116)
0 -n O 0 0 7

Utilizando as relagBes (3.104) e (3.116), pode-se entdo calcular as componentes de 56%
definida em (3.102):

_ (%8%) [0 0 —nmlsye. [0 -m O] _
565 =160%r=0 0 -1 L21+ 0 0 ofs6s (3.117)
565) o 1 0 0 0 0

Com base em (3.98) e (3.117), enfim obtém-se I' como:

0 0 nl[L —-nL 01[0 0 —pif0 0 of|
[0 0 1”0 0 0”0 0 —1”0 0 0‘ (3.118)

0 -1 ollo o0 ollo 1 o0llo 0 O

1
L

AR
r=|=£E| =
e

que é decomposta em:

r=Y,+Y,2 (3.119)
sendo:
T
0 0 O1[1 O OJ[0 O OJ[f0 O O
Y.,=[lo o o|fo o o|fo o o|fo 0 o (3.120)
o0 o ollo o ollo o olflo 0 o
0 0 0][0 —1 0][0 0 o071[0 0 o]
Y, = [o 0 1”0 0 0”0 0 —1”0 0 o‘ (3.121)
0 —1 ollo o ollo 1 ollo o o
1ML n o
E=7|0 10 (3.122)
0 0 1
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3.5- VETOR DE FORCAS INTERNAS E MATRIZ DE RIGIDEZ
Realizada a alteracdo da variavel iterativa de rotagdo, e tomando como base as Equacdes

(3.37) e (3.44), o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente podem ser

EXpressos, respectivamente, na forma:

F= Z GPTf* = Z Gfe = z 7 (3.123)
_ OF of _
) od Z ke (3.124
onde o vetor de forgas internas do elemento f é definido no sistema global por:

f=GPTfc (3.125)

A matriz de rigidez tangente de elemento k, é composta por trés parcelas:

Sf = 6(GPTf¢) = 5f, + 8f, + 6f5 (3.126)
onde:
5f1 = GPTSf¢
5f, = GSPTf¢
5f; = 6GPTf°¢ (3.127)

Utilizando as expressoes (3.31), (3.33) e (3.70), tem-se a variagdo das forgas corrotacionais

SFC:

Sf¢ = [a_Z“] 5d° = [(’ZC] lagcl la&_@l sd (3.128)
ad¢ adc||ode|| od
5f¢ = k°PGT6d (3.129)

Substituindo (3.129) na primeira parcela de (3.127):
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5f, = GPTk°PG"6d = GKk¢,G"5d = k., 6d (3.130)

onde

k¢, = PTk°P k., = Gk¢,GT (3.131)

Nas equacdes apresentadas anteriormente em (3.131), a matriz k¢ que se refere aos ns na
configuragdo C,,, € transformada na matriz k%, que se refere aos nés na configuragio C,,.
Essas duas matrizes sdo representadas no mesmo sistema de eixos. Na segunda equacao,

ocorre a transformacéo da matriz k¢, para o sistema global.
A variacdo do projetor §PT é obtida partir da determinacdo da variacdo do operador P
determinado em (3.95), onde as componentes Y, e Y, definidas em (3.120) e (3.121) séo
constantes. Assim:
SPT = —§WIT —WS5ETYT (3.132)
Sabendo-se que as matrizes W e I' séo bi-ortonormais (I'’¥ = I) e considerando (3.119),
tem-se:
pry, + PTY,E =1 (3.133)
Diferenciando a Equacéo (3.133):
85 = —(¥TY,)"16¥'r (3.134)
Portanto, a variacdo do operador de projecdo assume a forma:
SPT = —s¥rT + ¢rrse((¥¢Ty,)"Hry,’

= —6PIT + Yrrsw((PTy,)")-1y,”
= —5¥YIT + Yrispy-1 (3.135)
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Levando em consideracdo a Equacdo (3.95) mais a condicdo de bi-ortogonalidade, obtém-

se:
SPT = —s9r” + wrrspw-1(r-7rm)
=—-¥r7)é¥rr = —pPswrr
Substituindo-se a expressdo (3.136) em (3.126), tem-se:
5f, = G(—PTswrnTfe
= —GI'SPTPTf°¢
= —GIs¥'f®

e considerando a derivada das Equagdes (3.96) e (3.12):

8f; = GI'(SqeSx5 + Sze6x5)
= GI'(Sye6uf + Szgdus)

a qual possui a seguinte forma compacta:

5F, = —GI'FTf¢

Assim, a segunda parcela de (3.127) é obtida como:

5F, = —GI'FTf¢

—r |0d°][od®] —
= —GI'F" | =;||==|éd
ode|| od

= —GI'F"PG"6d = Gk¢,G"6d = k,,6d

onde:

Etz == [ﬁl = GE§26T _gz = —['FTI_)
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Finalmente, com auxilio da Equagao (3.101), pode-se determinar a parcela §f:

5f; = 8GPTfC = 5Gf°

Ssg¢ 0 0 0
_c 0  Ssae 0 0 7o
0 0 Ssg O
L0 0 0 Sl
= —GH 6§6¢
onde:
[Sas]
i=|
= [ 5
Sﬁlg

Considerando a relagéo

_ G,
505 = [ =

§d¢ =TITG"6d
od

a equacdo (3.142) pode ser reescrita da seguinte forma:

§fs = —GHTITG"5d = Gk%,676d = ky35d
sendo:
7. =3 af3 —
G=—HI" k. = [ﬁl = Gk%GT

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

Enfim, unificando as expressdes (3.131), (3.141) e (3.146), tém-se a matriz de rigidez

tangente do elemento para o sistema global de eixos:

Et = Etl + Etz + Etg = GE?GT

(3.147)

onde a matriz de rigidez do elemento de portico espacial no sistema local é definida por:

K =R, + k5, + kg, =P'RP—TFP—HI
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A parcela E;’l é conhecida por rigidez material ou constitutiva, obtida assumindo pequenos
deslocamentos e, consequentemente, se torna uma parcela simétrica. Ja as parcelas E?Z e
Efg formam a rigidez geométrica do elemento, onde correspondem a termos antissimétricos

e, portanto, a matriz de rigidez tangente também é antissimétrica.
3.5.1 — Simetrizacdo da matriz de rigidez na configuracdo de equilibrio

Como resultado da utilizacdo de uma abordagem corrotacional consistente, uma matriz de
rigidez tangente antissimétrica € montada para o elemento de portico espacial. Alguns
trabalhos classicos da literatura (Crisfield, 1990; Cole, 1990 e Simo e Vu-Quoc, 1986)
afirmam que a matriz de rigidez tangente simetriza huma configuracdo de equilibrio se o
carregamento aplicado é conservativo e, logo, ndo simetriza se o carregamento consiste em
uma carga nao conservativa. Contudo, de acordo com Rankin e Nour-Omid (1991), a
matriz de rigidez, dada em (3.148), possui propriedades incomuns na presenca de grandes
deslocamentos, levando-a a ndo simetrizacdo numa condi¢do de equilibrio. Portanto,
mesmo que o critério do carregamento conservativo seja atendido, tal simetrizacdo ocorre
somente em situacbes onde a estrutura possui rotagcdes infinitesimais e pequenas

translacoes.

Um exemplo de natureza ndo conservativa de um carregamento € a aplicacdo de momentos
em eixos fixos, em uma analise tridimensional. De acordo com Ziegler (1977), um
momento concentrado atuando sobre um eixo fixo no espaco, é ndo-conservativo. 1sso
pode ser explicado considerando-se um momento M constante atuando sobre o eixo fixo X,
como e mostrado na Figura 3.4. Dessa forma, uma rotagdo de 180° () em torno de X
produziré o trabalho positivo W = Mm. No entanto, duas rotacGes sucessivas de 180° ()
em torno dos eixos fixos Y e Z, respectivamente, levam a mesma posicdo final do corpo,
porém dessa vez com trabalho W = 0. Portanto, o trabalho depende da trajetéria e o

momento é ndo conservativo.
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Ww=0

Figura 3.4 — Natureza ndo conservativa de momentos sobre eixos fixos (Cole, 1990).

Considerando o regime de rotacbes da estrutura ainda como infinitesimais e pequenas
translacGes, Nour-Omid e Rankin (1991) provam conceitualmente que é possivel obter
uma taxa de convergéncia quadréatica, para 0 método Newton-Raphson, utilizando somente
a parte simétrica da matriz de rigidez. Segundo os autores, para tal situacdo, o termo

antissimétrico torna-se igual zero quando o sistema esta em equilibrio. Ou seja:
|k —&"| 0= lirl -0 (3.149)

onde r € o residuo. De acordo com Nour-Omid e Rankin (1991), essa € a condigédo
suficiente para uma taxa de convergéncia quadratica em uma iteracdo do tipo Newton-

Raphson, como mostrado no teorema a seguir.
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Considere um algoritmo do tipo Newton-Raphson, onde em cada passo se resolve um

sistema de equacdes lineares do tipo:
ki Ad; = —f(d) (3.150)

onde K? e K# sdo as partes simétrica e antissimétrica da matriz de rigidez tangente,

definidas por:

— 1, _7 . 1,0 7

k= (ke +k) k= (k- K (3.151)
Teorema (Nour-Omid e Rankin, 1991):
“Ignorando a parte antissimétrica da matriz de rigidez tangente, ao se resolver o sistema

de equacdes lineares em um algoritmo do tipo Newton-Raphson, os resultados terdo uma

taxa de convergéncia quadratica se”
1k2;]| < ellfan]| (3.152)
onde a é uma constante.

Prova (Nour-Omid e Rankin, 1991):

Expandindo em série de Taylor, tem-se
fld) =f(di_y) + ky,_Ad;_; +7(Ad;_y) (3.153)
onde r é o residuo, que depende de Ad;_; e
Ir(ad; DIl < pllad; 4|7 (3.154)

com B sendo outra constante. Escrevendo Eti_ em termos de sua parte simétrica e

1

antissimétrica, tem-se:

fld) = f(d;_) +ki,_,Ad;_; + E?i_lAdi—l +r(Ad;_) (3.155)

ti-1
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Substituindo a Equacdo (3.150) para a iteracdo (i —1) em (3.155), os dois primeiros
termos apds a igualdade desaparecem, resultando em um vetor de forcas desiquilibradas

em termos da parte antissimétrica de k, e do residuo r, assumindo a forma:

fd) =k¢,_,Ad;_; +7r(Ad;_,) (3.156)

ti-1

Assim, substituindo a Equacdo (3.156) em (3.150), obtém-se:

Ad; = —(KS,_) (kA Ad_y +1(0d; 1)} (3.157)
com as normas
ladll < || (s, ) ™" || (et Adi I + lir(adi-o) 1} (3.158)

Utilizando a hipétese original (3.152) e tomando a Equacao (3.150) para a iteragdo (i — 1),

chega-se as seguintes desigualdades:
el < allfacoll < allks,_, |1ad,y (3.159)

Substituindo (3.159) em (3.158), como o objetivo de eliminar a parte antissimétrica de k.,

obtém-se:
Iad )l < || (k)7 || {allk _ l1adi— 17 + pliad; 117} (3.160)
ou
disr — dill < villd; — diy |12 (3.161)
onde
vi= || (R8) 7| (allks Nl + ) (3.162)

Dessa forma, segundo Nour-Omid e Rankin (1991), se a parte antissimétrica da matriz de
rigidez desaparece na mesma taxa que o residuo, entdo a convergéncia é quadratica se a
matriz de rigidez simetrizada ou nao-simetrizada € utilizada, com validade somente para o

regime de rotacGes infinitesimais e pequenas translacdes.
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3.6 — ESFORCOS RESULTANTES

Os elementos de portico espacial estdo submetidos a seis esforcos resultantes em cada uma

dos nos, representados na configuracao atual por:

e Esforco normal N, cortantes V, e V, e 0 momento tor¢or T, que sdo constantes ao
longo de todo elemento;
e Momentos fletores M, = M, (x®) e M, = M,(x®) que variam linearmente ao longo
do elemento, admitindo-se tratar de um modelo hermitiano.
Esses esforcos, apresentados a seguir na figura 3.5, com as respectivas convengdes de
sinais, podem ser obtidos a partir das referentes deformacdes de acordo com as seguintes

equac0es apresentadas por Harrison (1973):

EA
N = EAge = =204 =8l pe (3.163)
L, L
2EI 2EI
My, = —Loy (265, + 65,) My, = _Loy (65, + 265,) (3.164)
2EL, . 2EL, , . .
M,, = Lo (2912 + sz) M,, = L (912 + 292z) (3-165)
My, + M, M;, + M,
y = ——= T z Vyy = ——2——2 ; z (3.166)
My, + M, My, + M,
= = 22 (3.167)

onde:

e E e G sdo 0s modulos de elasticidade longitudinal e transversal, respectivamente;

e A, é areada secdo transversal;

e [, € 0 momento de inércia associado a torcdo de Saint Venant e I, e I, os
momentos de inércia associados a flexdo nas direcbes y e z;

e ¢ éadeformacdo de engenharia;

o (05,65, 05,) e (65, 65,,605,) sdo os angulos de rotagdo, definidos pelas relagdes

(3.19) e (3.20).
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Figura 3.5 — Conversdes de sinais e esforcos resultantes.
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4 — DINAMICA NAO-LINEAR

Apesar da abordagem corrotacional ter uma ampla aplicacdo na analise estatica ndo-linear
geométrica de estruturas, a sua aplicacdo para a analise dindmica nao-linear geométrica
oferece algumas limitagdes, principalmente para vigas espaciais (Le et al., 2012). Isso se
deve ao fato da decomposi¢do do movimento do elemento em parcelas deformacional e de
corpo rigido conduzir a expressdes muito complexas para os termos dinamicos. Uma
solucdo para tal limitacdo, a qual é adotada nessa tese e em outros trabalhos (Le et al.,
2012; Géradin e Cardona, 2001; Cardona, 1989; Cardona e Géradin, 1988) , é a utilizacdo
do método corrotacional para desenvolver as expressdes das forcas internas e da matriz de
rigidez tangente, enquanto os termos dindmicos sé&o formulados em um contexto

Lagrangeano total.

Em relacdo ao tratamento dindmico das rotacOes finitas, velocidades e aceleragfes
angulares, com base na metodologia proposta por Géradin e Cardona (Géradin e Cardona,
2001; Cardona, 1989; Cardona e Geradin, 1988), emprega-se nesse capitulo o
procedimento de Newmark aplicado ao vetor de rotacdo incremental e as suas derivadas no

tempo.

De acordo com o desenvolvimento tedrico apresentado nos capitulos anteriores, sao

tomadas as seguintes suposigdes para o elemento finito de viga espacial:

e A validade da teoria de Euler-Bernoulli para o elemento de poértico espacial, onde
se considera que as se¢des se mantém planas e normais ao eixo da barra apds a
deformacdo. A deformacdo por distorcdo da secdo transversal também nédo é
considerada;

e Assumem-se pequenas deformacdes, porém os deslocamentos e rotacfes podem ser
arbitrariamente grandes;

e Admite-se que o material permanece elastico durante a variacdo de carga.

4.1 - FORCA INERCIAL
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Usando centro de massa da sec¢do transversal como ponto de referéncia, a energia cinética

de um elemento de viga espacial é obtida como:
1 . ,
Ke=5 f (uTApu + WTI,W)dx (4.1)
0

onde [ é o comprimento inicial do elemento de viga espacial e I, € o tensor de inércia

espacial diadico, definido como:

I,+L, 0 0
L=p| 0 I, 0 (4.2)
o 0 I,

sendo I, e I, os momentos principais de inércia da secdo transversal e p a densidade de

massa.

De acordo com Géradin e Cardona (2001), a variacdo da energia cinética pode ser expressa

como:

l
5K, = f (su" Apit + 507 (1,W + Sy, 1, W) ) dx (4.3)
0

onde 50 é a variacdo do vetor incremental rotacional em coordenadas materiais, e esta

relacionada com a variacdo do pseudo-vetor de rotacao através da relacéo:
60 =Tyo0 (4.4)

A expresséo para obtencdo de T, pode observada na Equacdo (2.94). Utilizando a relacéo
da Equacéo (4.4), a variacdo da energia cinética em termos do vetor incremental de rotagdo

espacial assume a forma:
l . .
5K, = j (6uTApi1 + (Te)"667 (1, W + SWIPW)) dx (4.5)
0

Dessa forma, o vetor de forca inercial é derivado da seguinte relagéo:
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8K, = f1.6q" (4.6)

onde o vetor de deslocamentos e rotacéo espacial incremental §q” é dado por:
5q" = (su,” 60,7 su,” 660,7) (4.7)
Os vetores de deslocamentos e rotacdo espacial incremental sdo linearmente interpolados,

respectivamente, levando em consideracdo que o elemento de viga possui dois nds, através

das expressoes:

éu = N;0u, + N,6u, (4.8)
60 = N,60, + N,60, (4.9)
com
N, =(U—-x)/1 (4.10)
N, =x/l (4.11)

Inserindo as Equacdes (4.8) e (4.9) em (4.5), a forca inercial é obtida como:

_ : T Apu ,
fie= fo Pe) ((Tg)T(IpW + swsz)> dx (4.12)
onde:

N, 0 N, 0)

P(x)=< o N o oN (4.13)

A velocidade e aceleracdo angular material W e W sdo calculadas a partir de @ e 8,
utilizando as relagdes (2.93) e (2.95). Resolvendo as integrais da Equacédo (4.12), a forca

inercial assume a forma:

fra
fr=| ;"” | (4.14)
ktZ/
fer
onde:
frer = 2 (2iy + ity) (4.15)
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1 T . . . o
firs = 5(To,) (41, W1 + 21, W, + 3y, I, W1 + Sy, 1, W,

frez = 2y + 2ity) (4.17)

1 T . . . .
Frora = E(ng) (U, W, + 41, W, + Sy 1, W, + Sy, 1,W, @.18)
+ Sy, 1, Wy + 38y, 1,W,)

Realizando mais algumas manipulagdes algébricas, tem-se o seguinte formato para vetor

de forca inercial:

i, 0
i 1 (38s Iw, +Su I W, + Sy I Wi +Ss 1w

fe=T,| M ‘:l;l +o Wilp LT 2w tp 20 Walp LT Sy tp (4.19)
W, Su AW + Sy LWy + Sy, I, + 38y, 1w,

onde
)
0
r)')

e M ¢é a matriz de massa consistente decorrente da formulagdo isoparamétrica linear de um

/1 0
0 (T‘:)l) (4.20)
0

S ~ 0O O

elemento de viga espacial com dois nos, utilizando funcéo de forma linear, definida por:

2M, 0 M,

M=\'m, o 2m, o (#21)
0 M, 0 2M,
com
Apl
(& ° o)
_ | Apl I !
M, = k 0 ? 0 ) M, = glp
Apl
0 0 % (4.22)
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sendo A a area da secdo transversal do elemento de viga. Desse modo, o vetor de forcas

inerciais do elemento no sistema global f, é definido por:

fi = Gfy (4.23)

De acordo com Géradin e Cardona (2001), o vetor de forca inercial também pode ser

obtido dividindo a Equacéo (4.12) em duas parcelas:

fk="Fra+ fgir (4.24)

onde f..; € o vetor de forca inercial relativa e f ;- 0 vetor de forca inercial giroscopica. O
vetor de forca inercial relativa é calculado de acordo com a segunda lei de Newton, porém,

utilizando-se as acelerac6es angulares em coordenadas materiais:

[re = Mzi (4.25)
s . . ! Apl 0
q = w," w, " w,) M = f P(x)T( g 1,,) dx (4.26)
0
onde:
]p = (TB)TIpTG (427)

A solucgéo para a integral da matriz de massa M exibida na Equagéo (4.26) foi apresentada
anteriormente nas Equacdes (4.21) e (4.22). Assim, o vetor de forca inercial relativa f,,; e
a matriz de massa M, ambos no sistema global, sdo escritos, respectivamente, como:

Frol = GMG M = GMG" (4.28)

J& o vetor de forga inercial giroscépica, de acordo com Géradin e Cardona (2001), pode ser

escrito como:

: 0
fgir = j(; P(x)T ((TG)T(IpTB + SWIpTB)g) dx (4.29)
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Solucionando as integrais da Equacao (4.29), tem-se:

0
[ fgirl
foir = =l o (4.30)
fgirz
onde:
T . . . . . .
fgir1 = (Te,) (41,T9, 01 +21,T9,0, +3Sy 1,Tg 61+ Sy 1,T4,0, @31
+ Sy, 1,Te, 01+ Sy 1,Tg,0,)
T . . . . . .
fgira = (Te,) (21,T9, 01+ 41,T9,0, + Sy, 1,Tg, 0, + Sy, 1,Ty,0, @32

+ Sy, 1,Te, 01 + 35Sy, 1,T,0,)
Logo, o vetor de foca inercial giroscopica em coordenadas globais pode ser escrito como:

foir = Gf gir (4.33)

Ja a forca inercial total em coordenadas globais pode ser expressa nas formas:

fk = G(frel + fgir) (4-34)

ou
fk = frel + fgir (4.35)

E importante ressaltar que as duas metodologias apresentadas para calculo vetor de forca
inercial, ou seja, o célculo direto do vetor de forga inercial total ou a sua separagdo em
vetores de forga inercial relativa e forga inercial giroscdpica, levam aos mesmos resultados

NUMEricos.
4.2 - FORCA DE AMORTECIMENTO
Os mecanismos dissipativos, com forca viscosa proporcional as velocidades translacionais

e angulares, podem ser facilmente incorporados a formulacdo apresentada. Contudo,

ressalta-se que a forca de amortecimento definida nessa se¢do sera proporcional & massa da
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estrutura. Dessa forma, baseando-se em Simo e Vu-Quoc (1986), a variagdo da energia

devido ao amortecimento pode ser escrita na forma:
l .
SK, = f (6u"pApu + 60" ul ,W)dx (4.36)
0

onde u € o coeficiente de amortecimento. Ao inserir a Equacao (4.4) em (4.36), é possivel

obter a variagdo da energia de amortecimento em termos do vetor incremental de rotagao:
l .
0K, = f (suTpdpu + (Tg)T66TﬂIpW)dx (4.37)
0
Assim, vetor de forca de amortecimento é obtido a partir da relacéo:

6Ky = fa0q" (4.38)

Inserindo as EquacgOes (4.8) e (4.9) em (4.38), e utilizando as funcdes lineares de

interpolacéo (4.10) e (4.11), obtém-se a forca de amortecimento:

— : T uApu
fa—fOP(x) ((Tg)TquW> dx (4.39)

onde a velocidade angular material W é obtida a partir de 0, utilizando a relacdo (2.93). A
solugcdo das integrais da Equacdo (4.39) fornece a seguinte expressao para forca de

amortecimento:

— 4.40
fa=| w40l i, + 2isy) (4.40)

%(2111 + 1)
B f_;(Tel)T(Mle + 21, W,) |

K(Ty,) (21, W, + 41,W,)
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Com algumas manipulacdes algebricas, o vetor de for¢a de amortecimento pode ser escrito

na seguinte forma compacta:

fa = T.uMq (4.41)

onde

@ =0G" w, @, w,) (4.42)

Consequentemente, aplicando-se a matriz de transformacdo G, obtém-se o vetor de forca

de amortecimento em coordenadas globais f ,:

fa=Gfa (4.43)
4.3- MATRIZ TANGENTE DE INERCIA

Para a solucdo da equacdo de equilibrio ndo-linear é necessario linearizar o vetor de forca
inercial. Tomando a Equagdo (4.3), e excluindo os termos translacionais, obtém-se a

variacdo da energia cinética de rotacdo:

l
M, rot = 6Kepor = j (507 (1,W + Sy, 1,W)) dx (4.44)
0

Linearizando a Equacéo (4.44), tem-se:
l .o l .
ALl gor = f (8071, AW )dx + f (607 (Sul, — Sy ) AW)dx  (4.45)
0 0

De acordo com Géradin e Cardona (2001), a velocidade e aceleracdo angulares

incrementais podem ser escritas, respectivamente, como:

AW = A@ + S;,AO (4.46)
AW = AO + S;y,AO + S;;,A0 (4.47)

Substituindo as relagdes das EquacOes (4.46) e (4.47) em (4.45), tem-se:
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l
All, gor = j (6071,A0)dx
0
l
+J 50T (I,Sy, +Syl, —S; w)AO)dx
(997 (1w + S, 51,0 20)

+ fol (867 (1,Sii + Sk S = S1,Si) 16 dx

(4.48)
Substituindo as relagdes
. Y
AO = ——A
0 =25 00 (4.49)
.. 1
= 4.50
A6 = 217500 (4.50)
na Equacdo (4.48), obtém-se:
1ot
AHC,ROL’ = WJO (6@ I,,A@)dx
l
14 T . N
+ome fo (507 (1,84 + Sy d, — S, i) A0) dx
l
+ 50T (1,Sy + Syl , Sy —S; wSw ) AO )d
-fo( (pW wlpdw — 21w W) ) X (4.51)

Consequentemente, a matriz tangente de inércia, incluindo os termos de translacdo, é

explicitada como:

—ij(x)T (Agl I(:) PO dx
0
+mjolp(x)T (g 1,Sy + s“(:lp — SIPW>P(x)dx

l 0 0
T
+ fo P(x) (0 L,Sy + Syl ,Sy — S,pwsw) PGx)dx (4.52)
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Avaliando a Equacdo (4.52), conclui-se que a matriz tangente de inércia representa a soma

da matriz de massa M, matriz giroscopica C;, e matriz centrifuga K:

1 Y
KDyn:WM-I_ Eck‘i—Kk (453)

Em coordenadas globais, a matriz tangente de inércia pode ser escrita nas formas:

Kpyn = GKpyy G” (4.54)
_ oy (4.55)
KDYHZWM-I_ Eck‘i—Kk
onde
Ek = GCkGT I_{k = GKkGT (456)

Resolvendo as integrais que compdem a matriz giroscopica

l
C, = fo P()T (8 LS _|_S::IP_SIPW)P(x)dx (4.57)
obtém-se
0 0 0 0
ckzll—z 8 C’B“ g C’B“ (4.58)
0 Criz 0 Cip
onde:

Cuar = (31,Sw, + 1,Sw, = 38w, — Siw, + 38w, 1, + Su,1,)  (459)
Cuaz = (I,Sw, + 1,Sw, = Spwr, — S, + Sw,dp + i, 1,) (4.60)

Cuzz = (I,Sw, + 31,8w, = Sy i, = 381w, + Si, 1, +38u,1,)  (461)
Ja a solucdo das integrais que compdem a matriz centrifuga

l 0 0
K, = jo P(x)T (() 1,Sy, + Syl,Sy — Szpwsw) P(x)dx (4.62)

fornece
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0 0 0 0
% _L 0 Kiiin 0 Kiq
k~e60l0 O 0o 0
0 Kk,12 0 Kk,22

onde:

Ky, = (151pSW1 + SIpSW2 - 1251pW15W1 - 3SIDW1$W2 - ZS.S'IpI,i/Z.S'I,V1
- ZSIpWZSWZ + 1ZSW11pSW1 + 3SWZIpSW1 + 35W11pSW2

+ 28y, 1,5,

Ky, = (SIpSW1 + SIpSWZ — 3SIpW15W1 - ZSIpW15W2 — ZSIpWZSW1
— 3SIpWZSW2 + 3SW11pSW1 + 25'1,',,21105"4/1 + stllpSWZ

+ 38y, 1,5,
Ky o, = (SIpSW1 + 1518y, — ZSIpW1$W1 - 3SIpW15W2 - BSIpWZSW1

- 1ZSIPWZSW2 + 28w 1,Sw, + 38w, I,Sw, +3Sw I,Sw,

+ 128y, 1,5,

4.4 - MATRIZ TANGENTE DE AMORTECIMENTO

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

De forma analoga ao procedimento realizado para o vetor de forca inercial, também é

necessario linearizar o vetor de forca de amortecimento para a solucdo da equacdo de

equilibrio ndo-linear. Portanto, excluindo-se os termos translacionais da Equacéo (4.36),

tem-se a variacdo da energia de amortecimento de rotagéo:

l
g rot = 6Ky rot = f (SQTMIpW)dx
0

Linearizando a Equacéo (4.67), tem-se:
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l
Allg por = f (60T ul,AW )dx (4.68)
0

Substituindo a variacdo da velocidade angular material, dada na Equacdo (4.46), na
Equacéo (4.68):

l l
Al goe = f (60T ul ,A0)dx + f (60T ul,Sy,A0)dx (4.69)
0 0
e inserindo a relacdo (4.49) na Equagéo (4.69), obtém-se:
v (! l
Al gor = e f (60T ul ,A0)dx + j (60T ul,Sy,A0)dx (4.70)
0 0

Logo, a matriz tangente de amortecimento, incluindo os termos de translacdo, pode ser

escrita como:

uy [ Apl 0 ! 0 o0
Covn = G3e fo p(x)T( ; Ip)P(x)dx+,u fo p(x)T(O IpSW>P(x)dx (4.71)

Analisando a Equagdo (4.71), observa-se que a matriz tangente de amortecimento sera
composta por duas parcelas. A primeira refere-se ao amortecimento do movimento relativo

C,.;, que é proporcional a matriz de massa da estrutura M. A segunda parcela resulta do

amortecimento do movimento giroscopico da estrutura C ;.. Assim, tem-se:
C =Y C c
Dyn — E rel gir (4-72)

Aplicando a matriz de transformacdo G, tem-se a matriz tangente de amortecimento em

coordenadas globais:
EDyn = GCDynGT (473)
Resolvendo as integrais da matriz de amortecimento relativo, obtém-se de forma compacta:
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Crei = uM (4.74)

Ja a solucdo das integrais que compdem a matriz de amortecimento giroscopico

A
0O o0
Coir = u.f P(x)T (0 IpSW) P(x)dx (4.75)
0
fornece
0 0 0 0
l 0 Cgir,ll 0 Cgir,lz
CGr=72l0 0 o o (4.76)
0 Cgir,lz 0 Cgir,ZZ
onde;
Chir11 = (31psW1 + Ipswz) (4.77)
Chirnz = (Ipswl + Ipswz) (4.78)
Chiraz = (Ipsiw1 + 31pswz) (4.79)

4.5 - INTEGRACAO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO NO TEMPO

A resposta do sistema dindmico, para o problema em estudo, é obtida através da integracéo
no tempo de um sistema de equacdes diferenciais ndo-lineares de segunda ordem. Sabe-se
que os métodos de integracdo implicitos, quando aplicados a problemas ndo-lineares,
requerem habitualmente a solu¢do de um sistema de equacdes ndo-lineares em cada passo
de tempo. Nesse caso, a solucdo do problema € alcangada por meio de sucessivas solugdes
de sistemas de equacgdes algébricas, em cada instante de tempo, usando algoritmos
iterativos, como o método de Newton-Raphson, o qual é utilizado no presente trabalho.
Contudo, em razdo das rotagdes finitas serem ndo-comutativas e nado-aditivas,
impossibilita-se a aplicacdo direta dos metodos de integracdo da familia Newmark para as

rotacOes finitas e seus derivados, ou seja, velocidades e aceleragdes angulares.
Consequentemente, de acordo com a literatura técnica referente ao MEF aplicado a
problemas dindmicos ndo-lineares envolvendo grandes rotagdes no espago (Le et al., 2012;

Lens e Cardona, 2008; Makinen, 2007; Géradin e Cardona, 2001; Mé&kinen, 2000; Hsiao et
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al., 1999; Ibrahimbegovi¢ e Mikdad, 1998; Crisfield et al., 1997; Cardona, 1989; Cardona
e Géradin, 1988), o sistema de equacdes diferenciais deve ser dividido em dois
subsistemas: um referente aos graus de liberdade translacionais e um segundo decorrente

dos graus de liberdade rotacionais.
4.5.1 — Atualizacéo das variaveis translacionais pelo método de Newmark

O método de Newmark refere-se a uma familia de processos implicitos e explicitos de
solucdo da equacdo de movimento de um sistema. Sua concepcao € baseada na variacdo
linear da aceleracdo ao longo do intervalo de integracdo. Como ja foi observado, o
procedimento classico de Newmark ¢ utilizado somente para 0s deslocamentos,
velocidades e aceleragbes translacionais, e ndo apresenta qualquer dificuldade em
particular. As relagdes padrdes para velocidade e deslocamento translacional no passo de

tempo n+ 1, se descrevem como:
1
Wy =, + Ati, + A2 <(§ _ ,8) i, + ﬁiln+1> (4.80)

un+1 = un + At((l - V)ﬁn + Vﬁn+1) (4-81)

A partir das EquacOes (4.80) e (4.81), define-se a predicdo da velocidade e do
deslocamento translacional no passo de tempo n + 1, em funcéo das variaveis conhecidas

no passo de tempo anterior n, como:
1
Wy =, + Atit, + (E _ ,8) At%it, (4.82)

W, =1, + (1 — y)Atil, (4.83)

Utilizando as variaveis preditas u,,., € u;,,,, a velocidade e o deslocamento no passo

tempo n + 1 se reescrevem como:

Upyy = Upyy + VAL, (4.84)
Upy1 = Upyy + PALR A, (4.85)

A aceleracdo e a velocidade, no posso tempo n + 1, podem ser expressas em funcéo dos

deslocamentos u;,, ; € u, ., assumindo a forma:
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Upp1 = Upyr + E(unﬂ —Unyq) (4.86)
. 1 .
Upi1 = W (U1 — Unsr) (4.87)

Portanto, as quantidades iterativas para o deslocamento, a velocidade e aceleragdo na
iteracdo k + 1, em funcdo da correcio Au*, levando em consideragéo as Equacdes (4.86) e

(4.87), séo definidas como:

uktl = uk, | + Auk (4.88)

Uiy = Uy + ﬁTAu (4.89)
k+1 > 1 k

ikl =ak, +— NG Au (4.90)

4.5.2 — Atualizacdo das variaveis rotacionais pelo método de Newmark

O grande sucesso da metodologia proposta por Géradin e Cardona (Géradin e Cardona,
2001; Cardona, 1989; Cardona e Géradin, 1988) esta relacionado a propriedade aditiva do
vetor incremental rotacional, a qual permite a utilizagdo do procedimento classico de
Newmark para a atualizacio das variaveis nodais de rotacio 8%, ,, %, e 8%, ,. De acordo
com Cardona (1989), sdo adotados os seguintes critérios para se inicializar o processo de

integracao:

0,=0 (4.91)
0, =W, (4.92)
0, =W, (4.93)

Portanto, as relacGes para predicédo da rotacédo e velocidade do vetor incremental rotacional

no passo de tempo n + 1, se descrevem como:

. 1 N,
0., = A, + A2 ((E _ ﬁ) b, + ﬁ9n+1> (4.94)

9n+1 = én + At ((1 - V)én + Vén+1) (4-95)
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Em relacdo a fase corretora, as quantidades iterativas para a rotacdo, a velocidade e
aceleragdo do vetor incremental rotacional na iteracdo k + 1, em funcdo da correcdo A@*,

sdo escritas como:

0kl = 9%, + AGF (4.96)

. . Y
Okt =0k, + mM)k (4.97)
Okl =@k . + e AB* (4.98)

Onde a velocidade e aceleracdo angular material séo definidas em funcdo do vetor
incremental rotacional conforme as relagdes (2.93) e (2.95), apresentadas anteriormente no

capitulo 2. Desse modo, pode-se escrever que:

Wit = Toenn 0711 (4.99)

Wit = Toen 0511 + T 0111 (4.100)
4.5.3 — Equacéo de equilibrio para o método HHT-a

No presente trabalho, os problemas dindmicos sdo resolvidos utilizando o método HHT—a
(Hughes et al., 1978), que pode ser considerado como uma variacgdo do método de
Newmark, uma vez que faz uso das fungdes de interpolacdo de Newmark. Baseando-se em
Le et al. (2012) e Crisfield et al. (1997), e incluindo as forcas de amortecimento ao método

HHT-a, se escrevem as forcas desiquilibradas, ou residuais, no equilibrio dindmico como:
Thy = (1 + a)feTH_l -1+ a)fn+1 - fkn+1 - fan+1 + a(fn - fen) =0 (4.101)

onde f, é vetor de forcas externas, f é o vetor de forcas internas, f; o vetor de forcas

inerciais e f, o vetor de forcas de amortecimento em coordenadas globais. Logo, a norma

euclidiana empregada para se determinar a convergéncia nas iteracdes de equilibrio pode

ser escrita como:
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< Tol (4.102)

onde Tol é um valor prescrito de tolerancia do erro.

Derivando os vetores de forgas internas, inerciais e de amortecimento, pelo método HHT—
a:

(1 + a)afn+1 + 6fkn+1 + 6fan+1 = I_(total,n+16q (4-103)
obtém-se a matriz tangente iterativa total K, ,;4;:
I_{total,n+1 = (1 + a)l_{t,n+1 + I_(Dyn,n+1 + EDyn,n+1 (4-104)

onde K, é a matriz de rigidez tangente estatica, Ky,, é a matriz tangente de inércia e EDyn

a matriz tangente de amortecimento.

Os parametros de integracdo no tempo y e S, j& mencionados nesse capitulo, de acordo

com Crisfield et al. (1997), sdo obtidos segundo as relacdes:

y=s—g (4.105)

1 (4.106)

4.5.4 — Implementacdo da solu¢do numeérica

Nessa secdo, apresentam-se a metodologia para a solu¢do numérica da Equacao (4.101), na
qual se utiliza um procedimento incremental-iterativo baseado no método de integragédo
direta HHT—-o em combinacdo com o metodo de Newton-Raphson. Assume-se que a
configuragdo de equilibrio dinAmico é conhecida no instante t,,. Admite-se que existe uma
variagcdo do tempo entre os instantes t,, e t,,,, onde At representa 0 passo de tempo. A
seguir, apresenta-se 0 procedimento incremental-iterativo utilizado para a solucdo dos

problemas dindmicos ndo-lineares estudados no presente trabalho.
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1.

INICIALIZACAO:
a) Definir os dados iniciais: M, f., fo, fay 90, G0, At V. B e @
b) Calcular o vetor de aceleragdo inicial: o = M~ (f., — fa, — fo)
PROCESSO DE INCREMENTO DE TEMPO:
a) Determinar o incremento de tempo: t,,,, = t, + At
b) Calcular o vetor de forcas externas fen 1

c) Predicdo das variaveis translacionais:
i W,y =u, + Ati, + A ((% — B) ity + Bi’tn+1>, Eq. (4.80)
i Ay, =, + At((1 = P)ity, + yit,y,), EQ. (4.81)
iii. iy =0
d) Predicéo das variaveis rotacionais decorrentes do vetor incremental rotacional:
i, 8,,,=At0, + AL ((% ~B) b, + ﬁén+1), Eq. (4.94)
i, On41 =0, + At ((1=1)By + B ), EQ. (4.95)
iii. 0,,,=0
e) Montar os vetores q = [u”,87], § = [4",W"] e q = [i", WT], onde W, =
Onr1eWoy =06,
f) Atualizar a matriz de rotagdo: Ry, ., = RagRg, COM a Eq. (3.52).
g) Corrigir as variaveis utilizando o método iterativo de Newton-Raphson:
i.  Calcular a matriz de rigidez tangente estatica K ,,., com a Eq. (3.124).
ii.  Calcular a matriz de massa M,,,, com a Eq. (4.21)
iii.  Calcular a matriz giroscopica Z‘knﬂ com a Eq. (4.58)
iv.  Calcular a matriz centrifuga I_{kn+1 com a Eq. (4.63)
v.  Calcular a matriz tangente de inércia K’Dynn+1 com a Eq. (4.53)
vi.  Calcular a matriz de amortecimento relativo Erelnﬂ com a Eq. (4.74)

vii.  Calcular a matriz de amortecimento giroscopico Eg ,coma Eq. (4.76)

oy
viii.  Calcular a matriz tangente de amortecimento EDynn+1 com a Eq. (4.72)
ix.  Calcular a matriz tangente iterativa total I_(totaln+1 com a Eq. (4.104)

X.  Calcular o vetor de forca interna f,,., com a Eq. (3.125)

xi.  Calcular o vetor de forga inercial fkn+1 com a Eq. (4.23)
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Xii.

Xiii.

Xiv.

XV.

XVI.

XVil.

XViil.

XiX.

Calcular o vetor de forca de amortecimento fan+1 com a Eq. (4.43)
Calcular o vetor de forca residual (método HHT-a):

Tpyp =1+ a)fenﬂ ~ A+ a)fpi1 — fknﬂ - fanﬂ +a(f, - fen)
Calcular o incremento de deslocamento: I_(totazn+1Aq = —T,41, ONde
Aq = [AuT,AO7]

Calcular a correcéo das variaveis translacionais:

un+1 = un+1 + Au, Eq (488)

Uy = Upeq + —— Au, Eq. (4.89)

BAt
1

Upp1 = Upgq + B2

Au, Eq. (4.90)

Calcular a correcdo das variaveis rotacionais decorrentes do vetor
incremental rotacional:

0,41 = 041 + A6, Eq. (4.96)

Opir = 0,4, + ﬁAB, Eq. (4.97)

Opi1 = Onpr + ﬁAB, Eq. (4.98)

Calcular as velocidades e aceleracbes angulares em coordenadas
materiais:

Wi = T0n+19n+1a Eqg. (4.99)

Para o calculo de Ty, ., utilizar a Eq. (2.94)

W = T0n+1én+1 + T0n+19n+1: Eqg. (4.100)

Para o calculo de TgnHGnH, utilizar a Eq. (2.96)

Atualizar a matriz de rotagdo: Rg, ., = RpgRg,,,, COM a Eq. (3.52)

Se —“;”““ < Tol, assumir a convergéncia, se néo, voltar ao passo g.
n+1
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5 - EXEMPLOS NUMERICOS

Com a finalidade de ilustrar e validar a implementacdo das formulacdes exibidas nos
capitulos anteriores, nessa se¢do sdo apresentadas simulacGes numericas de problemas
geometricamente nao-lineares estaticos e dinamicos, nos quais empregam-se 0S recursos
disponibilizados pelo programa SIAE (Sistema Integrado de Anélise Estrutural),

desenvolvido na plataforma Matlab pelo presente autor.

5.1 - PROBLEMAS ESTATICOS

Na atual secdo sdo apresentados cinco exemplos numéricos de estruturas constituidas por
elementos finitos de viga de Euler-Bernoulli 3D corrotacional, conforme a descricéo
cinematica corrotacional apresentada no Capitulo 3. Compete também destacar, que 0s
objetivos das analises dessa secdo é validar a formulacdo corrotacional para problemas
estaticos além de avaliar a simetrizagdo da matriz de rigidez tangente global, que sera
realizado nos Exemplos 01, 02, 03 e 04. A fim de confirmar se ha ou nao a simetrizacéo da
matriz de rigidez tangente global quando o sistema estd em equilibrio, propem-se em
realizar dois testes, que podem ser observados na Tabela 5.1, que correspondem a Norma
de Frobenius (Nf,,) € Mdximo Coeficiente Absoluto (Cy,q4,) da matriz de coeficientes

resultantes da diferenca entre matriz de rigidez tangente global e sua transposta.

Tabela 5.1 — Testes para avaliacdo da simetrizacdo da matriz de rigidez tangente.

TESTES DE SlMETRlZACAO OPERACC)ES
Norma de Frobenius Nfro = IK4 — (KH)T|| — 0
Mdximo Coeficiente Absoluto Crnax = max(abs(K4 — (K)T)) — 0

onde os termos max e abs equivalem a obtencdo do coeficiente de valor maximo e
absoluto, e K4 corresponde a matriz de rigidez tangente global antissimétrica. Para o

calculo da norma matricial, adota-se a norma de Frobenius, definida pela equag&o:

/2

K|l = iZw (5.1)

i=1j=1
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Nos exemplos que se seguem, havera a indicacdo K nas trajetorias de equilibrio, a qual
refere-se a utilizacdo da matriz de rigidez tangente global simétrica nas analises, a qual é
obtida a partir da matriz de rigidez tangente do elemento k, simétrica, a qual é calculada

como:

Fo=5 (R +E) (5.2)

Para todos os exemplos apresentados nessa secdo, € adotada uma tolerancia de

convergéncia para o equilibrio igual a 1075,
5.1.1 — Exemplo 01: Viga engastada espacial com curvatura de 45 graus

Na Figura 5.1, observa-se a viga circular engastada e livre, inicialmente curva e com se¢éo
transversal quadrada, com uma carga P aplicada em sua extremidade livre. As
propriedades geométricas e mecéanicas sd8o: R =100m, A=1mx1m, I, = 1,667 X
107'm* I, =1, = 8,333 x 107> m* E = 1,0 x 107 Pa e v = 0. Dentre os autores que
séo utilizados para o estudo desse exemplo, Surana e Sorem (1989) analisaram o referente
problema utilizando elementos de viga 3D usando a formulacdo Lagrangeana total, e os

resultados obtidos servem de referéncia para pesquisas correlacionadas.

yi

Figura 5.1 — Viga circular em balan¢o com carga aplicada na extremidade.

Para efeito de comparagdo com outros trabalhos, a estrutura foi discretizada utilizando-se 8
elementos finitos de viga de igual comprimento. Contudo, a fim de verificar a influéncia do

refinamento da malha na simetrizacdo da matriz de rigidez tangente global, utilizaram-se
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também modelos discretizados com 20 e 50 elementos finitos de viga de igual
comprimento. A seguir, na Figura 5.2, tém-se as deformadas da estrutura para as cargas

P, =300 e P, = 600, considerando a malha com 8 elementos finitos de viga.

40 - fPl‘

2019 0o 20 40

R
z(m) x(m) S xm

Figura 5.2 — Deformadas da estrutura.

— /
I /
A4
i

T
s

1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
-u/R, v/R, -w/R

—-u/R (K- SIAE)
— v/R (K'-SIAE)
-w/R (K - SIAE)
-u/R (KS - SIAE)
v/R (K- SIAE)
-w/R (K5 - SIAE)
-u/R (Surana e Sorem, 1989)

v/R (Surana e Sorem, 1989)
-w/R (Surana e Sorem, 1989)

PRi JEI
\

[\S}

OO0 o o o

0

Figura 5.3 — Trajetorias de equilibrio para a extremidade livre da viga para —u/R, v/R e

—w/R usando 8 elementos finitos de viga.

As trajetdrias de equilibrio para os deslocamentos —u/R, v/R € —w/R, na extremidade

livre da viga, podem ser observadas na Figura 5.3. Os deslocamentos obtidos para u, ve w
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pelo programa SIAE (considerando K4) na extremidade livre da viga, sdo comparados na
Tabela 5.2 com valores obtidos na literatura técnica, podendo-se perceber uma 6tima

concordancia nos resultados apresentados.

Tabela 5.2 — Deslocamentos na extremidade livre da viga

Autores P =300 P =450 P =600
u w v u w v u w v
SIAE -12,20 -7,20 40,80 -18,70 -10,50 48,80 -23,80 -13,70 53,80
Menin (2006) -11,90 -7,02 40,19 -18,43 -10,74 48,53 -23,52 -13,56 53,50
Simo e Vu-Quoc (1986) -11,87 -6,96 40,08 -1839 -10,67 4839 -23,48 -13,50 53,37
Cole (1990) -11,95 -7,01 40,25 -18,50 -10,73 48,58 -23,61 -13,55 53,58
Bathe e Bolourchi (1979)  -11,51 -6,79 39,50 - - - -23,50 -13,39 53,40
Cardona e Geradin (1988) -12,07 -7,15 40,35 -18,60 -10,91 48,59 -23,67 -13,74 53,50
Crisfield (1990) -12,18 -7,13 40,53 -18,78 -10,86 48,79 -23,87 -13,68 53,71
Monteiro (2004) -12,14 -7,14 4047 -18,70 -10,88 48,72 -23,78 -13,70 53,65

A seguir, nas Figuras 5.4 e 5.5, tém-se a evolugdo de Ny, (Norma de Frobenius) € Cyqy

(Mdximo Coeficiente Absoluto), indicados anteriormente na Tabela 5.1, em funcéo do
deslocamento v na extremidade livre da viga, considerando a matriz de rigidez tangente na
iteracdo de equilibrio da estrutura. A analise das referidas figuras indica que para 0s
primeiros incrementos de carga, ou seja, no intervalo com pequenos deslocamentos na
extremidade livre da viga, ha uma tendéncia de simetrizacdo da matriz de rigidez tangente
da estrutura. Porém, a medida que os deslocamentos se maximizam, a matriz de rigidez
tangente mantem-se antissimétrica mesmo na situacdo de equilibrio.

2

10

[ [ [ [ [

1

10

10

Norma de Frobenius

—®&— malha: 8 elementos e
—®— malha: 20 elementos
—&— malha: 50 elementos |

LI 7 N PP VY P B B A P P0 B I P IO R P10/ N B IPR R R

10'5 [ [ [ [
0 10 20 30 40 50 60

Deslocamento v (m)

Figura 5.4 — N¢,., vs deslocamento v na extremidade livre da viga.
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Mdximo Coeficiente Absoluto

—&— malha: 8 elementos H
—®— malha: 20 elementos |1
—&— malha: 50 elementos [

LI R E T2 B I PO B EE P B I DL FC7 B R AP0 N 0107 N WP PRV N U R RRIE

10‘5 [ [ [ [
0 10 20 30 40 50 60

Deslocamento v (m)

Figura 5.5 — C,,,4, Vs deslocamento v na extremidade livre da viga.

Avaliando-se individualmente os niveis de carga 50 N, 100 N, 300 N e 600 N (aplicadas
somente em um passo de carga), atraves das Figuras 5.6 e 5.7, onde sdo apresentados 0s
testes Nf,o € Crgx (NUMa configuracéo de equilibrio da estrutura) em funcdo dos graus de
liberdade da estrutura (considerando as trés malhas estudadas), é possivel observar duas
situacBes importantes: a ndo-simetrizacdo da matriz de rigidez tangente a medida que se
eleva o nivel de carga na estrutura; e a influéncia do refinamento da malha na simetrizac&o
da matriz de rigidez tangente, indicando uma redugdo de Ny, € Cq, @ Mmedida que se

aumenta a quantidade de elementos e, consequentemente, o0 nimero de graus de liberdade.

—&— Carga:50 N ]
—®— Carga: 100 N [
—8— (Carga: 300 N ||
--@- Carga: 600 N £

T

T T T

T T T ITIT

Norma de Frobenius

T T T

UBREERRERL

-3

10

-

10° 10°
Graus de Liberdade

[uny
(=}

Figura 5.6 — N¢,, Vs graus de liberdade.
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Figura 5.7 — C,,, 4, VS graus de liberdade.

O desenvolvimento de Ny, € Cpq, durante o processo iterativo até a configuracdo de
equilibrio, a titulo de exemplificacdo para os niveis de carga 50 N e 100 N considerando a
estrutura discretizada com 8 elementos finitos de viga, sdo apresentados a seguir, nas
Figuras 5.8 e 5.9. Ambos os graficos indicam o decréscimo das normas entre a primeira e a
ultima iteracdo, 0 que ja era esperado, visto que existe a tendéncia dos termos ndo-

simétricos (termos geométricos) se anularem na configuracdo de equilibrio.

Carga: 50 N, malha: 8 elementos
10 T I

—&— Norma de Frobenius
—8— Maximo Coeficiente Absoluto

Testes de Simetrizagdo

Iteragoes
Figura 5.8 — Evolugdo iterativa dos testes Ny, € Cp,q, para carga de 50 N e malha com 8

elementos finitos de viga.
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Carga: 100 N, malha: 8 elementos
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10™ I I I
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Figura 5.9 — Evolucao iterativa dos testes Nf,, & Cy,q, para carga de 100 N e malha com 8

elementos finitos de viga.
5.1.2 — Exemplo 02: Portico em forma de L em balango
Considerando o poértico em forma de L em balango, apresentado na Figura 5.10, com o

aumento da carga P a partir de zero, ele permanece no plano até o valor P = P.,.. A partir

desse ponto, € possivel ocorrer uma flambagem lateral no portico.

E= 71240 N/mm*
v=0,31

g o
g
I
Ny A
g
g
o
[32]
A X
2 L
S(0/;,07 0,6 mm

X

Figura 5.10 — Portico em forma de L em balanco.
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Figura 5.11 — Trajetdria de equilibrio secundario em fungéo os deslocamento w.

Com o objetivo de se obter a trajetdria secundaria para o portico em forma de L, foi
aplicada uma pequena carga B, =2 x 10™* N na direcdo z, a qual foi mantida na
extremidade livre do pdrtico para simular uma pequena imperfeicdo até a carga P atingir
um valor de aproximadamente P, = 1,080N. Uma vez alcancada a carga critica, a

estrutura sofre flambagem lateral.

Vale ressaltar que a carga de perturbacdo P, é a mesma recomendada por Crisfield (1990),
a qual funcionou com exatiddo na presente analise. A trajetoria secundaria do
deslocamento w na direcdo z, para o portico modelado com 5 elementos de igual
comprimento por barra, com um total de 10 elementos finitos de viga, € apresentada na
Figura 5.11 em conjunto com os resultados de Pacoste e Eriksson (1997), que também
fazem uso da cinematica corrotacional associada ao elemento de viga 3D de Euler-
Bernoulli. As configuragfes deformadas para os carregamentos P; = 2,0N e P, = 8,0N,

podem ser observadas a seguir, na Figura 5.12.
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Figura 5.12 — Configuracdes deformadas para o pértico em L.

A seguir, nas Figuras 5.13 e 5.14, ttm-se o desenvolvimento dos testes Nf,, € Crqyx €M
funcdo do deslocamento w na extremidade livre da viga, considerando a matriz de rigidez
tangente da iteragcdo de equilibrio da estrutura para malhas de 10, 20 e 40 elementos finitos

de viga.

T T

T T T T T T

URREL!

Norma de Frobenius

— malha: 10 elementos %
— malha: 20 elementos -
—— malha: 40 elementos ||

10° I [ [ I [
0 10 20 30 40 50 60 70

Deslocamento w (mm)

Figura 5.13 — Nf,, vs deslocamento w na extremidade livre do portico.
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Figura 5.14 — C,,,4 Vs deslocamento w na extremidade livre do portico.

Ao se observar os graficos apresentados anteriormente nas Figuras 5.12 e 5.13, percebe-se
que h& simetrizacdo da matriz rigidez tangente global apenas no intervalo com
deslocamentos infinitesimais na extremidade livre do portico, ou seja, somente para um
baixo nivel de intensidade de carga. Isso permite dizer que no intervalo de trajetoria
primaria, considerando a Figura 5.11, ocorre simetrizacdo da matriz de rigidez tangente. J&
para o trecho de trajetéria secundaria, os resultados das normas indicam que ndo ha
simetrizacdo da matriz de rigidez tangente, visto que nesse trecho ocorrem deslocamentos

de ordem finita.

Desse modo, sdo escolhidos trés niveis de carregamento em cada trajetoria (priméria e
secundaria), para construgao dos graficos de Ny, € Cpqy Na configuracéo de equilibrio em
funcdo dos graus de liberdade da estrutura (considerando as trés malhas estudadas).
Considerando as Figuras 5.15 e 5.16, que possuem normas para carregamentos
pertencentes a trajetoria primaria, onde as intensidades de carga séo 0,1 N, 0,4N e 1,0 N
(aplicados somente em um passo de carga), observa-se pequenos valores de Ng,, € Crgy,
indicando uma tendéncia de simetrizacdo. J& para as intensidades de carga 1,2 N, 2,0 N e
4,0 N (aplicados mais de um passo de carga), pertencentes a trajetoria secundaria, verifica-
se valores elevados para as normas que podem ser observados nas Figuras 5.17 e 5.18. Tal
observacdo confirma a ndo-simetrizacdo da matriz de rigidez tangente para trecho da

trajetoria secundaria.
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Figura 5.15 — Nf,, vs graus de liberdade.
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Figura 5.16 — G4, VS graus de liberdade.

Cabe enfatizar, que como no exemplo anterior, os graficos ilustrados nas Figuras 5.15,
5.16, 5.17 e 5.18 também comprovam a redugdo da magnitude de Nf,, € Cpgy COM O

aumento do nimero de graus de liberdade, ou seja, com o refinamento da malha de

elementos.
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Figura 5.17 — Ny, vs graus de liberdade.
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Figura 5.18 — C,,,4 VS graus de liberdade.

A seguir, a titulo de exemplificacdo nas Figuras 5.19 e 5.20, tem-se a evolucdo da
magnitude de Nf., € Cq, durante o processo iterativo até a configuragdo de equilibrio
para os niveis de carga 0,4 N e 1,2 N, considerando a estrutura discretizada com 40
elementos finitos de viga. Como ja era esperado, nos dois graficos se observa o decréscimo
das normas entre a primeira e a Gltima iteracdo, uma vez que existe a tendéncia dos termos

geométricos, indicados em (3.148), se extinguirem.
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Figura 5.19 — Evolugao iterativa de N¢,., & Crnq, para carga de 0,7 N e malha com 40

elementos finitos de viga.

Carga: 1.2 N, malha: 40 elementos
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Figura 5.20 — Evolugdo iterativa de Ny, € Cpq, para cargade 1,2 N e malha com 40

elementos finitos de viga.

5.1.3 - Exemplo 03: Viga em balango com cargas concentradas em sua extremidade

livre

A viga em balanco com cargas concentradas nas direcdes x, y e z em sua extremidade

livre, como pode ser observada na Figura 5.21, trata-se de um exemplo proposto no
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presente trabalho com o objetivo de gerar uma comparagdo com essa mesma viga quando,

solicitada por um carregamento ndo-conservativo, que sera apresentada no Exemplo 04.

y

—

P /
/ B 1000 mm N
z \ |

Figura 5.21 — Viga em balango com cargas concentradas na extremidade livre.

A estrutura, com comprimento [ = 1000 mm, foi discretizada utilizando-se 10, 20 e 50
elementos finitos de viga de mesmo comprimento e secdo transversal quadrada, onde as
propriedades mecéanicas e geométricas sdo expressas por: E =30 x 10® N/mm?,
A=10mm? I, =1, =8333x 107> mm* e I, = 1,667 x 10~" mm*. As trajetorias de
equilibrio para os deslocamentos —u, v e w na extremidade livre da viga em balanco,
considerando o modelo discretizado com 10 elementos finitos de viga, podem ser

observadas na Figura 5.22.
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Figura 5.22 — Valores de —u, v e w na extremidade livre da viga.

As magnitudes de Ny, € Cpqx €M fungdo do deslocamento v na extremidade livre da viga,

considerando a matriz de rigidez tangente da iteracdo de equilibrio da estrutura, apresentou
0 comportamento esperado, indicando o aumento da norma em funcéo da amplificacdo dos

deslocamentos na viga, bem como uma redu¢do da norma com o refinamento da malha de
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elementos finitos de viga. Tais observacdes podem ser comprovadas através das Figuras

5.23 e 5.24, apresentadas a sequir.

Norma de Frobenius

=Y
(=}

— malha: 10 elementos
— malha: 20 elementos
— malha: 50 elementos

10’10 [ [ [ [ [ [ [
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Deslocamento v (mm)

Figura 5.23 — Ny, vs deslocamento v na extremidade livre da viga.

Madximo Coeficiente Absoluto

— malha: 10 elementos
— malha: 20 elementos
— malha: 50 elementos

[ [ [ [ [ [
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Deslocamento v (mm)

Figura 5.24 — C,,,4 VS deslocamento v na extremidade livre da viga.
Avaliando niveis de carga de forma individual para 0,5N, 5,0 N e 15,0 N (aplicados

somente em um passo de carga), através das Figuras 5.25 e 5.26, como também foi

realizado nos exemplos anteriores, comprova-se a reducdo de Ng., € Cpq, quando se
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aumenta o numero de graus de liberdade, ou seja, quando se refina a malha de elementos

finitos de viga.
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Figura 5.25 — Ng,, Vs graus de liberdade.
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Figura 5.26 — C,,,4, VS graus de liberdade.

Quanto a evolucdo das magnitudes de Nf,., € Cpq, durante o processo iterativo até a
configuracdo de equilibrio, a seguir nas Figuras 5.27 e 5.28, a titulo de exemplificacéo,
tém-se os graficos para os niveis de carga 0,5N e 15,0 N, considerando a estrutura

discretizada com 20 elementos finitos de viga. Como ja era esperado, nos dois graficos se
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observa o decréscimo das normas entre a primeira e a ultima iteragdo, uma vez que existe a

tendéncia dos termos ndo-simétricos da matriz de rigidez tangente se anularem.

Fator de Carga: 5.0 N, malha: 20 elementos

10 T I T T T T I I
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Figura 5.27 — Evolugao iterativa de N¢,., € Cyq, para carga de 0,5 N e malha com 20

elementos finitos de viga.
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Figura 5.28 — Evolugdo iterativa de Ny, € Cpq, para carga de 15,0 N e malha com 20

elementos finitos de viga.
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Com a finalidade de ilustrar o comportamento estrutural da viga em balanco, na Figura
5.29, pode-se observar as configuragdes deformadas da viga para os fatores de carga 0,5 N
(F,) e 15,0 N (F,).

Figura 5.29 — Configuracgdes deformadas para a viga em balango com cargas concentradas

na extremidade.

5.1.4-Exemplo 04: Viga em balango com momentos concentrados em sua

extremidade livre

Nesse exemplo, a viga em balangco com as mesmas caracteristicas mecanicas e geométricas
do Exemplo 03, receberd agora momentos concentrados nas dire¢des x, y e z em sua
extremidade livre, conforme esté ilustrado na Figura 5.30. Nesse caso, as cargas aplicadas

correspondem a um carregamento ndo-conservativo.

Yi
M
7 ‘ M X
% 0N, o=
MQ
L 1000 mm ‘}

z \

Figura 5.30 — Viga em balango com momentos concentrados na extremidade livre.
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A seguir, na Figura 5.31, tém-se as trajetorias de equilibrio para os deslocamentos —u, v e
—w na extremidade livre da viga em balanco, considerando o modelo discretizado com 10

elementos finitos de viga.
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Figura 5.31 — Valores de —u, v e —w na extremidade livre da viga.

A evolugdo das magnitudes de N, & Cpq, €M funcdo do deslocamento v na extremidade

livre da viga, considerando a matriz de rigidez tangente da iteracdo de equilibrio da

estrutura, pode ser observada nos gréaficos das Figuras 5.32 e 5.33.
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Figura 5.32 — Ny, vs deslocamento v na extremidade livre da viga.
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Figura 5.33 — Cp,4x VS deslocamento v na extremidade livre da viga.

Por se tratar de um problema com carregamento nao-conservativo, atraves dos graficos
supracitados é possivel observar que a matriz de rigidez tangente ndo simetriza em nenhum
incremento de carga, ou seja, mesmo para deslocamentos infinitesimais ndo ha
simetrizacdo. Outra observacdo importante € que em funcdo da ndo-simetrizacdo estar
ligada ao fato do carregamento ser ndo-conservativo, consequentemente, o refinamento da

malha de elementos finitos ndo causara nenhuma influéncia nas magnitudes de Ng., €

Cmax- POrtanto, as curvas para as malhas com 10, 20 e 50 elementos se sobrepdem.
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Figura 5.34 — Ny, vs graus de liberdade.
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Figura 5.35 — G4 VS graus de liberdade.

A ndo influéncia do refinamento da malha de elementos em relagdo as magnitudes de Ng,.,
e Cmax também é comprovada quando se observa os niveis de carga de forma individual, a
titulo de exemplificacdo para 10 Nmm, 50 Nmm e 100 Nmm (aplicados somente em um
passo de carga), através das Figuras 5.34 e 5.35, onde se obtém os mesmos valores de

normas independente da quantidade de graus de liberdade da estrutura.

Fator de Carga: 10.0 Nmm, malha: 20 elementos
[

w

[u=y
o

—=— Norma de Frobenius A
—®— Maximo Coeficiente Absoluto [|

™~

[u=y
(=}

Testes de Simetrizagdo
=
(=)

[uny
(=]

N

-
= T T T T HHH”T_’_THHH‘ T T T

I
2 3

Iteragoes

[y
[=)

Figura 5.36 — Evolucdo iterativa de Ny, € Cpq, para carga de 10 Nmm e malha com 20

elementos finitos de viga.
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Fator de Carga: 50.0 Nmm, malha: 20 elementos
10 T I

—=— Norma de Frobenius H
—®— Maximo Coeficiente Absoluto [|

=Y
(=
™
\r\\rurf T T T

T T T

Testes de Simetrizagdo
[y
(=)

=3

[uny
(=]

T T T

Iteragoes
Figura 5.37 — Evolugdo iterativa de Ny, € Cpq, para carga de 50 Nmm e malha com 20

elementos finitos de viga.

Em relagédo a evolugdo das magnitudes de Ny, € Cpq, durante o processo iterativo até a
configuragdo de equilibrio, nas Figuras 5.36 e 5.37, a titulo de exemplificacdo tém-se os
gréficos para os niveis de carga 10 Nmm e 50 Nmm, considerando a viga discretizada
com 20 elementos finitos de viga. Em ambos os gréaficos, ocorre uma reducao dos valores
das normas entre a primeira e Gltima iteracdo, porém reducgdes ndo significativas. A seguir,
na Figura 5.38, ttm-se as configuracbes deformadas, considerando o modelo com 10

elementos, para os fatores de carga 100 Nmm (F;) e 1000 Nmm (F,).

N

150 -100 50 o 1000 X (mm)
z (mm)

Figura 5.38 — Configuracdes deformadas para a viga em balanco com momentos

concentrados na extremidade.
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5.1.5 — Exemplo 05: Pértico em forma de L com apoios do tipo pino

Uma vez realizada a investigacdo sobre a simetrizacdo da matriz de rigidez tangente nos
exemplos anteriores, a atual secdo ocupa-se apenas da validagdo da formulagédo
corrotacional e da implementacdo numérica. O pértico em forma de L com apoios do tipo
pino € um exemplo classico da literatura, o qual é recomendado para testar capacidade de
formulacg6es de elementos quando submetidos a grandes rota¢des no espago. Os apoios sdo
livres para transladar na direcdo x e para rotacionar em torno de z, ao passo que 0S

deslocamentos no topo do portico sdo restritos nessas direcdes, como pode ser observado

na Figura 5.39. A carga momento M (ou - M) é aplicada em torno do eixo z.

u=0,=0 2
E=71240 N/mm

v=0,31

%
3’%

X
£

\ Ozmm

Figura 5.39 — Pértico em forma de L com apoios tipo pino.

No problema em questdo, na medida em que 0 momento M cresce a partir do ponto zero, 0
portico permanece no plano xy até atingir um valor M = M_,.. A partir desse momento, o
portico pode adquirir uma trajetoria secundaria e flambar lateralmente. Dessa forma, uma
pequena carga ficticia é aplicada na direcdo z, para simular uma imperfeicdo, até o
momento atingir um valor de aproximadamente M, = 621,4. A partir desse momento, a
perturbacdo é removida, e o portico efetua um giro completo em torno do eixo x,
retornando a sua posi¢do original. Na Figura 40, apresentam-se os deslocamentos w do
topo do pértico, obtidos pelo programa SIAE, para a malha com 10 elementos de viga por
barra. Na mesma figura sdo apresentados os resultados obtidos por Battini (2002), que

também faz uso da cinematica corrotacional, porém, utilizando o critério de deformacdes
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finitas em sua formulagdo. Tais resultados possuem 6tima concordancia com o programa
SIAE.

Utilizou-se uma forga de perturbacdo igual a P, = 2 x 10™*N, aplicada na direcdo z, a
qual foi retirada logo ap6s se atingir o momento critico M., = 621,4. A fase mais critica
desse exemplo é processo de descarregamento, ou seja, a variagdo do momento de M., a
zero, onde se faz necessario utilizar novamente uma carga ficticia para forcar o retorno da

estrutura a sua configuracédo original, devido a existéncia de outros pontos de bifurcacéo.

800 L

| — K- (SIAE)
ﬁ‘ o kS (SIAE) |
600 e T X K*- (Battini, 2002)
o ‘/E/"B s\i
200 S e
% \ o /@/
g 0 :
Q
! =ty

-600 = =

T

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
Deslocamento w

Figura 5.40 — Deslocamento w no topo do pértico.

5.2 — PROBLEMAS DINAMICOS NAO AMORTECIDOS

Nessa secdo, estuda-se o0 comportamento ndo-linear de estruturas ndo amortecidas
submetidas a carregamentos dindmicos, nas quais Sdo empregados 0S recursos
disponibilizados no programa SIAE. O objetivo principal da presente se¢do é demonstrar a
capacidade da formulacdo proposta em resolver problemas dindmicos com grandes
deslocamentos, ou seja, grandes translacGes e rotacfes. Nas solugcdes desses problemas
emprega-se 0 método de integracdo HHT-o. em combinacdo com o método de Newton-
Raphson, o qual é utilizado com a finalidade de se obter o equilibrio das forgas internas

com 0s carregamentos externos em cada passo no tempo.

100



Excetuando-se os exemplos 06 e 11, para os demais exemplos, adotaram-se 0s seguintes
valores para o tensor de inércia espacial diadico I, e para a massa por unidade de

comprimento:

20 0 0

I,=({0 10 © (5.3)
0 0 10
Ap=1 (5.4)

Do mesmo modo, excluindo-se os exemplos 06 e 11, na Tabela 5.3, tém-se as propriedades
mecanicas para os demais exemplos. Para a solucdo dos exemplos da presente secdo,
adotou-se uma tolerancia de convergéncia para o equilibrio igual a 10~5 e o coeficiente a
igual a —0,01 (Le et al., 2012).

Tabela 5.3 — Propriedades dos materiais.

Exemplos EA = GA El = GJ
07 e 08 10° 103
09e10 10* 500

5.2.1 — Exemplo 06: Viga em balan¢o ndo amortecida

O Exemplo 06 trata-se de um problema bidimensional apresentado por Behdinan et al.
(1998), onde uma viga em balan¢o ndo amortecida € submetida a uma carga rampa de

duracéo infinita, como pode ser observado na Figura 5.41.

E=30x10° psi
p=4,567x107 Ibxs?/in*

v
1= 100 in*
F () A=21,9 in’
P
o ¥
é , 10°Ib |~ —
‘\4 120 in ‘} ’D }
s/
| -
0 02 t(s)

Figura 5.41 — Viga em balan¢o ndo amortecida com carga transversal na extremidade.
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Para a discretizacdo da malha foram utilizados 4 elementos de mesmo comprimento e a
analise dindmica ndo-linear foi efetuada com um passo de tempo At = 0,01 s, sendo 0s
mesmos dados utilizados pelos autores supracitados. A viga possui comprimento total de
120 polegadas, area da secdo transversal A = 21,9 in?, densidade p = 4,567 X
1073 Ib x s?/in*, moddulo de elasticidade E =30 x 10° psi e momento de inércia
[ =100 in*.

E oportuno ressaltar, que a unidades foram empregadas no sistema inglés com o objetivo
de se fazer uma comparacdo mais precisa dos resultados do programa SIAE em relacdo a
resposta apresentada por Behdinan et al. (1999), que utilizam elementos de viga plana

Euler-Bernoulli descritos pela cinematica corrotacional.

A seguir, na Figura 5.42, tém-se a resposta no tempo obtida pelo programa SIAE e 0s

resultados de Behdinan et al. (1999), para o deslocamento v na extremidade livre da viga.

25

0 ﬂ\ AN ANN AN AN A
= \
815
<
)
g
]
]
g /
g 10
Q
5
— SIAE
Behdinan (1996)
| |
0 ; :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tempo (s)

Figura 5.42 — Deslocamento vertical v da extremidade livre.

Apesar da analise do historico de deslocamentos no tempo, ilustrado na Figura 5.42,
indicar uma pequena defasagem de 0,01 s entres os resultados do programa SIAE e a
resposta apresentada por Behdinan et al. (1999), percebe-se uma boa concordancia entre as

duas respostas, indicando um bom desempenho da formulagéo proposta na presente tese. A
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seguir, na Tabela 5.4, pode-se observar a amplitude maxima v e a frequéncia de vibracédo

para o exemplo em questao.

Tabela 5.4 — Parametros dindmicos para a viga em balanco ndo amortecida.

Amplitude Méxima v (in) Frequéncia (Hz)
SIAE 22,29 6,67
Behdinan et al. (1999) 22,71 6,67

5.2.2 — Exemplo 07: Portico em L

Apresentado incialmente por Simo e Vu-Quoc (1988), por décadas esse exemplo tem sido
utilizado por muitos pesquisadores com o objetivo de verificar o desempenho de diversas
formulacbes dindmicas nédo-lineares em resolver problemas envolvendo grandes
deslocamentos (Le et. al, 2012; Lens e Cardona, 2008; Makinen, 2007; Hsiao et al., 1999;
Jeleni¢ e Crisfield, 1999; Ibrahimbegovi¢ e Mikdad, 1998; Crisfield et al., 1997; Cardona,
1989; lura e Atluri, 1988). No referente problema, efetua-se uma andlise transiente de um
portico em forma de L, situado no plano xy, com o carregamento aplicado na unido das
duas barras (cotovelo) na direcdo z, como esta definido na Figura 5.43. A amplitude do
carregamento é definida, ao longo do tempo, por uma fungdo triangular. O pértico foi
modelado com um total de 8 elementos de mesmo comprimento (4 elementos por barra) e

as analises foram realizadas para uma variacdo de tempo At = 0,15 s.

10 Fa(t)

10
[u=N
o

\

|

|

|

|

| -
/e 0o 1 2 t(s)

Figura 5.43 — Portico em L ndo amortecido com forca dindmica aplicada fora de seu plano.

103



De acordo com a Figura 5.44, observa-se que apds os dois primeiros segundos, o portico
sofre vibracdes livres de grande escala, com a presenca combinada de modos de flexdo e
de torgéo, tendo amplitudes de vibragdo na mesma ordem de grandeza que as dimensodes da
estrutura. Os resultados do programa SIAE sdo comparados as respostas obtidas por Le et

al. (2012), demonstrando uma excelente performance.

Cabe enfatizar, que os referidos autores também fazem uso de um elemento de viga
corrotacional, conforme formulacdo apresentada por Battini (2002). Contudo, na
discretizacdo da estrutura, Le et al. (2012) utilizam um modelo com 20 elementos (10
elementos por barra), o que reforca o excelente desempenho da formulacao proposta nesse

trabalho.

10

N
AVA
LS

Deslocamento fora do plano - w

cotovelo (SIAE) -
\ extremidade livre (SIAE)
) /A et cotovelo (Le etal,, 2012)

-8 4
\ \/ """" extremidade livre (Le etal., 2012)

-10 i
0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

Figura 5.44 — Deslocamento fora do plano w, da extremidade livre e cotovelo do portico.
Com o objetivo de se compreender o comportamento deformacional da estrutura analisada

nessa secédo, sdo apresentadas na Figura 5.45 um conjunto de configuracGes deformadas da

estrutura referentes a um intervalo de tempo de 5 s.
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Tempo =0s Tempo =5s Tempo =10s

Figura 5.45 — Configuracdes deformadas do portico em L.

5.2.3 — Exemplo 08: Viga engastada com curva de 45 graus

A estrutura aqui considerada, trata-se de um exemplo proposto por Le et al. (2012), onde
uma viga em balanco com curvatura de 45° situada no plano xy e engastada na
extremidade esquerda, é submetida a uma carga subita aplicada na direcdo z em sua
extremidade livre, como esta definido na Figura 5.46. A viga foi discretizada com 10
elementos de mesmo comprimento, onde as andalises foram realizadas utilizando-se o passo

de tempo At = 0,04 s eumraio R = 15.

AN \

| \\

‘ o

TR 50

\ \\ Fz(t) =

| <

\ \\ / N

| N =

[ y‘ —
| 0 t(s)

z

Figura 5.46 — Viga engastada com curva de 45° com carga subita na extremidade.
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Deslocamento
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/| —— w - (SIAE)
------- w- (Leetal, 2012) | \}
v- (SIAE)
"""" v- (Leetal, 2012)
u - (SIAE)
"""" u-(Leetal, 2012)
0 5 10 15
Tempo (s)

-10 /
\/

-15

Figura 5.47 — Historico de deslocamentos para a viga engastada com curva de 45°.

O gréfico apresentado na Figura 5.47, ilustra uma comparacdo entre o histérico de
deslocamentos u, v, e w na extremidade livre da viga curva de 45° resultantes do
programa SIAE e os resultados obtidos por Le et al (2012). Observa-se que a viga
apresenta vibracdes de grande escala, com modos de flexdo combinados com torcédo e

amplitudes na mesma ordem de grandeza que as dimensdes da estrutura.

Ao analisar a Figura 5.47, nota-se claramente a excelente concordancia entres os
deslocamentos u, v, e w obtidos entre as duas respostas. Ressalta-se que Le et al. (2012)
utilizam a mesma discretizacdo de elementos adotada nessa se¢do, contudo, trabalham com

uma variacgéo de tempo At = 0,10 s.

A seguir, na Figura 5.48, é apresentada uma sequéncia de deformadas da viga engastada

com intervalos de tempo de 2,5 s.
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Tempo =0s Tempo =2.5s

Figura 5.48 — Configuracdes deformadas da viga engastada com curva de 45°.

5.2.4 — Exemplo 09: Arco circular de grande altura

Nesse exemplo, proposto por Le et al. (2012), o comportamento de dinamico nao-linear de

uma arco de grande altura submetido a duas cargas rampa de duracdo infinita é analisado.

F,(t)

Fz(t)

Fo(t)=F (1)

|
|
|
0 1 ts)

Figura 5.49 — Arco circular de grande altura com carga rampa de duracdo infinita.

De acordo com a Figura 5.49, o arco esta engastado nas duas extremidades com seu plano
principal situado no plano xy, tendo duas forcas dinamicas aplicadas em seu centro, uma

na direcdo y e outra na direcdo z. Os céalculos séo realizados para o arco discretizado com
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12 elementos de viga, passo de tempo At =0,1s e raio R = 10, sendo 0S mesmos

critérios adotados por Le et al. (2012).

10

\ ——w- (SIAE) \
-4 2 L w- (Le etal, 2012)
\ / v- (SIAE)
-6 S e v- (Leetal, 2012)
\ u - (SIAE)
-8 g u-(Leetal, 2012)
/ \ \

10 t t
0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

Deslocamento
N o

Figura 5.50 — Histdrico de deslocamentos no ponto A do arco de grande altura.

Apos o primeiro segundo de andlise observa-se, através do grafico ilustrado na Figura 5.50,
grandes deslocamentos w e v com modos de flexdo combinados a modos de torcdo, e
intensidades na mesma ordem de grandeza que as dimensfes da estrutura. Ao analisar o
gréfico supracitado, percebe-se uma excelente aproximacao entre as respostas do programa
SIAE e de Le et al (2012).

Com a finalidade de ilustrar o comportamento estrutural do arco, na Figura 5.51, pode-se

observar um grupo de configuracbes deformadas do arco decorrentes de um intervalo de

tempo de 5 s.
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Tempo =10 s

-2
6
X

-6 N -6 K
z -10 -10 z -10 -10

Tempo =20 s

Tempo =30 s

Figura 5.51 — Configuracdes deformadas do arco circular.

5.2.5 — Exemplo 10: Anel com rotag0es finitas

Proposto por Mikdad (1998), o Exemplo 10 apresenta a resposta dindmica ndo-linear dos
deslocamentos em fungéo do tempo de um anel submetido a duas cargas dindmicas. Esse
problema tem como finalidade principal, demonstrar a capacidade da metodologia proposta
em lhe dar com grandes translacGes e rotacOes livres, utilizando um longo intervalo de
tempo de integracdo. A configuracdo inicial e a histdria dos carregamentos sdo dadas na
Figura 5.52.

Fz(t)

0 25 5 t(s)

Figura 5.52 — Anel com rotagdes finitas.
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N&o ha condicbes de contorno estaticas ou cinematicas para o atual problema, ou seja, o
anel é livre para mover-se no espaco 3D de acordo com as leis de dindmica. Duas cargas
dindmicas sdo aplicadas na direcdo z nos pontos A e B do anel. A anélise é realizada com
16 elementos de viga de igual comprimento, utilizando um passo de tempo At =0,1s e

um raio R = 10, sendo os mesmos dados adotados por Le et al. (2012).

15

10

Sof\\
.

5 N ) ‘
d’" =~/ — w- (SIAE) N et

/ ------- w- (Leetal, 2012) \

10 v- (SIAE) X

_______ v- (Leetal, 2012)
u - (SIAE)
....... u-(Leetal, 2012)

Deslocamento
o

-15
0

Tempo (s)

Figura 5.53 — Historico de deslocamentos no ponto A do anel.

Na Figura 5.53, observa-se os componentes de deslocamentos translacionais em cada
direcdo para o ponto A do anel durante a integracdo do problema, obtidos pelo programa
SIAE. Na mesma figura, também s&o incluidos os deslocamentos obtidos por Le et al.
(2012), comprovando a excelente concordancia entre as duas respostas. Finalmente, o
movimento livre do anel, representado pela sua posicdo e deformacdo, é ilustrado na
Figura 5.54.
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Figura 5.54 — Sequéncia de configuracdes deformadas do anel.

5.2.6 — Exemplo 11: Viga articulada flexivel

Esse exemplo considera uma viga articulada flexivel submetida a duas cargas de impacto

t(s)

9

’

04 06 0

0

F(t)

Figura 5.55 — Viga articulada flexivel.
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sobre sua extremidade livre, como esté ilustrado na Figura 5.55.



Baseando-se em Jeleni¢ e Crisfield (2001) e Hsiao et al. (1999), séo adotadas as seguintes
propriedades mecéanicas e geométricas para a solucdo do problema: area da secdo
transversal A =9, momentos de inércia dos eixos principais I, = I, = 6,75, momento
polar de inércia I, = 13,5, densidade p = 0,0078, coeficiente de Poisson v =10,3 e
modulos de elasticidade E; = 2,1 X 10°, E, = 2,1 x10° e E; = 6,3 X 10°. A viga é
discretizada com 5 elementos de igual comprimento e a analise é realizada com um passo
de tempo At = 0,001 s, sendo 0 mesmos critérios adotados por Hsiao (1999). Jeleni¢ ¢

Crisfield (2001) adotam uma variacdo de tempo At = 0,025 s.

A seguir, nas Figuras 5.56, 5.57 e 5.58, observa-se os componentes de deslocamentos
translacionais w e v na extremidade livre da viga obtidos pelo programa SIAE,
considerando os trés modulos de elasticidade apresentados anteriormente. Ao analisar 0s
graficos supracitados, que também apresentam as respostas obtidas Jeleni¢ e Crisfield
(2001) e Hsiao et al. (1999), percebe-se uma excelente aproximacédo entre as respectivas
respostas e o0 programa SIAE. E importante ressaltar que Hsiao et al (1999) também fazem
uso da descricdo cinematica corrotacional, enquanto Jeleni¢ e Crisfield (2001) utilizam a

descricdo Lagrangeana total.

N
42}

no
(=}

i

i

—— w- (SIAE)
— w- (Jenel

ic e Crisfield, 2001)

N
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v- (Jenelic e Crisfield, 2001)
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Figura 5.56 — Historico de deslocamentos w na extremidade livre da viga articulada.
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Figura 5.57 — Historico de deslocamentos v na extremidade livre da viga articulada.
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Figura 5.58 — Histdrico de deslocamentos v na extremidade livre da viga articulada.

5.3 - PROBLEMAS DINAMICOS COM AMORTECIMENTO

Essa secdo ocupa-se da analise dindmica ndo-linear de estruturas submetidas a grandes
deslocamentos, porém, em um movimento amortecido. Além do estudo de uma viga em
balanco no plano (Exemplo 12), também s&o analisadas trés estruturas (Exemplos 13, 14 e
15) espaciais submetidas a acdo de cargas harmdnicas, segundo os critérios utilizados por
Remseth (1979), Chan (1996) e Xue e Meek (2001), no quais a matriz de amortecimento é
determinada de forma proporcional a matriz de massa, considerando 5% de amortecimento
critico. Cabe observar que estudo relacionado a malha ideal de elementos fintos para a
analise dinamica nao-linear geométrica dos exemplos supracitados ndo é objeto de estudo

dessa secéo.
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Para os estudos dos Exemplos 13, 14 e 15, utiliza-se o programa comercial de analise
estrutural ANSYS, versdo 14.0, como ferramenta para calculo dos modos de vibracdo das

estruturas e como fonte de comparacgéo aos resultados do programa SIAE.

As analises realizadas no programa ANSYS sdo efetuadas por meio do elemento finito de
viga 3D BEAM 188, que possui 2 nds com 6 graus de liberdade por né (3 translacdes e 3
rotaces nos eixos x, y e z) e considera a teoria de flexdo de Euler Bernoulli. De acordo
com 0s manuais de apresentacdo e especificacao técnica do ANSYS, esse elemento baseia-
se nos trabalhos de Simo e Vu-Quoc (1986) ¢ Ibrahimbegovi¢ (1995), e possui a
capacidade de realizar analise estatica e dinamica envolvendo grandes deslocamentos
(translacdes e rotacdes finitas). As listas de comandos para analise dos Exemplos 14, 15 e
16 no ANSYS sdo apresentadas no Apéndice C. Nas solucBes dos problemas dessa secdo,
em ambos os programas SIAE e ANSYS, emprega-se 0 método de integragdo HHT-a em
combinagdo com o método de Newton-Raphson, utilizando-se uma tolerancia de
convergéncia para o equilibrio igual a 107> e o coeficiente « igual a —0,01 (Le et al.,
2012).

5.3.1 - Exemplo 12: Viga em balan¢o com vibragao amortecida

Nesse exemplo, proposto por Simo e Vu-Quoc (1986), uma viga em balango é inicialmente
sujeita a uma carga concentrada em sua extremidade, que em seguida é removida e, a partir
desse instante, a viga sofre vibracdo livre amortecida. As caracteristicas geométricas da
viga e do carregamento sao apresentadas na Figura 5.59. As propriedades mecanicas séo as
mesmas utilizadas nos Exemplos 07 e 08. Em concordancia com os estudos realizados por
Hsiao e Jang (1989), a viga foi discretizada com 10 elementos de mesmo comprimento, e

as analises foram efetuadas com um passo de tempo At = 0,01 s.

Y w: Coeficiente de Amortecimento
F (t) b oy=o n=10%
4—*7
\ 37,50 ——
2 X > ‘
/ - - = \
0 <3 |
10 | ‘

1

| 0 0,75 1,50 t(s)

Figura 5.59 — Viga em balango com vibragdo amortecida.
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Através da Figura 5.60, observa-se a 6tima concordancia entre historico de deslocamentos
v na extremidade da viga fornecido pelo programa SIAE e os resultados obtidos por Hsiao
e Jang (1989). Os resultados da analise indicam que a viga sofre grandes deslocamentos
em um movimento amortecido durante um longo periodo de tempo, demonstrando a

excelente aplicabilidade da formulagdo proposta na presente tese para problemas similares.

R A A A A

Deslocamento - v
o N
Eﬁﬁ'hu5

O HsiaoeJang (1989)

4 17 7] —— SIAE

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo (s)

Figura 5.60 — Historico de deslocamentos v para a viga em balan¢o com vibracao

amortecida.

5.3.2 — Exemplo 13: Cupula espacial com vibragdo amortecida

Nessa secdo realiza-se a analise dinamica nédo linear de uma cupula espacial com vibragéo
amortecida, ilustrada na Figura 5.61, a qual também foi estudada por Xue e Meek (2001),
Chan (1996) e Remseth (1979). Tendo como base os estudos de Chan (1996), a ctpula foi
discretizada com dois elementos para cada barra da cupula espacial, com um total de 31
nds e 36 elementos, e assumindo-se E = 20690 MN/m?, G = 8830 MN/m? e p =
2400 kg/m3.
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Figura 5.61 — Cupula espacial com vibrag¢do amortecida.

De acordo com a analise modal realizada no programa ANSYS, as frequéncias naturais para
0 primeiro e quarto modo de vibragdo da estrutura foram iguais a 2,058 Hz e 5,405 Hz,
respectivamente. Chan (1996) obteve em suas andlises, para o primeiro modo de vibrag&o,
uma frequéncia natural igual a 2,012 Hz. A fim de comparar os resultados obtidos nessa
secdo com os obtidos por Chan (1996) e Remseth (1979), assumiu-se que 0 amortecimento
€ unicamente proporcional a massa, sendo calculado com base na quarta frequéncia
circular, considerando a razéo de amortecimento ¢ = 0,05. Consequentemente, a matriz de

amortecimento pode ser obtida a partir da relacéo:

C =uM (5.5)

onde o coeficiente de amortecimento u tem a forma:

p= 28wy, (5.6)

Desse modo, aplicando a frequéncia circular para o quarto modo de vibracdo da cupula em

(5.6), obtém-se o seguinte coeficiente de amortecimento:

w, = 21f, = 21 X 5,405 = 33,961 rad/s (5.7)
u=28w, =3,40 rad/s (5.8)
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Portanto, substituindo (5.8) em (5.5), tem-se a equagdo para o calculo da matriz de

amortecimento em funcdo da matriz de massa:

C = 3,40M (5.9)

A estrutura foi submetida a um carregamento harménico F,(t) com periodo de vibracdo de
0,15 s e amplitude igual a 34,4 MN, que corresponde a 55% da carga critica para a analise
estatica, sendo os mesmos critérios adotados por Chan (1996) e Remseth (1979). Portanto,
definida a frequéncia circular do carregamento, obtém-se a expressdo para 0 carregamento

harmonico no topo da estrutura:

27

Wp, = m = 41,89 rad/s (510)
E,(t) = 34,4sen(41,89t) (5.11)
1 T T
— w- (SIAE)
----- w- (ANSYS)
- (Remseth, 1979)
0.5 - (Chan, 1994)
~ -
s 7
2 0 7
3 /
5
E !
S
S -05
8
Q
1
-1.5
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)

Figura 5.62 — Resposta dinamica da cupula espacial para o carregamento harménico.

Na Figura 5.62, apresentada anteriormente, tem-se o historico de deslocamentos w em
funcdo do tempo, obtidos no topo da estrutura atraves das anélises realizados no programa
SIAE e ANSYS. Na mesma figura, também sdo apresentados os historicos obtidos por Chan
(1996) e Remseth (1979). A interpretacdo do grafico ilustrado na Figura 5.62 permite

concluir que ha discrepancias entre os resultados ilustrados na figura supracitada. O autor
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acredita que tais discrepancias podem esta relacionadas a densidade da malha de elementos
finitos utilizada para a analise da cupula espacial. Como o propdésito do exemplo foi
comparar a resposta das formulacBes dos programas SIAE e ANSYS as formulagdes
propostas por Remseth (1979) e Chan (1994), mantendo a mesma malha de elementos
finitos, ndo sera apresentado na presente secdo nenhum estudo relacionado a malha ideal

para a analise da cupula espacial supracitada.

E importante observar que objetivo principal da presente anélise, idealizado pelo
pesquisador Remseth (1979), é induzir uma situacdo de instabilidade dindmica na cupula
espacial, quando um carregamento harmonico é aplicado em seu topo. Para que ocorra tal
instabilidade, a frequéncia de vibracdo do carregamento deve ser proxima a uma das
frequéncias naturais da estrutura, onde para a atual analise foi adotada a quarta frequéncia
natural, ou frequéncia natural para o quarto modo de vibracdo. Com base no grafico
ilustrado na Figura 5.62, observa-se que para uma amplitude de carregamento com
intensidade igual a 55% da carga critica estatica, a cupula apresenta deslocamentos em seu
topo na ordem de 1 m. A fim de se observar e entender o comportamento deformacional da
cUpula, a seguir na Figura 5.63, tem-se as deformadas da estrutura, geradas pelo programa

SIAE, para os instantes de tempo 0,15 s e 0,25 s.

Figura 5.63 — Configuracdes deformadas da clpula espacial.

5.3.3 — Exemplo 14: Cobertura espacial hexagonal com vibracdo amortecida

Essa se¢do ocupa-se da andlise dindmica ndo linear de uma cupula espacial hexagonal com
vibracdo amortecida, a qual esté ilustrada na Figura 5.64. Tal estrutura foi alvo de analises
estaticas geometricamente ndo-lineares realizadas por Chan (2004), Hsiao et al. (1987) e
Meek e Tan (1984). Para as andlises dessa secdo, adotou-se uma malha com 2 elementos
para cada barra que compde a cobertura hexagonal, totalizando 19 nos e 24 elementos. Em

relacdo as propriedades geométricas e mecanicas, assume-se 0s seguintes valores: A =
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0,494 in*, I, =0,02in* I, =0,02in* I, =0,0331in* E =439800Ilb/in*> G =
159000 b/in* e p = 0,097551 lb/in3.

y* zl‘
|
‘ |

600

24" |
Figura 5.64 — Cobertura espacial hexagonal com vibracdo amortecida.

Tendo como finalidade a identificagdo da carga estatica critica da cobertura espacial para
ocorréncia de uma instabilidade geométrica, a seguir na Figura 5.65 tem-se, em conjunto

com os resultados de Chan (2004), a trajetoria primaria de equilibrio, para o deslocamento
w do no central, obtida pelo programa SIAE.

300

250 ——w- (SIAE) /

——w- (Chan, 2004) /
200 /
50 / \ /

| J
~—

0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
Deslocamento w (in)

_
w1
(=}

Carga P (Ib)
=
o

-50
0

Figura 5.65 — Trajetoria de equilibrio para o no central da cobertura espacial hexagonal.
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De acordo com os resultados do programa SIAE para analise estética, ilustrados na Figura
5.65, a cobertura hexagonal possui uma carga critica P., = 110,8 lb. Para a analise modal
efetuada no programa ANSYS, a cobertura possui, para o primeiro modo de vibragdo, uma
frequéncia natural igual a 1,228 Hz, a qual corresponde a seguinte frequéncia natural

circular:

w, = 21f, = 2w X 1,228 = 7,716 rad/s (5.12)

Consequentemente, considerando as Equacdes (5.5) e (5.6) e uma razdo de amortecimento
& = 0,05, obtém-se a seguinte expressdo para a matriz de amortecimento da cobertura

espacial hexagonal:

C=0772M (5.13)

Para a realizacao dos estudos, a cobertura hexagonal foi submetida a quatro carregamentos
harménicos F,(t), adotando-se uma frequéncia de vibracdo para os carregamentos igual a
1,0 Hz e amplitudes de carregamento iguais a 27,7 lb, 54,4 lb, 83,1 1b e 110,8 lb, que
correspondem, respectivamente, a 25%, 50%, 75% e 100% da carga critica para a analise
estatica. Portanto, sabendo a frequéncia circular de vibracdo do carregamento, obtém-se as
quatro expressdes para 0s carregamentos harménicos no topo da cobertura hexagonal

espacial:

wp, = 21 X 1,0 = 6,283 rad/s (5.14)
E,(t) = Pysen(6,283t) (5.15)

onde P, assume os valores de 27,7 lb, 54,4 lb, 83,1 lb e 110,8 [b.

A seguir, na Figura 5.66, tém-se o historico de deslocamentos w em funcdo do tempo, no

topo da cobertura hexagonal espacial, obtidos pelos programas SIAE e ANSYS.
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P =27,7sin(6,283t) P = 55,4sin(6,283t)

41— w- (SIAE) “4 M ——w- (SIAE)

——w- (ANSYS) ——w- (ANSYS)

0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Tempo (s) Tempo (s)

P =83,1sin(6,283t) P=110,8sin(6,283t)

Deslocamento w (in)
N
Deslocamento w (in)
[\S}

7\

LN/
. AV

Deslocamento w (in)
no (=]

<
Deslocamento w (in)
[\

| ——w- (SIAE) '1——w- (SIAE)
——w- (ANSYS) —— w- (ANSYS)
-6 ; -6 :
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.66 — Resposta dinamica da cobertura hexagonal espacial.

Ressalta-se que os historicos fornecidos pelos referidos programas apresentam
comportamentos similares para todas as amplitudes de carregamento. A seguir, nas Figuras
5.67 e 5.68, ttm-se 0s picos maximos de deslocamento w para 0s quatro casos de analise

obtidos pelos programas SIAE e ANSYS, respectivamente.

SIAE: P = 27,7sin(6,283t) SIAE: P = 55,4sin(6,283t)

0 u
X:1.305
Y:-0.2473 X:1.435

Y:-0.693

Deslocamento w (in)
; N

Deslocamento w (in)
[\S}

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Tempo (s) Tempo (s)
SIAE: P = 83,1sin(6,283t) SIAE: P=110,8sin(6,283t)

= =
Nt <
s 0 s 0 _,_//\\ /\
S 3
< / <
§ 2 / g -2
: S 5 \/
S -4 X: 1.68 S -4
E V‘. -3.31 E X:1.485
Q _6 l Q _6 Y:-4.12
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.67 — Deslocamento w maximo obtido pelo programa SIAE.
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ANSYS: P = 27,7sin(6,283t) ANSYS: P = 55,4sin(6,283t)
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Figura 5.68 — Deslocamento w maximo obtido pelo programa ANSYS.
Mais adiante, na Tabela 5.5, tem-se um comparativo, em termos de porcentagem, entre 0s
deslocamentos w maximos de cada analise dindmica, deslocamento w,,;; = 0,7952 in

referente a carga P,,, = 110,8 [b da andlise estatica e altura da cupula h = 1,75 in.

Tabela 5.5 — Avaliagédo dos deslocamentos w no topo da cobertura.

0 5 o ~
Py(Ib)  Programa Deslocamentow (in) 0 €M relacdoao % em relacdo ao

wr (0,7952 in) h (1,75 in)
277 SIAE 0,2473 31,10 14,13
’ ANSYS 0,2294 28,85 13,11
55 4 SIAE 0,6930 87,15 39,60
’ ANSYS 0,5841 73,45 33,38
831 SIAE 3,3100 416,25 189,14
’ ANSYS 3,1130 391,47 177,89
1108 SIAE 4,1200 518,11 235,43
’ ANSYS 4,1560 522,64 237,49

A avaliacdo da Tabela 5.5 traz a tona a importancia de se analisar os fendmenos de
instabilidade dindmica que podem ocorrer em uma estrutura esbelta. Intencionalmente,
utilizou-se uma frequéncia de vibracdo do carregamento harménico (1,0 Hz) com uma

intensidade bem proxima a primeira frequéncia natural de vibragdo da cobertura
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(1,228 Hz), sabendo que essa proximidade entre as referidas frequéncias podem levar a um
fendmeno de ressonancia. Consequentemente, os dados da Tabela 5.5, comprovam a
amplificacdo dos deslocamentos no topo da cobertura para um carregamento harmonico
guando comparado a aplicacdo de um carregamento estatico. Essa afirmacao é facil de ser
comprovada ao se observar os resultados para uma amplitude de carregamento P, =
55,4 Ib (corresponde a 50% da carga critica estatica), onde se obtém deslocamentos no
topo da cupula com intensidade na ordem de 87,15% e 73,45%, considerando o0s
programas SIAE e ANSYS, respectivamente, quando comparados ao deslocamento w,,

obtido para a carga critica estéatica.

Com o objetivo de observar o comportamento deformacional da cobertura hexagonal para
0S quatro carregamentos harmonicos, a seguir na Figura 5.69, estdo ilustradas as
configuracOes deformadas, geradas pelo programa SIAE, referentes ao instante de tempo de

1,5 s para 0s quatro carregamentos harmonicos.

y (cm) 20 B em v (em) : ) X (cm)

Figura 5.69 — Configuracdes deformadas da cobertura hexagonal espacial.

5.3.4 — Exemplo 15: Cupula em forma de estrela com vibracdo amortecida

Com a finalidade de avaliar o desempenho de formula¢des numéricas destinadas a analise
estatica ndo-linear geométrica de estruturas espaciais, por décadas, a ctpula em forma de
estrela, ilustrada na Figura 5.70, vem sendo utilizada por diversos pesquisadores (Wang et
al., 2006; Hsiao et al., 1987; Meek e Tan, 1984; Papadrakakis, 1981). Por essa razéo de

apresentar comportamento nao-linear geométrico, a atual secdo propde-se em analisar a
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referida estrutura quando submetida a carregamentos harmonicos, tendo como objetivo a

avaliacdo de possiveis instabilidades dinamicas.

Para as andlise, a estrutura foi discretizada com 2 elementos para cada barra da clpula,
com um total de 37 nds e 48 elementos de mesma se¢do transversal. Os apoios foram
considerados rotulados, isto €, com restricdo apenas nos graus de liberdade translacionais.
Como caracteristicas geométricas e mecanicas foram adotadas: A = 3,17cm?, I, =
0,295 cm*, I, =2,377 cm*, I, = 0,918 cm*, E =3,03x 10°N/cm?, v=10,3823 e
p = 0,0078 kg/cm3.

Figura 5.70 — Capula em forma de estrela com vibragdo amortecida.

Com a finalidade de se determinar a carga estatica critica da cUpula para ocorréncia de uma
instabilidade geométrica, a seguir na Figura 5.71 tem-se, em conjunto com os resultados de
Meek e Tan (1984), a trajetoria de equilibrio para o deslocamento w do no central da

cUpula obtida pelo programa SIAE.

124



1400
1200 //
1000

V.

~
Z, 800
Qé X:1.276
Y:618.5
> -—
S 600
(&} - '\\\ /
_
\___’_’_/

—w- (SIAE)
—— w- (Meeke Tan, 1982)

400 /
200
‘r r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
Deslocamento w (cm)

Figura 5.71 — Trajetoria de equilibrio para o no central da cupula em forma de estrela.

Através do gréafico apresentado anteriormente na Figura 5.71, identifica-se por meio dos
resultados do programa SIAE para andlise estatica, que a cupula em forma de estrela possui
uma carga critica P, = 618,5 N. Em relacdo & analise modal efetuada no programa
ANSYS, a cUpula apresentou, para o primeiro modo de vibragdo, uma frequéncia natural
igual a 3,478 Hz, que ao ser transformada para a frequéncia natural circular, assume a
forma:

w, = 21f; = 2m %X 3,478 = 21,853 rad/s (5.16)

Utilizando as Equacdes (5.5) e (5.6) e mantendo a mesma razdo de amortecimento do
exemplo anterior, ou seja, ¢ = 0,05, obtém-se a seguinte expressdo para a matriz de

amortecimento da cupula em forma de estrela:

C =2,185M (5.17)

As analises foram efetuadas adotando-se a mesma metodologia do exemplo anterior. Nesse
caso, a cUpula foi submetida a quatro carregamentos harménicos F,(t), utilizando a
frequéncia de vibracdo do carregamento igual a 3,2 Hz e amplitudes de carregamento
iguais a 154,625 N, 309,250 N, 463,875N e 618,500N, que correspondem,

respectivamente, a 25%, 50%, 75% e 100% da carga critica para a analise estatica.
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Consequentemente, definida a frequéncia circular de vibracdo do carregamento, obtém-se
as quatro expressdes para 0s carregamentos harménicos no no6 central da cupula em forma

de estrela:

wp, = 2w X 3,2 = 20,106 rad/s (5.18)
E,(t) = Pysen(20,106t) (5.19)

onde P, assume os valores de 154,625 N, 309,250 N, 463,875 N e 618,500 N.
Com base nos critérios e parametros definidos anteriormente, a seguir, na Figura 5.72,

ilustra-se os historicos de deslocamentos w em funcéo do tempo, no no6 central da clpula,

obtidos pelos programas SIAE e ANSYS.

P=154,625sin(20,106t) P = 309,25sin(20,106t)

. N yaN
" " X

[l ——w- (SIAE) 4 ——w- (SIAE)
——w- (ANSYS) —— w- (ANSYS)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s) Tempo (s)
P=463,875sin(20,106t) P=6185sin(20,106t)
2
. N\ A

\\ / ANVARY

[l ——w- (SIAE)
——w- (ANSYS) ——w- (ANSYS) \/

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s) Tempo (s)

Deslocamento w (cm)
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Deslocamento w (cm)
[\

0 /" \

Deslocamento w (cm)
)

Deslocamento w (cm)
5 A N
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Figura 5.72 — Resposta dinamica da cupula em forma de estrela.

Avaliando os historicos de deslocamentos apresentados anteriormente na Figura 5.72,
observa-se comportamentos andlogos entre as respostas dos programas SIAE e ANSYS para
todas as amplitudes de carregamento. A seguir, nas Figuras 5.73 e 5.74, tém-se os valores
para 0s picos maximos de deslocamento w, no n6 central da cupula, para os quatro casos

de analise obtidos pelos programas SIAE e ANSYS, respectivamente.
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SIAE: P = 154,625sin(20,106t) SIAE: P = 309,25sin(20,106t)
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Figura 5.73 — Deslocamento w maximo obtido pelo programa SIAE.

ANSYS: P =154,625sin(20,106t) ANSYS: P = 309,25sin(20,106t)
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Figura 5.74 — Deslocamento w méaximo obtido pelo programa ANSYS.
Novamente, como no exemplo anterior, por intermédio da Tabela 5.6, verifica-se a

presenca do fendbmeno de instabilidade dindmica na cupula para 0s carregamentos

aplicados, visto que se utilizou uma frequéncia de vibracdo do carregamento harmonico
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(3,2 Hz) com uma intensidade bem proxima a primeira frequéncia natural de vibracdo da

clpula (3,478 Hz), induzindo a estrutura a um possivel fendmeno de ressonancia.

Considerando, por exemplo, a atuacdo do carregamento harmodnico com amplitude de
carregamento P, = 309,25 N, que corresponde a 50% da carga critica estatica, obteve-se
deslocamentos no né central da ctpula com intensidades na ordem de 88,95% (ANSYS) e
101,25% (SIAE) em relacdo ao deslocamento obtido para a carga critica estatica (Wi =
10,216 cm). O comportamento deformacional da cupula em forma de estrela, referente ao
instante de tempo de 0,8 s para 0s quatro carregamentos harmonicos, com as deformadas

geradas pelo programa SIAE, pode ser observado a seguir na Figura 5.75.

Tabela 5.6 — Avaliacéo dos deslocamentos w no nd central da cupula.

% emrelagdoao % em relacdo ao

Py (N) Programa Deslocamento w (cm) we (1,276 cm) h (10,216 cm)
s g o wh i
309250 O ﬁfﬁg 18081,23255 ﬁﬁ
wows e e
A

y (Cm} ) i X [(;m) y (Cm) _ ’ X (cm)

Figura 5.75 — Configura¢des deformadas da cupula em forma de estrela.
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6 — CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma formulacdo do método dos elementos finitos para o
estudo do comportamento dindmico, incluindo nao-linearidade geométrica, de estruturas de
porticos espaciais. No método dos elementos finitos adotou-se para o elemento de viga 3D
a formulacéo corrotacional EICR desenvolvida por Nour-Omid e Rankin (1991) associada
a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, que permitem estudar uma grande variedade de
tipologias estruturais, tais como: barras, pérticos, cupulas e arcos. Cabe ressaltar que a
avaliacdo do comportamento ndo-linear geométrico de tais tipologias estruturais, permite o

estudo da capacidade portante destas estruturas apds a perda de equilibrio.

Os deslocamentos deformacionais das estruturas foram calculados com operadores de
projecdo, advindos da formulacdo EICR, que possuem a caracteristica de serem utilizados
em programas computacionais de elementos finitos, sem a necessidade de se realizar
alteragdes internas nas rotinas de elementos finitos lineares pré-existentes, garantindo

assim grande poder de implementacdo da formulacéo.

De forma geral, conclui-se que a formulagdo corrotacional e a sua implementacéo
computacional no programa SIAE (Sistema Integrado de Analise Estrutural) para as
analises realizadas nesse trabalho, apresentou resultados concordantes em relacdo aos
obtidos por outros autores. Pode-se afirmar que ocorreram apenas pequenas discrepancias

em regides proximas de pontos criticos ou de fortes ndo-linearidades geométricas.

Os testes de simetrizagdo propostos na Tabela 5.1, referentes a Ny, (Norma de Frobenius)
e Chax (Mdximo Coeficiente Absoluto) para a matriz de coeficientes resultantes da
diferenca entre matriz de rigidez tangente global e sua transposta, demonstraram-se
coerentes com as observacdes realizadas por Nour-Omid e Rankin (1991). Em funcéo da
grande aproximagdo (mesma ordem de grandeza) apresentada entre as magnitudes dos
testes Ny, € Crqy, acredita-se que somente um coeficiente da matriz de rigidez tangente

ndo simetriza. Contudo, tal afirmacéo precisa de mais testes para ser comprovada.

Nos Exemplos 01, 02 e 03, caracterizados por estruturas submetidas a carregamentos

conservativos, observou-se que a matriz de rigidez tangente na presenca de grandes

129



deslocamentos ndo simetriza numa condicdo de equilibrio da estrutura. Outra observagéo
importante é em relacdo ao refinamento da malha, onde os termos que formam a rigidez
geométrica do elemento, indicados em (3.148), adquirem uma menor ordem de grandeza
quando comparados aos termos provenientes de malhas menos refinadas. A explicacédo
para tal situacdo esta relacionada a diminuicdo das dimensdes do elemento em razdo do
refinamento da malha, que por sua vez, acabam obtendo menores deslocamentos (rotac6es
e translacdes) quando comparados aos elementos com maiores dimensdes de uma malha
menos refinada. Consequentemente, o aumento do numero de graus de liberdade da malha
elementos finitos (aumento da quantidade de elementos finitos) induz a uma reducéo da
magnitude de Ng., (Norma de Frobenius) € Cpqy (Mdximo Coeficiente Absoluto),
indicando uma tendéncia de simetrizacdo proporcional ao refinamento da malha. J& para o
Exemplo 04, onde uma viga em balanco esta submetida a momentos concentrados em sua
extremidade, ou seja, uma situacdo de carregamento ndo-conservativo, os resultados dos
testes N, € Crqx COMprovaram que a matriz de rigidez tangente nao tem tendéncia a
simetrizacdo para cargas nao-conservativas, além do refinamento da malha néo

proporcionar qualquer influéncia nas magnitudes de Ng., € Cpqy-

Em relacdo aos exemplos de dindmica ndo-linear, todos os casos analisados tratam-se de
exemplos com grandes ndo-linearidades, onde as amplitudes de deslocamentos sdo na
mesma ordem de grandeza das dimensfes geométricas das estruturas. De acordo com a
literatura técnica, esses exemplos sao elaborados com a finalidade de testar a capacidade de

analise dos algoritmos diante de severas ndo-linearidades.

Considerando os resultados do programa SIAE para os exemplos dindmicos néo
amortecidos, conclui-se que a formulacdo desenvolvida no presente trabalho apresentou
excelentes resultados, e excetuando-se o Exemplo 06, nos demais exemplos néo
amortecidos ocorrem vibracGes fora do plano principal da estrutura, com grandes
amplitudes. Isso demonstra que a metodologia adotada para o tratamento dinamico das
rotacOes finitas, velocidades e aceleracbes angulares, atraveés do emprego do procedimento
de Newmark aplicado ao vetor de rotacdo incremental e as suas derivadas no tempo,
proposto por Géradin e Cardona (Géradin e Cardona, 2001; Cardona, 1989; Cardona e
Géradin, 1988), possui uma excelente aplicabilidade para exemplos dindmicos ndo-lineares

envolvendo grandes deslocamentos.
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Avaliando os exemplos dinamicos com amortecimento, observa-se Otimas respostas,

considerando que se tratam de problemas altamente ndo-lineares.

As coberturas espaciais analisadas nos Exemplos 13, 14 e 15, trouxeram a tona a
importancia de se analisar os fendmenos de instabilidade dindmica que podem ocorrer em
uma estrutura esbelta, visto que em ambos os exemplos, ao se amplificar a amplitude P, do
carregamento harmonico, para situacdes onde a frequéncia do carregamento esta proxima
de uma das frequéncias naturais da estrutura, ocorrem grandes deslocamentos nas regides
de aplicacdo das cargas. Os resultados obtidos nesses exemplos demostraram uma boa
aproximacéao entre a formulacdo proposta no presente trabalho e os resultados obtidos pelo

programa ANSYS com a utilizacdo do elemento viga 3D BEAM 188.

Ressalta-se ainda que o procedimento HHT—a (Hughes et al., 1978) em combinagdo com o
meétodo de Newton-Raphson para atualizagdo das varidveis translacionais e rotacionais dos
problemas dinamicos, demonstrou um o6timo desempenho para todos os exemplos

dindmicos analisados.

Observou-se que as duas metodologias apresentadas para célculo vetor de forca inercial, ou
seja, o calculo direto do vetor de forca inercial total (f;) ou a sua separagdo em vetores de

forca inercial relativa (f,.) e forca inercial giroscopica (fg;-), levam aos mesmos
resultados numeéricos. Ja as matrizes inerciais giroscopica (C,) e centrifuga (K;), que
surgem no processo de dedugdo da matriz tangente de inércia (Kp,,), possuem a
propriedade de poderem ser suprimidas da formulacdo sem afetar a resposta final das
analises dindmicas. Contudo, as suas utilizaces implicam no melhoramento do

desempenho incremental iterativo dos algoritmos.

A matriz de amortecimento giroscopico C

gir,» desenvolvida no presente trabalho,

apresentou a mesmas propriedades das matrizes inerciais giroscopica e centrifuga, ou seja,
ndo alterou a resposta numerica quando suprimida, mas contribuiu para melhoramento do
desempenho incremental iterativo na solucdo dos problemas que envolveram processos

dissipativos (amortecimento estrutural).
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De uma forma geral, pode-se dizer que o objetivo principal desta tese foi atingido, visto
que as rotinas numéricas foram implementadas na plataforma Matlab com éxito, sendo
validadas por uma série de resultados numéricos de outros pesquisadores e pelo programa
ANSYS. Dessa forma, observa-se que o programa SIAE pode ser perfeitamente empregado
em problemas em que os grandes deslocamentos alteram basicamente a forma da estrutura

considerando materiais com comportamento elastico linear.

6.1 — SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir, apresentam-se algumas sugestdes para futuras linhas de investigacéo, a fim de

abordar aspectos ndo estudados no presente trabalho:

e Repetir o estudo realizado considerando os efeitos da ndo-linearidade fisica do
material (plasticidade);

e Efetuar a andlise dindmica ndo-linear geométrica de placas, cascas e elementos
s6lidos com o uso da descri¢do cinematica corrotacional desenvolvida no presente
trabalho;

e Utilizacdo de diferentes formas de parametrizacdo como os angulos de Euler,
angulos de Bryant, parametros de Euler, parametros de Rodrigues, quatérnios e
vetor rotacdo para analise dindmica ndo-linear de elementos tridimensionais
(pértico espacial, placas, cascas e sélidos) considerando a cinematica corrotacional;

e Aplicar a metodologia apresentada na presente tese para a andlise estrutural de

estruturas offshore como os risers e plataformas.
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APENDICE A - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Conforme o fluxograma apresentado na Figura 6.1, o algoritmo principal do programa

SIAE é composto por oito modulos principais:

INPUT_NLG e INPUT_NLD: sdo os mddulos de entrada de dados para as analise
estatica e dindmica ndo-lineares, respectivamente. Inicialmente sdo realizadas as
leituras dos parametros que definem o modelo de elementos finitos adotado para o
sistema estrutural. Em seguida sdo definidos os parametros que controlam a
estratégia de solucdo nao-linear. Na passagem por esses mddulos, um conjunto de
matrizes e vetores é pré-estabelecido para armazenar coordenadas nodais,
conectividades dos elementos, propriedades dos materiais, forgas nodais, etc.;
PRE_STRUCT: é o modulo de pré-processamento responsavel pela visualizagao
da geometria e condicGes de contorno da estrutura. Esse modulo elabora o desenho
esquematico da malha cobrindo o dominio do sistema estrutural a ser analisado,
incluindo numeracao de nos e elementos;

SFRAME_NLG: é o modulo destinado a analise estatica ndo-linear geométrica de
porticos espaciais. Nesse mddulo, para cada incremento de carga, é resolvido o
sistema de equagdes ndo-lineares definido na Equagéo (3.38);

SFRAME_NLD: é o modulo responsavel pela analise dindmica n&o-linear
geomeétrica de pdrticos espaciais, onde é encontrada a resposta no tempo do sistema
estrutural através da solucéo da equagéo de equilibrio dindmico néo-linear;
OUTPUT_NLG e OUTPUT_NLD: esses moddulos realizam a impressdo de
relatorios dos resultados das analises estadtica e dindmica efetuadas,
respectivamente;

POS_STRUCT: é o modulo de pds-processamento responsavel pela visualizacdo
de deformadas da estrutura e saidas graficas de trajetdrias de equilibrio e resposta

no tempo dos sistemas estruturais analisados.
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INICIO

4

ANALISE ESTATICA

NAO-LINEAR

GEOMETRICA

\—r

DEFINICAO DO PROBLEMA

y
ANALISE DINAMICA
NAO-LINEAR
GEOMETRICA

ENTRADA de DADOS 4—‘

!

4

Médulo PRE_STRUCT
o Visualizacdo da geometria e condi¢bes
de contorno (pré-processamento).

espaciais;

Médulo SFRAME_NLG
o Analise estética ndo-linear de pérticos

o Descrigdo cinematica co-rotacional;
o Método do Comprimento de Arco em
combinacéo com Newton-Raphson;

e Incremento de carga constante ou
automatico;

o Parametrizagdo de rotacGes com a
utilizacdo de Quatérnios.

Médulo SFRAME_NLD

¢ Anélise dindmica nédo-linear de pérticos
espaciais;

e Descricdo cinematica co-rotacional;

e Integracdo numérica (métodos de Newmark,
HHT-a,CH-a e energia-momentum) em
combinagéo com Newton-Raphson;

e Parametrizacdo de rotacfes com a utilizacdo
de Quatérnios e pseudo-vetor incremental
para velocidades e acelera¢des angulares.

> SAIDA de DADOS

!

Médulo POS_STRUCT
e Graficos e visualizacdo de deformadas
da estrutura (pds-processamento).

FIM

Figura A.1 — Fluxograma simplificado do programa SIAE.

As trajetorias de equilibrio, para os problemas estaticos estudados nesse trabalho, séo

obtidas através do método do comprimento de arco cilindrico em combinagdo com o

método de Newton-Raphson completo, conforme o fluxograma apresentado na Figura A.2,

0 qual constitui a espinha dorsal do modulo de analise estatica ndo-linear geométrica de
porticos espaciais SFRAME_NLG.

147



DADOS INICIAIS

Nincrementos' TOl' Itermaxv Id' Al' Almax' Almin

;

CARREGAMENTO
f

»

>

A
MATRIZ DE RIGIDEZ

n

i-1
RESOLUCAQ DO SISTEMA |
Ki_16x7;=f

PREDIGCAO

AL"= ALY /101/1”‘1

AV'= aAL™/ |Axy" Axp

a = sign(Ax;" f) = sign(Ax;" KAx;")

S
3 = '
o < -
< o RESOLUGAO DO SISTEMA I
O =
al S Ki_10xp; = @1 |
2 % ’
7 |
< ©]
a O RAIZ
e a,(81,)? + a;,61; + a3 = 0 | «— Comprimento de Arco
oA = —SxRiTAx?/SxTiTAx? <—— Plano Normal Atualizado
8A; = —8xp; AX}/8xy;" Ax’}| «— Plano Normal
¢ . Axi= Ax} 4 + 6x
CORREGAO
n o= n
6X? = 6xRi + 5/1i6xT,- g X =Xia + 6xl
A=A + 6,
4
RESIDUO
__an
A

CONVERGENCIA
lrHI/1122 F1l < Tol

Figura A.2 — Algoritmo de resolucao do sistema de equac8es ndo-lineares do modulo
SFRAME_NLG (Menin, 2006).
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APENDICE B - MATRIZ DE RIGIDEZ ELASTICA

A seguir, na Equacdo (A.1), é apresentada a matriz de rigidez eléstica do elemento de

portico espacial, baseada na teoria de Euler-Bernoulli.

Onde:

e A éaéreada secdo transversal do elemento;

e FE é o mddulo de elasticidade;

e G é 0 mddulo de elasticidade transversal;

e [, el, sdo os momentos de inércia da secao transversal em relagdo aos eixos y e z,
respectivamente;

e J., € 0 momento polar de inércia da secédo transversal.
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APENDICE C - ARQUIVOS DE ANALISE DO ANSYS

EXEMPLO 13

IPRE-PROCESSADOR

/PREP7

ITITLE, FRAMED DOME

ET, 1, BEAM188

KEYOPT,1,1,1

KEYOPT,1,2,1

KEYOPT,1,3,0

KEYOPT,1,4,1

KEYOPT,1,6,0

KEYOPT,1,7,0

KEYOPT,1,8,0

KEYOPT,1,9,0

KEYOPT,1,10,0

KEYOPT,1,11,0

KEYOPT,1,12,0 ! Tipo de Elemento
SECTYPE, 1, BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT
SECDATA,1.22,0.70,0,0,0,0,0,0,0,0

NLGEOM,ON

R, 1, A lzz, lyy, B, H, 0,0, Ixx ! Area, Iz, ly, base, altura e Ix

EX, 1, 20690.0e+06 I Médulo de Elasticidade

MP, PRXY, 1, 0.172 I Coeficiente de Poisson

MP, DENS, 1, 2400.0 ! Densidade

! Coordenadas Nodais

N , 1 , 2438 0 , 0

N , 2 , 12.19 21.115 , 0

N , 3 , -12.19 21.115 , 0

N , 4 , -24.38 0 , 0

N , 5 , -12.19 -21.115, 0

N , 6 , 12.19 -21.115, 0

N . 7 , 18.475 0 , 2.275
N . 8 , 9.2375 , 16 , 2.275
N . 9 , -9.2375, 16 , 2.275
N , 10 , -18.475, 0 , 2.275
N , 11 , -9.2375, 16 , 2.275
N , 12 , 9.2375 , -16 , 2.275
N , 13 , 1257 0 , 4,55
N , 14 , 9.4275 5.4425 4,55
N , 15 , 6.285 10.885 4,55
N , 16 , 0 , 10.885 4,55
N , 17 , -6.285 10.885 4,55
N . 18 , -9.4275, 5.4425 | 4,55
N . 19 , -12.57 0 , 4,55
N . 20 , -9.4275, -5.4425, 4,55
N . 21 , -6.285 -10.885, 4,55
N . 22 , 0 , -10.885, 4,55
N . 23 , 6.285 -10.885, 4,55
N , 24 , 9.4275 , -5.4425, 4,55
N , 25 , 6.285 0 , 5.325
N , 26 , 3.1425 5.4425 5.325
N , 27 , -3.1425, 5.4425 | 5.325
N , 28 , -6.285 0 , 5.325
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N , 29 , -3.1425, -5.4425, 5.325
N , 30 , 3.1425 , -5.4425, 5.325
N . 31 , 0 , 0 , 6.1
NPLOT ! Plotar os nds
! Elementos

E , 1 , 7
E , 2 , 8
E , 3 , 9
E , 4 , 10
E , 5 , 11
E , 6 , 12
E , 7 , 13
E , 8 , 15
E , 9 , 17
E , 10 , 19
E , 11 , 21
E , 12 , 23
E , 13 , 14
E , 14 , 15
E , 15 , 16
E , 16 , 17
E , 17 , 18
E , 18 , 19
E . 19 , 20
E , 20 , 21
E . 21 , 22
E , 22 , 23
E , 23 , 24
E , 24 , 13
E , 13 , 25
E , 15 , 26
E , 17 , 27
E , 19 , 28
E , 21 , 29
E , 23 , 30
E , 25 , 31
E . 26 , 31
E , 27 , 31
E , 28 , 31
E , 29 , 31
E , 30 , 31
EPLOT ! Plotar os elementos e nimero dos n6s

/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0

/REPLOT

D, 1 ALL,0 ! Engastamento do n6 1
D, 2, ALL,0 ! Engastamento do n6 2
D, 3,ALL,0 ! Engastamento do n6 3
D, 4,ALL,0 ! Engastamento do n6 4
D, 5, ALL,0 ! Engastamento do n6 5
D, 6, ALL, 0 ! Engastamento do no 6
/PBC, ALL, 1 I Mostra as condi¢des de contorno
!*

FINISH

/SOL
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ANTYPE,4 I Andlise Transiente

1*

TRNOPT,FULL

LUMPM,0

!*

*DEL,_FNCNAME

*DEL,_FNCMTID

*DEL,_FNCCSYS

*SET,_FNCNAME,'Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

I /INPUT ,funcao01.func,,,1 ! Definicdo da funcdo de carregamento

*DIM,%_FNCNAME%, TABLE,6,6,1,,,,%_FNCCSY S%

|

! Begin of equation: -34400000*sin(41.89*{TIME})

*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999

*SET,%_ FNCNAME%(2,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(3,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(4,0,1), 0.0

*SET,%_FNCNAME%(5,0,1), 0.0

*SET,%_FNCNAME%(6,0,1), 0.0

*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0,41.89,0, 0, 1

*SET,%_FNCNAME%(0,2,1), 0.0,-2,0, 1, -1, 3,

*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1,-2,0

*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -34400000, 0, 0, -1
3

©

*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0, -3,0, 1,-2, 3, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0, 99,0, 1,-3,0,0

! End of equation: -34400000*sin(41.89*{TIME})

1>

FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2,31 ! Aplicacdo do carregamento no né
1*

-

/GO

F,P51X,FZ, %CARGA01%

NSUBST,600,0,0 ! Ndmero de passos de carga
OUTRES,ERASE

OUTRES,ALL,ALL

ALPHAD,3.40 I Coeficiente de amortecimento
BETAD,0.0

TIME,0.5 I Tempo de Anélise
TRNOPT,,,,,,HHT I Método de integracédo
TINTP,0.01

/STATUS,SOLU

SOLVE

/POST26 I PGs-Processamento - Histérico de Deslocamentos
/UI,COLL,1

NUMVAR,200

SOLU,191,NCMIT

STORE,MERGE

FILLDATA,191,,,,1,1

REALVAR,191,191

1*

NSOL,2,31,U,Z, UZ_2 1 N6 31 na Diregéo z
STORE,MERGE

XVAR,1

PLVAR,2,

153



EXEMPLO 14-A

IPRE-PROCESSADOR

IPREP7

ITITLE, HEXAGONAL FRAME

ET, 1, BEAM188
KEYOPT,1,1,1
KEYOPT,1,2,1
KEYOPT,1,3,0
KEYOPT,1,4,1
KEYOPT,1,6,0
KEYOPT,1,7,0
KEYOPT,1,8,0
KEYOPT,1,9,0
KEYOPT,1,10,0
KEYOPT,1,11,0
KEYOPT,1,12,0

! Tipo de Elemento
SECTYPE, 1, BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT

SECDATA,0.703,0.703,0,0,0,0,0,0,0,0

NLGEOM,ON
EX, 1, 439800

MP, PRXY, 1, 0.383

1 Médulo de Elasticidade
I Coeficiente de Poisson

MP, DENS, 1, 0.097551

! Coordenadas Nodais

22222222222 Z22222222Z22Z2

PLOT

! Elementos

mmmmmmmimimimim

CUDWNRRERRERRERER

! Plotar os

0.000
-12.000,
-6.000
6.000
12.000
6.000
-6.000
-24.000,
-18.000,
-12.000,
0.000
12.000
18.000
24.000
18.000
12.000
0.000
-12.000,
-18.000,

nos

! Densidade

0.000
0.000
-10.392,
-10.392,
0.000
10.392
10.392
0.000
-10.392,
-20.785,
-20.785,
-20.785,
-10.392,
0.000
10.392
20.785
20.785
20.785
10.392
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1.750
0.875
0.875
0.875
0.875
0.875
0.875
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000



E . 7 , 18
E . 8 , 9
E . 9 , 10
E . 10 , 11
E , 11 , 12
E , 12 , 13
E , 13 , 14
E , 14 , 15
E , 15 , 16
E , 16 , 17
E . 17 , 18
E , 18 , 19
E . 19 , 8
EPLOT ! Plotar os elementos e nimero dos nés

/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0
/IREPLOT

D, 8, UX,0,,,,UY,Uz I Determinag&o dos apoios nodais
D,10, UX,0,,,,UY,Uz

D,12, UX,0,,,UY,Uz

D,14, UX,0,,,UY,Uz

D,16, UX,0,,,UY,Uz

D,18, UX,0,,,UY,Uz

/PBC, ALL, 1 I Mostra as condicdes de contorno

!*

!*
FINISH
/SOL

1*

ANTYPE,4 I Anélise Transiente

|*

TRNOPT,FULL

LUMPM,0

!*

*DEL,_FNCNAME

*DEL,_FNCMTID

*DEL, FNCCSYS

*SET,_ FNCNAME, Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

I /INPUT ,funcao01.func,, 1 ! Defini¢do da funcéo de carregamento
*DIM,%_FNCNAME%, TABLE,6,6,1,,,,%_FNCCSYS%

|

I Begin of equation: -27.7*sin(6.283*{TIME})
*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999
*SET,%_FNCNAME%(2,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(3,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(4,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(5,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(6,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0, 6.283,0, 0, 1
*SET,%_FNCNAME%(0,2,1), 0.0,-2,0,1,-1, 3
*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1,-2,0,
*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -27.7, 0, 0, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0,-3,0,1,-2, 3, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0,99,0,1,-3,0,0
! End of equation: -27.7*sin(6.283*{TIME})

1-->

FLST,2,1,1,0RDE,1
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FITEM,2,1 I Aplicacdo do carregamento no nd

1*

I

/GO

F,P51X,FZ, %CARGA01%

NSUBST,600,0,0 I NUmero de passos de carga
OUTRES,ERASE

OUTRES,ALL,ALL

ALPHAD,0.772 I Coeficiente de amortecimento
BETAD,0.00

TIME,2.5 I Tempo de Analise
TRNOPT,,,,,,HHT I Método de integracéo
TINTP,0.01

ISTATUS,SOLU

SOLVE

/POST26 I P6s-Processamento - Historico de Deslocamentos

/UI,COLL,1
NUMVAR,200
SOLU,191,NCMIT
STORE,MERGE
FILLDATA,191,,,1,1
REALVAR,191,191
1*

NSOL,2,1,U,Z, Uz 2 I N6 1 na Direcéo z
STORE,MERGE
XVAR,1

PLVAR,2,

EXEMPLO 14-B

IPRE-PROCESSADOR

[PREP7

ITITLE, HEXAGONAL FRAME

ET, 1, BEAM188

KEYOPT,1,1,1

KEYOPT,1,2,1

KEYOPT,1,3,0

KEYOPT,1,4,1

KEYOPT,1,6,0

KEYOPT,1,7,0

KEYOPT,1,8,0

KEYOPT,1,9,0

KEYOPT,1,10,0

KEYOPT,1,11,0

KEYOPT,1,12,0 ! Tipo de Elemento
SECTYPE, 1, BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT
SECDATA,0.703,0.703,0,0,0,0,0,0,0,0

NLGEOM,ON

EX, 1, 439800 I Médulo de Elasticidade

MP, PRXY, 1, 0.383 I Coeficiente de Poisson

MP, DENS, 1, 0.097551 ! Densidade

! Coordenadas Nodais

N , 1 , 0.000 , 0.000

N , 2 , -12.000, 0.000

N , 3 , -6.000 , -10.392,
N 4 , 6.000 , -10.392,
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mmmmmmmmmMmmMmmmMmmmMmMmMmMMMMMMMImMMmIMm:

EPLOT
/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0
/IREPLOT

D, 8, UX,0,,,,UY,Uz
D,10, UX,0,,,,UY,Uz
D,12, UX,0,,,,UY,Uz
D,14, UX,0,,,,UY,Uz
D,16, UX,0,,,,UY,Uz
D,18, UX,0,,,,UY,Uz
/PBC, ALL, 1

1%
1%
FINISH
/SOL

I*

12.000
6.000
-6.000
-24.000,
-18.000,
-12.000,
0.000
12.000
18.000
24.000
18.000
12.000
0.000
-12.000,
-18.000,

I Plotar os nés

! Plotar os elementos e nimero dos n6s

! Determinagao dos apoios nodais

0.000
10.392
10.392
0.000
-10.392,
-20.785,
-20.785,
-20.785,
-10.392,
0.000
10.392
20.785
20.785
20.785
10.392

I Mostra as condi¢des de contorno
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0.000
0.000
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ANTYPE,4 I Andlise Transiente

1*

TRNOPT,FULL

LUMPM,0

!*

*DEL,_FNCNAME

*DEL,_FNCMTID

*DEL,_FNCCSYS

*SET,_FNCNAME,'Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

I /INPUT ,funcao01.func,,,1 ! Definicdo da funcéo de carregamento
*DIM,%_FNCNAME%, TABLE,6,6,1,,,,%_FNCCSYS%
|

! Begin of equation: -55.4*sin(6.283*{TIME})
*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999

*SET,%_ FNCNAME%(2,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(3,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(4,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(5,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(6,0,1), 0.0

*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0, 6.283, 0, 0, 1
*SET,%_FNCNAME%(0,2,1), 0.0,-2,0,1,-1, 3,1
*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1,-2,0,0

*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -
*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0, -3, 0, 1, 2, 3,-1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0, 99, 0

! End of equation: -55.4*sin(6. 283*{TIME})
1-->

FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2,1 I Aplicacéo do carregamento no nd
!*

!*

/GO

F,P51X,FZ, %CARGA01%

NSUBST,600,0,0 ! Ndmero de passos de carga
OUTRES,ERASE

OUTRES,ALL,ALL

ALPHAD,0.772 I Coeficiente de amortecimento
BETAD,0.00

TIME,2.5 ! Tempo de Anélise
TRNOPT,,,,,,HHT I Método de integracédo
TINTP,0.01

ISTATUS,SOLU

SOLVE

/POST26 I P6s-Processamento - Histérico de Deslocamentos
/UI,COLL,1

NUMVAR,200

SOLU,191,NCMIT

STORE,MERGE

FILLDATA,191,,,,1,1

REALVAR,191,191

1*

NSOL,2,1,U,Z, UZ 2 I N6 1 na Diregédo z
STORE,MERGE

XVAR,1

PLVAR,2,
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EXEMPLO 14-C

IPRE-PROCESSADOR

/PREP7

ITITLE, HEXAGONAL FRAME

ET, 1, BEAM188
KEYOPT,1,1,1
KEYOPT,1,2,1
KEYOPT,1,3,0
KEYOPT,1,4,1
KEYOPT,1,6,0
KEYOPT,1,7,0
KEYOPT,1,8,0
KEYOPT,1,9,0
KEYOPT,1,10,0
KEYOPT,1,11,0
KEYOPT,1,12,0

! Tipo de Elemento
SECTYPE, 1, BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT

SECDATA,0.703,0.703,0,0,0,0,0,0,0,0

NLGEOM,ON
EX, 1, 439800

MP, PRXY, 1, 0.383

I Médulo de Elasticidade
I Coeficiente de Poisson

MP, DENS, 1, 0.097551

I Coordenadas Nodais

22222222222 Z22222222Z22Z2

PLOT

m
@
3
@
S
—
(@}
w

mmmmmmmmmMmmmimim:

O~NOURWNRREREREPEPRE

I Plotar os

0.000
-12.000,
-6.000
6.000
12.000
6.000
-6.000
-24.000,
-18.000,
-12.000,
0.000
12.000
18.000
24.000
18.000
12.000
0.000
-12.000,
-18.000,

naés

! Densidade

0.000
0.000
-10.392,
-10.392,
0.000
10.392
10.392
0.000
-10.392,
-20.785,
-20.785,
-20.785,
-10.392,
0.000
10.392
20.785
20.785
20.785
10.392
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1.750
0.875
0.875
0.875
0.875
0.875
0.875
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000



E . 9 , 10
E , 10 , 11
E . 11 , 12
E . 12 , 13
E , 13 , 14
E , 14 , 15
E , 15 , 16
E , 16 , 17
E , 17 , 18
E , 18 , 19
E . 19 , 8
EPLOT ! Plotar os elementos e nimero dos nés

/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0
/IREPLOT

D, 8, UX,0,,,,UY,Uz ! Determinagdo dos apoios nodais
D,10, UX,0,,,UY,Uz

D,12, UX,0,,,UY,Uz

D,14, UX,0,,,UY,Uz

D,16, UX,0,,,,UY,Uz

D,18, UX,0,,,,UY,Uz

/PBC, ALL, 1 I Mostra as condigdes de contorno

1%

1%

FINISH
/soL

1*

ANTYPE 4 I Andlise Transiente

1*

TRNOPT,FULL

LUMPM,0

!*

*DEL,_FNCNAME

*DEL,_FNCMTID

*DEL,_FNCCSYS

*SET,_FNCNAME,'Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

I /INPUT ,funcao01.func,, 1 ! Defini¢do da funcdo de carregamento
*DIM,%_FNCNAME%,TABLE,6,6,1,,,,% FNCCSYS%

]

! Begin of equation: -83.1*sin(6.283*{TIME})
*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999
*SET,%_FNCNAME%(2,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(3,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(4,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(5,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(6,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0, 6.283,0, 0, 1
*SET,% FNCNAME%(0,2,1),0.0,-2,0,1,-1,3
*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1,-2,0,
*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -83.1, 0, 0, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0,-3,0, 1, -2, 3, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0,99,0, 1,-3,0,0

! End of equation: -83.1*sin(6.283*{TIME})

1-->

FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2,1 I Aplicacdo do carregamento no nd
1*
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!*

/GO

F.PS51X,FZ, %CARGA01%
NSUBST,600,0,0
OUTRES,ERASE
OUTRES,ALL,ALL
ALPHAD,0.772
BETAD,0.000

TIME,2.5 ! Tempo de Analise
I Método de integracéo

TRNOPT,,,,,,HHT
TINTP,0.01
ISTATUS,SOLU
SOLVE

I NUmero de passos de carga

I Coeficiente de amortecimento

/POST26 I P6s-Processamento - Historico de Deslocamentos

/Ul,COLL,1
NUMVAR,200
SOLU,191,NCMIT
STORE,MERGE
FILLDATA191,,,1,1
REALVAR,191,191

1*

NSOL,2,1,U,Z, UZ_2 I' N6 1 na Diregdo z

STORE,MERGE
XVAR,1
PLVAR,2,

EXEMPLO 14-D

IPRE-PROCESSADOR

/PREP7

ITITLE, HEXAGONAL FRAME
ET, 1, BEAM188
KEYOPT,1,1,1

KEYOPT,1,2,1

KEYOPT,1,3,0

KEYOPT,1,4,1

KEYOPT,1,6,0

KEYOPT,1,7,0

KEYOPT,1,8,0

KEYOPT,1,9,0

KEYOPT,1,10,0
KEYOPT,1,11,0
KEYOPT,1,12,0

SECTYPE, 1,BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT
SECDATA,0.703,0.703,0,0,0,0,0,0,0,0
NLGEOM,ON

! Tipo de Elemento

I Coeficiente de Poisson

0.000
0.000
-10.392,
-10.392,
0.000

EX, 1, 439800 1 Médulo de Elasticidade
MP, PRXY, 1, 0.383

MP, DENS, 1, 0.097551 I Densidade

! Coordenadas Nodais

N . 1 , 0.000 ,

N . 2 , -12.000,

N , 3 , -6.000 ,

N , 4 , 6.000 ,

N , 5 , 12.000

N 6 , 6.000 ,

10.392
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1.750
0.875
0.875
0.875
0.875
0.875



, 10
, 11
, 12
, 13
14
, 15
, 16
, 17
, 18

2222222222222 2

PLOT

m
@
3
@
S
—
o
w

OCONOUBRWNRRERRERR

mmmmmmmmmmmmMmmMmMmmMmMmMmMmmMmMmMmMmMmMmMMmmMmImMmim:

EPLOT
/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0
/IREPLOT

D, 8§, UX,0,,,UY,Uz
D,10, UX,0,,,,UY,Uz
D,12, UX,0,,,UY,Uz
D,14, UX,0,,,,UY,Uz
D,16, UX,0,,,,UY,Uz
D,18, UX,0,,,,UY,Uz
/PBC, ALL, 1

!*

!*
FINISH
/SOL

1*

ANTYPE 4

I*

, -6.000

, -24.000,

, -18.000,

, -12.000,

, 0.000

, 12.000

, 18.000

, 24.000

, 18.000

, 12.000

, 0.000

, -12.000,

, -18.000,
! Plotar os nds

I Determinag&o dos apoios nodais

10.392
0.000
-10.392,
-20.785,
-20.785,
-20.785,
-10.392,
0.000
10.392
20.785
20.785
20.785
10.392

I Mostra as condi¢des de contorno

I Analise Transiente
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! Plotar os elementos e nimero dos n6s

0.875
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000



TRNOPT,FULL

LUMPM,0

1*

*DEL,_FNCNAME

*DEL,_FNCMTID

*DEL, FNCCSYS

*SET,_ FNCNAME, Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

I /INPUT,funcao01.func,,,1 ! Defini¢do da funcéo de carregamento
*DIM,%_FNCNAME%, TABLE,6,6,1,,,,%_FNCCSYS%
|

! Begin of equation: -110.8*sin(6.283*{TIME})
*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999
*SET,%_FNCNAME%(2,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(3,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(4,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(5,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(6,0,1), 0.0

*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0, 6.283, 0, 0, 1

*SET,%_FNCNAME%(0,2,1), 0.0,-2,0,1,-1,3,1

*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1,-2,0,0
8,00 -1

*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -11
*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0, -3,0, 1, - -1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0,99,0, 1,-3,0,0
! End of equation: -110.8*sin(6.283*{TIME})

1-->

FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2,1 I Aplicacdo do carregamento no nd

1*

1*

/GO

F,P51X,FZ, %CARGA01%

NSUBST,600,0,0 I Namero de passos de carga
OUTRES,ERASE

OUTRES,ALL,ALL

ALPHAD,0.772 I Coeficiente de amortecimento
BETAD,0.00

TIME,2.5 ! Tempo de Anélise
TRNOPT,,,,,,HHT I Método de integracédo
TINTP,0.01

ISTATUS,SOLU

SOLVE

/POST26 I Pés-Processamento - Historico de Deslocamentos
/UI,COLL,1

NUMVAR,200

SOLU,191,NCMIT

STORE,MERGE

FILLDATA,191,,,1,1

REALVAR,191,191

1*

NSOL,2,1,U,Z, UZ 2 I N6 1 na Direcéo z
STORE,MERGE

XVAR,1

PLVAR,2,
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EXEMPLO 15-A

IPRE-PROCESSADOR

IPREP7

ITITLE, GEODESIC DOME

ET, 1, BEAM188
KEYOPT,1,1,1
KEYOPT,1,2,1
KEYOPT,1,3,0
KEYOPT,1,4,1
KEYOPT,1,6,0
KEYOPT,1,7,0
KEYOPT,1,8,0
KEYOPT,1,9,0
KEYOPT,1,10,0
KEYOPT,1,11,0
KEYOPT,1,12,0

SECDATA,2.99,1.06,0,0,0,0,0,0,0,0

NLGEOM,ON
EX, 1, 3.03e+05

MP, PRXY, 1, 0.3823
MP, DENS, 1, 7800.0e-06

! Coordenadas Nodais

2222222222222 22Z2Z222Z2222Z22222222Z222

0.000
-12.500,
-6.250
6.250
12.500
6.250
-6.250
-25.000,
-18.750,
-12.500,
0.000
12.500
18.750
25.000
18.750
12.500
0.000
-12.500,
-18.750,
-34.150,
-27.900,
-6.250
6.250
27.900
34.150
34.150
27.900
6.250
-6.250
-27.900,
-34.150,
-43.300,
0.000
43.300

! Tipo de Elemento
SECTYPE, 1, BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT

I Médulo de Elasticidade
I Coeficiente de Poisson
! Densidade

0.000
0.000
-10.825,
-10.825,
0.000
10.825
10.825
0.000
-10.825,
-21.650,
-21.650,
-21.650,
-10.825,
0.000
10.825
21.650
21.650
21.650
10.825
-12.500,
-23.325,
-35.824,
-35.824,
-23.325,
-12.500,
12.500
23.325
35.824
35.824
23.325
12.500
-24.999,
-49.999,
-24.999,
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8.220
7.220
7.220
7.220
7.220
7.220
7.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
0.000
0.000
0.000



N , 35 , 43.300 |, 24999 0.000
N , 36 , 0.000 , 49,999 0.000
N , 37 , -43.300, 24999 0.000
NPLOT ! Plotar os nds
! Elementos

E , 1 , 2
E , 1 , 3
E , 1 , 4
E , 1 , 5
E , 1 , 6
E , 1 , 7
E , 2 , 8
E , 3 , 10
E , 4 , 12
E , 5 , 14
E , 6 , 16
E , 7 , 18
E , 8 , 9
E , 9 , 10
E , 10 , 11
E , 11 , 12
E , 12 , 13
E , 13 , 14
E , 14 , 15
E , 15 , 16
E , 16 , 17
E , 17 , 18
E , 18 , 19
E , 19 , 8
E , 8 , 20
E , 20 , 32
E , 10 , 21
E , 21 , 32
E , 10 , 22
E , 22 , 33
E , 12 , 23
E , 23 , 33
E , 12 , 24
E , 24 , 34
E , 14 , 25
E , 25 , 34
E , 14 , 26
E , 26 , 35
E , 16 , 27
E , 27 , 35
E , 16 , 28
E , 28 , 36
E , 18 , 29
E , 29 , 36
E , 18 , 30
E , 30 , 37
E , 8 , 31
E , 31 , 37
EPLOT I Plotar os elementos e nimero dos nés

/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0
/IREPLOT
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D,32, UX,0,,,,UY,Uz ! Determinagdo dos apoios nodais
D,33, UX,0,,,UY,Uz

D,34, UX,0,,,UY,Uz

D,35, UX,0,,,UY,Uz

D,36, UX,0,,,UY,Uz

D,37, UX,0,,,UY,Uz

/PBC, ALL, 1 I Mostra as condi¢des de contorno
|

1

FINISH

/SOL

1*

ANTYPE,4 I Andlise Transiente

|*

TRNOPT,FULL

LUMPM,0

!*

*DEL,_FNCNAME

*DEL,_FNCMTID

*DEL,_FNCCSYS

*SET,_FNCNAME,'Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

I /INPUT ,funcao01.func,,,1 ! Definicdo da funcéo de carregamento
*DIM,%_FNCNAME%, TABLE,6,6,1,,,,%_FNCCSYS%
|

! Begin of equation: -154.625*sin(20.106*{TIME})
*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999

*SET,%_ FNCNAME%(2,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(3,0,1), 0.0

*SET,%_ FNCNAME%(4,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(5,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(6,0,1), 0.0

*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0, 20.106, 0, 0, 1
*SET,%_FNCNAME%(0,2,1), 0.0, -2,0,1,-1, 3,1
*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1,-2,0,0
*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -154.625, 0, 0, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0,-3,0, 1,-2, 3, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0, 99,0, 1,-3,0,0

! End of equation: -154.625*sin(20.106*{TIME}

1>

FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2,1 I Aplicacdo do carregamento no nd
1*

-

/GO

F,P51X,FZ, %CARGA01%

NSUBST,400,0,0 ! Ndmero de passos de carga
OUTRES,ERASE

OUTRES,ALL,ALL

ALPHAD,2.185 I Coeficiente de amortecimento
BETAD,0.00

TIME,1.0 ! Tempo de Andlise
TRNOPT,,,,,,HHT I Método de integracéo
TINTP,0.01

ISTATUS,SOLU

SOLVE

/POST26 I POs-Processamento - Historico de Deslocamentos
/UL,COLL,1

NUMVAR,200
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SOLU,191,NCMIT

STORE,MERGE

FILLDATA191,,,1,1

REALVAR,191,191

1*

NSOL,2,1,U,Z, UZ 2 I N6 1 na Direcéo z
STORE,MERGE

XVAR,1

PLVAR,2,

EXEMPLO 15-B

IPRE-PROCESSADOR
/PREP7

ITITLE, GEODESIC DOME
ET, 1, BEAM188
KEYOPT,1,1,1
KEYOPT,1,2,1
KEYOPT,1,3,0
KEYOPT,1,4,1
KEYOPT,1,6,0
KEYOPT,1,7,0
KEYOPT,1,8,0
KEYOPT,1,9,0
KEYOPT,1,10,0
KEYOPT,1,11,0
KEYOPT,1,12,0

SECTYPE, 1, BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT
SECDATA,2.99,1.06,0,0,0,0,0,0,0,0
NLGEOM,ON

EX, 1, 3.03e+05

MP, PRXY, 1, 0.3823
MP, DENS, 1, 7800.0e-06 ! Densidade

! Coordenadas Nodais

N , 1 , 0.000 ,
N , 2 , -12.500,
N , 3 , -6.250
N , 4 , 6.250
N , 5 , 12.500 ,
N , 6 , 6.250
N , 7 , -6.250
N , 8 , -25.000,
N , 9 , -18.750,
N , 10 , -12.500,
N , 11 , 0.000 ,
N , 12 , 12.500 ,
N , 13 , 18.750 ,
N , 14 , 25.000 ,
N , 15 , 18.750 ,
N , 16 , 12.500 ,
N , 17 , 0.000
N , 18 , -12.500,
N , 19 , -18.750,
N , 20 , -34.150,
N , 21 , -27.900,
N , 22 , -6.250 ,

! Tipo de Elemento

I Médulo de Elasticidade
I Coeficiente de Poisson

0.000
0.000
-10.825,
-10.825,
0.000
10.825
10.825
0.000
-10.825,
-21.650,
-21.650,
-21.650,
-10.825,
0.000
10.825
21.650
21.650
21.650
10.825
-12.500,
-23.325,
-35.824,
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8.220
7.220
7.220
7.220
7.220
7.220
7.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
3.110
3.110
3.110



2222222222 2Z22222Z2

m
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mmmmmmmMmmMmmMmMmmMmmMmMmMmMmMmMmMmMmMmMmMMmMMMmMMmMMmMmMMmMmMmMmMmMmMMmMmmMmMmMmmmmmmmmm:

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

CONOUTRWNRRERRRER

6.250
27.900
34.150
34.150
27.900
6.250
-6.250
-27.900,
-34.150,
-43.300,
0.000
43.300
43.300
0.000
-43.300,

I Plotar os nés

-35.824,
-23.325,
-12.500,
12.500
23.325
35.824
35.824
23.325
12.500
-24.999,
-49.999,
-24.999,
24.999
49.999
24.999
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3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000



E , 18 , 29
E , 29 , 36
E , 18 , 30
E , 30 , 37
E , 8 , 31
E , 31 , 37
EPLOT I Plotar os elementos e nimero dos nés

/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0
/IREPLOT

D,32, UX,0,,,,UY,Uz ! Determinacgdo dos apoios nodais
D,33, UX,0,,,UY,Uz

D,34, UX,0,,,UY,Uz

D,35, UX,0,,,UY,Uz

D,36, UX,0,,,UY,Uz

D,37, UX,0,,,,UY,Uz

/PBC, ALL, 1 I Mostra as condi¢des de contorno
|

!

!*

FINISH

/SOL

1%

ANTYPE 4 I Anélise Transiente

|*

TRNOPT,FULL

LUMPM,0

!*

*DEL,_FNCNAME

*DEL, FNCMTID

*DEL,_FNCCSYS

*SET,_FNCNAME,'Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

! /INPUT,funcao01.func,,,1 ! Defini¢do da funcéo de carregamento
*DIM,%_FNCNAME%,TABLE,6,6,1,,,,%_ FNCCSYS%
|

! Begin of equation: -309.25*sin(20.106*{TIME})
*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999

*SET,%_ FNCNAME%(2,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(3,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(4,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(5,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(6,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0, 20.106, 0, 0, 1
*SET,%_FNCNAME%(0,2,1), 0.0, -2,0,1,-1, 3,1
*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1, -

*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -309.25, 0, 0, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0,-3,0,1,-2, 3, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0,99,0, 1,-3,0,0

! End of equation: -309.25*sin(20. 106*{TI E}

1>

FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2,1 I Aplicacdo do carregamento no nd
!*

!*

/GO

F,P51X,FZ, %CARGA01%

NSUBST,400,0,0 ! NUmero de passos de carga
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OUTRES,ERASE
OUTRES,ALL,ALL
ALPHAD,2.185
BETAD,0.00

TIME,1.0 ! Tempo de Analise
I Método de integracdo

TRNOPT,,,,,,HHT
TINTP,0.01
ISTATUS,SOLU
SOLVE

I Coeficiente de amortecimento

/POST26 I P6s-Processamento - Historico de Deslocamentos

/UI,COLL,1
NUMVAR,200
SOLU,191,NCMIT
STORE,MERGE
FILLDATA,191,,,1,1
REALVAR,191,191

1*

NSOL,2,1,U,Z, UZ_2 ' N6 1 na Diregdo z

STORE,MERGE
XVAR,1
PLVAR,2,

EXEMPLO 15-C

IPRE-PROCESSADOR
/PREP7

ITITLE, GEODESIC DOME
ET, 1, BEAM188
KEYOPT,1,1,1
KEYOPT,1,2,1
KEYOPT,1,3,0
KEYOPT,1,4,1
KEYOPT,1,6,0
KEYOPT,1,7,0
KEYOPT,1,8,0
KEYOPT,1,9,0
KEYOPT,1,10,0
KEYOPT,1,11,0
KEYOPT,1,12,0

SECTYPE, 1,BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT
SECDATA,2.99,1.06,0,0,0,0,0,0,0,0
NLGEOM,ON

EX, 1, 3.03e+05

MP, PRXY, 1, 0.3823

! Coordenadas Nodais

, 0.000 ,
, -12.500,
, -6.250 ,
, 6.250 ,
, 12.500 |,
6.250 ,
, -6.250 ,
, -25.000,
, -18.750,
0 , -12.500,

2222222222
POoONOOhwWNRE

! Tipo de Elemento

I Mo6dulo de Elasticidade
I Coeficiente de Poisson
MP, DENS, 1, 7800.0e-06 ! Densidade

0.000
0.000
-10.825,
-10.825,
0.000
10.825
10.825
0.000
-10.825,
-21.650,
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8.220
7.220
7.220
7.220
7.220
7.220
7.220
6.220
6.220
6.220



22222222222 Z2222Z2222222222222Z2

PLOT

I Elementos

mmmmmmmMmmmmMmMmMmMmMmMMmMmMmMmMmMmMmMMMMMMMMMmMmMmMmmMm

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

OCONOUTRWNRRRRRER

! Plotar os

0.000
12.500
18.750
25.000
18.750
12.500
0.000
-12.500,
-18.750,
-34.150,
-27.900,
-6.250
6.250
27.900
34.150
34.150
27.900
6.250
-6.250
-27.900,
-34.150,
-43.300,
0.000
43.300
43.300
0.000
-43.300,
nés

-21.650,
-21.650,
-10.825,
0.000
10.825
21.650
21.650
21.650
10.825
-12.500,
-23.325,
-35.824,
-35.824,
-23.325,
-12.500,
12.500
23.325
35.824
35.824
23.325
12.500
-24.999,
-49.999,
-24.999,
24.999
49.999
24.999
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6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
6.220
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
3.110
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000



E , 12 , 23
E , 23 , 33
E , 12 , 24
E , 24 , 34
E , 14 , 25
E , 25 , 34
E , 14 , 26
E , 26 , 35
E , 16 , 27
E , 27 , 35
E , 16 , 28
E , 28 , 36
E , 18 , 29
E , 29 , 36
E , 18 , 30
E , 30 , 37
E , 8 , 31
E , 31 , 37
EPLOT I Plotar os elementos e nimero dos nés

/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0
/IREPLOT

D,32, UX,0,,,,UY,Uz ! Determinacdo dos apoios nodais
D,33, UX,0,,,UY,Uz

D,34, UX,0,,,UY,Uz

D,35, UX,0,,,UY,Uz

D,36, UX,0,,,UY,Uz

D,37, UX,0,,,,UY,Uz

/PBC, ALL, 1 I Mostra as condi¢des de contorno
|

1

1*

FINISH

/SOL

1%

ANTYPE 4 I Anélise Transiente

1*

TRNOPT,FULL

LUMPM,0

!*

*DEL,_FNCNAME

*DEL, FNCMTID

*DEL,_FNCCSYS

*SET,_FNCNAME,'Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

! /INPUT,funcao01.func,,,1 ! Defini¢do da funcéo de carregamento
*DIM,%_FNCNAME%,TABLE,6,6,1,,,,%_FNCCSYS%

|

! Begin of equation: -463.875*sin(20.106*{TIME})
*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999
*SET,%_FNCNAME%(2,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(3,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(4,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(5,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(6,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0, 20.106,
*SET,%_FNCNAME%(0,2,1), 0.0, -2, 0, 1, -1, 3,
*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1,-2,0

, 0,1

O o
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*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -463.875, 0, 0, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0, -3,0, 1, -2, 3, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0, 99,0, 1,-3,0,0

! End of equation: -463.875*sin(20.106*{TIME})

1>

FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2,1 I Aplicacéo do carregamento no nd
!*

!*

/GO

F,P51X,FZ, %CARGA01%

NSUBST,400,0,0 ! Ndmero de passos de carga
OUTRES,ERASE

OUTRES,ALL,ALL

ALPHAD,2.185 I Coeficiente de amortecimento
BETAD,0.00

TIME,1.0 ! Tempo de Anélise
TRNOPT,,,,,,HHT I Método de integracédo
TINTP,0.01

ISTATUS,SOLU

SOLVE

/POST26 I P6s-Processamento - Historico de Deslocamentos
/UI,COLL,1

NUMVAR,200

SOLU,191,NCMIT

STORE,MERGE

FILLDATA,191,,,,1,1

REALVAR,191,191

1*

NSOL,2,1,U,Z, UZ 2 1 N6 1 na Direcéo z
STORE,MERGE

XVAR,1

PLVAR,2,

EXEMPLO 15-D

IPRE-PROCESSADOR

/PREP7

ITITLE, GEODESIC DOME

ET, 1, BEAM188

KEYOPT,1,1,1

KEYOPT,1,2,1

KEYOPT,1,3,0

KEYOPT,1,4,1

KEYOPT,1,6,0

KEYOPT,1,7,0

KEYOPT,1,8,0

KEYOPT,1,9,0

KEYOPT,1,10,0

KEYOPT,1,11,0

KEYOPT,1,12,0 ! Tipo de Elemento
SECTYPE, 1, BEAM, RECT,,0
SECOFFSET, CENT
SECDATA,2.99,1.06,0,0,0,0,0,0,0,0

NLGEOM,ON

EX, 1, 3.03e+05 I M6dulo de Elasticidade
MP, PRXY, 1, 0.3823 I Coeficiente de Poisson
MP, DENS, 1, 7800.0e-06 I Densidade
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! Coordenadas Nodais

N , 1 , 0.000 , 0.000 , 8.220
N , 2 , -12.500, 0.000 , 7.220
N , 3 , -6.250 , -10.825, 7.220
N , 4 , 6.250 , -10.825, 7.220
N . 5 , 12.500 0.000 , 7.220
N . 6 , 6.250 , 10.825 7.220
N , 7 , -6.250 , 10.825 7.220
N , 8 , -25.000, 0.000 , 6.220
N , 9 , -18.750, -10.825, 6.220
N , 10 , -12.500, -21.650, 6.220
N , 11 , 0.000 , -21.650, 6.220
N , 12 , 12.500 |, -21.650, 6.220
N , 13 , 18.750 -10.825, 6.220
N , 14 , 25.000 , 0.000 , 6.220
N , 15 , 18.750 10.825 6.220
N , 16 , 12.500 |, 21.650 , 6.220
N , 17 , 0.000 , 21.650 , 6.220
N , 18 , -12.500, 21.650 , 6.220
N , 19 , -18.750, 10.825 6.220
N , 20 , -34.150, -12.500, 3.110
N , 21 , -27.900, -23.325, 3.110
N , 22 , -6.250 , -35.824, 3.110
N , 23 , 6.250 , -35.824, 3.110
N , 24 , 27.900 , -23.325, 3.110
N , 25 , 34.150 , -12.500, 3.110
N , 26 , 34.150 , 12.500 |, 3.110
N , 27 , 27.900 , 23.325 , 3.110
N , 28 , 6.250 , 35.824 , 3.110
N , 29 , -6.250 , 35.824 , 3.110
N , 30 , -27.900, 23.325 , 3.110
N , 31 , -34.150, 12.500 |, 3.110
N , 32 , -43.300, -24.999, 0.000
N , 33 , 0.000 , -49.999, 0.000
N , 34 , 43.300 -24.999, 0.000
N , 35 , 43.300 , 24999 0.000
N , 36 , 0.000 , 49.999 | 0.000
N , 37 , -43.300, 24999 0.000
NPLOT I Plotar os nés

I Elementos

E , 1 , 2

E , 1 , 3

E , 1 , 4

E , 1 , 5

E , 1 , 6

E , 1 , 7

E , 2 , 8

E , 3 , 10

E , 4 , 12

E , 5 , 14

E , 6 , 16

E , 7 , 18

E , 8 , 9

E , 9 , 10

E , 10 , 11

E , 11 , 12

E , 12 , 13

E , 13 , 14

E , 14 , 15
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E , 15 , 16
E , 16 , 17
E , 17 , 18
E , 18 , 19
E , 19 , 8
E , 8 , 20
E , 20 , 32
E , 10 , 21
E , 21 , 32
E , 10 , 22
E , 22 , 33
E , 12 , 23
E , 23 , 33
E , 12 , 24
E , 24 , 34
E , 14 , 25
E , 25 , 34
E , 14 , 26
E , 26 , 35
E , 16 , 27
E , 27 , 35
E , 16 , 28
E , 28 , 36
E , 18 , 29
E , 29 , 36
E , 18 , 30
E , 30 , 37
E , 8 , 31
E , 31 , 37
EPLOT ! Plotar os elementos e nimero dos n6s

/PNUM,NODE,1
/PNUM,ELEM,0
/IREPLOT

D,32, UX,0,,,,UY,Uz ! Determinagdo dos apoios nodais
D,33, UX,0,,,UY,Uz

D,34, UX,0,,,UY,Uz

D,35, UX,0,,,UY,Uz

D,36, UX,0,,,UY,Uz

D,37, UX,0,,,UY,Uz

/PBC, ALL, 1 I Mostra as condi¢des de contorno
|

1

1*

FINISH

/SOL

1%

ANTYPE 4 I Anélise Transiente

|*

TRNOPT,FULL

LUMPM,0

!*

*DEL,_FNCNAME

*DEL, FNCMTID

*DEL,_FNCCSYS

*SET,_FNCNAME,'Carga01'

*SET,_FNCCSYS,0

! /INPUT,funcao01.func,,,1 ! Defini¢do da funcéo de carregamento
*DIM,%_FNCNAME%,TABLE,6,6,1,,,,%_FNCCSYS%
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|
! Begin of equation: -618.5*sin(20.106*{TIME})
*SET,%_FNCNAME%(0,0,1), 0.0, -999
*SET,%_FNCNAME%(2,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(3,0,1), 0.0

*SET,% FNCNAME%(4,0,1), 0.0
*SET,%_ FNCNAME%(5,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(6,0,1), 0.0
*SET,%_FNCNAME%(0,1,1), 1.0, -1, 0, 20

0,1

106,0,0,1
*SET,%_FNCNAME%(0,2,1), 0.0,-2,0,1,-1,3,1

1
*SET,%_FNCNAME%(0,3,1), 0,-1,9,1,-2,0,0
*SET,%_FNCNAME%(0,4,1), 0.0, -2, 0, -618.5, 0
*SET,%_FNCNAME%(0,5,1), 0.0,-3,0, 1,-2, 3, -1
*SET,%_FNCNAME%(0,6,1), 0.0, 99,0, 1,-3,0,0
! End of equation: -618.5*sin(20.106*{TIME}
1-->
FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2,1 I Aplicacéo do carregamento no nd
!*

,0,-1

!*

/GO

F,P51X,FZ, %CARGA01%

NSUBST,500,0,0 ! Ndmero de passos de carga
OUTRES,ERASE

OUTRES,ALL,ALL

ALPHAD,2.185 I Coeficiente de amortecimento
BETAD,0.00

TIME,1.0 ! Tempo de Anélise
TRNOPT,,,,,,HHT I Método de integracédo
TINTP,0.01

ISTATUS,SOLU

SOLVE

/POST26 I P6s-Processamento - Histérico de Deslocamentos
/UI,COLL,1

NUMVAR,200

SOLU,191,NCMIT

STORE,MERGE

FILLDATA,191,,,,1,1

REALVAR,191,191

1*

NSOL,2,1,U,Z, UZ 2 ' N6 1 na Direcédo z
STORE,MERGE

XVAR,1

PLVAR,2,
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