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Resumo

Uma abordagem é apresentada para verificar formalmente a corretude logica de ope-
radores algébricos implementados em hardware. O processo de verificagao é colocado
em paralelo ao fluxo convencional de projeto de hardware, permitindo a verificagao de
fragmentos da implementacdo do hardware tanto simultaneamente quanto apos todo
o processo de implementagao ser concluido, evitando assim atrasos no projeto do cir-
cuito. A ideia principal para atestar a corretude de uma implementacao em hardware é
comparar seu comportamento operacional com uma definicao formal de seu operador,
analisando assim sua equivaléncia funcional; isto é, se ambas defini¢oes, de hardware
e matematica, produzem os mesmos resultados quando fornecidas as mesmas entra-
das. A formalizagdo dessa comparagao é um desafio desta abordagem, ja que as provas
utilizadas para verificar a corretude e outras propriedades desses sistemas pode seguir
esquemas indutivos, que proveem de maneira natural quando se trata com defini¢oes
recursivas, usadas em linguagens de especificagao e ferramentas de formalizagdao. Ja que
Linguagens de Descri¢ao de Hardware descrevem circuitos/sistemas de maneira impera-
tiva, a abordagem se baseia na tradugao conservativa de comandos iterativos presentes
nessas linguagens em suas respectivas especificacoes recursivas. Esses esquemas de pro-
vas indutivas sao baseados em garantir pré e pés-condigoes, bem como a preservagao de
invariantes durante todos os passos da execucao recursiva, de acordo com a abordagem
da logica de Floyd-Hoare para verificagdo de procedimentos imperativos. A aplicabili-
dade da metodologia é ilustrada com um caso de estudo utilizando o assistente de prova
de ordem superior PVS para fornecer prova de correcao logica de uma implementagao
em FPGA do algoritmo para inversao de matrizes de Gauss-Jordan (GJ). Essas provas
em PVS sdo dadas em um estilo dedutivo baseado no Célculo de Gentzen, aproveitando
facilidades desse assistente, como tipos dependentes, indu¢ao na estrutura de tipos de
dados abstratos e, é claro, suas linguagens de especificagao e prova em logica de ordem
superior.

Palavras-chave: Verificagao Formal, Métodos Formais, Projeto de Hardware, Especi-
ficagao e Verificagdo Algébrica.
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Abstract

An approach is introduced to formally verify the logical correctness of hardware
implementations of algebraic operators. The formal verification process is placed side-
long the usual hardware design flow, allowing verification on fragments of the hardware
implementation either simultaneously or after the whole implementation process fin-
ished, avoiding in this way hardware development delays. The main idea to state the
correctness of a hardware implementation, is to compare its operational behavior with
a formal definition of the operator, analysing their functional equivalence; that is, if
both the hardware and the mathematical definition produce the same results when pro-
vided with the same entries. The formalization of this comparison is a challenge for
this approach, since the proofs used to verify soundness and other properties of these
systems might follow inductive schemata, that arise in a natural manner when dealing
with recursive definitions, used in specifications languages of formalization tools. Since
Hardware Description Languages describe circuits/systems in an imperative style, the
approach is based on a conservative translation of iterative commands into their cor-
responding recursive specifications. The inductive proof schemata are then based on
guaranteeing pre and post-conditions as well as the preservation of invariants during
all steps of the recursive execution according to the Floyd-Hoare’s logical approach for
verification of imperative procedures. The applicability of the methodology is illus-
trated with a case study using the higher-order proof assistant PVS by proving the
logical correction of an FPGA implementation of the Gauss-Jordan matrix inversion
algorithm (GJ). These PVS proofs are given in a Gentzen based deductive style taking
advantage of nice features of this proof assistant such as dependent types and induction
in the structure of abstract data types, and, of course, of its higher-order specification
and proof languages.

Keywords: Formal Verificafion, Formal Methods, Hardware Design, Algebraic Speci-
fication and Verification.
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Capitulo 1

Introducao

A complexidade e o tamanho dos sistemas computacionais para uso em diversas aplica-
¢Oes, criados tanto em software quanto em hardware, tem aumentado significativamente
a cada dia. Dentre tais aplicagoes, pode-se destacar aquelas ligadas a engenharia, que
utilizam varias operacOes algébricas para realizar suas fungdes e demandam grande
quantidade de recursos computacionais, como tempo de processamento e consumo de
memoéria. Visando uma maior eficiéncia para tais aplicagoes, se busca por abordagens
que provém melhor desempenho, permitindo o projeto de sistemas mais robustos, que
apresentem uma maior velocidade de execugao.

Uma alternativa para se melhorar o desempenho de uma aplicagao, relacionado a sua
velocidade de execugao, é sua implementacao em hardware, com o uso de dispositivos
eletronicos de proposito especifico e arquitetura fixa, os ASIC’s (Application-Specific
Integrated Circuits), ou com arquiteturas hibridas, que apresentam tanto caracteristicas
de software quanto de hardware, que é o caso dos dispositivos programaveis de propdsito
geral de arquitetura reconfiguravel, como Field Programmable Gate Arrays (FPGA’s).

Implementar diretamente um hardware especifico para uma funcionalidade faz que
sua velocidade de execuc¢ao seja muito maior que quando executada em um software.
Essa melhora se deve a eliminagao de um Processador de Propésito Geral (GPP), o que
reduz as comunicagoes entre registros para sua execug¢ao, pois nao é mais necessario
buscar instrugdes em memoria. Isso diminui a limitagao de desempenho produzida pela
grande quantidade de dados que necessita ser transmitida entre memoria e processador,
deixando-o ocioso, pois muitas vezes precisa aguardar operagoes de leitura/escrita destes
dados para continuar seu processamento. Tal limitagdo é conhecida como Gargalo de
Von Newman. Além disso, ndo sdo desperdi¢adas instrugoes extra de processamento
necessarias a um GPP e o paralelismo pode ser amplamente explorado.

1.1 Descricao do Problema

Assim, a utilizacdo de implementagbes em hardware consegue aumentar o desempe-
nho dos sistemas, resta deixé-los confidveis, ja que muitas vezes eles sao utilizados em
aplicacOes e ambientes criticos, cujas falhas podem levar a enormes perdas, financeiras
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e/ou humanas. Para isso, é necessario que tais sistemas sejam validados de maneira
sistematica, e ndo apenas por meio de simulacoes e testes. Isso porque ao aumentar o
espago de busca, aumenta-se a possibilidade de que erros sejam encontrados, e a valida-
¢ao de um sistema se dé ao conceber uma hipdtese para o que se deseja verificar e nao
haver refutacoes quando realizadas analises sobre ele. E neste contexto que se insere a
verificacao formal, que possibilita a comprovacao de que o sistema criado realmente sa-
tisfaz as propriedades logicas e funcionais que se propoe por meio de técnicas dedutivas
matematicas.

1.2 Objetivo e Contribuigoes

O objetivo geral deste trabalho é propor uma abordagem de verificagdo formal para
implementacoes em hardware de operadores algébricos e apresentar um caso de estudo
para atestar sua viabilidade e utilizacao.

A formalizagao proposta se da por meio de verificacido da equivaléncia funcional en-
tre a especificacao do hardware produzido para implementar algum operador algébrico
e a especificacao formal deste operador. Para isso, serd modelado o comportamento de
ambos e verificado, por meio de provas de lemas que os relacionem, que ao fornecer os
mesmos dados de entrada, os resultados produzidos sao equivalentes. Essa abordagem
objetiva fornecer certificados de garantia para o funcionamento légico de uma arquite-
tura, podendo ser realizado em paralelo ao seu desenvolvimento, evitando atrasos do
processo de projeto, bem como ao final de criagdo, validando o circuito e garantindo
sua confiabilidade.

1.2.1 Objetivos Especificos

e O uso de traducao entre definigoes imperativas e definigdes recursivas, sendo as
primeiras utilizadas para descrever hardware e as ultimas para linguagens funci-
onais de especificacao de assistentes de prova. Tais traducbes sdo essenciais para
prover meios de aplicar provas indutivas em funcoes baseadas em estruturas de
repeticao, bastante utilizadas em implementacgoes de hardware. Também analisa-
se 0 uso da Loégica de Floyd-Hoare para verificar a correcao de tais estruturas e
sua relacao com provas indutivas;

e O uso combinado do Calculo de Gentzen, esquemas de indugao estrutural e ele-
mentos da légica de ordem superior para modelagem:;

e A aplicac@o dessas técnicas em um caso de estudo que formaliza uma implemen-
tagdo em hardware reconfiguravel com FPGAs do algoritmo de Gauss-Jordan
para inversdo de matrizes com o assistente Prototype Verification System (PVS),
atestando sua equivaléncia funcional em relagdo a esse algoritmo e também a
viabilidade da abordagem proposta.



1.3 Organizacao do Trabalho

Para melhor entendimento do trabalho, inicialmente sdo apresentados conceitos basicos
de algebra linear e hardware reconfiguravel no Capitulo 2. Nele também sao aborda-
dos mecanismos de prova presentes no assistente de prova PVS, que é apresentado no
Capitulo 3. No Capitulo 4 é apresentada a abordagem proposta neste trabalho, junta-
mente com sua contextualizacao e trabalhos relacionados. Entao, um caso de estudo
¢é apresentado no Capitulo 5 para exemplificar seu uso. Por fim, o Capitulo 6 traz as
discussoes e propostas de trabalho futuro.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

Este capitulo introduz alguns conceitos basicos de algebra linear, arquiteturas de hard-
ware e mecanismos de prova, necessarios para se compreender a abordagem utilizada
para verificagdo de sistemas de hardware, bem como do caso de estudo apresentado.

2.1 Algebra Linear

Aqui sao tratados conceitos e operagoes basicas de dois elementos essenciais da algebra
linear: matrizes e sistemas de equagoes lineares (adaptados de Boldrini (1986)). Tam-
bém é apresentado o algoritmo de Gauss-Jordan para resolugao de sistemas lineares e
inversao de matrizes.

2.1.1 Matrizes e suas Operacgoes

Muito utilizada para solucao de problemas mateméticos e também como estrutura de
dados em computacdo, uma matriz A,,x, ¢ uma estrutura retangular com m linhas e
n colunas (dimensao da matriz) de elementos a;jj, onde 1 < i < m representa a i-ésima
linha e 1 < 5 < n a j-ésima coluna dessa matriz, dando assim a posicao do elemento
na estrutura (cf. Equagao 2.1).

a1 ai2 -0 Alp
a1 a22 e a2.n

Apmn — . _ (2.1)
am,1 Om,2 **° Qmn

Operacoes entre duas matrizes A, xn € Bmxn, como soma e subtracao, sao feitas
apenas pela aplicacao dessas operagoes a cada um de seus respectivos elementos, ou
seja, (A £ B);; = A;j £ B;;. Para estas operacoes basta que as matrizes tenham
a mesma dimensado. A multiplicacdo de matrizes, porém, exige que as dimensoes das
matrizes sejam tais que, para A, xn € Brx¢, onde n = r, formando a matriz AB,«;.
Isso porque a multiplicagdo de matrizes é bem definida da forma da Equacgéao 2.2.
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abi; = Z(Ai,k * By, ;) (2.2)
k=1

Exemplo 2.1.1 (Multiplicagdo de matrizes).

21 3 1 9 20 22
0 2 4 3 5| = 26 26
5 4 1 5 0 22 27
210 5 7

Quando se tem uma matriz A, xm|n = m, diz-se que é uma matriz quadrada, de-
notada por A,. Esse tipo de matriz possui propriedades e particularidades relevantes
para este trabalho, como a presenca de uma diagonal principal (DP), que é composta
pelos elementos a; j|i = j. A presenga da diagonal principal permite a particularizacao
de matrizes quadradas tais como:

Matriz Diagonal: onde todos os elementos que nao pertencem a diagonal prin-
cipal possuem valor zero;

Matriz Escalar: matriz diagonal onde todo elemento a;; = c;

Matriz Identidade: denotada por I,,, € uma matriz escalar onde ¢ = 1;

Matriz Triangular Superior: matriz onde todo A; ;|i > j = 0;

Matriz Triangular Inferior: matriz onde todo A; ;|i < j = 0;
Outra particularidade interessante de matrizes quadradas, é que elas podem possuir
sua inversa, ou seja, uma matriz A, ! tal que A 1. A, = A, - A1 = I, (cf. Exemplo

2.1.2). Tais matrizes sao ditas inversiveis ou ndao singulares.

Exemplo 2.1.2 (Matriz Inversa).

33 4 5 -1 3
Ag=12 0 1 A=t -3 2 = A3 A7'=1
6 2 4 1 3 3

Matrizes inversiveis tem grande aplicacao pratica no d&mbito da engenharia, eco-
nomia, geologia e outras areas. Isso faz com que métodos para encontrar a inversa
de uma matriz inversivel (inversao) sejam muito estudados, dentre eles, o método de
Gauss-Jordan, que serd visto na proxima segao.



2.1.2 Sistemas de Equacgoes Lineares

Muito utilizadas principalmente para resolver problemas de otimizacao, em engenharia
e outras areas, equacoes lineares sao aquelas que podem ser escritas da forma:

a1 *x1 +as k9 +az3*xx3+...+a,*xT, =c (2.3)

onde ay, a9, - - ay, n > 0, s@o os coeficientes de suas respectivas incognitas x1, s, - - - Tp,
e ¢ ¢ o termo independente da equagao (constante). Note que uma equagao linear pode
ser reescrita, sem prejuizo, como:

a1 *T1+ag*xrotaz*xr3+...+ap* T, +1x—c=0 (2.4)

Assim, um sistema de equacoes lineares pode ser representado como matrizes:

Amxn : Xn><1 - Cn><1 (25)

mxn41* Xntix1 =0 (2.6)

Sendo 2.3 e 2.4 respectivamente equivalentes a 2.5 e 2.6, onde A é a matriz que
contém os coeficientes, X as incognitas e C' os termos independentes das equagoes
A; - X = C; que formam o sistema. Do mesmo modo, A’ ¢ a matriz A estendida com
os termos independentes contidos em C' com incognitas X.

Um conjunto de equagoes lineares em que nenhuma delas pode ser obtida através
de combinagoes lineares das outras, isto é, através de operagoes de soma de uma delas
com produto de outra por um escalar, é dito linearmente independente. Sobre esses
conjuntos, é possivel aplicar operagoes elementares, ou seja, uma operagao elementar
que aplicada as linhas ou colunas de uma matriz, nao altera sua independéncia linear.
Essas operagoes podem ser:

e Troca de linhas: Dadas duas linhas k e [, transforma uma matriz A,,x, em
outra A/ ., onde:
Az‘,j Sei;ékeiyél
A;’j = AkJ Sei=1I
AlJ Sei=k

Exemplo 2.1.3 (Troca de linhas). Na matriz abaixo a linha de indice i = 1 ¢
trocada pela linha de indice ¢ = 3.

3740 549 3
|1 5 6 2 . |1 5 6 2
549 3 3740
[7 2 9 1 |7 2 91

e Multiplicagao de uma linha por um escalar diferente de zero: Dado uma
linha k£ e um escalar c|c # 0, transforma uma matriz A,,x, em outra A/

mXn
A = Ai,j Se i 7A k
W Ajjxe Sei=k

onde:



Exemplo 2.1.4 (Multiplicagao de linha por escalar diferente de zero). A primeira
linha é multiplicada pelo escalar 3.

1 0 4 3 3 0 12 9
1 5 4 2 . 1 5 4 2
6 1 9 3 6 1 9 3
72 31 7T 2 3 1

e Soma de uma linha pelo produto de outra linha por um escalar diferente
de zero: Dadas duas linhas k e [, e um escalar ¢, transforma uma matriz A,,xy,
em outra A’ onde:

mxn
A — Ai,j Se @ 7& k
by Ak,j + Al’j *C Sei=k

Exemplo 2.1.5 (Soma de uma linha pelo produto de outra linha por um escalar
diferente de zero). A terceira linha é somada ao produto da segunda linha por 3.

15 2 3 [1 5 2 3
2 0 3 4 . 2 0 3 4
51 4 6 11 1 13 18
{7281 |7 2 8 1

Quando uma matriz A,,x, pode ser obtida a partir de operacoes elementares a
partir de uma matriz By, xn, diz-se que A e B sdo linha-equivalentes. Como operagoes
elementares sdo utilizadas para resolver sistemas lineares (cf. 2.1.3), é importante ob-
servar que sua aplicagdo gera sistemas equivalentes, ou seja, que possuem exatamente
a mesma solucao, o que é dado pelo Teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.1 (Equivaléncia sob operagoes elementares). Sejam A e B matrizes linha-
equivalentes, os sistemas de equagdes lineares A- X =0 e B+ X = 0 tem exatamente a
mesma solugao.

Demonstra¢ao. A prova deste teorema é dada demonstrando que as operagoes elemen-
tares que transformam A em B néo alteram o conjunto de solugdes. Supondo que B
foi obtida de A pela aplicacdo de apenas uma operacdo elementar, tem-se:

1. Troca de linhas: Seja B o resultado de trocar as linhas i e k de A. Ao descrever
os sistemas como A- X =0 e B-X =0, a tnica diferenga observada entre os dois
serd que a equacgao representada pela i-ésima linha de A - X sera correspondente
& k-ésima linha de B - X, e vice-versa. Ou seja, as equacOes obtidas sdo as
mesmas, apenas organizadas de maneira diferente, o que produz o mesmo espago
de solugoes.



2. Multiplicagao de linha por escalar: Sendo B obtida de A pela multiplicacao
de um escalar k|k # 0 na i-ésima linha. Como as outras linhas nao sofreram
alteragoes, basta verificar a solucdo da i-ésima equacao produzida por B. Seja

[Ain Aig -+ Ain —Ci]
a i-ésima linha de A, a equagao resultante de A; - X é dada por

(a) zpxAjy+aox Ao+ -+, x Ay +1x-C; =0
Assim, a i-ésima linha de B é dada por

[k‘*A,L,l k?*ALQ ]{J*Az,n ]{3*—0@]
Produzindo como resultado de B; - X a equacao
(b) wyx (k*Ajn)+xa*x(kxAjo)+ - F+xp*x(kxAiy) +1x(kx—C;) =0

Que, por ser equivalente a (a) possui a mesma solugao que esta, o que mantém o
conjunto de solugoes do sistema.

3. Soma de uma linha pelo produto de outra por um escalar: Seja B obtida
de A pela soma da linha ¢ multiplicada pelo escalar k a linha [. Como as ou-
tras linhas nao sofreram alteracoes, basta verificar a solucao da Il-ésima equagao
produzida por B. Seja

[Aig A - A —Cf
a [-ésima linha de A, a equacédo resultante de A; - X é dada por

(@) z1x Ajp+xox Ao+ -+ A1, +1x-Cp =0
Assim, a [-ésima linha de B é dada por

[Al,l + k * Ai,l Al,l + k Ai,Q ce Alﬂ'k * Ai,n Cr+ k= _Cz]

Produzindo como resultado de B; - X a equacao
(b) X1 * (Al,l + k * Ai,l) + X9 * (Al,2 + kx Aijg) + Xy % (Ak,n + k * Az,n) =+
1x(Cp+kx—C;) =0

Que, por manter o espago de solucao, é equivalente a (a), o que mantém o conjunto
de solugoes do sistema.

O

Conjuntos de equagtes linearmente independentes, bem como suas operagoes ele-
mentares e propriedades podem ser utilizados para obter os valores das incoégnitas das
equagOes que os compdem, ou seja, para resolver o sistema linear.



2.1.3 Resolugao de Sistemas Lineares

Diversos métodos estao disponiveis para resolugao de sistemas lineares, trabalhando
de forma direta ou iterativa, com matrizes esparsas (matrizes com a maioria de seus
elementos iguais a zero) ou densas (matrizes com a maioria de seus elementos diferentes
de zero), cada um apresentando suas particularidades, vantagens e desvantagens Arias-
Garcia (2010). Dentre eles, destaca-se aqui o método de Gauss-Jordan:

O Método de Gauss-Jordan

Utilizado simplesmente para inversao de matrizes ou para resolver sistemas lineares, o
algoritmo de Gauss-Jordan (GJ) aparece como um dos mais simples, pois utiliza apenas
somas e multiplicagoes em sua execucao. Embora existam resultados tedéricos compu-
tacionalmente mais eficientes que este algoritmo, como Coppersmith and Winograd
(1987) e Strassen (1969) com complexidades de O(n?376) e O(n?87), respectivamente,
enquanto GJ possui complexidade O(n?), vantagens praticas relativas a execucido com
uso de outros algoritmos mais eficientes s6 sdo notadas ao se trabalhar com matrizes
muito grandes.

Para resolver um sistema linear, GJ organiza as equagbes em uma matriz de modo
que forme uma matriz quadrada estendida, onde a matriz quadrada é dada pelos coefici-
entes e suas incognitas e a coluna extra contém os termos independentes. Para inversao
de matrizes, GJ estende uma matriz A,, com sua identidade, criando uma matriz Al de
dimensoes n X 2n, e transformando-a uniformemente até que a parte originalmente con-
tendo A se torne na matriz identidade. Deste modo, como A - A~! = I, ao transformar
A na matriz identidade teremos IA~! como a nova matriz estendida.

Este algoritmo se divide basicamente em trés etapas, ap6s a matriz ser estendida:

e Triangulagao Superior: Esta fase possui dois passos auxiliares:

— Encontrar o Piv6: Consiste em encontrar o maior elemento de uma coluna
J nas i-ésimas linhas tais que j < i < n (cf. Algoritmo 2.1.1). Este processo
evita a propagacao de erros numéricos durante a execugao do algoritmo.

— Troca de Linhas: Troca a j-ésima linha da j-ésima coluna onde o pivo foi
encontrado pela linha que contém o pivé.

O processamento entao inicia-se escolhendo em cada coluna, da esquerda para
direita e a partir do elemento da diagonal principal, o pivd para esta coluna.
Troca-se entao a linha que contém o pivd desta coluna pela linha correspondente
ao elemento inicialmente na diagonal principal. E feito entdo um processo de
combinagoes lineares, utilizando fatores adequados, com a linha do pivo (agora a
i-ésima) para que todos os elementos j-ésima coluna que se encontrem abaixo da
i-ésima linha sejam iguais a zero. Neste passo do algoritmo, a escolha do pivo,
a troca de linhas e o processo de zerar parcialmente uma coluna se alternam (cf.



Algoritmo 2.1.2). Ao final desta execugao, a matriz estendida Al é transformada

numa matriz estendida A’I’, na qual A

!/

nxn ¢ Uma matriz triangular superior.

Algoritmo 2.1.1: (Busca_Pivo)

B W N =

9]

Entrada: m: matriz inversivel estendida de dimensao n x 2 x n;
j: coluna a verificar pivo tal que 0 > j < n;
Saida: k: indice da linha da matriz onde se encontra o pivd

k=j;

fori=j .. n-1do
if [mij]|>>[m]kjl| then
| k=i

return k

Algoritmo 2.1.2: Triang Superior

W N =

[= I

8

Entrada: m: matriz estendida de dimensao n x 2 * n.
Saida: Uma matriz estendida cuja primeira matriz quadrada é uma matriz
triangular superior.

for] =0.. n-2do
k = Busca_Pivo(m, 1);
if k # 1 then
L intercambia as linhas | e k da matriz ;
fori—=1+1.. n-1do
forj=1.. (n*2)-1do
i1
mfij] = mfi] - mLj] * EH
return m

Note que I},,.,, ndo é mais, necessariamente, a matriz identidade.

e Normalizagao: Cada linha da matriz é dividida pelo pivo, que agora se encontra
na posicao da diagonal principal da matriz A" de A'I’ (cf. Algoritmo 2.1.3). Ao
final, A'I’ é transformada em A”I”, onde A” é uma matriz triangular superior
cuja diagonal principal possui todos seus elementos iguais a um.

Algoritmo 2.1.3: Norm

1
2

3

4

Entrada: m: matriz estendida de dimensao n X 2 * n.
Saida: a matriz m com sua primeira matriz triangular normalizada.

fori=0..n-1do
for j=0.. (n*2)-1 do
o mlfij]
L Hl[l,J] 7Hl[1,1]7
return m

10



e Triangulagao Inferior: Iniciando na m-ésima linha e realizando seu processa-
mento até a primeira, um processo similar ao da triangulagao superior é efetuado,
de modo que todos elementos de uma j-ésima coluna nas i-ésimas linhas tais que
j > i > 0 se tornem iguais a zero, por meio de transformagoes lineares com a
j-ésima linha. Ao final, obtém-se a matriz estendida JA™!.

Algoritmo 2.1.4: Triang Inferior

Entrada: m: matriz triangular superior nao-singular normalizada estendida de
dimensao n x 2 x n.
Saida: a matriz m com sua primeira matriz quadrada transformada em matriz
triangular inferior.
1 fork =n-1.. 1do
2 fori =0 ... n-1 do
3 L forj =0 .. (n*2)-1 do

N

L m[17.]] - m[17.]] - m[k7.]] * m[i’k];

5 return m

Todo processo do algoritmo GJ é apresentado no Algoritmo 2.1.5.

Algoritmo 2.1.5: Algoritmo de Gauss-Jordan

Entrada: m: matriz inversivel estendida de dimensao n x 2 x n.
Saida: matriz m transformada em cuja primeira matriz quadrada é uma matriz
identidade e a segunda a inversa de m.
1 return Triang Inferior(Norm(Triang Superior(m)));

Mesmo apresentando grande complexidade computacional (O(n?)), GJ permite sua
facil implementagao em hardware, gragas ao uso de apenas operagoes simples em sua
execugao. Isso permite sua inser¢ao em diversos dispositivos de hardware que necessitam
de inversao de matrizes, podendo aumentar o desempenho de um sistema com um
hardware dedicado para esta operagao.

2.2 Arquiteturas Computacionais

Existem diversas técnicas para execugao de programas de computadores, cada uma
com suas particularidades e aplicagdoes em que melhor se adaptam. Uma coisa porém
é comum a todas elas: o objetivo de executar operacoes de maneira eficaz e eficiente.
Sao apresentados aqui alguns modelos organizacionais de computadores, em especial as
arquiteturas de von Neumann e os FPGAs.

2.2.1 Arquiteturas Classicas

Sendo a mais conhecida e tradicional forma de organizacao do hardware de um compu-
tador, a arquitetura de von Neumann propoe a execugao sequencial de programas por
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meio do uso de:

1. Uma memoria, que ird armazenar tanto os programas a serem executados quanto
os dados a serem processados;

2. Uma Unidade de Processamento Central (CPU), responséavel por toda parte de
aquisicao e processamento, que é dividida em:

(a) Unidade Logica e Aritmética (ALU): responséavel por operagoes bésicas de
processamento, como adi¢oes, multiplicagoes, AND, OR, NOT, etc.

(b) Unidade de Controle (CU): busca ordenadamente da memoéria as intrugoes
do programa a ser executado, as interpreta e executa;

(c¢) Registradores: memorias para armazenamento temporario de dados a pro-
cessar.

VIR P ——
1. Memobria 2.CPU

Dados &) LS

(b) CU

(c) Registradores

| o
[k

Figura 2.1: Estrutura da Arquitetura de von Neumann

Tal organizagao (c.f. Figura 2.1) permite que diversos programas sejam executados
em um mesmo processador, pois as instrugoes a serem executadas estdo armazenadas em
uma memoria externa ao modulo que efetivamente faz o processamento. Deste modo,
evita-se que um novo processador tenha que ser desenvolvido sempre que a tarefa a ser
cumprida se altere.

Outros modelos arquiteturais, como o de Harvard, que se assemelha ao de Von Neu-
mann, exceto por possuir memorias e barramentos diferentes para dados e instrugoes,
arquiteturas VLIW, que executam um grupo de instrugoes simultaneamente, proces-
sadores multicore, que possuem mais de uma CPU e varias outras sao utilizadas com
objetivo de aumentar o desempenho dos computadores. Uma das abordagens utilizadas
para melhorar desempenho é a hierarquias de memoérias, que divide a parte de armaze-
namento de dados e/ou programas geralmente em memorias cache, meméria principal
e secundéria, para melhorar o desempenho na execucao de programas. Essas memorias
se comunicam entre si, armazenam e trocam dados a serem repassados ao processador.
Quanto mais proximas ao processador, as memorias apresentam uma menor capacidade
de armazenamento e maior custo de producao, porém sua velocidade de acesso é muito
maior.
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Porém, mesmo com o uso de hierarquia de memorias, a comunicagao entre memo-
ria e processadores nao consegue ser feita de maneira a aproveitar totalmente o poder
de processamento da CPU. Isso ocorre por conta da grande quantidade de acesso &
memoria para operagoes de leitura/escrita necessarias quando da execugao de progra-
mas, causando o chamado Gargalo de von Neumann, pois a execugdao do processador
geralmente possui dependéncia de dados com essas operac¢oes na memoria.

Diversas solugoes tem sido propostas para eliminar o Gargalo de von Neumann,
como uso de processamento paralelo com pipeline e processadores multicore e hardware
dedicado para tarefas que demandam grande processamento para atividades especificas.
Embora nao haja consenso sobre qual a melhor maneira de eliminar o gargalo, diversas
pesquisas tem sido desenvolvidas para tal, inclusive combinando mais de uma destas
técnicas.

2.2.2 Hardware Dedicado

Com aumento no tamanho e complexidade dos sistemas que sao criados hoje, mesmo
as técnicas de processamento paralelo e uso de memorias cache nao tem sido suficientes
para evitar o Gargalo de von Neumann. Embora diversas abordagens, como o processa-
mento paralelo, possam obter melhor desempenho quando a aplicacao a ser executada
nao é conhecida no momento da criagao da CPU, hardware dedicados s@ao escolhas mais
adequadas quando uma tnica aplicagdo especifica precisa ser executada com melhor
desempenho possivel. Isso ocorre porque hardware dedicados evitam o overhead de
comunicagao com a memoria para busca de instrugoes e também o desperdicio de ele-
mentos da CPU que podem nunca ser usados, mas que sao necessirios para arquiteturas
de proposito geral, como as de von Neumann.

Existem basicamente duas abordagens para criagdo de hardware. A primeira é o
uso de uma arquitetura fixa, que prové um projeto que nao podera ser alterado quando
findada sua implementacao. A segunda é o uso de uma arquitetura reprogramaéavel, como
os FPGA’s (utilizados no caso de estudo abordado neste trabalho), que possibilitam o
reuso do circuito criado para abrigar novos projetos uma vez que aquele ali inserido
inicialmente precise de alteracdo, seja por ter se tornado obsoleto ou por conter erros
nao detectados durante seu projeto Scott Hauck and DeHon (2008).

FPGAs

Constituidos basicamente de blocos logicos, blocos de entrada/saida e interconexoes
programaveis, os Field Programmable Gate Arrays (FPGAs) (cf. Figura 2.2) sao dis-
positivos de hardware reconfiguraveis de propésito geral que possibilitam sua programa-
¢ao através de Linguagens de Descrigao de hardware (HDL). Essa programacao pode se
dar de maneira comportamental ou estrutural, fornecendo um nivel de abstragdo muito
maior ao projetista do que quando manipula-se diretamente conexdes e elementos fisi-
cos para a criagao de seu sistema. Com isso é possivel criar um circuito especifico para
determinada tarefa de maneira otimizada.
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A maioria das HDLs estao em um nivel de abstragao acima das conexoes fisicas, mas
abaixo da linguagem de méaquina (Assembler), embora algumas mais recentes, como o
SystemC, (uma extensao do C++) propoem extensoes de linguagens de alto nivel para
aumentar a flexibilidade e combinar vantagens de projetos em software e hardware,
como facilidade de projeto e velocidade de execugao. Especificamente para FPGAs,
duas grandes fabricantes, a Altera e a Xilinx, oferecem ferramentas que analisam c6digos
em C escritos para o processador Niosll e sugerem estruturas em HDL para aceleragao.
Sao elas, respectivamente, chamada C2H (C to hardware) e Vivado HLS (High Level
Synthesis). Porém, deve-se tomar cuidado ao utilizé-las, pois todas essas propostas
apresentam restri¢coes e regras que nao permitem uma liberdade total de programacao,
sob pena de sinteses incorretas.

Bloco de

entrada/saida— 5 . G Py DR D0

oo Loge IS
— 0 L L
=l LS JL L
=l L IL L L
==l LI L L

of O Od Ob o

ob bbb bb

Figura 2.2: Arquitetura tipica de um FPGA.

FPGA’s apresentam a propriedade de serem reconfiguraveis porque usam memorias
em seus blocos légicos para implementar funcoes, cujos resultados serao posteriormente
consultadas, sao as chamadas Lookup Tables (LUT’s) Vahid (2007). Estas memorias
possuem N linhas de enderego e podem portanto implementar funcées de N entradas.
Assim, os resultados pré-definidos de uma fungao sao armazenados e utilizadas apenas
para consulta do resultado dada uma entrada. O exemplo apresentado na Figura 2.3
mostra como sao dispostas fung¢oes logicas na memoria a ser consultada.

Um FPGA fornece uma velocidade muito maior quando comparado ao mesmo pro-
jeto concebido em software e executado em um GPP. Isso dado pelo fato de nao possuir
necessariamente uma execucao sequencial, o que permite a realiza¢ao de centenas a mi-
lhares de operagoes a cada ciclo Huffmire et al. (2010) e também porque o FPGA pode
ser configurado de forma a conter apenas as operagoes necessarias para a execuc¢ao do
procedimento nele implantado, enquanto um circuito de proposito geral com instrugoes
fixas necessita de todas as possiveis operacoes para qualquer estrutura de dados em seu
projeto Gokhale and Graham (2005). Outras vantagens observadas sdo o tempo e o
custo de produgao, que sdo bem inferiores se comparados aos da criagao de um ASIC.
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Figura 2.3: Implementagao de LUT’s: (a) tabela-verdade de uma fungao de duas entra-
das (NAND), (b) conteidos e conexdes da memoria que implementa a funcao descrita
em (a) (entradas a0 e al e saida D), (c) a saida produzida quando a entrada fornecida
€ "00", (d) tabela-verdade de duas funcoes diferentes (NAND e NOR) com as mesmas
entradas, (e) conteido da memoria que implementa as duas fungoes de (d) (entradas
a0 e al e saida D). Adaptada deVahid (2007).

E mesmo apresentando tanto as vantagens de software quanto as de hardware,
como facilidade de implementagao, desempenho e possibilidade de reuso do dispositivo,
os FPGA’s também possuem desvantagens, pois criar programas eficientes com tais
dispositivos é extremamente mais complexo, além de serem de cinco a 25 vezes inferiores
em area do circuito, atrasos e desempenho quando comparados aos ASICs Scott Hauck
and DeHon (2008). Sendo assim, seu uso ¢ mais recomendado quando s@o executadas
operagoes que trabalham com processamento de grande quantidade de dados, como
processamento de sinais e atividades afins.

Pode-se ver na Figura 2.4 os passos que segue o projeto de um FPGA. Inicia-se o
projeto pela especificacao do sistema, ou seja, o levantamento de todas as suas funcio-
nalidades, médulos necessarios, etc. A partir disso, o sistema é implementado em uma
HDL (ou mesmo um projeto esquematico) e entao ¢ testado para analisar seu compor-
tamento, ou seja, se os dados de saida produzidos sao os esperados quando fornecidas
certas entradas, juntamente com a verificagao formal, que por meio de mecanismos
logico-matematicos fornece um certificado de garantia do funcionamento do circuito.
Pode-se entao fazer a sintese do sistema para adapté-lo ao circuito no qual seré inse-
rido, outra rodada de testes e simulacoes é feita para validar esta etapa. Finalmente,
¢é feito o posicionamento e roteamento do sistema no dispositivo, que pode entao ser
testado quanto ao seu funcionamento.

Vale esclarecer aqui que, embora utilizado com sentido de teste no ambito do de-
senvolvimento de hardware, neste trabalho o termo verificacao seré utilizado exclusiva-
mente para denotar provas formais.
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Figura 2.4: Tipico Fluxo de Projeto de um FPGA adaptado de Hu (2012).
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2.3 Mecanismos de Prova

Mecanismos logico-matemaéticos sao utilizados para raciocinar sobre determinadas as-
sercoes e inferir resultados a partir delas. Assim, é bastante utilizada, por exemplo,
para andlise de correcao de programas de computadores, verificando se eles executam
suas fungoes corretamente. Nessa se¢do sao apresentados alguns conceitos basicos dos
mecanismos logicos que podem ser utilizados para verificacao da corregcao de programas,
o Célculo de Gentzen e a Logica de Floyd-Hoare, e também um ambiente computacional
para especificacao e prova de sistemas, o PVS.

2.3.1 Calculo de Gentzen

Calculo de Sequentes (ou Sistema de Gentzen - CS) é um conjunto de formalismos
introduzidos em 1935 por Gerhard Gentzen (matematico e logico alemao) para tratar
mais facilmente de raciocinios matematicos onde a deduc¢ao natural se mostrava muito
trabalhosa. Embora intuitivamente seja mais complicada que a dedugao natural, sua
simplicidade prética tem favorecido seu uso em diversos provadores de teoremas. Os
elementos bésicos deste calculo serao resumidos aqui, mas as provas de seus resultados
fogem ao escopo deste trabalho e podem ser vistos em Troelstra and Schwichtenberg

(2000).

Definigao 2.3.1 (Sequente). Um sequente é uma estrutura de afirmacao da forma
Y Fr A, onde ¥ é o conjunto de formulas antecedentes (lado esquerdo) e A o conjunto
de formulas consequentes (lado direito) do contexto I', logo, tem-se que a conjungao
das férmulas em ¥ implica na disjuncao das formulas em A.

Defini¢ao 2.3.2 (Prova). Em CS, uma prova é uma arvore rotulada com apenas uma
raiz, que é o objetivo da prova, onde cada n6 é um sequente e suas folhas sdo compostas
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apenas de axiomas. Cada no6 é conectado com aquele imediatamente sucessor a si de
acordo com uma das regras a esquerda, & direita ou regra de corte do céalculo. Cada
ramo da &rvore representa um caso ou uma subprova (prova parcial) da prova principal.
Assim, Lx denota a aplicagao da regra representada por x no lado esquerdo do sequente,
e Rx a aplicagao desta regra no lado direito do sequente.

As regras do CS sao descritas abaixo:

e Axiomas:

Abr A Lkr A=A
e Regra de Substituicao
s =1, 5[] F T[]
b
s=rE e ¢

Onde X[%] denota a substitui¢ao do termo r pela variavel y em .
e Regras Estruturais de Enfraquecimento (W) e Contragao (C):

Yhkr A Yk A

A A (LW) SIW| (RW)
m (LC) W (RC)

e Regras de Operadores Légicos:
i e
s ) W)
: FFEXL}AA% JIB’EF}BAFF . (1) ZE#FA 1: F—>BJ’31,XA (R—)
% (L3) ‘% (R3)
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Para as regras L3 e RV, y ¢ free(X,A) (y ndo é livre na conclusdo). E para as
regras LA e RV,i=0ou?=1.

Uma regra adicional deste sistema é a regra do corte, que permite, por meio do
compartilhamento de contexto de dois sequentes, onde em um deles uma formula é
antecedente e no outro tal férmula é consequente, a eliminagdo desta férmula sem
alteragao do resultado:

Skp AN Y Abp A
o5 Fp AN

(corte)

Cabe mencionar que, desconsiderando a regra de corte e os axiomas, CS trabalha
sempre com a inclus@o de conectivos logicos e quantificadores(—, A, V, —, 3, V) no ante-
cedente ou no consequente do sequente. Um resultado importante obtido por Gentzen
(1964) ¢é a eliminagao do corte, ou seja, qualquer prova feita com essa regra também
tem uma prova que nao a utiliza. Porém, a regra de corte facilita muito as dedugoes,
pois provas sem corte se tornam muito mais complexas.

Este calculo apresenta a particularidade de poder ser mecanizado de maneira sim-
ples, pois como contém apenas introducao de conectivos, é facil inferir qual regra
deve ser usada para se obter o que deseja, sendo bastante utilizado em provadores
(semi)automaticos de teoremas, como o PVS, apresentado na Segao 3. Assim, pode ser
utilizado para provar diversas propriedades matematicas e sobre programas de maneira
sistematica, como visto no Exemplo 2.3.1

Exemplo 2.3.1 (Existéncia de racional poténcia de irracionais). Neste exemplo serd
apresentada a obtengao da Lei do Terceiro Excluido (Law of Excluded Middle - LEM) e
seu uso na prova sobre existéncia de racionais que sao poténcias de irracionais, onde I ()
indica que x é um numero irracional. Vale lembrar também que x — 1 = —x, que sera
utilizado na introdugao da implicagao a direita na prova, e também que (\/ﬁﬂ)ﬁ =2,
ou seja, é racional, que seré utilizado como premissa.

Aol

1(v2") F1(va’
1(v2") F 127, L
- 12", -1(v2)
F 127 v e, ~1v2 )
F1(v27) v =12, 1v2) v -1(ve )

FI(vE?) v -I(vEYD)
As arvores de prova serao abreviadas como:

A,
v,
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Indicando que a prova A; conclui ¥;. Embora a conclusdo ¥; ja faca parte da
prova A;, seu resultado serd mantido na abreviacido para fins de facilitar a leitura e
entendimento ao usar tais abreviagdes. Assim, a prova apresentada é abreviada por:

Ag

+ I(\/iﬁ) v ﬂI(\/iﬂ)

Tem-se também como provas parciais:

Ali

(Az)
13 - 142

~1(v2"%), 12) F ~1(v2")
~1(v2"%), 1/2), IV2) - ~1(v/2"7)
12 1(

(LW)

(LW)

(R —)
VI FI(V2) - ~1(v2")

~I(V3) F I(V2) > 1(v2) = ~1(v2"7)
~I(v2) F 3y(I(V2) — I(y) — ~1(v2"))
(V2% b 3aTy(I(z) = I(y) = ~I(Y))

(R =)

(B3)
(R3)

AQ .
Premissa

V2yv3
HI((\@ ) 2) (W)

(LW)

%
B
ﬁ
%
=%
IR

1v2"%), (ﬂ“% 1(V2) = ~1((v2"*)V?)

12 F 1(v3") = 1(3) = ~1((v2)?)

12" F (/2% > 1) - -1((v27))
122 F ey(I(z) = I(y) — —~I(¥)

Produzindo:
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Ag:

Ay A,
) B300) ) o 1) T3 Sae) > 1) 1) )
1(v2"%) v -1(v2"%) b 3a3y(1(2) — 1(y) — ~I(«?) (1)
E, finalmente:
Ao Aq
BT I I ) 1) 1) (corte)

F 323y(I(z) — I(y) — —I(zY)

2.3.2 Esquemas Indutivos

Muitas vezes, o Célculo de Gentzen e outros podem ser associados a esquemas indutivos
de prova para complementa-los e permitir provas mais sofisticadas. Assim como ocorre
na indu¢do matematica, utilizada para provar uma dada propriedade sobre os niimeros
naturais, provas devem ser fornecidas para um caso inicial (Base de Indugao - B.I.) e
que o processo que leva de um caso anterior ao proximo é valido (Passo Indutivo - PI)
se o caso anterior for valido (Hipotese de Indugao - H.I.).

A indugao estrutural sobre estruturas em que se deseja verificar propriedades é um
esquema, frequentemente utilizado, onde tais estruturas devem ser definidas de maneira
recursiva ou tendo uma ordem definida sobre seus elementos. Quando se pretende provar
alguma propriedade P sobre um estrutura x, deve-se provar que P vale para todo x
minimal, consistindo na base indutiva da prova, e também provar que, assumindo-se
que P vale para todas subestruturas de x, P vale para x nao minimal, ou seja, o passo
indutivo.

Exemplo 2.3.2. Tome como exemplo a estrutura lista construida usualmente com os
construtores lista vazia denotada usualmente como nil ou [] e concatenagao denotado
como cons ou -. A partir da lista nil, o construtor cons concatena elementos de um tipo
dado T para construir listas de tipo list[T], usualmente abreviado como c - [, onde - é
o construtor que concatena elementos ¢ de tipo T' em listas | compostas de elementos
com tipo T'. A indugao estrutural dessa estrutura segue um esquema do tipo:

Base de Indugao: P([])
Passo Indutivo: Se P(l) entao P(c- 1)
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Supondo que seja aplicado um algoritmo de ordenagao SortList sobre uma lista [.
Ao verificar se a lista resultante é ordenada através da propriedade Sorted?(l), com CS
deve-se obter a prova de que Sorted?(SortList(l)) da seguinte maneira:

=], b Sorted?(SortList([])) 1=c-l, Sorted?(SortList(l')) b Sorted?(SortList(c-1))
F Vi : Sorted?(SortList(l))

(indugao)

Como a prova da propriedade Sorted? sobre SortList depende das defini¢Ges de
ambos e estas fogem ao escopo deste trabalho, ela ndo seré apresentada aqui. A intensao
deste exemplo é ilustrar a utilizagao de indugao estrutural em estruturas bem conhecidas
associada ao CS.

Existem porém, algoritmos cuja estrutura demanda uso de técnicas auxiliares para
sua verificagdo. Este é o caso dos programas imperativos apresentados a seguir.

2.3.3 Logica de Floyd-Hoare

Ja é, ha muito tempo, conhecido que paradigmas de programacao imperativos e recur-
sivos possuem mesmo poder de expressao computacional. No entanto, provas relativas
& defini¢Oes recursivas sao facilmente derivadas com inducao, enquanto defini¢cbes impe-
rativas necessitam de mecanismos extras para tais raciocinios. A logica de Floyd-Hoare
(cf. Floyd (1967) and Hoare (1969)) vem como mecanismo para facilitar essa tarefa,
propondo meios de tratar da correcao de programas com lagos de repetigao.

O aspecto principal dessa tecnologia é o uso de uma tripla {P} C {Q} (Tripla
de Hoare), onde {P} & uma pré-condicao associada ao comando C, e {Q} & sua pos-
condicao. Percebe-se, assim, que a correcao fornecida até aqui é apenas parcial, pois
envolve a anélise de apenas um comando. Para toda execucao de lacos de repeticao, a
correcao se da com a aplicagao da regra de iteracao desta logica associada a indugao.
Essa regra, juntamente com as demais para tratar das condigoes sobre os comandos sao
dadas como:

e Axioma de Atribuigao: Qualquer variavel E anteriormente verdadeira para o
lado direito da atribui¢ao mantém seu predicado ap6s uma atribuicao:

{PlE/z]} @ := E {P}

e Regra de Consequéncia: Quando um comando Q tem uma pré-condigao {P}
e uma pos-condigdo {R}, e uma condigdo {S} pode ser inferida de {R}, entdo
{8} também ¢é pos-condigao de Q:

(P} Q, {R}, {S} C{R}
{P} 2{s}
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E também, se a pré-condigao {P} pode ser inferida de outra {S}, {S} também ¢
pré-condicéao do comando:

{(PyQ, {R}, {P} C{S}
{s} 2 {R}

Regra de Composigao: Quando dois comandos S e T s@o executados sequen-
cialmente, e nesta ordem (5;7), ao se ter uma condigao intermediaria {Q} que ¢é
pos-condigao de S e pré-condigao de T, as pré-condigoes {P} de S e pods-condigdes
{R} de T se mantém apods a execucao de ambos:

{Pys, T{R}
{P}&; T {R}

Regra de Iteragao: Ao tratar de iteragdes, uma condigdo, chamada invariante
iterativo ou loop invariant, deve valer antes, durante, e também apos a execucao
de um laco de repeticdo. Além do invariante, a condicao de execucao do lago deve
valer antes e durante a execugao, porém precisa parad-la quando assumir valor
falso:
{P}ANB S {P}
{P} (while B do 8) =B A {P}

Essa regra é muito importante e permite a comparacao e traducdo de defini¢oes
imperativas em recursivas, como serd abordado durante o préximo capitulo para
uso no assistente de provas PVS.

Para ilustrar o uso da regra de iteragao, tome como exemplo o Algoritmo 2.3.1 para

calculo de fatorial:

Algoritmo 2.3.1: Fatorial com lago while

[ N R

(=]

Entrada: n: natural
Saida: i: natural
natural result = 1;
natural ¢ = n;

while = 0 do

result = result * 1;
1=1i—1;

return result;

Este algoritmo é simples e, como as condi¢Oes a serem verificadas previamente ao

laco sao apenas referentes a comandos de atribuicao, o invariante da regra de itera-
¢do contempla totalmente a correcao do algoritmo. Para simplificar a notagao, cada
execugao parcial do algoritmo sera analisado pelo invariante dado por Z(k,v), onde k
representa a k-ésima iteracao do lago e n é o parametro para anélise do invariante. A
condigao final sera dada por P(e,n), sendo e a altima iteragao do lago.
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Vale notar que, nem sempre os pardmetros para ultima iteracao e de anélise do
invariante serdo os mesmos, nesse algoritmo, porém, Z(n,n) = P(n,n). Assim, basta
provar o invariante:

n!
(n—k)!

A corregao do algoritmo é dada de forma indutiva sobre o pardmetro de iteragao
do invariante, ou seja, por meio do uso da regra de iteracao e deve-se provar a base

Z(k,n) = i=n—k A result=

indutiva:

Z(0,n) = i=n—0 A result=

(n—0)!

Que ¢é trivial, e o passo indutivo:

Se para todo k|k < n Z(k,n) vale, entao Z(k + 1,n) vale

n!
Como Z(k+ 1,n = i=n—(k+1) A result=-——--———, tem-
( ) ( ) (n—(k+1))!
se trivialmente a primeira parte da conjungao e, como result = result x i e por H.I.
n!
i =n—k e result = ———, obtem-se
(n— k)
; n! i n! i n!
esult = — x (n — = % (n — I A
" S Sl ey sy oy pry s Sl Ul prpy g 3
A prova da condigdo P(n,n) é consequéncia direta dessa prova, pois i =n—n =0
| |
eresult = —v =1 _ n!, provando assim a correcido do algoritmo.
(n—n)! 0!
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Capitulo 3

O Assistente PVS

Dentre diversos ambientes de especificagao e formalizagao, foi escolhido o PVS. Neste
estdao incluidas uma linguagem de especificacao funcional com um sistema de tipos
elaborados que permite polimorfismo, subtipagem e tipos dependentes, e uma linguagem
de prova baseada no calculo de sequentes de Gentzen. Seu sistema dedutivo utiliza
a abordagem de ordem superior, o que permite uma seméntica mais forte, como o
uso de fungbes como parametros para outras fungoes. Também estao presentes neste
assistente um analisador 1éxico, um checador de tipos, bibliotecas de especificacao e
véarias ferramentas de navegagao, fornecendo um ambiente integrado para especificagao
e desenvolvimento de provas formais Owre et al. (2001).

Este capitulo explora algumas particularidades desse assistente, como suas lingua-
gens de especificagao e prova. Além disso, é apresentada uma maneira de lidar recursi-
vamente com defini¢bes imperativas e suas provas.

3.1 Linguagem de Especificagao

A linguagem de especificagdo do sistema Owre et al. (1999), mesmo néo possuindo
diversos recursos das linguagens de programacao mais comuns, como lacos de repeticao
e estruturas de dados sofisticadas, possibilita expressar sistemas baseados em fungoes
de forma robusta e simplificada por ser uma linguagem funcional que possui diversos
elementos para tal.

Quanto aos elementos da linguagem, além dos tipos primitivos ja presentes na lin-
guagem, como inteiros, naturais, booleanos, reais e etc, é possivel a declaragao de tipos
abstratos e mais complexos, através de parametrizagoes e subtipagem, o que fornece
uma grande flexibilidade para especificar os mais diversos tipos que podem ser abs-
traidos de definigbes matematicas, das linguagens de programacao ou de descricao de
hardware. Deste modo, é possivel criar tipos que apresentam restricoes em sua estru-
tura e podem assim representar mais fielmente elementos implementados em hardware.
Esses tipos mantém essas caracteristicas e impedem o uso de argumentos incorretos
durante a execugao. Como mostrado no Exemplo 3.1.1:
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Exemplo 3.1.1 (Restrigao de tipos para denominador de fragoes). Ao se trabalhar
com fragoes, é importante restringir o denominador para que este nao seja igual a zero.
Assim, ao trabalhar com func¢ées que tenham operacées do tipo:

a
a—>b

supondo que a seja um natural, pode-se definir o tipo do elemento b como
b: TYPE = {x : nat|x/ = a}

evitando assim uma divisdo por 0, que é indefinida. O tipo b entdao é dependente do
tipo a, que pode ser um natural qualquer.

Sobre os tipos primitivos da linguagem, como naturais, naturais positivos e também
sobre tipos definidos no preladio do PVS, ja existe uma ampla gama de lemas com suas
respectivas provas acerca de suas propriedades algébricas e estruturais (também no
preludio do PVS), como os relacionados a divisdo de naturais (divis@o inteira e resto),
propriedades de fungoes e inequagdes, concatenacao, eliminacao e inclusao de elementos
de listas e sequéncias, etc. Tais lemas facilitam muito a formalizacao de problemas que
utilizam tais estruturas, pois ndo é necessario refazer as provas, apenas utiliza-las.

A linguagem também dispoe de um construtor para fungoes, recursivas ou nao, que
devem receber argumentos de determinado tipo e seu resultado se dara do tipo especifi-
cado para a funcao. Quando definidas funcées recursivas, é compulsoério o uso da fungao
MEASURE ao seu final sobre seus parametros, sendo utilizada entdo para demonstrar a
terminagao da fungdo. Ao usar uma fungao de insergdo, como dada no Exemplo 3.1.2
para que se possa verificar a ordenacdo de uma lista, como visto no Exemplo 2.3.2,
a medida que se deve verificar (o tamanho da lista) precisa ser decrementada a cada
chamada recursiva.

Também dessas fungoes, pode-se utilizar as expressoes suportadas pela linguagem,
sendo elas booleanas, condicionais do tipo if-then-else ou case, registros, conjuntos,
tuplas, expressoes numéricas e outras. Logo, esta linguagem é bastante expressiva e
adequada para especificacao de sistemas de hardware. Quando se tratando de con-
dicionais, embora tais comandos nao estejam presentes na légica classica, estes estao
presentes na linguagem de especificagdo do PVS. Assim, sua seméantica deve ser obser-
vada cuidadosamente, pois essas estruturas sao analisadas e utilizadas frequentemente
durante as provas. Um condicional do tipo if-then-else é interpretado como:

if A then B else C = A—-BAN-A—=C

Onde ¢ = 9 denota que ¢ e ¥ sao logicamente equivalentes, ou seja, que qualquer
interpretacao é verdadeira em ¢ se e somente se é verdadeira em 1. O uso desse
condicionais também pode ser vista no Exemplo 3.1.2.

Exemplo 3.1.2 (Ordenacao de listas por inser¢ao).
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insert (x, 1): RECURSIVE list[nat] =
IF null?(1) THEN

cons (x,null)

ELSIF x<= car(l) THEN

cons(x,1)

ELSE cons(car(l), insert(x,cdr(l)))
ENDIF

MEASURE length(1)

insertion_sort(1l): RECURSIVE list[nat] =
IF null?(1) THEN

null

ELSE

insert(car(l), insertion_sort(cdr(l)))
ENDIF

MEASURE length(1)

O conjunto de declaragoes de tipos, fungoes, constantes, variaveis e lemas a serem
provados constitui uma teoria, que pode também importar outras teorias, provenientes
do preludio do PVS ou de diversas bibliotecas ja criadas e disponibilizadas com diversos
resultados acerca de diferentes estruturas a fim de utilizar seus elementos e/ou lemas
nela provados. Uma ou mais teorias relacionadas formam entdo uma especificagao.

Quando terminada a especificacao desejada, é feita uma checagem de tipos antes
de se iniciarem efetivamente as provas. Tal checagem é necessaria para verificar se os
pardmetros passados na especificacao atendem ao tipo que ele deve ter para que as
provas se completem. Sao geradas entao Condigoes de Checagem de Tipo (TCC’s), que
tem sua maioria automaticamente verificados pelo sistema do PVS, outros necessitam
de prova explicita, que deve ser feita como qualquer outra prova de lema a ser verificado.
Pode-se entao passar para a fase prova dos lemas especificados.

3.2 Linguagem de Prova - As Regras e os Comandos do
PVS

PVS apresenta um sequente como uma conjungao de férmulas antecedentes (ou premis-
sas) precedidas de uma numeracao negativa inferindo a disjungao das féormulas conse-
quentes (ou conclusoes), que aparecem precedidas de numeragao positiva. Vale salien-
tar que cada férmula antecedente pode ser lida como a negacao desta em uma férmula
consequente e vice-versa. O Exemplo 3.2.1 mostra o formato como um sequente se
apresenta:

Exemplo 3.2.1 (Um sequente em PVS).
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IJz>1
2]y >2
‘ __________

As provas se iniciam com o sequente do resultado final a ser provado, aplicando
comandos de prova equivalentes as regras do CS com objetivo de chegar a um sequente
onde se possa aplicar uma regra axiomatica. Isso ocorre em cinco tipos de sequentes:

1. Uma férmula antecedente coincide com uma férmula consequente, como em:

[l z=1+2

2. Uma premissa ¢é trivialmente falsa, como em:

[-1] 1 >3

3. Duas ou mais premissas se contradizem, como em:

[-1] z > 3
[-2] z < 1

4. Uma conclusao é trivialmente verdadeira, como em:
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1] 14+2>2

5. Um subconjunto de féormulas consequentes engloba todas as possibilidades para
um dado elemento, como em:

Como sao utilizadas regras do calculo de sequentes, o PVS possui essas regras com
nomes especificos Shankar et al. (1999), bem como particularizagoes destes e alguns
outros comandos mais fortes que agrupam varias regras em apenas uma. As arvores de
prova produzidas sao geradas de maneira inversa daquelas no CS. Assim, é como se as
regras fossem aplicadas “de baixo para cima”, e sua leitura deve ser feita ao contrario.

Seguem os principais comandos utilizados, sua utilidade e relagdo com as regras do

CS:

e typepred - Regra de abstragao de tipo que insere uma férmula antecedente deter-
minando o tipo de um elemento no contexto em que a prova se insere. Esta regra
nao aparece no CS, sempre que a linguagem da logica classica é monossortida.
Mas na linguagem de especificacao de PVS, temos objetos com diferentes tipos.
Assim, em qualquer momento/ponto de uma prova, pode ser invocado o tipo de
uma expressao utilizada nos sequentes.

Exemplo 3.2.2. Considere novamente o exemplo de ordenagao 2.3.2. Na rama
da prova por indugao estrutural, pode ser incluido o tipo das listas como segue,
supondo o tipo dos objetos nas listas é T

l=c-lU, Sorted?(SortList(l')) = Sorted?(SortList(c-1"))
1: List[T], l =c-1l', Sorted?(SortList(l")) - Sorted?(SortList(c-1"))

(typepred 1)
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e induct e MEASURE-induct - Iniciam uma prova por indugao natural para o pri-
meiro e por indugao estrutural no segundo, fornecendo a hipo6tese, no termo indi-
cado. Esse tltimo permite que seja escolhido o termo em que uma medida deve ser
aplicada, além de gerar ramos extras que representam TCC’s a serem verificados.
Nem sempre a prova se divide automaticamente em caso base e passo indutivo,
sendo necessario o comando case, visto adiante, para fornecer essa divisao.

Exemplo 3.2.3. Ainda considerando o Exemplo 2.3.2, o esquema indutivo de

prova em PVS é dado pela H.I.:

FORALL (17):
length(1l’) < length(l) IMPLIES
Sorted?(SortList(1’))

Ou seja:

F (1) : Sorted?(SortList(l)) §
V(') : legth(l") < legth(l) — Sorted?(SortList(l")) = Sorted?SortList(l)

Onde * é 0 comando MEASURE-induct "length(1)"1l

e lift-if - As vezes resultados de condicionais sdo utilizados em atribuicoes, com-
paracoes, etc. Quando isso ocorre, é necessirio que todas essas manipulacoes
extras com o resultado do condicional fiquem internas a ele, para que a semantica
apresentada na Segdo anterior possa ser aplicada. Este comando faz exatamente
isso, possibilitando que a condigao verificada fique mais externa na férmula tra-
tada. O Exemplo ilustra sua aplicagao.

Exemplo 3.2.4 (Apicagao do comando 1ift-if). Ao verificar o incremento em
1 do tamanho de uma lista ao usar a fungao insert do Exemplo 3.1.2, ou seja:

length(insert(x, x!1)) = 1 + length(x!1)
Esta funcao é expandida, ou seja, sua definicdo substitui seu nome, dando:

IF null?(x!'1) THEN
length(cons(x, null))
ELSE
IF x <= car(x!1) THEN
length(cons(x, x!1))
ELSE
length(cons(car(x!1), insert(x, cdr(x!1))))
ENDIF
ENDIF
= 1 + length(x!1)
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Ao utilizar o comando 1ift-if, essa formula passa a ter a atribuicao final interna
ao condicional:

IF null?(x!1) THEN

length(cons(x, null)) = 1 + length(x!1)

ELSE

IF x <= car(x!1) THEN

length(cons(x, x!1)) = 1 + length(x!1)
ELSE
length(cons(car(x!1), insert(x, cdr(x!1)))) = 1 + length(x!1)
ENDIF

ENDIF

hide - Oculta férmulas antecedentes desnecessérias para a prova do consequente
desejado, bastando passar a numeracao referente as formulas que nao se deseja
utilizar. E equivalente as regras de enfraquecimento do calculo de Gentzen (LW,
RW) observando-se a inversdo da leitura mencionada anteriormente, e é dada
por:

I;l_iA (hide) onde I" CT e/ou A’ C A
I+ A
case - Regra que divide a prova em dois casos, um em que alguma suposigao,
exemplificada no exemplo abaixo como A vale e outro em que esta nao vale. Deste
modo, esse comando esté relacionado a regra corte de CS, pois esta parte de dois
sequentes com mesmo consequente, um onde uma férmula do antecedente vale e
outro em que esta nao vale, para concluir um novo sequente sem essa férmula no
antecedente. Para este comando tem-se:

S p A
S AFr A S —AFr A

(case)

ou ainda

S r A
S AFr A SFprAA

(case)

Ou seja, se acrescentada uma suposi¢do que, tanto verdadeira como falsa, nao
altera o resultado, tal suposigao pode ser eliminada.

Exemplo 3.2.5. Tomando a H.I. obtida pelo comando MEASURE-induct no Exem-
plo 3.1.2, a divisao em caso base e passo indutivo se da ao introduzir o comando
case para verificar listas vazias, ou seja:

V(') : legth(l") < legth(l) — Sorted?(SortList(l')) F Sorted?SortList(l)
Ay A

*
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Onde

{ * : case “l = nil”

Ay L=,V : legth(l') < legth(l) — Sorted?(SortList(l')) - Sorted?SortList(l)

Ao: I=c-U' V(') :legth(l') < legth(l) — Sorted?(SortList(l')) = Sorted?SortList(l)
lemma - Permite a chamada de lemas ja provados para utiliza-los como antece-
dentes através de sua instanciacao com os parametros corretos. Este comando se
assemelha ao case, também se relaciona com a regra de corte de Gentzen. A
diferenca entre eles estd no fato de o lema invocado ja ter sido provado, ou seja,
o segundo ramo gerado pelo case nao é mais necessario.

split - Como comandos if-then-else sao semanticamente interpretados como
descrito anteriormente, é necessario que duas provas diferentes sejam produzidas
quando estes estao presentes no consequente, ja que se trata de uma conjungao
de resultados, como na regra RA de CS. Outra situagdo em que duas provas
também sao necessarias é quando ha uma disjungao no antecedente, pois a prova
da conclusao se dard apenas se ambos elementos das premissas sao verdadeiros,
como na regra LV. Este comando faz exatamente essa divisao da prova em seus
devidos casos, e como a implicacao é equivalente ao uso da negacao e disjuncao
(A— B = —AV B), esta regra também ¢é utilizada quando h4 uma implicagao
no antecedente, sendo comparada & regra L — em CS. Assim, este comando é
aplicado da seguinte maneira:

Y+ if A then B else CA

SF A B -4 - CA (SPHY)
ou
S - AABA .
> F AA ST BA (PLit)
ou
S AVB - CA (ep1it)
S, A F CA >, B F CA P
ou
DASBEA

SFr A A 2. BFrA

flatten - Quando h& uma conjuncao no antecedente, a prova pode ser simplifi-
cada tal que os dois elementos dessa conjunc¢ao se tornem antecedentes indepen-
dentes, pois para a conjuncao ser verdadeira, ambos deverao também ser verda-
deiros. Isso é equivalente a regra LA de CS. De maneira semelhante, quando héa
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uma disjuncao no sucedente, como é necessario provar como verdadeira apenas
uma das férmulas do sucedente e para a conjuncao ser verdadeira basta que um
de seus elementos o seja, tais elementos podem ser colocados como conclusoes
separadas, como é dado na regra RV de CS. Além disso, de maneira similar ao
que ocorre com implicagoes vistas para o comando split, estas também podem
ser vistas aqui como disjungoes com negagoes, e quando no sucedente também se
relacionam com a regra R F. A aplicagdo deste comando entao se da assim:

Y, if A then Belse CH A

S, A—>BA—-CFA (flatten)
ou
% (flatten)
ou
%ﬂ& (flatten)
ou
StrA— BA
S AfFp B, A (flatten)

e prop - Este comando é utilizado para simplificagbes proposicionais, tais como
aquelas realizadas pelos comandos split e flatten, porém, é um comando muito
mais forte, que tenta fazer todas as simplificagoes possiveis de uma Unica vez;

e skosimp - Realiza o processo de skolemizacao, ou seja, elimina quantificadores
universais (quando no consequente) e existenciais (quando no antecedente) for-
necendo uma testemunha (variavel) da existencialidade ou da universalidade de
uma variavel arbitraria, e renomeando-a para evitar colisoes e capturas indeseja-
das. Sua variante, o skeep, mantém o mesmo nome das varidveis quando possivel.
Estes comandos sdo equivalente as regras de introducao do quantificador universal
a direita e do quantificador existencial & esquerda do sistema de Gentzen:

by l_F A,V(I}A ( skee )
Shr A, Alz/y] P
ou
drxA, X Fp A
—A[;U/y],Z oA (skeep +)
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e inst - Realiza a instancia¢do de quantificadores universais (quando no antece-
dente) e existenciais (quando no consequente) para sua eliminagao, onde podemos
entdo trabalhar com o valor instanciado. E equivalente as regras de introducéo
do quantificador universal & esquerda e do existencial & direita do sistema de

Gentzen:
VHTA, x I—F A .
_— t
A/ S A st )
ou
oA S A
i _
Alz/yl, X Fr A

e replace - Substitui igualdades entre as formulas, ou seja, encontra as ocorréncias
de determinado elemento e substitui pela sua igualdade apresentada em férmula
antecedente. E equivalente & regra de substituicao:

s=t X
; (replace)

JFT
s = JFT

EACICE)

e assert - Este comando, relacionado as regras axiomaéticas de CS, realiza au-
tomaticamente procedimentos proposicionais e aritméticos a fim de fechar uma
prova ao se dar conta de casos basicos, ou seja, um dos cinco casos apresentados
inicialmente nesta Secao.

Juntamente com suas linguagens de especificagao e prova, PVS também possui um
ambiente para representacao grafica das provas geradas. KEssas sao ilustradas como
arvores, onde cada sequente é um vértice representado por F e os comandos de prova
rotulam as arestas que ligam um sequente anterior ao proximo.

Essas arvores permitem um melhor entendimento das provas durante sua execugao,
pois a visualizacao dos comandos e sequentes possibilitam uma visao mais intuitiva das
provas. Veja por exemplo, a utilizagao do PVS com a representagao gréafica da arvore
de prova para o Exemplo 2.3.1 no Exemplo 3.2.6.

Exemplo 3.2.6 (Exiséncia de racional poténcia de irracionais em PVS). Em PVS, a
prova para o Exemplo 2.3.1 se segue a partir do sequente inicial que indica a propriedade
final a ser provada, ou seja:

rat_pot_irrat: LEMMA
EXISTS (x,y: real):
NOT rational?(x) IMPLIES
NOT rational?(y) IMPLIES
rational?(expt(x,y))
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Assim, como a ultima regra aplicada para a prova com CS foi a regra de corte, o
comando referente a esta regra, ou seja case, deve ser o primeiro a ser utilizado, e dois
ramos entao serao gerados, como pode ser visto na Figura 3.1.

Apos aplicar o comando (case "rational?(expt(SQRT(2),SQRT(2))) or not ra-
tional?(expt (SQRT(2),SQRT(2)))"), onde expt(x,y) denota x¥, o primeiro ramo é
iniciado pelo sequente [1], resultado da subprova Ag do referido exemplo:

{-1} rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2))) OR
NOT rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2)))

[1]  EXISTS (x, y: real):
NOT rational?(x) IMPLIES
NOT rational?(y) IMPLIES rational?(expt(x, y))

Assim, como a tltima regra utilizada nesta subprova foi L V, o comando de prova
a ser utilizado neste momento é o split, que dividira este ramo em dois outros, sendo
o primeiro deles iniciado pelo sequente [1.1]| descrito abaixo e equivale & subprova A;:

{-1} rational?(expt(SQRT(2), expt(2)))

[1]  EXISTS (x, y: real):
NOT rational?(x) IMPLIES
NOT rational?(y) IMPLIES rational?(expt(x, y))

Para esta subprova, deve-se entao fornecer as testemunhas que garantem a exis-
tencialidade dos x e y da conclus@o. A instanciacdo é feita com o comando (inst 1
"SQRT(2)SQRT(2))"), sendo equivalente & R3 e gerando o sequente:

[-1] rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2)))

{1} NOT rational?(SQRT(2)) IMPLIES
NOT rational?(SQRT(2)) IMPLIES
rational? (expt (SQRT(2), SQRT(2)))

Este sequente entao possui implicagdo no consequente, e ao utilizar o comando
flatten, equivalente & regra R—, a premissa da implicagao sera adicionada as regras
do antecedente, como visto anteriormente. Assim, a féormula [-1] sera igual a formula
{1}, gerando um sequente axiomatico do tipo 1 visto anteriormente e completando a
prova deste ramo.

O ramo [1.2| é referente & subprova Ay, sendo iniciado pelo sequente:

{1} rational?(expt(SQRT(2),SQRT(2)))
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[2]  EXISTS (x, y: real):
NOT rational?(x) IMPLIES
NOT rational?(y) IMPLIES
rational? (expt(x, y))

Esta subprova utiliza como premissa que expt (expt (SQRT(2), SQRT(2)), SQRT(2))
= 2, entdo é chamado um axioma auxiliar que indica isso para dar prosseguimento &
prova, produzindo o sequente:

{-1} expt(expt(SQRT(2), SQRT(2)), SQRT(2)) = 2

[1] rational?(SQRT(2))

[2]  EXISTS (x, y: real):
NOT rational?(x) IMPLIES
NOT rational?(y) IMPLIES
rational? (expt(x, y))

Assim como no ramo [1.1], é necessario fornecer as testemunhas de existencialidade
para a formula 2. Para isso se usa o comando (inst 2 "expt(SQRT(2), SQRT(2))
SQRT(2) "), produzindo:

[-1] expt(expt(SQRT(2), SQRT(2)), SQRT(2)) = 2

[1] rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2)))

{2} NOT rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2))) IMPLIES
NOT rational?(SQRT(2)) IMPLIES
rational?(expt (expt (SQRT(2), SQRT(2)), SQRT(2)))

Novamente, a presenca de implicagdo na féormula 2 do consequente possibilita o uso
do comando flatten, que produz o sequente:

[-1] expt(expt(SQRT(2), SQRT(2)), SQRT(2)) = 2

[1] rational?(expt(SQRT(2),SQRT(2)))

{2} rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2)))

{3} rational?(SQRT(2))

{4} rational?(expt(expt(SQRT(2), SQRT(2)), SQRT(2)))

Note que a formula {4} é um predicado que verifica se seu contetdo, que é igual a
primeira parte da igualdade da férmula 1, é um namero racional. Assim, a regra hide
¢ utilizada para ocultar as formulas [1], {2} e {3}, desnecessarias & prova, atuando
equivalentemente a regra RW e produzindo:
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[-1] expt(expt(SQRT(2), SQRT(2)), SQRT(2)) = 2

[1] rational?(expt(expt(SQRT(2), SQRT(2)), SQRT(2)))

Ao utilizar a regra replace -1 1, o predicado da féormula [1] passara a verificar se
2 é um numero racional:

{1} rational?(2)

E como a definigao do predicado rational? produz resultado trivialmente verda-
deiro quanto aplicado ao nimero 2, o comando grind encerra esta subprova. Assim,
também é completada a prova do ramo [1].

O ramo [2| representa a subprova Ag e é dada pelo sequente:

{1} rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2))) OR
NOT rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2)))
[2]  EXISTS (x, y: real):
NOT rational?(x) IMPLIES
NOT rational?(y) IMPLIES rational?(expt(x, y))

Note que o resultado principal, provado no ramo iniciado pelo sequente [1]| é repetido
na formula [2], porém, como ja foi provado, é desnecessario a prova deste ramo, sendo
entao omitido com o comando hide. Isso gera o sequente:

[1] rational? (expt (SQRT(2), SQRT(2))) OR
NOT rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2)))

Que possui uma disjuncao no consequente e ao ser aplicada a regra flatten sao
geradas duas formulas consequentes que englobam todas as possibilidades para o re-
sultado do predicado que verifica se a raiz quadrada de 2 é um ntmero racional. Isso
completa a prova, pois gera o caso axiomético 5. Este ramo também pode ser provado
pela aplicacao explicita da regra LEM (provada em Ay), ja presente no PVS, dada pelo
lema excluded_middle , que d& o sequente:

{-1} FORALL (A: bool): A OR NOT A

[1] rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2))) OR
NOT rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2)))

E sua instanciagao com inst -1 ‘“‘expt(rational?(SQRT(2), SQRT(2)’’) completa
a prova. Assim, a prova do resultado inicial desejado se completa.
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F (As)

(case "rational?(expt(SQRT(2),SQRT(2))) or
not rational?(expt(SQRT(2),SQRT(2)))")

/

[1]

|
(split)
— T

[11] F (A1) [1.2] F (Ag)
|
(inst 1
"SQRT(2)SQRT(2)") (lemma Tqrt_ext)
|
N =
|
(inst 2
(flatten) "expt(SQRT(2), SQRT(2))"
"SQRT(2)")
|
l_
|
(flatten)
|
}_

((hide 1 2 3))
|
l_

(replaces -1)

|_

(grind)

\

[2] = (Ao)
|
(hide 2)
\
|_

(lemma excluded middle)

|
-

(inst -1
rational?(expt(SQRT(2), SQRT(2))))
|
[

(assert)

Figura 3.1: Arvore de prova da existéncia de racional poténcia de irracionais em PVS

3.3 Definicoes Imperativas Versus Definicoes Recursivas

no PVS

Diversos paradigmas podem ser utilizados para modelar e implementar sistemas nos
mais diversos niveis de abstracao. Tecnologias de descricao de hardware, como as vis-
tas na Segdo 2.2.2 geralmente usam linguagens imperativas com comandos tais como
for, while, repeat until, etc para representar comportamentos repetitivos. No en-
tanto, linguagens de especificacao e verificacdo comumente usam linguagens funcionais
recursivas, como a linguagem do PVS, pois esquemas indutivos sdo inerentes a este
tipo de definicdo. Assim, quando se trabalha com especificagdo e verificacao formal de
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implementagoes de hardware, é essencial que a traducao de um paradigma imperativo
para um recursivo seja feita de maneira conservativa.

Provas indutivas podem ser feitas sobre comandos de lagos de repeticao imperativos
quando estes sao simulados por implementacoes recursivas. No entando, isso aumenta
a complexidade das provas a serem obtidas. Veja abaixo os comandos imperativos e
sua equivalente definigdo recursiva em PVS.

3.3.1 O Comando FOR

O comando for, que pode ser abstraido em sua versdo imperativa como:

Algoritmo 3.3.1: Estrutura do comando for.

1 vp—1 = valores iniciais;
2 fork=15.. edo
8 | wp=f(k,vp1);

Onde v representa um conjunto de varidveis modificadas em cada iteragdo do co-
mando for, cujo corpo é abstraido como a funcao f, que atua sobre as variaveis vg_1
(com valores inicialmente v,_; ) na iteragdo k, provendo novos valores para estas va-
ridveis em cada uma das e — b + 1 iteragoes, nomeadamente: vy = f(b,vp—1);Vpr1 =
fb+1,f(byvp_1));...,ve = f(e,ve—1)). Para provar a corregdo de comandos deste
tipo, usa-se a propriedade de invariante iterativo visto na Sec¢ao 2.3.3.

Utilizando tal mecanismo, suponha que se queira provar que determinada proprie-
dade P vale apés a execucao do comando for. Para fins de compreensao da aplicacao
desta técnica com PVS, essa propriedade como um todo, ou seja, apds a execugao
completa do lago, serda dada por P(e,ve), e seu invariante, dado por Z, indicara tal
propriedade parcialmente, ou seja, apés cada iteracao do lago, e é dada tal que:

Z(k,v) vale,Vk :b—1 <k <e,e
Z(e,v,) implica P(e,ve).

Note que a condigao B ¢ dada aqui pela pertinéncia ao intervalo k|b —1 < k <e, ¢
os comandos S sao abstraidos pela fungao f. Além disso, como a execugao destes lagos
se d&4 de maneira diferente, embora para solugdo do mesmo problema, as propriedades
a serem verificadas sao diferentes daquelas da Segao 2.3.3. Deste modo, o invariante
verifica se os resultados produzidos pelo corpo do laco em uma dada iteragdo possuem
a propriedade esperada.

Usando as possibilidades do uso de logica de ordem superior providas pelo PVS, o
comando for pode ser facilmente implementado. Inicialmente, define-se uma fungao
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genérica de ordem superior para esse comando, como dado no Algoritmo 3.3.2.
Algoritmo 3.3.2: Definigao recursiva para o comando for

1 for_rec(b,k,e:int,v:T,f:int xT —=T):T;

2 if k > e then

3 | v

4

5

else
L for_rec(b,k + 1,e, f(k,v), f)

Nessa fungao, a medida que sempre decrementa e garante sua terminagao ¢ ma (e —
k +1,0). Os elementos do for imperativo sao abstraidos como:

e Os pardmetros b,e e k sdo, respectivamente, a primeira iteracdo, a ultima e o
contador do lago;

e v representa o valor a ser processado pelo comando for, podendo ser dado como
uma tupla de parametros de tipo 77

e f representa o corpo da fungao que modifica esses valores em cada iteragao, dando
novos valores de mesmo tipo como resposta.

Supondo que a seguinte chamada seja executada: for_rec(b,b,e, v, f). Quando
b > e a chamada retorna vg; se b = e, o valor retornado é f(b,vg); se b = e — 1, retorna
f(b+1, f(b,vg)) e; em geral, quando (e —b) + 1 € N, retorna f(e, f(e —1,--- f(b+
1, f(b,v))-++)), que é exatamente a acao do for com valores iniciais vg.

Para verificar matematicamente que a traducio entre o for iterativo e o for_rec
recursivo é feita corretamente, a saida das duas abordagens deve prover exatamente as
mesmas respostas, ou seja:

Para todo b,e :int, vp_1 : T e f:int xT — T

Se b > e entao for rec(b,b,e,vp_1, f) = vp_1;
sendo, para todo k, b < k <e:

for rec(b,b,k,vp_1,f) = vg,
onde os v;’s sao computados pelo for imperativo

Adicionalmente, assumindo que a equivaléncia esteja provada, um invariante Z e a
propriedade P devem ser dados e verificados. Provar que alguma propriedade vale em
defini¢oes imperativas corresponde a provar indutivamente que tais propriedades valem
em uma defini¢do recursiva. Entao, deve ser provado que:

Z(b—1,vp-1) e

Vk:b<k<e (for rec(b,b k,vp_1,[f)=vg e

for rec(b,k,k,vp_1,f) =for rec(b,k+ 1,k, f(k,vk_1),f) = vg) e
Vk:b<k<e,

(Z(k,for rec(b,b,k,vp_1, f)) implica Z(k + 1,for rec(b,k+ 1,k + 1,vk, f))) e
Z(e,for rec(b,b,e,vp_1, f)) implica P(e,for rec(b,b,e,vp_1, f)).
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Algoritmo 3.3.3: Definigdo imperativa da fungao fatorial com comando for

1v=1;
2 for k=1 ... e do
3 Lv:k*v

Para ilustrar essa transformacao, considere o cédigo para fatorial abaixo:
A traducao da a chamada

for rec(1,1,e,1,x)

onde x é a fungao de multiplicagdo com tipos * : int X nat — nat. O invariante e a
propriedade a serem provados sao dados como Z(m, n) iff m! = n e, P(m,n) iff m! = n.

A prova de que a tradugao é feita de maneira conservativa é facilmente dada se a ex-
pressao for rec(l,1,e,1, %) retorna 1 para 1 > e. Caso contrario, a mesma expressao
for rec(l,1,k,1,*) retorna o valor vg (para todo k tal que 1 < k < e), que é com-
putado com k iteragoes do for imperativo (o que é provado por indugao em k). Para
isso, primeiro é provado que o codigo imperativo computa v = k!. Assim, supondo
que for rec(l,1,k,1,*) retorna k! (para k < e), prova-se que for rec(l,1,k,1,%) =
for rec(l,k+ 1,k+1,kl, %) = for rec(l,k+2,k+1,(k+1)xkl,*)=(k+ 1)

A prova de que o invariante e a propriedade valem é dada de maneira similar:

e B.I.: Note que Z(0,1) vale, pois 0! = 1,

e P.I.: assumindo que para todo k tal que 1 < k < e, Z(k,for rec (1,1,k,1,%))
vale, ou seja, for rec(l,1,k,1,%) = k!, tem-se que Z(k+1,for rec (1,k+1,k+
1, k!, %))) também vale, ja que for rec(l,k+1,k+1, k! ) chama recursivamente
for rec(l,k+2,k+1,(k+1)x*kl ), queretorna (k+ 1) x kl = (k + 1)!;

e A propriedade é consequéncia trivial do invariante para a ultima iteragao: Z(e, for
_rec(l,1,e,1,%)) se e somente se e! = for rec(l,1,e,1,%) se e somente se
P(e,for rec(l,1,e,1,%)).

A simulacao da estrutura de repeticao imperativa for é feita em PVS com uso da
teoria for_iterate, disponivel na biblioteca NASA PVS structures NASA (2013),
que contém nao apenas as definigbes recursivas correspondentes aos comandos, mas
também formaliza¢bes relacionadas com a aplicacao indutiva de invariantes. Logo, é
uma forma vidvel de formalizar projetos de hardware, fornecendo um mecanismo rapido
de adaptar suas defini¢Ges imperativas naquelas recursivas utilizadas pelo assistente de
prova.

3.3.2 Os Comandos WHILE e REPEAT

Lagos de repetigdo while e repeat nao possuem variavel contadora para monitorar a
parada de sua execugdo, mas a verificagdo de determinada condigdo sobre um dado
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elemento (variavel ou nao), podendo ser abstraidos em sua versao imperativa como:

Algoritmo 3.3.4: Estrutura Geral do comando while.

1 s = elemento_controle inicial;
2 vy = valores _iniciais;

3 t=< 5,19 >;

4 while condicao(t'1) do

5 | t=f(t);

Algoritmo 3.3.5: Estrutura Geral do comando repeat.

1 s = elemento controle inicial;
2 vy = valores _iniciais;

3 t=<s,v9 >;

4 repeat

5 | t=f(t);

6

until condicao(s);

Onde s abstrai um elemento inicial a ser verificado sob determinada condigao para
controle de execucao do lago. vy abstrai os valores iniciais das variaveis a serem alteradas
pela execucao dos lagos. O elemento de condigao e as variaveis sao entao inseridos em
uma tupla ¢ para que apenas um parametro seja passado & funcgao f, que abstrai o
corpo do lago, simplificando a notagao.

Em geral, linguagens de programagao permitem que o elemento de controle seja
modificado ou nao pela funcao f, o que compromete a terminalidade do lago e sua
transcrigao recursiva em PVS, ja que a garantia de terminalidade é exigida pelo uso da
funcdo MEASURE. Os exemplos descritos abaixo nao pode ser corretamente definido de
maneira recursiva:

Algoritmo 3.3.6: Exemplo de lago infinito

1 n=0;
2 while 7 = 1 do
3 Ln:n+1

Algoritmo 3.3.7: Exemplo de laco com elemento de controle dependente

1 n = outra_ funcao(x,y);
2 k=0

3 repeat

4 k = k+1

5 until n = true;

Isso porque, no Algoritmo 3.3.6 a condigao de controle nunca sera falsa, ou seja, nao
possui um caso base de execugdo e nunca termina, e no Algoritmo 3.3.7 o elemento de
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controle é dependente de outra fungao, que pode produzir uma execugao cuja terminacao
nao pode ser determinada. Tais lagos, embora tenham sua importancia, (como em
ambientes multithread) ndo podem ser corretamente definidos de maneira recursiva.

Quando lagos while e repeat se comportam de maneira similar ao comando for, ou
seja, possuem alteracao em seu elemento de controle no corpo do lago a cada iteragao,
pode-se descrevé-las como comandos for, permitindo entao sua traducao em definicao
recursiva. Ou seja, quando s é modificado pela fun¢do f de modo a fazer falsa ao fim
de um numero finito de iteragoes, isto é, s € um contador.
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Capitulo 4

Abordagem Utilizada

Este capitulo apresenta a verificagao formal de hardware, sua importancia e esforgos
realizados neste sentido. Também é descrita a abordagem utilizada para verificagao
formal de hardware ilustrada no caso de estudo do Capitulo 5.

4.1 Verificagao Formal de hardware

A complexidade dos circuitos criados, sejam ASIC’s ou FPGAs, tem aumentado a cada
dia. Nesse sentido, a tarefa de verificagao do funcionamento correto destes sistemas
tem tomado cada vez mais importancia, chegando a representar 80% do custo do de-
senvolvimento de um sistema Drechsler (2004). Assim sendo, as técnicas de verificacao
formal tem se tornado uma opgao bastante interessante, j4 que podem garantir corre-
¢ao funcional de sistemas, o que nao se pode alcancar com a tradicional analise dos
resultados via testes e simulagoes Perry and Foster (2005), Kropf (1999).

A verificacao formal de sistemas busca, por meio da aplicacao de técnicas baseadas
em formalismos matematicos e légicos, certificar que determinadas funcionalidades e
propriedades dos sistemas e dados processados por estes sejam atendidas em qualquer
situagdo. A formalizacdo se da por meio da especificacdo do sistema e de provas de
correcdo da sua funcionalidade. E um trabalho que apresenta certa complexidade e,
por ser bastante minucioso e exaustivo, demanda muito tempo. Porém, seus resultados
o tornam justificavel e viavel Harrison (2006). A fim de facilitar tal tarefa e evitar
que sejam introduzidos erros oriundos de falha humana, foram criados os provadores
de teorema, ou assistentes de prova, dos quais se destacam ACL2, Coq, HOL e PVS
Harrison (2006).

Equivaléncia Funcional

Existem vérias maneiras de verificar formalmente um sistema, sendo as mais comuns a
equivaléncia funcional (ou checagem de equivaléncia - Equivalence Checking - EC) e a
checagem de propriedades (Property Checking - PC). Com o método PC sao identifica-
das e especificadas propriedades referentes ao circuito pretendido que sdo diretamente
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demonstradas ou testadas via técnicas como model checking. Tais propriedades entao
devem ser provadas satisfeitas em todas as possiveis circunstincias do sistema Li and
Thornton (2010).

Ja a verificagao por EC é uma técnica mais simples, que objetiva garantir a equi-
valéncia entre dois circuitos, que podem estar descritos de maneiras e niveis diferentes
de abstracao. Para isso, um dos circuitos a ser comparado deve ter sido previamente
provado correto (por PC, por exemplo). Neste caso, deve-se estabelecer uma correspon-
déncia entre os dois e verificar entao sua equivaléncia Drechsler (2004), Li and Thornton
(2010).

Equivaléncia funcional é um processo bastante utilizado para verificar equivaléncia
entre diferentes niveis de abstracdo e representagao de um hardware, como a descrigao
em linguagem de hardware e uma netlist criada a partir dele, como no processo descrito
na Secao 4.3.2. Neste caso, sdo comparadas as duas descrigoes para garantir que a
netlist criada para insercao no hardware corresponde & descricao inicial. Essa técnica
serd utilizada neste trabalho de maneira mais geral, comparando o comportamento de
um circuito com seu operador matemaético.

4.2 Trabalhos Correlatos

No ambito na verificagdo formal aplicada & hardware, h& abordagens que apenas usam
mecanismos logicos diretamente para modelar e verificar sistemas, como Siegl et al.
(2011), que propoe um modelo formal de testes para sistemas automotivos embarcados,
especificando os requerimentos do projeto formalmente de maneira tinica durante a cri-
acao do modelo utilizado para testes, que passam a ser sisteméticos e mais confiaveis.
Em Zhang and Duan (2011) ¢é utilizada logica temporal de projegao proposicional (Pro-
positional Projection Temporal Logic) em um caso de estudo para provar a corregao de
um somador completo, a fim de mostrar a adequabilidade de um sistema axiomatico
para verificagdo de hardware.

A verificagao formal de uma meméria RAM utilizando model checking e provadores
de teoremas ¢ apresentada em Hu (2012), no contexto da aplicagao de verificagao formal
em conjunto com simulagdes nos estagios iniciais de desenvolvimento de sistemas cri-
ticos, como em armas nucleares. Em Sutton (2010) é proposta toda uma metodologia
para criacao de sistemas FPGA altamente confidveis, explorando o uso de padroniza-
¢oes, prototipacao, simulagoes e outras abordagens. A verificacdo formal é aplicada ao
final do processo de desenvolvimento do circuito.

Em outro trabalho, Singh and Lillieroth (1999), é apresentada uma abordagem para
verificacao em ntcleos de hardware reconfiguraveis, que depende de uma especificagao
em alto nivel da funcionalidade desejada do ntcleo. Tal metodologia requer a decom-
posicao do niicleo em partes menores, permitindo uma verificacao bottom up. Sao essas
partes: a especificagdo do nucleo (feita de modo comportamental em alguma HDL), a
geragao de uma netlist da implementacao para a criacdo de formulas logicas e a efetiva
utilizacao de um provador, que permite determinar entdo se a implementacao atende
ou nao a especificagdo desejada.
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Outras propostas utilizam assistentes de provas para validar seus sistemas, como em
Pitchumani and Stabler (1982), onde mecanismos da logica de Floy-Hoare apresentados
na Secao 2.3.3 sdo propostos como complemento a simula¢do ou mesmo a sua substitui-
¢ao em sistemas de hardware sincronos descritos com uma linguagem de transferéncia
de registro através de duas fases distintas: um gerador de verificacdo de condi¢ao, que
aceita um programa com assercoes fixadas e gera todas as condigoes de verificagao, e
um provador de teoremas, que é alimentado com essas condigoes juntamente com os
axiomas necessarios.

Referente ao uso de provadores de teoremas, a ferramenta Spectool, que usa o pro-
vador Clio (sistema para verificar propriedades de programas escritos na linguagem
funcional Caliban) que através de normalizac¢ao prové a verificagdo de hardware, como
microprocessadores e circuitos com pipeline, é proposta em Srivas (1991). As propri-
edades a serem verificadas sao expressas como féormulas da logica de predicados de
primeira ordem e a Spectool gera a especificagdo do hardware em Caliban. Outra
abordagem ¢ proposta em Rajan et al. (1997) com uso do PVS para verifica¢ao for-
mal de hardware integrando model-checking baseado em p-calculus, uma légica modal
proposicional, com a prova de teoremas para verificar complexos projetos de hardware
em niveis de arquitetura, registradores e portas, bem como a verificacao de testbench
utilizados para verificacdo de hardware, como somadores e multiplicadores, visando a
aplicacao de testes mais confiveis.

A utilizagao do PVS em implementagoes com FPGA em diversos niveis de abstragao
também é explorada em Deng (2011), que foca em meios de provar a corregao de sua
funcionalidade. Sao apresentadas especificacbes de registradores, maquinas de estados
finitos e outras, além da prova de correcdo de um somador que possui 18 entradas e
soma apenas os 16 maiores valores. Também abordando o PVS para verificagao de
hardware temos o trabalho de Owre et al. (1994), que apresenta exemplo de verifica¢ao
de um microprocessador com pipeline e também de um somador completo.

Uma metodologia é proposta em Ayala-Rincon and Sant’Ana (2006) para verifica¢ao
de reescrita de especificagoes em ELAN, um ambiente para especificacio e prototipagem
de sistemas dedutivos, onde podem ser feitos testes e simulagoes, traduzindo essas
especificagoes para PVS para gerac@o de pares criticos (um par de termos com condigdes
formado pela sobreposi¢ao de seus lados esquerdos) e propriedades adicionais a serem
verificadas também em PVS, gerando entao um certificado de correcao da especificagao
ou detectando um erro que deve ser corrigido na especificacao.

Ao tratar transformacgoes conservativas entre defini¢oes de especificacao e de hard-
ware, descrigoes recursivas em ordem superior especificadas com HOL4 sao traduzidas
para codigo de hardware sintetizavel correto por projeto na linguagema Verilog em
Gordon et al. (2006). Os trabalhos de Morra et al. (2008); Morra (2010) propde o uso
de logica de reescrita com especificagoes em ELAN e Maude para gerar, a partir de
descrigoes textuais, coédigo sintetizavel em VHDL.

Trabalhos envolvendo equivaléncia funcional tém sido propostos para verificar proje-
tos de hardware utilizando abordagens com légica proposicional e logica de predicados,
como em Emmer et al. (2010) e Khasidashvili et al. (2009), provendo certificados para
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blocos de hardware industriais e seu respectivo modelo esquematico e também projetos
de memorias. Sistemas de reescrita e técnicas indutivas também sao utilizadas para
verificar circuitos aritméticos, como somadores, multiplicadores e divisores, especifica-
dos com RRL (um provador de teoremas que envolve especificagbes com sistemas de
reescrita) Kapur and Subramaniam (2000).

Esforgos vem sendo empregados para nao apenas verificar, mas também apontar
diretamente o erro e propor solucoes para auto-correcao de erros encontrados durante o
processo de verificagao. Uma abordagem para tal é utilizada para circuitos aritméticos
em Haghbayan et al. (2014), onde uma comparagao é feita entre uma implementagao
em nivel de registradores e uma descricao em alto nivel. Este trabalho utiliza técnicas
de abstracao capazes de modelar em baixo nivel descrigoes em alto nivel, chamados
somadores funcionais a nivel de bit e somador logico a nivel de bit. Tais técnicas, embora
capazes de modelar circuitos aritméticos simples, como somadores e divisores, ndo sao
suficientemente flexiveis para modelar sistemas mais complexos, como a abordagem
aqui proposta e ilustrada no caso de estudo do préoximo Capitulo.

4.3 A Abordagem deste Trabalho

A. Operador Algébrico

e

Especificacao do
Projeto de
Hardware

/ B. Projeto de Hardware C. Verificacao\Formal \

Tradugéo
Conservativa Especificacao do

Operador
[

Test, Formalizagao da
o este Corregéo do Operador
Projeto RTL Comportamental (Opcional)

Teste

Sintese .
Funcional

Formalizacao de propriedades
entre as especificagdes do projeto
de HW e do Operador

Teste do
Dispositivo

Posicionamento
e Roteamento

.

Formalizacao da

/ K Equivaléncia Funcional J

Figura 4.1: Metodologia a ser utilizada neste trabalho

A proposta da abordagem utilizada é obter um operador algébrico (ou algoritmo) cor-
reto que depois passara pelo processo de desenvolvimento de um hardware correto a ser
certificado formalmente por meio de verificagao de sua Equivaléncia Funcional com
o operador que implementa. Esta abordagem entao se divide em trés etapas:
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4.3.1 Operador Algébrico

Representada pelo diagrama A. da Figura 4.1, nesta etapa é definida uma operagao ma-
temaética (ou algoritmo) a ser desenvolvida em hardware, chamada aqui de operador.
Para garantir a correcao do projeto desenvolvido, este operador deve ser logicamente
correto, ja que um projeto que implementa uma solugao incorreta é um produto incor-
reto.

O operador a ser implementado pode ser assumido correto ou assim demonstrado por
meio de verificacao formal. Quando assumido correto, todo o processo seguinte podera
ser desenvolvido normalmente, porém deve-se levar em conta que a total correcao do
sistema se dard apenas ao obter-se a prova de que o operador é correto.

A melhor maneira de se definir um operador alvo correto, de modo a evitar er-
ros de especificacao e, consequentemente de prova, é especificando-o em um assistente
de provas. Deste modo, propriedades do operador podem ser definidas e verificadas,
garantindo sua correcao. Passa-se entao para sua implementacao em hardware.

4.3.2 Projeto de hardware

Aqui se encontram as fases de concepcao, planejamento e criagdo de um hardware,
segundo o diagrama B. da Figura 4.1, seja ele uma abordagem reconfiguravel ou nao.
Nesta etapa seguem-se os passos:

Especificagao do Sistema

Apos a escolha do operador, define-se a solug@o para implementa-lo em um circuito alvo,
devendo ser capaz de abstrair o operador desejado de modo que sua implementacao em
hardware se torne viavel.

Projeto RTL

Uma vez definida a solucao a se implementar, pode-se entao modelé-la com uso de uma
HDL. Esta deve ser escolhida de acordo com as habilidades e necessidades do projetista,
e é gerada entdo uma descri¢ao a nivel de registradores (RTL) do operador.

Teste Comportamental

Esse projeto em RTL é entao testado de maneira comportamental por meio de simula-
¢oes, ou seja, sao verificados os dados de saida produzidos com os resultados esperados
quando fornecidos dados de entrada especificos. Caso algum erro seja detectado, volta-
se & fase de definicao da solucao para que devidos reparos e ajustes sejam efetuados.

Sintese

Quando produzidos resultados satisfatorios na fase de testes comportamentais, o projeto
passa pela fase de sintese, que gera uma netlist. Essa netlist € uma descri¢do também
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em HDL do projeto, porém em um nivel mais baixo e especifica para o dispositivo alvo
em que o projeto sera inserido.

Teste Funcional

Testes funcionais sao feitos entao para determinar se a netlist criada atende a descricao
inicial e se o dispositivo de destino do projeto é capaz de suporta-lo. Mais uma vez o
projeto passa por testes que validam a sintese, voltando & fase anterior de projeto caso
algum erro seja detectado.

Posicionamento e Roteamento

Finalmente, o projeto pode ser posicionado no circuito para o qual foi desenhado, com
devido roteamento e colocagao de seus componentes para seu pleno funcionamento.

Teste do Dispositivo

Assim, o dispositivo final pode ser analisado e testado, verificando se seus resultados
produzidos condizem com o esperado. Caso seja utilizada uma arquitetura fixa, ao
findar esta fase de projeto, nenhuma alteracdo é possivel no dispositivo. Assim, a etapa
de verificagao formal descrita a seguir toma uma importancia ainda maior, pois pode
certificar melhor um sistema do que apenas os testes e simulacoes presentes nesta etapa.

4.3.3 Verificagao Formal

Neste estagio, representado na Figura 4.1 pelo diagrama C., estao presentes as especi-
ficagbes tanto do operador quanto do projeto de hardware. Para auxiliar o processo de
especificacao e prova, é desejavel o uso de um assistente de prova, que reduz potenciais
erros introduzidos pela manipulacao humana das especificacoes e provas. Essa etapa
segue 0s Passos:

Especificagao do Operador

A especificacao formal deve ser capaz de modelar diferentes niveis de abstracao presentes
em ambas defini¢oes. A definicdo matematica do operador pode ser feita diretamente,
pois a descricao correta do operador é facilmente obtida.

Formalizagcao da Corregao do Operador

Além de sua especificacao, pode ser feita, opcionalmente, a formalizacao da correcao do
operador escolhido. Como alguns operadores ja sao bem conhecidos e amplamente uti-
lizados, sua correcao pode ser assumida, reduzindo o tempo de formalizacao de correcao
do hardware.
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Especificagao do Projeto de Hardware

A definicao do hardware, pode ser especificada a partir do momento que os projetistas
consigam entregar um modelo do projeto, com o fluxo de dados e das fun¢des e modulos
do projeto, ou de sua descrigao em HDL. Porém, deve ter seu comportamento abstraido
e traduzido para modela-lo corretamente, o que é feito por meio de um mecanismo de
engenharia reversa, que deve produzir uma especificacdo conservativa do hardware em
uma linguagem de especificagao, tomando-se os devidos cuidados ao lidar com lagos de
repeticao iterativos, como observado na Segao3.3.

Formalizagao de Propriedades entre as Especificagoes do Projeto do hard-
ware e do Operador

A partir das especificagbes, operagoes extras podem ser necessarias para que a corres-
pondéncia entre os elementos manipulados entre ambas seja obtida. Isso se da por conta
dos diferentes niveis de abstracdo e modelagem dos dados utilizados nas defini¢oes de
hardware. Fungoes extras também podem ser necessarias para garantir a sincronizagao
do comportamento de ambos, ou seja, que exatamente os mesmos dados sao processados
por fungoes equivalentes a todo instante.

Pode-se entao especificar lemas e teoremas para modelar a equivaléncia funcional
entre as especificagoes, ou seja, que quando providos os mesmos dados de entrada, as
mesmas saidas sao produzidas por ambas descrigoes.

Formalizagao da Equivaléncia Funcional

Assim, quando provados esses lemas e teoremas, pode-se fornecer um certificado de
corregao do projeto de hardware, caso a equivaléncia se verifique. Caso contrario, seré
possivel identificar onde o projeto nado se comporta de maneira adequada, fornecendo
ao projetista informagoes da localizagao do erro e possivel correcao.

Como as especificagoes frequentemente modelam estruturas de repeticao, a aplica-
¢ao da logica de Floyd-Hoare € utilizada para verifica-los de maneira relativamente facil.
Um problema se apresenta, porém, ao relacionar fungoes que utilizam tais estruturas
e devem ser comparadas para atestar sua equivaléncia funcional. Esse mecanismo de
prova fornece invariantes que permitem a verificacdo de alguma propriedade para um
laco, mas nao é possivel expressar em um mesmo invariante uma propriedade que relaci-
ona dois lagos distintos. Também nao é possivel relacionar dois invariantes para atestar
que os resultados produzidos pelos lagos sejam equivalentes. A solucdo adaptada aqui
é a criacao de um novo laco que execute o corpo dos lagos a serem comparados de
maneira sincronizada. Assim, é possivel estabelecer como invariante que a cada passo
da execugao, os resultados obtidos sao equivalentes.

Note que, nessa abordagem a verificagdo formal pode ser feita em paralelo ao de-
senvolvimento do circuito, mas nada impede que também seja aplicada posteriormente.
Embora neste trabalho esteja sendo aplicada apenas & solucao para modelagem do hard-
ware e seu comportamento, também pode ser feita a nivel da netlist criada na fase de
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sintese. Porém, é considerada apenas a légica do circuito, ou seja, seu comportamento.
Quaisquer defeitos apresentados devido a restri¢oes fisicas de um circuito especifico
devem ser analisadas por meio de outros mecanismos.

Deixar a verificagdo formal como estagio separado do desenvolvimento do dispo-
sitivo evita atrasos, pois este processo demanda tempo e mintdcia para que as provas
sejam produzidas de maneira adequada. Mesmo assim, prejuizos maiores podem ser
evitados caso erros sejam detectados nas fases de testes, pois pode-se obter certificados
de correcao ou detecgao de erros antes do processo de posicionamento do hardware.
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Capitulo 5

Caso de Estudo

A fim de ilustrar o uso da abordagem apresentada no Capitulo 4, é apresentado aqui um
caso de estudo utilizando-a. Foi escolhida uma implementagao eficiente desenvolvida
em Arias-Garcia et al. (2012a) e Arias-Garcia et al. (2012b), que utiliza FPGAs para
criagao de um circuito para inversao de matrizes utilizando o algoritmo de Gauss-Jordan
apresentado na Secgao 2.1.3.

5.1 O Operador e o Projeto de hardware

O operador escolhido foi o algoritmo de Gauss-Jordan apresentado na Segao 2.1.3.
Diversos estudos ja foram feitos acerca deste algoritmo, portanto, sua correcao sera
assumida para fins de verificagdo da arquitetura que o implementa.

O projeto de implementagao em hardware deste algoritmo foi feito utilizando um
FPGA Virtex-5 XC5VLX110T e bibliotecas aritméticas de ponto flutuante. A arquite-
tura se organiza em dois grandes circuitos: o circuito de controle, e o sistema completo.

As matrizes a serem invertidas sdo armazenadas em memorias RAM controladas
pela unidade de acesso & memoria (c.f. Figura 5.1). Cada RAM corresponde a uma
coluna da matriz, e seus elementos sao inicialmente inseridos linha por linha, um divisor
de sinal entdao conduz cada dado para uma memoria RAM respectiva a sua coluna.
Um registro adicional armazena a ordem das linhas da matriz, sendo assim, a ordem
dos elementos nas memorias nao é tao importante, desde que elementos de mesma
linha ocupem o mesmo endereco em cada RAM. Ao solicitar uma linha, selecionando o
respectivo enderego no registro, um agrupador de sinais seleciona cada elemento deste
endereco nas memorias, os une e entrega entao uma linha inteira para processamento.
O uso do registro de enderegos reduz a quantidade de operagoes de escrita na memoria,
melhorando a performance do circuito.
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Figura 5.1: Unidade de acesso & memoria da arquitetura, adaptada de Arias-Garcia
et al. (2012Db).

Esses dados sao entao solicitados e acessados pelo circuito de controle, que é com-
posto por 5 maquinas de estados finitos (FSM) (c.f. Figura 5.2). A FSM principal é
uma unidade de controle para a execugao do algoritmo e determina o fluxo dos dados
entre a unidade de acesso & memoria, as unidades aritméticas de ponto flutuante para
multiplicacao, divisdo e soma e as outras 4 maquinas.

Inicialmente, a matriz armazenada é analisada pela FSM responsével pela busca do
pivd na primeira coluna. Os dados necessarios para sua execugao sao fornecidos pelo
modulo principal, o que também acontece com as outras FSM. O indice da linha é entao
selecionado segundo o registro de linhas da memoéria e este dado é entregue & unidade
de controle. Este dado entao é repassado a FSM que troca linhas, juntamente com o
indice da linha atual, que executa sua funcao através da troca dos valores dos indices
armazenados no registro.

Apos a troca, a unidade principal aciona a FSM que realiza os processos de triangu-
lagdo, mandando um bit de controle para indicar que deve ser realizada a triangulacao
superior, e novamente os dados sao buscados na unidade de acesso & memoria e forneci-
dos a esta FSM pela unidade de controle. Ao receber o resultado da triangulacao, esta
aciona a FSM de normalizagao, passando a ela os dados necessarios a sua execugao e
recebendo seu resultado para entao proceder novamente & unidade de triangulacao para
a triangulacao inferior, que finaliza o processamento.
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Figura 5.2: Circuito de controle da arquitetura a ser verificada, adaptada de Arias-
Garcia et al. (2012b).

A arquitetura geral é entao composta da unidade de acesso & memoéria, da unidade
de controle e dos mddulos aritméticos, como sumarizado na Figura 5.3.
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Figura 5.3: A Arquitetura a ser verificada, adaptada de Arias-Garcia et al. (2012b).
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5.2 Modelando os Tipos

Para provar a equivaléncia funcional entre o algoritmo e a arquitetura implementada,
o comportamento de ambos deve ser abstraido e modelado utilizando a linguagem de
especificacdo de um assistente de provas. Assim, sdo necesséarias duas especificagoes
distintas, uma para o algoritmo e outra para a arquitetura, onde os tipos de elementos
a manipular devem ser definidos.

Como foi utilizado o assistente PVS, uma matriz M de dimensoes n X n, que é o
objeto manipulado na formalizacao, foi especificado como uma fungao de tipo M
[below[n], below[n]] — R, onde para n € N, below[n] indica o tipo dos naturais
k onde k < n. Assim, para i,j < n, M(4,5) é bem definida como a imagem em R da
funcao, ou seja, o elemento da linha 7 e coluna j da matriz.

A escolha pela modelagem das matrizes como func¢oes é que deste modo € possivel
o uso de fungbdes lambda, ou seja, fungdes andénimas, para que modificagoes lineares
nas linhas da matriz possam ser aplicadas de maneira direta em apenas um passo, sem
prejuizo para a formalizagdo proposta.

Assim, seja mm_size o tamanho fixado da matriz especificada, o tipo matrix, para
modelar matrizes quadradas pode ser especificado como [below[mm_size], below [mm_
size]] — R. Para matrizes estendidas com outra matriz quadrada é definido o tipo
mmatrix, como sendo [below[mm_size], below[mm_size*2]] — R.

Além disso, a forma com que os dados sao armazenados, transmitidos e processados
na arquitetura devem ser analisados e abstraidos. Como a matriz a ser invertida é
armazenada na unidade de acesso & memoria armazenando cada coluna em uma RAM
e 0 acesso a cada linha é feito por meio de um registro de enderecos, a troca de linhas
nao é feita de maneira fisica entre os elementos armazenados na memoria, ao contrario
do que aconteceria na defini¢do algoritmica padrao. Deste modo, esse comportamento
do armazenamento dos dados, seu acesso e manipulagao também sao modelados.

Para modelar matrizes quadradas para a arquitetura, duas estruturas sao neces-
sérias: uma para a matriz de fato armazenada em RAMSs e outra para o registro de
enderecos. A matriz arquitetural é entao representada como uma tupla da forma (m,r),
onde m é uma matriz de tipo matrix e r é uma funcao bijetiva de tipo below [mm_size]
— below[mm_size]. Esse tipo é entao chamado mat_reg e cada elemento de uma ma-
triz M com este tipo na posicao i, j, para 0 < ¢,j < mm_size, é dado por M‘m(M¢r (i), 7).
O fato de o registro ser modelado como uma func¢ao bijetiva garante um mapeamento
tnico para cada linha fisica da matriz.

O mesmo raciocinio é usado para modelar matrizes arquiteturais estendidas, dadas
como o tipo mmat_reg, sendo tuplas (m, ), onde o primeiro elemento é do tipo mmatrix
e o segundo do tipo below[mm_size] — below[mm_size]. Seus elementos sdo entao
dados por M‘m(M¢r (i), j), onde 0 < i < mm_size e 0 < j < mm_size*2.

Dados os tipos a serem utilizados, a especificacao foi dividida em trés partes princi-
pais, uma para a defini¢do algoritmica, outra para a arquitetura e uma terceira para as
funcoes e lemas necessarios & prova de equivaléncia funcional das duas primeiras. Foi
utilizada a técnica de tradugao de definigbes imperativas em recursivas apresentada na
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Secao 3.3 para ambas especificacoes dos lagos de repeticao do algoritmo GJ, dadas a
seguir.

5.3 Especificagao da Definicao Algoritmica

Sao utilizadas varidveis dos tipos definidos na Secao 5.2 para ambas especificagoes
como parametros de func¢ées que modelam o comportamento de cada etapa de GJ.
Inicialmente, a entrada do algoritmo é uma matriz estendida cuja primeira matriz
quadrada é assumida como nao singular e a segunda sua identidade. Neste trabalho é
assumido também que sempre havera um pivo a ser escolhido cujo valor nao é nulo, ou
seja, que a matriz é inversivel, pois sempre trabalha-se com matrizes nao singulares.
A funcgédo para o passo de escolha do pivo é dada por find_pivot, definida abaixo:

Algoritmo 5.3.1: Fungao auxiliar para escolha do pivo

find_pivot(A: mmatrix, i: below[mm_size],
(j : below[mm_size] | j <= i),
(k: below[mm_size] | k >= j))
RECURSIVE below[mm_size] =
IF i < mm_size -1 THEN
IF A(k,j) < A(i,j) THEN
find_pivot(A, i+1, j, i)
ELSE find_pivot(A, i+1, j, k)
ENDIF
ELSIF A(k,j) < A(i,j) THEN i
ELSE k
ENDIF
MEASURE mm_size - i

Para encontrar a linha que contém o pivé da j-ésima coluna de uma matriz A, a
chamada dessa funcao é dada como find_pivot(A, j, j, j) pela chamada da fungao
auxiliar f_p(A, j). Esse artificio é utilizado apenas para simplificar a leitura da fungao
que utiliza a escolha do pivd em seu processamento.

Algumas caracteristicas interessantes do assistente PVS podem ser observadas nessa
funcao, que é definida recursivamente, sendo elas:

e O uso de tipos dependentes, permitindo restringir o valor dos parametros i, j
e k de acordo com o espago de busca das linhas de elementos da matriz A, ou
seja, o conjunto de indices de linhas para os elementos na j-ésima coluna a partir
do elemento A(j,j) da diagonal até o dltimo elemento desta coluna. Note que
j permanece inalterado como indice de coluna na posicao diagonal, enquanto k
armazena o indice da linha atual candidata a conter o pivd e i é incrementado
para procurar o indice da linha que contenha um pivé possivelmente maior. Deste
modo, a dependéncia de tipos da a relagdo j < k < i < mm_size entre os pa-
rametros, e argumentos que nao obedecem tal dependéncia nao sao permitidos.
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e O uso de uma medida que garanta a terminalidade da fungao, como ja mencionado
também na Secao 3.3. Essa medida, dada por MEASURE é uma fun¢do em naturais
definida para o tipo dos parametros da fungao e é utilizada para demonstrar que a
esta termina e esté assim bem definida sobre argumentos do tipo dos parametros,
devendo decrementar a cada chamada recursiva, permitindo provas indutivas so-
bre essas defini¢oes. Para a fungao find_pivot, o pardmetro i é incrementado em
cada chamada recursiva, enquanto a dimensao da matriz permanece inalterada,
decrementando a medida mm_size - i.

O indice dado como resultado dessa funcao para uma dada coluna é usado na troca de
linhas dada pela funcao auxiliar partial_pivoting, que recebe também o indice da
outra linha e a matriz onde seré efeituada a troca:

Algoritmo 5.3.2: Fungao para troca de linhas
partial_pivoting(A: mmatrix, i,j:below[mm_size]): mmatrix =
LAMBDA (k: below[mm_size], 1: below[mm_size*2]):
IF (k=1i) THEN

AGG,1)
ELSIF (k=j) THEN
A(i,1)
ELSE
A(k,1)
ENDIF

Pode-se entao transformar os elementos de uma coluna posicionados em indices
de linhas maiores que zero, através da fung@o elim_col_below. Inicialmente é se-
lecionada a linha com o pivd esta é trocada pela linha atual i e realiza as devidas
transformacgoes lineares utilizando a linha que contém o pivo e aquelas abaixo dela.

Algoritmo 5.3.3: Funcao parcial para zerar uma coluna abaixo da diagonal prin-
cipal
elim_col_below(i: below[mm_size], A : mmatrix ): mmatrix =
LAMBDA(m: below[mm_size], n:below[mm_size*2])
LET Ap = partial_pivoting(A, f_p(A,i), i) IN
IF m <= i THEN
Ap(m,n)
ELSE
Ap(m,n) - Ap(i,n) * Ap(m,i) / Ap(i,i)
ENDIF

Note que essa fung¢ao utliza uma fungao LAMBDA sobre os pardmetros m e n, encon-
trando a linha do pivo e trocando-a com a i-ésima linha através da fungao partial_piv-
oting, produzindo entao uma matriz cujos valores abaixo do elemento da diagonal prin-
cipal na posicao i, i s@o transformados em zero.

Em uma abordagem imperativa, a funcao elim_col_below pode ser aplicada com
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comandos de repeticao com indices i de zero até mm_size —1 para computar a trian-
gulagdo superior de uma matriz estendida A. Em PVS é usada a transformagao dada na
Secao 3.3, passando como argumento para o for_rec a func¢ao elim_col_below como
seu corpo. O for utilizado abaixo se encarrega de ajustar os pardmetros de inicio e
o contador inicialmente com os mesmos valores ao chamar for_rec, também escrito
assim para simplificar a leitura.

Algoritmo 5.3.4: Funcao triangulagao superior

up_trg(A : mmatrix): mmatrix =
for(0, mm_size - 1, A, elim_col_below)

O resultado dessa funcao é uma matriz estendida cuja primeira matriz quadrada
é triangular superior. Tais matrizes sao modeladas como do tipo up_trg_mmatrix
dado por a: mmatrix | up_triang?(a). Embora a fun¢ao nao garanta por si s6 tal
resultado, ele é obtido por um lema auxiliar, a fim de garantir a correcao do algoritmo.
Matrizes desse tipo sdo entao aceitas para o passo de normalizagio, feito pela fungao
normalization, outra funcdo anénima responsével por dividir todo elemento de cada
linha por seu pivo, isto é, o elemento da diagonal principal.

Algoritmo 5.3.5: Fungao para normalizagao

normalization(A: up_trg_mmatrix) : mmatrix =
LAMBDA(i: below[mm_size], j: below[mm_sizex2]):
A(i,3)/A3G,1)

A normalizacdo resulta em uma matriz estendida cuja primeira matriz quadrada
é triangular superior e os elementos de sua diagonal sdo iguais a um. Semelhante ao
que ocorre com a triangulacao superior, um tipo mais restrito de matriz, chamado
normalized? ¢é modelado como a: mmatrix | FORALL (i : below[mm_size])
a(i,i) = 1 AND up_triang?(a) e um lema auxiliar verifica que a matriz produzida
por normalization é deste tipo, que serd entao utilizada no processo de triangulagao
inferior.

Essa funcao é analoga a de triangulacao superior, ou seja, utiliza uma funcao auxiliar
como seu corpo e uma tradugao recursiva do comando for. Aqui, porém, outra defini¢dao
deste laco, chamada for_down é utilizada, pois a triangulacdo inferior se inicia na
tltima linha da matriz e termina na primeira. Ela simplesmente se encarrega de fazer
a passagem dos pardmetros corretamente quando se deseja um decremento ao invés de
incremento do contador do laco. E responsavel também pela passagem dos devidos
pardametros ao corpo da funcao, que neste caso é dada por elim_col_above, similar a
elim_col_below, porém sem a necessidade de escolha de pivo e troca de linhas e com
operagoes elementares mais simples.

Ao combinar essas func¢bes que representam as fases de execucdao do método de
GJ, a especificagao do algoritmo é dada pela fungao Gauss_Jordan_math abaixo. Tal
funcdo recebe como pardmetro apenas uma matriz quadrada, que é entao estendida
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Algoritmo 5.3.6: Funcao para zerar uma coluna acima da diagonal

elim_col_above(i : below[mm_size], A :norm_mmatrix): norm_mmatrix =
LAMBDA(m: below[mm_size] ,n:below[mm_size*2])
IF m >= i THEN A(m,n)
ELSE A(m,n) - A(i,n) * A(m,i)
ENDIF

Algoritmo 5.3.7: Funcgao para triangulagao inferior

low_trg(A : norm_mmatrix): norm_mmatrix =
for_down[norm_mmatrix] (mm_size-1, 0, A, elim_col_above)

com sua identidade pela funcdo matrix_to_mmatrix, e produz como resultado uma
matriz quadrada que é a inversa da matriz original, selecionada da matriz estendida
por second_mmatrix.

Algoritmo 5.3.8: Funcao que representa o algoritmo GJ

gauss_Jordan_math (a: matrix): matrix =
second_mmatrix(low_trg(normalization(
up_trg(matrix_to_mmatrix(a)))))

5.4 Especificagao da Arquitetura

A especificagdo dada em PVS da arquitetura proposta como solugao para o algoritmo
GJ se da de maneira similar & especificacdo matematica. Porém, é necessario modelar
o registro de enderecos das linhas da matriz e tomar o devido cuidado ao utiliza-lo,
pois expressa a posicao virtual das linhas, ndo podendo entdo sempre acessé-las de
maneira sequencial. Para correto acesso aos elementos da matriz, é necesséria uma
funcédo auxiliar que encontre a real linha fisica da matriz, armazenada em memoéria,
associada ao seu indice virtual. Tal funcao é dada por real_pivot no Algoritmo 5.4.1,

58



que é chamada com os argumentos r e i pela fungao r_p para facilitar a leitura.

Algoritmo 5.4.1: Funcao para encontrar o indice fisico de linha da matriz

real_pivot(r:reg_mem, i,j:below[mm_size]):
RECURSIVE below[mm_size + 1] =
IF r(j) = i THEN
]
ELSIF j = mm_size - 1 THEN
mm_size
ELSE
real_pivot(r, i, j+1)
ENDIF
MEASURE mm_size - j

Uma propriedade importante de se observar sobre esta fungao é que, ao selecionar
o contetido do indice de linha no registro e procurar seu indice real, o resultado sera
ele mesmo. Esta propriedade é bastante importante para as provas posteriores de
equivaléncia e é dada por:

Lema 5.4.1 (Relacgo entre indices).

idx_relation : LEMMA
FORALL (r: reg_mem, i:below[mm_size], (k:below[mm_size] | k <=i)):
i = real_pivot(r, r(i), k)

Demonstracao.

Note que a fungao auxiliar que retorna o real indice comega sua busca a partir de um
valor qualquer dentro do intervalo permitido. Porém, a chamada da funcao principal
garante que a busca é feita em todo registro, pois chama a fungao auxiliar com o valor
0 para o parametro de primeiro indice a ser analisado.

Esta prova se da por inducao na diferenga entre o indice procurado e o inicio da busca,
tendo como B.I. o caso em que o indice procurado é o préprio indice de inicio, o
que é trivial. O P.I. é dado ao se procurar o indice em um intervalo menor de indices
disponiveis, podendo usar assim a H.I. e o fato de que os registros sdo dados por fungoes
bijetivas. Assim, a instanciacao correta das defini¢oes leva ao resultado desejado. [

Deve-se sempre ser considerado o registro ao selecionar os elementos da matriz, para
que seja escolhida a linha correta para cada operagao. Assim, a escolha do pivo (c.f.
Algoritmo 5.4.2) analisa a matriz segundo linhas armazenadas no registro a cada passo.
Inicia-se a pesquisa com a linha referente ao indice do registro do inicio da busca. Se
o elemento da linha indicada pelo registro com o indice atual for um candidato a pivo
melhor do que aquele com que é comparado, este indice é escolhido como novo indice
de linha que contém o pivo. A busca entdo segue através do incremento do indice do
registro e comparacgao dos elementos com o indicado pelo indice do pivd.
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Algoritmo 5.4.2: Funcao para encontrar o pivod

find_pivot_arch(A:mmat_reg, i: below[mm_size],
(j : below[mm_size] | j <= i) ,
(k: below[mm_size] | k >= j)):
RECURSIVE below[mm_size] =
IF i < mm_size -1 THEN
IF A‘m(A‘r(k),j) < A‘m(A‘r(i),j) THEN
find_pivot_arch(A, i+1, j, i)

ELSE
find_pivot_arch(A, i+1, j, k)
ENDIF
ELSIF A‘m(A‘r(k),j) < A‘m(A‘r(i),j) THEN
i
ELSE
k
ENDIF

MEASURE mm_size -i

A fungéo find_pivot_arch é utilizada pela fungdo f_p_arch, que a chama com os
devidos parametros, bem como acontece na especificacdo do operador dada na segao
anterior, simplificando a leitura.

Como é retornado apenas o indice do registro referente a linha que contém o pivo,
a troca de linhas é feita apenas alterando os indices internos a este registro, tal como
no Algoritmo 5.4.3.
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Algoritmo 5.4.3: Funcao para troca de linhas

partial_pivoting_arch(r:reg_mem,
i: below[mm_size], j:below[mm_size]):
reg_mem =
LAMBDA (k: below[mm_size]):
IF (k=i) THEN
r(j)
ELSIF (k=j) THEN
r(i)
ELSE
r(k)
ENDIF

Cada passo da triangulagao superior, dado pela fungao elim_col_below_arch con-
forme o Algoritmo 5.4.4, é feito analisando se na coluna em questao o indice real da
linha analisada indica uma linha que deve ser alterada ou nao. Dado o tipo como as
matrizes foram modeladas para a arquitetura, tal fungao (bem como todas as outras
que modelam a arquitetura) deve retornar dois valores, uma nova matriz e um novo
registro. Inicialmente, entao, é necessario que o registro da nova matriz seja alterado
pela troca da linha atual com aquela que contém o pivo da coluna analisada. Caso
nenhuma alteracao precise ser feita, o elemento se mantém, caso contrario as devidas
operagoes sao feitas tomando cuidado para verificar no registro a linha que contém o
pivo para que as transformagoes lineares sejam feitas corretamente.

Algoritmo 5.4.4: Funcao para zerar uma coluna abaixo da diagonal
elim_col_below_arch(k:below[mm_size], A: mmat_reg): mmat_reg =
LET reg = partial_pivoting_ arch(A‘r,k,f_p_arch(A,k)) IN
(#r := reg,

m := LAMBDA(i: below[mm_size], j: below[mm_sizex*2]):
IF r_p(reg, i) <= k THEN

Afm(d,j)

ELSE

Am(i,j) - A‘m(reg(k),j)* A‘m(i,k)/ A‘m(reg(k),k)
ENDIF #)

A triangulacao superior é feita aplicando-se recursivamente a fungdo indicada para
zerar apenas uma coluna em toda matriz. Isso também é feito utilizando a funcao para
um passo como corpo de um for recursivo, como visto no Algoritmo 5.4.5.

Algoritmo 5.4.5: Funcao para triangulacao superior

up_trg_arch(A : mmat_reg): mmat_reg =
for [mmat_reg] (0, mm_size - 1, A, elim_col_below_arch)

Esta funcdo produz também uma matriz triangular superior, resultado dado por
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um lema auxiliar. Tais matrizes serao utilizadas como entrada para o processo de nor-
malizagao e sdo dadas como o tipo up_trg_mmatrix_arch definido por a: mmat_reg |
up_triang_arch?(a). A normalizacgao, dada pelo Algoritmo 5.4.6 como normalization
_arch, também utiliza os indices reais e virtuais de maneira correta para produzir uma
nova matriz estendida e um novo registro.

Algoritmo 5.4.6: Funcao para normaliza¢ao

normalization_arch( A: up_trg _mmatrix_arch) :up_trg_mmatrix_arch =
(#r := A‘r,

m := LAMBDA(i: below[mm_size], j: below[mm_size*2]):
Am(i ,j)/Am(i,r_p(Afr, i))#)

Seu resultado sao matrizes estendidas cuja primeira matriz quadrada é triangular
superior e tem os elementos da diagonal principal iguais a um, e o registro da matriz
resultante nao se altera. Ambos resultados sdo dados também por lemas auxiliares.
Outro tipo de matriz restrita a estas condi¢bes é definido por normalized_arch como
a:mmat_reg | FORALL (i : below[mm_size]) : a‘m(a‘r(i),i) = 1) AND up_tr
g_arch(a). Estas sdo entdo usadas para o processo de triangulagao inferior, dada por
lw_trg_arch no Algoritmo 5.4.8, definida pelo for_down recursivo ja mencionado ante-
riormente e utilizando como funcgao de corpo a fungao elim_col_above dada no Algo-
ritmo 5.4.7, responsével por deixar os elementos acima do pivo iguais a zero de maneira
similar ao passo para zerar uma coluna para a triangulacao superior.
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Algoritmo 5.4.7: Funcao para zerar uma coluna acima da diagonal

elim_col_above_arch(k : below[mm_size],
A : norm_mmatrix_arch): norm_mmatrix_arch =
(#r := A‘r,
m := LAMBDA(i: below[mm_size],
j: below[mm_sizex*2]):
IF r_p(A‘r, i) >= k THEN
Afm(d,j)
ELSE
Am(i,j) - A‘m(A‘r(k),j)*A‘m(i,k)
ENDIF #)

Algoritmo 5.4.8: Funcao para triangulacao inferior

lw_trg_arch(A : mmat_reg): mmat_reg =
LET new_function =
LAMBDA (k: subrange(0, mm_size - 1),
a: norm_mmatrix_arch):
elim_col_above_arch(-1 - k + mm_size, a) IN
for_it(0, O, mm_size - 1, A, new_function)

Toda arquitetura para inversdo de matrizes com o algoritmo GJ é entao abstraida
pela composicao das fungoes responsaveis por suas fases de processamento, dada pela
funcao abaixo, que recebe uma tnica matriz quadrada e seu registro, estendendo-a com
sua identidade e selecionando a segunda matriz do resultado, que é a inversa.

Algoritmo 5.4.9: Funcao que representa o algoritmo GJ

Gauss_Jordan_arch (A: mat_reg): mat_reg =
second_mmatrix_arch(low_trg_arch(
normalization_arch(up_trg_arch(
matrix_to_mmatrix_arch(A)))))

5.5 Formalizagao da Equivaléncia entre as Definicoes Ma-
tematica e Arquitetural

Assumindo que a definigdo matematica/algoritmica é correta, o circuito que o imple-
menta é certificado provando-se a equivaléncia funcional entre ambas especificagoes.
A formalizacao em PVS expressa propriedades de ambos sistemas como lemas sobre
as fungoes envolvidas e prové, como corolario principal, a verificagao da equivalén-
cia entre as fungoes Gauss_Jordan_math e Gauss_Jordan_arch. Este corolario deve
indicar que duas matrizes equivalentes produzem o mesmo resultado quando aplica-
das as duas defini¢oes, ou seja, para todas mmatrix A e mmat_reg B, A = B implica
Gauss_Jordan_math(A) = Gauss_Jordan_math(B).
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Como os dados manipulados por ambas especificagbes nao é o mesmo, é preciso
especificar também predicados que relacionam os dois tipos de matrizes. Por exemplo,
um para verificar se matrizes, com e sem registro, sdo equivalentes. Isso é dado por:

eq_mat_arq?(A : mmatrix, B : mmat_reg) : bool =
FORALL (i : below[mm_size], j : below[2* mm_size])
A(i,j) = B‘m(B‘r(i),j)

Como ambas especificacoes possuem lagos definidos recursivamente de maneira di-
ferente para executar os passos de triangulacao, é necessario fazer um ajuste para que
a equivaléncia possa ser provada. Isso porque o invariante a ser dado para cada um
seria diferente, tornando impossivel relacionar os resultados parciais de cada iteracao
se aplicados separadamente. Assim, funcoes auxiliares sao criadas para organizar e sin-
cronizar as execugoes de ambas abordagens, matematica e arquitetural. Isto foi feito de
maneira que o invariante a ser escolhido é dado como a equivaléncia entre matrizes apos
cada passo de execugao, garantindo assim a po6s-condicao, pois estabelece que apos cada
passo sincronizado realizado sobre entradas equivalentes, o resultado deve ser matrizes
também equivalentes.

Para este ajuste, alguns tipos e fungoes adicionais sdo necessarios para assegu-
rar a sincronizagdo. Para os tipos de matrizes estendidas iniciais, é criado o tipo
sync_math_arch_mmatrix definido como uma tupla de elementos com tipos [mmatrix,
mmat_reg], cujos elementos sao pares da forma (# A, B #), onde A : mmatrix e B
mmat_reg. Este tipo é entao usado como pardmetro da fung¢ao sync_elim_col_below
descrita abaixo, que sincroniza as fungoes elim_col_below e elim_col_below_arch. A
selegao do primeiro e do segundo componente (as matrizes) de um elemento deste tipo,
AB, é dada por AB‘1 e AB‘2.

Algoritmo 5.5.1: Funcao que sincroniza um passo da triangulagao superior

sync_elim_col_below(i: below[mm_size], AB : sync_math_arch_mmatrix):
sync_math_arch_mmatrix = (# elim_col_below(i, AB‘1),
elim_col_below_arch(i, AB‘2) #)

E aplicada entdo a funcéo correta respectiva ao elemento da tupla, passando-o como
pardmetro juntamente com um indice para sua atuacao. Esta fungao é usada entao como
corpo de um novo for recursivo, visando executar todos os passos envolvidos em ambas
defini¢gbes ao mesmo tempo, de maneira sincronizada.

Algoritmo 5.5.2: Funcao que sincroniza a triangulacao superior

sync_up_trg(AB : sync_math_arch mmatrix): sync_math_arch_mmatrix =
for_it(0,0, mm_size - 1, AB, sync_elim_col_below)

O processo de formalizacao inicia-se pela prova da equivaléncia das func¢oes mais
bésicas, ou seja, que seu comportamento é o mesmo sobre matrizes equivalentes, pro-
duzindo o mesmo resultado. Note, em particular, que a prova indutiva da equivaléncia
funcional para fun¢ao anterior é dada pela prova do invariante Z(k, ABg) se e somente
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se AB, ‘1 = ABL‘2, isto é, ap6s cada passo sincronizado de triangulacao superior, os
componentes da tupla manipulada continuam equivalentes. Isso implicara que os resul-
tados de triangulagao superior sao matrizes equivalentes de tipos correspondentes.

Aqui sao apresentados os esquemas de prova utilizados para verificar os principais
lemas deste trabalho. Parte dos sequentes utilizados e de suas arvores de prova serao in-
troduzidos, porém serao omitidos alguns detalhes, principalmente referentes a checagem
de tipos e provas de ramos com casos similares. Sendo assim, tem-se:

5.5.1 Formalizagao da Equivaléncia da Escolha do Pivo

Como o primeiro passo a ser executado no algoritmo é a escolha do pivo, o lema que
relaciona ambas fungoes para esta tarefa deve ser inicialmente provado para poder ser
utilizado como parte da corregcao de outros lemas. Prova-se inicialmente a equivaléncia
das funcoes auxiliares, seguindo-se a prova das func¢oes principais que as chamam, assim
sendo, tem-se:

Lema 5.5.1 (O Pivo escolhido é o mesmo em matrizes equivalentes).

find_pivot_coincide : LEMMA
FORALL (A: mmatrix, B:mmat_reg, j: below[mm_size],
(i : below[mm_sizel | i >= j),
(k: below[mm_size] | k >= j)):
eq_mat_arq?(A,B) IMPLIES
find_pivot(A,i,j,k) = find_pivot_arch(B,i,j,k)

f_p_is_the_same : LEMMA
FORALL (A: mmatrix, B:mmat_reg,
j: below[mm_size]):
eq_mat_arq?(A,B) IMPLIES
f_p(A,j) = f_p_arch(B,j)

Demonstracao.

O esquema das provas é sintetizado nas Figuras 5.4 e 5.5, onde a prova para
f_p_is_the_same é apenas a aplicacao direta do lema auxiliar find_pivot_coincide
ajustando-se os pardmetros usados em sua chamada.

A prova do lema auxiliar é dada por indugao, que segundo as medidas envolvidas nas
defini¢oes das fungoes find_pivot e find_pivot_arch, deve ser guiada por mm_size
- j e entao aninhada com uma inducao em mm_size - i. Isso porque se deseja uma
inducao no parametro i, que é dependente de j, que precisa entao ser uma variavel livre
para que ocorra a inducao em i. Obtém-se assim a H.I. de que quando procurado em
um indice maior, ou seja, quando o intervalo de indices para busca do pivd é menor,
os pivos encontrados coincidem quando procurados em linhas de indice maior que da
linha inicial.
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E necessario verificar a estrutura das duas funcoes na conclusao, para poder aplicar
a H.I, que quando expandidas nos levam a casos do tipo [1| da Figura 5.5, que tem
como conclusao que o pivd encontrado é o mesmo, esteja ele possivelmente na primeira
linha procurada ou nao.

Os outros casos do tipo |2| sdo referentes a equivaléncia das matrizes, e tratam
de questionamentos tais como tendo premissa de que determinado elemento é (ou néo)
candidato a pivd na definicao matematica e a conclusao deve mostrar que o da defini¢ao
arquitetural também o é, ou vice-versa. Essas provas sao triviais, j4 que por hipotese
tem-se que a matriz matematica e a arquitetural sdo equivalentes.

-
|

(expand f_p)

|_
|

(expand f_p_arch)

|_
|

(skeep)

|_
|

(rewrite find _pivo_coincide)

Figura 5.4: Arvore de prova para f_p_is_the_same
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find _pivot 1)
I

=
-
find_pivot _arch 1)
'
(1ift-if)
F
C )
'
(prop)
1] / \ 2] b
(inst -2 ‘"1+x!2") (expand "eq_mat_arq?")
- -
(inst -2 A‘ B k/x!2) (inst-cp -3 k x!1)
- -
(assert) (inst -3‘x!2 x!1)
'
(assert)

Figura 5.5: Arvore de prova de find_pivot_coincide
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5.5.2 Formalizacao da Equivaléncia quando Troca-se Linhas

O préximo passo € a troca da linha corrente com a que contém o pivo. A prova de que
ambas funcoes para esta tarefa sao equivalentes é mais geral, englobando a troca de
quaisquer duas linhas em matrizes equivalentes e é dada por:

Lema 5.5.2 (Trocar linhas mantém a equivaléncia).

change_rows_preserves_equivalence : LEMMA

FORALL (A: mmatrix, B:mmat_reg, i,j: below[mm_size]):

eq_mat_arq?(A,B) IMPLIES

LET Bn: mmat_reg = (# r:= partial_pivoting arch(B‘r,i,j), m := B‘m#) IN
eq_mat_arq?(partial_pivoting(A,i,j), Bn)

Demonstracao.

Como essas fungoes sdo dadas em termos de fungdes lambda, observando suas de-
finicbes e apenas com a instanciacao dos elementos corretos de modo que a troca das
linhas ocorra é suficiente para completar a prova, como sumarizado na Figura 5.6.

O

5.5.3 Formalizacao da Equivaléncia de cada Passo da Triangulagao
superior

Como apresentado nas Segoes 5.3 e 5.4, o passo de triangulagao superior foi dividido
em duas etapas: uma para eliminagao de uma coluna apenas, e outra recursiva para
aplicar o procedimento em toda matriz.

A prova para triangulacido superior como um todo sera feita posteriormente uti-
lizando o ajuste apresentado no inicio dessa Se¢do e a prova para cada passo da tri-
angulagao fornecida aqui. Deve-se mostrar que, eliminando a mesma coluna abaixo
do elemento da diagonal principal em matrizes equivalentes, o resultado é equivalente.
Sendo assim, tem-se:

Lema 5.5.3 (Os passos de Triangulagao Superior Coincidem).

arch_eliminates_col_below : LEMMA

FORALL (A: mmatrix, B:mmat_reg, i:below[mm_size])
eq_mat_arq?(A, B) IMPLIES
eq_mat_arq?(elim_col_below(i,A),elim_col_below_arch(i,B))

Demonstracao.
A prova é baseada apenas na estrutura das fungoes e correta manipulacao dos elementos
presentes nelas e dos indices envolvidos. Sao expandidas as defini¢oes de eq_mat_arq?,
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(expand eq_mat_arq?)
[
-
(skeep)
[
[

(expand partial _pivoting)
|

l_

(expand partial _pivoting _arch)

I
[

(lift-if)

(inst -2jj 1) (inst -21j 1) (inst -21i_1j 1)

Figura 5.6: Arvore de prova de change_rows_preserves_equivalence

elim_col_below e elim_col_below_arch, mantendo-se uma coépia de eq_mat_arq?
para fins de utilizacao dos lemas anteriores, ja que essa premissa é essencial para aplica-
los.

Assim, s&o verificados os casos em que operagoes devem ou néo ser feitas nos elemen-
tos das linhas. Em ambos os casos, basta aplicar os resultados referentes & equivaléncia
da troca de linhas e de escolha do pivo ja obtidos, bem como lemas sobre a comutati-
vidade da troca de linhas em matrizes equivalentes.
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( : )
[
|
(expand elim__col _below)
[
|
(expand elim__col below arch)
[
|
/ ( )\
[1] [2] - [3] =
\ \ \
(lemma (lemma (lemma
change rows preserves equivalence) index relation) change rows preserves equivalence)
- - -
|
‘ (inst -1 ‘

(inst -1
A B "f p(A,i)"i)

(lemma

"partial pivotin arch ) N A N .
partlal_plvotlng 1s_c0mmutat1ve)

(B’r, i, f_p_arch(B,))"i 1)

| 1
= - -
| | |
(expand eq__mat_arq -1) (assert) ( : )
‘ :
o -
| |
emma p is the same emma p is the same
1 f p is_the 1 f p_is_the
- -
| |
( : ) (expand eq_mat_arq -1)
; !
- -
| |
(lemma . .
partial pivoting is commutative) (1nst—c‘p -11J)
- -
| |
replaces -1 :
|_
|
(replaces -1)
[
|
(assert)

Figura 5.7: Arvore de prova para arch_eliminates_col_below
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E possivel entdao provar que os componentes da triangulacao superior sincronizada
previamente discutida sao equivalentes.

5.5.4 Formalizagao da Equivaléncia da Triangulagao Superior Sincro-
nizada

A sincronizagao é feita por meio de uma tupla para agrupar os elementos de entrada
que serao manipulados recursivamente por uma funcao de sincronizagao parcial. Deste
modo, prova-se que quando estes elementos da tupla sao equivalentes, o resultado da
funcao também o é. Isso é dado pelo lema:

Lema 5.5.4 (Triangulagao Superior produz resultados equivalentes.).

sync_up_trg_eq_result: LEMMA

FORALL (AB: sync_math_arch_mmatrix):
eq_mat_arq?(AB¢1,AB‘2) IMPLIES
eq_mat_arq?(sync_up_trg(AB) ‘1, sync_up_trg(AB) ‘2)

Demonstracao.

Como a sincronizagao da triangulagao superior usa a fungao sync_elim_col_below
para garantir que as operagoes de eliminacao de apenas uma coluna ocorram de maneira
uniforme como corpo de um for recursivo, a prova de sua correcao é dada por meio de
um invariantes, dado por:

Lambda (k : upto[mm_size], MM : sync_math_arch_mmatrix )
eq_mat_arq?(MM‘1, MM‘2)

Deste modo, a indugao fornecida visa verificar se apos cada iteragdo do for, os
dados produzidos sao os mesmos. Como o corpo do lago é dado por elim_col_below,
basta utilizar o lema que atesta a equivaléncia dessa fungdo em matrizes equivalentes. A
arvore de prova resultante é mostrada na Figura 5.8.

O]
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|_

(expand sync__up_trg)
I

}_

(lemma for induct)

(inst -1 "(Lambda (k : upto[mm _size],
MM : sync_math arch mmatrix ) :
eq_mat_arq?(MM‘1, MM¢2))")

(expand sync_elim _col below)
I
[

(rewrite arch _eliminates col below)

Figura 5.8: Arvore de prova para sync_up_trg_eq_result

5.5.5 Formalizagao da Equivaléncia da Normalizacao

Provando que para matrizes de entrada equivalentes normalization e normalization
_arch computam matrizes equivalentes é muito mais simples e nao requer tipos sin-
cronizados. Isso porque, assim como no Lema 5.5.3, nao ha qualquer dependéncia de
dados entre os passos realizados. O lema é dado por

Lema 5.5.5 (Normalizagdo produz resultados equivalentes).

arch_does_normalization : LEMMA

FORALL (A: up_trg_mmatrix, B: up_trg_mmatrix_arch)
eq_mat_arq?(A,B) IMPLIES

eq_mat_arq?(normalization(A), normalization_arch(B))

Demonstracao.
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A equivaléncia da normalizacao é provada de maneira ainda mais simples, pois nao
hé uso de quaisquer outras fungoes em seu corpo, dependendo apenas da expansao de
suas defini¢oes e instanciagoes do predicado eq_mat_arq?, além do Lema 5.4.1 para
verificacao do real indice da matriz arquitetural para correta instanciacao. O

5.5.6 Formalizacao da Equivaléncia de cada Passo da Triangulagao
Inferior

Similarmente & prova para os passos da triangulacdo superior, deve-se mostrar que,
eliminando a mesma coluna abaixo do elemento da diagonal principal em matrizes
equivalentes, o resultado é equivalente. Sendo assim, tem-se:

Lema 5.5.6 (Os passos da triangulagao inferior coincidem).

arch_eliminates_col_above : LEMMA

FORALL (A: norm_mmatrix, B:norm_mmatrix_arch, i:below[mm_size]):
eq_mat_arq?(A, B) IMPLIES
eq_mat_arq?(elim_col_above(i,A),elim_col_above_arch(i,B))

Demonstracao.

Sua prova, embora analoga, ¢ mais simples que aquela para os passos da triangulacao
superior, pois nao ha busca por pivo ou troca de linhas, sendo necessaria apenas a
expansao da definicdo da funcdo e sua correta instanciacdo para obter o resultado

desejado. O

5.5.7 Formalizagao da Equivaléncia da Triangulagao Inferior Sincro-
nizada

Assim como na formalizacao da triangulacdo superior sincronizada, prova-se que quando
os elementos da tupla da sincronizagao sao equivalentes, o resultado da fun¢do também
0 é. Isso é dado pelo lema:

Lema 5.5.7 (Triangulacao inferior sincronizada produz resultados equivalentes).

sync_lw_trg_eq_result: LEMMA

FORALL (AB: sync_mat_arch_norm):
eq_mat_arq?(AB¢1,AB¢2) IMPLIES
eq_mat_arq?(sync_lw_trg(AB) ‘1, sync_lw_trg(AB)‘2)

Demonstracao.

Também analoga & prova para a triangulagdo superior, o invariante fornecido apenas se
difere quanto ao tipo de matriz recebido pela fungao, que passa a ser sync_mat_arch_norm,
dando como invariante:
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Lambda (k : upto[mm_size], MM : sync_mat_arch_norm ):
eq_mat_arq? (MM‘1, MM‘2)

Que produz um passo indutivo semelhante, porém referente as fungées elim_col_above
e elim_col_above_arch, que é provado reescrevendo o Lema 5.5.6.
O

5.5.8 Formalizagao do Teorema Principal de Equivaléncia para o Al-
goritmo e Arquitetura de GJ

De posse de todas as provas preliminares jé fornecidas para os passos do algoritmo GJ,
pode-se entao verificar o teorema principal que o formaliza. Devem ser verificadas tanto
propriedades sobre a equivaléncia entre os elementos da tupla quando aplicado a funcao
de sincronizacao quanto sobre o resultado desta sincronizacao em si.

Essas ultimas foram parcialmente provadas neste trabalho, porém foram deixadas
como axiomas pois faltam ainda resultados referente a aplicacdo de mais um passo
de um laco de repeticao ao resultado deste lago. Esse resultado serd melhor entendido
durante a demonstragao parcial do Lema 5.5.8, que exemplifica esse tipo de propriedade:

Lema 5.5.8 (A triangulagao superior matematica é igual & primeira parte da triangu-
lagao superior sincronizada.).

sync_up_trg_first: AXIOM
FORALL (AB: sync_math_arch_mmatrix): eq_mat?(sync_up_trg(AB) ‘1, up_trg(AB‘1))

Demonstracao.

Esta prova se d4 também por meio de invariante, que é fornecido como:

Lambda(i: below[mm_size+1], MM : sync_math_arch_mmatrix): eq_mat?(MM‘1,
for[mmatrix] (0, i - 1, AB‘1, elim_col_below))

Apos sua instanciagao, sdo dados os casos de B.I. ([1]) e P.I. (|2]), mostrados na
Figura 5.9. O primeiro é trivial e se completa ao expandir as defini¢oes dos lagos. Ja
o passo indutivo necessita da instanciagao correta da hipétese, de modo a indicar que
exatamente o mesmo passo estdo sendo feitos na defini¢ao sincronizada e na original,
produzindo como resultado matrizes com a mesma coluna zerada. A partir do uso disso,
é necesséario um outro resultado que consiga relacionar a aplicagao do corpo de um lago
a um outro lago de mesmo corpo. Este resultado é axiomatizado por:

Axioma 5.5.1 (Relagao entre quantidade de iteragao de um for). Determina a equi-
valéncia entre aplicar o corpo de um for ao resultado deste com n — 1 iteragoes equivale
a executé-lo com n iteracoes.

one_step_for : AXIOM
FORALL (m: nat, (n : int | n>=m-1),
(1:int | 1>n), init : T, f:ForBody(m,1))
for(m,n+1,init,f) = f(n+1,for(m,n,init,f))
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Tal axiomatizacao se da pelo fato de nao ter se conseguido uma prova indutiva para
validé-lo, mesmo sendo um resultado conhecido. A dificuldade desta prova se insere na
manipulagao de indices n e n + 1 nas chamadas recursivas, o que nao permite garantir

a terminacao da prova.

Assim, utilizando corretamente estes resultados com suas devidas instanciagoes.

completa-se a prova do ramo [2| e, consequentemente, deste lema.

esbogo pode ser visto na Figura 5.9.

(inst -1
"Lambda(i: below[mm _size+-1],
MM : sync_math arch mmatrix):
eq_mat?(MM‘1,
for[mmatrix](0, i - 1, AB‘l, elim__col below))")

a - Tk
|

(expand for)

A arvore deste

O]

(sync_elim_col below(k, ak)‘l =
elim_col below(k,ak‘l))

- S
(expalld for) (lemma one_ste‘p_for[mmatrix])

- -
(expand‘for_def) ((inst -1 0 "k-lmm_size‘-lAB‘l"elim_col_below)

- S

‘ \

(expand eq__mat_arq?) (
[
(ass‘ert)

Figura 5.9: Arvore de esboco da prova para sync_up_trg_first

Outros resultados similares, relativos a equivaléncia da func@o sincronizada com
aquelas originais que apresentam a mesma problematica, também foram axiomatizados,

sendo eles:
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Axioma 5.5.2 (A triangulac@o superior arquitetural é igual & segunda parte da trian-
gulagdo superior sincronizada.).

sync_up_trg_second: AXIOM
FORALL (AB: sync_math_arch_mmatrix):
eq_arch?(sync_up_trg(AB) ‘2, up_trg_arch(AB‘2))

Axioma 5.5.3 (A triangulagao inferior matematica é igual & primeira parte da trian-
gulagao inferior sincronizada.).

sync_lw_trg_first: AXIOM
FORALL (AB: sync_mat_arch_norm):
eq_mat?(sync_lw_trg(AB) ‘1, low_trg(AB‘1))

Axioma 5.5.4 (A triangulacao inferior arquitetural é igual a segunda parte da trian-
gulagao inferior sincronizada.).

sync_lw_trg_second: AXIOM
FORALL (AB: sync_mat_arch_norm):
eq_arch?(sync_lw_trg(AB) ‘2, low_trg_arch(AB‘2))

Finalmente, pode-se formalizar como um todo a equivaléncia funcional entre a de-
finicdo matematica e a arquitetural. No geral, deve-se analisar se a funcao para GJ
matematica é equivalente a segunda parte da matriz estendida do primeiro elemento da
tupla quando aplicada a triangulagao inferior & normalizacao da triangulagdo superior
sincronizada, se a funcao para GJ arquitetural é equivalente & segunda parte da matriz
estendida do segundo elemento da tupla dessa mesma aplicagao e, finalmente, que os
dois elementos do resultado da tupla dessa aplicagao sao equivalentes entre si. Isto é:

Teorema 5.5.1 (Equivaléncia Funcional de GJ).

sync_arch_does_gauss_jordan : THEOREM
FORALL (A: matrix, (B: mat_reg | id_reg?(B‘r))):
LET
AB: sync_math_arch_mmatrix =
(matrix_to_mmatrix(A), matrix_to_mmatrix_arch(B))
IN
LET
ABproc =
sync_lw_trg(normalization(sync_up_trg(AB) ‘1),
normalization_arch(sync_up_trg(AB) ‘2))
IN
eq_single_mat_arq?(A,B) IMPLIES
(eq_mat?(second_mmatrix(ABproc‘1),
math_gauss_jordan(first_mmatrix(AB‘1)))
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AND
eq_arch?(second_mmatrix_arch(ABproc‘2),
gauss_jordan_arch(first_mmatrix_arch(AB¢2)))
AND
eq_mat_arq? (ABproc‘1l, ABproc‘2))

Demonstracao.

Note que, como as entradas dos algoritmos math_gauss_jordan e gauss_jordan_arch
sao matrizes nao estendidas, é necessario estendé-las antes de iniciar os processos de
triangulagoes sincronizadas. A partir disso, basta a utilizacdo das premissas que indi-
cam que matrizes equivalentes sdo dadas como entrada juntamente com a instanciacao
correta dos lemas provados anteriormente (relativos ao resultado das triangulagoes sin-
cronizadas, normalizac¢do e sobre sincronizagao e si), para completar a prova.

O
-
|
( )
[
\
/ (prop)\
[1] + (2] 3] =
(expand (expand (lemma
math gauss jordan) gauss_jordan arch) sync_lw_trg eq result)
- - -
\ | \
(lemma
( : ) ( : ) arch _does normalization)
- - -
| | |
(lemma (lemma (lemma sync up trg eq result)
sync_up_trg first) sync_up_trg second) yne_ p‘_ g_ed_
- - -
\ \ \
( : ) ( ) ( : )
| | |
(assert) (assert) (assert)

Figura 5.10: Arvore de prova para sync_arch_does_gauss_jordan

Deste modo, a prova da equivaléncia funcional entre a definigao matematica de GJ
e a arquitetura que a implementa é concluida como corolario através da aplicagao direta
do lema anterior.
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Capitulo 6

Discussoes e Trabalho Futuro

E apresentada uma metodologia para verificacdo formal de operadores algébricos im-
plementados em hardware por meio de provas da equivaléncia funcional entre suas
especificacoes, visando garantir a funcionalidade destes circuitos. Nesta abordagem
é proposta a aplicagao da verificagdo formal como passo paralelo ao desenvolvimento
do circuito, minimizando possiveis atrasos no projeto, mas também sendo possivel sua
aplicacao apoés completa producao do circuito.

Para isso, a especificacdo da arquitetura deve modelar seu comportamento, sendo
capaz de traduzir conservativamente para a linguagem recursiva dos assistentes de prova
seus elementos imperativos. Utiliza-se entao a légica de Floyd-Hoare para prover inva-
riantes que verificam esses elementos.

E proposta também a formalizacao opcional do operador implementado, permitindo
que se assuma sua correcao para fins de verificagdo da arquitetura produzida. Essa
metodologia entao pode ser utilizada para validar circuitos, fornecendo certificados de
seu funcionamento e garantindo sua confiabilidade.

Um caso de estudo que analisa uma implementagdo em FPGA do algoritmo GJ para
inversao de matrizes é apresentado. Tal escolha é justificada pelo amplo uso de inver-
soes de matrizes, especialmente em aplicacoes de engenharia, e pela grande demanda
de tempo necessaria para realizacdo dessas operacoes. Assim, sua implementagdo em
hardware é desejavel, bem como um certificado de garantia de seu funcionamento.

A formalizacdo desenvolvida garante a equivaléncia funcional entre o circuito ana-
lisado e seu operador. Tal equivaléncia se d4 mesmo trabalhando com fluxos, armaze-
namentos e manipulacoes de dados de maneira diferente, pois é fornecida uma relacao
entre os dados e sua manipulagao.

Essa formalizacao envolve diferentes elementos e mecanismos de prova, como o CS,
que é a base do assistente PVS utilizado, lo6gica de Floyd-Hoare e esquemas indutivos.
Também foram necessarios dois tipos de tradugoes, uma entre o comportamento do
hardware e a linguagem de especificacao, e outra entre defini¢bes imperativas e recursi-
vas. Ambas foram manualmente, estando assim sujeitas a falhas e abrem caminhos para
trabalho futuro no sentido de automatizé-las, a fim de evitar tais erros. Os resultados
apresentados foram reportados em Almeida et al. (2014)
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6.1 Dificuldades do Trabalho

Uma das principais dificuldades apresentadas no decorrer do desenvolvimento deste
trabalho é a juncao de duas areas tao amplas e complexas: a prototipagem de hardware
e a verificagdo de sistemas.

Além disso, ha certa confusdo ao tratar de verificagdo formal no ambito de hard-
ware. Isso porque o termo wverificacdo ja é amplamente utilizado no sentido de teste,
como nas ferramentas de verificacdo de hardware como SystemC e SystemVerilog, que
embora sejam muito utilizadas para validar implementagoes de hardware via testes, nao
fornecem provas matematicas de sua corregao.

PVS por sua vez, é uma linguagem de especificagao e prova que permite abstrair o
comportamento e a estrutura de sistemas de modo a verificd-los. Ainda assim, proble-
mas se apresentam ao tratar de definigoes imperativas nessa linguagem, pois as vezes
sa0 necessarias provas quanto a aplicagao do corpo de um lago de repeticao em um
resultado deste mesmo lago. Tais provas nao sao triviais, pois as defini¢oes recursivas
oferecidas como suporte aquelas imperativas se apresentam de modo a dificultar esse
tipo de prova, ja que os indices e casos base que controlam a recursao nao convergem,
ou seja, podem nao chegar a um valor comum.

Ainda em relacao as definigdes imperativas/recursivas, ha a necessidade de escolher
cuidadosamente os invariantes que modelam as propriedades a serem verificadas. Estes
devem ser capazes de abstrair todas as caracteristicas das varidveis modificadas durante
a execugao do lago, e como estas devem se apresentar nao s6 apos seu término, mas
também antes e durante cada iteracgdo. Em PVS o invariante deve ser um predicado
cujos pardmetros s@o um elemento inicial de um dado tipo e um natural referente
a iteragao corrente da verificagdo desse elemento. Deste modo, deve ser analisado
internamente a este predicado as pré e pés-condigoes necessarias.

Também é necessario realizar ajustes ao tratar de equivaléncia entre recursoes, pois
o resultado da execugao destas deve ser analisado de acordo com a iteracao em questao.
Para isso, cria-se fungoes auxiliares, modelando internamente a elas a sincronia neces-
séria & verificagao de cada passo da recursao. Provas adicionais também sao geradas,
garantindo que esta sincronia produz os mesmos resultados que quando cada funcao é
aplicada individualmente.

6.2 Trabalho Futuro

Espera-se inicialmente, como trabalho futuro, a formalizacdo de todas as propriedades
da &algebra linear envolvidas no caso de estudo apresentado, como aquelas relacionadas
as matrizes nao singulares. Isso permitira fornecer um certificado completo ao prover
a correcao do operador. J4 existem formalizacoes de diversas propriedades necesséarias
a este trabalho em PVS nas bibliotecas da NASA, como em Herencia-Zapana et al.
(2012), porém as matrizes sao definidas como vetores de vetores, diferente da abordagem
de funcoes andénimas utilizadas neste trabalho. Pode-se entao estabelecer provas de
isomorfismo entre as duas estruturas de dados utilizadas e reutilizar tais provas.
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Formalizagoes adicionais também sao necessarias ao tratar de tradugoes imperativas
em recursivas. Isso porque a teoria for_iterate utilizada ndo possui estruturas para
modelar lagos while-do e repeat-until, também bastante utilizados HDLs. Faltam
ainda nessa teoria lemas para lidar com a aplicacdo de um passo extra de execucao
de um lago, como dado no Axioma 5.5.1. Outra caréncia importante é relacionada ao
tipo de invariante fornecido para as provas indutivas, pois estes se relacionam apenas
com uma fung¢ao, sendo possivel provar propriedades inerentes a ela, porém dificultam a
verificacao de propriedades que relacionam duas fungoes, como a equivaléncia funcional
utilizada neste trabalho.

Outra proposta mais ambiciosa para dar continuidade a este trabalho, é a geracao de
uma ferramenta para traduzir conservativamente HDLs em PVS de maneira automatica.
Isso eliminaré a possibilidade de que erros de especificagao oriundos da mé interpretagao
do funcionamento de circuitos sejam introduzidos. Também deve ser possivel gerar
codigo HDL sintetizével a partir de sistemas e operadores ja formalizados em PVS. As
traducoes entre essas duas linguagens precisam ter a garantia de conservatividade, que
deve ser fornecida por meio de provas de equivaléncia entre os elementos de ambas.
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