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Resumo

Neste trabalho, estudamos métodos inferenciais baseados em amostras na presenca de
censura tipo II progressiva. Primeiramente, apresentamos trés modelos envolvendo as dis-
tribuicoes: de Valor Extremo, por Ding e Yu (2012), Exponencial Generalizada, por Ismail
(2012), e Lognormal de Trés Parametros, por Basak et al. (2009). Num segundo momento,
baseados no estudo de Lin e Balakrishnan (2011), investigamos as propriedades de consis-
téncia e normalidade assintotica de estimadores de maxima verossimilhanca para modelos

sob esquema de censura tipo-II progressiva.

Palavras-chave: censura tipo Il progressiva, estimador de maxima verossimilhanca, teoria

assintotica, consisténcia.



Abstract

In this work, we study inferential methods based on samples in the presence of progressi-
vely Type-II censoring. First, we present three models involving distributions: Extreme-
Value, by Ding and Yu (2012), Generalized Exponential, by Ismail (2012), and Three-
Parameter Lognormal, by Basak et al. (2009). Secondly, based on the study of Lin and
Balakrishnan (2011), we investigated the properties of consistency and asymptotic norma-
lity of maximum likelihood estimators for models under a progressive Type-II censoring

scheme.

Keywords: progressive Type-II censoring, maximum likelihood estimation, asymptotic

theory, consistency.
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Introducao

Ao realizar inferéncia estatistica a partir de dados obtidos em testes de confiabilidade,
muitas vezes nos deparamos com amostras onde nem todos os tempos de falha desejados
sao observados. Esses casos sao denominados censuras, isto é, sao observacoes parciais em
um estudo interrompido por alguma razao, nao permitindo que as observacoes completas
do tempo de falha sejam obtidas. Censuras sao recorrentes em processos de andlise de
sobrevivéncia, onde o tempo e o custo de tais experimentos sao limitados, ou por diversos
outros motivos alheios ao estudo e as condicoes impostas sobre o objeto de estudo.

Um caso amplamente aplicdvel em situacoes como essa ¢ a Censura do Tipo II Progres-
siva, onde a censura é realizada em algumas etapas, como o proprio nome sugere. Mais
precisamente, a cada falha observada, outras unidades em funcionamento sao retiradas ale-
atoriamente do experimento, até que se obtenha um ntmero pré-determinado de falhas
observadas.

Cohen observa em seu trabalho [11] que era possivel modelar satisfatoriamente, por exem-
plo, situacoes de perda de unidades por acidentes de manuseio ou de mau usos em testes
de durabilidade de produtos eletronicos, utilizando censuras progressivas. Dai, surgem na
literatura trabalhos com diferentes métodos de estimacao dos parametros para amostras
censuradas tipo II progressivamente, dos quais podemos destacar o Principio de Maxima
Verossimilhanca.

Introduzido formalmente por Fisher em [17], o principio de Verossimilhanca é um dos
mais classicos procedimentos utilizados para a obtencao dos estimadores para um modelo
paramétrico, além de ser um dos mais importantes, do ponto de vista teérico. Mais precisa-
mente, seja X1, ..., X, uma amostra aleatoria da densidade f(z;6) onde 6 é o parametro a ser

estimado, entao pretende-se encontrar o valor de # que maximiza a fungao de verossimilhanca
n

L(#) = Hf(%'; 6). Visto que a funcdo logaritmica é uma funcdo estritamente monoétona,
=1

ol
o Principio de Maxima Verossimilhanca sugere maximizar a funcao de log-verossimilhanca



por meio da resolucao das equacoes de verossimilhanca

Jlog L(0)
o0

Tal maximo, caso exista e seja tinico, é denominado o Estimador de Maxima Verossimilhanca

=0.

para o parametro 6 do modelo.

Ao obter o estimador de maxima verossimilhanca para os parametros de um modelo,
deseja-se saber sobre a qualidade desse estimador e seu comportamento em amostras sufi-
cientemente grandes. Cramer, em [14], exibe condi¢oes que garantem propriedades como
consisténcia e normalidade assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca. Isso sig-
nifica que sob determinadas condic¢oes de regularidade, temos que qualquer sequéncia 6, de
estimadores de 6 converge em probabilidade para o verdadeiro valor do parametro quando
n — oo, isto &, 6§ = 6, ¢ dito um estimador consistente de 6. Além disso, \/n(6, — 0)
converge em distribuicao para uma variavel com distribuicao normal quando n — oo, isto
é, o estimador 0, apresenta normalidade assintotica. Estes resultados sao classicos e ampla-
mente aplicados em estudos sobre comportamento assintoticos de estimadores em amostras
completas.

Alguns anos apds os primeiros estudos de Fisher, surgem na literatura novos modelos esta-
tisticos envolvendo estimacao de parametros, como por exemplo, no tratamento de amostras
em que nem todas as unidades sao observadas, ou seja, modelos envolvendo censuras. Dentre
os primeiros trabalhos podemos citar Gupta [18] e Cohen [10] e [13]. A partir dai, diversos
modelos baseados em diferentes esquemas de censura foram estudados. Por sua vasta apli-
cabilidade pratica e teodrica, destacam-se as censuras a direita e seus dois principais tipos:
a Censura do Tipo I e a Censura do Tipo II. Posteriormente surgem generalizacoes desses
dois tipos de censura, como ¢ o caso da Censura Progressiva, e em particular, a Censura do
Tipo II Progressiva, destacada nos estudos deste trabalho.

Herd apresenta em [20] o primeiro trabalho com modelo de Censura Progressiva. Desde
entao, varios autores estudaram diferentes modelos sob censura tipo II progressiva, baseados
em diferentes distribuicoes e obtiveram os estimadores de méxima verossimilhanca para os
parametros desses modelos, o que pode ser visto, por exemplo em Balakrishnan [3], Basak
6], Ismail |22] e Ding [16].

A formalizacao dos modelos de censura trouxe naturalmente os mesmos questionamen-
tos acerca do comportamento assintotico dos estimadores de maxima verossimilhanga, agora
obtidos a partir de amostras censuradas. Nesse sentido, Balakrishnan e Lin exibem em
[4], as propriedades de consisténcia e normalidade assintotica para o estimador de maxima
verossimilhanca em modelos uniparamétricos, envolvendo amostras censuradas tipo II pro-

gressivamente. Eles utilizam o Principio da Informacao Perdida apresentado por Louis em



[27], para desmembrar a amostra sob censura em duas partes: uma considerada completa
(sem censura) e a outra composta pelas unidades censuradas.

Parte do problema j& estava resolvido, pois a convergéncia dos estimadores para uma
amostra sem censura é um resultado classico (apresentado, por exemplo, em [14]). Restava
entao verificar o comportamento dos parametros na parte censurada da amostra. Para isso,
Balakrishnan e Lin propoem novas condigoes de regularidade para as fungoes de densidade
e de distribuicao do modelo, em relacao as condicoes exigidas nas amostras completas. Tais
condicoes permitem o uso de uma versao da Lei fraca dos Grandes Numeros apresentada
por Hoadley em [21], o que garante a obtencao das convergéncias desejadas.

Baseados nesse historico, temos como objetivos neste trabalho, apresentar o modelo de
Censura Tipo II Progressiva, obter os estimadores de maxima verossimilhanca dos parame-
tros de alguns modelos e detalhar os estudos de Balakrishnan e Lin em [4], onde é mostrado
que sob determinadas condicoes de regularidade as propriedades de consisténcia e normali-
dade assintotica sao garantidas para o estimador de maxima verossimilhanca do parametro
em amostras sob esse tipo de censura.

No Capitulo 1 resumimos alguns conceitos e resultados necessarios ao desenvolvimento
do trabalho. Exibimos as propriedades de consisténcia e normalidade assintotica de estima-
dores de maxima verossimilhanga em amostras sem censura e a garantia dessas propriedades
sobre determinadas condigoes. Também neste capitulo apresentamos uma breve explanagao
sobre testes de confiabilidade e a definicao de censura e seus principais tipos. Na Secao 1.2.1,
damos atencao especial a censura do tipo II progressiva, nosso principal objeto de estudo.
Apresentamos na Sec¢ao 1.3 o algoritmo EM, proposto por Desmpster et al. em [15], impor-
tante método iterativo para obter os estimadores de maxima verossimilhanca de parametros
em amostras onde os dados observados sao incompletos, como por exemplo, nos casos de
censura.

No Capitulo 2 apresentamos trés modelos de censura do tipo I progressiva e obtemos os
estimadores de méxima verossimilhanca para seus parametros, por meio do principio de ma-
xima verossimilhancga. Tais modelos, baseados nas distribuicao de Valor Extremo Gumbel,
Exponencial Generalizada e Lognormal de 3 parametros, foram escolhidos por serem ampla-
mente utilizados na modelagem de testes de confiabilidade sobre tempo de falha de diversos
produtos, além de caracterizarem intimeras outras situacoes em andlises de sobrevivéncia.
Na Secao 2.2, exibimos a estimacao de parametros, via maxima verossimilhanca, conside-
rando uma amostra com distribui¢do de Valor Extremo Gumbel, apresentada em [16]. Na
Secao 2.3, tratamos de um modelo com distribuicao Exponencial Generalizada, apresentado
em [22], onde acrescenta-se a hipotese de realizagao do teste sob condigoes de aceleramento,

procedimento comumente utilizado em teste de confiabilidade. Na Secao 2.4, utilizamos o



algoritmo EM para estimar os parametros , via maxima verossimilhanca de um modelo com
distribui¢ao Lognormal de 3 parametros, proposta apresentada em [6].

Por fim, no Capitulo 3 estudamos as propriedades assintéticas do estimador de maxima
verossimilhanca em amostras censuradas tipo II progressivamente. Exibimos as condigoes de
regularidade apresentadas por Balakrishnan e Lin, e exibimos detalhadamente a demonstra-

cao feita por esses autores verificando a consisténcia e a normalidade assintética do estimador.



Capitulo

Preliminares

1.1 - Inroducao

Nesta secao introduzimos as definicoes e os resultados teoricos necessarios ao desenvol-
vimento dos estudos deste trabalho, tendo como referéncias basicas Cramér [14], Lehmann
[25], Casella [8], Lawless [24], Klein [23], Dempster [15], Wu [33] e Tanner [32].

Iniciamos na Secao 1.2 apresentando as definicoes de amostra aleatéria e estimadores
de maxima verossimilhanca e verificamos as propriedades de consisténcia e normalidade
assintOtica para esses estimadores. Na Secao 1.3 tratamos das andlises de sobrevivéncia e
testes de confiabilidade, exibindo os diferentes tipos de censura, em especial a censura do
tipo Il progressiva, principal interesse deste trabalho. Terminamos na Secao 1.4 abordando
o algoritmo EM, ferramenta cléssica para estimacoes de parametros em amostras com dados

incompletos.

1.2 - Principio de Maxima Verossimilhanca

Definicao 1.1. Uma amostra aleatoria de tamanho n de uma funcao de distribuicao F' é
dada por X = (X, Xy,...,X,,) onde Xy, Xs, ..., X, sdo varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d.) com funcao de distribui¢do comum F'.

Se X1, Xs, ..., X, sao variaveis aleatorias continuas i.i.d. com densidade comum f, po-

demos dizer que X é uma amostra aleatoria de f.

Para introduzirmos as defini¢oes abaixo, consideramos inicialmente X;, Xo,..., X,, uma
amostra aleatoria de uma densidade f(z;6) com respeito a medida o-finita p sobre R, tal
que # é um parametro pertencente ao espaco © C R", r € N, > 1. Assumimos que ¢ é um

parametro r-dimensional desconhecido e, portanto, temos como objetivo estimé-lo.



1.2. Principio de Maxima Verossimilhancga

Definicdo 1.2. Um estimador de 0 é uma estatistica 0, = T(Xy,...,X,), onde T é uma

funcao de R™ em ©O.

Definicao 1.3. A funcdo de verossimilhan¢a de um parametro 6 baseada nas observacoes

xi,...,T, da amostra Xq,...X, é dada por

n

L(O;xy,...,x,) = Hf(xl, 0).

i=1
Definicao 1.4. O estimador de mdzima verossimilhanga (EMV) de 6 & o valor 0 que ma-
ximiza a fun¢do de verossimilhanca L(0) = L(0;xq,...,x,) caso exista, isto é, é um valor

é:én:é(wl,...,xn)G@talque

A

L(0) = sup L(0; 1, ... ,x,) = sup [ [ f(x;0),
() €0 ;]

onde (z1,...,x,) € uma amostra observada de (X,...,X,,).

Observacao 1.5. (i) Pode ocorrer de § nao existir ou existir e nao ser tnico.

(ii) A fungdo logaritmica é uma fungdo monotona estritamente crescente e, sendo assim,
afim de facilitar o processo de obtencao dos EMV, podemos substituir a funcao de verossi-

milhanca pela funcao log-verossimilhanca de 6, dada por:
1(0) = log L(9) = > log f(w:5).
i=1

Se existir, o valor de § que maximiza a fun¢ao /() serd também o valor que maximiza a

fungao L(0), isto é, sera o estimador de maxima verossimilhanga desejado.

(iii) Para obter o valor do EMV 0, resolvemos as equacdes de verossimilhanca

al(0)
90);

=0, 1=1,...,r,

desde que I(6) seja diferencidvel em © e 0 seja um maximo local.

A grande importancia dos EMV dos parametros de uma amostra se da pelas suas pro-
priedades matemaéticas quando o tamanho n da amostra é suficientemente grande. Tais

propriedades sao enunciadas abaixo.

Definicao 1.6. Um estimador 0, ¢ dito estimador consistente de 0 se a sequéncia {én}n

converge em probabilidade para 6, isto é, se para todo € > 0 temos que

lim P(|0, — 0] <€) = 1.

n—00



1.2. Principio de Maxima Verossimilhancga

Definigao 1.7. A matriz quadrada de ordem r, 1(0) = [I;;(0)] ., cujas entradas sao dadas

por:

0 0 .
‘[jk‘(e) = cov |:09 logf(Xla )78_9]€logf<X179):| ) jak: 17"'7T7

€ Nnos Casos em que

2

0 0 0
E(ae 8 £(6056) 1ogf(X1;9)) - E(aa o log 1 (X >),

entao [, = —F (09 a0, log f(X7; )) é chamada de Matriz de Informacao de Fisher de X;.

Definicao 1.8. Dizemos que um estimador 6, tem distribuicao assintoticamente normal se

Vb, —0) 25 N (o%) :

isto &, se \/n(6, — 6) converge em distribuigdo para uma variavel aleatéria com distribui¢ao

satisfaz a condicao

normal de média zero e matriz de covariancia [I(6)]!.

No que segue, vemos alguns resultados acerca da existéncia e qualidade do EMV de
um parametro 6, ou seja, apresentamos condicoes de regularidade, sob as quais, garantimos
a consisténcia e a normalidade assintética do estimador de méxima verossimilhanca de 6.
Assumimos que 6 é um parametro unidimensional com valores possiveis em © C R. A
referéncia basica utilizada aqui é Cramér [14] e Lehmann [25].

Seja F = {f(z;0),0 € O} uma familia de densidades relativas a uma medida o-finita
. Considere um conjunto de dados observados z, ..., z, que sao realizacoes i.i.d. de uma
variavel aleatoria X com densidade f(z;6y) € %, onde 6y € © C R é o parametro verdadeiro

a ser estimado.

Seja (6 Z log f(z4;0) a funcao de log-verossimilhanga de 6. Vejamos abaixo, entao,

uma listagem das condicoes de regularidade para os resultados que vém a seguir.

(C1) As distribuicoes das observacoes sao identificaveis, isto é, para 01,0, € © C R,
se 01 # Oy entao f(x;01) # f(x;0,).

(C2) O espago paramétrico © é um intervalo aberto nao degenerado I = (a,b), tal que

O:—x<a<l<b< .



1.2. Principio de Maxima Verossimilhancga

(C3) O conjunto suporte de f(x;0), isto é, supp(f) = {z; f(x;0) > 0} é independente de 6.

(C4) Para quase todo z, as derivadas %log f(z;0), ;—;log f(z;0) e g—;log f(z;0) exis-
tem para todo 6 € I.

(C5) Para todo 0 € I, | & f(z;0)] < Gi(),

3 o T %
%f(a:;@)‘ < Ga(z) @ ‘f“gfof(@)‘ < i),

onde G e G5 sdo integraveis sobre (—o0, o), enquanto / G5(2) f(z;0)dr < K, onde K ¢é

independente de 6.

oo 2
(C6) Para todo 6 € I, a integral v* = / Lfg log f(x; 9)} f(z;0)dx é finita e positiva.

Lema 1.9. Seja X = (X1, ..., X,) uma amostra aleatdria da densidade f(x;00), que satisfaz
as condigoes (C1), (C2) e (C3). Entdao, para todo 0 € ©,0 # 0,

P (L(0) < L(hy)) =5 1. (1.1)
Demonstracdo. Podemos reescrever a desigualdade

L(8) < L(6)

como
log L(0) < log L(6y),
donde
1 n
— > llog f(Xi:0) — log (X 6)] < 0
i=1
e portanto

X;; 0)
lo < 0.
v (i)
Como a fungdo (—log) é estritamente convexa, pela Desigualdade de Jensen e pelas
condigbes (C1), (C2) e (C3) segue que

Al () e

Como as variaveis X;, 7 = 1,...,n sao ii.d., temos que log (f(gf;i))

possuem esperanga finita, por (1.2). Dai, pela Lei Fraca dos Grandes Numeros (LfGN) de

) também o sao e

8



1.2. Principio de Maxima Verossimilhancga

Khintchine segue que

e entdo por (1.2) e (1.3) segue que

(Zl ( X“:O)))<O>’H—°>°1.

Mesmo que nao se conheca o valor verdadeiro 6y, pode-se estimar o valor 6 de 6, que ma-

ximiza a densidade conjunta de X1, ..., X, isto é, que maximiza a fun¢ao de verossimilhanca
dadas as observacoes xy,...,x,. O Lema 1.9 mostra que, com probabilidade tendendo a 1
quando n — oo, a funcao de verossimilhanca em 6, assume valor maior do que em qualquer

outro 6 fixado.

Lema 1.10. Seja X = (X1, ..., X,,) uma amostra aleatoria da densidade f(x;00) que satisfaz
as condi¢coes (C1)—(C6). Entao, para todo a > 0 suficientemente pequeno, com probabilidade

tendendo a 1 quando n — oo, existem solugoes én(a) = én(Xl, ..., Xn)(a) da equagio de
verossimilhanca
0
—1(0 1.4
210) =0 (14)

tais que 0,(a) € um mdzimo local de L(0) e 0,(a) € I, = (6y — a, 0y + a). Ainda,

lim P(L(f,(a)) < L(6,)) = 1.

n—oo
Demonstracdo. Consideremos, primeiramente, a expansao da funcao % log f(x;0) pela for-
mula de Taylor com resto de Lagrange em torno de 6, ou seja,

) ) 0? (0 — 6))? &

5 108 f(2:0) = 5510g f(x;60) + (6 — b0) 555 log f (w3 60) + =573 log f(x; 9),

onde 6 esta entre 0 e 6.
Dai podemos escrever

5’ - 8

n 8 n 82 (9 . 90)2 n 83
ZZ:; 2 log f(x;600) + (0 — 6p) ; 902 log f(x;;60) + 5 20 log f(x; )

i=1



1.2. Principio de Maxima Verossimilhancga

Pela condicao (C5) podemos definir

A( ) O, se G;(IZ) =0
xT;) =
393 IOg f(xlv )ngxl)’ se G;(xl) > 07

o que nos da 0 < |A(z;)| <1, para todo i = 1,...,n, e entao segue que
10 0 —6y)? -
~ 50 log L(0) = By + (0 — 00) By + %Bg (1.5)

onde

By = —Z—logfxz,ﬁo)
B, = Zagz log f(24;0o);
_ 1 < §

Observe que, como |A(z;)| <1, para todoi=1,...n,

17L
=3 Gy
n 2 G5(z) Az

3| -

1 n
> n; 3(s) 2

Assim, temos que By = AB,, onde |A] < 1 e podemos reescrever a igualdade (1.5) como

10 0 — 6,)?
— 90 log L(0) = By + (0 — 00) By + %ABQ. (1.6)
Note que as B;’s sao funcoes das variaveis aleatorias Xy, ..., X,,.

Mostramos primeiramente que, com probabilidade tendendo a 1 quando n — oo, a equa-
¢ao (1.4) tem uma raiz em I, = (6y — a,6p + a) para a > 0 (suficientemente pequeno).
Fazemos isso em trés etapas. Sao elas:

(I) Pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pelas condigoes (C4) e (C5), temos que

10



1.2. Principio de Maxima Verossimilhancga

/mﬁﬂ bde = [ L pesbu)de =0
70080 Zr;bp)axr = 700602 Zribp)axr = VU,

para todo 6 € I, e portanto

E(%logf(X;Ho)> = [ gylor (i) flaibo)is
& 0
= /_ m%ﬂx;%)-ﬂx;@omﬁ—o
e
0 © 2 = 9 [ 2 f(x;0,
B F(@:00) 2 f(500) — [ f(2:00)]" ,,
- (7@ 60 fla: bo)da
00 82 00 ) 2
— [ gttt [~ Soe )| st
— - | gl fxitn)] =

onde a tltima igualdade sai da condic¢ao (C6). Dessa forma, obtemos

E(By) =0 e E(By)=—~

(II) Analisamos agora o comportamento das B;’s.

(I1.i) Como Xj,...,X, sao variaveis i.i.d., as variaveis %log f(X30), i =1,...,n, tam-

bém o sao. De (I) e pela LIGN de Khintchine, temos que

1~ 0 P 9 _ B

Entao para qualquer a > 0 temos que

P(|By| < a*) =P ( -

11



1.2. Principio de Maxima Verossimilhancga

(11.i7) Pela mesma ideia de (/1.7), as varidveis aa—;log f(X;;0) sao iid. e, pela LIGN de

Khintchine, temos que

82

B pr—
! 692

0
log f(XU 00) H E (802 log f(X’L7 90)) = _72-

Assim, para todo € > 0,
P(|B; — (—%)] < ¢) =3 1.

Tomando € = 7?/2 obtemos

P(B; < —%/2) =% 1.

(I1.13) Temos que G3(X;), ¢ = 1,...,n, sdo variaveis aleatorias i.i.d. com média
E(G5(X;)) = E(G%(X1)) := 7, onde, pela condigdo (C5) ,0 <z < K <o0,i=1,...,n

Assim, pela Lei dos Grandes Numeros, segue que

P(|By —z| <¢e) — 1. (1.7)
Tomando e = & > 0 em (1.7), segue que
P(|By| < 27) =31,
e como 0 <z < K, temos também que
P(|By| < 2K) =51,
ou seja, By é limitado.
Dos resultados obtidos em (I1.7), (I1.7i) e (I1.iii), temos que
P(|Bo| < a® By < —%/2,|Bs| < 2K) =3 1.
Portanto, para a > 0, com probabilidade tendendo a 1 quando n — oo, temos:

(1°)

A
———-log L(0) = Bo +aB; + EQQBQ <a®—ay?/2+a’K = a[-7*/2 + a(1 + K)).
n 0=00+a

12
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2
v¢/2
Fazendo 0 < a < {7, temos

9 log L(#) < 0.

06
(2°)
19 _ AL, 2 2/ 25 _ 12
log L(0) =By+aB,+ —=a"By > —a"+ay" /2 —a"K = —a[—y*/2 4+ a(1 + K],
n 00 0=00—a 2
e, analogamente, fazendo 0 < a < ﬁ—/;, seque que
0
— log L(6) > 0.
5 108 L(0)
Pela condiao (C4), a fun¢io Zlog L(#) é continua para quase todo x = (z1,...,2,),

entao, pelo que acabamos de mostrar, temos que para a > 0 suficientemente pequeno, com
probabilidade tendendo a 1 quando n — oo, existe 0, (a) € I, = (6 — a, g+ a) tal que ,(a)
é uma solucao da equagao de verossimilhanca (1.4) e ponto de méaximo local de L(0).
Dai, e de (1.1), segue que
lim P(L(0,(a)) < L(6y)) = 1,

n—o0

onde 0y é o verdadeiro valor de 6.

O Lema 1.10 garante que para cada a > 0 fixado quando n — oo existem, com probabili-
dade tendendo a 1, maximos locais da fungio de verossimilhanga no intervalo (6 — a, 6y +a),
isto é, numa vizinhanca do verdadeiro valor 6.

A partir dai, o Teorema 1.11 a seguir mostra que essas solucoes convergem para o ver-

dadeiro valor 6, quando n — oc.

Teorema 1.11. Seja X = (Xy,...,X,,) uma amostra aleatdria da densidade f(x;6y) sa-
tisfazendo (C1) - (C6). Entdo, com probabilidade tendendo a 1 quando n — oo, eristem
solugoes 0,, = én(Xl, ..., X,) das equagoes de verossimilhanca (1.4) tais que 0, € um esti-

mador consistente de 0.

Demonstracdo. Dado a > 0 suficientemente pequeno, pelo Lema 1.10, temos que existe uma
sequéncia 6, (a) de solucoes da equacio de verossimilhanca (1.4), onde 6, € (o — a, 0y + a)
¢ um maximo local de L(f) e que satisfaz

o0

P(|0,(a) — 6y] < a) =5 1.

13



1.2. Principio de Maxima Verossimilhancga

Agora, fazendo a — 0, seja 6, a solugao de (1.4) mais proxima de 6y e, dessa forma, segue
que para todo € > 0,
P(|6, — 6| <€) =3 1.

Provamos assim, que sob condicoes de regularidade, o EMV de um parametro é consis-
tente. A seguir verificamos que além da consisténcia, as condigoes de regularidade (C'1)—(C6)

garantem também a normalidade assintotica do EMV.

Teorema 1.12. Seja X = (X4,..., X,,) uma amostra aleatoria da densidade f(x;00) satisfa-
zendo as condicoes (C1)-(C6). Se 0, = 0,(X1, ..., X,) sio solugoes consistentes da equagio

de verossimilhanga (1.4), entao

il — 09 2 N (0, 1(160))

onde 1(6y) = E | & log f(X;0)

2
=% < .
0=0,

Demonstracdo. Como 6=0,¢é solugdo consistente da equagdo de verossimilhanga (1.4), da

igualdade (1.6), temos que

(6 — 6,)>

BU + (é - 90)31 + ABQ == O,

disto segue que
By

— B, — ©MAB,

(6 — ) =
e portanto

"9
ﬁﬁ;@mgﬂxi;ea)

—’y_l? _ (92;920)AB2

\/5(9 - 90) =

(1.8)

Na demonstracao do Lema 1.10, vimos que B; N —~% e B, & limitado. Daf segue que o
denominador da fragao (1.8) converge em probabilidade para 1. Sendo assim, para verificar

a normalidade assintética de 6, basta verificarmos a convergéncia do numerador da fracao.

Observe que % log f(X;; 00) sdo variaveis i.i.d. com média 0 e variancia v? < oo, entao,

pelo Teorema de Lindeberg—Lev Y,
\/ﬁ " 90 g iy Y0 ) )
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ou seja,
1 = 9 D 1
—_ —1 X;: 0 N — .
’)/2\/5122289 ng( iy 0) — (07 72>
Portanto 1
A D
_ N -
\/ﬁ(en 90) — (07 1(90)) )

onde I(0y) = ~%. »

Os Teoremas 1.11 e 1.12 garantem que em amostras completas podemos obter boas
estimacoes para os parametros desconhecidos, assegurando importantes propriedades quando
essas amostras sao suficientemente grandes. Entretanto, ao realizar estudos praticos para
obtencao de estimadores, podemos nos deparar com situacoes de perda de informacao, isto é,
amostras que geram informacdes incompletas por algum motivo. Ao se estudar esse tipo de
problema, surgiram na literatura novos modelos estatisticos que visavam assegurar a essas
amostras com informagoes perdidas as mesmas propriedades das amostras completas. Nas

proximas segoes discutiremos alguns desses modelos.

1.3 - Esquemas de Censura

Nesta secao apresentamos esquemas de censura, caracteristicas de dados observados em
testes de estudos de anéalise de sobrevivéncia e confiabilidade. Para isso, iniciamos abordando
alguns conceitos.

Quando uma indtstria fabrica algum produto, é importante que se tenha ideia de quanto
tempo aquele produto ira funcionar, sob condi¢oes normais de uso. Essa informacao se torna
necessaria para que se saiba, por exemplo, qual o tempo de garantia sera oferecido sobre o
produto e aproximadamente quantas unidades irao apresentar problemas até esse tempo.
Essas ideias estao ligadas ao conceito de confiabilidade. Confiabilidade é uma medida da
capacidade de um produto funcionar bem durante um periodo de tempo especificado, sob
condicoes de uso pré-estabelecidas.

As situacoes estudadas em confiabilidade envolvem o tempo até a ocorréncia de um evento
de interesse. Na maioria dos casos, esses eventos sao indesejaveis, o que nos faz denominé-los
como falhas.

O tempo decorrido do inicio do experimento até o evento de interesse (falha) serd ana-
lisado para responder as questoes acerca da confiabilidade do produto, podendo ser de-
nominado por “tempo de falha”, “tempo de sobrevivéncia”, “tempo de vida’, “tempo até a
ocorréncia do evento” ou “tempo até falha”. Neste trabalho iremos defini-lo como tempo de

falha. Observe que esse tempo de falha nao é necessariamente uma medida usual de tempo,
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1.3. Esquemas de Censura

podendo ser medido em outras escalas, de acordo com o objeto de estudo. Ao estudo acerca
do tempo de falha se d4 o nome de Andlise de Confiabilidade ou Sobrevivéncia.

O interesse em estudos de andlise de confiabilidade é observar os tempos de falha das
unidades ou itens colocados em teste, e, a partir desses dados, realizar a inferéncia estatistica.
Porém, os testes realizados para obter as medidas de durabilidade de produtos, por exemplo,
podem ser demorados e caros. Por esses motivos, muitas vezes sao terminados antes que
todos os itens falhem, gerando observacgoes incompletas para estudo. Nesse caso, dizemos
que ocorreu uma censura. Mais formalmente, uma censura é a observacao parcial da resposta
do estudo que foi interrompida por alguma razao, nao permitindo a observacao completa do
tempo de falha.

Por exemplo, suponhamos que n itens eletronicos sejam colocados em teste de vida,
de modo que sejam deixados em funcionamento até que falhem, durante um determinado
tempo. Se até esse tempo apenas m < n itens deixarem de funcionar, apenas m tempos de
falha serao observados, sendo os outros n — m ditos censurados.

Apesar de nao gerar informacgoes do tempo de falha, as censuras carregam a informagao
de que esse tempo é maior que o tempo observado no estudo, isto é, a informacao da sobrevi-
véncia das unidades em teste. Por esse motivo, mesmo que sejam parciais, essas observacoes
nao devem ser desconsideradas na anélise estatistica.

Na pratica, temos alguns tipos de censuras. Destacamos aqui as censuras a direita e a

esquerda.

Censura a direita: E o tipo mais comum em testes de analise de confiabilidade. Na
censura a direita nao se observa o tempo exato da falha, s6 se sabe que o tempo de falha é
maior do que o tempo observado.

Por exemplo, suponhamos que um estudo acompanhe o tempo entre o diagnostico de
AIDS e o 6bito, em 200 pessoas, entre os anos de 1996 e 2000. Denominemos como falha a
morte da pessoa. Suponhamos ainda que 90 dessas pessoas morreram até o ano 2000 e as
outras 110 ndo. Nesse caso, tivemos 90 falhas observadas e 110 censuras (& direita).

Entre censura a direita existem alguns outros tipos de censura, como a do Tipo I, Tipo
IT e a Tipo II progressiva, que serao estudadas nas proximas segoes. Cada um desses tipos

de censura gera uma diferente funcao de verossimilhanca.

Censura a esquerda: Esse tipo de censura ocorre quando nao conhecemos o momento
da ocorréncia da falha, mas sabemos que ela ocorreu antes do tempo registrado. Em outras
palavras, o tempo de falha é menor que o tempo observado.

Por exemplo, o estudo do tempo decorrido entre a infecgao pelo virus HIV e o diagnéstico
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imunologico de AIDS. Consideremos como falha o diagndstico imunolégico. Nao é possivel

saber o momento da falha, apenas que ela ocorreu apos a infeccao.

No que segue, concentramos nossos estudos nos casos de censura a direita.

1.3.1 Censuras do Tipo I e Tipo II

Apresentamos nesta Secao os dois tipos classicos de esquemas de censura a direita: a do
tipo I e a do tipo II. Esses modelos foram os primeiros modelos de censura que surgiram
na literatura, sendo posteriormente generalizados para novos modelos. Motivados pela sua
vasta aplicabilidade e pela base para o entendimento da censura tipo Il progressiva, seguem

detalhes de cada um.

Censura do tipo I

Damos inicio & apresentacao dos esquemas de censura, com a Censura do Tipo I, onde
a falha é observada apenas se ocorrer antes de um determinado tempo pré-fixado. Estudos
sobre comportamentos de animais ou exames clinicos, por exemplo, podem facilmente gerar
amostras com esse tipo de censura. Um estudo pode iniciar com um ntmero fixo de animais
ou pacientes, onde um tratamento é aplicado e, por questoes financeiras ou temporais, o
investigador termina seu estudo antes que todos os eventos sejam observados, ou seja, apos
um determinado tempo. Outros exemplos a serem considerados sao testes de durabilidade de
itens eletronicos que demoram muito tempo até que apresentem mau funcionamento. Nesse
caso, estipula-se um tempo limite para o teste. Observe que nesse tipo de censura o tempo
méaximo de observacao ¢ fixo, enquanto a quantidade e o tempo de falha dos itens observados
sao aleatorios.

Definamos formalmente censura do Tipo I.

Definicao 1.13. Sejam T7,...,T, varidveis aleatorias i.i.d. que caracterizam tempos de
falha, com funcao densidade de probabilidade e funcao de distribuicao comum dadas por
f(:;0) e F(+;0), respectivamente, onde 6 é um parametro. Seja t. um tempo pré-determinado,
dito tempo de censura. Uma amostra sob esquema de censura do tipo I é uma amostra
Xq,...,X, dada por

Ti,se T; < tc

X; = min (T}, t.) = )
te,se T >t

Seja A; a variavel aleatoria definida por:

L, T; <t. .
A; = - i=1,...,n.
0, T; >t
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Nessa abordagem, podemos dizer que A; é a variavel que indica se o i-ésimo tempo de
falha T} é censurado ou nao. Dessa forma, temos que a funcao densidade de probabilidade

conjunta de X; e A; é dada por

Fxon, (t,0:0) = [f(L0))°[1 — F(t; )]0, i=1,...,n,

parat>0e5:{ L tst .
0, t>t.

Na presenca de censura, a funcao de verossimilhanca é modificada. Em amostras com
dados completos, ou seja, sem censura, a funcao de verossimilhanca é o produto das densida-
des completas, como pode ser visto na Secao 1.2. Na presenca de censura tipo I, o tempo de
falha T; é observado apenas de T; < t., i =1,...,n; e portando, se T; > t., nao é conhecido
exatamente quando a falha ocorre.

Quando uma censura ocorre, o que se sabe é que o intervalo do tempo de falha é (t., c0)
e essa informacao é uma importante contribuicao na funcao de verossimilhanca, que pode
ser resumida por P(7; > t.).

Agora, se tq,...,t, é uma amostra observada de X 2 X;, 1 =1,...,n, temos que a

funcao de verossimilhanca de 6, para o caso de censura do tipo I, é dada por:

n

L(0) = [T 1 (ts 0 [ = F(te:0)) 7, (1.9)
i=1
I oset; <t. . - D . . .
onde §; = ,1=1,...,n, onde notagao = indica “mesma distribuicao que”.
0 set; >t.

Maiores detalhes podem ser encontrados em Lawless [24] e Klein [23].

Exemplo 1.14. Estimacao do EMYV para uma amostra aleatoria de tamanho n com distri-
buicao Erponencial sob censura do tipo I [24].

O modelo Exponencial é um dos mais utilizados em analises de dados de confiabiliade,
pois se adequa a varias situacoes praticas, como por exemplo, modelagem de tempo de vida
de produtos elétricos e Oleos isolantes. A distribuicao exponencial é a tunica distribuicao
absolutamente continua que possui fungdo de taxa de falha (ou taxa de risco) constante

no tempo, propriedade dita como falta de memdoria. Seja T uma varidvel com distribuicao

exponencial de parametro #, com fungoes densidade e de distribuicao dadas, respectivamente,
por
f&)y=0e" t>0,
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e
Ft)y=1—¢% t>0.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que os dados observados ¢y, ..., t, sao apresen-
tados por
t1 < ...<t,: dados nao-censurados
e

tma1 =te, ...ty =t.: dados censurados.

Por (1.9), a fungdo de verossimilhanga, neste caso, é dada por

[96—0151-]6,: [6—9ti] 1-6;

=

L) =

1

.
Il

[ee—mi]'[e—etﬂn—m

I
amE

1

.
I

B
— Pme =1 .efetc(nfm)
e dai, a funcao log-verossimilhanca é dada por

1(6) :mlogH—HZti—Htc(n—m). (1.10)
i=1

Derivando (1.10) em relacao a 6, obtemos a equagao de verossimilhanca

%"):%— (Zti—l-tc(n—m)) =0,

Censura do tipo 11

Um outro tipo de censura a direita é a censura do tipo II, na qual é observado o tempo
de falha de um nimero pré-determinado de itens em teste, isto é, se n unidades forem
colocadas em teste, este serd finalizado quando ocorrer a m-ésima falha, sendo m < n um
numero previamente fixado. Censura tipo II ¢ comum em experimentos de teste de vida ttil

de equipamentos quando se tem pouca ou nenhuma informacao sobre sua durabilidade. Neste
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processo, todos os itens sao colocados em teste ao mesmo tempo e o teste é terminado quando
é observado um certo nimero pré-estabelecido de falhas. Tal experiéncia pode economizar
tempo e dinheiro pois, geralmente, sao testes de alto custo para realizacao e que pode-se

demorar muito tempo para que os itens falhem.

Definicao 1.15. Sejam T3, ...,T, variaveis aleatorias i.i.d. que caracterizam tempos de
falhas, com funcao densidade de probabilidade e funcao de distribuicao comum dadas por
f(-;0) e F(-;0), respectivamente, onde 6 é um parametro. Seja m < n o niumero pré-fixado
de falhas observadas. Uma amostra sob esquema de censura do tipo II é uma amostra

Xy, -, X tal que X(1),..., X(,) sao estatisticas de ordem definidas por

Ty, se Ty < Tim)
X =
T(m), se T(i) > T(m),

onde T{,,) ¢ o tempo de vida aleatério da m-ésima falha.

Obtemos agora a fun¢ao de verossimilhanca para o parametro ¢. Considerando (), ..., % y)
os valores observados de X(yy,..., X(,), a funcao de verossimilhan¢a para este modelo com

m falhas observadas é dada por

n! o
L(f) = ——— )| 1= F(xu; 0)]" ™, 1.11
(0) =) Ll}f(x() )] [ (@(m); 0)] (1.11)
onde 1) Sx2) <o S Tn) € Tnyl) = 0 = T(n) = Tim)-
Maiores detalhes podem ser encontrados novamente em Lawless [24] e [23].

Exemplo 1.16. Estimacao dos EMV para uma amostra aleatoria de tamanho n com distri-
buigao Gumbel sob censura do tipo II [24].

A distribui¢ao Gumbel (ou distribui¢ao de Valor Extremo), assim como a Exponencial, é
muito utilizada em andlise de dados de confiabilidade, por também se adequar a varias situ-
acoes praticas. Essa distribuicao esta diretamente relacionada com a distribuicao Weibull,
pois é obtida considerando-se o logaritmo natural de uma variével aleatéria com distribuicao
Weibull. Mais detalhes dessa relagao serao tratados na Secao 2.2.

As funcoes de densidade de probabilidade e de distribuicao acumulada de uma variavel
X com distribuicdo Gumbel com parametros pu e b (parametros de locacdo e de escala,

respectivamente) sao dadas por
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respectivamente, onde b > 0 e —oo < p < o0.

Suponhamos que zq,...,z, sejam observacoes ordenadas de uma amostra aleatoria
Xi,..., X, com distribuicao Gumbel de parametro b e p sob esquema de censura do tipo II
com m falhas observadas.

Por (1.11), a fungao de verossimilhanga é dada por

) = T e o (-5 fow ()]

e dai, a funcao log-verossimilhanca, por:

o= ) —m)e T — Ze””"?“. (1.12)

Assim, derivando (1.12) em relacdo a p e b obtemos as equagoes de verossimilhanga

(p,0) = log —

/ m
Blg:b) _ % _m‘i‘(n—m)ezmbﬂL +Zemb_“] =0
i=1
At = [—mb =Y () (= m) (= e Y (e T | =0,
\ =1 i=1

que nos possibilita encontrar os valores dos EMV [ e b por meio de métodos numéricos.
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1.3.2 Censura do Tipo Il progressiva

Uma generalizacao da censura do tipo II é a censura do tipo I progressiva. Aqui,
determina-se um numero fixo de falhas a serem observadas no teste de vida e a cada uma
delas, retira-se aleatoriamente outras unidades que ainda estao em funcionamento. Esses
experimentos também sao bastante utilizados em testes de vida util de equipamentos, de
modo a economizar tempo e dinheiro. Essa diferenca em relagao a censura do tipo II é que
aqui, pressupoe-se que ao ocorrer uma falha em um equipamento por algum motivo, outros
equipamentos estariam para falhar pelo mesmo motivo e por isso a retirada de itens do teste
apos cada falha. Isto economiza tempo e custos.

Nesse caso, n unidades sao colocadas em teste e deseja-se observar o tempo em que ocor-
rem as m primeiras falhas, e a cada i-ésima falha sdo retirados aleatoriamente R; unidades
que ainda estao em funcionamento, onde Ry, ..., R,, sao valores pré-estabelecidos. Ou seja,
quando ocorre a primeira falha, sdo retiradas R; unidades das (n — 1) que nao falharam,
restando entao n — R; — 1 unidades. Da mesma forma, quando ocorre a segunda falha, sao
retiradas Rs unidades, restando agora n — Ry — Ry — 2 unidades, e assim segue o experimento
até ocorrer a m-ésima falha. Nesse momento restam R,, =n— Ry — Ry — - — Rp,,_1—m
unidades em funcionamento e todas, portanto, sao censuradas, ja que foi atingido o nimero
m de falhas, previamente estabelecido.

Observe que na censura do tipo IT progressiva se Ry = Ry = -+ = R,, 1 = R,, = 0,
entdo n = m o que corresponde ao caso sem censura. Agora,se Ry = Ry =---=R,,_1 =0,
entao R,, = n —m, o que corresponde & censura do tipo II convencional.

Sejam T;;, ¢ = 1,...,me j = 0,1,..., R;, varidveis aleatérias i.i.d. que caracterizam

tempos de falha, com funcao densidade de probabilidade e funcao de distribuicao comum
dadas por f(-;0) e F(-;0) respectivamente, onde ¢ é um parametro e m + Z R; = n. Seja

=1
m < n o nimero pré-fixado de falhas observadas e Ry,..., R, o esquema de censura pré-
determinado. Uma amostra sob esquema de censura do tipo Il ¢ uma amostra Xi,..., X,

tal que os m tempos de falha observados sao dados por
X, =Ty, 1=1,...,m,
e os tempos censurados sao dados por
Xii=Typ, 7=1,...,R;,
onde X;; representa o tempo observado das R; unidades retiradas apos a i-ésima falha.

Sejam entao Xi,...,X,, as variaveis aleatorias relativas aos tempos de falha ordenados

das m unidades que falharam, denominados estatisticas de ordem censuradas progressiva-
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mente, € Ty, ..., T, suas respectivas observacoes. Para obter a densidade conjunta dessas
estatisticas de ordem, como apresentam Balakrishnan e Aggarwala em 3|, observe que para

a primeira observacao de falha, a probabilidade de X; = x; é dada por
P(X1 =) = nf(x;0)[1 — F(xy;0)]" !,

j& que uma das n unidades falhou e outras n — 1 ndo. Apos essa falha, serdo retiradas R
unidades da amostra.

Para a segunda observagao de falha, uma das n — R; — 1 unidades, que ainda estao em
funcionamento, ira falhar. Entao, temos que a probabilidade de Xy = x5, dado que X; = x4
e que R; unidades foram retiradas, é

P(Xy = xa|z1, B1) = (n — Ry — 1) f(22;0) E : ZZEE’ Z;%Z_Ri_l'

Seguimos esse raciocinio até a m-ésima observacao de falha, obtendo

P(X,, = x|z, Ry o3 1, Rin1) =
1 — F(x,,;0)]" "= Rm-1mm

(n - Rl - Rm—l —m+ 1)f(xm7 9) [1 . F(fﬁmfl; 6)]”7R17"'7R7n717m+1 :

Como Xi,...,X,, sao i.i.d., sua fungao de densidade conjunta fica

lev'--va (xl, e ,xm) =

P(X1 = l’l)P<X2 = $2’$1,R1> cee P(Xm = $m’$1,R1; ce ;Z’mfl,Rmfl),

e entao, pelas probabilidades ja definidas, segue que

m

Fxroxn (@1, i 0) = C T fla 0)[1 = Fas; 0))%,
i=1
ondezr; <...<zpeC=nn—R —1)(n—Ri—Ry—2)---(n—Ry—---—Ry_1 —m+1),

ou seja, C' é a constante normalizadora e representa o nimero de maneiras que m estatisticas
de ordem censuradas do tipo II progressivamente podem ocorrer.

Segue entao que a fun¢ao de verossimilhanca para o parametro ¢ baseada na amostra sob
censura do tipo II progressiva ¢ dada por

m

L(O) = C [ fas )1 — F(x5;0))%. (1.13)

=1

Maiores detalhes podem ser encontrados em Balakrishnan [2] e [3].
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Observacao 1.17. No Capitulo 3 estudaremos propriedades assintoticas do estimador de
méaxima verossimilhanca de 8, baseado em esquemas de censura do tipo II progressiva. Nesse
caso, quando o tamanho da amostra é suficientemente grande, o nimero de falhas observadas
deve ser proporcional ao nimero de unidades da amostra, isto é, h_}n(glo % =T.

n

Além disso, assumimos que os nimeros de unidades censuradas R;, apesar de fixados,

também tenham proporcao fixa quando n tende a infinito, isto ¢, lim — = 7;.
n—oo N
n

~ ~ . n—oo .
Dessa forma, quando n — oo, essas proporgoes sao tais que E 7, —> 1l —7,onde T éa

i=1
proporc¢ao das unidades observadas e 1 — 7 é a proporcao das unidades censuradas.

A seguir, enunciamos um importante principio no desenvolvimento de estudos de anéalise

de sobrevivéncia com dados censurados.

Observagao 1.18. Principio da Informacdo Perdida - (Tanner [32] e Louis [27])

A informacao sobre dados incompletos pode ser decomposta como:
Informagao Observada = Informagao Completa — Informacao Perdida

E importante ressaltar que no caso de amostras com censura, os dados censurados nio
sao necessariamente perdidos, pois a informacao de sua sobrevivéncia até o tempo da censura
deve ser levada em conta na analise estatistica. Em todo caso, esse principio serd fundamental
para obtermos as propriedades assintoticas do EMV do parametro em amostras sob censura
do tipo II progressiva, abordadas nas Secoes 3.2 e 3.3.

No Capitulo 2 serao apresentados detalhadamente exemplos de amostras sob censura
tipo II progressiva, onde sao obtidos os EMV’s a partir de sua funcao de verossimilhanca.
Em um dos casos, podemos encontrar esses estimadores utilizando o algoritmo EM, que sera
apresentado na préoxima secao. Esse algoritmo é uma importante ferramenta para a estimacgao
de parametros em amostras com dados incompletos, como por exemplo, as amostras sob

censura que apresentamos nesta secao.

1.4 - O Algoritmo EM

O algoritmo EM (Expectation-Maximization) proposto por Dempster et al. [15] é
um processo iterativo que tem como objetivo encontrar o EMV para amostras aleatorias
quando, por algum motivo, os dados observados forem considerados incompletos. Isto é,
seja Y uma variavel aleatoria com func¢ao de densidade fy(y;60), onde § € © C R" é um
parametro desconhecido. Queremos obter o EMV para 6 quando Y = y é observado, porém,

a maximizacao da verossimilhanca do dado observado é complexa. Buscamos outra forma de
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1.4. O Algoritmo EM

resolver esse problema, ou diminuir sua dificuldade introduzindo um dado latente z, de modo
que ¢ = (y, z) seja tratado como um dado completo e a maximizacao de fy z(y, z;0) = fo(c; 0)
seja mais simples.

Porém, a verossimilhanca completa fy z(y, z;6) nos fornece um estimador que depende
do valor introduzido z, o que nao faz sentido. Sendo assim, a proposta do algoritmo EM
consiste em calcular a esperanca de log fy z(y, z;0) com respeito a densidade preditiva da
varidvel latente Z dado Y = y, para um valor ajustado de 0, fzy(z|y;0) e em seguida,
atualizar um novo valor para o parametro §, maximizando tal esperanca com respeito a 6.
Estas sao basicamente as duas etapas do algoritmo EM, denominadas passo E (expectation)
e passo M (maximization), respectivamente. Formalizemos, entdo, o algoritmo EM.

Seja Y um vetor aleatério com valores em Fy C R! e densidade fy (y; #) relativa a medida
[y, onde 8 € © C R” é um parametro desconhecido. O objetivo é encontrar o EMV de 6
quando Y = y é observado, ou seja, obter Oy,., = argmazyfy(y;0). Nas situacoes em que
este calculo é complexo, uma alternativa é considerar o dado observado y como um dado
incompleto e completéd-lo introduzindo um dado nao observado z, de modo que o célculo
de Onax = argmazy fy z(y, z;0) seja mais simples. Formalmente, seja Z um vetor aleatorio
com valores em E € RP, p, uma medida o-finita em (E, &), onde & é uma o-algebra de

subconjuntos de E tais que
Fri0) = frz(y. 2 0),(dz).
E

Neste caso, dado Y = y a variavel Z possui uma densidade condicional (preditiva) relativa

a medida p, dada por

o friz(y, 2;0)
Fav (219:9) = fr(y;0)

A estimativa de 6., ndao deve depender do valor acrescido z e a proposta do algoritmo
EM ¢ a substituicao do célculo do argmazy fy z(y, z; 0) pela maximiza¢ao do valor esperado

de log fy.z(y, z; 6) relativa a distribuicao preditiva,
Q0.0) = [ o8 fraly. 56) (o 0pud2)
B
= E[long,Z(Ya Za 9)|9/7y} (114)
Cada iteragao do algoritmo EM consiste em dois passos: o célculo de Q(0,6) (passo E)
e a determinagao de argmazyQ(0,60') (passo M).
Algoritmo EM. Observa-se o dado Y = y e seleciona-se um valor inicial de 6(0) € ©.

Na iteracao k + 1,
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passo E: calcula-se a esperanca

QU6,0(k) = [E log fy2 (s 2 )] fry (2ly: 00k) )y (d2)
= Ellog fy.z(Y, Z;0)|0(k), y]

passo M: determina-se
O(k + 1) = argmazyQ(6,0(k)),

isto é, 6(k + 1) tal que Q(8(k+1),0(k)) > Q(0,6(k)).
Para entender a aplicabilidade do algoritmo, segue um exemplo cléssico, exibido por Rao
[29].

Exemplo 1.19. (Modelo do Elo Genético) Assuma que temos 4 categorias de animais e que
Y; representa o niimero de animais da categoria ¢ numa amostra de tamanho r. Suponha que
Y = (Y1,Y5,Y3,Y,) tem  distribuichio  multinomial com  probabilidades
(A+211-0),2(1-6),%) e 6 € (0,1). Para o dado observado y = (y1, Y2, y3, y4), temos a
densidade

fy(y;e)—( ' )G)r@w)yl(l_9)y2+y39y4,

Y1 Y2 Y3 Ya
e portanto, a menos de uma constante de proporcionalidade independente de 6, temos que

fr(y:0) oc (2+6)" (1 — )70, (1.15)
e segue entao que

log fy (y;0) o< yylog (2 +0) + (y2 + y3)log (1 — ) + y4log 6. (1.16)

O célculo de Oy em (1.15) é complexo, pois ao derivar (1.16) em relagdo a 6 e igualar

a 0, recaimos na equacao do segundo grau

0
20 log fy (y;0) = 10° — [y1 — 2(y2 + y3) — a0 — 2y4 = 0.
Este calculo pode ser simplificado introduzindo uma variavel latente Z = z de modo que

1 0

a primeira categoria seja subdividida em duas categorias com probabilidades 5 e 7. Neste

caso, o dado completo é (y; — z, 2, Y2, Y3, Y4) € a densidade completa dada por

friz(y, 2:0) = ( ' > (1> QUNTEYFTYL(] — )yats,

(Y1 —2) 2 Y2 y3 ya) \ 4
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isto é, a menos de uma constante de proporcionalidade,

Y, X2 Y —v)m T, :
fyz(y,z;0) o< 794 (1 — §)¥2+s (1.17)

e entao segue que

log fy,z(y,2:0) o< (2 + ya)log 0 + (y2 + y3) log (1 — 0). (1.18)

Ao derivar (1.18) em relagao a 6 e igualar a 0, a maximizigao de (1.17) resulta na solugao

da equacao do primeiro grau
Or —y1+2) — (z+y4) = 0.

Para melhor ilustrar a notacao utilizada no algoritmo EM, temos para este exemplo:

E={0,1,...,r}, p, é a medida contadora em {0,1,...,y;} e

i (3) s (62

Pela defini¢do dada em (1.14) temos que

Q6.0(k) = ./Q,uogbﬁaz<y,z;9>szy<zry;e<k>>uy<dz>

= /E [(2 4+ ya)log 0 + (y2 + y3) log (1 — 0)] fz1v (2]y; O(k)) py (dz)

= yslogl+ (y2 +y3)log (1 —0) +logd [Z 2fzy (2|y; 0(k)) | + cte
= (et gt ) 188+ o ) o 1= ), (1.19)

e 0(k + 1) = argmazeQ(0,0(k)). Entdo, derivando (1.19) em relacdo a 6 e igualando a 0
obtemos
(1 + ya)0(k) + 2y,

k1) = + 20 =)

A grande popularidade do algoritmo EM se da pelo fato de que, sob determinadas con-
digbes, garante que (k) "% Omae. Este resultado foi dado por Wu [ref] e enunciamos aqui

no Teorema 1.21. Primeiramente, note que:
Lema 1.20. Se Q(0,0) > Q(¢',¢') entao fy(y;0) > fy(y;6).
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Demonstracdo. Temos que

Fr:0) _ o, (fy,z(y,Z;G) fZ|Y(Z|y;9’))
Ty (y;0") T2y (2|y;0) frz(y,z;0") )’

log

e como / fz1v(2|y; 0')dz = 1, segue que
E

log Sy (y:0) = /E[Iog fY(y;Q)} fay (2ly; 0y (d2)

fy(y;0") Ty (y; 0")
- Q- - [ {lg%} P (<l 0y (d2).

Pela desigualdade de Jensen,

/E {log %1 fz1y (2]y; 0') py (dz) < log {[E fZ|Y(Z|y;9),uy<dZ):| _ 0.

Dessa forma, se
QUO(k +1),0(k)) = Q(O(k),0(k —1)) = ... = Q(6(1),6(0)),

temos que
Ky 0(k+1)) 0.

fr(y;0(k)  —

log

e portanto
fr(y;0(k +1)) > fy(y;0(k)) > ... > fv(y;0(0)).

Teorema 1.21. (Wu [ref]). Seja fy(y;0) continua em © e diferencidvel em int(©). Seja
{0(k)}r>0 a sequéncia gerada pelo algoritmo EM com 6(0) tal que fy(y;0(0)) > 0 e tal que o
conjunto {0 : 0 € O, fy(y;0) > fy(y;0(0))} seja compacto. Assuma que para todo k tal que

0(k) € L%, onde & = {0 10 €05 fy(y;0) =0, }7 fr(y;0(k+1)) > fy(y;0(k)) e que
6'=0

se O(k) "% 0, com 0, € L¢, entio 0, € M(8,), onde M(0') = {0 : 0 = argmaz,Q(p,0')}.
Neste caso, toda subsequéncia convergente de {0(k)}r>o0 converge para um limite em £ e

{fy(y;0(k))} x>0 converge para fy(y;6.) com 0, € L.

O Teorema 1.21 exibe as condigdes suficientes para a convergéncia da sequéncia {6(k)}
obtida pelo algoritmo EM para um algum ponto critico ou méaximo local de fy (y;6). Maiores
detalhes podem ser encontrados em Dempster et al. [ref] e Wu]ref].

Veremos um exemplo dessa aplicacao na Secao 2.4, onde obtemos, pelo uso do algoritmo
EM, os EMV’s dos parametros de um modelo lognormal com 3 parametros censurado tipo

IT progressivamente.

28



Capitulo

Modelos de Censura Tipo II Progressiva

2.1 - Introducao

A primeira discussao acerca de estimacao de parametros com amostras progressivamente
censuradas foi feita por Herd em [20], onde fez referéncia a essas amostras como “multi-
censuradas”. Alguns anos depois, Cohen, em [12], discutiu a importancia da censura pro-
gressiva em testes de confiabilidade de tempo de falha. Posteriormente, em [11], Cohen
sugere que a censura progressiva ¢ a metodologia ideal para modelar exemplos praticos em
que unidades sao perdidas da amostras por motivos nao esperados ou alheios ao teste. A
partir dai, surgem na literatura trabalhos que tratam de modelos de distribuicoes especifi-
cas sob censura progressiva, em particular, sob censura tipo II progressiva. Neste capitulo
apresentamos trés desses modelos.

As distribuicoes de Valor Extremo e Weibull compdem um importante papel na modela-
gem de dados de diversos experimentos. Em especial, a distribuicao Weibull é amplamente
usada para descrever tempos de vida de produtos industriais, como por exemplo compo-
nentes eletronicos, ceramicas, capacitores, etc. Essa aplicabilidade se d& devido sua grande
variedade de formas e sua propriedade de que a taxa de falha é mono6tona. A distribuicao
de Valor Extremo Gumbel esta estritamente ligada & distribuicao Weibull, pois ¢ obtida
aplicando-se o logaritmo natural em uma variavel aleatéria com distribuicao Weibull, isto
é, se X é uma variavel com distribuicao Weibull entao log X possui distribuicao de Valor
Extremo Gumbel. Essa relacao se torna uma importante ferramenta para a estimacao de
parametros em modelos paramétricos definidos por ambas distribuicoes, pois alguns pontos
de dificil trato encontrados em um modelo podem ser simplificados no outro. Com essa ideia,
Ding e Yu, em [16], obtém os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros,

considerando uma amostra aleatoria relativa a tempos de vida com distribuicao de Valor
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de Extremo Gumbel censurada tipo II progressivamente, convertendo o modelo de Valor
Extremo para um modelo Weibull, o que simplifica o tratamento dos dados e, consequen-
temente, a estimacao dos parametros para tal modelo. Na Secao 2.2 exibimos os estudos
desenvolvidos por esses autores.

Na Secao 2.3, tratamos de uma amostra aleatoria relativa a tempos de vida com distribui-
cao Exponencial Generalizada sob testes parcialmente acelerados. Distribuicoes exponenciais
sao largamente usadas para modelar tempos de vida, principalmente em testes de vida de
componentes eletronicos. Entretanto, esse tipo de teste pode ter longa duracao, acarretando
a necessidade de um alto investimento financeiro. Para tentar solucionar esse problema,
podem ser aplicados fatores de aceleracao que diminuem o tempo de falha das unidades em
teste, sem que se comprometa a qualidade dos dados obtidos. Motivados por esses casos pra-
ticos, exibimos o trabalho de Ismail em [22], onde o autor associa os estudos de censura tipo
IT progressiva e de testes parcialmente acelerados, construindo um modelo com distribuicao
Exponencial Generalizada com essas duas caracteristicas. Apoés a obtencao do modelo, sao
obtidos os estimadores de maxima verossimilhanca para seus parametros.

Na Secao 2.4 tratamos, de uma amostra aleatoria relativa a tempos de vida com dis-
tribuicao Lognormal com 3 parametros. Assim como a distribuicdo Weibull, distribuicoes
lognormais sao usadas para caracterizar tempo de vida de produtos eletronicos e outros ma-
teriais, como semicondutores, por exemplo. Basak e Balakrishnan apresentam em [6], um
modelo da distribuicao Lognormal com 3 parametros censurado tipo II progressivamente e
obtém os estimadores para os parametros utilizando o Principio de Maxima Verossimilhanca.
Além disso, esses autores exibem um método numeérico para a obtencao dos estimadores do
modelo, construido com o uso do algoritmo EM. Os detalhes do desenvolvimento do trabalho

desses autores serao apresentados e discutidos.

2.2 - Inferéncia para a Distribuicao de Valor Extremo Gum-
bel

Nesta secao abordaremos a inferéncia estatistica considerando uma amostra aleatoria
com distribuicao de Valor Extremo sob censura do tipo II progressiva. Tomaremos como
base o trabalho de Ding e Yu [16]. Estudos a respeito desse tipo de amostra ja haviam sido
desenvolvidos por outros autores, como por exemplo Balakrishnan et al. em [5], onde foram
deduzidos alguns valores aproximados para o EMV usando a expansao de Taylor e aplicando
processos numeéricos de iteragao a partir de valores iniciais. Ding e Yu conduziram sua analise

sob outro ponto de vista, convertendo o modelo de Valor Extremo para um modelo Weibull,
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o que simplificou significativamente a complexidade dos algoritmos usados por Balakrishnan
em [5].

O modelo Weibull oferece vantagens ao ser empregado, por facilitar a obtengao dos es-
timadores, sobretudo quando pretende-se calcular o estimador de apenas um parametro do
modelo.

O desenvolvimento dos estudos apresentados em Ding e Yu sao exibidos a seguir.

Consideremos uma amostra aleatoria de tamanho n relativa a um teste de vida sob
esquema de censura do tipo II progressiva com m falhas observadas. Suponhamos que os
tempos de falha Xi,..., X,, possuem distribuicao comum de Valor Extremo Gumbel, com

funcao densidade de probabilidade dada por

fx(z;opn) = %exp (%) exp {—exp (:1: ; M) } ,

| PN o1
= ;.(e )o.e a.exp{—(e )o.e v}, —00 < T < 400.

Se uma variavel aleatoria Y tem distribuicao Weibull, entao X = log Y possui distribuicao
de Valor Extremo, [24]. Dessa forma, definindo Y = eX segue que Y possui distribuigdo

Weibull com funcao densidade de probabilidade dada por

oy 7.0) = (1)

.e

.e

ql=
ars
Q=
Qe

.exp{—(y) } : (2.1)

Fazendo oo = e* e 0 = 1/0 reescrevermos (2.1) como

9(y,a,8) = 0 <£>6_1 exp {— (%)6} ., y>0, (2.2)

a \«x

ou seja, Y tem distribuicio Weibull com parametros 6 e «. Além disso, sua funcao de

sobrevivéncia é dada por

1—G(y;a,0) = exp {— <%)5} ’

onde G(y;a,d) é a fungao de distribuicao acumulada de Y.

Sejam x1,...,T,, os tempos de falha observados da amostra e sejam Rq,..., R,, as cen-
suras correspondentes ao esquema tipo IT progressivo. Definamos y; = €*i, entao Y7,...,Y,,
é uma amostra censurada tipo II progressivamente com distribuicao Weibull e funcao den-
sidade de probabilidade dada por (2.2), onde v;,...,y, sdo suas respectivas observacoes

ordenadas.
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Por (1.13), temos que a fungao de verossimilhanga para « e 0 é dada por

Lia.5) = C.J[ow) 1 - G

onde C =n(n— Ry —1)---(n—Ry —---Ryp—1 —m + 1) & constante normalizadora, e

dai, obtemos facilmente a funcao log-verossimilhanca

l(a,é):logL(oz,cS):10g0+m10g5—m510ga+2{(5—l)logyi (R; +1). (y1> }
i=1

«

Para encontrar os EMV’s & e § para a e 9, respectivamente, devemos encontrar as solucoes

das equagoes de verossimilhanca, dadas por

(a0 . m -
) = 0 N (R = 1yl (—8)a " =

=1

a
M:——mloga—kz log (R; +1). YN 10g 2L — g
95 5 Yi — o & )

e utilizar a Hessiana de [(«, §) para verificar que tais solugdes sdo maximos locais da fungao

log-verossimilhanca, e portanto, da funcao de verossimilhanca.

Primeiramente, como § # 0,

31(8025) 0 = i@—l)(%)lm:o

&S a= [% Zm: (R; — 1)yi5] . (2.3)

E assim,
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ol(a, 8) 1 1 & -
9% =0 & S—loga—f—E;logyi Zz: (R; +1).y° [logy; — loga] =0
. Z y;°. log y; Z(Ri—kl).yi‘sloga
1 1 =1 i=1
& 3—loga+EZlogyi + =0

=1 iR+1 zm:RJrl

i=1 i=1
m

> (Ri+ 1) logy;
=1

1 1 &
— == logy; 2.4
& - ; mizlogy (2.4)

Z (R; + 1)y}

i=1

Os EMV’s, é e 4, sao os valores de « e § respectivamente, que resolvem (2.3) e (2.4) con-
juntamente. Eles podem ser obtidos por meio do uso de métodos numéricos, como Newton-

Raphson, por exemplo.

Como a=¢et e d =1/0, entdo u = loga e 0 = 1/§. Dessa forma, os EMV’s para esses

dois 1ltimos parametros sao dados por
fi=logéed=1/0.

Além disso, obtemos a Matriz de Informagao de Fisher de («, d), dada por

I(C( (5): [11 Il2
’ Lo Iy )’

onde
0?log L m AR
8210gL = Y; ’ 2 Y;
122:E(— 57 ) = 5—2+E ;(R H)(E)l (-) :

A

e a matriz de varidncia-covariancia assintotica de (&, d) é dada por
G(&,0) = I (a,6).

A matriz de varidncia-covariancia dos EMV é utilizada para obtencao dos intervalos de

confianga para tais estimadores, como pode ser visto em [16].
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2.3 - Inferéncia para a Distribuicao Exponencial Genera-

lizada sob Testes Parcialmente Acelerados

Nesta secao trataremos da inferéncia estatistica considerando uma amostra aleatoria
com distribuicao exponencial generalizada em testes parcialmente acelerados sob censura do
tipo II progressiva, tendo como objetivo construir um modelo estatistico para esse caso. A
construcao desse modelo ¢ apresentada por Ismail em [22] e a exibiremos nessa Segao.

A distribuigao exponencial generalizada foi introduzida por Gupta e Kundu em [19], com
a ideia de contrapor algumas desvantagens encontradas nas distribuicoes Gama e Weibull e
desde entao, tem sido amplamente estudada. Sua estrutura simples permite que seja aplicada
efetivamente na modelagem de diversos testes de vida, dentre os quais, testes que envolvem
censuras.

A familia da Exponencial Generalizada com dois parametros tem funcao densidade de

probabilidade e funcao de distribuicao, respectivamente, dadas por

fly;o,8) = ab(l—e ™) lem™ y >0, (2.5)

Fly;a,0) = (1—e )’ y>0, (2.6)

onde # > 0 e a > 0 sao os parametros de forma e escala, respectivamente.

Essa distribuigao possui também varias interpretacoes fisicas. Por exemplo, consideremos
um sistema paralelo formado por n componentes, isto é, um sistema que funciona somente
quando pelo menos uma das n componentes funciona. Se a distribuicao dos tempos de vida
das componentes sao variaveis aleatoérias exponenciais i.i.d., entao a distribuicao do tempo

de vida do sistema é dada por
Fy;a,n) = (1 —e )", y >0,
que representa claramente a distribuicdo de uma exponencial generalizada com 6 = n.

Com a constante melhora do processo de fabricacao de produtos, muitas vezes lidamos
com produtos altamente confidveis e com uma substancial vida 1til. Nessas situacoes, os
testes padrao de confiabilidade podem demorar muito tempo e, possivelmente, requererem
altos custos de investimento para que sejam realizados, até se obtenha os dados de tempo de
falha desejados para realizar a inferéncia. Afim de assegurar a ocorréncia de falhas rapidas

e confidveis nestes testes, é possivel encurtar o periodo de suas ocorréncias em todas ou em
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pelo menos algumas unidades do teste, submetendo-as a condigcoes de estresse mais graves
que as normais. FEsses tipos de teste sdo denominados Testes Acelerados (quando todas
as unidades sdo testadas em condi¢oes de aceleramento) e Testes Parcialmente Acelerados
(quando existem unidades testadas em condigbes normais e outras testadas em condigoes de
aceleramento).

Testes acelerados ocorrem na pratica elevando-se o nivel das tensoes, como por exemplo
temperatura, pressao, carga elétrica, umidade, etc, ou uma combinagao desses fatores. A
tensao sobre as unidades em teste de vida podem ser aplicadas de diferentes maneiras, sendo
que os métodos mais comumente utilizados sao os chamados stress por passo e os de stress
constante.

Em um teste parcialmente acelerado com stress constante, cada item é colocado em con-
di¢oes de nivel de tensao constante, isto é, apenas sob condi¢coes normais ou apenas sob
condicoes de aceleramento, até que o teste termine. Ja no teste parcialmente acelerado com
stress por passo, cada item é executado em condicoes normais até determinado tempo e, se
ele nao falhar durante esse tempo, passa a ser executado sob condicoes de aceleramento até
que ocorra falha ou que seja censurado. O objetivo de um teste parcialmente acelerado é
coletar mais dados de falha em um tempo menor, sem necessariamente usar altas tensoes
para todas as unidades.

Nosso objetivo, a partir daqui, ¢ combinar os estudos de censura progressiva com testes
parcialmente acelerados com stress por passo, construindo um modelo de tempo de vida para

uma amostra com distribuicao exponencial generalizada sob essas condigoes.

Suponhamos que n unidades sao colocadas em teste de vida sob censura do tipo II pro-
gressiva com m falhas observadas. Considere que os tempos de falha X, ..., X, das unidades
dessa amostra possuem distribuicao Exponencial Generalizada com funcao de densidade dada
por (2.5) e fungdo de distribuicdo dada por (2.6).

Diferentemente do exemplo apresentado na Secao 2.2, nao iremos agora pressupor que os
numeros de censura Ry,..., R,, sejam previamente definidos. Nesse caso, suponhamos que
cada unidade é censurada do teste independentemente das outras, mas todas com a mesma
probabilidade p de serem removidas. Entao o nimero de unidades censuradas apds cada

falha seguird uma distribui¢ao binomial, isto é,

Ry ~ binomial(n — m, p),

¢ i—1
R; ~ binomial n—m—ZRj,p , parai=23,... m—1,

j=1

com R, =n—m-—-—Ry —Ry— - —Ry_1.
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Cada uma das n unidades sera colocada em teste inicialmente sob condi¢oes normais de
tensao. Se a unidade nao falhar ou nao for censurada até um tempo pré-determinado 7, sera

colocada sob condigbes de aceleracdo (stress). A partir disso, podemos definir a amostra

Yi,...,Y, sob teste parcialmente acelerado com stress por passo, tal que
X, se X; <t
Y, = ' f (2.7)
T+ (X;—71)/8, se X; >,

onde X1,..., X, sao os tempos de falha da amostra sob condicdes normais e 5 > 1 é o fator
de aceleracao do teste.

Dessa forma, a funcao de densidade de Y; pode ser definida por

0, sey <0
fy)=9 fHly) =fly;a,0), sed0<y<T

onde
f2y) = foly; a0, B) = Bab{l — e olr A== (alr+Bu—))

obtida pela mudanga de variavel definida em (2.7).

Sejam y1,...,Yn 0s tempos de falha observados da amostra Yi,...,Y,. Definimos as

indicadoras do processo de aceleracao na amostra

1, se X; <7
0, se X;>71

0, se X; <71
0g; =
1, se Xy >71

e, entao, obtemos a funcao de verossimilhanca

m

Li(y:0,0,8) = [[{{ A0 = A"} {001 - )"} ™}, (2.8)

=1

onde Fi(y) = F(y;«,0) dada por (2.6) ¢ Fa(y) = (1 — e*“[”ﬁ(y””)e, obtida pela mudanga

de variavel definida em (2.7).

Como o ntimero de unidades censuradas r; apos a i-ésima falha segue distribuicdo bino-
mial para todo ¢ = 1,...,m, e definimos que m falhas serao observadas, temos que

P(R, =1) = (

n—m

)pTl (1 _ p)n—m—rl’

1
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P(RZ = TilRi—l =Ti—15... ,Rl ==

parai=23,....m—1,e 0<r,<n—m-—(ri+ro+---+ri_1).

Definindo R = (R, ..., R,;,) o vetor do esquema de censura do modelo e r = (ry,...,7,)

o vetor das quantidades de unidades retiradas do teste apos cada falha, temos que

P(R:r) = P(Rm—l:Tm—laRm—QZTm—Qa"'le:Tl)
= P(quITmf1|Rm72:7’m72,---7Rl:Tl)"'P(PLz:7“2|R1:Tl)P(Rl:7"1)7

isto é
m—1 m—1
(n B m)' Z T (m—=1)(n—m)— Z (m — Z)?"i
PR = p=t (1-p) i=1 :

r) = m—1 m—1
n—m— E ri |! H 7;!
i=1 i=1

Suponhamos que o nimero de unidades retiradas R; sejam independentes das varidveis

Y; para todo 7. Entao a funcao de verossimilhanca completa pode ser definida como

L(y;a,9,8,p) = Li(y; 8, B)P(R =r).

Discutiremos primeiramente o processo de obtencao dos EMV’s para os parametros 6, «
e [.

Como P(R = r) nado depende dos parametros 0, o e 3, entdo os EMV’s para esses
parametros podem ser determinados diretamente pela maximizagao da funcao Ly (y;0, «, )
definida em (2.8). Para isso utilizaremos a fung¢ao de log-verossimilhanga, aplicando o loga-

ritmo natural na fun¢do L,(y; 6, a, 3), obtendo
1(0,a,8) = mloga+mlog — aZyi +(0—1) Zlog(l e 4
=1 i=1

+i3i10g 1= (1 —em)"] +m,logf — ai [m+ By — 7)) +
=1

=1

+(0—1) Z log (1 — e—a[TJrﬁ(yqz—T)]) + Z Rilog[l — (1 — e—a[TJrﬁ(yq:—T)])@];
i=1

=1
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Acelerados
onde
m
my, = E 512‘
i=1
m

tal que m = m, + m,.

Derivando essa funcao em relacao aos parametros desejados, segue que

ol mo W (1—e" "‘yl)olog(l—e avi)
— = E—I—;log(l—e Yi) ZR +

06 (1 —e—aw:)b
Ma 1 — 6—06[74‘5(% T ])9 log (1 a['r"'ﬂ(yi_T)})
_ p G TJFB(yz*T)]
- leog (1—e ZR I—(l—e a[7+5(y1—7)])9

ayl)e 1y€ ay;

ol < 1—6
% - _+ZyZ 8_1 1—6 ay; ZR 1—6 ayz)G

=1

1 — e—alr+8(yi—)]

+Z[T+B(yi —7)]+ (0 — 1)2 [T+/B(yi —7)e [T + Bly; —

» Z . (1 — emolrHBu=—m1)0=1[7 4 ﬁ(yé— 7)]e el A=)
1 — (1 — eolr+Blui-nI)o

ol My Ma Ma (y; — T)efa[T+ﬁ(yi*T)]
% - 7 -« — (yl - T) - (‘9 - 1)azl 1 — e—alr+B8(yi—)]
1 — e_a[T+/B(yi_T)]>0 (yl — T)e_a[T"":B(yi_T)]

ol

Dai obtemos as equagoes de verossimilhanga 7 ﬂ =0, L =0ce 55 = 0, cujas solucoes

’ B

+

’

sao os EMV’s desejados, desde que sejam um maximo local de [(0, a, 5). Observe que pela

complexidade das expressoes obtidas se torna dificil obter uma forma fechada para os EMV'’s,

0, & e B, entretanto, podemos utilizar métodos numéricos iterativos para resolver esse sistema,

de equagoes e obté-los.

Independentemente, podemos encontrar agora o EMV para o parametro binomial p do

nimero de unidades censuradas. Para isso, derivamos a funcao de log-verossimilhanca de
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L(y;a, 0,5, p) em relacdo ao parametro p e obtemos a equacao de verossimilhanca

m—1 m—1
D ni (m=1)(
alOgL =1 i=1 =0
dp p L—p ’
obtendo assim o EMV para p:
m—1
>
. i=1
p= m—1
m iy
1=1

Agora, encontramos a Matriz de Informacao de Fisher

Ly Ly I
[(970475) = Ly Iy In3 )
Lz In3 Is3
onde
_ A %1 log ¥2:)*(1 — ¥5;) + (Vo log ;)
L ZRi@%’ log th4;)? ((1_ @%’2; (W4, 10g¢4z‘)2] :
- — Wy
o 82l o m Y; ¢32 7/)22 + ¢32 77/11177/}52 7/)41 + ¢5z)
fa = £ (_@> - _04 Z V3 i Z Ui "
(6 — o>y, —wzflwgim — ) + 0un’ V3,
w0 3o (1= 8 |
ol — Yaiths; + V2,
133 =F (_8_ﬁ2) = ﬁ + 04(19 — 1)E ; (yl )2%415 +
- [0 — D) 202 — o sl (1 — ) + 0wy,
LQ20E ZRi(yi _ 7_)2 4 Y5 ?1 _221)2 4 4 5i | .
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9%l o Vs
he = E <_898a) =k [Zy%

¢52
Z wlz w4z

+E Z PO L 1log@ﬁz]£ %i;wznww 1longi]+
B 2; R, %l[ i1+ 0y, 1log1ﬁl}£ %;%)ww 110g¢4i];
Ly = E(—aizﬁ)——aE i(yi—f)zz +
aB |37 Ry - m@los it 1)wzi1w?1] i izw)Z) 0030, log w] |

+
1=1

o= p()=e [z - 7)

Ma [aithsi — abribaibs — abri)]
0—1)E i —
HO-DED (-7 7
o [(6 — Dl g, + 0 Wsi(1 — ¢0)](1 = ) + 9%1/139‘”1/1?1 ;
+abFE ; Ri(y; — ) (1—)? |

onde7 wli:T‘i‘ﬁ(Yi_T% ¢2i:1—€ 01171/}31.:@ az7¢4i:1_e Oﬂ/fuel/}&.:@ apii
A partir da matriz de informacao de Fisher, obtemos a matriz de variancia-covariancia

assintotica de (é, Q, B) dada por

G(é, OAé,B) = [71<670576>7

utilizada na obtencao dos intervalos de confianca dos parametros.

2.4 - Inferéncia para a Distribuicao Lognormal com 3 Pa-

rametros

Nesta secao abordamos a inferéncia estatistica, considerando uma amostra com distri-
buicao lognormal com trés parametros sob censura do tipo II progressiva. Apresentamos os
estudos do trabalho de Basak et al. em [6].

A distribuicao lognormal é bastante usada para modelagem de tempos de falha em estudos
de confiabilidade e ¢ particularmente 1til para modelagem de dados de cauda longa. Muitos
trabalhos acerca desse tipo de distribuicao podem ser encontrados na literatura, devido a

facil aplicabilidade em problemas praticos.

40
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Existe uma clara relagao entre a distribui¢cao normal e a lognormal. Se X = log(Y — 7)
¢ normalmente distribuida com média p e desvio padrao o, entao a distribuicao de Y sera
lognormal com trés parametros, sendo estes 6 = (v, pu,0), onde o é o parametro de forma,
it o de escala e v o de posi¢ao. Sendo assim, a fungao de densidade de probabilidade de tal

varidvel com distribuicao lognormal com trés parametros é dada por

o) = 1 oy | oy =) — pf?
fyv,m,0) VI —) p{ 57 }

comy <y <oo,0>0e—00<u<oo,ondec?e pusioa varidncia e a média da variavel

(2.9)

normal X.

Quando o parametro v é conhecido, a estimacao dos outros dois parametros pode ser
feita usando-se os resultados conhecidos para distribuicao normal, simplesmente fazendo a
mudanca de variavel de Y para X. Entretanto, quando v nao é conhecido os métodos de
estimacao se tornam mais complexos. Temos por objetivo, assim como nos modelos das

secoes 2.2 e 2.3, obter os EMV’s para os parametros do modelo.

Suponha que n unidades sao colocadas em um experimento de teste de vida sob cen-

sura do tipo II progressiva com m falhas observadas e esquema de censura pré-determinado

Ry,...,R,,. Suponha ainda que os tempos de vida Xi,..., X, sao variaveis aleatérias com
distribuicao lognormal com trés parametros. Sejam Y7,...,Y,, os m tempos de falha obser-
vados da amostra aleatéria e yq, ..., y,, suas respectivas observacoes ordenadas. Entao, por

(1.13) obtemos a func¢do de verossimilhanca

m

Livopo) =] R S G~ {1 — <log (i =) = ’”‘)}Ri (2.10)

i=1 277-(?/2 - 7) g

onde

xT 1 u2
O(x) = / me_Tdu.

Dessa forma, aplicamos o logaritmo em (2.10) para encontrar a fun¢ao log-verossimilhanca

1(y,1,0) = —mlogov/2r — Y "log (i — ) — %Zi/}? +> Rilog[l—&(yy)]  (2.11)
=1 1 =1

1=

onde 1; = log(yi—7)—n

g
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Derivando a fung¢ao (2.11) em relagdo aos parametros desejados obtemos

Al(v, p,0) G| len 1 o) 1.
oy N Z ; +EZ(%—V) [¢i+Rﬁ1—¢(¢i)}7

2
Q|2
Q=

2
SHE
T I 1
S
iM:
<
e
_|_
gt
ey
=
[S—y

SN
Bls
;e\_/

e

»

onde ¢(z) é a fungao de densidade normal padrio, isto é, ¢(z) = #e’%.

Desse modo, uma forma de se obter os EMV’s dos parametros v, y e o é resolver o sistema

de equacoes de verossimilhanca % =0, g—i =0e g—(lf = 0, e verificar que sao um maximo

local da funcao (v, i, o), o que pode ser feito utilizando métodos numeéricos classicos, visto

a complexidade de se encontrar uma forma fechada para as solucoes desse sistema.

Além disso, encontramos a Matriz de Informacgao de Fisher

Ly Ly Iz
H%Mag) = Ly Iy In3 )
Lz Inz Is3
com
02l = 1 1 -
IL1=F|——— = —-F ——-F ; + R, L;
w5 (-5) 2w "t | W R g
+iE Zm: (1 — RapL; + RLQ); :
0_2 221 T KA T ( ’L (-}/; _ ’}/)2 bl
9%l m 1 i
In=F|-7) = 5 +5F iLi(Li — i) |
22 < MQ) 02+02 ;R ( 1/’)]
9%l m 1 " ) 5 919
I3 =FE (—?) I + ;E ZZ:; (395 + Ri(2v; Ly — 7 Ly + i Ly)] | ;
02l m 1 — 1
Iih,=FE|— = ———=F R Ly — R L] ;
I El - Al = iE i[Qw-—i—Rv(L- —sz-+¢-L2)] :
13 — 6780 - 02 p 1 1 [ 1 1y (Y; _ ")/) )
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[2¢); + Ri(L; — 7L + L)) | ;

=1

0%l 1
Iy=FE(— - —F
% ( 8;@0) o?

onde L; = %
A partir da matriz de informacao de Fisher, obtemos a matriz de variancia-covariancia

assintotica de (9, 1, ) dada por

Gy, f1,6) =17 (v, p, 0).

Uma alternativa para obtencao numérica dos EMV’s apresentada por Basak e Balakrish-
nan em [6], é o uso do algoritmo EM, discutido na Se¢ao 1.4. Como nosso modelo esta sob
censura, os dados obtidos sao incompletos. Usaremos a ideia do algorimo EM para obter
os EMV’s dos parametros, isto é, tomamos os valores da variavel observada e introduzimos
uma variavel latente, maximizando o valor esperado do logaritmo da funcao de densidade
conjunta dessas variaveis, conforme apresentado na Secao 1.4.

Denotemos os dados censurados como um vetor Z = (Z,...,Z,), onde os dados da
1-ésima censura, isto é, os dados nao observados, podem ser representados por um vetor
Z, = (Zn,Ziay...,ZiR,), parai = 1,....,m, e como Y = (Y3,...,Y,,) os dados observa-
dos. Os dados completos sao obtidos combinando os dados observados Y e os dados nao
observados Z. Dessa forma, encontramos a funcao log-verossimilhanca baseada na amostra

“pseudo-completa”

S 1 (Tog(y; — ) — i\ 2
log L(Y,Z;0) = —leoga\/%+log(yi_7)+§(Og(?/z J’Y) M>]_
i=1
She 1 [log(z — ) — )2
_Z [10g0v27r+10g(zz'j_7)+§<Og(zwUW) #)]
i=1 j=i

m 1 m | . B 5
= —nloga\/27r—210g(yi_7)_§z og (yi — ) u) B
=1

R;

e 1 & log (Zij —7) — i 2
=2 D log(Zy—7) -5 1( - )

i=1 j=1 i=1 j=

Executando o passo E do algoritmo, denotando (k) = 0 como o valor do parametro
0 na k-ésima iteragao, encontramos a esperanca condicional de log L(Y,Z;0) com respeito
a densidade condicional das variaveis do vetor Z dado Y =y, onde 0 = (y,u,0) ey =

(Y1, -+, Ym) sdo os dados observados da Y
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Q0,0uw) = E[logL(Y,Zﬂ)I%J]:/[logL(Y,Z79)]fzv(Z|y;9<k>)ude:
E

m

“ 1 10 i — — 2
= —nlogx/?w—nloga—Zlog(yi_7)_52( g (y 0’7) M) _
i=1

=1

m R; o _ 2
—/EZZ llog(zij —7) + (log (2”207) ﬂ) ] fZ|Y(Z|Y;9(k))Mde>

i=1 j=1

e entao segue que

= 1 o lo i — — 2
Q0,0k) = —nlogVv2r —nlogo — Zlog (yi — ) — 52 ( 8y 07) ,u) —
i=1 i=1
m R; 2
lO Z,L — —
— Y Ellog(Zy—)+ ( 2 ]20 ) M) |Zij > yz] (2.12)
i=1 j=1

Essas esperancas condicionais sao obtidas usando-se o fato de que dado Y; = y;, as
varidveis Z;’s tém distribuicao truncada em y;, isto é, a funcao densidade de probabilidade
dessas Z;’s dado Y; = y; sao dadas por
f (Zij§ 0)

v (2ilyi 0) = —————,
fZlJ|)/l(Z]|y ) 1_F<y“9)
onde f(z;;;0) ¢ densidade dada por (2.9), e F(y;,6) sua respectiva fun¢ao de distribuicdo
(ver [3] e [28]).

A partir dai, obtemos a funcao densidade de probabilidade condicional de Z dado Y:

m R;
fare(2ly; 0) = [ T £z, (ziilui: 0).

i=1 j=1

Agora, executemos o passo M, que consiste em maximizar Q(6,6) obtida em (2.12),
isto ¢, encontrar 041y = argmaxy@Q(9,6(). Para isso, iniciemos o processo de iteragao
com um valor ¢(g), em que usamos 0 < vy < y1, € L) € 0y obtidos com base nos dados
denominados “pseudo-completos”, isto ¢, dados que envolvem os valores observados de Y e
assumindo que todas as observacgoes censuradas no i-ésimo passo Z; tomem o valor v;.

Entao 10y = p(0)) € 00y = o(70)) sdo dados por

1 m
oy = EZ(RHr 1) log (yi — Y(0)),
=1
1 m 1/2
o0 = |5 D (Rs+1)log (s = v0) — ek
=1
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Iniciando o processo de iteracao com i) e 0(g), a (k + 1)-ésima iteragao ¢ obtida dado

o valor da k-ésima iteracao 0, dada por

m m R;
k1) = %{Zlog(yi—v(k))JrZZE[lOg( ®)|Zij > vis 0 )]}
;{Zlog (6)+

1/2
+ Z ZE log® ( V)| Zig > i fg+1)s U(k),’Y(k)]} - M?kﬂ)] ;

O(k+1) —

em que as esperancas condicionais sao obtidas por

Ellog (Zij — )| Zij > vis O] = ok )L( R OL
Elog? (Zij = v Zij > vis g1y, Okys Vi) = U(Qk)[l + U7 L] + 200 ey L + N%k+1)v
onde
log (yi — Yx)) — Hw)
wz(k) — )
(k)
I  9(iw)
k) = T a7
- (I)(wz‘(k))
g = loB = w) — pa
Z o) ’
1—®(y;)

obtendo assim o valor da (k + 1)-ésima iteracdo para os parametros p e o.
Resta agora obter 7(1). Para isso, derivamos (2.12) em relacdo a vy e igualamos a 0,

obtendo a seguinte equacgao:

m

1  log (y; — 7)
[fet1y + U(2k+1)] Z - Z -+t

ST = YT

m R;
- 1
Hitosn + ] LD E | 7=

m R;
- log (Zi; — )
e

5 Zij > yi;’}/a‘g)(kk+1):| -

Z > Yis s 0(k+1):| = 07

onde 0y, ) = (L(k+1), O(+1))-
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As esperancas condicionais dessa expressao sao obtidas como segue:

2
(k+1)

E [ﬁ’zzg > yi;’}/79{k+1)i| =e 2 HEO P ()

E logz(Zz‘j —)
ij ="

2
N T(k+1)
Zij > Yiy s 9(k+1)} =e 2 HE o) Py (V) + (o) — 001y) Pigerny ()],

onde
log (i — ) — H(ks1
Vi (1) = &0
O(k+1)
1 — (Vi) () + Oks))
Pz‘(k+1)(7) = () Nas) .

1- (I)(l/fz'(kﬂ)(W))

Pelo Teorema 1.21, a convergéncia para os EMV’s dos parametros do modelo ¢ garantida.
Dessa forma, repetindo as iteragoes até que sequéncia 6y convirja, obtemos o EMV 0 de 0

desejado.
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Capitulo

Propriedades Assintoticas dos Estimadores de
Maxima Verossimilhanca baseados na Censura

do Tipo Il Progressiva

3.1 - Introducao

No Capitulo 1 vimos que sob determinadas condi¢oes de regularidade sobre a funcao de
densidade f(z;0) as propriedades assintoticas de consisténcia e normalidade sdo garantidas
ao EMV do parametro unidimensional § de uma amostra aleatoria da distribuicao f(x;0).
Vimos também que nos casos de censura tipo II progressiva quando o tamanho n da amostra
é suficientemente grande, o esquema de censura deve ser proporcionalmente grande, isto é,
se n — oo entao * — 7. Isso garante que o esquema de censura tipo II progressiva nao se
aproxime assintoticamente de um esquema de censura do tipo II.

Ao estimar parametros para amostras censuradas tipo Il progressivamente, naturalmente
surge o questionamento se as propriedades assintéticas obtidas para amostras sem censura
podem ser asseguradas também para esse caso. Neste capitulo veremos que é possivel, mas
que é necessario acrescentar condigoes de regularidade sobre a densidade f(z;60) da amostra
sob censura em relagao as condigoes impostas no caso sem censura.

Lin e Balakrishnan exibem em [4] a garntia das propriedades de consisténcia e norma-
lidade assintotica para amostras sob censura tipo II progressiva. Os autores utilizam o
Principio da Informagao Perdida apresentado por Louis em [27] e Tanner em [32], para ca-
racterizar a amostra observiavel como uma combinacao de uma amostra completa e uma
amostra censurada. Dessa forma, as propriedades desejadas sao garantidas para a amostra

considerada completa, como apresentamos na Secao 1.2.
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3.2. Consisténcia

A novidade do trabalho de Lin e Balakrishnan [4], esta4 na garantia dessas propriedades
para os dados censurados. Para demonstra-las nesse caso, os autores acrescentam as con-
digdes existéncia da 12, 2* e 3* derivadas de log f(z;0) em relagdo a 6 para quase todo x
(condi¢ao Al), além de sua limitagao por fungoes integraveis (condi¢ao A3), assim como

a limitacao da 1%, 2* e 3* derivadas de f(x;0) e da funcao por fungoes também

1
1—F(x;0)
integraveis(condi¢oes A2 e A4).

A partir dai, é usada uma versao da Lei Fraca dos Grandes Nimeros para varidveis
aleatorias independentes mas nao identicamente distribuidas, apresentada por Hoadley em
[21], e entao consegue-se garantir as duas propriedades desejadas para a amostra censurada.

Apresentamos detalhadamente todos esses passos e obtemos a consisténcia e a norma-
lidade assintotica para amostras censuradas tipo II progressivamente nas Segoes 3.2 e 3.3,
respectivamente.

No Apéndice, demonstramos os dois teoremas apresentados por Hoadley [21]| necessarios

na demonstracao das propriedades estudadas neste capitulo.

3.2 - Consisténcia

A obtencao da consisténcia para o EMV para amostras sob esquemas de censura do
tipo II progressiva segue os mesmos passos e ideias feitos na Secao 1.2 quando verificamos
essa propriedade para amostras completas. Como era de se esperar, para dados censurados
serao necessarias algumas hipoteses adicionais em relacao a amostras completas. Assumimos
novamente que # ¢ um parametro unidimensional com valores possiveis em © C R. Seja
F ={f(x;0);0 € ©} uma familia de densidades relativas a medida de Lebesgue p. Considere
um conjunto de dados x1,...,x, como realizacoes i.i.d. de uma varidvel aleatéria X com
densidade f(z;6y) € .7, onde 6y € © C R & o parametro verdadeiro a ser estimado.

Seguem abaixo as condig¢oes de regularidade necessarias para os resultados que vém a
seguir.

82

» 902

para todo 6 pertencendo a um intervalo nao degenerado 1.

(A1) Para quase todo z, as derivadas % log f(z;0) log f(xz;0) e 8% log f(z;0) existem

(A2) Para todo 0 € I, temos
2 3

i f(x,ﬁ)‘ < Gy, ’a—f(x,e)' < Gy, ‘8_

96 6° A 9)‘ < Gs,

onde

/Gi(x)du(:v) < oo, 1=1,2,3
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3.2. Consisténcia

e o é a medida de Lebesgue.

(A3) Para todo 6 € I e constantes positivas ¢ e K, temos

'—logfx9‘<G* ‘wlogfx0‘<G* lﬁlogf$9‘<G§(I)7

/ G2 () [ (B () < K, i =1,2,3.

(A4) Para todo 6 € I e M constante positiva é limitada por n(x), onde

S S
' 1—-F(x;0)

/ n(2)f (z; 0)du(z) < M.

(A5) Para todo 0 € I, a integral

9 2
7= [ gproe o] st o)
é finita e positiva.

Primeiramente, demonstraremos o seguinte lema:

Lema 3.1. Assumindo as condi¢oes (A2) — (A4) e que existe uma fung¢do mensurdvel e
integravel T com [ T(x1,. .., zm)dp(z) < 0o, e ainda Q wma constante positiva independente
de 0. Entao temos que

93

26 log L(0; 21, ..., 2Tm)

<T(x1,...,%m)

e BE[T(xy,...,z,)] < Q.

Demonstracdo. Por (1.13) temos que a funcao de verossimilhanga ¢ dada por

m

L(0) = L(O; 21, ..., ) = C. ] [ flai; 0).[1 — F(a::0)]"™,

i=1

onde x1 < ... < x,, e C é a constante normalizadora. Aplicando o logaritmo ai, temos
1(0) =log L(6;x1,...,xp) =logC+ Y log f(x:;0) + > Rilog[l — F(x;;0)].
i=1 i=1
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3.2. Consisténcia

m

P g 1(0) <12
g3 8\ =

1-Feso)| (31

ok I
—1 — g | ==1
o3 og f(zi; 0 ’+ n R; 003 0g

Pela condicao (A3) temos que ‘693 log f(z; 9)‘ < G5(z;); entdo basta provarmos que a
segunda expressdo do lado direito de (3.1) também é limitada por alguma func¢ao. Podemos

escrever

’ﬁlog Iz;e)]' =
2 3
SN =Flast)] S0 - Flas0)l &= Fli0) (301 - Flas6))
1— F(x;;0) [1— F(x:;0)]? 1— F(x;0))
Pela condicao (A4), m < n(z;) e entdo
3
- _ . <
s los 1~ Fla0)]| <
T P(wi)|nia) + 3| 2 F Pl 0) @) + 2| 2 Flao)| (w0 =
893 ’ZE’L7 n ’CL‘Z 80 xl) 802 x'L’ 17 zl 89 :I:Z7 T] x’L -
893/fa:9du :L’l+3—/fx9du am/fx@du n? () +
+2 —/ f(z;0)du(x ng(xi);
onde A; = {x:—oc0o <z <uz;} parai=1,...,m.
Note que pela condicdo (A2) as fungdes 599] f(z;6) sao limitadas por fungdes G integra-

veis, 7 = 1,2,3. Pelo Teorema da Convergen(:la Dominada de Lebesgue segue que

f(x 0)dp(x = 507 /fx&d,u x), j=1,23.

(993
Entao
’693 log [1 :L‘“@)]' <
’/ 75 @3 0)du() | (i) + 3 (2 0)du(x O ()| () +
12 jef@c Dau()| v < / Gl () +
3 / Gl / Cala)dn(r)| () + 2 / iG1<x>du<x>3n3<xi>zv<xi>
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3.2. Consisténcia

Pelas condicoes (A2) e (A4) a fungdo obtida v(z;) é limitada, para todo i =1,...,m e

/ o) (;0)du(x) < M, (3.2)

onde M* é uma constante positiva independente de 6. Sendo assim, podemos definir

Z ;) + Riv(z:)],

T(.fll'l, ..

* 7

SIP—‘

de tal forma que, por (3.1) temos

log L(0; 1, ..., 2m)| <

<o

Observe que, pela condigao (A3) e por (3.2)

ET(Xy,...,Xn)] =

%Z (G3(X) + (X))

_ %Z )+ %ZRZEMX»] <0,

onde () é uma constante positiva.

Logo, o lema esta demonstrado. [

Para mostrar a consisténcia do EMV em casos de censura do tipo II progressiva, usamos
um resultado, estabelecido por Hoadley [21], que trata da Lei Fraca dos Grandes Numeros
para variaveis aleatorias independentes mas nao identicamente distribuidas. Este resultado

é descrito abaixo e é demonstrado no Apéndice.

Teorema 3.2. Sejam {Y}, : k = 1,2,...} varidveis aleatdrias independentes definidas em um
espago de probabilidade (), F, Py) e tomando valores em um espaco de medida (Y, .o/, ).
Seja Hy,: T x S — #', onde S C %P é compacto e seja hy,(s) = E[Hy(Yy, s)| Assumimos:
(a) Para cada s € S, Hi(-,s) € o/ -mensurdvel;

(b) Hi(Yy,-) é continua em S, uniformemente em k q.c.[P];

(¢) Eziste uma fungdo mensurdvel By, : T — %Z' tal que |Hy (-, s)| < Bi(-) para todo s € S
e B|By(Y)|'™ < K, onde K e § sdo constantes positivas.

Entao:
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3.2. Consisténcia

(i) hi(:) é continua em S, uniformemente em k;

(ii) p{ ST H Vi)~ S hls)
k=1 k=1

ISES}LO.

Para mostrar a propriedade de consisténcia do EMV, consideramos 1 < m < n, ja que
quando m = n temos uma amostra completa e esse caso ja foi demonstrado no Teorema

1.10. Segue entao o teorema:

Teorema 3.3. Se as condicoes (Al) — (AD) sao satisfeitas, entdo a equagao de verossimi-

lhanca

m

o o 9
aelogL(Gxl,...,xm)—Z{aelogf(xz,)—i—Ranog[ F(xi;e)]}:o (3.3)

1
tem uma sequéncia de solucoes Qm que converge em probabilidade para o verdadeiro valor
de 0, digamos 0y; ou seja, 0, é uma sequéncia de estimadores de mdrima verossimilhanca

consistente de 0.

Demonstracdo. Da expansao de Taylor com resto de Lagrange da funcao % log L(0; 21, ..., Tm)

em torno do verdadeiro valor 6y do parametro, temos que

10 0
e log L(0) = e log L(O;x1, ..., 2m) . +
(0 —6y) 0* (6 — 60)* O°

log L(0; x1, ..., 2Zm)

5 log L(0; 21, ..., 1)

a6 o 20 00

onde 6 & um valor entre 6 e 6.

1
Observe que, pelo Lema 3.1, temos que 863 <

- log L(0; wl,...,xm)’ < T(x1y.. . x,) €

entao podemos definir

0, se T(x1,...,2,) =0
ATy, Ty) =
093 logL(0 L1,y Ty) 9 7T(x1’.1__7m 7, se T(xy,...,2m) >0,
o que nos da 0 < |A(xy,...,2,)| <1 e também
10 10
—%logL(H Tl L) = E%logL(e;xl,...,wm) .
(0 — 6y) 0°
—log L(0; 2y, ..., 2,
+ 57 108 (0;21,... 2 )9:90+

1
+§(6 - 90)2A<.T1, cey T )T<x17 s 7$m) =

= By+(0—00)B; + = (9 00)? Bs, (3.4)
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3.2. Consisténcia

onde
10
By = e —log L(6;x1,...,2Zm) -
0
= —Z{ log f(x;; )+Rz‘%10g[1—F($i;9)]} ;
=00
19
B, = YD log L(0; 1, ..., 2Tm) .
o2
- _2{392 log f(x;; )"‘Ri@bg 1 _F(l’z‘;e)]} 9:903
By = A(zy,...,00)T(21,...,20).
Como |A(xy,...,2,)| < 1, temos que

’BQ| = ‘A('xl)"'axm)T(mh'"7xm)‘
< |A(xy, .. )| T (21, T)
< T(xy,...,2y) = Bs.

Assim, By = AB,, onde |A| < 1 e entdao podemos reescrever (3.4) da forma

18

Como x1,...,x,, sdao observacoes incompletas da amostra Xi,..., X, censurada tipo II
progressivamente, podemos reescrever suas informacoes utilizando o Principio da Informacao
Perdida, apresentado na Observacao 1.18.

Consideremos W; = X;, i« = 1,...,n, a amostra aleatéria completa de tamanho n com

fungao densidade de probabilidade f(-;0) e funcdo de distribuicao F(-;0) onde wy, ..., w, sdo

suas respectivas observagoes, e Y;; = X;;, 7 = 1,..., R; para cada i = 1,...,m, as varidveis
censuradas com fungdo densidade de probabilidade ;(y;0) = 17f }(«}Zﬁ)-e) ,
com y > x;, onde v;1,...,Yy;g, Sa0 suas respectivas observacoes, para i = 1,...,m. Ob-

serve que as variaveis W; e Y;; sao independentes.

Entao podemos escrever

m n m Ry
D> _log flwiz0) = 3 _log f(wis0) = 3 D 1og f(yi: 0 Xi = 1)

i=1 j=1
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3.2. Consisténcia

No que segue, mostramos que a equagao de verossimilhanga (3.3) tem solucao 9n que
converge em probabilidade para 6, e fazemos isso seguindo os mesmos passos da demons-
tracdo do Lema 1.10 e Teorema 1.11. Verificamos que: (i) By L0, (ii) By N —(%e
(1ii) Bs L (9, onde (; e (, sao constantes que serao definidas. Para simplificar a notagao,

a partir daqui denotaremos 6, simplesmente por €. Vejamos entao.

(i) Pelo Principio da Informagao Perdida, dado pela observagao 1.18, podemos reescrever By

como
1 n a m R; a
BO = _{’L_ aelogfww ;;% ng yl]70|X )+
+ R IOg ZL‘Z, = l B()l BOQ)
TL
onde

SN,
By = Z%logf(wiﬁ)
=1

m

m R;
8 8

=1

Pelo Lema 1.10, temos que

1
~Bo -0,
n

j& que se trata da amostra completa, pelo Principio da Informacao Perdida. Basta, entao,

P
provarmos que %Bog — 0.

Podemos reescrever By, da seguinte forma

m

ZZ 1ng ylj’9|xl Z [ 1ng( 11,9|ZL’1)

=1 j=1 i=1

0 L)
+ZRE[aelogf Zl,em] ;Rl—log [1— F(x;0)).

Observe que pela densidade truncada das variaveis Y;;, podemos escrever

) [aag log f( 21,9|x1)1 = 869 log f(y; 0)-vi(y; 0)du(y)

;0
= /Bi %log f(y; 9).mdﬂ(y)a
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3.2. Consisténcia

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

0 1 0
E | 55lo8 f( Yi;0lz;)| = m/E PrIAL 0)du(y)
g Sy 0)duly)
_ 21— F(z;0)]
1— F(x;;0)
o
onde B, ={y:z; <y <oo}parai=1,...,m.
Isso significa que
0
ZR ) {89 log f(Yi1; 0]x; } ZR log [1 — F(x;;0)]. (3.6)

~ 0
Agora note que pelas condicoes (A1) e (A3) as variaveis Z log f(Yij;0),i=1,...,m,

satisfazem as condicoes do Teorema 3.2, pois Z —log f(Y;;;0) é mensuréavel; para todo

7j=1
6 € I é& continua em I, uniformemente em j ¢.c.|[P|; e existe uma fungdo G7 tal que
R
~ 0
%logf(}/;j;e) < |R;GY| com RIME[G]™ < K para todo i = 1,...,m, onde K
j=1

e 0 sao constantes positivas.

Dessa forma, segue que

sup{ Boz :95[}_
n—m
< 0
Sup{n_mZZ%logf Z]79|xz - _ZRE|: logf( 21)9|$7,):|‘9€[}i)0
=1 j=1

Dai, juntamente com (3.6), temos que By, L0 e, como By L 0, consequentemente

temos que

como queriamos mostrar.
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3.2. Consisténcia

(i7) Usando novamente o Principio da Informacao Perdida, reescrevemos By:

1 [~ 02 m i g2

B, = - 2 20 log f(w;; 6) — ; 2. wlog fyij; 01X = 2;)+

m 62 . B 1
+;Ri@ log [1 — F(x:;0)] » = 5(311 — D),
onde

By = _Ing(wue)

— 002
e

m R; 92 m 92

By, = Zz:; ~ 7 log f(ym?mX = xz) ;R 002 log[ F(ZL‘,,@)]

Novamente, pelo Lema 1.10, temos que

1 e [P )

Agora, reescrevemos o termo %Blz €como

m R; m
n— 02 1 0?
{n — E E log f yzg,9|X = ZEz) j E R E {892 Ing( 1179’1’1)} }

002 n :
=1

m 9
_%2131 {aez log[1 — F(x;;0)] - {092 ‘o8 f{ “’GW] }

Segue do Teorema 3.2 que o primeiro termo da expressao acima converge em probabilidade

para zero quando n — oo. Resta entdo verificar o comportamento do segundo termo da

expressao.
Note que
o Gl = Fi0)] [0 ’
stoult = Pt = 2 Do 1 - Flaaon )

- %i}fﬁ@f” Lo ] 2o oo}
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3.2. Consisténcia

il _ aply:0) (0 2l f(y:0) B
[392 o8 J (Yo Ol )} —/Bl- laf(y—H) (891 8 fly: )> T Fa ™) =
s (0:0)  f(y:0) 5 2 o) i
By af(?/;e) 1—F(a:i;0)d“(y) _/ (80 log f(y; )> mdﬂ(y) =

sl = Fzs0)] 5[0
1— F(x;;0) o0

2
log f( Z1,6’|3:l)} )

Entao, temos que

0? 02
S osl1 = Flai0)] - B | 2 tog f(Vi0ln)| =

2

2
E {03 log f( 11,0|xl)} — {E {02 log f( ,1,9|x2)]} =Var {g log f( Z1,9|:10,)} ,

que é limitada e independente de 6, pelas condi¢oes (A4) e (A5).

Assim,
" 0? e
1 m R;
— ZZV@T [—1ogf( Yij; 0|z )} (3.7)
=1 j=1

converge para um valor finito, digamos A.

Como, pela observacao 1.17, lim m_ T, segue que lim nomo_ 1— 7, edai
n—oo M, n—00 n
LS R L2 gt - Flaso)] - 2 [ 2 tog s (Va0 L — (1 - 1A
— i\ == 10 — T, (0] i1, 0|25 — T .
n =002 gg2 8T
Portanto, combinando os resultados obtidos e definindo
G=~7*+(1-71)A >0, (3.8)

obtemos
1
B, = 5(301 + Boa) N —C127

como queriamos verificar.

(#ii)Finalmente, seguindo as mesmas ideias da convergéncia de By, temos que By converge

em probabilidade para um valor finito, digamos (.
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3.3. Normalidade Assintotica

Seguindo os mesmos argumentos do Lema 1.10 e do Teorema 1.11, verificamos que a
equagao (3.3) possui uma sequéncia de solugoes 0, que converge em probabilidade para o

verdadeiro valor 6y do parametro, ou seja, 6,, ¢ uma sequéncia consistente de estimadores de

méaxima verossimilhanca de 6.

3.3 - Normalidade Assintotica

Para estabelecer a normalidade assintotica do EMV do parametro 6, Lin e Balakrishnan
[4] utilizam o resultados de Hoadley [21]| e o Teorema de Slutsky, veja Serfling [31], para o
caso multivariado. Hoadley exibe uma forma de Liapunov para o Teorema do Limite Central
para o caso multivariado, que é uma importante ferramenta para mostrar que estimadores de
méaxima verossimilhanga de 6 tém normalidade assintotica em amostras de variaveis indepen-
dentes mas nao identicamente distribuidas. Segue o enunciado de um Teorema apresentado

por Hoadley, demonstrado no Apéndice deste trabalho.

Teorema 3.4. Sejam X, k =1,2,... vetores aleatorios p-dimensionais independentes com
EX) = 0, Cov(Xy) =T'y. Assumimos que:

(a) T, = %Z I', — T, onde T’ é definida positiva;
k=1
(b)  Para algum 6 >0, —t57 Z EIN XY — 0, para todo A € RP.
k

" D =
Entao \/Lﬁ ZXk — N(0,T).
k

O seguinte resultado mostra que a convergéncia de funcoes com distribui¢ao univariada

pode ser estendida para a convergéncia de funcoes com distribuicao multivariada.

Teorema 3.5. (Teorema de Slutsky) Sejam (X,,Y,), n = 1,2,..., e (X,Y) dois vetores
aleatorios definidos em um mesmo espago de probabilidade. Suponha que X, Lo X e

Y, Loy, Se X, eY, sao independentes para cada n, entao
(X, Yo) =2 (X5, V),

onde X* e Y* tém a mesma distribuicao que X e Y, respectivamente, e sao independentes

no mesmo espaco.

No que segue, mostramos a normalidade assintotica do EMV de 6.
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3.3. Normalidade Assintotica

Teorema 3.6. Sob as condi¢oes de reqularidade (A1) — (AD), a equacdo de verossimilhanc¢a

(3.3) tem uma solucdo 0 que possui distribuicao assintoticamente normal.

Demonstracdo. Seja 6 uma solugao consistente da equagao (3.3), isto &,

0
20 log L(A) = 0.

Entao, por (3.5) temos que

By + (6 — 00) By +
donde segue que
By
LN : N

2

(6 —60) =

Logo temos que
% By
Vn(d —6y) = :

B (6—00)
g g A

e portanto

0
C%nZ{ logfxl,Qo)—i-Raelog[l F(a:i;eo)}}

\/ﬁ(é — 00) = =1 ) (39)
B, _ (6—60)
_? _ 2<2O AB2
onde ¢} =~% + (1 — 7)A, dado em (3.8).
Vimos em (ii) e (iii) da demonstragao do Teorema 3.3 que —% s 1 e B, ¢ limitada
por @, logo 02420 ABs L.

Assim o denominador de (3.9) converge em probabilidade para 1. Resta verificar entdo

a convergéncia do numerador da fracao.

Pelo  Principio da  Informacao Perdida e usando o fato de que

Zlog[l — F(z;;0)] = E [ log f(Yi;0|;)], podemos reescrever

0 0
{ Lo 1w + Ry osl1 — Fla 6]} =

m
1=1
n
i=1

8 m R; 8 m R;
%logf(wﬂe) ZZ 90 ng y2]79|xz ZZ |: 1ng ’Lja€|xz):| -
i=1 j=1 i=1 j=1
n a m R; a
%mmm—zz{mwwme@%ﬂme
=1 i=1 j=1
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3.3. Normalidade Assintotica

n

Segue do Teorema 1.11 que \/LE Z 2 log f(w;; 0) é assintoticamente normal com média

0 e variancia 2, pois w; sao consideradas as observacoes de uma amostra completa.

Note que pelas condigdes (A3) e (A4), E|Zlog f(Yiy; 0lz;) — E [Z1og f(Yis; 0]z )”
limitada por um valor independente de 0, digamos K*. Entao, segue que

3

1 1 a n—m. ., nsc
- \/ﬁ;;E’ae log f(Yiy; 0lz:) — [ae log f( U,Glscz)} = K50 (3.10)
Além disso, por (3.7) temos que
— { log f( u,@!xz)] L5 A (3.11)

i=1 j=1

Verifica-se entao que as condi¢oes do Teorema 3.4 sdo satisfeitas para a sequéncia de
vetores X, = 1ogf( Yii; 0lx;) — E[ log f( Zj,9|:102)] =1,....mej =1,...,R;,
ja que facilmente verifica-se que E|X;| = 0 e por (3.10) a média das (n — m) covariancias
Couv(X;) converge para um valor A definido positivo, satisfazendo a condicdo (a) do Teo-

rema. Além disso, por (3.10) a condigdo (b) também ¢é satisfeita. Sendo assim, do Teorema

3.4, fazendo § = 1, segue que

Xj:g{ log f(Yij; 0)2;) — Lfelogf( ZJ,H\xl)]}i>N(O,A).

Pela observagao 1.17 temos que * — 7 quando n — oo, e entao segue que

m, >

mg; { log f(Yy: 0]a;) — [gelogf( ZJ,9|IZ)]}£>N(O,(1—T)A),

7=1
e, portanto
iim D tog F(Yis:0l) — E | Lo f(¥iss0l20) | b 2 N(0, (1 = 1)A)
\/ﬁ — j:1 ag g 7,_]7 1 ag g Z_]7 (2 ) N

Agora, definindo

3

R
Wi - \/5121 ae ng Wl?e)
e
1 m R; ) 0
Vi = e 3D ton f ) - B | s tow s(vi01a) |

.
Il

—
<.
Il

—
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3.3. Normalidade Assintotica

com:=1,...,mej=1,..., R;, como W] e Y} sdo independentes para todo i e j, podemos

aplicar o Teorema 3.5 e obter

(fz logf Wzve 7%22{ logf 1]’6|$Z) aaelogf( 7«]’6|‘TZ):| }) i)(W*,Y*),

onde W* e Y* tém distribuigao N(0,~%) e N(0, (1 — 7)A) respectivamente, e sio indepen-
dentes.

Dai segue do Teorema de Slutsky (ver em [1]) que

R;

IZ g F(W0)——= >

z:l 7=1

0
{ L tog 1001 — B | 2o 51| | 2 X0

Como %+ (1 — 7)A = (?, temos que

WZ {86 log F(Xi:0) + R log 1 —F<Xi;e>]} L5 N(0,77 + (1 - 1)A) = N(0,¢D),

donde segue que

m

Z{ log f(X;: 0) + aaelog[l— (Xi;e)]}ijv@é),

=1

e entdo concluimos que /n(0 — 6,) tem distribuicio assintoticamente normal (0, [¢2]"!). m
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Apéndice

Neste apéndice demonstraremos os teoremas utilizados na obtencao das propriedades
assintoticas do Capitulo 3 e enunciaremos resultados necessarios para essas demonstracoes.
Aqui tomamos X;,i € I, onde [ = 1,2,..., variaveis aleatérias independentes definidas
no espago de probabilidade (€2,.%#, P) e tomando valores num espaco de medida (Y, .o/, u).
Primeiramente, introduzimos o conceito de integrabilidade uniforme, fundamental para
garantir os resultados de consisténcia e normalidade assintdtica dos EMV dos parametros

em amostras censuradas tipo Il progressivamente.

Definicao A. 1. Uma familia de varidveis aleatorias {X;,1 € I} € dita uniformemente
integravel (u.i.) se

lim sup/ | X;|dP = 0.
| Xi|>M

M—o0o je7

Lema A. 2. Um condi¢ao suficiente para que {X;,i € I} seja u.i. € que
E|Xi|l+5 < o0,

para algum 6 > 0.

Lema A. 3. Sao equivalentes
(i) {Xuin=1,2,..} éui eX, X,

n—oo

(i) X € integrivel e E|X,, — X| — 0.

Lema A. 4. Seja U C RP. Se {Xi(u);k =1,2,...;u € U} é u.ie lim Xi(u) = Xy, q.c
uU—uUQ

[P], entao

(i) {Xp;k=1,2,...} €u.i.

Se além disso, lim Xy (u) = Xy uniformemente em k, q.c.[P], entao
U—UQ
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(1)) lim E|Xg(u) — Xi| = 0, uniformemente em k, isto é, lim EXy(u) = EX) uniforme-
u—rug U—rug

mente em k.

Demonstracdo.
(i) Como {Xy(u),k = 1,2,...;u € U} é ui., tomemos M suficientemente grande e ¢

suficientemente pequeno de forma que

/ | Xk (u)|dP < e.
|7k (w)|>M

Para cada k fixo, definimos
uU—uUQ
B(u) {[Xk(u)| > M},
B {|Xk| > M}.

Para algum F € F, seja I(F) a variavel aleatoria indicadora associada a F'. Entdo segue
que
lim inf I(AN B(w))| Xk(u)| > I(AN B)| X4/,

uU—uQ

e entao, pelo Lema de Fatou, segue que

/|X| M|Xk]dP = E[I(ANB)|Xy|]
kl>

IN

Ellim inf I(A N B(u))| Xk (u)|]

U—UQ

lim inf E[I(AN B(u))| X5 (u)]]

uU—uUQ

= lim inf/ | Xk|dP < e.
| Xk |>M

U—rUQ

IA

Segue entao que / | Xk|dP < €, e entao
|Xk|>M

lim sup/ | Xk|dP =0,
| Xk |>M

M—oo

o que significa que { Xy, k=1,2,...} é u.i.

(11) Suponhamos por contradicdo que lim E|Xji(u) — Xix| # 0. Entdo existe € > 0 e
U—UQ

sequéncias k,, — 00 e 5, — uq tais que E[Z,] > ¢, onde

Como {Xj,;n = 1,2,...} é ui. por hipotese e {X;, k = 1,2,...} também ¢é u.i. pelo

item (i), segue que {Z,;n =1,2,...} também o é.
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Além disso, como X, (u) % X, unif. em K, q.c.[P|, segue que

lim | Xy, (sn) — Xk| = lim Z, =0, q.c.|P|.
n—oo

n—oo
Assim, Z,, satisfaz as hipoteses do Teorema 2 e entao segue que

n—o0

E|Z, -0 — 0= lim E[Z,] =0,
n—oo
o que é uma contradigao.
Logo, E|Xi(u) — Xz =3 0.
]
Teorema A. 5. Sejam {Y} : k = 1,2,...} wvaridveis aleatorias independentes definidas

em um espag¢o de probabilidade (Q, .7, Py) e tomando valores em um espago de medida
(Y, o, ). Seja H, : T x S — %, onde S C %P é compacto e seja hy(s) = E[Hg(Yk, s)]
Assumimos:

(a) Para cada s € S, Hi(-,s) € o/ -mensurdvel;

(b) Hip(Yy,-) € continua em S, uniformemente em k q.c.[P];

(¢) Eziste uma medida By, : T — %' tal que |Hy(-,s)| < By(-) para todo s € S e
E|By(Y:)|'™° < K, onde K e § sdo constantes positivas.

Entao:

(t) hi(-) é continua em S, uniformemente em k;
n 1 n
{ %;Hk(YImS) - ;hk(s)

Demonstracdo.

(i1) sup

:ses}iw)

(i) Pela hipotese b, para cada sy € S, temos que sh—>1?0 Hy(Yy,s) = Hg(Yk, o) unif. em k,
q.c.|P]. Pela hipotese ¢ temos que a familia {Hy (Y, s);k = 1,2,...;8 € S} é ui., ja que é
Hy(Yy, s) é limitada por uma fungao mensuravel com esperanca finita (ver [7]).

Entao, pelo item (i) do Teorema A.4 segue que Sli_)rglo hi(s) = hi(sp) unif. em k, isto é,

hi(s) é continua em S, unif. em k.

(i1) Pelo item (i), podemos assumir sem perda de generalidade que hy(s) = EHy(Yy, s) = 0.
Sejam
Hi(y, s, p) = sup{Hy(y, 1); |t — s| < p}
Hy(y, s, p) = nf{Hi(y, ); [t — s| < p},

onde |.| ¢ a norma euclidiana usual.
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As fungbes H}(y, s, p) e Hi.(y, s, p) sdo &/-mensuréveis, ja que Hi(Y + k,s) é continua
em S, e S & separavel, ja S C RP. Dali, pela hipotese b segue que

lim H}(Yy, s, p) = Hp(Ys, 8)
p—0

lim Hk*(Yka S, p) = Hk(Yka 3)7
p—0

unif. em k, q.c.[P].
Entao, pela parte (i) do Teorema 0.4,

hH(l) EH;(Yy,s,p) = EH(Yy,s) =0
p—

lim EHk*<Yk, S,p) = EHk(Yk, 8) = 0,
p—0

unif. em k, q.c.|[P|. Dai, para cada s € S, dado € > 0, existe p(s) suficientemente pequeno,

tal que
—€ < EHp(Yi, s,p(8)) < EHE(Yi, s, p(s)) < e. (12)

Como S é um conjunto compacto, toda cobertura aberta de S admite uma subcobertura

finita. Observe que a cole¢ao {S(s, p(s))} forma uma cobertura aberta de S, entdo existem

S1,-.-,5m € S tal que S C U S(si, p(si)), isto é, U S(si, p(s;)) € uma sobcobertura finita
i=1 i=1

de S.
Dai segue que para todo s € S

1 < 1
131213”{ ZHk* Vi, 56, p( z))} < =D Hi(Yis) < 1@@;{52 < (Y, 56, p( Z))}- (13)

Pela condi¢ao (¢) temos que

E|H}(Ys,s,p)|'"" < K
E‘Hk*(Yk7S7p>’1+5 S K7

o que implica que

ST EIH (Ve s, ) 25 0

k=1
n
ﬁ Z E|Hk*(Yk7 S,p)|1+5 TH_O}O 07
k=1

e entdo, pela Lei Fraca dos Grandes Numeros de Markov (ver [30]) temos que
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1 E Hk(Yk,s,p)—— E E[H} (Yk,s,p)] — 0
o 14
) (1)

g Hy (Y, s, p) ——E E[Hy (Y, s,p)] — 0.

k=1

Combinando os resultados (12) e (14) temos que com probabilidade tendendo a 1 — ¢,

com ¢, — 0
—2e < — ZHk* Ykas :0 ZHk Yk,S,p ) < 267 (15)
k: 1

e, aplicando o resultado (15) na desigualdade (13), segue que com probabilidade tendendo a

1 quando n — oo, 1 Hy (Y, s) esta entre —2¢ e 2¢ e dai segue o resultado
n g

k=1
; } o

1 1<
sup — Hk Yk,S - = EHk Yk,
o {1 S - 5
Teorema A. 6. Sejam Xi, k = 1,2, ... vetores aleatorios p-dimensionais independentes com
EX) = 0, Cov(Xy) =T'y. Assumimos que:

(a) T, = %ka — T, onde I' € definida positiva;
k=1
(b)  Para algum 6 >0, —l575 Z E|N Xi|**° — 0, para todo \ € R,
k

~ D =
Entio 5= X, — N(0,T).
k

Demonstracdo. Pela hipotese (b), podemos aplicar o Teorema de Liapuonov para o caso
multivariado em Z XXy, para todo vetor A # 0 (ver [26]), obtendo
k

1
Pela hipotese (a), NTpA = NTX # 0.
Além disso,

n1/2 Zxk — N(0,NT\),

para todo A # 0.
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Segue entao das propriedades da distribuicdo normal multivariada (ver [29]) que

% X L5 N(o, D).
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