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RESUMO

O Método dos Elementos de Contorno Rápido om Expansão em

Multipólos Apliado a Problemas de Elastiidade Plana

Autor: Afonso Barros Dias Júnior

Orientador: Éder Lima de Albuquerque

Programa de Pós-graduação em Integridade de Materiais da Enge-

nharia

Brasília, Julho de 2014.

Este trabalho apresenta o Método de Elementos de Contorno Rápido om Ex-

pansões em Multipólos (MECMP) para análise de problemas de elastiidade

plana. Nessa abordagem, as soluções fundamentais são expandidas em série de

Taylor. Utiliza-se a estrutura hierárquia de árvore para agrupar os elementos

próximos e distantes do ponto fonte. Integração dos elementos próximos ao

ponto fonte são tratadas de maneira onvenional, apliando o Método dos

Elementos de Contorno (MEC), enquanto a expansão em série de Taylor são

usadas para integração de elementos distantes do ponto fonte. São apresenta-

dos exemplos numérios para estudar a preisão e a e�iênia da formulação

do MECMP. Estes resultados demonstram o potenial para resolver problemas

elástios em duas dimensões usando o MECMP.

Palavras-haves: Método de elementos de ontorno; Expansão rápida em

multipólos; Elastiidade;
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ABSTRACT

The Fast Multipole Boundary Element Method with Fast Multipole

Applied to Problems of Plane Elastiity

Author: Afonso Barros Dias Júnior

Supervisor: Éder Lima de Albuquerque

Postgraduate Program in Integrity of Engineering Materials

Brasília, July, 2014.

This work presents a Fast Multipole Boundary Element Method (FMBEM)

for large-sale analysis of plane elasti problems. Integral equations for plane

elasti problems are written in a omplex form. Fundamental solutions are ex-

panded into Taylor series and the integration on far elements are written onsi-

dering loations of element and expansion point. A hierarhial tree struture

is assembled in order to group near and far elements do ponto fonte. Inte-

gration of near elements is treated by the diret appliation of the Boundary

Element Method (BEM) while fast multipole expansion is used for integration

of far element do ponto fonte. Numerial examples are presented to study the

auray and e�ieny of the fast multipole boundary element. These results

demonstrate the potential of the fast multipole boundary element for solving

large-sale plane elasti problems.

Keywords: Boundary element method; Fast Multipole Method; Elatiity;

vi



Lista de Símbolos

Letras gregas

βij = Constante elástia.

π = Número pi.

δ = Delta de dira.

δij = Delta de Kroneker.

∇2 = Operador laplaiano.

εii = Deformação longitudinal.

εij = Deformação angular.

λ = Constante de Lamé.

µ = Módulo de isalhamento.

ν = Coe�ientes de Poisson

σii = Tensões normais.

σij = Tensões isalhantes.

Letras arábias

log = Logaritmo neperiano.

x = Ponto fonte.

z0 = Ponto fonte em notação omplexa.

y = Ponto ampo.

z = Ponto ampo em notação omplexa.

yc = Ponto intermediário.

fi = Força de superfíie.

Bi = Matriz dos vetores onheidos.

bi = Força de massa.

r = Distânia do ponto fonte para o ponto ampo.

Mk(zc), Nk(zc) = Momentos sobre zc.

Mk(zc′ ), Nk(zc′ ) = Translação Momento-para-momento sobre zc′ .

Ll(zL), Kl(zL) = Translação Momento-para-Loal sobre zL.

Ll(z
′

L), Kl(z
′

L) = Translação Loal-para-loal sobre z
′

L.
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E = Módulo de Elastiidade.

Gij = Matriz G.

Hij = Matriz H.

n = Vetor normal.

ti = Vetor de forças de superfíie.

uij, tij = Soluções fundamentais de desloamentos e forças de superfíie.
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Lista de Abreviações

MEC = Métodos dos elementos de ontorno.

MECMP = Método dos elementos de ontorno rápido om expansões em mul-

tipólos.

BEM = Boundary Element Method.

FMBEM = Fast Multipole Boundary Element Method.

MDF = Método das diferenças �nitas.

MEF = Método dos elementos �nitos.

MR = Método rápidos.

MRMP = Método rápido om expansões em multipólos.

ACA = Aproximação ruzada adaptativa.

M2M = Translação momento-para-momento.

M2L = Translação momento-para-loal.

L2L = Translação loal-para-loal.
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Capítulo 1

INTRODUÇ�O

1.1 Métodos numérios apliados a problemas

de engenharia

De aordo om [1℄, as soluções analítias para os problemas de engenharia

sempre foram desejadas, pois as mesmas representam a solução exata desses

problemas. Contudo, existem vários problemas onde a solução analítia é muito

difíil de enontrar. Logo, para se obter a resposta desses problemas, foram

desenvolvidas, ao longo dos anos, métodos numérios que enontraram soluções

aproximadas para esses problemas. Tais métodos são apazes de riar, a partir

de um modelo ontínuo, um modelo disreto que simpli�a o problema original.

Portanto, utilizando as ténia numérias, onseguimos reduzir a omplexidade

de um problema, obtendo um mais simples, na qual as soluções enontradas

são as soluções aproximadas do problema mais omplexo. Atualmente, três

métodos numérios são amplamente utilizados:

� Método das Diferenças Finitas (MDF);

� Método dos Elementos Finitos (MEF);

� Método dos Elementos de Contorno (MEC);

1



OMDF pode ser lassi�ado omo ummétodo numério diferenial. Sendo

assim, esse método trabalha om a resolução de equações difereniais. Tais

equações tem omo base a aproximação das derivadas por diferenças �nitas.

Logo, ele transforma equações diferenias em equações algébrias.

O MEF, segundo [2℄, transforma uma equação diferenial numa equação

integral. Vale ressaltar que a equação que governa o problema físio é a equa-

ção diferenial e, a equação integral, é uma equação equivalente a do problema

iniial. Essa equação irá trabalhar om as respostas desonheidas do pro-

blema. De aordo om [3℄, a resposta de ada elemento é araterizada em

termos de um número �nito de graus de liberdade. Esses graus de liberdade

são representados omo os valores das funções desonheidas. A formulação

do elemento é de�nida por equações algébrias obtidas de onsiderações ma-

temátias ou experimentais. A solução do sistema original é aproximada, pois

um modelo disreto é onstruído pela onexão de todos os elementos.

Segundo [4℄, o MEF apresenta algumas vantagens sobre o MDF, pois o

MEF permite uma melhor apliação das ondições de ontorno do problema.

Além disso, ele permite que a malha tenha um tamanho variável. Contudo, o

método de MEF possui algumas desvantagens, omo a utilização de um número

muito grande de variáveis nas suas equações. Isso faz om que tenhamos um

onsumo de tempo omputaional muito grande. Além disso, a entrada e saída

de dados tornam-se muito trabalhosas quando o problema é omplexo.

O outro método omputaional largamente utilizado é o MEC. Esse mé-

todo tem omo base o método de resíduos ponderados. Ele pode ser utilizado

em várias áreas da engenharia omo meânia dos �uidos, aústia, eletromag-

netismo, meânia da fratura e transferênia de alor. Para soluionarmos os

problemas enontrados nessas diversas áreas, o MEC transforma as equações

difereniais desses problemas em equações integrais. Para fazer essa trans-

formação, são utilizados o teorema Gauss-Green e a solução fundamental das

equações diferenias. Vale onsiderar que a utilização das soluções fundamen-

tais são importantes, pois elas são usadas omo a função de ponderação. Essa

função é usada para eliminar a integral de domínio que aparee quando uti-

lizamos o teorema Gauss-Green. Por isso, uma das araterístias do MEC é

2



trabalhar só om as integrais de ontorno dos problemas. Isso faz om que a

dimensão dos problemas seja reduzida em um.

Portanto, após para obtermos a equação integral que governa o problema,

devemos disretiza-lá. Quando essa disretização é realizada, um onjunto de

equações algébrias é obtido. Assim, quando soluionamos essas equações, es-

taremos enontrando as inógnitas do ontorno. Contudo, de aordo om [5℄,

a apliação do MEC só é vantajosa para problemas que possuem menos que

alguns milhares de graus de liberdade. Os problemas que extrapolam esse va-

lores são difíeis de serem abordados resolvidos, pois um omputador pessoal

pode não ter memória su�iente para armazenar os dados da solução de um

problema om milhares de graus de liberdade. Isso oorre pois as equações

matriiais produzidas pelo MEC são heias e não simétrias. Essa di�uldade

está assoiada om dois fatores: a riação dos oe�ientes das matrizes e a ob-

tenção da solução das mesmas. Segundo [5℄, neessitamos de O(N3) operações

para soluionar um sistema linear om matriz heia e não simétria, sendo que

N representa o número de graus de liberdade enontrado. Além disso, são

neessários O(N2) operações para riar os oe�ientes do sistema linear que

será resolvido. Portanto, esses dois fatores são responsáveis por tornar inviável

a solução de problemas em larga esala.

Sendo assim, uma das formas usadas para resolver esse tipo de problema

é aoplar o MEC om outros métodos numérios, a �m de aelerar a solução

dos problemas de larga esala. Esses métodos são onheidos omo Métodos

Rápidos (MR). Quando assoiados o MEC om os MR, somos apazes reduzir

para a ordem O(N) tanto o número de operações usadas para soluionar o

sistema linear do problema quanto o número de operações para riar os oe-

�ientes do sistema linear. Isso aontee pois, de aordo om [6℄, alguns MR

tem omo base a aproximação explíita das soluções fundamentais. Tal apro-

ximação é feita por uma soma �nita de funções que são separáveis. Segundo

[6℄, a soma �nita de funções irá proporionar a riação de bloos de matrizes.

Tais bloos são utilizados para failitar a solução de sistemas lineares, pois

eles são armazenados de forma mais e�iente. Logo, os mesmos diminuem

a quantidade de memória utilizada. Além disso, quando utilizamos métodos
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iterativos, obtemos uma rápida multipliação entre um vetor e os bloos de

matrizes, proporionando uma maior e�iênia do método.

Atualmente, dois MR estão ganhando destaque para soluionar os proble-

mas de larga esala : o Método Rápido om Expansão em Multipólos (MRMP)

e a Aproximação ruzada adaptativa (ACA). O MRMP aproxima os núleos

das equações integrais do MEC por uma soma �nita de funções. Em ontra

partida, o ACA é um método que aproxima a matriz por bloos de baixo posto,

sem ter a neessidade de fazer a expansão dos núleos das equações integrais.

Assim omo o MRMP, o ACA tem se estabeleido omo uma ténia efe-

az para resolver problemas de larga esala. Segundo [7℄, esse método derese,

signi�ativamente, o usto umputaional para montar as matrizes e resolver as

operações que envolvem multipliação entre uma matriz e um vetor. De aordo

om [6℄, a solução do sistema linear é aelerada pelo álulo de somente pouas

entradas da matriz original. Sendo assim, podemos destaar a utilização do

ACA em diversas áreas. Os trabalhos de [8, 9℄ utilizaram esse método para

resolver problemas de aústia governados pela equação de Helmholtz. Pode-

mos enontrar em [10, 11, 12℄ a solução de problemas para eletromagnetismo.

Por �m, podemos enontrar em [13℄ e [14℄ a utilização do ACA para resolver

problemas de elastiidade plana e meânia da fratura respetivamente.

Em ontra partida, de aordo om [5℄, o MRMP omeçou a se desenvolver

nos meados dos anos 80. O primeiro trabalho de MRMP foi feito por [15℄. Ele

trabalhou om as equações de Laplae em duas dimensões. Nesse trabalho,

[15℄ ombinou MRMP om soluções iterativas para reduzir a omplexidade

do problema de ordem O(N3) para O(N). Além disso, ele utilizou a ideia de

momentos multipolar para representar a distânia entre grupos de partíulas e,

apresentou a expansão loal em série de Taylor para alular a ontribuição das

partíulas distantes. Em seguida, os trabalhos de [16℄ e [17℄ foram responsáveis

por apliar os algoritmo de MRMP para problemas de N orpos que utilizam

potenial de Coulomb para duas e três dimensões. De aordo om [5℄, esses

trabalhos apresentaram a deomposição hierárquia do domínio, utilizando

uma estrutura de árvores quaternárias para problema em duas dimensões e a

estrutura de árvores oternárias para três dimensões. Esses proedimento fez
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om que a omplexidade da montagem das matrizes se reduzissem de O(N2)

para O(N).

Nas últimas déadas o MRMP tem sido utilizado para diversas apliações.

Vale onsiderar que a utilização do MRMP para soluionar problemas de elasti-

idade tem tido grandes apliações. Nos trabalhos de [18℄ e [19℄ enontramos o

desenvolvimento de equações biharm�nias para elastiidade plana utilizando

Método de elementos MECMP. De aordo om [6℄, eles resolveram a equação

biharm�nia utilizando variável omplexa de Sherman. Após esse desenvol-

vimento, �zeram várias apliações dos resultados obtidos para problemas de

larga esala. No trabalho de [20℄ foi desenvolvido uma abordagem espetral de

multipólos. Tal abordagem, segundo [5℄, apresentaram várias araterístias

semelhantes om o MECMP. Utilizando a mesma ideia de [20℄, [21℄ desenvolve-

ram um método espetral utilizando as equações de desloamento e tração na

força de superfíie. Vale onsiderar que essa abordagem utiliza um retiulado

para fazer a expansão em série de Taylor. Isto é, nos pontos desse retiulado é

feita uma expansão em séries de Taylor das integrais. Por �m, a interpolação

desses valores irá forneer os valore nos pontos de oloação.

No trabalho de [18℄ e [22℄, temos a utilização das variáveis omplexas para

as equações integrais e a utilização da expansão em multipólos. Além disso,

[23℄ resolveu problemas de larga esala em elastiidade plana om mais de um

milhão de graus de liberdade om um laptop de 1GBytes de memória. Nesse

trabalho, [23℄ apresentou uma forma ompata para os momentos utilizados

na elastiidade plana. Por �m, podemos enontrar a utilização de MECMP

para meânia da fratura em [24℄ e [25℄.

Sendo assim, tendo em vista essas duas possibilidades, essa dissertação

irá assoiar o MRMP om o MEC, obtendo assim utilizar o MECMP a �m de

resolver os problemas de larga esala da elastiidade plana. A �nalidade desse

trabalho é mostrar e�iênia e a preisão desse método, analisando a redução

de memória RAM quando omparamos o MECMP om o MEC.

De aordo om [5℄, iremos obter um ganho na redução de memória utili-

zada, pois o MECMP irá mudar a interação entre os elementos. Iremos subs-

tituir a interação nó-a-nó por uma interação élula-a-élula. Portanto, om
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esse método, iremos interagir grupo de elementos. Tais grupos serão obtidos

através da estrutura hierárquia onheida omo árvore. Assim, segundo [6℄,

ao agruparmos os nós em grupos de elementos expandirmos as soluções funda-

mentais em séries multipolar, obtemos uma redução do usto omputaional

para resolver problemas de larga-esala.

1.2 Organização do trabalho

Este trabalho está divido em 3 partes. No apítulo 2 apresentaremos

algumas equações da teoria da elastiidade seguida das prinipais equações

do MEC para problemas de elastiidade plana (equação integral e as soluções

fundamentais). Também será feita a disretização das equações integrais de

ontorno, a �m de obter o sistema matriial desse método.

No apítulo 3 será apresentado o MECMP. Portanto, é feita a expansão

das soluções fundamentais das equações integrais de ontorno. Apresentaremos

as prinipais operações utilizadas pelo MECMP, juntamente om a estrutura

das árvores. Por �m, iremos apresentar a matriz de pré-ondiionamento. Ela

é utilizada para failitar a onvergênia do sistema matriial que irá soluionar

o nosso problema.

No apítulo 4 apresentaremos os resultados numérios obtidos om oMECMP

para soluionar os problemas de larga-esala enontrados pela teoria da elas-

tiidade. Sendo assim, iremos mostrar a e�iênia desse método através da

omparação do onsumo de memória RAM entre MECMP e MEC. Por �m,

será apresentado as onlusões sobre esse trabalho e possíveis trabalhos futuros

utilizando o MECMP.
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Capítulo 2

Teoria da Elastiidade e Método

dos Elementos de Contorno

(MEC)

2.1 Introdução

O objetivo prinipal desse apítulo é apresentar as prinipais equações

utilizadas pelo MEC para problemas de elastiidade plana. Primeiramente,

serão apresentadas algumas equações da teoria da elastiidade (equação de

equilíbrio, equação da deformação, relação tensão-deformação e a equação de

Navier-Cauhy). Depois, será deduzida as equações integrais de ontorno e

as soluções fundamentais. Por �m, disretizaremos as equações de ontorno

obtidas e apresentaremos as soluções analítias das integrais de ontorno. Elas

irão se enontrar no anexo A do trabalho.

2.2 Equação de equilíbrio

Considere, primeiramente, a Figura 2.1, onde estão representadas as ten-

sões atuantes em ada fae do paralelepípedo. Adotaremos o sinal positivo

para as tensões que atuam no sentido dos eixos. Logo, as tensões que atuam
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em sentido ontrário terão sinal negativo. Considerando o equilíbrio de forças,

temos as seguintes equações:

Figura 2.1: Tensões atuantes em um paralelepípedo - fonte: [26℄ modi�ada

ΣFx = 0 → (σxx)1∆y∆z − (σxx)2∆y∆z + (σxy)3∆x∆z − (σxy)4∆x∆z

+(σxz)5∆x∆y − (σxz)6∆x∆y = 0 (2.1)

ΣFy = 0 → (σyy)3∆y∆z − (σyy)4∆x∆z + (σyx)1∆y∆z − (σyx)2∆y∆z

+(σyz)5∆x∆y − (σyz)6∆x∆y = 0 (2.2)

ΣFz = 0 → (σzz)5∆x∆y − (σzz)6∆x∆y + (σzx)1∆y∆z − (σzx)2∆y∆z

+(σzy)5∆x∆z − (σzy)6∆x∆z = 0 (2.3)
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Considere que os índies de 1 a 6 se referem a fae onde estão atuando

as tensões. Dividindo as equações pelo volume ∆x∆y∆z e apliando o limite

quando esse volume tende a zero, teremos os seguintes resultados:

lim
∆x∆y∆z→0

[

[(σxx)1 − (σxx)2]

∆x
+

[(σxy)3 − (σxy)4]

∆y
+

[(σxz)5 − (σxz)6]

∆z

]

= 0

∂σxx

∂x
+

∂σxy

∂y
+

∂σxz

∂z
= 0 (2.4)

lim
∆x∆y∆z→0

[

[(σyy)3 − (σyy)4]

∆y
+

[(σyx)1 − (σyx)2]

∆y
+

[(σyz)5 − (σyz)6]

∆z

]

= 0

∂σyy

∂y
+

∂σyx

∂x
+

∂σyz

∂z
= 0 (2.5)

lim
∆x∆y∆z→0

[

[(σzz)5 − (σzz)6]

∆z
+

[(σzx)1 − (σzx)2]

∆x
+

[(σzy)3 − (σzy)4]

∆z

]

= 0

∂σzz

∂z
+

∂σyx

∂x
+

∂σzy

∂y
= 0 (2.6)

Esrevendo as equações (2.4),(2.5) e (2.6) em notação indiial:

∂σii

∂xi

+
∂σij

∂xj

+
∂σik

∂xk

= 0 (2.7)

σij,j = 0 (2.8)

2.3 Deformação

De aordo om [27℄, forças externas e internas são responsáveis por ge-

rar desloamentos lineares e angulares em um orpo deformável. Estes des-

loamentos são de�nidos em termos de deformações. Sendo assim, podemos

de�niremos a deformação longitudinal omo:
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ǫ = lim
L→0

δL

L
(2.9)

Como exemplo, onsidere a deformação do ponto P da Figura 2.2 na

direção x. Utilizando a equação (2.9), representaremos essa deformação omo:

Figura 2.2: Deformação de um ponto P - fonte:[26℄

ǫxx =
∂u

∂x
(2.10)

onde u representa o desloamento do ponto P na direção x. Desta forma,

se o mesmo ponto sofrer um desloamento ao longo dos eixos y e z, temos,

respetivamente, as seguintes deformações:

ǫyy =
∂v

∂y
(2.11)

ǫzz =
∂w

∂z
(2.12)
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Além das deformações longitudinais, temos as deformações angulares.

Elas estão relaionadas om distorção dos ângulos assoiados om um deter-

minado plano. Representaremos essas deformações om as seguintes equações:

ǫxy =
1

2

(

∂u

∂y
+

∂v

∂x

)

(2.13)

ǫxz =
1

2

(

∂u

∂z
+

∂w

∂x

)

(2.14)

ǫyz =
1

2

(

∂v

∂z
+

∂w

∂y

)

(2.15)

Essas deformações estão assoiadas om os planos xy, xz e yz, respeti-

vamente. Ao onsiderarmos as deformações longitudinais e as deformações

angulares, de�nimos o tensor das deformações. Ele pode ser representado da

seguinte forma:

ǫij =









ǫxx ǫxy ǫxz

ǫyx ǫyy ǫyz

ǫzx ǫzy ǫzz









(2.16)

Vale onsiderar que para essa dissertação adotamos a ondição de peque-

nos desloamentos.

2.4 Relação tensão deformação

De aordo om [26℄, podemos relaionar tensões e deformações nos pontos

de um orpo elástios om as seguintes equações:

ǫxx =
1

E
[σxx − ν(σyy − σzz)] (2.17)

ǫyy =
1

E
[σyy − ν(σxx − σzz)] (2.18)
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ǫzz =
1

E
[σzz − ν(σxx − σyy)] (2.19)

ǫxy =
σxy

µ
(2.20)

ǫxz =
σxz

µ
(2.21)

ǫyz =
σyz

µ
(2.22)

Esrevendo as equações de (2.17) a (2.22) aima em notação indiial:

ǫij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
σijǫij (2.23)

onde ν é o oe�iente de Poisson, µ é o módulo de isalhamento e E é o

módulo de elastiidade. A relação entre o módulo de isalhamento e o módulo

de elastiidade para materiais isotrópios é dado por µ = E
2(1+ν)

. Se utilizarmos

a onstante de Lamé λ = 2νµ
1−2ν

, esreveremos uma outra relação entre tensão e

deformação, dada por:

σxx = λe+ 2µǫxx (2.24)

σyy = λe+ 2µǫyy (2.25)

σzz = λe+ 2µǫzz (2.26)

σxy = 2µǫxy (2.27)

σyz = 2µǫyz (2.28)
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σzx = 2µǫxz (2.29)

Onde e é a deformação volumétria dada por:

e = (ǫxx + ǫyy + ǫzz) (2.30)

Esrevendo as relações (2.24) a (2.29) em notação indiial, teremos uma só

equação:

σij = λδijεkk + 2µǫij (2.31)

2.5 Equação de Navier-Cauhy

A equação de Navier-Cauhy é a equação de equilíbrio esrita em termos

dos desloamentos. Se substituirmos as equações (2.27), (2.28) e (2.29) na

equação (2.4), teremos:

∂

∂x
(λe+ 2µǫxx) +

∂

∂y
(2µǫxy) +

∂

∂z
(2µǫxz) = 0 (2.32)

O que pode ser reesrita omo:

∂

∂x
(λe) +

∂

∂x
(2µǫxx) +

∂

∂y
(2µǫxy) +

∂

∂z
(2µǫxz) = 0 (2.33)

Considerando que λ e µ são onstantes, obtemos o seguinte resultado:

λ
∂e

∂x
+ 2µ

∂ǫxx
∂x

+ 2µ
∂ǫxy
∂y

+ 2µ
∂ǫxz
∂z

= 0 (2.34)

Substituindo as relações dadas pelas equações (2.10), (2.13) e (2.14) na equação

(2.34), tem-se:
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λ
∂e

∂x
+ 2µ

∂

∂x

(

∂u

∂x

)

+ 2µ
∂

∂y

[

1

2

(

∂u

∂y
+

∂v

∂x

)]

+ 2µ
∂

∂z

[

1

2

(

∂u

∂z
+

∂w

∂x

)]

= 0

(2.35)

Desenvolvendo a equação (2.35):

λ
∂e

∂x
+ 2µ

∂2u

∂x2
+ µ

∂

∂y

[(

∂u

∂y
+

∂v

∂x

)]

+ µ
∂

∂z

[(

∂u

∂z
+

∂w

∂x

)]

= 0 (2.36)

λ
∂e

∂x
+ 2µ

∂2u

∂x2
+ µ

∂2u

∂y2
+ µ

∂2v

∂y∂x
+ µ

∂2u

∂z2
+ µ

∂2w

∂z∂x
= 0 (2.37)

Podermos reorganizar a equação (2.37) omo:

λ
∂e

∂x
+

[

2µ
∂2u

∂x2
+ µ

∂2u

∂y2
+ µ

∂2u

∂z2

]

+ µ

[

∂2v

∂y∂x
+

∂2w

∂z∂x

]

= 0 (2.38)

λ
∂e

∂x
+

[

µ
∂2u

∂x2
+ µ

∂2u

∂x2
+ µ

∂2u

∂y2
+ µ

∂2u

∂z2

]

+ µ

[

∂

∂x

(

∂v

∂y

)

+
∂

∂x

(

∂w

∂z

)]

= 0

(2.39)

λ
∂e

∂x
+

[

µ
∂

∂x

(

∂u

∂x

)

+

(

µ
∂2u

∂x2
+ µ

∂2u

∂y2
+ µ

∂2u

∂z2

)]

+µ

[

∂

∂x

(

∂v

∂y

)

+
∂

∂x

(

∂w

∂z

)]

= 0

(2.40)

Reagrupando a equação (2.40):

λ
∂e

∂x
+

[

µ
∂2u

∂x2
+ µ

∂2u

∂y2
+ µ

∂2u

∂z2

]

+µ

[

∂

∂x

(

∂u

∂x

)

+
∂

∂x

(

∂v

∂y

)

+
∂

∂x

(

∂w

∂z

)]

= 0

(2.41)

Considerando as relações dada por (2.10), (2.13) e (2.14), tem-se:

λ
∂e

∂x
+ µ

[

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

]

+ µ
∂

∂x
[ǫxx + ǫyy + ǫzz] = 0 (2.42)
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Utilizando a identidade da equação (2.30):

λ
∂e

∂x
+ µ

[

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

]

+ µ
∂e

∂x
= 0 (2.43)

λ
∂e

∂x
+ µ

∂e

∂x
+ µ

[

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

]

= 0 (2.44)

∂e

∂x
[λ + µ] + µ

[

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

]

= 0 (2.45)

Por �m, reesreveremos a equação (2.45) omo:

∂e

∂x
(λ+ µ) + µ∇2ux = 0 (2.46)

Se �zermos os mesmos proedimentos para as equações (2.5) e (2.6), uti-

lizando as relações de deformação e desloamento apropriadas, iremos obter

que:

∂e

∂y
(λ+ µ) + µ∇2uy = 0 (2.47)

∂e

∂z
(λ+ µ) + µ∇2uz = 0 (2.48)

Esrevendo em notação indiial as equações (2.46), (2.47) e (2.48) tem-se:

uj,ji(λ+ µ) + µui,jj = 0 (2.49)

2.6 Equação integral de ontorno

Para obtermos a equação integral de ontorno para problemas elástios,

onsidere uma força de ampo bi na equação de equilíbrio dada por (2.8). Além

disso, teremos dois estados de equilíbrio distintos, dados por (ui, ti) e (u∗

i , t
∗

i ),
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sendo que (ui, u
∗

i ) são os desloamentos, (ti, t
∗

i ) são as forças de superfíie.

Então, onsidere a integral abaixo:

ˆ

Ω

σij,ju
∗

idΩ +

ˆ

Ω

biu
∗

idΩ = 0 (2.50)

Apliando o teorema de Gauss-Green na primeira integral do lado esquerdo da

equação (2.50), tem-se:

ˆ

Ω

σij,ju
∗

idΩ =

ˆ

Γ

u∗

iσijnjdS −

ˆ

Ω

σiju
∗

i,jdΩ (2.51)

Substituindo a equação (2.51) na equação (2.50), tem-se:

ˆ

Γ

σijnju
∗

idS −

ˆ

Ω

σiju
∗

i,jdΩ+

ˆ

Ω

biu
∗

idΩ = 0 (2.52)

Considerando a lei de Hooke:

σij =
E

(1 + ν)

[

ν

1− 2ν
δijuk,k +

(

ui,j + uj,i

2

)]

(2.53)

E a equação de Cauhy, dada por:

ti = σijnj (2.54)

A equação (2.52) pode ser esrita omo:

ˆ

Γ

tiu
∗

idS−

ˆ

Ω

{

E

(1 + ν)

[

ν

1− 2ν
δijuk,k +

(

ui,j + uj,i

2

)]}

u∗

i,jdΩ+

ˆ

Ω

biu
∗

i,jdΩ = 0

(2.55)

Conforme mostrada por [28℄, a partir da (2.55), podemos hegar ao seguinte

resultado:

ˆ

Γ

tiu
∗

idS −

ˆ

Γ

uit
∗

idΓ +

ˆ

Ω

uiσ
∗

ij,jdΩ+

ˆ

Ω

biu
∗

i,jdΩ = 0 (2.56)
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A equação (2.56) representa o teorema reíproo de Betti. De aordo om

[30℄, esse teorema expressa a igualdade do trabalho reíproo feito por dois

estados de equilíbrio quaisquer. Sendo assim, onsideraremos que um dos dois

estados é onheido e, o outro, desonheido. O estado onheido será hamado

de estado fundamental. De aordo om [29℄, o estado fundamental orresponde

a resposta de um orpo in�nito a uma arga onentrada unitária em um ponto

y. Representaremos a arga unitária omo um delta de Dira. Além disso,

onsidere que as forças de massa são nulas (bi = 0). Logo, reesreveremos a

equação (2.56) omo:

ˆ

Γ

ti(x)u
∗

i (x)dS −

ˆ

Γ

ui(x)t
∗

i (x)dΓ +

ˆ

Ω

ui(y)σ
∗

ij,jdΩ = 0 (2.57)

Sendo que (x) representa um ponto no ontorno e (y) um ponto no do-

mínio. Além disso, de aordo om [27℄, podemos reesrever alguns termos da

equação (2.57) omo u∗

i = u∗

ij(x, y)ei e t∗i = t∗ij(x, y)ei. Então:

ˆ

Γ

ti(x)u
∗

ij(x, y)eidS −

ˆ

Γ

ui(x)t
∗

ij(x, y)eidΓ +

ˆ

Ω

ui(y)σ
∗

ij,jdΩ = 0 (2.58)

Esrevendo σ∗

ij,j = −δ(y, x)δijei, sendo δ(y, x) o delta de Dira, temos que:

ˆ

Ω

ui(y)(−δ(y, x)δijei)dΩ = 0 →

ˆ

Ω

uj(y)(−δ(y, x)ei)dΩ = 0 (2.59)

Utilizando a propriedade do delta de Dira:

ˆ

Ω

uj(y)(−δ(y, x)ei)dΩ = −ujei (2.60)

Substituindo esse resultado na equação (2.58), tem-se:

ˆ

Γ

ti(x)u
∗

ij(x, y)eidS −

ˆ

Γ

ui(x)t
∗

ij(x, y)eidΓ− ujei = 0 (2.61)
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Por �m:

uj(x) =

ˆ

Γ

tju
∗

ij(x, y)dS −

ˆ

Γ

ujt
∗

ij(x, y)dS (2.62)

De aordo om [30℄, a equação (2.62) representa a identidade de Somigli-

ana. A partir desta identidade, é possível saber os desloamentos no interior

do domínio a partir do onheimento dos desloamentos e forças de superfíie

na fronteira do mesmo. Contudo, em ertos problemas, só sabemos uma dessas

duas quantidades. Isto é, ou se onhee o desloamento no ontorno ou se o-

nhee as forças de superfíie. Desta forma, essa identidade se torna insu�iente

para resolver problemas que possuem apenas uma dessas quantidades. Logo,

é neessário apliar o delta de Dira no ontorno do problema. Sendo assim,

onsidere a Figura 2.3. A partir dela, podemos apliar a seguinte identidade

de Somigliana:

d

s

s∗

x
θint

θ2

θ1

y

ε

Figura 2.3: Contorno extendido

uj(x) =

ˆ

Γ−Γ1+Γ2

ti(x)u
∗

ij(x, y)dS −

ˆ

Γ−Γ1+Γ2

uj(x)t
∗

ij(x, y)dΓ (2.63)

Considerando o limite quando ǫ → 0, reesreveremos a segunda integral

do lado direito da equação omo:
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lim
ǫ→0

ˆ

Γ−Γ1+Γ2

ui(x)t
∗

ij(x, y)dΓ = lim
ǫ→0

ˆ

Γ2

ui(x)t
∗

ij(x, y)dΓ

lim
ǫ→0

ˆ

Γ−Γ1

ui(x)t
∗

ij(x, y)dΓ (2.64)

De aordo om [29℄, essa integral apresenta uma singularidade forte, de-

vido a solução fudamental. Para evitar esse problema, faremos uma expansão,

em série de Taylor, em torno do ponto fonte. Logo, obteremos que:

lim
ǫ→0

ˆ

Γ−Γ1+Γ2

ui(x)t
∗

ij(x, y)dΓ = lim
ǫ→0

ˆ

Γ2

[ui(x)− ui(y)]t
∗

ij(x, y)dΓ

+uj(x) lim
ǫ→0

ˆ

Γ−Γ1

t∗ij(x, y)dΓ (2.65)

Na equação (2.65), o primeiro termo do lado esquerdo desaparee, pois

quando o limite de ǫ → 0 os desloamentos serão iguais. Além disso, a segunda

integral da equação (2.65) pode ser esrita omo:

uj(x)

{

lim
ǫ→0

ˆ

Γ−Γ1

t∗ij(x, y)dΓ

}

= uj(x)βij(x) (2.66)

De aordo om [30℄, βij(x) representa uma onstante que depende das

propriedades elástias do problema e da geometria loal. A segunda integral

da equação (2.64) é hamada de valor prinipal de Cauhy. Essa integral

é fortemente singular no ontorno, tornando-se imprópria. Logo, no limite

quando ǫ → 0, temos o seguinte resultado:

cij(x)uj(x) =

ˆ

Γ

[

u∗

ij(x,y)tj(y)− t∗ij(x,y)uj(y)
]

dΓ (2.67)

Onde:

cij = δij + βij(x) (2.68)

Sendo o valor de βij igual −
1
2
δij para um ontorno suave.
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2.7 Solução fundamental

Nessa seção demonstraremos a solução fundamental para a equação de

equilíbrio de Navier-Chauhy. Sendo assim, onsidere a equação de equilíbrio:

µu∗

i,ij +
µ

1− 2ν
u∗

j,ji + δ(y − x)ei = 0 (2.69)

Na equação (2.69), onsideramos a presença de uma força onentrada

apliada sobre o orpo em um ponto x. De aordo om [27℄, as soluções funda-

mentais estão relaionadas om a solução das equações difereniais quando o

delta de Dira está agindo omo força de orpo. Assim, uma das maneiras de

se obter a solução dessas equações é utilizando o vetor de Garlekin. Portanto,

podemos expressar o desloamento em termos do vetor de Garlekin:

u∗(x, y)ij = δij∇
2G−

1

2(1− ν)
∂i∂jG = 0 (2.70)

Sendo que:

G =
1

8πν
r2log(

1

r
) = 0 (2.71)

Fazendo as derivadas aima, enontraremos que:

∇2G = −
1

2πν
+

log(1
r
)

2πν
(2.72)

∂i∂jG = −
1

8πν
−

1

4πν
r2,x +

log(1
r
)

4πν
(2.73)

Para i = j. Quando i 6= j, temos:

∂i∂j(G) = −
1

4πν
r,xr

2
,y (2.74)

Para i 6= j. Sendo assim, se substituirmos as equações (2.72) a (2.74) na

equação (2.70), enontraremos que:
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u∗

ij =

[

1

8πµ(1− ν)

]

[

(3− 4ν)ln(r) + r2,x +
7−8ν
2

2r,xr,y

2r,yr,x (3− 4ν)log(r) + r2,y +
7−8ν
2

]

(2.75)

Sendo que a equação aima pode ser esrita omo:

u∗

ij(x, y) =
1

8πµ(1− ν)
[(3− 4ν)log(r)δij + r,ir,j] (2.76)

Sendo que a notação log representa o logaritmo neperiano. Assim, na

equação (2.75) o termo (7−8ν
2

) pode ser desprezado, pois de aordo om [31℄,

esse termo não tem in�uênia nas tensões e deformações. Por �m, a solução

fundamental para a força de superfíie pode ser obtida omo:

t∗ki(x, y) = σkij(x, y)nj (2.77)

De aordo om [32℄, o primeiro índie dos termos t∗ki e σkij representam a

direção do arregamento no ponto fonte. Assim, temos:

σkij(x, y) =
E

(1 + ν)

[

ν

1− 2ν
u∗

kω,ω(x, y)δij +
u∗

ki,j(x, y) + u∗

kj,i(x, y)

2

]

(2.78)

Sendo:

u∗

kω,ω(x, y) = −
1

4πµ(1− ν)r
[(1− 2ν)r,k] (2.79)

u∗

ki,j(x, y) + u∗

kj,i(x, y)

2
=

1

8πµ(1− ν)r
[−2r,ir,jr,i+ r,iδij−1− 2ν(r,iδij+ r,jδii)]

(2.80)

Substituindo as equações (2.79), (2.80) na equação (2.78), enontraremos que:

σkij(x, y) =
−1

(4Gπ(1− ν)r
[−(1−2ν)r,kδij+2r,ir,jr,k(x, y)+(1−2ν)(r,iδkj+r,jδki)]

(2.81)
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Por �m, substituindo esse resultado na equação (2.77), temos:

t∗ki(x, y) =
−1

4πµ(1− ν)r

[

∂r

∂n
[(1− 2ν)δki + 2r,ir,k]− (1− 2ν)(r,ink − r,kni)

]

(2.82)

2.8 Disretização da equação de ontorno

Segundo [29℄, a essênia do MEC onsiste em transformar equações dife-

reniais em equações integrais. Tais integrais podem ser resolvidas analitia-

mente ou numeriamente. Nessa dissertação iremos trabalhar om a solução

analítia dessa integrais. Quando trabalhamos om as equações integrais, ape-

nas o ontorno do problema neessita ser disretizado. Portanto, de aordo

om [29℄, quando obtemos a integral de ontorno do problema, devemos dis-

retizar a mesma. Esrevemos essa integral omo um somatórios das partes que

subdividem o ontorno. Tal disretização é feita aproximando o ontorno do

problema em elementos de ontorno. De aordo [29℄, as ondições de ontorno

do problema são utilizadas nos pontos nodais que pertenem aos elementos

de ontorno. Para disretizarmos o ontorno, podemos utilizar vários tipos de

elementos. Entretanto, os mais omuns são: elementos onstantes, elementos

lineares e elementos quadrátios.

Quando utilizamos elementos onstantes, o ontorno do problema é apro-

ximado por vários segmentos retos. Nesses elementos, temos a presença de um

ponto nodal no ponto médio do segmento. O valor da ondição de ontorno

e da variável desonheida é onsiderada onstante ao longo desse elemento.

Para os elementos lineares, de aordo om [29℄, o ontorno do problema é

aproximado por um polin�mio de primeiro grau. Nesse tipo de elemento são

neessários dois pontos nodais (um no iníio do elemento e outro no �nal do

elemento). A ondição de ontorno e a variável desonheida assumem uma

variação linear entre esses pontos. Por �m, os elementos quadrátios aproxi-

mam a geometria, as variavéis desonheidas e as ondições de ontorno do

problema através de funções quadrátias. Nesse tipo de elemento temos três
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pontos nodais, sendo dois loalizados nos extremos e um loalizado no meio

deles. A Figura 2.4 ilustra os três tipos de elementos apresentados.

Figura 2.4: Elementos de ontorno ontantes (A), lineares (B) e quadrátios

(C) - fonte:[6℄

Nessa dissertação serão utilizados elementos onstantes a �m de failitar

a implementação omputaional do programa. Assim, utilizando os elementos

de ontorno onstantes, podemos disretizar a nossa equação integral para um

determinado ponto pi que pertene ao ontorno da seguinte forma:

1

2
ui(p) =

N
∑

j

[

ˆ

Γj

tju
∗

ij(p, q)dS

]

−

N
∑

i

[

ˆ

Γj

ujt
∗

ij(p, q)dS

]

(2.83)

Na equação (2.83) , Γj é um segmento (elemento) onde está loalizado o

nó j, sendo que pi é um ponto nodal de um elemento i. Portanto, a equação

Figura 2.5 representa a relação entre os nós pi e pj. Considerando o nosso

ontorno omo suave, reesreveremos a (2.83) da seguinte forma:

1

2
ui(p) +

N
∑

i

[

ˆ

Γj

t∗ij(p, q)dS

]

uj =

N
∑

j

[

ˆ

Γj

u∗

ij(p, q)dS

]

tj (2.84)

A equação (2.84) pode ser reesrita omo:
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Figura 2.5: Relação entre os pontos fonte e ampo - fonte:[31℄

1

2
ui(x) +

N
∑

i

[

H∗

ij

]

uj =

N
∑

j

[Gij ] tj (2.85)

Sendo que:

H∗

ij =

ˆ

Γj

t∗ij(p, q)dS (2.86)

Gij =

ˆ

Γj

u∗

ij(p, q)dS (2.87)

Na equação (2.85), onsideraremos que o ponto p será nosso ponto de

referênia. Logo, ele será onsiderado �xo. O ponto q irá perorrer todo o

elemento j. Contudo, ainda podemos utilizar o resultado abaixo para reesrever

a equação (2.85):

Hij = H∗

ij +
1

2
ui(p) (2.88)

Então:
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N
∑

i

Hijuj =

N
∑

j

Gijtj (2.89)

De aordo om [5℄, podemos montar o seguinte sistema linear a partir da

equação (2.89):















H11 H12 . . . H1N

H21 H22 . . . H2N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

HN1 HN2 . . . HNN





























u1

u2

.

.

.

uN















=















G11 G12 . . . G1N

G21 G22 . . . G2N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

GN1 GN2 . . . GNN





























t1

t2
.

.

.

tN















(2.90)

Na equação (2.90), temos que ui e ti são os desloamentos e as forças de

superfíie que atuam nos nós i do ontorno. Eles irão representar as ondições

de ontorno do nosso problema. Gij e Hij são as matrizes que foram obtidas

pela integração dos núleos u∗

ij e t
∗

ij das integrais (2.86) e (2.87). Esses álulos

foram feitos analitiamente e seus resultados enontram-se no anexo A da

dissertação. Essa integrais foram aluladas para todos os elementos no nó j

quando o ponto fonte está no nó i. Se apliarmos as ondições de ontorno

para ada nó, montaremos o seguinte sistema linear:















A11 A12 . . . A1N

A21 A22 . . . A2N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

AN1 AN2 . . . ANN





























λ1

λ2

.

.

.

λN















=















B1

B2

.

.

.

BN















(2.91)

Na equação (2.91) , λ são os vetores desonheidos. A matriz formada por

Bi são os vetores onheidos. De aordo om [5℄, para onstruirmos a matriz

A é neessário O(N2) operações e, para armazena-lá, é neessário O(N2) de

memória RAM. Para soluionarmos a equação (2.91), utilizando eliminação de

Gauss, são neessários O(N3) operações. Todo esse trabalho omputaional

aontee, pois a matrix A é uma matriz heia e não simétria.
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Sendo assim, segundo [5℄, o MEC é limitado para situações em que te-

mos problemas om alguns milhares de inógnitas. Por isso, apresentaremos,

no próximo apítulo, o MECMP. Esse método nos auxiliará na multipliação

entre a matriz A e a matriz formada pelos vetores desonheidos λ. Logo, tal

situação irá permitir o uso MEC para problemas em larga esala.
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Capítulo 3

Método dos Elementos de

Contorno Rápido om Expansão

em Multipólos (MECMP)

3.1 Introdução

Nesse apítulo será apresentado o Método dos elementos de ontorno rá-

pido om expansão em multipólos (MECMP) para problemas elástios. Sendo

assim, apresentaremos as prinipais operações desenvolvidas por esse método,

além de apresentar a estrutura das árvores. Essa estrutura é neessária para

hierarquizar os elementos que estão perto e distantes do ponto fonte. Por �m,

apresentaremos a matriz de pré-ondiionamento. Ela é utilizada para melho-

rar o ondiionamento do sistema linear e failitar a onvergênia do método

interativo.

3.2 Prinípios Básios do (MECMP)

Como apresentado anteriormente, o MEC apresenta limitações quando é

utilizado para soluionar problemas em larga esala. As prinipais ausas que
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limitam o MEC está ligada om a falta de memória que um omputador pes-

soal pode ter para armazenar e resolver os dados do sistema linear da equação

(2.91). Isso aontee pois a matriz A é heia e não simétria. Ela é heia,

pois o ponto fonte preisa perorrer todos os elementos do ontorno para ons-

truir as matrizes Hij e Gij da equação (2.89). Assim, quando o ponto fonte

muda de nó, ele preisa interagir, novamente, om os outros pontos nodais

existentes (pontos ampos). Essa interação faz om que a matriz A adquira

as araterístias itadas.

Portanto, é neessário mudar a relação existente entre o ponto fonte e o

ponto ampo pois, de aordo om [5℄, a omplexidade da solução da equa-

ção (2.91) aumenta quando aumentamos o número de graus de liberdade do

problema (devido ao aumento do número de inógnitas). Em tais situações, o

onsumo da memória RAM é da ordem de O(N2) para armazenar a matrizA e

de O(N3) operações para soluionar o sistema linear dado pela equação (2.91).

Esse dois fatores podem tornar inviável a solução desse tipo de problema em

um omputador pessoal. Logo, faz-se neessário busar uma nova solução a

�m de diminuir a interação entre o ponto fonte e o ponto ampo.

Sendo assim, utilizaremos o MRMP para diminuir a memória RAM uti-

lizada e o número de operações aluladas. Sendo assim, trabalharemos om

a notação omplexa das equações integrais. Utilizando essa representação, foi

possível fazer uma expansão dos núleos das equações integrais usando séries

de Taylor. Tais expansões podem ser exempli�adas das seguinte forma:

K(x, y) =
∑

i=1

Kx
i (x, yc)K

y
i (y, yc) (3.1)

Sendo que K(x, y) é onsiderado omo um núleo de uma equação integral.

O ponto (yc) é um ponto intermediário entre o ponto fonte e o ponto ampo.

Esse ponto intermediário será o responsável por desassoiar a relação entre o

ponto fonte (x) e o ponto ampo (y). Sendo assim, onsidere a integral abaixo.

Se utilizarmos a equação (3.1), teremos o seguinte resultado:
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ˆ

S

K(x, y)q(y)dS(y) =

ˆ

S

[

∑

i=1

Kx
i (x, yc)K

y
i (y, yc)

]

q(y)dS(y)

=
∑

i=1

Kx
i (x, yc)

ˆ

Sc

Ky
i (y, yc)q(y)dS(y) (3.2)

onde Sc representa um subonjunto do ontorno S. Esse subonjunto está

assoiado ao onjunto de elementos que estão distantes do ponto fonte. Esse

resultado é importante, pois mostra que a posição do ponto fonte (x) não

está dentro da integral aima. Logo, poderemos alterar sua posição sem a

neessidade de alular a integral da equação (3.2). Isso se deve a expansão

de K(x, y) em torno de (yc). A Figura 3.1 ompara a forma de interação

entre o MEC e o MECMP. A partir dela, podemos pereber que o MECMP

diminui o número de interações entre os elementos. Logo, diminuímos o usto

omputaional do problema.

Figura 3.1: Complexidade de interações entre o MEC (A) o MECMP (B) -

fonte: [6℄

Desta maneira, utilizando a expansão rápida em multipólos, reduziremos

o usto omputaional para a ordem O(N), diminuindo a memória usada.

Esta redução fará om que os problemas de larga esala sejam resolvidos sem

grandes ustos omputaionais. Para demonstrarmos a e�iênia da expansão

rápida em multipólos, iremos, primeiramente, fazer uma expansão das soluções

fundamentais, pois as mesmas são os núleos da equação (2.67).
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3.3 Expansão rápida em multipólos para proble-

mas lineares elástios

A equação integral de ontorno para problemas de elastiidade é dada por:

cij(x)uj(x) =

ˆ

Γ

[

u∗

ij(x,y)tj(y)− t∗ij(x,y)uj(y)dΓ
]

(3.3)

Onde x = (x1, x2) ∈ Γ e y = (y1, y2) ∈ Γ são os pontos fonte e ampo,

respetivamente, u∗

ij e t∗ij são as soluções fundamentais para desloamento e

forças de superfíie:

u∗

ij(x,y) =
1

8πµ(1− ν)

[

(3− 4ν)δij log

(

1

r

)

+ r,ir,j −
1

2
δij

]

(3.4)

t∗ij(x,y) =
−1

4π(1− ν)r

{

∂r

∂n
[(1− 2ν)δij + 2r,ir,j]− (1− 2ν)(r,inj − r,jni)

}

(3.5)

Onde r =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

A equação (3.3) pode ser esrita em variável omplexa fazendo u(z) =

u1 + u2i. Então, onsiderando que o ponto fonte enontra-se em um ontorno

suave, tem-se:

1

2
(u1+iu2)+

ˆ

Γ

[(t∗11u1 + t∗12u2)+i (t∗21u1 + t∗22u2) d]Γ =

ˆ

Γ

[(u∗

11t1 + u∗

12t2)+i(u∗

21t1+u∗

22t2)]dΓ

(3.6)

Que pode ser resrita omo:

1

2
u(z) +Du = Dt (3.7)

Onde:

30



Dt =

ˆ

Γ

[(u∗

11t1 + u∗

12t2) + i(u∗

21t1 + u∗

22t2)]dΓ (3.8)

Du =

ˆ

Γ

[(t∗11u1 + t∗12u2) + i (t∗21u1 + t∗22u2)]dΓ (3.9)

Primeiramente, onsidere a integral Dt. Substituindo a equação (3.4) na

equação (3.8), iremos obter a seguinte equação:

Dt =

ˆ

Γ

1

8πµ(1− ν)

[

(3− 4ν) log

(

1

r

)

+ r2,1 −
1

2

]

t1 + it2

[

(3− 4ν) log

(

1

r

)

+ r2,2 −
1

2

]

+r,1r,2i(t1i+ t2)dΓ (3.10)

Rearranjando a equação (3.10):

Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{[

(3− 4ν) log

(

1

r

)

−
1

2

]

(t1 + it2) + r2,1t1 + ir2,2t2 + r,1r,2(t1i+ t2)

}

dΓ

(3.11)

Considerando t = t1 + it2 e (t1i+ t2) = it̄. Pode-se resrever a equação (3.11)

omo:

Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{[

(3− 4ν) log

(

1

r

)

−
1

2

]

t+ r2,1t1 + ir2,2t2 + r,1r,2it̄

}

dΓ

(3.12)

Agora, onsidere as seguintes identidades:

k = 3− 4ν (3.13)

r21 =

[

Re(z0 − z)

|(z0 − z)|

]2

(3.14)

r22 =

[

Im(z0 − z)

|(z0 − z)|

]2

(3.15)
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r1r2 =

[

Re(z0 − z)Im(zo − z)

|(z0 − z)|2

]

(3.16)

log(r) =
log(z0 − z) + log(z0 − z)

2
(3.17)

Sendo que Re e Im representam a parte real e imaginária do número omplexo.

Representaremos todos os termos que foram onjugados om uma barra em

ima dele. Por �m, z0 = x1 + ix2 representa o ponto fonte e z = y1 + iy2 o

ponto ampo, ambos em variáveis omplexas. Substituindo as equações (3.14)

a (3.17) na equação (3.12), tem-se:

Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{

κ

[

− log(z0 − z)− log(z0 − z)

2

]

t−
1

2
t +

[

Re(z0 − z)

|(z0 − z)|

]2

t1

+i

[

Im(z0 − z)

|(zo − z)|

]2

t2 + i

[

Re(zo − z)Im(z0 − z)

|(zo − z)|2

]

(t1 − it2)

}

dΓ, (3.18)

Reesrevendo a equação (3.18):

Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{

κ

[

− log(z0 − z)− log(z0 − z)

2

]

t−
1

2
t + t1

Re(z0 − z)

|(z0 − z)|2
[Re(z0 − z)

+Im(z0 − z)i] + t2
Im(z0 − z)

|(z0 − z)|2
[Re(z0 − z) + Im(z0 − z)i]

}

dΓ, (3.19)

Considere que zo − z = Re(zo − z) + Im(zo − z)i. Então:

Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{

κ

[

− log(z0 − z)− log(z0 − z)

2

]

t−
1

2
t + t1

Re(z0 − z)

|(z0 − z)|2
[(z0 − z)]

+t2
Im(z0 − z)

|(z0 − z)|2
[(z0 − z)]

}

Γ (3.20)
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Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{

κ

[

− log(z0 − z)− log(z0 − z)

2

]

−
1

2
t

+
(z0 − z)

|(z0 − z)|2
[t1Re(z0 − z) + t2Im(z0 − z)]

}

dΓ(3.21)

Agrupando os dois últimos termos da equação (3.21), iremos obter que:

Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{

κ

[

− log(z0 − z)− log(z0 − z)

2

]

t

−
t |(z0 − z)|2 + 2(z0 − z) [t1Re(z0 − z) + t2Im(z0 − z)]

2 |(z0 − z)|2

}

dΓ,(3.22)

Fazendo:

|(z0 − z)|2 = (z0 − z)(z0 − z)

Tem-se:

Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{

κ

[

− log(z0 − z)− log(z0 − z)

2

]

t

−
t(z0 − z)(z0 − z) + 2(z0 − z) [t1Re(z0 − z) + t2Im(z0 − z)]

2 |(z0 − z)|2

}

dΓ,(3.23)

Desenvolvendo essa equação, iremos enontrar que:

Dt =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

Γ

{

−κ

[

log(z0 − z) + log(z0 − z)

2

]

t +
t̄

2

(z0 − z)

|(z0 − z)|

}

dΓ(3.24)

Esrevendo:

G(z0, z) =
−1

2π
log(z0 − z) → log(z0 − z) = −2πG(z0, z); (3.25)

G
′

(z0, z) =
dG

dz
=

1

2π(z0 − z)
→

1

(z0 − z)
= 2πG

′

(z0, z) (3.26)
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Tem-se:

Dt(z0) =
1

8πµ(1− ν)

ˆ

S

{

−κ

[

−2πG(z0, z)t(z)− 2πG(z0, z)t(z)

2

]

+(z0 − z)
t̄

2
(2π ¯G′(z0, z))

}

dS(z) (3.27)

Simpli�ando a equação (3.27), enontraremos que:

Dt(z0) =
1

2µ(1− κ)

ˆ

S

{

κ[G(z0, z)t(z) +G(z0, z)t(z)]

−(z0 − z)t̄ ¯G′(z0, z)
}

dS(z) (3.28)

Se �zermos o mesmo proedimento para equação (3.9), enontraremos o

seguinte resultado:

Du(z0) =
1

1 + κ)

ˆ

S

{

κ(G
′

(z0, z))n(z)u(z) − (z0 − z)G′′(z0, z)n(z)u(z)

+ ¯G′(z0, z)[nzūz + ¯n(z)u(z)]
}

dS(z) (3.29)

Agora, faremos a expansão em multipolos das equações (3.28) e (3.29)

a �m de introduzir o ponto intermediário. Sendo assim, omeçaremos pela

equação (3.28).

3.3.1 Expansão em multipólos e Momentos

Na Figura 3.2, onsiderar que o ponto zc está próximo de z. Então, iremos

onsidere que a distânia | z− zc | seja muito menor que a distânia | z0− zc |.

Logo, | z − zc |≪| z0 − zc |. Utilizando as funções auxiliares Ik(z) e Ok(z)

dadas pelas equações (3.30) e (3.31), temos que:
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Figura 3.2: Expansão multipolar em torno do ponto zc - fonte:[5℄ modi�ada

Ik(z) =
zk

k!
, para k ≥ 0; (3.30)

Ok(z) =
(k − 1)!

zk
, para k ≥ 1; (3.31)

Além disso, onsidere as equações (3.32) e (3.33):

G(z0, z) =
−1

2π
log(z0 − z) =

−1

2π

∞
∑

k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc) (3.32)

G
′

(z0, z) =
∂G

∂n
= n(z0)

∂G

∂z0
=

1

2π

∞
∑

k=1

Ok(z0 − zc)Ik−1(z − zc). (3.33)

Então, a expansão multipolar para Dt(zo) é esrita omo:
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Dt(zo) =
1

2µ(1 + κ)

ˆ

S

{

1

2π
κ

∞
∑

k=0

Ok(zo − zc)Ik(z − zc)t(z)

+(z0 − z)
1

2π

∞
∑

k=1

Ok(zo − zc)Ik−1(z − zc)t(z) +

+
1

2π
κ

∞
∑

k=0

Ok(zo − zc)Ik(z − zc)t(z)

}

dS(z), (3.34)

De outra maneira:

Dt(z0) =
1

4πµ(1 + κ)

{

κ

∞
∑

k=0

Ok(z0 − zc)

ˆ

S

Ik(z − zc)t(z)dS(z)

+z0

∞
∑

k=1

Ok(z0 − zc)

ˆ

S

Ik−1(z − zc)t(z)dS(z)

−
∞
∑

k=1

Ok(z0 − zc)

ˆ

S

zIk−1(z − zc)t(z)dS(z)

+κ
∞
∑

k=0

Ok(z0 − zc)

ˆ

S

Ik(z − zc)t(z)dS(z)

}

(3.35)

Chamando:

Mk(zc) =

ˆ

Sc

Ik(z − zc)t(z)dS(z), para k ≥ 0, (3.36)

Nk(zc) =

ˆ

Sc

[

κIk(z − zc)t(z)− Ik−1(z − zc)zt(z)
]

dS(z) para k ≥ 1 (3.37)

Tem-se que:

Dt(z0) =
1

4πµ(1 + κ)

{

κ
∞
∑

k=0

Ok(z0 − zc)Mk(zc)

+z0

∞
∑

k=0

Ok+1(z0 − zc)Mk(zc) +
∞
∑

k=0

Ok(z0 − zc)Nk(zc)

}

; (3.38)
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Mk(zc) e Nk(zc) são hamados de momentos sobre zc, que são independentes

do ponto fonte zo e preisam ser alulados apenas uma vez. Vale onsiderar

que Sc é um subdomínio de S. Fazendo os mesmos álulos para a equação

(3.29), enontraremos o seguinte resultado:

Du(zo) =
1

4πµ(1 + κ)

{

κ
∞
∑

k=0

Ok(zo − zc)M̃k(zc)

+zo

∞
∑

k=0

Ok+1(zo − zc)M̃k(zc) +
∞
∑

k=0

Ok(zo − zc)Ñk(zc)

}

; (3.39)

Onde:

M̃k(zc) =

ˆ

Sc

Ik−1(z − zc)n(z)u(z)dS(z), for k ≥ 1; (3.40)

Ñ1 =

ˆ

Sc

[

n(z)u(z) + n(z)u(z)
]

dS(z); (3.41)

Ñk(zc) =

ˆ

Sc

{

Ik−1(z − zc)
[

n(z)u(z) + n(z)u(z)
]

− Ik−2(z − zc)zn(z)u(z)
}

dS(z),

(3.42)

Vale onsiderar que as integrais das equações (3.36),(3.37), (3.40) e (3.42)

foram aluladas analitiamente e, seus resultados, estão no anexo B da dis-

sertação.

3.3.2 Translação momento-para-momento (M2M)

Considere que o ponto zc seja desloado para uma nova posição z
′

c. Então,

de aordo om [5℄, podemos onsiderar as seguintes equações:

Mk(z
′

c) =

k
∑

l=0

Ik−l(zc − z
′

c)Ml(zc) (3.43)

Nk(z
′

c) =
k

∑

l=0

Ik−l(zc − z′

c)Nl(zc) (3.44)
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Figura 3.3: Translação do ponto zc para o ponto z
′

c - fonte: [5℄

3.3.3 Expansão loal e translação momento-para-loal (M2L)

Agora, onsidere um ponto zL perto do ponto fonte z0. Considerando

que a distânia | z0 − zL | seja muito maior que a distânia | z − zL |. Logo

(| z0 − zL |≪| z − zL |). Então, onsiderando uma expansão multipolar em

torno de zL temos a seguinte equação para expansão loal:

Dt(z0) =
1

4πµ(1 + κ)

{

κ

∞
∑

l=0

Ll(zL)Il(z0 − zL)

+z0

∞
∑

l=0

Lk+1(zL)Il−1(z0 − zL) +

∞
∑

l=0

Kl(zL)Il(z0 − zL)

}

; (3.45)

Sendo que:

Ll(zL) = (−1l)
∞
∑

k=0

Ol+k(zL − zc)Mk(zc), para l ≥ 0 (3.46)

Kl(zL) = (−1l)
∞
∑

k=0

Ol+k(zL − zc)Nk(zc), para l ≥ 0 (3.47)
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Figura 3.4: Expansão em torno do ponto zL - fonte: [5℄

São onheidos omo translação M2L. Para a integral Du, enontramos a

seguinte equação para expansão loal:

Du(z0) =
1

2πµ(1 + κ)

{

κ

∞
∑

l=0

Ll(zL)Il(z0 − zL)

+z0

∞
∑

l=0

Lk+1(zL)Il−1(z0 − zL) +

∞
∑

l=0

Kl(zL)Il(z0 − zL)

}

; (3.48)

Sendo que os valores de Ll(zL) e Kl(zL) são os mesmos das equações (3.46) e

(3.47.)

3.3.4 Translação loal-para-loal (L2L)

Considerando que o ponto zL seja desloado para uma nova posição z
′

L.

De aordo om [5℄, onsideraremos as seguintes equações:

Ll(z
′

L) =
∞
∑

m=l

Im−l(z
′

L − zL)Lm(zL), para l ≥ 0 (3.49)
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Figura 3.5: Translação do ponto zL para o ponto z
′

L - fonte: [5℄

Kl(z
′

L) =
∞
∑

m=l

Im−l(zL′ − zL)Km(zL), para l ≥ 0 (3.50)

3.3.5 Algoritmo

Nessa seção, apresentaremos o algoritmo utilizado pelo MECMP. Sendo

assim, primeiramente, disretizaremos o ontorno. Nesse trabalho, disretiza-

remos os nossos problemas utilizando elementos onstantes. Depois, iruns-

reveremos o nosso ontorno por um quadrado. Esse etapa será onheida

omo nível zero. Depois, dividiremos esse quadrado em 4 partes iguais. Logo,

riaremos 4 novos quadrados a partir do quadrado que irunsreve o nosso

domínio. Cada quadrado riado será onheido omo élula. Esse etapa é o-

nheida omo nível 1. Portanto, ao riarmos esses dois níveis, onstruiremos

uma interdependênia entre o nível zero e o nível 1. O quadrado do nível 0

será onsiderado a élula pai dos 4 quadrados do nível 1. Em seguida, ontinu-

aremos a subdivisão de ada um dos quadrados em 4 novos quadrados até um

determinado nível. O proesso aima será interrompido quando o número de

nós em ada élula não exeda um número previamente determinado. Neste
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trabalho, adotaremos um nó por élula. Chamaremos de élula folha as élulas

que não são mais divididas. Logo, elas são as élulas que possuem só um nó.

A Figura 3.6 ilustra o que foi desrito.

Figura 3.6: Contorno disretizado por élulas - fonte: [5℄

Depois, utilizaremos as operações apresentadas na seção anterior. Sendo

assim, para os quadrados onheidos omo élula folha, riaremos um entro.

Utilizaremos a expansão multipolar para transferir a posição do nó para o

entroide da élula folha. Depois, iremos transferir a posição desse entroide

para o entroide da sua élula pai. Para esse etapa, utilizaremos a operação

translação M2M . Continuaremos esse proesso até alançarmos o nível 2,

transferindo a posição desses entroides om a operação M2M . O proesso

desrito é onheido omo upward.

Depois que o nível 2 for alançado, utilizaremos as translaçõesM2L e L2L

e a expansão loal. Essa etapa é onheida omo downward. Primeiramente,

devemos utilizar a hierarquia das árvores para agrupar os elementos que estão
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perto, bem separadas e distantes da élula folha que ontêm o ponto fonte.

De aordo om [5℄, as élulas perto da élula folha que ontêm o ponto fonte

são aquelas que tiverem pelo menos um vértie em omum om essa élula.

Para uma élula ser onsiderada bem separada, devemos olhar a relação entre

a sua élula pai e a élula pai que deu origem a élula folha que possui o ponto

fonte. Se as élulas pais forem adjaentes, a élula �lha será onsidera bem

separada da élula que tem o ponto fonte. Por �m, uma élula será onsiderada

distante da élula folha que possui o ponto fonte se elas não tiverem élulas

pais adjaentes. A �gura 3.7 ilustra o que foi desrito aima. Nelas, as élulas

que ontém o n são onsideradas bem próximas da élula folha que ontem o

ponto fonte. Elas foram onsideradas bem próximas devido a sua relação de

adjaênia om o quadrado marado de laranja. As élulas que ontém os i são

as élulas onsideradas bem separadas da élula folha que ontêm o ponto fonte.

Elas foram onsideradas bem separadas devido a sua relação de adjaênia om

o quadrado marado de vermelho. Vale ressaltar que o quadrado marado de

vermelho é a élula pai do quadrado marado de laranja. Por �m, as élulas

restantes são onsideradas distantes da élula folha que ontêm o ponto fonte.

Figura 3.7: Relação entre as élulas - fonte:[33℄ modi�ada
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Então, depois dessa lassi�ação, utilizaremos a translação M2L para

transferir a posição do entroide das élulas bem separadas e adjaentes da

élula folha que possui o ponto fonte para o entroide da élula av� da élula

folha que tem o ponto fonte. Depois, iremos transferir a posição do entroide

da élula av� para o entroide da sua élula �lha, utilizando a translação L2L.

Em seguida, utilizaremos, novamente, a translação L2L para transferir a po-

sição do entroide da élula pai para o entroide da élula folha que possui o

ponto fonte. Por �m, usaremos a expansão loal para transferir a posição do

entroide da élula folha para o ponto fonte.

Sendo assim, após todo esse proedimento, vamos apresentar algumas di-

ferenças entre a expansão multipolar e M2M das translações M2L e L2L.

Primeiramente, a expansão multipolar e a translação M2M serão realizadas

todas as vezes que o ponto fonte perorrer o ontorno. Porém, as expansões

M2L e L2L só serão realizadas para as élulas que estiverem distantes e bem

separadas da élula que possui o ponto fonte. Portanto, toda fez que o ponto

fonte perorrer o ontorno, apenas algumas élulas sofreram essas translação

M2L e L2L. As Figuras 3.8, 3.9 e 3.10 ilustram o que foi apresentado.

Por �m, ao fazermos todo esses proedimentos, devemos utilizar um mé-

todo iterativo para alular o vetor desonheido. Portanto, podemos resumir

o que foi apresentado da seguinte forma:

� Primeira etapa

Disretizar o ontorno do seu problema, através de elementos onstantes,

lineares ou quadrátios.

� Segunda etapa

Nessa etapa, devemos riar a estrutura da árvore. Sendo assim, o nosso

ontorno é irunsrito por um quadrado que será subdivido em vários

quadrados até que tenhamos o número máximo de elementos em ada

élula. Esse número não deve ser superior a um número previamente

determinado. Como apresentado anteriormente, o quadrado que não é

mais dividido é hamado de élula folha. Além disso, vale onsiderar que
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Figura 3.8: Translação M2L

ada élula possui uma élula pai. As élulas pais estão sempre no nível

anterior ao das élulas �lhas.

� Tereira etapa

Em seguida, devemos utilizar as operações expansão em multipólos e

a translação momento para momento (M2M). A operação expansão

multipolar será utilizada para transferir a posição do nó para o entroide

da élula folha. O ponto zc é o entróide da élula folha. Depois, iremos

utilizar a operação M2M , sendo que o ponto z
′

c está no entroide da

élula pai que está no nível anterior ao da élula que sofreu a expansão

multipólos. A operação translação M2M será realizada de um nível 'x'

até que o nível 2 seja alançado.

� Quarta etapa

Após atingirmos o nível 2, iremos efetuar as operações translação mo-

mento para loal (M2L) e translação loal para loal (L2L) e expansão
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Figura 3.9: Translação M2L e L2L

loal. Essa operações serão utilizadas de aordo om o que foi expliado

aima. Por �m, para as élulas que estiverem perto da élula folha, será

efetuada as operações do MEC padrão.

� Quinta etapa

Aplia-se as ondições de ontorno do problema. O sistema da equação

(2.91) será soluionado utilizando um proesso iterativo. A ada proesso

que não houver onvergênia, será feita um novo proesso iterativo. Ele

irá omeçar da etapa 3 até a etapa 6. Contudo, para obtermos um

proesso iterativo mais e�iente, será neessário ria uma matriz de pré-

ondiionamento.

3.3.6 Matriz de pré ondiionamento

De aordo om [6℄, a apliação de um pré-ondiionador para resolver

problemas que neessitam de onvergênia são de extrema relevânia, pois sua
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Figura 3.10: Expansão Loal e MEC

apliação pode diminuir o número de iterações do seu problema. Portanto, de

aordo om [5℄, podemos introduzir uma matriz [M ] na equação (2.91). Logo,

obtemos as seguintes equações:

([M ]−1[A])x = [M ]−1b (3.51)

Ou

([A][M ]−1)[M ]x = b (3.52)

Sendo que a equação (3.52) é onheida ondiionamento à esquerda e

a equação (3.53) é onheida omo ondiionamento à direita. Segundo [6℄,

a matriz de ondiionamento [M ] deveria ser a matriz [A], pois o produto

[M ]−1[A] resultaria em uma matriz identidade. Esse proedimento iria resultar

em um ondiionamento igual a 1. Desta forma, iriamos ter uma onvergênia
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om apenas uma iteração. Porém, obter a inversa da matriz [A] iria requerer

um usto omputaional muito alto, segundo [6℄. Portanto, será neessário

esolhar uma matriz [M ] que seja failmente inversível e ao mesmo tempo se

pareça om [A].

De aordo om [6℄, as matrizes diagonais ou bloo de matrizes seriam as

matrizes ideiais para essa situação. Sendo assim, nesse aso obtou-se por uma

matriz bloo diagonal dada por:















[A]1 0 ... 0

... [A]2 ... 0
.

.

.

.

.

.
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.
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.

λN
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b1

b2
.

.

.

bN















(3.53)

Sendo que [A]i são as submatrizes da matriz [A]. De aordo om [5℄, os

oe�iente de [A]i são formados pelos pontos fontes e elementos de uma folha,

sendo que as integrais são aluladas por avaliação direta MEC.
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Capítulo 4

Resultados Numérios

Nesse apítulo iremos mostrar a e�iênia do MECMP para resolvermos

problemas de elastiidade plana om alguns graus de liberdade. Sendo assim,

iremos omparar a quantidade de memória utilizada pelo MECMP e pelo MEC

para resolver um problema om vários graus de liberdade. Além disso, iremos

validar o método MECMP omparando os resultados de alguns elementos das

integrais [Du] e [Dt] om os resultados das matrizes Hij e Gij usando MEC.

4.1 Aproximação dos termos das integrais Du e

Dt usando a expansão em série de Taylor

Esta seção tem omo objetivo demonstrar as operações do MECMP do

álulo das integrais Du e Dt utilizando vários termos na expansão da série de

Taylor. Esse resultado irá servir para validar o método do MECMP. Sendo

assim, onsidere os elementos 15 e 16 da malha mostrada na Figura 4.1. Con-

sidere omo pontos fontes os nós 2 e 3. A Figura 4.2 mostra a numeração das

élulas. Para este problema, foi onsiderado ada folha ontendo um elemento.

A Figura 4.3 mostra a numeração dos nós, juntamente om as élulas.
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Figura 4.1: Elemento om número onstante de nós

Figura 4.2: Malha dos elementos onstantes
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Figura 4.3: Células e número dos nós

Primeiramente, alulamos os momentos dos elementos 15 e 16 em relação

ao entro das élulas 54 e 55. Em seguida, usando operações M2M, faz a

translação para o entro da élula 37 (esta élula é a élula pai das élulas 54

e 55). Depois, soma-se os dois momentos, pois eles são alulados em relação

ao mesmo ponto. Em seguida, utilizando M2L, alulamos a translação para o

entro da élula 20 a partir do momento do entro da élula 37. Vale onsiderar

que a élula 20 é a élula-pai das élulas 38 e 39. As élulas 38 e 39, por sua vez,

ontém os pontos fontes (os nós 2 e 3). Depois, utilizamos a translação L2L

da élula 20 para os entros das élulas 38 e 39. Por �m, utilizando a operação

expansão loal, alulamos as integrais Du e Dt. Finalmente, omparamos os

resultados om as integrais aluladas pelo MEC. A tabela 4.1 mostra uma

omparação dos resultados do MECMP para 5 diferentes números de termos

da expansão da série de Taylor.

Pode-se notar na Tabela 4.1 que a solução por série de Taylor torna-se
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Tabela 4.1: Comparação entre MECMP e MEC.

N. de termos [Dt] nó 2 [Du] nó 2 [Dt] nó 3 [Du] nó 3

1 −1.64− 1.56i −0.039− 0.060i −1.526− 1.41i −0.0447− 0.067i

2 −1.76− 1.61i −0.052− 0.078i −1.713− 1.5i −0.055− 0.091i

4 −1.76− 1.61i −0.053− 0.079i −1.727− 1.51i −0.055− 0.090i

6 −1.76− 1.61i −0.053− 0.079i −1.727− 1.51i −0.055− 0.090i

8 −1.76− 1.61i −0.053− 0.079i −1.727− 1.51i −0.055− 0.090i

MEC −1.76− 1.61i −0.053− 0.079i −1.727− 1.51i −0.055− 0.090i

mais próxima do MEC om o aumento do número de termos na série de Taylor.

A onvergênia é ligeiramente mais rápida para a integral Dt do que para a

integral Du. A aproximação mais rápida é devido à singularidade da integral

Dt que é fraamente singular enquanto a integral Du é fortemente singular.

4.2 Uso da memória RAM noMEC e no MECMP

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.2
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Figura 4.4: Plaa om 100 furos.

O objetivo desta seção é omparar a memória RAM utilizada pelo MECMP

e pelo MEC para resolver um problema de elastiidade plana om vários graus

de liberdade. O problema será uma plaa quadrada om 100, 121 e 144 furos.
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Uma das borda foi �xada enquanto a outra está sob tensão. A tensão utilizada

foi de 1 N/m2
. O modulo de elastiidade utilizada foi de 1 N/m2

e o ν foi

igual a 0,3. A Figura 4.4 ilustra a plaa om 100 furos om as ondições de

ontorno do problema. O número de elementos em ada borda é 20 elementos

onstantes. Para ada furo foi utilizado 16 elementos onstantes. A área dos

furos é 12,47% da área da plaa. A área da plaa é de 1 m

2
. O número

máximo do elementos por folha foi de 15. O número de termos na série de

Taylor utilizado foi de 15. Na tabela abaixo enontramos o número de graus

de liberdade, a quantidade de memória utilizada e o perentual de memória

utilizada. Vale ressaltar que o valor referente ao perentual apresentado na

tabela abaixo relaiona quanto de memória RAM o MEC onsumiu a mais

que a memória utilziada pelo MECMP.

Tabela 4.2: Comparação dos resultados entre MECMP e MEC.

N. de furos MEC MECMP N. Graus de Liberdade Perentual

100 838 Mbytes 520 Mbytes 1680 61,15 %

121 1011 Mbytes 546 Mbytes 2384 85,16 %

143 1428 Mbytes 552 Mbytes 3216 158,7 %

Assim, podemos pereber que o MEC apresentou, sempre, um maior on-

sumo de memória para resolver o mesmo problema quando aumentamos o

número de graus de liberdade do problema. Isso já era esperado, pois ao au-

mentarmos o número de inógnitas, estaremos aumentando o tamanho das

matrizes da equação (2.91). Logo, o usto omputaional para resolvê-la e,

para gerar os elementos da matriz aumenta. Logo, o aumento do número de

inógnitas re�etiu na memória utilizada pelo omputador para enontrar a so-

lução do problema. Em ontrapartida, perebemos que o MECMP apresentou,

sempre, um onsumo muito menor de memória, pois esse método diminui o

número de interações entre os elementos. Logo, diminuímos a omplexidade

do problema, fazendo om que tenhamos uma menor quantidade de memória

RAM onsumida.

Portanto, esses resultados mostram a e�iênia que o método MECMP

apresenta em relação ao método MEC para resolver problemas om um grande
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número de graus de liberdade, pois o mesmo onsume muito menos memória

que o método MEC.

Figura 4.5: Desloamento dos furos das plaa

4.3 Conlusões

Este trabalho apresentou o MECMP para problemas de elastiidade plana.

As equações integrais foram transformadas em equações integrais omplexas

e as soluções fundamentais foram expandidas em séries de Taylor. Com base

nesta expansão, as integrais obtidas não tem in�uênia do ponto fonte, o que

permite que elas sejam aluladas apenas uma vez para ada elemento. Além

disso, algumas operações algébrias foram implementadas permitindo mudar o

ponto de expansão sem a neessidade de se alular as integrais novamente. Foi

utilizada uma estrutura de árvore quartenária para que fosse possível separar

os elementos distantes dos elementos próximos do ponto fonte. Quando os

elementos estão distantes as integrais são aluladas utilizando expansão em

série de Taylor e as operações de translação da expansão. Quando os elementos

estão próximos, as integrais são aluladas da mesma forma que no MEC

padrão. Ou seja, sem a expansão da solução fundamental em série de Taylor.
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Os resultados mostram que um pequeno número de termos na série omprovam

e onvergênia dos resultados. Contudo, vale ressaltar que a aproximação da

solução fundamental om singularidade forte é ligeiramente mais lenta que a

om singularidade forte.

Por �m, vale ressaltar o MECMP é um método bem mais e�iente que o

MEC padrão, pois ele onsome menos memória RAM para enontrar a solução

do problema. Logo, na análise de um problema om muitos graus de liberdade

�a bastante evidente a e�iênia do MECMP para eonomizar memória RAM

quando omparado ao MEC padrão. Isso oorre devido a diminuição do nú-

mero de interações entre os elementos, proporionada pela introdução de um

ponto intermediário entre o ponto fonte e o ponto ampo. Tal ponto é intro-

duzido om as operações expansão multipolar e expansão loal. Vale ressaltar

que tais alterações são possíveis devido a possibilidade de expansão dos nú-

leos das equações integrais. Assim, todas essas alterações proporionam uma

redução do usto omputaional para resolver problemas de grandes esala,

tornando-os viáveis omputaionalmente.

4.4 Trabalhos futuros

Como sugestão, essa dissertação irá apresentar alguns tópios para serem

desenvolvidos no futuro:

� Estender a formulação de MECMP para problemas 2D e 3D anisotrópio;

� Investigar variações do modelo MECMP;

� Investigar novos métodos apazes de expandir as soluções fundamentais

utilizando outro tipos de séries;

� Comparar o MECMP om outros métodos rápidos a �m de testar a sua

e�iênia;
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4.5 Publiações

Estre trabalho foi apaz de originar duas publiações:

� DIAS JÚNIOR, A. B. ; ALBUQUERQUE, E. L. ; Analysis of elasti

problems by the fast multipole boundary element method. In: Interna-

tional Conferene on Boundary Element and Meshless Tehniques, 2014,

Firenze;

� DIAS JÚNIOR, A. B. ; ALBUQUERQUE, E. L. ; ANFLOR, C. T. M. ;

REIS, A. ;The fast multipole boundary element method for plane elasti

problems. In: CILAMCE - XXXIV Iberian Latin Amerian Congress on

Computational Methods in Engineering, 2013, Pirenópolis - GO;
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