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RESUMO

O Método dos Elementos de Contorno Rapido com Expansao em

Multipo6los Aplicado a Problemas de Elasticidade Plana

Autor: Afonso Barros Dias Junior
Orientador: Eder Lima de Albuquerque

Programa de Pés-graduacao em Integridade de Materiais da Enge-

nharia

Brasilia, Julho de 2014.

Este trabalho apresenta o Método de Elementos de Contorno Rapido com Ex-
pansoes em Multipolos (MECMP) para analise de problemas de elasticidade
plana. Nessa abordagem, as solucoes fundamentais sao expandidas em série de
Taylor. Utiliza-se a estrutura hierdrquica de arvore para agrupar os elementos
proximos e distantes do ponto fonte. Integracao dos elementos proximos ao
ponto fonte sao tratadas de maneira convencional, aplicando o Método dos
Elementos de Contorno (MEC), enquanto a expansiao em série de Taylor sao
usadas para integracao de elementos distantes do ponto fonte. Sao apresenta-
dos exemplos numeéricos para estudar a precisao e a eficiéncia da formulacao
do MECMP. Estes resultados demonstram o potencial para resolver problemas

elasticos em duas dimensoes usando o MECMP.

Palavras-chaves: Método de elementos de contorno; Erpansao rdapida em

multipolos; Elasticidade;



ABSTRACT

The Fast Multipole Boundary Element Method with Fast Multipole
Applied to Problems of Plane Elasticity

Author: Afonso Barros Dias Junior
Supervisor: Eder Lima de Albuquerque
Postgraduate Program in Integrity of Engineering Materials

Brasilia, July, 2014.

This work presents a Fast Multipole Boundary Element Method (FMBEM)
for large-scale analysis of plane elastic problems. Integral equations for plane
elastic problems are written in a complex form. Fundamental solutions are ex-
panded into Taylor series and the integration on far elements are written consi-
dering locations of element and expansion point. A hierarchical tree structure
is assembled in order to group near and far elements do ponto fonte. Inte-
gration of near elements is treated by the direct application of the Boundary
Element Method (BEM) while fast multipole expansion is used for integration
of far element do ponto fonte. Numerical examples are presented to study the
accuracy and efficiency of the fast multipole boundary element. These results
demonstrate the potential of the fast multipole boundary element for solving

large-scale plane elastic problems.

Keywords: Boundary element method; Fast Multipole Method; Elaticity;
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Lista de Simbolos

Letras gregas

Bi; = Constante elastica.

7 = Numero pi.

0 = Delta de dirac.

0;j = Delta de Kronecker.

V2 = Operador laplaciano.
£, = Deformacao longitudinal.
eij = Deformacao angular.

A = Constante de Lamé.

i = Modulo de cisalhamento.
v = Coeficientes de Poisson
0;; = Tensoes normais.

0;; = Tensoes cisalhantes.

Letras arabicas

log = Logaritmo neperiano.

x = Ponto fonte.

2o = Ponto fonte em notagao complexa.

y = Ponto campo.

z = Ponto campo em notacao complexa.

Y. = Ponto intermediario.

fi = Forca de superficie.

B; = Matriz dos vetores conhecidos.

b; = Forca de massa.

r = Distancia do ponto fonte para o ponto campo.

My (2.), Nk(z.) = Momentos sobre z..

My (z.), Nk(z,) = Translagaio Momento-para-momento sobre z,.
Li(zp), Ki(z1) = Translacdo Momento-para-Local sobre z.

Li(z}), Ki(z;) = Translacio Local-para-local sobre z;.

vil



E = Modulo de Elasticidade.

G;; = Matriz G.

H;; = Matriz H.

n = Vetor normal.

t; = Vetor de forcas de superficie.

u;;, ti; = Solugoes fundamentais de deslocamentos e forgas de superficie.
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Lista de Abreviacoes

MEC — Métodos dos elementos de contorno.

MECMP = Método dos elementos de contorno rapido com expansoes em mul-
tipolos.

BEM = Boundary Element Method.

FMBEM = Fast Multipole Boundary Element Method.
MDF = Método das diferencas finitas.

MEF = Método dos elementos finitos.

MR = Método rapidos.

MRMP = Método rapido com expansoes em multipolos.
ACA = Aproximagao cruzada adaptativa.

M2M = Translacao momento-para-momento.

M2L = Translagao momento-para-local.

L21. = Translacao local-para-local.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Meétodos numéricos aplicados a problemas

de engenharia

De acordo com [1], as solugoes analiticas para os problemas de engenharia
sempre foram desejadas, pois as mesmas representam a solucao exata desses
problemas. Contudo, existem vérios problemas onde a solucao analitica é muito
dificil de encontrar. Logo, para se obter a resposta desses problemas, foram
desenvolvidas, ao longo dos anos, métodos numéricos que encontraram solugoes
aproximadas para esses problemas. Tais métodos sao capazes de criar, a partir
de um modelo continuo, um modelo discreto que simplifica o problema original.
Portanto, utilizando as técnica numéricas, conseguimos reduzir a complexidade
de um problema, obtendo um mais simples, na qual as solucoes encontradas
sao as solucoes aproximadas do problema mais complexo. Atualmente, trés

métodos numéricos sao amplamente utilizados:

e Método das Diferencas Finitas (MDF);
e Método dos Elementos Finitos (MEF);

e Método dos Elementos de Contorno (MEC);



O MDF pode ser classificado como um método numérico diferencial. Sendo
assim, esse método trabalha com a resolucao de equacoes diferenciais. Tais
equacoes tem como base a aproximacgao das derivadas por diferencas finitas.

Logo, ele transforma equacoes diferencias em equacoes algébricas.

O MEF, segundo [2], transforma uma equacao diferencial numa equacao
integral. Vale ressaltar que a equacao que governa o problema fisico é a equa-
cao diferencial e, a equacao integral, ¢ uma equacgao equivalente a do problema
inicial. Essa equacao ird trabalhar com as respostas desconhecidas do pro-
blema. De acordo com [3], a resposta de cada elemento é caracterizada em
termos de um nimero finito de graus de liberdade. Esses graus de liberdade
sao representados como os valores das fungoes desconhecidas. A formulacao
do elemento é definida por equacoes algébricas obtidas de consideragoes ma-
teméticas ou experimentais. A solucao do sistema original é aproximada, pois

um modelo discreto é construido pela conexao de todos os elementos.

Segundo [4], o MEF apresenta algumas vantagens sobre o MDF, pois o
MEF permite uma melhor aplicagao das condicoes de contorno do problema.
Além disso, ele permite que a malha tenha um tamanho varidvel. Contudo, o
método de MEF possui algumas desvantagens, como a utilizacao de um niimero
muito grande de variaveis nas suas equacgoes. Isso faz com que tenhamos um
consumo de tempo computacional muito grande. Além disso, a entrada e saida

de dados tornam-se muito trabalhosas quando o problema é complexo.

O outro método computacional largamente utilizado é o MEC. Esse mé-
todo tem como base o método de residuos ponderados. Ele pode ser utilizado
em varias areas da engenharia como mecanica dos fluidos, actustica, eletromag-
netismo, mecanica da fratura e transferéncia de calor. Para solucionarmos os
problemas encontrados nessas diversas areas, o MEC transforma as equacgoes
diferenciais desses problemas em equacoes integrais. Para fazer essa trans-
formacao, sao utilizados o teorema Gauss-Green e a solu¢ao fundamental das
equacoes diferencias. Vale considerar que a utilizacao das solucoes fundamen-
tais sao importantes, pois elas sao usadas como a funcao de ponderacao. Essa
funcao é usada para eliminar a integral de dominio que aparece quando uti-

lizamos o teorema Gauss-Green. Por isso, uma das caracteristicas do MEC é



trabalhar s6 com as integrais de contorno dos problemas. Isso faz com que a

dimensao dos problemas seja reduzida em um.

Portanto, apds para obtermos a equacao integral que governa o problema,
devemos discretiza-1a. Quando essa discretizacao é realizada, um conjunto de
equacoes algébricas é obtido. Assim, quando solucionamos essas equacoes, es-
taremos encontrando as incognitas do contorno. Contudo, de acordo com [5],
a aplicacao do MEC s6 é vantajosa para problemas que possuem menos que
alguns milhares de graus de liberdade. Os problemas que extrapolam esse va-
lores sao dificeis de serem abordados resolvidos, pois um computador pessoal
pode nao ter memoria suficiente para armazenar os dados da solucao de um
problema com milhares de graus de liberdade. Isso ocorre pois as equagoes
matriciais produzidas pelo MEC sao cheias e nao simétricas. Essa dificuldade
estd associada com dois fatores: a criacao dos coeficientes das matrizes e a ob-
tengao da solugao das mesmas. Segundo [5], necessitamos de O(N?) operagoes
para solucionar um sistema linear com matriz cheia e nao simétrica, sendo que
N representa o nimero de graus de liberdade encontrado. Além disso, sao
necessarios O(N?) operagoes para criar os coeficientes do sistema linear que
sera resolvido. Portanto, esses dois fatores sao responsaveis por tornar inviavel

a solucao de problemas em larga escala.

Sendo assim, uma das formas usadas para resolver esse tipo de problema
é acoplar o MEC com outros métodos numéricos, a fim de acelerar a solucao
dos problemas de larga escala. Esses métodos sao conhecidos como Métodos
Rdpidos (MR). Quando associados o0 MEC com os MR, somos capazes reduzir
para a ordem O(N) tanto o nimero de operacoes usadas para solucionar o
sistema linear do problema quanto o niimero de operacoes para criar os coe-
ficientes do sistema linear. Isso acontece pois, de acordo com [6], alguns MR,
tem como base a aproximacao explicita das solugoes fundamentais. Tal apro-
ximacao é feita por uma soma finita de fungoes que siao separaveis. Segundo
[6], a soma finita de fun¢bes ira proporcionar a criagdo de blocos de matrizes.
Tais blocos sao utilizados para facilitar a solucao de sistemas lineares, pois
eles sao armazenados de forma mais eficiente. Logo, os mesmos diminuem

a quantidade de memoria utilizada. Além disso, quando utilizamos métodos



iterativos, obtemos uma rapida multiplicacao entre um vetor e os blocos de

matrizes, proporcionando uma maior eficiéncia do método.

Atualmente, dois MR estao ganhando destaque para solucionar os proble-
mas de larga escala : o Método Rapido com Expansao em Multipélos (MRMP)
e a Aprozimacgao cruzada adaptativa (ACA). O MRMP aproxima os nicleos
das equacoes integrais do MEC por uma soma finita de funcoes. Em contra
partida, o ACA é um método que aproxima a matriz por blocos de baixo posto,

sem ter a necessidade de fazer a expansao dos ntcleos das equacoes integrais.

Assim como o MRMP, o ACA tem se estabelecido como uma técnica efe-
caz para resolver problemas de larga escala. Segundo [7], esse método decresce,
significativamente, o custo cumputacional para montar as matrizes e resolver as
operacoes que envolvem multiplicacao entre uma matriz e um vetor. De acordo
com [6], a solu¢ao do sistema linear é acelerada pelo calculo de somente poucas
entradas da matriz original. Sendo assim, podemos destacar a utilizacao do
ACA em diversas areas. Os trabalhos de [8, 9] utilizaram esse método para
resolver problemas de actistica governados pela equagao de Helmholtz. Pode-
mos encontrar em [10, 11, 12| a solugdo de problemas para eletromagnetismo.
Por fim, podemos encontrar em [13] e [14] a utilizagdo do ACA para resolver

problemas de elasticidade plana e mecanica da fratura respectivamente.

Em contra partida, de acordo com [5], 0 MRMP comecgou a se desenvolver
nos meados dos anos 80. O primeiro trabalho de MRMP foi feito por [15]. Ele
trabalhou com as equacoes de Laplace em duas dimensoes. Nesse trabalho,
[15] combinou MRMP com solugoes iterativas para reduzir a complexidade
do problema de ordem O(N?) para O(N). Além disso, ele utilizou a ideia de
momentos multipolar para representar a distancia entre grupos de particulas e,
apresentou a expansao local em série de Taylor para calcular a contribuicao das
particulas distantes. Em seguida, os trabalhos de [16] e [17] foram responséveis
por aplicar os algoritmo de MRMP para problemas de N corpos que utilizam
potencial de Coulomb para duas e trés dimensées. De acordo com [5], esses
trabalhos apresentaram a decomposicao hierdrquica do dominio, utilizando
uma estrutura de arvores quaternérias para problema em duas dimensoes e a

estrutura de arvores octernarias para trés dimensoes. Esses procedimento fez



com que a complexidade da montagem das matrizes se reduzissem de O(N?)
para O(N).

Nas ultimas décadas o MRMP tem sido utilizado para diversas aplicacoes.
Vale considerar que a utilizacao do MRMP para solucionar problemas de elasti-
cidade tem tido grandes aplicagoes. Nos trabalhos de [18] e [19] encontramos o
desenvolvimento de equacoes biharmonicas para elasticidade plana utilizando
Método de elementos MECMP. De acordo com [6], eles resolveram a equagao
biharmoénica utilizando varidvel complexa de Sherman. Apods esse desenvol-
vimento, fizeram véarias aplicacoes dos resultados obtidos para problemas de
larga escala. No trabalho de [20] foi desenvolvido uma abordagem espectral de
multipolos. Tal abordagem, segundo [5], apresentaram varias caracteristicas
semelhantes com o MECMP. Utilizando a mesma ideia de [20], [21] desenvolve-
ram um método espectral utilizando as equacoes de deslocamento e tracao na
forca de superficie. Vale considerar que essa abordagem utiliza um reticulado
para fazer a expansao em série de Taylor. Isto é, nos pontos desse reticulado é
feita uma expansao em séries de Taylor das integrais. Por fim, a interpolacao

desses valores ird fornecer os valore nos pontos de colocacao.

No trabalho de [18] e [22], temos a utiliza¢do das variaveis complexas para
as equacoes integrais e a utilizagdo da expansao em multipolos. Além disso,
[23] resolveu problemas de larga escala em elasticidade plana com mais de um
milhao de graus de liberdade com um laptop de 1GBytes de memoéria. Nesse
trabalho, [23] apresentou uma forma compacta para os momentos utilizados
na elasticidade plana. Por fim, podemos encontrar a utilizacao de MECMP

para mecénica da fratura em [24] e [25].

Sendo assim, tendo em vista essas duas possibilidades, essa dissertacao
ird associar o MRMP com o MEC, obtendo assim utilizar o MECMP a fim de
resolver os problemas de larga escala da elasticidade plana. A finalidade desse
trabalho é mostrar eficiéncia e a precisao desse método, analisando a reducgao

de memoria RAM quando comparamos o MECMP com o MEC.

De acordo com [5], iremos obter um ganho na redugao de memoria utili-
zada, pois 0 MECMP ira mudar a interacao entre os elementos. Iremos subs-

tituir a interacao noé-a-nd por uma interagao célula-a-célula. Portanto, com



esse método, iremos interagir grupo de elementos. Tais grupos serao obtidos
através da estrutura hierarquica conhecida como arvore. Assim, segundo [6],
a0 agruparmos os n6s em grupos de elementos expandirmos as solugoes funda-
mentais em séries multipolar, obtemos uma reducao do custo computacional

para resolver problemas de larga-escala.

1.2 Organizacao do trabalho

Este trabalho esta divido em 3 partes. No capitulo 2 apresentaremos
algumas equacoes da teoria da elasticidade seguida das principais equagoes
do MEC para problemas de elasticidade plana (equagao integral e as solugoes
fundamentais). Também sera feita a discretizagdo das equagoes integrais de

contorno, a fim de obter o sistema matricial desse método.

No capitulo 3 serd apresentado o MECMP. Portanto, é feita a expansao
das solucoes fundamentais das equagoes integrais de contorno. Apresentaremos
as principais operacoes utilizadas pelo MECMP, juntamente com a estrutura
das arvores. Por fim, iremos apresentar a matriz de pré-condicionamento. Ela
é utilizada para facilitar a convergéncia do sistema matricial que ir& solucionar

0 nosso problema.

No capitulo 4 apresentaremos os resultados numéricos obtidos com o MECMP
para solucionar os problemas de larga-escala encontrados pela teoria da elas-
ticidade. Sendo assim, iremos mostrar a eficiéncia desse método através da
comparacao do consumo de memoria RAM entre MECMP e MEC. Por fim,
serd apresentado as conclusoes sobre esse trabalho e possiveis trabalhos futuros
utilizando o MECMP.



Capitulo 2

Teoria da Elasticidade e Método
dos Elementos de Contorno
(MEC)

2.1 Introducao

O objetivo principal desse capitulo é apresentar as principais equacoes
utilizadas pelo MEC para problemas de elasticidade plana. Primeiramente,
serao apresentadas algumas equagoes da teoria da elasticidade (equagao de
equilibrio, equacao da deformacao, relacao tensao-deformacao e a equacgao de
Navier-Cauchy). Depois, serd deduzida as equacgbes integrais de contorno e
as solucoes fundamentais. Por fim, discretizaremos as equacoes de contorno
obtidas e apresentaremos as solugoes analiticas das integrais de contorno. Elas

irdo se encontrar no anexo A do trabalho.

2.2 Equacao de equilibrio

Considere, primeiramente, a Figura 2.1, onde estao representadas as ten-
soes atuantes em cada face do paralelepipedo. Adotaremos o sinal positivo

para as tensoes que atuam no sentido dos eixos. Logo, as tensoes que atuam
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em sentido contrario terao sinal negativo. Considerando o equilibrio de forcas,

temos as seguintes equagoes:

7
lﬁ),
 ——
A ¥ 5 Ozy
Ozx
o-yz
= A
- v,
i s e I
L a.’ 3
\z Oz I
0 4/
: =y
- 'i
y 1 o
Oxx G'xy v
Ay

Figura 2.1: Tensoes atuantes em um paralelepipedo - fonte: [26] modificada

YF, =0 = (050)1AYAZ — (042)2AyAz + (04y)3AxAz — (04y)sAxAz
+(sz)5AxAy - (O-xz)GAxAy =0 (21)

YF, =0 = (0y)sAyAz — (04y)sATcAz + (04 )1 AYyAz — (0yz )2 AyAz
+(0yz)5AxAy - (Uyz)GAxAy =0 (22)

YF, =0—= (0.,)5A2Ay — (0.,)6 ArAy + (0,2)1 AyAz — (0,4)2AyAz
+(02y)5A2Az — (04y)sAzAz =0 (2.3)



Considere que os indices de 1 a 6 se referem a face onde estao atuando
as tensoes. Dividindo as equagoes pelo volume AzAyAz e aplicando o limite

quando esse volume tende a zero, teremos os seguintes resultados:

. [(sz)l - (sz)Z] [(Uﬂcy)3 - (Uwy)4] [(UxZ)EJ - (UxZ)G] .
AMIZI&% { Azx + Ay + Az } =0
004z N 004y N 00, _0 (2.4)

Ox dy 0z

lim [(Uyy)3 - (Uyy)4]
AzAyAz—0 Ay Ay Az
0oy, n 00y n oy,

oy or 0z

~0 (2.5)

lim
AxAyAz—0

[(Uzz)5 - (Uzz)6] [(sz)l - (sz)2]
l Az * Ax Az

00, n 00 ye n 00y

0z ox oy

=0 (2.6)

Escrevendo as equagoes (2.4),(2.5) e (2.6) em notagao indicial:

80'”' 80'2“ 80’i
by

= 2.

o-ij,j =0 (28)

2.3 Deformacao

De acordo com [27], forgas externas e internas sao responsaveis por ge-
rar deslocamentos lineares e angulares em um corpo deformavel. Estes des-
locamentos sao definidos em termos de deformagoes. Sendo assim, podemos

definiremos a deformacao longitudinal como:



oL

€= %12%) T (2.9)

Como exemplo, considere a deformacao do ponto P da Figura 2.2 na

direcdo z. Utilizando a equacao (2.9), representaremos essa deformacio como:

Ay

Figura 2.2: Deformagao de um ponto P - fonte:|26]

_ Ou

o = 5 (2.10)

onde u representa o deslocamento do ponto P na direcao z. Desta forma,
se o mesmo ponto sofrer um deslocamento ao longo dos eixos y e z, temos,

respectivamente, as seguintes deformacoes:

v
€yy = a—y (211)
ow

10



Além das deformacoes longitudinais, temos as deformacoes angulares.
Elas estao relacionadas com distorcao dos angulos associados com um deter-

minado plano. Representaremos essas deformagoes com as seguintes equagoes:

1 /0u Ov
1 (O0u Ow
1 /0v Ow
€yz = B (& + a—y) (2.15)

Essas deformacoes estao associadas com os planos zy, zz e yz, respecti-
vamente. Ao considerarmos as deformacoes longitudinais e as deformacoes
angulares, definimos o tensor das deformagoes. Ele pode ser representado da

seguinte forma:

(2.16)

Vale considerar que para essa dissertacao adotamos a condicao de peque-

nos deslocamentos.

2.4 Relacao tensao deformacao

De acordo com [26], podemos relacionar tensoes e deformagoes nos pontos

de um corpo elésticos com as seguintes equagoes:

1

€xr = E[Uzz - V(Uyy - Uzz)] (217)
1

Cyy = E[Uyy - V(U$$ - Uzz)] (218)

11



€1y = E[Ozz — V(0pz — Oyy)] (2.19)
oy = % (2.20)
€rs = U;Z (2.21)
€y = UZZ (2.22)

Escrevendo as equagoes de (2.17) a (2.22) acima em notagao indicial:

1
€ij = —+ VO'Z']' — KCTZ']'EZ']' (223)

E E

onde v é o coeficiente de Poisson, p é o moédulo de cisalhamento e F é o

modulo de elasticidade. A relacao entre o moédulo de cisalhamento e o modulo

de elasticidade para materiais isotropicos é dado por u = ﬁ Se utilizarmos

a constante de Lamé \ = 121’—2‘2, escreveremos uma outra relacao entre tensao e

deformacao, dada por:

Opz = N+ 2[i€,, (2.24)
Oyy = A€+ 2[1€y, (2.25)
0.. = Ae+ 2ue.., (2.26)
Opy = 2ft€zy (2.27)
Oy = 24€y, (2.28)

12



Oow = 2ll€4, (2.29)

Onde e ¢é a deformagao volumétrica dada por:

e = (€ + €y +€22) (2.30)

Escrevendo as relacoes (2.24) a (2.29) em notacdo indicial, teremos uma s

equacao:

Oij = Aéijékk + 2/,L€ij (2.31)

2.5 Equacao de Navier-Cauchy

A equacao de Navier-Cauchy é a equacao de equilibrio escrita em termos
dos deslocamentos. Se substituirmos as equagoes (2.27), (2.28) e (2.29) na

equagao (2.4), teremos:

0 0 0
8_x(>\e + 20€0) + 8—y(2,uezy) + a(Q,uem) =0 (2.32)

O que pode ser reescrita como:

0 0 0 0
%()‘6) + %(2/16,“) + a_y(Q:ueary) + %(2:“6%) =0 (2.33)

Considerando que A e p sao constantes, obtemos o seguinte resultado:

Oe Oe Oe Oe
it 9 Tx 9 Ty 9 Tz
8:E+'u8x+'u8y+uﬁz

~0 (2.34)

Substituindo as relagoes dadas pelas equagoes (2.10), (2.13) e (2.14) na equagao
(2.34), tem-se:

13



)\%4_22@4_2&}%_'_@ _'_22}@_’_6_11) —
oz " Moz \or “ay 2\ 0y Ox Foz12\0z Tar )|~

Desenvolvendo a equacao (2.35):

Oe 0%u 0 ou Ov 0 ou Ow
g+ 2nggs +gy |(5 +n) |+ (5 + 3 )] =0 e

Oe d%u 0%u 0% 0%u d*w

A—+2 =0 2.37
Ox * Hor? +'u3y2 +'u8y0:c +'u8z2 +'u8283: (2:37)
Podermos reorganizar a equagao (2.37) como:
De Pu  P*u u v Qw
A—+ |2 — = 2.38
Ox * [ M ou? +'u3y2 +'u822] T [03;8:5 * 82@:5] 0 (2.38)

)\@+ 82u+ 82u+ 82u+ 0*u N 9 (v +£ dw 0
Ox For: T Fog M@gﬂ Hoz arr dy ox \0z )|

(2.39)
)\%4» 2 @ + 82u+ 82u+ aQU + g @ +g 8_10 —
oz ' Moz \ oz K ow? M@gﬁ Foz aFr dy oxr \0z )|
(2.40)

Reagrupando a equacao (2.40):

)\%4» 82u+ 82u+ aQu + g @ +g @ +2 a_w =0
oz " |Mox2 M@yQ a2 | ™F oz \ oz Ox \ Jy oxr\0z)|

(2.41)
Considerando as relagoes dada por (2.10), (2.13) e (2.14), tem-se:
Oe Pu  Pu  Ou 0
A— — |€xa 2z] = 2.42
g M[8x2+8y2+822]+’u8x[6 + ey + €2 =0 (2.42)
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Utilizando a identidade da equagao (2.30):

Pu  Pu  u De

bl — = 2.4
A@:c Tu [6:62 * dy? * 8,22] For 0 (2.43)

de de Pu  Pu  Pu

— — = 2.44
)\656 +u8:1: T [8:1:2 * 0y? * 622] 0 (2.44)

Oe Pu  Pu  u

Por fim, reescreveremos a equagao (2.45) como:
Oe 9

Se fizermos os mesmos procedimentos para as equagoes (2.5) e (2.6), uti-
lizando as relagoes de deformacao e deslocamento apropriadas, iremos obter

que:

Oe

a—y()\ + 1) + pV3u, =0 (2.47)
Oe 9
@(A +p) +pViu, =0 (2.48)

Escrevendo em notagao indicial as equagoes (2.46), (2.47) e (2.48) tem-se:

wjgi(A + 1) + pug ;=0 (2.49)

2.6 Equacao integral de contorno

Para obtermos a equacao integral de contorno para problemas elasticos,
considere uma for¢a de campo b; na equagao de equilibrio dada por (2.8). Além

disso, teremos dois estados de equilibrio distintos, dados por (u;,t;) e (uf,t}),

177
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sendo que (u;,u;) sdo os deslocamentos, (¢;,tf) sdo as forgas de superficie.

Entao, considere a integral abaixo:

Q Q

Aplicando o teorema de Gauss-Green na primeira integral do lado esquerdo da

equacao (2.50), tem-se:

/aimufdQ:/ufal-jnde—/al-ju;kde (251)
Q r Q ’

Substituindo a equagao (2.51) na equagao (2.50), tem-se:

/UijnjUZ‘dS—/oijqudQ+/biu;‘dQ:O (2.52)
r Q ’ Q

Considerando a lei de Hooke:

E 1% uij+uji
= . — 2.
79T (1) [1 —, Otk t ( 2 )] (2.53)

E a equacao de Cauchy, dada por:

ti = 045 (254)

A equacao (2.52) pode ser escrita como:

E v Ui 5+ Uji
u¥dS — - A * dQ) ¥ . dQ) =
/FtluzdS /Q{<1+V> {1_21/5@]uk7k+< 9 )}}uwd —i—/ﬂbluwd 0

(2.55)

Conforme mostrada por 28], a partir da (2.55), podemos chegar ao seguinte

resultado:

/tiu:dS—/uit:df+/ui0;‘jjd9+/biufde:0 (2.56)
r r Q ’ Q
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A equagao (2.56) representa o teorema reciproco de Betti. De acordo com
[30], esse teorema expressa a igualdade do trabalho reciproco feito por dois
estados de equilibrio quaisquer. Sendo assim, consideraremos que um dos dois
estados é conhecido e, o outro, desconhecido. O estado conhecido sera chamado
de estado fundamental. De acordo com [29], o estado fundamental corresponde
a resposta de um corpo infinito a uma carga concentrada unitaria em um ponto
y. Representaremos a carga unitaria como um delta de Dirac. Além disso,
considere que as for¢as de massa sdo nulas (b; = 0). Logo, reescreveremos a

equagao (2.56) como:

/F () (z)dS — /F wi(2)t(z)dl + / wily)og, 2 = 0 (2.57)

Q

Sendo que (x) representa um ponto no contorno e (y) um ponto no do-
minio. Além disso, de acordo com [27]|, podemos reescrever alguns termos da

equacio (2.57) como u; = uj;(z,y)e; e t7 = t7;(x,y)e;. Entdo:

/ bl (@, y)edS — / w2t (@, y)exdl + / ()0l A2 =0 (2.58)
N T Q

Escrevendo o7 ; = —d(y, x)di;e;, sendo d(y, z) o delta de Dirac, temos que:

[ w8 2)35e0d2 =0 - [ w,0)(-S.0)e)dr =0 (259
Utilizando a propriedade do delta de Dirac:

/Quj(y)(—é(y, x)e;)dS) = —uje; (2.60)

Substituindo esse resultado na equagao (2.58), tem-se:

/ti(:c)ufj(a:, y)e;dS — /ui(a:)tfj(:c,y)eidf —ue; =0 (2.61)
r

r
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Por fim:

uj(x) :/thufj(x,y)dS—/Fujt:j(x,y)dS (2.62)

De acordo com [30], a equacdo (2.62) representa a identidade de Somigli-
ana. A partir desta identidade, é possivel saber os deslocamentos no interior
do dominio a partir do conhecimento dos deslocamentos e forcas de superficie
na fronteira do mesmo. Contudo, em certos problemas, s6 sabemos uma dessas
duas quantidades. Isto é, ou se conhece o deslocamento no contorno ou se co-
nhece as forcas de superficie. Desta forma, essa identidade se torna insuficiente
para resolver problemas que possuem apenas uma dessas quantidades. Logo,
é necessario aplicar o delta de Dirac no contorno do problema. Sendo assim,
considere a Figura 2.3. A partir dela, podemos aplicar a seguinte identidade

de Somigliana:

Figura 2.3: Contorno extendido

u;(z) = /FF " ti(v)uy;(z,y)dS —/ uj(x)ty;(z, y)dl (2.63)

I'-T'1+I2

Considerando o limite quando € — 0, reescreveremos a segunda integral

do lado direito da equacao como:
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lim ui(w)ts (v, y)dl =lim [ w(2)t;;(z,y)dl

e—0 =TI +T% e—0 Iy
li ()t ar 2.64
i [ w(@)ie.) (2.64)
De acordo com [29], essa integral apresenta uma singularidade forte, de-
vido a solucao fudamental. Para evitar esse problema, faremos uma expansao,

em série de Taylor, em torno do ponto fonte. Logo, obteremos que:

15% A ui('r)tij<x7 y)dl' = lg% . [ui(z) — Ui(y)]tz‘j(ﬂfa y)dl
+uj(x) 112% . ti; (@, y)dl’ (2.65)

Na equagao (2.65), o primeiro termo do lado esquerdo desaparece, pois
quando o limite de ¢ — 0 os deslocamentos serao iguais. Além disso, a segunda

integral da equagao (2.65) pode ser escrita como:

o) {tm [t = ) (2.66)

De acordo com [30], 3;;(z) representa uma constante que depende das
propriedades elasticas do problema e da geometria local. A segunda integral
da equagdo (2.64) é chamada de valor principal de Cauchy. Essa integral
é fortemente singular no contorno, tornando-se imprépria. Logo, no limite

quando € — 0, temos o seguinte resultado:

65 (%)) = / [y, )5 (¥) — (Vs (y)] AT (2.67)

Onde:

Sendo o valor de 3;; igual —% ;j para um contorno suave.
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2.7 Solucao fundamental

Nessa secao demonstraremos a solucao fundamental para a equacao de

equilibrio de Navier-Chauchy. Sendo assim, considere a equacao de equilibrio:

g
o, Wi +d(y —x)e; =0 (2.69)

pug 5 +

Na equagao (2.69), consideramos a presenca de uma forga concentrada
aplicada sobre o corpo em um ponto x. De acordo com [27], as solu¢bes funda-
mentais estao relacionadas com a solucao das equacoes diferenciais quando o
delta de Dirac esta agindo como forca de corpo. Assim, uma das maneiras de
se obter a solugao dessas equacoes é utilizando o vetor de Garlekin. Portanto,

podemos expressar o deslocamento em termos do vetor de Garlekin:

1 .

Sendo que:

1 1
G =—1%log(~) =0 (2.71)

8y T
Fazendo as derivadas acima, encontraremos que:
1 log(%
VG =——+ togly) (2.72)

2Ty 2Ty

1 1 log(L
OZOJG = ——— — —7“2 + L@ (273)

8tv 4dmy Ay

Para ¢ = j. Quando i # j, temos:

1 2

@@- (G) = _—T,zr,y (274)

Para i # j. Sendo assim, se substituirmos as equagoes (2.72) a (2.74) na

equagao (2.70), encontraremos que:
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o l 1 ] [ (3 —4v)in(r) + 7“,295 + % 2r .1y

Y Bl —v) 2 T (3 — 4v)log(r) + 12 + 5
(2.75)
Sendo que a equacao acima pode ser escrita como:
1
(2, y) = (3 —4v)log(r)dij + 7] (2.76)

- Sru(l —v)
Sendo que a notacao log representa o logaritmo neperiano. Assim, na
equacio (2.75) o termo (75%) pode ser desprezado, pois de acordo com [31],
esse termo nao tem influéncia nas tensoes e deformacoes. Por fim, a solucao

fundamental para a forca de superficie pode ser obtida como:

tei (T, y) = owij (2, y)n; (2.77)

De acordo com [32], o primeiro indice dos termos t}; e oy;; representam a

direcao do carregamento no ponto fonte. Assim, temos:

E v % U;;Z,(l‘,y) +ul>:: ',i(xay)
Sendo:
fooly) =~ [(1 = 20)r] (2.79)
= — — zlV -
ukw,w T,y 477—//6(1 — V)T’ Tk
UZZ7<1’,y> + u;; ’,i('rvy) 1
J 5 J = 871-“(1 — y)’r [—27’71-7’7]'7’71- —+ r,iél-j —1 — 21/(r,i5@-j _'_T,jéii)]

(2.80)

Substituindo as equagoes (2.79), (2.80) na equacao (2.78), encontraremos que:

—1
okij(x,y) = m[—(1—21/)T7k5,~j+2r7,~r,jr,k(x, Y)+(1—=20) (7 i0k;+7 jOki)]
(2.81)
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Por fim, substituindo esse resultado na equagao (2.77), temos:

. B -1 or
thi(w,y) = (i — o) 8_n[(1 — 2v)0p; + 2rr ] — (1 —2v)(r iy — 'f’,km)]
(2.82)

2.8 Discretizacao da equacao de contorno

Segundo [29], a esséncia do MEC consiste em transformar equagoes dife-
renciais em equacoes integrais. Tais integrais podem ser resolvidas analitica-
mente ou numericamente. Nessa dissertacao iremos trabalhar com a solucao
analitica dessa integrais. Quando trabalhamos com as equacoes integrais, ape-
nas o contorno do problema necessita ser discretizado. Portanto, de acordo
com [29], quando obtemos a integral de contorno do problema, devemos dis-
cretizar a mesma. Escrevemos essa integral como um somatorios das partes que
subdividem o contorno. Tal discretizacao é feita aproximando o contorno do
problema em elementos de contorno. De acordo [29], as condi¢des de contorno
do problema sao utilizadas nos pontos nodais que pertencem aos elementos
de contorno. Para discretizarmos o contorno, podemos utilizar varios tipos de
elementos. Entretanto, os mais comuns sao: elementos constantes, elementos

lineares e elementos quadraticos.

Quando utilizamos elementos constantes, o contorno do problema é apro-
ximado por varios segmentos retos. Nesses elementos, temos a presenca de um
ponto nodal no ponto médio do segmento. O valor da condi¢ao de contorno
e da variavel desconhecida é considerada constante ao longo desse elemento.
Para os elementos lineares, de acordo com [29]|, o contorno do problema é
aproximado por um polindmio de primeiro grau. Nesse tipo de elemento sao
necessarios dois pontos nodais (um no inicio do elemento e outro no final do
elemento). A condigdo de contorno e a variavel desconhecida assumem uma
variacao linear entre esses pontos. Por fim, os elementos quadraticos aproxi-
mam a geometria, as variavéis desconhecidas e as condi¢oes de contorno do

problema através de funcoes quadraticas. Nesse tipo de elemento temos trés
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pontos nodais, sendo dois localizados nos extremos e um localizado no meio

deles. A Figura 2.4 ilustra os trés tipos de elementos apresentados.

ale

\ b .._-,.._a—r.-,\& k,hg'—.\#
O J )
N \\M____J/

() (&) 2

Figura 2.4: Elementos de contorno contantes (A), lineares (B) e quadraticos
(C) - fonte:[6]

Nessa dissertagao serao utilizados elementos constantes a fim de facilitar
a implementacao computacional do programa. Assim, utilizando os elementos
de contorno constantes, podemos discretizar a nossa equagao integral para um

determinado ponto p; que pertence ao contorno da seguinte forma:

1 N
éui(p) = Z [

J

/F tju;(p, Q)d5] - f: [

J 7

/ uti; (p, Q)dS] (2.83)

J

Na equacao (2.83) , I'; é um segmento (elemento) onde esta localizado o
no j, sendo que p; ¢ um ponto nodal de um elemento i. Portanto, a equagao
Figura 2.5 representa a relacao entre os noés p; e p;. Considerando o nosso

contorno como suave, reescreveremos a (2.83) da seguinte forma:

/va, dS] Z[/F

A equacao (2.84) pode ser reescrita como:

_ul +Z

u; (P, q)dS] t; (2.84)
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'i — ELEMENTO

Figura 2.5: Relagao entre os pontos fonte e campo - fonte:|31]

N N
1 .
Suil) + > [H; uy =[Gyt (2.85)
i J
Sendo que:
H; = / ti;(p,q)dS (2.86)
Ly
Gy = / u;;(p, q)dS (2.87)
Ly

Na equagao (2.85), consideraremos que o ponto p serd nosso ponto de
referéncia. Logo, ele serd considerado fixo. O ponto ¢ ird percorrer todo o
elemento 5. Contudo, ainda podemos utilizar o resultado abaixo para reescrever

a equacao (2.85):

1
Hi; = H}; + iul(p) (2.88)

Entao:
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N N
> Hiuj =) Gty (2.89)
i j

De acordo com [5], podemos montar o seguinte sistema linear a partir da

equagao (2.89):

Hy Hp ... Hn Uy G G ... Gin t
Hy  Hyp ... Hin uy | Gan Ga ... Gon (23
I Hyy Hye ... Hpyn || w ] I Gni Gn2 ... Gnin 11 tn |
(2.90)

Na equagao (2.90), temos que u; e t; sdo os deslocamentos e as forgas de
superficie que atuam nos nos ¢ do contorno. Eles irao representar as condicoes
de contorno do nosso problema. Gj; e H;; sao as matrizes que foram obtidas
pela integracdo dos nicleos uj; e tj; das integrais (2.86) e (2.87). Esses calculos
foram feitos analiticamente e seus resultados encontram-se no anexo A da
dissertacao. Essa integrais foram calculadas para todos os elementos no né j
quando o ponto fonte estd no n6 i. Se aplicarmos as condi¢oes de contorno

para cada n6, montaremos o seguinte sistema linear:

An A 0 A A By
Agi Agp ... Aoy Ao _ ?2 (2.91)
i Ant An2 ... Ann 1L AN | i By |

Na equacao (2.91) , A sdo os vetores desconhecidos. A matriz formada por
B; sdo os vetores conhecidos. De acordo com [5], para construirmos a matriz
A ¢ necessario O(N?) operagoes e, para armazena-la, é necessario O(N?) de
memoria RAM. Para solucionarmos a equacao (2.91), utilizando eliminagao de
Gauss, sao necessarios O(N?) operagoes. Todo esse trabalho computacional

acontece, pois a matrix A é uma matriz cheia e nao simétrica.
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Sendo assim, segundo [5], 0o MEC ¢é limitado para situagoes em que te-
mos problemas com alguns milhares de incognitas. Por isso, apresentaremos,
no proximo capitulo, o MECMP. Esse método nos auxiliard na multiplicagao
entre a matriz A e a matriz formada pelos vetores desconhecidos A. Logo, tal

situacao ird permitir o uso MEC para problemas em larga escala.
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Capitulo 3

Método dos Elementos de

Contorno Rapido com Expansao
em Multipolos (MECMP)

3.1 Introducao

Nesse capitulo sera apresentado o Método dos elementos de contorno ra-
pido com expansao em multipolos (MECMP) para problemas elasticos. Sendo
assim, apresentaremos as principais operacoes desenvolvidas por esse método,
além de apresentar a estrutura das arvores. Essa estrutura é necessaria para
hierarquizar os elementos que estao perto e distantes do ponto fonte. Por fim,
apresentaremos a matriz de pré-condicionamento. Ela é utilizada para melho-
rar o condicionamento do sistema linear e facilitar a convergéncia do método

interativo.

3.2  Principios Basicos do (MECMP)

Como apresentado anteriormente, o MEC apresenta limitacoes quando é

utilizado para solucionar problemas em larga escala. As principais causas que
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limitam o MEC esté ligada com a falta de memoria que um computador pes-
soal pode ter para armazenar e resolver os dados do sistema linear da equagao
(2.91). Isso acontece pois a matriz A é cheia e ndo simétrica. Ela é cheia,
pois o ponto fonte precisa percorrer todos os elementos do contorno para cons-
truir as matrizes H;; e G;; da equacdo (2.89). Assim, quando o ponto fonte
muda de no, ele precisa interagir, novamente, com os outros pontos nodais
existentes (pontos campos). Essa interagao faz com que a matriz A adquira

as caracteristicas citadas.

Portanto, é necessario mudar a relacao existente entre o ponto fonte e o
ponto campo pois, de acordo com [5], a complexidade da solu¢ao da equa-
¢ao (2.91) aumenta quando aumentamos o nimero de graus de liberdade do
problema (devido ao aumento do niimero de incognitas). Em tais situagoes, o
consumo da memoria RAM ¢é da ordem de O(N?) para armazenar a matriz A e
de O(N?3) operagoes para solucionar o sistema linear dado pela equagao (2.91).
Esse dois fatores podem tornar inviavel a solugao desse tipo de problema em
um computador pessoal. Logo, faz-se necessario buscar uma nova solucao a

fim de diminuir a interacao entre o ponto fonte e o ponto campo.

Sendo assim, utilizaremos o MRMP para diminuir a memoria RAM uti-
lizada e o ntimero de operacoes calculadas. Sendo assim, trabalharemos com
a notacao complexa das equagoes integrais. Utilizando essa representacao, foi
possivel fazer uma expansao dos nicleos das equagoes integrais usando séries

de Taylor. Tais expansoes podem ser exemplificadas das seguinte forma:

K(z,y) = ZKf(x,yc)K?(y,yc) (3.1)

Sendo que K(z,y) é considerado como um ntcleo de uma equacao integral.
O ponto (y.) € um ponto intermediario entre o ponto fonte e o ponto campo.
Esse ponto intermediério serd o responsavel por desassociar a relacao entre o
ponto fonte (z) e o ponto campo (y). Sendo assim, considere a integral abaixo.

Se utilizarmos a equagao (3.1), teremos o seguinte resultado:
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/K =, y)q(y)dS (y) / [Z K7 (2, ye) K (9. ye) | a(y)dS(y)
:ZKf(%yc)/S K (y,ye)a(y)dS(y) (3.2)

onde S. representa um subconjunto do contorno S. Esse subconjunto esta
associado ao conjunto de elementos que estao distantes do ponto fonte. Esse
resultado é importante, pois mostra que a posi¢do do ponto fonte (z) nao
estd dentro da integral acima. Logo, poderemos alterar sua posicao sem a
necessidade de calcular a integral da equacao (3.2). Isso se deve a expansao
de K(z,y) em torno de (y.). A Figura 3.1 compara a forma de interacdo
entre o MEC e o MECMP. A partir dela, podemos perceber que o MECMP
diminui o niimero de interagoes entre os elementos. Logo, diminuimos o custo

computacional do problema.

=== = I
R nonn

(4) (B)

Figura 3.1: Complexidade de interagoes entre o MEC (A) o MECMP (B) -
fonte: [6]

Desta maneira, utilizando a expansao rapida em multipolos, reduziremos
o custo computacional para a ordem O(N), diminuindo a memoria usada.
Esta reducao fard com que os problemas de larga escala sejam resolvidos sem
grandes custos computacionais. Para demonstrarmos a eficiéncia da expansao
rapida em multipolos, iremos, primeiramente, fazer uma expansao das solucoes

fundamentais, pois as mesmas sao os nucleos da equagao (2.67).
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3.3 Expansao rapida em multipélos para proble-

mas lineares elasticos
A equacao integral de contorno para problemas de elasticidade é dada por:

65 (%) (%) = / [t (%, ¥)85() — £(%, ¥)uiy(¥)dT] (3.3)

Onde x = (z1,22) € T' ey = (y1,42) € ' sdo os pontos fonte e campo,
respectivamente, uf; e t7; sao as solugoes fundamentais para deslocamento e

forcas de superficie:

L 1 1
UU(X’ y) = m |:(3 — 41/)51] log (;) -+ 7’7170,] — 552,]:| (34)
* o _]- 67“
th(x,y) = PP E— {% (1 —=2v)dij + 2rr 5] — (1 = 2v)(rm; — T,j”z‘)}

(3.5)

Onde r = \/(;1:1 —11)% + (22 — y2)?

A equagdo (3.3) pode ser escrita em variavel complexa fazendo u(z) =
u1 + ust. Entao, considerando que o ponto fonte encontra-se em um contorno

suave, tem-se:

§(u1—|—zu2)+/[(t11u1 + thoug) i (t ur + thyug) dJI' = /[(Untl + ulqto)Fi(uy t1ug,ts)]dl
r r
(3.6)

Que pode ser rescrita como:

—u(z) + D, = D, (3.7)

Onde:
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D, = /[(“Tltl + ulqta) + i(usty + u’2‘2t2)]df (3-8)
r

D, — / (£ 01 + Eyua) + i (£ 11 + )] dT (3.9)
I

Primeiramente, considere a integral D;. Substituindo a equagao (3.4) na

equagao (3.8), iremos obter a seguinte equagao:

1 1 1 . 1 1
Dt = /F m |:(3 — 41/) IOg (;) ‘|‘T721 — §:| tl +Zt2 [(3 — 41/) log (;) —+ 7“?2 — §:|
+’I"71T72i(t1i + tz)dr (310)

Rearranjando a equacao (3.10):

1

D= ———
" 8ru(l—v)

1 1
/ { |:(3 — 41/) lOg (;) — §:| (tl —+ Zt2) —+ T,21t1 -+ ir?2t2 -+ 7’71T,2(t1’i -+ t2)} dI’
T
(3.11)

Considerando ¢t = t; + ity e (t1i + t2) = it. Pode-se rescrever a equacao (3.11)

CcOomo:

1 1 1 _
Dt = m /F { |:(3 — 4]/) 10g (;) — §:| t+ ’I“?ltl + iT?QtQ + T71’I“72’L't} dl’

(3.12)
Agora, considere as seguintes identidades:
k=3—4v (3.13)
Re(zg — 2)]°
ry = [7 (3.14)
(20 = 2)| |
Im(z — 2)]°
rs = [* (3.15)
(0 = 2)[ ]

31



e Re(zg — z)Im(z, — 2)
172 o — ) (3.16)

log(r) = log(zo — 2) —;— log(zo — 2) (3.17)

Sendo que Re e I'm representam a parte real e imaginédria do nimero complexo.
Representaremos todos os termos que foram conjugados com uma barra em
cima dele. Por fim, zy = x1 + x5 representa o ponto fonte e z = y; + 1y 0
ponto campo, ambos em variaveis complexas. Substituindo as equagoes (3.14)

a (3.17) na equacao (3.12), tem-se:

B 1 = log(20 —2) —log(20 —2) |, 1 Re(z — 2)]°
D“‘&wu—uxﬁ{ [ 2 ]t f+lK%—2N]h

. Im(z — 2)]° ; Re(zy — z)Im(zo — 2) .
+ [7“% ) } ty + { [ERST: } (t1 tg)} dr, (3.18)
Reescrevendo a equagao (3.18):
B 1 | log(z) — 2) —log(20 —2) |, 1 Re(zy — 2) ol —
D“ﬁma—wﬁ{[ ? ]t2t”wa—m”R“ |
+Im(zg — 2)i] + b% [Re(zo — z) + Im(zp — z)z]} dr, (3.19)

Considere que z, — z = Re(z, — 2) + Im(z, — z)i. Entao:

1 —log(zp — 2z) — log(zp — 2) 1 Re(zy — 2)
Dt 7/F{/i[ ]t—§t+t1m[(20—2)]

5 (20— z)]} r (3.20)
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B 1 —log(zg — z) — log(zp — 2) 1
P i, {[ 2 ] -3

(20 — 2)

(20 — 2)I°

Agrupando os dois tltimos termos da equagao (3.21), iremos obter que:

B 1 <= log(zo — z) — log(zp — 2)
Dt_87m(1—1/)/r{ [ 2 ]t

(20— 2)[* +2(20 — 2) [t Re(z0 — 2) + talm(z — 2)] } d(3.22)

2|(z0 — 2)|°

+ [tiRe(z0 — z) + talm(zp — z)]} {3.21)

Fazendo:

(20 = 2)* = (20 — 2)(20 — 2)

Tem-se:

B 1 | log(zo — z) — log(zo — 2)
Dt_87m(1—1/)/F{ [ 2 ]t

t(20 — 2)(20 — 2) + 2(20 — 2) [t1Re(20 — 2) + talm(zo — 2)] } dI(3.23)

2|(z0 — 2)|”

Desenvolvendo essa equacgao, iremos encontrar que:

B 1 log(zo — z) + log(zo — 2)
Dt_87r,u(1—1/)/F{_K[ 2

Escrevendo:

—1
G(20,2) = 5 log(zo — z) — log(z0 — 2) = —27G (20, 2);  (3.25)

/ dG 1 1 /
= — = — 2 -2
R = p—y — =2 G (29, 2) (3.26)
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Tem-se:

B 1 —21G (20, 2)t(2) — 2w G (29, 2)t(2)
Dy(z) = m/g{—/{ [ 5

(20— z)%(zﬂmzo, z))} ds(z) (3.27)

Simplificando a equagao (3.27), encontraremos que:

Di(z0) = m /5 [5G (z0, 2t(2) + Claor 2)1(2)]

—(20 — 2)tG' (20, 2) } dS(2) (3.28)

Se fizermos o mesmo procedimento para equacao (3.9), encontraremos o

seguinte resultado:

1

+G (29, 2)[n.17, + n(z)_u(z)]} dS(z) (3.29)

Agora, faremos a expansdo em multipolos das equagoes (3.28) e (3.29)
a fim de introduzir o ponto intermediario. Sendo assim, comecaremos pela

equacao (3.28).

3.3.1 Expansao em multipdlos e Momentos

Na Figura 3.2, considerar que o ponto z. estd proximo de z. Entao, iremos
considere que a distancia | z — z. | seja muito menor que a distancia | zy — z. |.
Logo, | z — z. |<]| 20 — z. |. Utilizando as fung¢oes auxiliares Ij(z) e Ok(2)

dadas pelas equagoes (3.30) e (3.31), temos que:
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Figura 3.2: Expansao multipolar em torno do ponto z. - fonte:[5] modificada

Lk
Ii(z) = 10 bara k> 0;

k—1)!
Ok(z):( - ),parak:ZI;
z

Além disso, considere as equagoes (3.32) e (3.33):

—1 1
G(20,2) = o log(z — 2) = o ZOk(ZO — ze) (2 — z)
k=0

/ oG oG
G (z0,2) = = n(zo)

Entao, a expansao multipolar para D,(z,) é escrita como:
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8—20 =5 Z O(z0 — ze) Ip—1(2 — 2¢).
k=1

(3.30)

(3.31)
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Di(z) = m /S {%ﬁ;ok<zo—zc)1k<z—zc)t(z)

+(z9 — z)% > Oklz0 = 2e)I-1(2 — 2)t(2) +

+%l‘€§ Ok(zo - Zc)Ik(Z - Zc)t(Z)} dS(Z), (334)

De outra maneira:

D) = f i {mZok ) [ D=2 )

+20 Z Or(20 — 2.) / Ti1(z — 2)t(2)dS(2)
k=1

S

s
+5 ) Ok(z0 — 2) /5 Ii(z — zc)t(z)dS(z)} (3.35)
Chamando:
My (z.) = /S I(z — 2.)t(2)dS(2), para k >0, (3.36)

Np(ze) = /5 [/{Ik(z — 2)t(2) — I—1(2 — zc)zt(z)] dS(z) para k >1 (3.37)

Tem-se que:

Di(z0) = m {Hl; Ok (20 — 2) Mi(22)

+2 Z Ori1(z0 — ze) M (2.) + Z Or(z0 — zc)Nk(zc)} : (3.38)

k=0 k=0
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Mi.(z.) e Ni(z.) sdo chamados de momentos sobre z., que sao independentes

do ponto fonte z, e precisam ser calculados apenas uma vez. Vale considerar
(9}

que S. é um subdominio de S. Fazendo os mesmos célculos para a equacao

(3.29), encontraremos o seguinte resultado:

drp(l + k) —
+2, Z Oki1(20 — 2e) Mi(2e) + Z Or(z, — zc)Nk(zc)} : (3.39)
k=0 k=0
Onde:
My(z) = / I 1 (z — zo)n(2)u(z)dS(z), for k> 1, (3.40)

N, = /C [n(z)%jL%u(z)} dS(z); (3.41)

Ni(z.) = / {Ik_l(z P [n(z)u(z) + n(z)u(z)] ~Toa(z— zc)zn(z)u(z)} ds(z),
’ (3.42)

Vale considerar que as integrais das equagoes (3.36),(3.37), (3.40) e (3.42)
foram calculadas analiticamente e, seus resultados, estao no anexo B da dis-

sertacao.

3.3.2 Translagao momento-para-momento (M2M)

. . .~ / ~
Considere que o ponto z. seja deslocado para uma nova posigao z,.. Entao,

de acordo com [5], podemos considerar as seguintes equagoes:

Z[k (2o — 2,) My () (3.43)

ZI,” — 2))Ny(z.) (3.44)
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Figura 3.3: Translacio do ponto z. para o ponto z, - fonte: [5]

3.3.3 Expansao local e translagdo momento-para-local (M2L)

Agora, considere um ponto z; perto do ponto fonte zy. Considerando
que a distancia | zp — 2z, | seja muito maior que a distancia | z — z |. Logo
(| 20 — 21 |<| z — 21 |). Entdo, considerando uma expansao multipolar em

torno de z;, temos a seguinte equacao para expansao local:

Dy(z) = m {nlz; Li(ze) (20 — 21)

=0 1=0

+20 Y L (z0) D1 (20 — 20) + Y Ki(2)Ii(z0 — ZL)} ; (3.45)

Sendo que:

Li(z) = (=19 Z Ok (2 — 2)Mi(2.), paral >0 (3.46)
Ki(z) = (=19 ZOlJrk(ZL — 2¢)Ni(2e), paral>0 (3.47)
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Zf

Figura 3.4: Expansao em torno do ponto z;, - fonte: [5]

Sao conhecidos como translacao M2L. Para a integral D,, encontramos a

seguinte equagao para expansao local:

D (20) _ {KZ Li(z0) (20 — 21)

- 2u(l + K) —

+20 Y L (z0) D1 (20 — 21) + Y Ki(2)Ii(z0 — ZL)} ; (3.48)

=0 1=0

Sendo que os valores de L;(z) e K;(z) sao os mesmos das equagoes (3.46) e
(3.47.)

3.3.4 Translagao local-para-local (L2L)

. . o~ /
Considerando que o ponto zj, seja deslocado para uma nova posigao z; .

De acordo com [5], consideraremos as seguintes equagoes:

Li(z) = Z Lni(z; — 20)Lin(21), para l>0 (3.49)
m=l
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Figura 3.5: Translacio do ponto z;, para o ponto z; - fonte: [5]

Ki(z;) = Z Ly i(zp — z)Kin(z1), paral >0 (3.50)
m=l

3.3.5 Algoritmo

Nessa secao, apresentaremos o algoritmo utilizado pelo MECMP. Sendo
assim, primeiramente, discretizaremos o contorno. Nesse trabalho, discretiza-
remos 0s nossos problemas utilizando elementos constantes. Depois, circuns-
creveremos o nosso contorno por um quadrado. Esse etapa serd conhecida
como nivel zero. Depois, dividiremos esse quadrado em 4 partes iguais. Logo,
criaremos 4 novos quadrados a partir do quadrado que circunscreve o nosso
dominio. Cada quadrado criado serd conhecido como célula. Esse etapa é co-
nhecida como nivel 1. Portanto, ao criarmos esses dois niveis, construiremos
uma interdependéncia entre o nivel zero e o nivel 1. O quadrado do nivel 0
serd considerado a célula pai dos 4 quadrados do nivel 1. Em seguida, continu-
aremos a subdivisao de cada um dos quadrados em 4 novos quadrados até um
determinado nivel. O processo acima serd interrompido quando o niimero de

nos em cada célula nao exceda um ntmero previamente determinado. Neste
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trabalho, adotaremos um no por célula. Chamaremos de célula folha as células
que nao sao mais divididas. Logo, elas sao as células que possuem s6 um no.

A Figura 3.6 ilustra o que foi descrito.

21 xq"‘H"_’“‘-"L ||
o

Figura 3.6: Contorno discretizado por células - fonte: [5]

Depois, utilizaremos as operacoes apresentadas na secao anterior. Sendo
assim, para os quadrados conhecidos como célula folha, criaremos um centro.
Utilizaremos a expansao multipolar para transferir a posicao do n6 para o
centroide da célula folha. Depois, iremos transferir a posicao desse centroide
para o centroide da sua célula pai. Para esse etapa, utilizaremos a operacao
translacao M2M. Continuaremos esse processo até alcancarmos o nivel 2,
transferindo a posicao desses centroides com a operacao M2M. O processo

descrito é conhecido como upward.

Depois que o nivel 2 for alcancado, utilizaremos as translagoes M2L e L2L
e a expansao local. Essa etapa é conhecida como downward. Primeiramente,

devemos utilizar a hierarquia das arvores para agrupar os elementos que estao
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perto, bem separadas e distantes da célula folha que contém o ponto fonte.
De acordo com [5], as células perto da célula folha que contém o ponto fonte
sao aquelas que tiverem pelo menos um vértice em comum com essa célula.
Para uma célula ser considerada bem separada, devemos olhar a relacao entre
a sua célula pai e a célula pai que deu origem a célula folha que possui o ponto
fonte. Se as células pais forem adjacentes, a célula filha serd considera bem
separada da célula que tem o ponto fonte. Por fim, uma célula sera considerada
distante da célula folha que possui o ponto fonte se elas nao tiverem células
pais adjacentes. A figura 3.7 ilustra o que foi descrito acima. Nelas, as células
que contém o n sao consideradas bem proximas da célula folha que contem o
ponto fonte. Elas foram consideradas bem proximas devido a sua relagao de
adjacéncia com o quadrado marcado de laranja. As células que contém os ¢ sao
as células consideradas bem separadas da célula folha que contém o ponto fonte.
Elas foram consideradas bem separadas devido a sua relagao de adjacéncia com
o quadrado marcado de vermelho. Vale ressaltar que o quadrado marcado de
vermelho é a célula pai do quadrado marcado de laranja. Por fim, as células

restantes sao consideradas distantes da célula folha que contém o ponto fonte.

Figura 3.7: Relagao entre as células - fonte:[33] modificada

42



Entao, depois dessa classificacao, utilizaremos a translacao M2L para
transferir a posicao do centroide das células bem separadas e adjacentes da
célula folha que possui o ponto fonte para o centroide da célula avo da célula
folha que tem o ponto fonte. Depois, iremos transferir a posicao do centroide
da célula avo para o centroide da sua célula filha, utilizando a translacao L2L.
Em seguida, utilizaremos, novamente, a translacao L2L para transferir a po-
sicao do centroide da célula pai para o centroide da célula folha que possui o
ponto fonte. Por fim, usaremos a expansao local para transferir a posi¢cao do

centroide da célula folha para o ponto fonte.

Sendo assim, ap6s todo esse procedimento, vamos apresentar algumas di-
ferencas entre a expansao multipolar e M2M das translacoes M2L e L2L.
Primeiramente, a expansao multipolar e a translacao M2M serao realizadas
todas as vezes que o ponto fonte percorrer o contorno. Porém, as expansoes
M2L e L2L s6 serao realizadas para as células que estiverem distantes e bem
separadas da célula que possui o ponto fonte. Portanto, toda fez que o ponto
fonte percorrer o contorno, apenas algumas células sofreram essas translacao

M2L e L2L. As Figuras 3.8, 3.9 e 3.10 ilustram o que foi apresentado.

Por fim, ao fazermos todo esses procedimentos, devemos utilizar um mé-
todo iterativo para calcular o vetor desconhecido. Portanto, podemos resumir

o que foi apresentado da seguinte forma:

e Primeira etapa

Discretizar o contorno do seu problema, através de elementos constantes,

lineares ou quadraticos.

e Sequnda etapa

Nessa etapa, devemos criar a estrutura da arvore. Sendo assim, o nosso
contorno é circunscrito por um quadrado que serd subdivido em vérios
quadrados até que tenhamos o nimero méaximo de elementos em cada
célula. Esse niimero nao deve ser superior a um ntmero previamente
determinado. Como apresentado anteriormente, o quadrado que nao é

mais dividido é chamado de célula folha. Além disso, vale considerar que
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|:| Célula onde estd o ponto
fonte

— —» Translagdo M2L

[&] Centroide das células

Figura 3.8: Translacao M2L

cada célula possui uma célula pai. As células pais estao sempre no nivel

anterior ao das células filhas.

e Terceira etapa

Em seguida, devemos utilizar as operacoes expansao em multipdlos e
a translagdo momento para momento (M2M). A operagao expansao
multipolar sera utilizada para transferir a posicao do n6 para o centroide
da célula folha. O ponto z. é o centréide da célula folha. Depois, iremos
utilizar a operacao M2M, sendo que o ponto z; estd no centroide da
célula pai que estd no nivel anterior ao da célula que sofreu a expansao
multipolos. A operacao translacao M2M sera realizada de um nivel 'x’

até que o nivel 2 seja alcancado.

e Quarta etapa

Apos atingirmos o nivel 2, iremos efetuar as operacoes translagao mo-

mento para local (M2L) e translacdo local para local (L2L) e expansao
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| | |
| | |
| | |
| | | )
| | | ——= Translagdo M2L
| | |
| | | —> Trnaslagdo L2L
i R e -
. frod § | } 5 u Centroide da célula avd
MZ2L at leve |
Q\ | | I @ Centroide da célula pai
| | | 3
T | | dacélulaC
Y | : ;
I
| \

A Centroide da célula

(=
-

[

\

|
M2L at level 4 :

Figura 3.9: Translacao M2L e L2L

local. Essa operacgoes serao utilizadas de acordo com o que foi explicado
acima. Por fim, para as células que estiverem perto da célula folha, sera

efetuada as operacoes do MEC padrao.

e Quinta etapa

Aplica-se as condigoes de contorno do problema. O sistema da equacao
(2.91) sera solucionado utilizando um processo iterativo. A cada processo
que nao houver convergéncia, serd feita um novo processo iterativo. Ele
irA comecar da etapa 3 até a etapa 6. Contudo, para obtermos um
processo iterativo mais eficiente, serd necessario cria uma matriz de pré-

condicionamento.

3.3.6 Matriz de pré condicionamento

De acordo com [6], a aplicagdo de um pré-condicionador para resolver

problemas que necessitam de convergéncia sao de extrema relevancia, pois sua
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Figura 3.10: Expansao Local e MEC

aplicagao pode diminuir o nimero de iteracoes do seu problema. Portanto, de
acordo com [5], podemos introduzir uma matriz [M] na equagao (2.91). Logo,

obtemos as seguintes equacoes:

([M]7H Az = [M] ™" (3.51)

Ou

([A)[M] ) [M]z = b (3.52)

Sendo que a equagdo (3.52) é conhecida condicionamento & esquerda e
a equacao (3.53) é conhecida como condicionamento & direita. Segundo [6],
a matriz de condicionamento [M] deveria ser a matriz [A], pois o produto
[M]~'[A] resultaria em uma matriz identidade. Esse procedimento iria resultar

em um condicionamento igual a 1. Desta forma, iriamos ter uma convergéncia
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com apenas uma iteragao. Porém, obter a inversa da matriz [A] iria requerer
um custo computacional muito alto, segundo [6]. Portanto, serd necessario
escolhar uma matriz [M] que seja facilmente inversivel e a0 mesmo tempo se

pareca com [A].

De acordo com [6], as matrizes diagonais ou bloco de matrizes seriam as
matrizes ideiais para essa situacao. Sendo assim, nesse caso obtou-se por uma

matriz bloco diagonal dada por:

AL 0 1Tl o
[A 0 A2 by
. = : (3.53)
i 0 [O] [A]N_ _)\N_ _bN_

Sendo que [A]; sdo as submatrizes da matriz [A]. De acordo com [5], os
coeficiente de [A]; sdo formados pelos pontos fontes e elementos de uma folha,

sendo que as integrais sao calculadas por avaliacao direta MEC.
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Capitulo 4
Resultados Numéricos

Nesse capitulo iremos mostrar a eficiéncia do MECMP para resolvermos
problemas de elasticidade plana com alguns graus de liberdade. Sendo assim,
iremos comparar a quantidade de memoria utilizada pelo MECMP e pelo MEC
para resolver um problema com véarios graus de liberdade. Além disso, iremos
validar o método MECMP comparando os resultados de alguns elementos das

integrais [D,,] e [D;] com os resultados das matrizes H;; e G;; usando MEC.

4.1 Aproximacao dos termos das integrais D, e

D, usando a expansao em série de Taylor

Esta secao tem como objetivo demonstrar as operacoes do MECMP do
calculo das integrais D, e D, utilizando varios termos na expansao da série de
Taylor. Esse resultado ira servir para validar o método do MECMP. Sendo
assim, considere os elementos 15 e 16 da malha mostrada na Figura 4.1. Con-
sidere como pontos fontes os nés 2 e 3. A Figura 4.2 mostra a numeragao das
células. Para este problema, foi considerado cada folha contendo um elemento.

A Figura 4.3 mostra a numeragao dos nos, juntamente com as células.
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Figura 4.3: Células e nimero dos nos

Primeiramente, calculamos os momentos dos elementos 15 e 16 em relacao
ao centro das células 54 e 55. Em seguida, usando operacoes M2M, faz a
translagao para o centro da célula 37 (esta célula é a célula pai das células 54
e 55). Depois, soma-se os dois momentos, pois eles sdo calculados em relacao
ao mesmo ponto. Em seguida, utilizando M2L, calculamos a translacao para o
centro da célula 20 a partir do momento do centro da célula 37. Vale considerar
que a célula 20 é a célula-pai das células 38 e 39. As células 38 e 39, por sua vez,
contém os pontos fontes (os nos 2 e 3). Depois, utilizamos a translagdo L2L
da célula 20 para os centros das células 38 e 39. Por fim, utilizando a operacao
expansao local, calculamos as integrais D, e D,;. Finalmente, comparamos os
resultados com as integrais calculadas pelo MEC. A tabela 4.1 mostra uma
comparacao dos resultados do MECMP para 5 diferentes niimeros de termos

da expansao da série de Taylor.

Pode-se notar na Tabela 4.1 que a solucao por série de Taylor torna-se
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Tabela 4.1: Com

paracao entre MECMP e MEC.

N. de termos [Dy] no 2 [D,] n6 2 [Dy] n6 3 [D,] n6 3
1 —1.64 — 1.56¢ || —0.039 — 0.060z | —1.526 — 1.41% || —0.0447 — 0.067:
2 —1.76 — 1.617 || —0.052 — 0.078: | —1.713 — 1.52 —0.055 — 0.091¢
4 —1.76 — 1.61¢ || —0.053 — 0.079: | —1.727 — 1.51¢ || —0.055 — 0.090¢
6 —1.76 — 1.617 || —0.053 — 0.079¢ | —1.727 — 1.51: || —0.055 — 0.090¢
8 —1.76 — 1.617 || —0.053 — 0.079¢ | —1.727 — 1.51: || —0.055 — 0.090¢
MEC —1.76 — 1.617 || —0.053 — 0.079¢ | —1.727 — 1.517 || —0.055 — 0.090¢

mais proxima do MEC com o aumento do niimero de termos na série de Taylor.

A convergéncia é ligeiramente mais rapida para a integral D; do que para a

integral D,. A aproximagao mais rapida é devido a singularidade da integral

D, que é fracamente singular enquanto a integral D, é fortemente singular.

4.2 Usoda memoéria RAM no MEC e no MECMP

000000000
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Figura 4.4: Placa com 100 furos.

O objetivo desta secao é comparar a memoria RAM utilizada pelo MECMP

e pelo MEC para resolver um problema de elasticidade plana com varios graus

de liberdade. O problema serd uma placa quadrada com 100, 121 e 144 furos.

51




Uma das borda foi fixada enquanto a outra esta sob tensao. A tensao utilizada
foi de 1 N/m?. O modulo de elasticidade utilizada foi de 1 N/m? e o v foi
igual a 0,3. A Figura 4.4 ilustra a placa com 100 furos com as condicoes de
contorno do problema. O ntimero de elementos em cada borda é 20 elementos
constantes. Para cada furo foi utilizado 16 elementos constantes. A area dos
furos é 12,47% da area da placa. A area da placa ¢ de 1 m 2. O nfimero
méaximo do elementos por folha foi de 15. O nimero de termos na série de
Taylor utilizado foi de 15. Na tabela abaixo encontramos o ntimero de graus
de liberdade, a quantidade de memoéria utilizada e o percentual de memoria
utilizada. Vale ressaltar que o valor referente ao percentual apresentado na
tabela abaixo relaciona quanto de memoria RAM o MEC consumiu a mais

que a memoria utilziada pelo MECMP.

Tabela 4.2: Comparacao dos resultados entre MECMP e MEC.

N. de furos MEC MECMP N. Graus de Liberdade || Percentual
100 838 Mbytes | 520 Mbytes 1680 61,15 %
121 1011 Mbytes | 546 Mbytes 2384 85,16 %
143 1428 Mbytes | 552 Mbytes 3216 158,7 %

Assim, podemos perceber que o MEC apresentou, sempre, um maior con-
sumo de memoria para resolver o mesmo problema quando aumentamos o
nimero de graus de liberdade do problema. Isso ji era esperado, pois ao au-
mentarmos o numero de incognitas, estaremos aumentando o tamanho das
matrizes da equacao (2.91). Logo, o custo computacional para resolvé-la e,
para gerar os elementos da matriz aumenta. Logo, o aumento do niimero de
incognitas refletiu na memoria utilizada pelo computador para encontrar a so-
lucao do problema. Em contrapartida, percebemos que o MECMP apresentou,
sempre, um consumo muito menor de memoria, pois esse método diminui o
nimero de interacoes entre os elementos. Logo, diminuimos a complexidade
do problema, fazendo com que tenhamos uma menor quantidade de memoria
RAM consumida.

Portanto, esses resultados mostram a eficiéncia que o método MECMP

apresenta em relacao ao método MEC para resolver problemas com um grande
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nimero de graus de liberdade, pois 0 mesmo consume muito menos memoria

que o método MEC.
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Figura 4.5: Deslocamento dos furos das placa

4.3 Conclusoes

Este trabalho apresentou o MECMP para problemas de elasticidade plana.
As equacoes integrais foram transformadas em equacoes integrais complexas
e as solucoes fundamentais foram expandidas em séries de Taylor. Com base
nesta expansao, as integrais obtidas nao tem influéncia do ponto fonte, o que
permite que elas sejam calculadas apenas uma vez para cada elemento. Além
disso, algumas operacoes algébricas foram implementadas permitindo mudar o
ponto de expansao sem a necessidade de se calcular as integrais novamente. Foi
utilizada uma estrutura de arvore quartenaria para que fosse possivel separar
os elementos distantes dos elementos proximos do ponto fonte. Quando os
elementos estao distantes as integrais sao calculadas utilizando expansao em
série de Taylor e as operacoes de translagao da expansao. Quando os elementos
estao proximos, as integrais sao calculadas da mesma forma que no MEC

padrao. Ou seja, sem a expansao da solucao fundamental em série de Taylor.
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Os resultados mostram que um pequeno niimero de termos na série comprovam
e convergéncia dos resultados. Contudo, vale ressaltar que a aproximacao da
solucao fundamental com singularidade forte é ligeiramente mais lenta que a

com singularidade forte.

Por fim, vale ressaltar o MECMP é um método bem mais eficiente que o
MEC padrao, pois ele consome menos memoria RAM para encontrar a solucao
do problema. Logo, na analise de um problema com muitos graus de liberdade
fica bastante evidente a eficiéncia do MECMP para economizar memoria RAM
quando comparado ao MEC padrao. Isso ocorre devido a diminuicao do nu-
mero de interacoes entre os elementos, proporcionada pela introducao de um
ponto intermediario entre o ponto fonte e o ponto campo. Tal ponto é intro-
duzido com as operacoes expansao multipolar e expansao local. Vale ressaltar
que tais alteracoes sao possiveis devido a possibilidade de expansao dos nu-
cleos das equacoes integrais. Assim, todas essas alteragoes proporcionam uma
reducao do custo computacional para resolver problemas de grandes escala,

tornando-os viaveis computacionalmente.

4.4 Trabalhos futuros

Como sugestao, essa dissertacao ird apresentar alguns topicos para serem

desenvolvidos no futuro:

e Estender a formulacao de MECMP para problemas 2D e 3D anisotropico;
e Investigar variacoes do modelo MECMP;

e Investigar novos métodos capazes de expandir as solu¢oes fundamentais

utilizando outro tipos de séries;

e Comparar o MECMP com outros métodos rapidos a fim de testar a sua

eficiéncia;
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4.5 Publicacoes
Estre trabalho foi capaz de originar duas publicagoes:

e DIAS JUNIOR, A. B. ; ALBUQUERQUE, E. L. ; Analysis of elastic
problems by the fast multipole boundary element method. In: Interna-
tional Conference on Boundary Element and Meshless Techniques, 2014,

Firenze;

e DIAS JUNIOR, A. B. ; ALBUQUERQUE, E. L. ; ANFLOR, C. T. M. ;
REIS, A. ;The fast multipole boundary element method for plane elastic
problems. In: CILAMCE - XXXIV Iberian Latin American Congress on
Computational Methods in Engineering, 2013, Pirenopolis - GO;
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