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Resumo

Nos fornecemos uma demonstracao alternativa de parte do principal resultado de Mac-
cheroni, Marinacci e Rustichini (2006). Para isso, recorremos a um resultado de Faro
(2012). Especificamente, utilizando o modelo de escolha sob incerteza baseado em Ans-
combe e Aumann (1968), caracterizamos as preferéncias para as quais existe uma fungao
de utilidade u e um indice de ambiguidade ¢ definido sobre o conjunto de probabilidades

sobre os estados da natureza tais que, para todos os atos f e g,

rra = mn([ulnirs ) = mn ([t ).

Como ilustracao da motivacao deste trabalho, também fornecemos uma demonstracao
alternativa do Teorema de Representagao de Preferéncias Maxmin de Gilboa e Schmei-
dler (1989) utilizando um resultado de Bewley (1986).

Palavras-chave: Teoria da Decisao, Incerteza, Ambiguidade



Abstract

We develop an alternative demonstration of part of the main result of Maccheroni,
Marinacci and Rustichini (2006). To achieve this, we use Faro’s (2012) main result.
Specifically, using the choice under uncertainty model based in Anscombe and Aumann
(1968), we characterize the preferences for which there are a utility function u and an
ambiguity index ¢ on the set of probabilities on the states of the world such that, for

all acts f and g

rra = mn([ulnirs ) = mn ([ uais ).
As an illustration of the motivation that led to this work, we also provide an alternative
demonstration of Gilboa and Schmeidler’s (1989) Maxmin Preferences Representation

Theorem. To achieve this, we use one of Bewley’s (1986) results.

Keywords: Decision Theory, Uncertainty, Ambiguity



1 Introducao

Em seu trabalho seminal, Knight (1921) estabeleceu a distingao entre risco e incerteza.
Segundo ele, uma situacao de risco é aquela em que os resultados sao imprecisos e,
além disso, se conhece objetivamente a distribuicao de probabilidade que os governa.
O rolar de um dado perfeito é um exemplo de uma situacao desse tipo. Por outro lado,
uma situacao de incerteza é aquela em que, além dos resultados serem incertos, nao
h& maneira objetiva de se mensurar a distribuicao de probabilidade que descreve os
eventos. Um exemplo de uma situacao desse tipo sao as apostas sobre os resultados de
jogos de futebol.

Savage (1954) e Anscombe e Aumann (1963) estudaram situagdes de incerteza em
que um tomador de decisao age como se possuisse uma crenca quanto a distribuigao
de probabilidade dos eventos. Nesse contexto, a auséncia de um critério objetivo de
mensuragao da incerteza é substituida por um critério subjetivo. Em termos de Teoria
da Decisao, em tais situagoes, o tomador de decisao age como se fosse um maximizador
de utilidade esperada subjetiva.

Ellsberg (1961), por outro lado, demonstrou que ha situagbes empiricas de incerteza
em que nao ¢ possivel haver uma tnica distribuicao de probabilidade que descreva o
comportamento do tomador de decisdo. O seguinte experimento mental, que passou a
ser conhecido por “Paradoxo de Ellsberg”, foi por ele proposto.

Suponha que ha duas urnas, cada uma contendo 100 bolas, e que cada bola possa
ser vermelha ou preta. A urna A contém 50 bolas pretas e 50 bolas vermelhas, enquanto
que nao ha informacao adicional para a urna B. O agente deve ranquear as seguintes

quatro apostas:
e Aposta AV: a bola retirada da urna A é vermelha.
e Aposta AP: a bola retirada da urna A é preta.
e Aposta BV: a bola retirada da urna B é vermelha.
e Aposta BP: a bola retirada da urna B é preta.

Caso o agente acerte sua aposta, ele recebe $100 e, caso contréario, nada acontece. As
seguintes preferéncias foram observadas empiricamente: AP ~ AV > BP ~ BV, onde
~ indica indiferenca e > indica preferéncia estrita. Caso suponhamos que essas pre-
feréncias tenham sido derivadas da maximizacao de uma utilidade esperada subjetiva,
nao ha uma unica medida de probabilidade que esteja de acordo com essas preferéncias.

Para visualizar isso, denotemos por p(X) a probabilidade que o agente atribui ao evento



X € {AV, AP, BV, BP}. Assim, o seguinte deve ser verdade:

AP ~ AV
<
p(AP)u(100) + (1 — p(AP))u(0) = p(AV)u(100) + (1 — p(AV))u(0)

!

p(AP) = p(AV) =0,5.

Similarmente, BP ~ BV é verdade se, e somente se, p(BP) = p(BV) = 0,5. No

entanto, caso o agente prefira mais dinheiro a menos, devemos ter:

AV - BP
<
p(AV)u(100) + (1 — p(AV))u(0) > p(BP)u(100) + (1 — p(BP))u(0)
<~
0,5 =p(AV) > p(BP) = 0,5,

0 que nao é possivel.

Visto isso, certas situagoes passaram a ser modeladas em Teoria da Decisao como se
o agente possuisse mais de uma crenga em relagao as probabilidades dos eventos. Essas
situagoes passaram a ser denominadas situagoes de ambiguidade. Pela constatagao
empirica descrita no Paradoxo de Ellsberg, fica claro também que as pessoas consultadas
tendem a evitar situagoes de ambiguidade. Este fendomeno passou a ser conhecido como
aversao a ambiguidade.

Utilizando a abordagem de multiplas priors, Bewley (1986) introduziu uma represen-
tacao que, na notagao do modelo que utilizaremos nesse trabalho, ¢ dada pela seguinte

regra:
fZg <= /U(f)dp > /U(g)dp Vp e 11,

onde IT é um conjunto de medidas de probabilidades sobre o espago de estados da na-

tureza. Gilboa e Schmeidler (1989), por outro lado, definiram a representagao mazmin:

. . . |
fng = r};gﬁl/ﬂ(f)dp > ggg[l/U(g)dp

Para a demonstragdo do teorema que caracteriza as preferéncias que possuem repre-
sentacdo maxmin, os autores utilizaram técnicas padroes encontradas em artigos de
Teoria da Decisao, como a aplicacao de funcionais, extensoes de funcionais e teoremas

de separacao de hiperplanos. No entanto, é sabido pelos estudiosos dessa area que



é possivel utilizar diretamente o resultado de Bewley (1986) para a demonstragao da

representacao maxmin. Nos apresentaremos tal demonstracao nesta dissertacao.
Cerca de vinte anos apés a publicacao desses trabalhos, Maccheroni, Marinnaci e

Rustichini (2006), doravante denotado por MMR, caracterizaram as preferéncias que

possuem representagao variacional:

frg = min (/ u(f)dp + C(p)> 2 min (/U(g)dp+ C(p)> ,
onde A é o conjunto de todas as medidas de probabilidade sobre os estados da natureza
e ¢ é uma fungao que assume valores em [0, co|. Essa representagiao pode ser considerada
uma generaliza¢io da representa¢do maxmin, uma vez que, se tivermos ¢(p) = 0 para
todo p € Il e ¢(p) = oo caso contréario, voltamos a representagao original de Gilboa e
Schmeidler (1989).

Analogamente, Faro (2012) introduziu a representacao Bewley-variacional:

frg = / u(f)dp + clp) > / w(g)dp Vp € A,

Pelo mesmo motivo que o anterior, essa representacao pode ser considerada como uma
generalizacao do resultado de Bewley (1986).

Com isso, naturalmente o seguinte questionamento surge: é possivel utilizar o resul-
tado de Faro (2012) para demonstrar o teorema de representacao variacional de MMR?
Respondemos a este questionamento de modo afirmativo nesta dissertacao.

O seguinte diagrama esquematiza as ideias acima:

representacao generalizada para representacao
\
maxmin variacional
N lizad representacao
representacao generalizada para
Bewley > Bewley-
variacional

Esta dissertacao é organizada da seguinte forma. Na secao 2, introduzimos o modelo
de escolha sob incerteza com o qual trabalharemos. Na secao 3, descrevemos as repre-
sentacoes maxmin e Bewley, e, como ilustracao da motivagao deste trabalho, demons-
tramos o Teorema de Representacao Maxmin utilizando o Teorema de Representagao
Bewley. Na secao 4, descrevemos as representagoes variacional e Bewley-variacional,

e, analogamente, demonstramos o Teorema de Representagao Variacional aplicando o



Teorema de Representagao Bewley-variacional. Na secao 5, tecemos comentarios finais.



2 Modelo

O modelo seguinte, baseado em Anscombe e Aumann (1963), consiste na representacao
da situagao de um tomador de decisao que enfrenta uma escolha cujos resultados sao in-
certos. Determinados cenérios (estados da natureza) sdo passiveis de ocorrer no futuro,
e a decisao do agente consiste em escolher o que fazer em cada um desses cendrios.

Formalmente, considere um conjunto S de estados da natureza, uma o-algebra 3. de
subconjuntos de S, e um conjunto X de consequéncias. Denotamos por F o conjunto
de todos os atos simples: funcoes f : S — X que assumem um numero finito de valores
e que sao Y-mensuraveis.

Assumimos que X é um subconjunto convexo de um espaco vetorial. Por exemplo,
esse ¢ o caso se X ¢ o conjunto de todas as loterias sobre um conjunto de prémios, como
acontece no modelo cldssico de Anscombe e Aumann (1963). Usando a estrutura linear
de X, podemos definir, para todo f,g € F e a € [0,1], 0 ato af + (1 — a)g € F, que,
para cada s € S, resulta em af(s) + (1 — a)g(s) € X.

Dado qualquer x € X, defina x € F pelo ato constante tal que x(s) = z para todo
s € S. Com o abuso de notacao habitual, nés identificamos X com o subconjunto de
atos constantes em F.

Denotamos por By(X) o conjunto de todas as fungdes reais simples Y-mensurdveis.
A norma em Bj(X) é dada por ||a||c = sup,cg |a(s)| (chamada de norma do supremo).
Também denotamos por A o conjunto de todas as medidas de probabilidades finita-
mente aditivas sobre ¥!. Considere que A seja dotado da topologia fraca*.

No6s modelamos as preferéncias do tomador de decisao sobre F por meio de uma
relacao binaria 2Z. Como usual, > e ~ denotam respectivamente as partes assimétrica
e simétrica de 2. Se f € F, um elemento z; € X é um equivalente de certeza para f

se f~xy.

Tsto ¢, A = A(X) é composto por todas as fungdes p : ¥ — [0, 1] tais que p(@) = 0, p(S) = 1 e
p(A1 U Ay) = p(Ay) + p(A2) para todo A, Ay € X tais que A3 N Ay = ().



3 Representacoes Maxmin e Bewley

3.1 Representacao Maxmin

Os seguintes axiomas descrevem a estrutura das relagdes que possuem representagao

maxmin.
Axioma 1 (Completeza). Se f,g € F, entdao f =g oug = f.
Axioma 2 (Transitividade). Para todo f,g,h € F, se f 7= g e g 7~ h, entdo f = h.

Axioma 3 (Certainty-Independence ou C-Independence). Se f,g € F, vz € X ea €

(0,1),
frmg <= af+(1l—-a)xzZag+ (1 — ).

Axioma 4 (Continuidade). Se f,g,h € F, os conjuntos {a € [0,1] : af +(1—a)g 2z h}
e{a€0,1]:hZaf+ (1 —a)g} sio fechados.

Axioma 5 (Monotonicidade). Se f,g € F e f(s) 2Z g(s) para todo s € S, entio f 7~ g.

Axioma 6 (Aversdo a Incerteza). Se f,g € F e a € (0,1),

frg = af+(-a)gZf

Dados dois atos f e g, f 7= g 1é-se: “f é pelo menos tao bom quanto ¢” ou “f
¢ fracamente preferivel a ¢”. Desta forma, o axioma de completeza implica que o
agente consegue comparar quaisquer dois atos, ou seja, nao ha indecisao. O axioma da
transitividade, por outro lado, implica a nogao de consisténcia das escolhas do tomador
de decisao: intuitivamente, se maca é preferivel a banana e banana é preferivel a melao,
é de se esperar que maca seja preferivel a meldo.

O axioma Certainty-Independence traduz a ideia de que, se o agente prefere f a g,
entao também preferird uma loteria composta de f e qualquer outro ato constante = a
loteria composta de g e x, dado que a probabilidade de receber f na primeira loteria
seja igual a de receber g na segunda. Ou seja, dada uma preferéncia entre quaisquer
dois elementos f e g, essa preferéncia ¢ mantida independentemente do fato de que
qualquer outro ato constante possa se “misturar” a f e g. A ideia contraria também é
valida: caso o agente prefira uma mistura entre f e r a uma mistura entre g e x, onde
f e g possuem os mesmos pesos em ambas, entdo o agente deve preferir f a g.

O axioma de continuidade representa a exigéncia de que nao haja “saltos” nas prefe-
réncias do agente. De forma intuitiva, se f é preferivel a g, entdo elementos “proximos”

de f também serao preferiveis a g.



Monotonicidade, por sua vez, implica que se, para todo estado da natureza, o agente
prefere a consequéncia recebida pelo ato f a recebida pelo ato g, entao o ato f é preferivel
ao ato g.

O axioma de Aversao a Incerteza implica que a “suavizagao” da escolha é desejavel
pelo tomador de decisao. Suponha que o agente seja indiferente entre dois elementos f
e g distintos. Intuitivamente, a distingao entre os dois elementos implica que haja uma
“distancia” entre eles. Por outro lado, lembrando a ideia de combinagao convexa, uma
loteria entre os dois elementos estd “entre” os dois elementos, o que torna a escolha do

agente mais “suave”.
Defini¢cdo. Uma relagao - em F é chamada de GS se satisfaz os axiomas 1-6.
Demonstraremos o seguinte teorema.

Teorema 1 (Gilboa e Schmeidler, 1989). Seja 7= wma rela¢io bindria sobre F. As

sequintes condigcoes sao equivalentes.
(i) % € GS;

(ii) Emiste uma fungdo nio constante e afim® u: X — R, um subconjunto ndo vazio,

fechado e convexo I1 C A tais que, para todo f,q € F,
o . > mi .
frg = min [ u(f)ip = mi [ uo)dp

Note que a multiplicidade de priors p reflete a situacao de ambiguidade em que
o agente se encontra. Varias interpretacoes podem ser dadas ao conjunto II: por um
lado, pode ser composto pelas priors que o agente subjetivamente elencou como possiveis
ou, por outro lado, pode ser composto por opinioes de especialistas e de informacoes
advindas da midia. Além disso, o agente ranqueia cada alternativa de acordo com sua
pior crenca relativa as probabilidades dos estados da natureza. Nesse sentido, o agente
pode ser visto como pessimista. Por fim, para cada ato f, [ u(f)dp consiste na utilidade

esperada de f de acordo com a prior p.

3.2 Representacao Bewley

O resultado descrito nesta segdo foi originalmente introduzido por Bewley (1986). No
entanto, utilizaremos a versao de Gilboa, Maccheroni, Marinacci e Schmeidler (2010),
que o adaptaram para o modelo com o qual trabalhamos.

Precisaremos dos seguintes axiomas adicionais.

20u seja, u(az + (1 — a)y) = au(z) + (1 — a)u(y) para todo z,y € X e a € (0,1).



Axioma 7 (Reflexividade). Para todo f € F, é verdade que f 7 f.
Axioma 8 (C-completeza). Se z,y € X, entdo x 2y ouy - .

Axioma 9 (Independéncia). Se f,g,h € F e a € (0,1), entao
frg <= af+(1—-a)hzag+ (1 —a)h.

Os axiomas acima sao tradicionais. O primeiro requer que todo ato seja tdo bom
quanto ele mesmo. O segundo exige completeza somente com respeito a atos constantes,
permitindo indecisoes para o caso de atos nao constantes. Além disso, similarmente ao
discutido na secao anterior, o axioma de independéncia requer que a preferéncia entre
quaisquer dois elementos seja mantida independentemente do fato de que qualquer outro

ato, que pode ser nao constante, possa se “misturar” aos dois elementos originais.

Defini¢ao. Uma relagao - em F é chamada de Bewley se satisfaz os axiomas 2 (Tran-
sitividade), 4-5 (Continuidade e Monotonicidade) e 7-9.

Utilizaremos o seguinte resultado.

Teorema 2 (Gilboa, Maccheroni, Marinacci e Schmeidler (2010)). Seja - uma relagao

binaria sobre F. As sequintes condicoes sao equivalentes.
(i) 7 é Bewley;

(ii) Existe uma func¢ao afim u: X — R, um subconjunto ndo vazio, fechado e convezo
IT C A tais que, para todo f,g € F,

fzg = /U(f)de/U(g)dp Vp e II.

Alguns componentes da representacao maxmin se repetem acima, como a multipli-
cidade de priors de um conjunto II e o termo de utilidade esperada. No entanto, a
representacao acima representa uma condi¢ao mais razoavel segundo a qual o agente
ranqueia suas alternativas: um ato f é preferivel a outro ato g se a utilidade esperada
de f é maior que a de g segundo todas as priors de II. Essa condi¢ao é conhecida como

“regra da unanimidade”.

3.3 Demonstracoes

Prova do Teorema 13

3 Agradeco ao professor Gil Riella por permitir que a demonstracdo a sequir seja reproduzida neste
trabalho.



Para demonstrar que (i) implica em (%), precisamos dos seguintes lemas.

Lema 1. Se 7~ é uma relagio completa e continua em F, entdo, para todo ato f, existe

um equivalente de certeza xy.

Demonstracio. * Seja f € F. Como todo ato assume somente um ntimero finito de
valores, é possivel tomar z,y € X tais que =z = f(s) =7 y para todo s € S. Por
monotonicidade, z 7Z f - y. Por continuidade, os conjuntos {« € [0,1] : az+(1—a)y =
fte{ael0,1]: f 2z ar+ (1 — a)y} sdo fechados. Também sdo nao vazios, ja que 1
pertence ao primeiro e 0 pertence ao segundo. Além disso, por completeza, sua uniao
¢ igual a [0,1]. Como [0,1] é conexo (ou seja, ndo pode ser escrito como uma uniao
disjunta de dois conjuntos fechados nao vazios), a intersec¢ao dos dois conjuntos é nao
vazia. Assim, existe J € [0,1] tal que f ~ Sz + (1 — By =: zy. O

Lema 2. A relagio GS 7 satisfaz Negative Certainty Independence (NCI). Isto é, se
f = x para algum f € X ex € X, entio af + (1 — a)h 77 ax + (1 — a)h para todo
heFeac(01).

Demonstragio. Sejam f € F e x € X tais que x5 ~ f 22 x. Por c-independence e
monotonicidade, azs+(1—a)h 75 ar+ (1 —a)h para todo aw € (0,1) e h € F. A seguir
demonstramos que af + (1 — a)h 7 axy + (1 — a)h para todo o e h. Fixe qualquer
ae (0,1).

Suponha que h ~ f ~ x;. Por c-independence, isso implica que zy = axy + (1 —
a)ry ~ axy+ (1 — a)h. Aversao a incerteza implica que oof + (1 —a)h 5 f ~ zy ~
azxs+ (1 —a)h.

Suponha agora que nao seja verdade que h ~ f. Tome qualquer § € (0, %) e defina

a consequéncia y := (%) rp + (%) xy. Note que
Bry+ (1 — By = Pry+ (1 - P) ((&) T + G - ;g) xf)

= Bxf + BI}L + (1 — QB)ZEf
= By, + (1 — B)xy
~ Bh+ (1 — B)zy,

onde utilizamos c-independence na tltima linha. Além disso, note que, novamente por

c-independence,

Bf+ =By~ s+ (1 =By~ h+ (1= Py

4A demonstracdo a seguir é baseada na prova do Lema 28 de MMR.




Pelo que aprendemos no segundo paragrafo, obtemos

a(Bf + (1 =PBy)+(1—a) (Bh+ (1= Pap) T a(Bry+ (1 = Bly)+(1—a) (Bh+ (1 = B)zf).

A expressao acima é equivalente a
Blaf+ (1 =a)h)+(1=5) (ay + (1 — a)ry) Z B (axs + (1 = a)h)+(1=F) (ay + (1 — )zy) .

Por c-independence, aof + (1 — a)h 22 axs + (1 — a)h.
Passamos a saber que af + (1 — a)h = axy + (1 — a)h para todo o € (0,1) e

h € F. Pelo que aprendemos no primeiro paragrafo, concluimos que af + (1 — a)h
azr + (1 — a)h para todo a € (0,1), h € Fex € X tal que f 7 . ]

Lema 3. Se = € uma relagao completa e continua em F, entdo, para todo f,qg,h € F,
o conjunto {o € [0,1] : af + (1 — a)h ZZ ag+ (1 — a)h} € fechado.

Demonstrag¢do. Seja 2~ uma relacdo completa e continua em F. Assim, note que, para
todo f,g,h € F, os conjuntos {a € [0,1] : af +(1—av)g = h}e{a € [0,1] : h = af+(1—
a)g} sao abertos. Fixe atos f, g e hetome a € [0, 1] tal que af+(1—a)h = ag+(1—a)h.
Suponha que exista h € F tal que aof +(1—a)h = h = ag+ (1 —a)h. Por continuidade
de =, existem vizinhancas de a, V, e V/°  tais que o/ f + (1 —a/)h = h para todo o/ € V,
eh>ag+ (1—a')hpara todo o’ € V. Mas entdo o/ f + (1 — /)b = o’g+ (1 — o/)h
para todo o/ € V, N V. Agora suponha que nao exista h € F tal que of + (1 —a)h >
h - ag+ (1 — a)h. Por continuidade de 77, existem vizinhangas de a, V,, e V| tais que
odf+(1—a)h>=ag+ (1 —a)hparatodo o € Vyeaf+ (1 —a)h =g+ (1 —a)h
para todo o € V.. Mas entdo of + (1 —a')h Z af + (1 —a)h = ag+ (1 — a)h 7
a'g+ (1 — a)h para todo o/ € V, NV!. Concluimos que, para todo f,g,h € F, o
conjunto {a € [0,1] : af + (1 — a)h = ag+ (1 — a)h} é aberto. Por completeza de 77,
concluimos que o conjunto {a € [0,1] : af + (1 —a)h Z ag + (1 — a)h} é fechado para
todo f,g,h € F. m

Definigdo. Seja 7 uma preferéncia GS. Defina a relagao ?:‘J sobre F por f?:jg se, e
somente se, af + (1 — a)h 7 ag + (1 — a)h para todo h € F e a € (0,1).

Sempre que escrevermos -, também estaremos considerando a preferéncia GS = a

partir da qual ,% foi definida.
Afirmacgao 1. A relagio r% ¢ Bewley.

Demonstragio. (Reflexividade, transitividade e monotonicidade) Seguem, respectiva-

mente, por reflexividade, transitividade e monotonicidade de 7-.

’Isto 6, Vo, = (@ —eg,a+¢e) e V. = (a—¢,a+¢) para e, e > 0.

10



(C-completeza) Segue por completeza de = e pelo Lema 2.

(Continuidade) Fixe f, g, h € F e note que

{a €0, 1]:af+(1- a)g,%h}

{ael0,1]:8(af+(1—a)g)+ (1 =B = Bh+ (1—pB)h VB €(0,1)eh' € F}

{ae0,1]:B(af+(1—a)g)+ (1 —=0)(ah'+ (1 —a)h') Z Bh+ (1 —B)R VB € (0,1) e b € F}

{ac(01]:a(Bf+(1=Ph)+ 1 —a)(Bg+ 1 —=B)N) Z Bh+ (1—B)h" VB € (0,1) e h' € F}

N {ecla:a(Bf+ (1 -B)K)+ (1 —a)(Bg+ 1= BK) 2 Bh+ (01— BN}
B€(0,1),heF
Ou seja, {a € [0,1] : af + (1 — a)g=h} ¢ uma intersecio de conjuntos fechados e,
portanto, é um conjunto fechado. A demonstra¢ao para o outro conjunto é similar.

(Independéncia) Sejam f, g € F tais que f,%g. Isso implica que, para todo «, § € (0, 1)
e h,h' € F,

a (Bf+ (1= Bh)+ (1 - )k’ =cwf+u—am<dl_mh 1‘“hj

1—ap +1—aﬂ

Z afg+(1—ap) (al(l—_ag)h + 11__;5}/)

= a(Bg+ (1 —B)h)+ (1 — ).

Concluimos que gf + (1 — 5)h,%ﬂg + (1 — B)h para todo h € F e g€ (0,1).

Agora suponha que existam atos f, g e h e a € (0,1) tais que af + (1 — oz)hf%ag +
(1 — a)h®. Tome @ = max{a € [0,1] : af + (1 — a)hZag + (1 — a)h}. Um argumento
similar ao utilizado na demonstracao da continuidade de ,%, baseado no Lema 3, mostra
que o conjunto {o € [0,1] : af + (1 — a)h=ag + (1 — a)h} é fechado e, portanto, & esta

bem definido. Defina [ := ﬁ Pelo que demonstramos no paragrafo anterior,

a”

Blaf+(1—ah)+1-8)f = Blag+ (1 —ah) +(1—p)f
= Blaf+1—ah)+(1-B)g
= Blag+(1—a)h) + (1 - B)g.

60 argumento a seguir é baseado na demonstracio do Lema 1 de Dubra, Maccheroni e Ok (2004).
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Assim,

20 l—a, ~ 2a 11—«
h2- h.
v T1ra %1 e T iva
Por definicao de a, a > %, o que é equiyalente aald—1)>0. Assim, @ = 1, e a
equagao em destaque acima implica que f7-g. ]

Pelo Teorema 2, existe uma funcao afim u : X — R, um subconjunto nao vazio,

fechado e convexo II C A tais que, para todo f,g € F,
fzg < /u(f)dp > /u(g)dp Vp € 1I.

Por defini¢ao, 77 C e, portanto, o Lema 2 implica que as relagoes 2~ e 27 coincidem

para atos constantes. Ou seja, para todo par de atos constantes x e v,
Ty = aly < u(z) = /U(x)dp > /u(y)dp = u(y) Vp € IL
Além disso, note que, para todos atos f e g,
fzg = zyZxy <= ulzy) > u(zy).

NCI implica que f %x ¢ e, consequentemente,

[utn= [ utep)dp = utay

para todo p € II. Isso é equivalente a min,en [u(f)dp > wu(xy). Suponha que
minyen [w(f)dp > u(xy). Isto implica que existe x € X com minyey [u(f)dp >
u(x) > u(xy). Isto agora implica que z > z; ~ f e, consequentemente, ndo é verdade
que f ?:ja: Mas entdo u(z) > minyen [u(f)dp, o que é uma contradi¢do. Concluimos

que, para todo f € F, minyen [u(f)dp = u(xy). Portanto, para todos atos f e g,

frmg < r&iﬁl/u(f)dp =u(zy) > u(z,) = min/u(g)dp.

pell

Em seguida demonstraremos que (7) implica em (7).

(Completeza e transitividade) Seguem, respectivamente, por completeza e transitivi-
dade de >.
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(Certainty-Independence) Para qualquer f,g,€ F,x € X e a € (0, 1),

fzg

—

min/u(f)dp > min/u(g)dp

pell p€ell

—

amin (/u(f)dp) + (1 — a)u(x) > amin (/ u(g)dp> + (1 — a)u(z)

pell pell

—

min </u(af+(1—a)x)dp> > mip (/u(ag+(1—a):c)dp>

pell
=

af+(1—a)z zag+ (1 —a)z.

(Continuidade) Sejam f,g,h € F e tome sequéncia o™ em [0,1] tal que o™ — a.

Suponha que o™ f + (1 — a™)g - h para todo m € N. Note que, para todo m,

i (/u (@™ f + (1 — a™)g) dp> > min </ u(h)dp’) —k

<
/u(amf+(1—am)g)dp2k Vp € A
<
o [ulf)ip-+ (1= am) [ulg)p =k ¥p e o
_
& [+ (=) [ulg)p =k vpe

<~

min (/u (@f + (1—a)g) dp> > min (/ u(h)dp> .

Concluimos que af + (1 — @)g 7= h. Agora suponha que h =~ o™ f 4+ (1 — a™)g para
todo m € N, isto é,

min (am/U(f)dp+ (1 —am)/U(g)dp> < min </U(h)dp’> =: k

13



para todo m. Suponha por contradi¢do que minyea(a [ u(f)dp+(1—a) [u(g)dp) > k.
Defina § := minpen(a [u(f)dp+ (1 —a) [u(g)dp) — k > 0. Note que a™u(f(s))+ (1 —
a™u(g(s)) = au(f(s)) + (1 — a)u(g(s)) para todo s € S. Como os atos f e g sdo

simples, existe m € N tal que, para todo m > me s € S,

@™ u(f(s)) + (1 = a™)u(g(s)) = (au(f(s)) + (1 = ajulg(s)))] < ’

2
_

o [u(pyip-+ (1= am) [ ulg)dp - (a [unap+-a [ u(g)dp) <% wen
—

o [uth)ip+0=am) [ ulg)an - (@ [wpip+a-a) [ u(g)dp) > 2 wen
<

Ozm/u(f)dp+(1—am)/u(g)dp>k+g Vp e 1L

Mas entdo mingea(a™ [u(f)dp+ (1 —a™) [u(g)dp) > k+ 2, o que é uma contradigdo.
Concluimos que minpea (@ [u(f)dp + (1 — @) [u(g)dp) < k. Portanto, para qualquer
f,g,h € F, os conjuntos {a € [0, l]af + (1 —a)g Zzh}e{ac[0,1lhZ af+(1—a)g}

~Y

sao fechados.

(Monotonicidade) Tome f,g € F tais que f(s) 22 g(s) para todo s € S. Isto é,
u(f(s)) > u(g(s)) para todo s € S. Isso implica que [wu(f)dp > [u(g)dp para todo
p € A. Por sua vez, isso implica que [ u(f)dp > minyea ([ u(g)dp) para todo p € A e,
finalmente, minyea ([ w(f)dp) > minyea ([ u(g)dp). Portanto, f 7 g.

(Aversdo a Incerteza) Tome atos f e g tais que f ~ g, isto é, minyea([ u(f)dp) =
min,ea ([ u(g)dp). Fixe v € (0,1) e tome p € arg minyen ([ u(af + (1 — a)g)dp). Note

e
[utarra-amar = o [uni)+a-a ([ um)
> g ([ unar) + - ymip ( [ utorin)
= mip (/u(f)dp).

Concluimos que, para qualquer o € (0,1), af + (1 — )g = f.
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4 Representacoes Variacional e Bewley-variacional

4.1 Representacao Variacional

Utilizaremos os seguintes axiomas adicionais.

Axioma 10 (Weak Certainty-Independence). Se f,g € F, z,y € X ea € (0,1),
af+(l-azZag+(1-a)z = af+(1-a)yZag+(1-a)y.

Axioma 11 (Unboundedness). Ezistem z,y € X tais que, para cada o € (0,1), existem
z,2€ X com

az+(l—a)y=z>=y>=aZ+(1—a)u.

Note que o axioma Weak Certainty-Independence é mais fraco que ambos os axiomas
de independéncia anteriores. Agora s6 ha a exigéncia de independéncia para atos que
sao misturas entre atos constantes e nao constantes, dado que o peso da mistura é
mantido constante.

O axioma Unboundedness é uma hipdtese técnica que implica a riqueza do conjunto
de consequéncias. Ele garante que haja elementos com utilidades tao alta e tdao baixa
quanto arbitrariamente desejarmos. Para visualizar isso intuitivamente, tome os ele-
mentos x > y descritos no axioma. Note que, quanto maior for o peso dado a y, maior
deve ser a utilidade do elemento z para que a mistura entre y e z seja estritamente

preferivel a x.

Defini¢cdo. Uma relagdo 7~ em F é chamada de wvariacional ilimitada se satisfaz os
axiomas 2 (Transitividade), 4-7 (Continuidade, Monotonicidade, Aversao a Incerteza e
Reflexividade), e 10-11.

A demonstragao do seguinte teorema é o nosso resultado principal.

Teorema 3 (MMR). Seja 2= uma relagio bindria em F. As sequintes condigoes sao

equivalentes.
(i) 7= € variacional ilimitada;,

(ii) existe uma fungio afimu : X — R, comu(X) =R, e uma tnica funcdo grounded’,

conveza e semicontinua inferior ¢ : A — [0, 00| tais que, para todo f,g € F,

pEA

rra e i [unr ) 2 mn ([ wtado+ ). )

Isto é, seu valor infimo é zero.
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Pelo teorema acima, uma preferéncia variacional ilimitada é representada por um par
(u, ). Doravante, quando considerarmos uma preferéncia desse tipo, iremos escrever u
e ¢ para nos referirmos aos elementos desse par.

Novamente, a multiplicidade de priors p reflete a situagao de ambiguidade em que o
agente se encontra. Desta vez, o tomador de decisao considera todas as possiveis priors
ao ordenar suas alternativas. Além disso, similar a representacao maxmin, o agente
ranqueia cada alternativa de acordo com sua pior crenga relativa as probabilidades
dos estados da natureza. Por fim, a funcao c reflete o grau de aversao a ambiguidade
que caracteriza o tomador de decisao. Para discutirmos sobre a fun¢ao ¢, considere a

seguinte defini¢ao introduzida por MMR.

Defini¢do. Dadas duas preferéncias 771 e 7o, dizemos que =1 é mais avessa d ambi-

guidade que 7o se, para todo f € F ex € X, f -7 x implicar que f 7o x.

A definigdo acima é analoga a seguinte consideracao intuitiva feita por Ghirardato e
Marinacci (2002): se um agente prefere um ato ambiguo a um ato isento de ambiguidade,
entao outro agente menos avesso a ambiguidade fard o mesmo.

Agora considere a seguinte proposicao adaptada de MMR.

Proposicao (MMR). Dadas duas preferéncias variacionais ilimitadas 721 e 7o, as

sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) 71 € mais avessa a ambiguidade do que 7-a,
(i7) up = us® e ¢ < ¢y (dado que uy = us).

Dado que u; = wug, a hipétese u; = wus ¢ somente uma normalizacdo dos dois
indices de utilidade. Portanto, a proposicao acima diz que relacdes de preferéncias
mais avessas a ambiguidade sao caracterizadas, apds uma normalizagao, por fungoes ¢
menores. Dessa forma, a funcao ¢ pode ser interpretada como um indice de aversao a
ambiguidade.

O nosso teorema ¢ levemente diferente do enunciado originalmente em MMR. O re-
sultado desses autores nao depende do axioma Unboundedness. Ao invés disso, somente

a seguinte condi¢do mais fraca é imposta.
Axioma 12 (Nao degeneragio). Ezistem atos [ e g tais que f > g.
Os autores trabalham, assim, com a seguinte relacao.

Definigao. Uma relagao 7~ em F é chamada variacional se satisfaz os axiomas 2 (Tran-
sitividade), 4-7 (Continuidade, Monotonicidade, Aversao a Incerteza e Reflexividade),
10 (Weak Certainty-Independence) e 12.

8

u1 &~ ug denota que existe a > 0 e 8 € R tal que us = aug + .
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Note que a tnica diferencga entre as preferéncias variacional e GS consiste no axioma
relativo a independéncia. Como ha menos exigéncias para a preferéncia variacional,
podemos considera-la como uma generalizacao da preferéncia GS.

O teorema original enunciado por MMR pode ser escrito da seguinte forma.

Teorema 4 (MMR). Seja - uma relagio bindria em F. As sequintes condigoes sao

equivalentes.
(i) 7= € variacional;

(7i) existe uma fungao nao constante afim u : X — R e uma fungio grounded, conveza

e semicontinua inferior ¢ : A — [0, 00] tal que, para todo f,g € F

pEA

rra e mip( [utnirsen) 2wy ( [uoi+ ). e

Além disto, para cada u existe uma funcao minimal ¢* : A — [0, 00] satisfazendo

a representacao acima, dada por

& (p) = sup (u<xf> -/ u<f>dp) |

ferF

Observe as diferengas entre os teoremas 3 e 4. Além da distingdo no primeiro item,
note que nao ha garantia de unicidade da funcao c e de sobrejetividade da fungdao u no
Teorema 4. A seguinte versdo mais fraca do axioma Unboundedness é utilizada pelos

autores para demonstrar a unicidade da funcao c e a ilimitacao da imagem de w.

Axioma (Unboundedness MMR). Existem x >y em X tais que, para todo o € (0, 1),
existe z € X que satisfazy = az+ (1 — a)xr ou az + (1 —a) > x.

4.2 Representacao Bewley-variacional

Considere os seguintes axiomas adicionais.

Axioma 13 (Transitividade Inequivoca). Suponha que f 7= g. Se h(s) 22 f(s) para
todo s, entao h 77 g. Também, se g(s) 77 h(s) para todo s, entio f 7~ h.

Axioma 14 (Independéncia Dominante). Para todo f,g,hi,hs € F e a € (0,1), se
fZgehi T hy, entao af + (1 —a)hy T ag + (1 — a)hs.

Para visualizar o axioma de transitividade inequivoca intuitivamente, suponha que

f 7= g. Isso implica que, apesar da situacao de ambiguidade, o agente consegue afirmar

9Tsto &, se c satisfaz (2), entdo ndo pode acontecer ¢ < c*.
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que f é preferivel a g. Além disso, suponha que g(s) 7~ h(s) para todo s € S, isto
é, o ato g domina o ato h além da incerteza e, assim, as consequéncias recebidas pelo
ato g sao preferiveis as recebidas pelo ato h em fungdao somente dos gostos do agente.
Assim, esse axioma indica transitividade no seguinte sentido: se f 77 g e g é preferivel
a h independentemente da incerteza envolvida na situacao, entao f = h.

Pelo axioma de independéncia dominante, caso haja preferéncias entre dois pares
de alternativas, entdo a mistura dos elementos preferidos é melhor que a mistura dos
elementos restantes. Este axioma é equivalente a dizer que a preferéncia 77 é um sub-

conjunto convexo de F?, isto é, para todo a € (0,1),
se (f,9) €z e (hy,hy) €7, entdo a(f,g) + (1 — a)(hy, hy) €7 .

Defini¢cdo. Uma relacdo 7~ em F é chamada de Bewley-variacional se satisfaz os axi-
omas 4 (Continuidade), 7-8 (Reflexividade e C-completeza), 11 (Unboundedness) e
13-14.

Teorema 5 (Faro, 2012). Seja - uma relagio bindria sobre F. As sequintes condigoes

sao equivalentes:
(i) 7= € Bewley-variacional;

(ii) existe uma fungao afimu: X — R, comu(X) =R, e uma inica fungio grounded,

conveza e semicontinua inferior ¢ : A — [0, 00| tais que, para todo f,g € F,
fZg /U(f)dp+0(p) > /U(g)dp Vp € A.

A representacao acima é muito similar a representacao Bewley, uma vez que tam-
bém conta com a regra da unanimidade. Além disso, assim como na representacao
variacional, o agente considera todas as priors possiveis ao ranquear suas alternativas.
Por fim, um novo componente ¢é introduzido: a funcao ¢, que, diferentemente do indice
de ambiguidade na representagao anterior, s6 se encontra de um lado da desigualdade.

O valor ¢(p) representa a importincia que o agente atribui a prior p. Se ¢(p) < ¢(q),
entdao o agente atribui mais importancia a prior p que a ¢. Para visualizar isso mais
facilmente, suponha que 0 > [(u(f) — u(g))dp > —c(p) para um par de atos f e g e
uma prior p. Dada a representacao descrita no teorema, a condi¢ao anterior indica que,
considerando-se a prior p, apesar da escolha f gerar perda de utilidade esperada quando
comparada a escolha g, ainda assim essa perda de utilidade esperada nao ¢ menor do
que o valor —¢(p). Assim, de acordo com a prior p, f é preferivel a g. Note que, a

medida que o valor de ¢(p) aumenta (isto é, a medida que o agente atribui menos valor
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a prior p), o tomador de decisdo exige que a perda de utilidade esperada da escolha
de f em relagdo a ¢ seja maior para que deixe de considerar f preferivel a g segundo
a prior p. Por fim, é verdade que [(u(f) — u(g))dp > —oo para todos atos f e g, de
forma que priors que assumem valor infinito sob ¢ podem ser interpretadas como se
fossem descartadas pelo agente. Por outro lado, priors que assumem valor 0 sob ¢ sao

interpretadas como aquelas que o agente considera mais plausiveis.

4.3 Demonstracgoes

Prova do Teorema 3

Para demonstrar que (i) implica em (%), utilizaremos os seguintes lemas.

Lema 4. Suponha que 7, seja completa, transitiva, continua e satisfaca aversdo a incer-
teza. Para quaisquer f,g,h € F tais que f 7~ h e g 7 h, € verdade que af +(1—a)g 72 h
para todo o € (0,1).

Demonstragio. ' Sejam f,g,h € F tais que f = h e g == h. Por completeza de =,
ou f = goug 7z f. Caso ambos ocorram, temos que af + (1 — «)g = h para todo
a € (0,1) pelo axioma de Aversdo a Incerteza. Assim, sem perda de generalidade, é
suficiente demonstrar que f = g implica que af + (1 — a)g 7= g para todo o € (0, 1).
Suponha por contradicao que f > g e existe @ € (0,1) tal que af + (1 — a)g < g.
Entdao a@ € {a € [0,1] : ¢ = af + (1 — a)g} # 0 e, por continuidade de 7, esse
conjunto é compacto. Assim, tome f = max ({a € [0,1] : g 77 af + (1 — a)g}) e defina
foi=Bf+(1-B)g.

Queremos mostrar que fz ~ g. Se § = 1, segue que ¢ 7 f, uma contradigao.
Portanto, devemos ter 5 < 1. Suponha que fz ¢ g, isso ¢, g > fz. O conjunto
{a € [0,1] : g = af + (1 — a)g} é aberto, ji que seu complemento é fechado por
continuidade de 7Z. Assim, existe um conjunto aberto V' em [0, 1] que contém [ e estd
contido em {«a € [0,1] : g = af + (1 — a)g}. Como f < 1, podemos tomar 3’ > § em
V' de forma que g = 5'f + (1 — ’)g, o que contradiz a maximalidade de 5. Concluimos
que f5 ~ g

Pelo paragrafo acima e pelo axioma de Aversao a Incerteza, temos que Afs + (1 —
AN)g 7 g para todo A € (0,1). Como 0 < & < 3, é verdade que % € (0,1). Assim,
g3 5Bf+0-Bg+(1-Fg=af+F9—ag+g—Gg=af+(1-a)g=<g, uma
contradi¢ao. Concluimos que af + (1 —a)g 7 g para todo a € (0, 1). O

Corolario 1. A preferéncia = variacional ilimitada € convexa. Isto é, para todos atos

f e g tais que f 7= g, € verdade que af + (1 — a)g 7= g para todo o € (0,1).

10 A demonstracdo a seguir é baseada na prova do Lema 56 de Cerreia-Vioglio, Maccheroni, Marinnaci
e Montrucchio (2011).
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Lema 5. Seja - uma preferéncia variacional ilimitada. Para todo f € F ex € X
tais que f 7 x, temos que af + (1 —a)y 2 ax + (1 — a)y para todo a € (0,1) e ato

constante y.

Demonstra¢io. Tome f e x tais que f 7Z x. Pelo Corolario 1, temos que af + (1 —
a)r 7 v = ar+ (1 — a)x para todo a € (0,1). Por Weak Certainty-Independence,
af + (1 —a)y 7 ar+ (1 — a)y para todo a € (0,1) e ato constante y. O

O Lema 5 implica que a preferéncia variacional ilimitada - restrita ao espaco de
consequéncias, denotada por = |y« x, satisfaz a seguinte versao de independéncia: para
todo z,y € X tal que z Z y, temos ax + (1 — a)z 77 ay + (1 — a)z para todo
z€ X eae(0,1). Além disso, 77 |xxx claramente satisfaz completude, transitividade
e continuidade. Assim, pelo Teorema de von Neumann-Morgenstern (1944), existe

u: X — R afim que representa 7= |xxx-

Lema 6. Se 7 ¢ uma preferéncia variacional ilimitada e v : X — R € uma fungao

afim que representa 7 |xxx, entdo u(X) =R.

Demonstracio. Sejam z > y descritos no axioma de Unboundedness. Tome r € R
qualquer. Suponha que u(x) < r. Tome a sequéncia real (%)meN e note que, por
Unboundedness, para todo m, existe z, € X tal que tu(z,) + (1 — L)u(y) > u(z).
Mas isso implica que u(z,,) > m(u(x) — u(y)) + u(y) para todo m. Como u(x) > u(y),
concluimos que u(z,) — oo. Assim, existe m € N tal que u(z7) > r. Agora note que
existe a € (0,1) tal que r = au(zz) + (1 — a)u(z) = u(azz + (1 — «)z), onde usamos
a afinidade de u na ltima igualdade. Como X ¢é convexo, azsz; + (1 — a)r € X. Por
outro lado, caso u(y) < r < u(z), existe a € (0,1) tal que r = au(z) + (1 — a)u(y) =
u(ax+(1—a)y). Novamente, ax+(1—a)y € X. Por fim, caso r < u(x), um argumento

simétrico ao utilizado no primeiro caso garante que existe z € X tal que u(z) =r. 0O
A relagao definida a seguir sera de grande utilidade.

Definicdo. Seja 7~ uma preferéncia variacional ilimitada. Defina =~* em F por f =~* ¢
se, e somente se, existem h € F e x € X tais que h Z x e 5 f(s) + 3z ~ 3g(s) + sh(s)
para todo s € S.

Sempre que escrevermos ~~*, também estaremos considerando a preferéncia variaci-

onal ilimitada 2~ a partir da qual 7Z* foi definida.

Afirmacdo 2. Sejam f e g atos tais que f =* g. Se h € F e & € X sdo tais que

af(s) + (1 — )z ~ ag(s) + (1 — a)h(s) para todo s € S e algum « € (0,3), entdo
h = Z.
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Demonstragdo. Sejam f,g € F tais que f 2% g. Assim, existem h € F e x € X tais
que h oz e 3f(s) + 3z ~ Lg(s) + h(s) para todo s € S. Além disso, fixe a € (0, 3)
esejam h € F e € X tais que af(s) + (1 — a)z ~ ag(s) + (1 — a)h(s) para todo
s € S. Pelo Lema 6, existe z € X tal que % + (1 — ﬁ) z ~ . Pelo Lema 5, h =~ x
implica que $%-h+ (1 - ﬁ) 2T T+ (1 — ﬁ) z. Note que, pela representagao de
~ |xxx, para todo s € S,

1 1 1 1

L)+ 5~ 2g(s) + Zh(s)
=
1 1 1 1
2 (f(s) + x> + (1 —2a)z ~ 2 <g(s) + h(s)) + (1 - 2a)z
2 2 2 2
=
a a a a
af(s)+ (1 —«) (1_aac+ (1—1_0) z) ~ag(s)+(1—a) (Hh(s)—l— (1— 1—a) z)
Como 1%-x + (1 — ﬁz) ~ T, a ultima linha implica que, para todo s € S,

agls) +(1-a) (1

—

h(s) + (1 — ) z) ~ af(s)+(1—a)z ~ ag(s)+(1—a)h(s).

11—«
Pela representagao de - |xxx, temos que

(07

h(s) + (1— @ )zwh(s).

-«
Por fim, por monotonicidade de -,

- «Q «Q
I~ 1—0zh+<1_1—a)2

Qo a
- 1 —
1—04x+( 1—a>z

~
~ .

]

Lema 7. Para quaisquer atos f e g, f == g implica que h = x para todo h € F e
v € X tais que 3 f(s) + 3z ~ 39(s) + 3h(s) para todo s € S.

Demonstragio. Sejam f e g atos tais que f =* g. Tome h € F e x € X tais que
sf(s)+3x ~ 1g(s)+3h(s) para todo s € S. Note que, pela representacao de 7 restrita
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a atos constantes, para todo a € (0,1) e s € S,

1 1 1 1
SF(5) + 52 ~ () + 3h(s)
—

af(s)+ax+ (1 —2a)x ~ ag(s) + ah(s) + (1 — 2a)z

o ()

Pela afirmacao anterior, temos que 1%-h + (1 — ﬁ) x 77 x para todo a € (0, %) Por

—

af(s)+ (1 - )~ ag(s) + (1= a)

continuidade de 7, concluimos que h 77 . O
Afirmacgao 3. Para todo f € F ex € X, f =* x se, e somente se, f 77 x.

Demonstragio. Fixe f € F e x € X. Como %f(s) + %:13 ~ 3T+ %f(s) para todo s € S,
pela definigdo de =*, é claro que f 2~ x implica que f =* x. Por outro lado, se f * z,

entao, pelo Lema 7, f = x. m
Afirmacgao 4. A preferéncia =* € Bewley-variacional.

Demonstragio. (Reflexividade) Tome qualquer = € X e note que x 2~ = e, para todo
f€F, 3f(s)+ 3z ~ 3f(s) + 3z para todo s € S. Concluimos que f Z* f para todo
feF.

(C-completeza) Tome z,y € X. Por completeza de -, temos que = - y ou y = x.

~J)

* . . ’ * *
Como 7Z* e 77 coincidem para atos constantes, concluimos que = 72" y ou y =% x.

(Transitividade Inequivoca) Sejam f, g, h € F tais que f 72" g e h(s) 2" f(s) para todo
s € S. Como as duas relagoes concordam para atos constantes, h(s) 7 f(s) para todo
s € S. Por independéncia de 7 |xxx, 3h(s) + 32 % 5f(s) + 32 para todo s € S. Além
disso, por defini¢do, existem £ € F ez € X tais que £ T x e 5f(s)+ 352 ~ 59(s)+3&(s)
para todo s € S. Utilizando o Lema 6, tome & € F tal que Th(s)+ sz~ 3g(s)+ %é(s)
para todo s € S. Por transitividade de 7, sabemos que 3g(s) + %é(s) 7 29(s) + 3&(s)
para todo s € S. Pela representacao de - |xxx, temos que é(s) = &(s) para todo
s € S. Por monotonicidade de =, é verdade que € = ¢ = z. Concluimos que h =* g. A

demonstragao para o caso em que f =" g e g(s) 2Z* h(s) para todo s € S é similar.

(Independéncia Dominante) Tome f, g, hi, hy € F tais que f Z=* g e hy 75" ho. Assim,
existem & € Fex € X tais que & 7w e f(s)+ 3z ~ 1g(s) + 1&(s) para todo s € S.
Utilizando o Lema 6, tome & € F tal que $hi(s) + 32 ~ $ha(s) + 3&(s) para todo

s € S. Pelo Lema 7, temos que & - x. Pela representacao de - restrita ao espago de
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atos constantes, isto implica que, para qualquer a € (0, 1),

1 1 1 1

 (@f(3) + (1= @)hu(s)) + 2o~ 1 (agls) + (1 — a)ho(s)) + 3 (a&a(s) + (1~ )ea(s)
para todo s € S. Além disto, como 7~ satisfaz convexidade, temos que a&; + (1 — )&y 7
&1,& 7 x. Concluimos que af + (1 — a)hy 75* ag + (1 — a)hy para todo a € (0, 1).

(Continuidade) Sejam f,g,h € F e sequéncia o' em [0, 1] tal que o™ — a e o™ f +
(1 —a™)g " h para todo m € N. Fixe z € X e, utilizando o Lema 6, tome atos feg

tais que
L1(5) + 22 ~ h(s) + = f(s) para todo s €
5/ (8) + 52 ~ Sh(s) + 5 f(s) para todo s
e (3)
1 11 1.
§g(s) +5a §h(s) gg(s) para todo s € S.

Pela representagao de 7~ |xxx, isto implica que

3 @7 £(s) + (1= a™)g(s)) + 5o ~ sh(s) + 5 (o f(5) + (1~ a™)3(s))

para todo s € S e m € N. Como a”f + (1 —a™)g =* h para todo m € N, pelo Lema
7 temos que

o™ f + (1 —a™)§ = x para todo m € N.
Por continuidade de 77, isto implica que

A

af+(1—a)j .

>

Novamente, por (3) e pela representacao de 77 |x«x, sabemos que

1 1 1

S (@F(9)+ (1= a)g(s) + 5 ~ Thls) + 1 (af(s) + (1 - @)g(s))

para todo s € S. Mas, por definigao, isto quer dizer exatamente que af +(1—a)g 7=* h.

~Y

A demonstragao para o outro conjunto é similar.

(Unboundedness) Segue de Unboundedness de 7 e pelo fato de que as duas preferéncias

coincidem para atos constantes. ]

Pelo Teorema 5, sabemos que existe uma fungao afim, v : X — R, com u(X) = R,

e uma fungdo grounded, convexa e semicontinua inferior ¢ : A — [0, o] tais que, para
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todo f,g € F,

frg = [ulpip+ )= [ulgap e
Pela Afirmacao 3, 7~ e —* coincidem para atos constantes, portanto,
Ty = vy = u(x)+clp) >uly) Vpe A = u(z) > u(y),

onde utilizamos groundedness de ¢ na terceira implicagao dupla. Pelo Lema 1, todo ato

f possui um equivalente de certeza xy tal que f ~ xy. Assim, para todos atos f e g,
fmg = zyZag < ulzy) > u(zy).

Novamente pela Afirmacao 3, f 72" xy. Assim,

/u(f)dp—l—c(p) >u(xy) Vpe A <= gréiilu(f)dp—l—c(p) > u(xy).

Suponha que min,ea u(f)dp + ¢(p) > u(zy). Como u(X) = R, tome y € X tal que
minyea u(f)dp + c(p) > u(y) > u(xy). Mas isso implica que y = zy e f 77" y. Pela

Afirmac@o 3 e por transitividade de 77, f > xy, uma contradicdo. Concluimos que

~J)

w(xy) = minyea u(f)dp + c(p). Portanto,

fZg < ggg/U(f)derC(p) > ggg/U(g)derC(p)

para todos os atos f e g.
Em seguida demonstraremos que (7) implica em (7).
(Reflexividade e transitividade) Seguem por reflexividade e transitividade de >.

(Weak Certainty-Independence) Sejam f,g,€ F, v € X e a € (0,1) tais que af +
(1—a)z Z ag+ (1 —a)z. Tome p € argmingea([ au(f) + (1 — a)u(z)dp + ¢(p)) e
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p € argmingena ([ au(g) + (1 — @)u(x)dp + ¢(p)). Assim, por afinidade de u,

o / w(f)dp+ (1 - a)u(z) + () > a / w(g)dp+ (1 — a)u(z) + c(p)

—
o [ a0+ (1= @yuty) + ) 2 o [ ulg)dp-+ (1 - a)uty) + ()
<
iy ([ () + (1= aatiidy+ ) ) = i [ auto) + (0= o + <60

para qualquer y € X. Concluimos que af + (1 — a)y 2 ag + (1 — a)y para qualquer

ato constante y.

(Continuidade) Sejam f,g,h € F. Tome sequéncia o™ em [0, 1] tal que o™ — a e
a™f+ (1 —a™)g 7 h para todo m € N. Assim, para todo m,

min <am / u(f)dp+ (1 — ™) / u(g)dp—i—c(p)) > min ( / u(h>dp'+c(p'>> —k

mip i
<
o [u(pyip+ (1= am) [ulgydp+ep) = k ¥p e &
—
& [ulhip+(1-a) [ulghdp+elv) = & p € A
<
mip ( [war+a-amars c<p>> > mip ( [ wthyip+ c<p>) |

Portanto, af+(1—a&)g 77 h. Concluimos que o conjunto {« € [0,1] : af +(1—a)g - h}
é fechado. Agora suponha que o f + (1 — a™)g =2 h para todo m € N, isto é,

min <am / u(f)dp + (1 - a™) / u(g)dp+c(p)> < min ( / u(h)dp+c(p)> — k

pEA peEA

para todo m. Suponha por contradi¢do que mingea(a [u(f)dp + (1 — @) [u(g)dp +
¢(p)) > k. Defina ¢ := minpena(a [ u(f)dp+ (1 —a) [u(g)dp+ c(p)) —k > 0. Note que
a™u(f(s)) + (1 —a™u(g(s)) — au(f(s)) + (1 — a)u(g(s)) para todo s € S. Como os
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atos f e g sdo simples, existe m € N tal que, para todom >mes € S,

@™ u(f(s)) + (1 = a™)u(g(s)) — (au(f(s)) + (1 = @)ul(g(s)))| < 0

2
_
cW/ﬁump+u—ww/wm@—(a/Mﬁ@erww/wm@)<gvmeA
—
o [ulpyip-+ (1= am) [ ulg)dp - (a [utnar+a-a [ u(g)dp> > -2 WpeA
<

am/u(f)dp—l—(l—am)/u(g)dp—l—c(p) > k—l—g Vp e A.

Mas entdo minyea (™ [u(f)dp+ (1 —a™) [u(g)dp+ c(p)) > k+ &, 0 que é uma con-
tradigao. Concluimos que minyea (@ [u(f)dp+ (1 — &) [u(g)dp+ c(p)) < k. Portanto,
o conjunto {a € [0,1] : h 7 af + (1 — a)g} ¢é fechado.

(Monotonicidade) Sejam f e g atos tais que f(s) 2= g(s) para todo s € S. Isso implica
que u(f(s)) > u(g(s)) para todo s. Assim, [wu(f)dp > [u(g)dp para todo p € A.
Finalmente, isto implica que minyea ([ u(f)dp + ¢(p)) > minyea ([ u(g)dp + c(p)), isto
& fZy

(Aversao a Incerteza) Tome atos f e g tais que f ~ g, isto é, minyea ([ u(f)dp+c(p)) =

mingea ([ u(g)dp+c(p)). Tome p € arg mingea( [ u(af + (1 —a)gdp+ c(p)) e note que,
para todo a € (0,1),

[ twtar 0= g aps i) = a [ unas+ ) + 1) ( [ atoras + )
> amiy ([ uthio-+ ) + 0= oy [ ato) +00)

pPEA pEA

= min (/ u(f)dp + C(p)> :

Concluimos que af + (1 — a)g 77 f para todo « € (0, 1).
(Unboundedness) Segue por u(X) = R.
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5 Conclusao

Nesta dissertacao desenvolvemos uma demonstracao alternativa de parte do Teorema
de Representacao de Preferéncias Variacionais de Maccheroni, Marinacci e Rustichini
(2006). Para isso, utilizamos a representacao das preferéncias Bewley-variacionais, re-
sultado obtido por Faro (2012). Analogamente, demonstramos o Teorema de Represen-
tagdo de Preferéncias Maxmin, de Gilboa e Schmeidler (1989), aplicando a representa-
¢ao de preferéncias Bewley, resultado obtido por Bewley (1986). Desta forma, além de
contribuir com duas novas demonstracoes, esta dissertagao formaliza duas relacoes: a
relacdo entre as preferéncias variacionais e as Bewley-variacionais e, por outro lado, a
relacao entre as preferéncias maxmin e as Bewley.

No entanto, demonstramos somente parte do principal resultado de Maccheroni,
Marinacci e Rustichini (2006) ao nos utilizarmos de uma versao mais forte de um de
seus axiomas. A razao disso se dd uma vez que a ferramenta que utilizamos, o Teorema
de Representacao de Preferéncias Bewley-variacionais, requer a validade de tal axioma.

Dessa forma, uma extensao deste trabalho é a investigacdo acerca da demonstragao
alternativa completa do Teorema de Representacao de Preferéncias Variacionais, ainda
utilizando sua relagdo com as preferéncias Bewley-variacionais. Uma possivel opcao se-
ria buscar produzir um Teorema de Representacao de Preferéncias Bewley-variacionais
modificado, substituindo o axioma de Unboundedness por outro axioma que a relacao

induzida definida a partir da preferéncia Variacional respeite.
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