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Resumo

Nesse trabalho, estabelecemos resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes
para algumas classes de problemas elipticos semilineares peridédicos e assintoticamente
peridédicos. Consideramos trés tipos de problemas: a equacgao de Schrodinger, caso posi-
tivo definido; a equacao de Schrodinger, caso indefinido, e uma classe de sistemas hamilto-
nianos. As principais ferramentas utilizadas sao métodos variacionais, tais como Teorema
do Passo da Montanha, Teoremas de Linking, Variedade de Nehari Generalizada e o

Principio de Concentracao de Compacidade de Lions.

Palavras-Chaves: Teorema do Passo da Montanha, Teorema de Linking, equacao de
Schrodinger semilinear, sistema hamiltoniano, variedade de Nehari generalizada, assinto-

ticamente periddico.
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Abstract

In this work, we establish some results on the existence and multiplicity of solutions
for some classes of semilinear elliptic periodic and asymptotically periodic problems. We
consider three types of problems: the Schrodinger equation, positive definite case; the
Schrodinger equation, indefinite case, and a class of Hamiltonian systems. The main tools
used are variational methods, such as the Mountain Pass Theorem, Linking Theorems,

Generalized Nehari Manifold and Concentration Compactness Principle of Lions.

Keywords: Mountain Pass Theorem, Linking Theorem, Schrodinger semilinear equa-

tion, Hamiltonian system, generalized Nehari manifold, asymptotically periodic.
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Notacoes

RY é o espaco euclidiano de dimensdo N com pontos z = (21, -+, Zx).

E é um espaco de Hilbert com produto interno (-, ) e norma induzida || - ||.

B,(y) ¢ abola de centro y e raio r em RY ou E. Escreveremos B, no lugar de B,(0).
on(1) denota uma funcao dependendo de n € N que tende a 0 quando n — oo.

o(t) denota uma fungado dependendo de t € R que tende a 0 quando t — 0.

du Ouy

Vu é o gradiente de uma funcao real u: Vu = ((%1, ) Beg

A denota o laplaciano: A = Zﬁ\; %.
|2 é a medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel €.

denotaremos [, u(x)dz simplesmente por [, u e quando Q = RY, abreviaremos es-

crevendo [ u.

LP(Q2) é o espago usual de Lebesgue com norma | - |,.

H'(R") representa o espaco de Sobolev usual com norma ||ul|g: = [(|Vul* 4+ u?).
F:={p e CRY,R)NL®RY,R): Ve >0, [{z € RV : |p(z)| > e}| < oo}

o(A) denota o espectro do operador A.

Xq representa a funcao caracteristica do conjunto €.



Introducao

Neste trabalho, estudaremos resultados sobre existéncia e multiplicidade de solucoes
para problemas elipticos em RY. Os dois primeiros capitulos serao dedicados ao estudo

da equagao de Schrodinger
—Au+V(z)u = f(z,u), v € RY, (1)

emqueV :RY 5 Re f:RYxR — R sao funcoes continuas. No Capitulo 1, analisaremos
o caso definido, isto é, quando o espectro do operador —A + V esta inteiramente contido
no intervalo (0, +00). J& no Capitulo 2, consideraremos o caso indefinido, ou seja, quando
este espectro intercepta o intervalo (—oo,0). No Capitulo 3, estudaremos uma classe de

sistema hamiltoniano do tipo

—Au+V(z)u = Fy(z,u,v), z € RY,
{ V(@)= Fo0), 1 € o

—Av +V(2)v = Fy(z,u,v), v € RY,

em que V : RY — R é uma funcio continua, F : RY x R? — R ¢ de classe C! e
F,, F, denotam as derivadas parciais de F' com respeito a segunda e terceira variavel,
respectivamente.

Em cada um dos problemas citados acima, além de olhar o caso em que o potencial V'
e a nao linearidade sao periédicos na variavel x, nos ocuparemos também com o caso em
que estas fungoes sao perturbacoes de fungoes periddicas no infinito.

Embora tais problemas tenham que ser abordados caso a caso, podemos dizer que a
metodologia para trata-los é muito semelhante. De um modo geral, cada um deles pode

ser visto como a equacao de Euler-Lagrange de um funcional I definido em um espaco
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de Hilbert apropriado. Assim, estes problemas pertencem a um contexto variacional e
portanto podemos fazer uso das ferramentas variacionais ja consolidadas. No entanto,
uma das principais dificuldades que temos que lidar com problemas em RY ¢ a perda de
compacidade ocasionada por translagoes. Com intuito de recuperar alguma informacao
sobre o comportamento de sequéncias de Cerami (isto é, sequéncias (u,) satisfazendo
I(up) = ce (14 ||un|) || (un)]| — 0), serd 1til olhar para o problema limite. Por assumir

certas hipoteses técnicas, temos que o funcional I pode ser escrito como

I{u) = Ino(u) + ¢(u).

Desse modo, I é uma perturbacao do funcional I, e @ é a perturbacao, que vamos
assumir ser sempre nao positiva. O funcional I, serd invariante por translagoes inteiras,
ou seja, Io(u(- —y)) = Io(u) para todo y € Z¥. Uma vez obtida uma sequéncia de
Cerami via Teorema do Passo da Montanha, para o Capitulo 1, ou Teorema de Linking,
para os Capitulos 2 e 3, provaremos que tal sequéncia é limitada. Dali, teremos que uma
subsequéncia converge fraco para um ponto critico de . Se este ponto critico for nao nulo,
o resultado de existéncia segue. Caso contrario, usando o Principio de Concentragao de
Compacidade de Lions, a menos de translagao, obteremos uma subsequéncia que converge
para um ponto critico nao nulo do funcional limite I,. Comparando os niveis criticos
e usando o Teorema do Passo da Montanha Local para o Capitulo 1, ou o Teorema de
Linking Local para os Capitulos 2 e 3, obteremos a existéncia de um ponto critico nao
nulo para [ e portanto concluiremos.

Para descrever em detalhes os resultados obtidos, dividimos o restante desta introducao
em trés secoes. Em cada uma delas apresentamos de modo sucinto o conteido dos

capitulos subsequentes.

Equacao de Schrodinger subcritica: caso definido

No Capitulo 1, estudaremos a existéncia de solugoes nao triviais para a equagao
de Schrodinger semilinear (1). Assumiremos que V' é uma perturbacao de uma fungao
peridédica no infinito. Com o objetivo de definir mais precisamente o que isto significa,

denotaremos por F a seguinte classe de funcoes
F={pe CRY,R)NL®R",R): Ve >0, |[{z € RV : |p(z)| > e}| < o0}

A nossa hipdtese no potencial sera:

(V) existem uma constante ag > 0 e uma funcao V,, € C(RM,R), 1-periédica em

4
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r1,...,xN, tailsque Voo —V € Fe
Veo(z) > V(2) > ag > 0, para todo z € RY,
em que x = (z1,...,7y) € RV,
Considerando F(z,t) fo 7, s)ds a primitiva de f € C(RY x R,R) e
F(z,t) := %f(x, )t — F(z,t),

assumiremos também as seguintes hipoteses:

(f1) F(z,t) > 0para (z,t) € RY xR e f(z,t) = o(t) uniformemente em z € RY quando
t — 0;

(f2) para todo r > 0 vale

q(r) = inf{F(z,t) :z € RN e |t| > r} > 0;

(f3) existem constantes a; > 0, Ry > 0 e 7 > max{1, N/2} tais que
F@, )" < alt] F(a, 1),

para todo x € RN [t| > Ry ;
(f1) F é superquadratica no infinito, isto é,

F(x,t
lim ) =+
[t|—+o0 t2

uniformemente em z € RY;

(f5) existem po € (2,2%), p € F e foo € C(RY x R, R), 1-periédica em 1, ..., zy, tais
que:
(i) F(z,t) > F(z,t) = fg foo(z, 8)ds, para todo (z,t) € RN x R;
(1) 1£(21) = fool, )] < p(@)[tP~"", para todo (z,) € RY x R

fool(,1)
2]

O principal resultado do Capitulo 1 é o seguinte:

(iii) t — é crescente em (—o00,0) e (0, 00), para cada z € RY.
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Teorema 1.1. Suponha que V satisfaca (Vy) e f satisfaca (fi) — (fs). Entdo o problema

(1) possui uma solugdo nao trivial.

Daremos aqui uma descricao da demonstragao deste teorema. A hipétese (V) nos

permite usar em H!'(R”Y) a norma equivalente

\muz(/hvmﬁ+vmw%)ua

Por (f1), (fs) e (f1), temos que o funcional

1) = gl = [ P
¢ de classe C'* e possui a geometria do passo da montanha. Assim, podemos usar o Teorema
do Passo da Montanha para obter uma sequéncia de Cerami para o funcional I em um
nivel positivo. Para obter a limitacao para este tipo de sequéncia, usaremos as hipoteses
(f2) — (f1). Passando para uma subsequéncia, temos que o limite fraco serd ponto critico
para I. Se este limite fraco for nao nulo, teremos a existéncia de solugao. Se o limite fraco
for nulo, entao o préximo passo é usar o Principio de Concentragao de Compacidade de
Lions para obter, a menos de translagao, uma subsequéncia que converge para um limite
fraco nao nulo que serd solucao do problema periddico associado. Comparando os niveis
e usando uma versao local do Teorema do Passo da Montanha, concluiremos a prova.
Para o caso periddico podemos obter existéncia de solucao de energia minima sem a

necessidade da condigao (f5) e nosso resultado sera:

Teorema 1.2. Suponha que Vo (-) € foo(-,t) sdo fungoes I1-periodicas em x1,...,xyN, €
Vo (z) > 0 para todo x € RYN. Se f satisfaz (f1), (f3), (f1) e

(fo) Foo(,t) := tfoo(@, 1)t — Fog(x,t) > 0 para todo t # 0,
entdo o problema (1) possui uma solugdao de energia minima.

Problemas como (1) tém sido foco de intensa pesquisa nos tltimos anos. Inicialmente,
varios autores trataram o caso em que f comporta-se como q(z)|u|Plu,1 <p <2*—1eV
sendo uma constante (veja [5, 7]). Nos trabalhos de P.H. Rabinowitz [25] e V. Coti-Zelati

e P.H. Rabinowtz [13], foi imposta a classica condigao devido a Ambrosetti-Rabinowitz:
(AR) existe u > 2 tal que 0 < pF'(z,t) < f(z,t)t, v € RN ¢ #£0.

Essa hipotese nos permite mostrar que sequéncias de Palais-Smale sao limitadas. Con-

tudo ela é bastante restritiva. Neste trabalho utilizamos a condicao (f3), que é mais fraca

6
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que a condi¢ao (AR), conforme demonstrado no artigo de Y. Ding e C. Lee [14]. Pelo que
temos conhecimento, este foi o primeiro artigo em que tal condicao foi usada. Vamos dar
no que segue uma ideia da prova de que a condicao (f3) é mais fraca que (AR). Supo-
nha que f satisfaga (AR) e |f(z,t)| < C|t]P~1, p € (2,2%). Usando (AR) e considerando
0<v<N+p+ Np/2, segue que

L Ft) | |
2 Fwoi 2 o >|t|v

para |t| suficientemente grande. Definido 7 = (p — v)/(p — 2), vemos que 7 > N/2. Além

disso, a condigao de crescimento implica

‘t|27’ — ‘t|27’—p(7’—1) ’t|l/

para [t| suficientemente grande. Logo

L Pt (fon

2" ot

Multiplicando ambos os membro dessa desigualdade por f(x,t)t, obtemos (f3) com a; = 1.

Enfatizamos que, no Teorema 1.1, nao estamos supondo periodicidade para as fungoes
V ou f(-,t). Em vez disso, consideramos o caso assintoticamente periddico, do mesmo
modo que aparece no artigo de H.F. Lins e E.A.B. Silva [20]. A condigdo (f5) descreve
esta hipdtese de assintoticidade periédica para a nao linearidade f. Um trabalho pioneiro
que aborda problemas como (1.1) é devido a S. Alama e Y.Y. Li [1] que foca o caso em
que V =1 e f assintoticamente periddico em um certo sentido. Também citamos os
artigos [2, 3, 20, 22, 27, 28] para alguns resultados relacionados. Observamos que nossas
sobre f implicam F (z,t) — oo quando [t| — oo. Este tipo de condicao foi usada pela
primeira vez em um artigo devido a D.G. Costa e C.A. Magalhaes [11], onde os autores a
chamaram de condi¢ao de nao quadraticidade.

Como um exemplo de aplicacao de nosso principal resultado, tomemos a € C(RY R)

I-periédica em z1,...,zx com a(x) > 2. Defina as fungoes
Fla,t) == a(z)tIn(l +t) + e t(In(1 4 1) + 1 — cos(t)), ¢ > 0,

foolz,t) :==a(z)tIn(l +1t), t >0,

flz,t) := —f(x,—1), foolz,t) := — foo(x, —t) para t < 0. Esta fungao satisfaz (f1) — (f5),
mas nao satisfaz (AR). Além disso, f(z,t)/t é oscilante e, deste modo, a abordagem
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usando variedade de Nehari como em [30] nao é aplicavel.
Finalizamos observando que os resultados do Capitulo 1 generalizam [24] para o caso
do operador laplaciano e complementam os resultados apresentados em [19] e [29] para o

caso assintoticamente periddico.

Equacao de Schrodinger subcritica: caso indefinido

No Capitulo 2, estudaremos a existéncia de solugoes nao triviais para a equacao de
Schrodinger semilinear (1) considerando o caso em que espectro do operador —A + V
contém elementos negativos. Neste caso, o potencial V' devera mudar de sinal.

Para o potencial V| assumiremos as condigoes:
(Vo) V(z) =V (z1,...,2n) é l-periédica em 1, ..., xy;
(V1) 0€ao(—A+V)ea(—A+V)N(—00,0) # 0.

Estas condigdes garantem que em H'(R™) existe uma norma || - ||, equivalente a usual,
tal que
JU9aP + V@) = o P = a2, w= € B

em que E denota o espaco H'(RY) com esta norma equivalente e vale a decomposicao
ortogonal £ = E~ @ E*, com E* sendo subespacos de F com dimensao infinita. A
funcao f € C(RY x R, R) serd como no caso definido. Nesse novo contexto, nio podemos
fazer uso direto do Teorema do Passo da Montanha. Comentamos que existem autores
que tratam problemas indefinidos por meio de uma reducao ao Teorema do Passo da
Montanha em E*, como por exemplo J. Wang, J. Xu e F. Zhang [32]. No entanto,
preferimos fazer uso de um teorema de linking devido a W. Kryszewski e A. Szulkin [17]
para obter uma sequéncia de Cerami em um nivel positivo, que provamos ser limitada.
Passando para uma subsequéncia, temos que o limite fraco serd uma solugao fraca de (1).
Se este limite fraco for nao nulo, o resultado segue. No caso em que o limite fraco é nulo,
usando (fs5) e o principio de concentracao de compacidade de Lions, teremos, a menos
de translacao, uma subsequéncia que converge para um limite fraco, e este limite solucao
nao nula do problema peridédico associado. Comparando os niveis, poderemos usar um
teorema abstrato, que descrevemos mais adiante, para garantir que o problema (1) possui
uma solucao nao nula.

Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 2.1. Suponha que V satisfaca (Vo) — (V1) e f satisfaca (fi) — (fs). Entao o

problema (1) possui uma solu¢do ndo trivial.

8
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A equacao de Schrodinger (1) tem sido estudada extensivamente sob as condigoes
(Vo) — (V1). Entre estes trabalhos, podemos citar [14, 15, 17, 18, 23, 29, 31]. Em [17], W.
Kryszewski e A. Szulkin generalizaram um teorema de linking e asseguraram a existéncia
de uma solucao nao trivial, assumindo periodicidade. Posteriormente, supondo f assinto-
ticamente periédica, G. Li e A. Szulkin [18] também obtiveram solugao para (1). Usando
uma generaliza¢ao da variedade de Nehari e assumindo periodicidade, A. Pankov [23] de-
monstrou a existéncia de solugao de energia minima para (1). Observamos que em todos
os trabalhos mencionados acima, foi assumida a condigao (AR). Ainda podemos citar os
trabalhos [9, 10] para o caso periédico e com expoente critico.

Ainda assumindo periodicidade, Y. Ding e C. Lee [14] substituiram a condi¢ao (AR)

pela hipdtese (f3) e (f1), obtendo resultados de existéncia. Assumindo a condigao (fy) e

| fGen
t

é crescente em (—00,0) e (0, 00),

os autores A. Szulkin e T. Weth [29], G. Evéquoz e T. Weth [15] e J. Wang et al [31]
usaram a variedade de Nehari generalizada e provaram existéncia de solugao de energia
minima para (1) sob diversas hipdteses do potencial V(z) e da nao linearidade f. Destes
trés, somente [15] nao usa periodicidade.

Podemos dizer que o principal objetivo desse capitulo é melhorar os resultados obtidos
em [18], retirando a condi¢ao de (AR) e generalizando a classe de fungoes assintoticamente
periodicas. Além disso, conforme citado anteriormente, a prova do resultado de existéncia
depende de uma versao do Teorema de Linking que, até onde sabemos, nao havia sido
considerado na literatura. Nos préximos paragrafos descrevemos em detalhes este resul-
tado.

Seja (F, (-,-)) um espago de Hilbert real com decomposigao ortogonal £ = E~ @ E™.
Assim, qualquer elemento u € E pode ser escrito de modo tinico como u = u* 4+ u~, com

u® € E*. Dada uma sequéncia ortonormal total (e;,) em E~, definimos

oo
I, _
Jul = max{|ru+||, > el ,ek>|}
k=1
e chamamos de 7-topologia a topologia gerada por esta norma. Dado um conjunto M C F,
dizemos que uma homotopia h : [0,1] x M — E é admissivel se
(i) h é T-continua, isto é, se t, — t e u, — u entdo h(t,,u,) — h(t,u);

(ii) para cada (t,u) € [0, 1] x M existe uma vizinhanca U de (¢, u) na topologia produto
de [0,1] e (E,7) tal que o conjunto {w — h(t,w) : (t,w) € UN ([0,1] x M)} esta
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contido em um subespaco de dimensao finita de F.

O simbolo I' ir4 denotar a seguinte classe de aplicagoes admissiveis

I''={ heC(0,1] x M, E) : h é admissivel, h(0,-) = Idy,
I(h(t, z)) < max{I(u),—1} para todo (t,z) € [0,1] x M}.

Nosso resultado abstrato pode ser estabelecido como segue:

Teorema 2.3. Seja
1 1
I(u) = = ||ut|]? = =|lu”||* = J(u),
() = G = Sl = J(w)
em que J : E — R € limitado inferiormente, fracamente sequencialmente semicontinuo
inferiormente e J' € fracamente sequencialmente continuo. Suponha que existam ug €

E\{0}, a >0 e R>r >0 tais que

inf I(u) > a, sup I(u) <0,

{ueE*:|lul=r} u€OM

sendo
M={u=tuy+u : u €E, ||Ju| <R, t>0}

e OM denotando a fronteira de M relativo a Rug & E~. Se para algum hg € I' vale

¢ =inf sup I(h(1,u)) = sup I(ho(1,u)),

hel yem ueM
entdo I possui um ponto critico u € ho(1, M) que é nao nulo e satisfaz I(u) = c.

Em [18], G. Li e A. Szulkin provaram que sem hipdtese de existéncia da aplica¢ao hg
no teorema acima, podemos obter uma sequéncia de Cerami para o funcional I no nivel
¢ (veja também [17] para mais detalhes sobre a 7-topologia) . Contudo, nas condigoes
do Teorema 2.1, nds nao conseguimos provar que I satisfaz a condi¢ao de compacidade
de Cerami. Assim, precisamos usar o teorema abstrato acima, juntamente com um argu-
mento indireto de comparacao de niveis com o funcional assintético para obter a solucao
desejada. Vale a pena mencionar que o nosso resultado abstrato pode ser usado em outros
tipos de problemas em que aparecem funcionais indefinidos que nao satisfazem condicoes

de compacidade habituais.

10
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Sistema Hamiltoniano

Por 1ltimo, no Capitulo 3, estabeleceremos resultados de existéncia e multiplicidade
de solugao para uma classe de sistemas Hamiltonianos do tipo (2). Consideraremos os
casos em que F' é periddica e assintoticamente periddica.

Para o potencial V', assumiremos a seguinte condi¢ao de periodicidade:
(Vo) V(z) =V (z1,29,...,xy) é l-periddica nas variaveis x1, za,- -+, Tn.

Na Secao 1, iremos tratar o caso em que a nao linearidade F' é periédica. Além disso,

motivados pelo caso escalar, assumiremos que F satisfaz as seguintes hipdteses :

(Fy) F(z,z) é 1-periddica nas varidveis x1, za, -+ , Tn;

(F}) existem C >0epe€ (2,2N/(N —2)) tais que

|F.(z,2)| < C(1+ |2zP™"), para cada (z,z) € RY x R

(Fp) F.(z,z) = o(]z]) quando |z| — 0, uniformemente para z € R";

(F3) F‘(jif) — 0o quando |z| — oo, uniformemente para z € RY;

(Fy) existe uma fungio g : RY x RT — RT crescente na segunda variavel tal que

F.(z,2) = g(x,|2])z, par cada (z,2) € RY x R?

Em vista das condic¢oes (F;) — (F3), podemos usar técnicas variacionais para tratar
o problema. Conforme pode ser visto da hipétese (F3), estamos interessados no caso em
que F' é superquadratica no infinito. Desde o trabalho seminal de A. Ambrosetti e P.H.
Rabinowitz [4], problemas superlineares no infinito sdo objetos de intensa pesquisa. E
bem conhecido que a condigao superlinear introduzida neste artigo, a saber, no contexto

de sistemas,

(AR) existe p > 2 tal que para todo z € RY, z € R?\ {0} vale

0< pF(z,2) < F.x,z)- 2.

é suficiente para provar que sequéncias de Palais-Smale do funcional associado sao limi-
tadas. Um calculo padrao nos mostra que esta hip6tese implica que F'(z,z) > ¢|z|* para

|z] > 1 e, desse modo, a condi¢ao (F3) é mais fraca que (AR).
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Introducao

Para a equagao escalar —Au+V (z)u = f(x,u), existem muitos resultados que substi-
tuem a condic¢do (AR) pela condigao andloga de (F3). Muitos deles abordam o problema
usando projecao sobre a variedade de Nehari e, para isso, os autores supoem uma condig¢ao
de monotonicidade para o quociente f(x,t)/t. A nossa hipdtese (F) é uma maneira de
estender esta condicao de monotonicidade para a nao linearidade F'.

Com o proposito de estabelecer nosso primeiro resultado de existéncia, lembramos
que, para algum espago de Banach E e algum funcional I € C'(E,R), temos que solugoes
fracas de (2) sdo pontos criticos de I. Dizemos que z; € E é uma solugao de energia

minima para (2) se
I(up) = inf{I(u) : w € E\ {0} é uma solucao fraca de (2)}.

Em nosso primeiro resultado do Capitulo 3 provamos a existéncia deste tipo de solucao:

Teorema 3.1. Suponha que V satisfaca (Vi) e F satisfaca (Fy) — (Fy) . Entdo o problema

(2) possui uma solugdo de energia minima.

Devido a natureza do nosso sistema, temos que o funcional associado ao problema
(3.1) é fortemente indefinido. Assim, a abordagem usual usando variedade de Nehari
nao funciona. Em [23], A. Pankov introduziu a variedade de Nehari generalizada para
tratar funcionais indefinidos e em seu trabalho impos algumas condi¢oes técnicas sobre a
nao linearidade, de modo a garantir que esta variedade fosse regular. Recentemente, A.
Szulkin e T. Weth [30] desenvolveram uma nova abordagem que se baseia em um método
de reducao e nos permite provar que pontos de minimo do funcional I restrito a variedade
de Nehari generalizada sao pontos criticos do funcional sem restrigao.

Vale a pena observar que, nas condicoes do Teorema 3.1, o funcional associado é

invariante por translagoes inteiras. Assim, se z é uma solugao de (3.1), definindo

(a*2)(z) = 2(x+a), acZ,

temos que a * z também sera solugao de (3.1). Duas solugbes z1 e 29 sdo ditas geometri-
camente distintas se a * 2; # 2, para todo a € Z". Tendo em vista a simetria do nosso
problema, é natural perguntar se podemos obter solucoes geometricamente distintas da
solugao obtida pelo Teorema 3.1. A resposta é positiva. De fato, em nosso préximo

resultado, obtemos infinitas solugoes.

Teorema 3.2. Suponha que V satisfaca (Vy) e F satisfaca (Fo) — (Fy). Entao, existem

infinitas solugdoes geometricamente distintas para o problema (2).
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Introducao

Este teorema serd provado como uma aplicagao de um resultado abstrato devido a T.
Bartsch e Y. Ding [6]. Embora ele garanta a existéncia de pontos criticos para I com
energia crescente, nés nao podemos estimar os niveis de energia das nossas solucoes, visto
que usamos um argumento indireto. Outro ponto chave na demonstracao é um resultado
técnico devido a V. Coti-Zelati e P.H. Rabinowitz [12], o qual fornece informagoes sobre
o comportamento de sequéncias de Palais-Smale na presenca de periodicidade.

Apresentamos aqui um exemplo de uma aplicacao para nossos dois ultimos teoremas.

Seja a € C'(RY,R) positiva e 1-periédica em zy,-- -,y e considere
a(z) 2(|2]% — 1) In(1 + |2]) + 2|2| — |2]?> + 41In(2) — 3], se |z| > 1,
F 4
(x,2) = (2)
a(x
1 [ = 2]z 4+ 2(1 + [2[*) In(1 + [2]})], se |2| < 1.

Podemos ver que esta nao linearidade satisfaz (Fy) — (Fy), com

a(z)In(l+1¢), set >1
gla,t) =
a(z)In(1+?), se 0 <t < 1.

Contudo, ela nao satisfaz a hipétese (AR).
Em nosso resultado final, consideramos o caso em que F' é assintoticamente periodica.

Para especificar melhor essa nova condigao, precisamos introduzir a funcao auxiliar
~ 1
F(z,z) = §FZ(1’, 2)z — F(z,2),

para (r,z) € RY x R? e considerar as hipéteses abaixo
(Fs) para todo r > 0 vale ¢(r) := inf{F(z,2) : 2 € RN ¢ |z| > r} > 0;

(Fs) existem constantes ¢ > 0, Ry > 0 7 > N/2 tais que

|F.(z, 2)|" < co|2|"F(x, z) para todo (z,z) € RN x R? satisfazendo |z| > Ry;

(F;) existem po € (2,2%), ¢ € F e Fy, satisfazendo (Fy) — (F}) tais que:
(i) F(z,2) > Fy(x,2) para todo (z,2) € RY x R? e

(ii) |Fo(w,2) — Foo (2, 2)| < @(x)|2[P~! para todo (z,z) € RY x R2,

Teorema 3.3. Suponha que V satisfaca (Vo) e F satisfaca (Fy) e (Fs) — (Fy). Entdo o

problema (2) possui uma solu¢ao ndo trivial.
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Introducao

A demonstracao deste teorema consiste em aplicar o Teorema de Linking para obter
uma sequencia de Cerami em um nivel positivo, que provamos ser limitada. Passando para
uma subsequéncia, temos que o limite fraco serd uma solugao fraca de (2). Se este limite
fraco for nao nulo, o resultado segue. No caso em que o limite fraco é nulo, usando (F7) e
o principio de concentracao de compacidade de Lions, teremos a menos de translacao, que
o limite fraco converge para uma solucao nao nula do problema limite, isto é, o problema
(2) com F,, no lugar de F. Comparando os niveis, poderemos usar a versao local do
Teorema de Linking estabelecida no Capitulo 2 para garantir que o problema (3.1) possui
uma solucao nao nula.

A condigao (F%) foi introduzida por H.F. Lins e E.A.B. Silva [20] no estudo de uma
equagao de Schrodinger. Pelo que temos conhecimento, a condi¢ao (Fg) foi introduzida
por Y. Ding e C. Lee [14] como uma alternativa para substituir a condi¢do (AR). Esta
condigao também foi usada em [33] no contexto da equagao de Schrodinger. Finalmente,
mencionamos o artigo de R. Zhang, J. Chen e F. Zhao [35] onde os autores consideraram
o caso periédico de (2) com potencial indefinido. A condigao técnica (F3) é importante
na prova da limitagdo de sequéncias de Cerami (veja [16] para algo relacionado). Esta
hipétese é claramente satisfeita para o caso periddico.

Esta tese é organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1 estudamos a equacao de
Schrodinger definida e assintoticamente periddica, no Capitulo 2 consideramos a equacao
de Schrodinger indefinida com termos assintoticamente periddicos, bem como a versao lo-
cal do Teorema de Linking. O Capitulo 3 trata de uma classe de sistemas Hamiltonianos
no qual consideramos o caso periddico e assintoticamente peridédico. Acrescentamos um
Apéndice com uma descricao do método da variedade de Nehari generalizada. Para
facilitar a leitura, no inicio de cada capitulo faremos uma recapitulacao das hipoteses e
resultados que serao provados. Desse modo, a leitura de cada um deles pode ser feita de

maneira independente, sem prejuizo para o entendimento.
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CAPITULO 1

Equacdo de Schrodinger definida e assintoticamente periddica

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solu¢oes nao triviais para a equacao de
Schrodinger semilinear

—Au+V(z)u = f(z,u), v € RY, (1.1)

emqueV :RY = Re f:RY xR — R sao funcoes continuas com V positiva. Nosso prin-
cipal resultado estabelece existéncia de solugdo para o problema (1.1) sob uma condigao
de periodicidade assintotica no infinito.

Para descrever precisamente nosso resultado resultado vamos introduzir a seguinte

classe de fungoes:
F={pc CRY,R)NL=®RN R): Ve >0, [{z € RY : |p(z)| > }| < 0o}

Vamos supor que V' é uma perturbacao de uma funcao periédica no infinito no seguinte

sentido:

V,) existem uma constante ay > 0 e uma funcdo Voo € C(RM R), 1-periédica em
¢

r1,...,xN, tais que Voo —V € Fe
Vao(x) > V() > ag > 0, para todo » € R,

em que = (z1,...,zy) € RV,
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Considerando F(z,t) fo x,8)ds a primitiva de f e
~ 1
F(x7t> = éf(xut)t_F(x7t>7

assumiremos também as seguintes hipdteses:

f1) F(x,t) >0 para (z,t) € RV xRe f(x,t) = o(t) uniformemente em x € RY quando
(
t—0;

(f2) para todo r > 0 vale

q(r) == inf{F(z,t) : 2 € RY e |t| > r} > 0;

(f3) existem a; >0, Ry > 0 e 7 > max{1, N/2} tais que
F@, )" < alt] Fa, 1),

para todo x € R |t| > Ry ;
(f1) F é superquadratica no infinito, isto é,

F(z,t
lim (z,1) = 400
[t|l—+o0 12

uniformemente em = € RY;

(fs) existem po € (2,2%), v € F e fo € C(RY x R,R), 1-periédica em 1, ..., zy, tais
que:
(i) F(z,t) > Fo(z,t) = fg foo(z, 8)ds, para todo (z,t) € RN x R;
(i) [f(z,t) = fool2, )| < p(@)[t]P~"", para todo (z,t) € RY x R;

(i) (@) °°| (ﬁ’ )

O principal resultado deste capitulo pode ser estabelecido como segue:

é crescente em (—o0,0) e (0,00), para cada z € RY.

Teorema 1.1. Suponha que V satisfaz (Vo) e f satisfaz (fi) — (f5). Entao o problema

(1.1) possui uma solu¢ao nao trivial.

Com uma pequena alteragao em nossos cdlculos, podemos obter existéncia de solucao
de energia minima para o problema periédico. Nesta situagao, nao precisaremos da

condigao (f5) e nosso resultado é o seguinte:
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1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Teorema 1.2. Suponha que Vi (-) € foo(+,t) sdo fungoes 1-periddicas em x1,...,xy, €
Voo(x) > 0 para todo x € RN, Se f.. satisfaz (f1), (f3), (f1) e

(f2) Foola,t) = Lfos(x,t)t — Foo(z,t) > 0 para todo x € RY et # 0,

2

entao o problema (1.1) possui uma solu¢do de energia minima.

Este capitulo possui mais duas secoes. Na primeira, apresentaremos as ferramen-
tas principais para obtenc¢ao dos nossos resultados, descreveremos a estrutura variacional
associado ao problema (1.1) e provaremos vérios lemas auxiliares. Na ultima segao, de-

monstraremos os Teoremas 1.1 e 1.2.

1.1 Resultados preliminares

Nessa secao, descreveremos a estrutura variacional relacionada ao problema (1.1).
Mostraremos que o funcional associado possui a geometria requerida pelo Teorema do
Passo da Montanha e que sequéncias de Cerami sao limitadas. Além disso, apresentaremos
o Teorema Local do Passo da Montanha e alguns lemas que serao uteis na demonstracao
do nosso principal teorema.

Com intuito de obter os pontos criticos, iremos usar o seguinte resultado abstrato,
devido a H. F. Lins e E.A.B. Silva [20, Teorema 2.3].

Teorema 1.3 (versao local do Passo da Montanha). Seja E um espago de Banach real.
Suponha que I € C*(E,R) satisfaz 1(0) =0 e

(PM,) existem p,a > 0 tais que I(u) > a > 0 para todo |ul| = p;
(PMs) existe e € E com |le|| > p tal que I(e) < 0.

Denote
I':= {’7 € O([O’ 1]7 E) : 7(0) =0, H'Y(l)H > P, 1(7(1)) < 0}

= inf max I(y(t)).
¢ = Inf max (v(1))

Se existe yp € I' tal que

— T(o(t
¢ = max (70(1)),

entdo I possui um ponto critico nao trivial u € vo([0,1]) tal que I(u) = c.
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1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Em toda a se¢ao assumiremos que o potencial V' satisfaz a condic¢ao (V5). Isto implica

que a norma

Jul? = / (V> + V(@)?), ue H'RY),

é equivalente a norma usual de H'(RY). No que segue, iremos denotar por £ o espaco
H'(RY) munido da norma acima.
Em nosso primeiro lema, obtemos estimativas basicas sobre o crescimento da nao

linearidade f.

Lema 1.4. Suponha que f satisfaca (f1), (f3) e (fs5)-(ii). Entdo, dado € > 0, existe
C. >0 epe(2,2%) tais que

[f(@, )] < eft] + CeltP™, [F(a,t)] < eft” + C|t]?, (1.2)
para todo (v,t) € RY x R.
Demonstragao. Tomando ¢ > 0 e usando (f), obtemos § > 0 tal que
|f(z,t)| <elt], z € RY, |t| <6. (1.3)
Por (f3), existe Ry > 0 satisfazendo
f(@, )] < aft Fla,t) < %Itl”llf(%t)l, v €RY, |t| > Ri.

Dai, pondo p = 27/(7 — 1) e lembrando que 7 > N/2, concluimos que 2 < p < 2*. Além
disso,
f(z,8)] < Clt|=1 = CltP~, =z € RN, |t| > Ry. (1.4)

Segue da continuidade e periodicidade de f,, que existe M > 0 tal que
[foolz,t)| < M, z € RV, 6 < [t| < Ry.

Agora, usando (f5)-(i7), obtemos

[f (@, )] < JlooftfP= "+ M < (Isoloo + > ="t 2 e RY, 6 < Jt| < Ri.

5poo_1

Isto, (1.3) e (1.4) comprovam a primeira desigualdade em (1.2). A segunda é obtida

diretamente por integracao. L]
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1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Em vista do lema acima, fica bem definido o funcional I : E — R dado por

Hw:%MW—/HLW

Além disso, argumentos padroes implicam que I € C'(E,R) com derivada de Frechét

dada por
u)o = / (VuVo + V(z)uv) — / Fo ),

para quaisquer u, v € E. Assim, os pontos criticos de I sao precisamente solugoes fracas
do problema (1.1).
Nosso préoximo resultado prova que o funcional I satisfaz as condigoes geométricas do

Teorema do Passo da Montanha.

Lema 1.5. Suponha que f satisfaca (f1), (f3), (fa) e (f5)-(i1). Entao I satisfaz (PM;)
(& (PMQ)

Demonstracao. Pelo Lema 1.4 e a desigualdade de Sobolev temos que, para u € E,
[ F) < cfu+ Cululy < CuslulP + Callul

para constantes C,Cy > 0. Uma vez que p > 2, temos que

102 (5= Cie) IulP + offul?)

quando ||u|| — 0. Assim, para ||u|| = p suficientemente pequeno, temos que I(u) > a > 0.
Isto prova (PMj).

Para provar a condigdao (PM,), fixemos ¢ € C§°(RY) satisfazendo p(x) > 0 em RY e
ol = 1. Afirmamos que existe Ry > 0 tal que, para todo R > Ry, temos que I(Ry) < 0.
Se isto for verdade, basta tomar e = Ry com R > 0 suficientemente grande para obter
(PMs,).

Para demonstrar a afirmagdo, considerando k = 2/ [ ¢* e usando (f4), obtemos M > 0
satisfazendo

F(z,t) > kt* para todo [t| > M.

Dai, denotando Ar = {z € RY : p(x) > M/R}, temos que

/F(;E,Rgo) 2/ F(z, Ryp) 2kR2/ ©°. (1.5)
AR AR
Uma vez que ¢ > 0, pela continuidade da medida, podemos escolher Ry, > 0 tal
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1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

que, para qualquer R > Ry, vale ‘fAR ©? > 1 [ ¢ Segue da defini¢dao de k e (1.5) que
[ F(z, Rp) > R* e portanto,

1 1
[(RQO) < §R2 —R? = —§R2 < 0,

para qualquer R > R,. O

Dizemos que (u,) C E é uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ € R ((Ce), abreviada-

mente) para o funcional I, se

I(un) = ¢ e (1A unl)I (un)|

E*—)O

quando n — oo.
Nosso proximo lema nos garante que sequéncias de Cerami para o funcional I sao

limitadas.

Lema 1.6. Suponha que f satisfaca (f1) — (f1) e (f5)-(i1). Entdao qualquer sequéncia de

Cerami para 1 € limitada.

Demonstracao. Esta demonstragdo é uma adaptagdo de um argumento de [14]. Seja
(un) C E tal que

) B . ) B
Jim I(un) =c e lim (14 [lu|)[|1'(wn)llz- = 0.
Segue que
1 ~
c+on(1) = I(u,) — 5[/(un)un = /F(:c,un), (1.6)

onde 0,(1) denota uma quantidade que se aproxima de zero quando n — +o00. Suponha
por contradigdo que, para alguma subsequéncia, ainda denotada por (u,), temos que

||| — oo. Definindo v,, = T obtemos

Iu K

—[/ n n ? n n
on(1) = LLn)tn :1—/—“95 nin,
[ [[en |
e portanto,
T G L (1.7)
nioo ) Juall

Seja Ry > 0 dado pela hipétese (f3). Para qualquer [t| > Ry, temos que

whlen) > (100 (20

t2
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1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Assim, segue de (f;) que F(z,t) — oo quando ¢ — oo uniformemente em = € RY. Isto
implica que ¢(r) > 0 para todo r > 0 e g(r) — oo quando r — oo, em que ¢(r) foi definido
em (fy) como ¢(r) = inf{ﬁ(x,t) cxeR™e|t] >r}.

Para 0 < a < b, definimos

Qn(a,b) = {x € RN : a < |u,(z)| < b}.

Usando (1.6) e a defini¢ao acima, e denotando por |A| a medida de Lebesgue de A C RY,

obtemos

ct+o,(l) = / ﬁ(az,un)jt/ ﬁ(az,un)jt/ F(z,uy)
Q,(0,a) Qn(a,b) Qn (b,00)

> [ R+ S i)
0 (0,0) b Jo,(ab)

e portanto, para algum C; > 0, temos que

~ a
max{/ F(z,uy), %/ u?, q(b)|2, (b, oo)|} < (4. (1.8)
RN\ Q. (a,b) Qn(a,b)

A desigualdade acima implica que [€, (b, c0)| < C1/q(b). Lembrando que ¢(b) — +oo

quando b — 400, concluimos que

lim |€2,(b, 00)| = 0 uniformemente em n. (1.9)
b—+00

Fixado p € [2,2*), pela desigualdade de Hélder e pelas imersoes de Sobolev, obtemos,
para algum Cy > 0,

A\ M2
Lol () o)
Qn (b,00) Q (b,00)

< Col|va|#10 (b, 00) |27 1/2" = C4|Q,, (b, 00)|F—H/2"

(27 =p)/2"

Uma vez que 2* — 1 > 0, concluimos que

lim |up[* = 0, uniformemente em n. (1.10)
b—+4o0 Qi (b,00)

Pondo 27" = 27/(7—1) € (2,2*), podemos usar a condicdo (f3), (1.8) e a desigualdade
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1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

de Holder para obter

/ S (@, un)vy _/ fz, un)vh
Qn (b,00) ||t | Qy (b,00) ||
N\ /7 1/’
< (/ ‘f(x>u:)| ) (/ |Un|27")
Qn(boc)  |Unl Qn(b,0)
R 1/ 1/
<o ([ Fean) ([ )
Qn (b,00) Qo (b,00)
1/
S Cg (/ |?Jn|27—,) .
Qo (b,00)

Fixe € > 0. Essa ultima desigualdade e (1.10) prové b. > 0 suficientemente grande, de

modo que

/ J (@, unJon < e, para todon € N. (1.11)
Qn(be ) HunH

Agora considere Cy > 0 tal que |ul3 < Csl|u||* para todo u € E. Por (f1), existe
€ (0,b.] tal que

para todo x € RY e |t| < a.. Desse modo,

/‘ f@un)on 5/‘ W< (1.12)
Qn(0,ac) [|un| on (0,ac)
Por outro lado, usando (1.8) com 0 < a < b fixados, segue que
1 1 Cb?
/ [on|? = ——— u? < - 2 — 0,(1). (1.13)
0 (@) [unl* Ja,(ap) [un? q(a)

Pela condigao (f5) e o fato de que p € L=°(RYR), obtemos C5 > 0 tal que |f(x,u,)| <
Cs|u,| para todo = € Q,(a.,b.). Logo, pela estimativa (1.13), existe ng € N tal que

/ f@ un)on < 05/ v2 < e, paratodo n > ny. (1.14)
Qn(ag bg) HunH Qn(as be)

Finalmente, as estimativas (1.11), (1.12) e (1.14) implicam que

f:z:unvn

3e, para todo n > ng
’ H ) tod >
Up,

o que contradiz (1.7), visto que ¢ é arbitrario. Portanto (u,) ¢ limitada em E.
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]

Observagao 1.7. Assumindo que f(-,t) é periddica, podemos obter a estimativa em
(1.14) sem assumir a condi¢do (fs), bastando observar que a continuidade e periodicidade
de fo implicam que |fo(z,t)| < C|t| para todo x € Q,(a,b). Além disso, neste caso,
temos ainda que ﬁoo(at,u) > q(a) > 0 para todo x € Q,(a,b). Portanto, esse lema

também € vdlido nas condigoes do Teorema 1.2.

Lema 1.8. Suponha que f satisfaca (f1)—(f3) e (fs)—(ii). Seja (u,) C E uma sequéncia
de Cerami para I em um nivel ¢ > 0. Se u,, — 0 fracamente em E, entao existe uma

sequéncia (y,) CRY, R >0 e 3> 0 tais que |y,| — oo e

n—oo

limsup/ [un|> > B> 0
Br(yn)

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que o lema seja falso. Entao, para qualquer

R > 0, temos que

lim sup / |u,|* = 0.
"0 yeRN J Br(y)
Dai, podemos usar o Lema de Anulamento de Lions [21, Lema I.1] para concluir que

[ Jun|® — 0, para qualquer s € (2,2*). Segue da segunda desigualdade em (1.2) que

0< limsup/F(x,un) < lim sup <8/ |, |* + Ce/ ]un|p> < Ce,

n—-+oo n—o00

onde usamos a limitacio de (u,) em L*(RY). Uma vez que € é arbitrario, concluimos que

[ F(x,u,) — 0. O mesmo argumento e a primeira desigualdade em (1.2) implicam que

[ [z, up)u, — 0.
Como (u,) é uma sequéncia de Cerami, segue que

¢ = lim (1(%) _ %I’(un)un> ~ lim (% (s ) — F(x,un)> _0,

n—oo n—o0

o que contradiz ¢ > 0. O lema estd demonstrado. O

Finalizamos esta se¢ao enunciando dois resultados técnicos de convergéncia que foram
demonstrados em [20, Lemas 5.1 e 5.2], respectivamente. Apresentamos as demonstragoes

aqui por completude.

Lema 1.9. Suponha que V satisfaca (Vy) e f satisfaca (f5). Seja (u,) C E uma sequéncia
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limitada e v,(z) = v(z — y,), onde v € E e (y,) CRY. Se |y,| — oo, entdo temos que
(Voo (1) = V() tnvn = 0,
(foo (- un) = f( un)) v — 0,
fortemente em LY(RY), quando n — oo.

Demonstragdo. Dado § > 0, como v € L*(RY) para todo s € [2,2*], obtemos 0 < ¢ < §

tal que, para todo conjunto mensurdvel A C RY com |A| < ¢, vale

/vQ <de / lv]*" < 4. (1.15)
A A

Considere os seguintes conjuntos:
D.:={z e RY : |V(z) = V(2)| > €} e D(R) := D.N (RY\ Bg).

Afirmamos que limg o, |D:(R)| = 0. De fato, como V,, — V € F, segue que |D.| < oc.
Considerando (R,) C R tal que R, — oo, { := xp. € & = Xp.(r,), Obtemos que
€] = |D.|, ou seja, £ € LYRYN). Além disso, visto que |&,] < [€] e & (z) — 0 q.t.p.
xr € RY, conclufmos a afirmacao usando o Teorema da Convergéncia Dominada.

Segue da afirmacao que existe R > 0 tal que |D.(R)| < €. Usando a desigualdade de

Holder, temos que

[ Wale) = V@llunllon] < Wik [ fualloal 42 [ ]
RM\Bpr

D.(R) D.(R)¢

S |Voo‘oo’un’2|vn|L2(D5(R)) + 8|un’2|v‘2-

Dai, usando (1.15) e a limitagao de (u,), obtemos C; > 0 tal que
[ Valo) = V@l < €2 4.5)
RN\Bp

Usando novamente a desigualdade de Hélder, a condigao (V4) e o fato que (u,) é

limitada, segue que existe Cy > 0 tal que

[, o= Veamllad < Wels |l (1=t
= (/BR<—yn) W) '
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Dai, como v € L*(RY) e |y,| — oo, temos que existe ny € N tal que
| W) = Vi llualln] <
Br

para todo n > ng. Portanto (V. (z) — V(z))u,v, — 0 em LYRY).
A segunda parte da demonstracao é obtida por um procedimento analogo.

]

Lema 1.10. Suponha que ¢ € F e s € [2,2*]. Se (u,) C E € tal que u, — u fracamente

em E, entao

iim_ [ elunl* = [ olu

n—-+o0o

Demonstracdo. Suponha por contradicao que exista uma subsequéncia, que ainda deno-

taremos por (u,), € > 0, tais que

[ 1eltenl = fupll = e (1.16)

para todo n € N. Definido Ds(R) := {x € RY : |p(x)| > ¢, |z| > R}. Uma vez que p € F,
argumentando como no lema anterior, temos que existe R = Rs; > 0 tal que Ds(R) < 0.

Aplicando a desigualdade de Holder, segue que

/ |mmma—wuswu/ (lunl® + luf*)

Ds(R) Ds(R)
2 2% _9
5]

Ds(R)|*7 < 157,

2t |u

< |eloo [Jn
para alguma constante C; > 0. Da definigao de Ds(R) e a limitagao de (u,), existe Cy > 0

/ llnal ' < [ Gl + 1) <
RN\(BrNDs(R))

Por outro lado, uma vez que u,, — u em E, podemos assumir que u, — w em L] .

tal que

(R™),
v € [1,2*). Assim, para R = Rs; > 0 dado acima, lembrando que ¢ € L* e usando o

Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos ng € N tal que

/|www—WMS&
Br

para todo n > ng. Dali, pelas estimativas acima, obtemos
[ 16l =l < 25" + 1+ €
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para todo n > ng. Como ¢ foi tomando de modo arbitrario, obtemos uma contradi¢ao

com (1.16). Portanto o lema é verdadeiro. ]

1.2 Demonstracoes dos Teoremas 1.1 e 1.2

Nesta se¢ao, denotaremos por I, : E — R o funcional associado ao problema periédico,

a saber,
1
Io(u) = 3 /(|Vu|2 + Vi (z)u?) — /Foo(a:,u), para u € E.
Estamos prontos para demonstrar nosso principal resultado como segue:

Demonstragao do Teorema 1.1. Pelo Lema 1.5 e o Teorema do Passo da Montanha,

existe uma sequéncia (u,) C E tal que

Iup) v c>a>0 e (1+ ||u|)][ (un)]

g+ — 0, quando n — co. (1.17)

Aplicando o Lema 1.6, podemos assumir que u,, — u fracamente em F. Afirmamos
que I'(u) = 0. De fato, como C$°(RY) é denso em E, ¢é suficiente mostrar que I'(u)v = 0

para toda v € C§°(RY). Temos que

I'(uy)v — I'(u)v = 0,(1) — / (f(zyupn) — f(z,u))v. (1.18)

Usando o teorema de imersao de Sobolev, a menos de subsequéncia, temos que u,, — u

em L (RY) para cada s € [1,2*) e

loc

up(z) = u(x) q.t.p. em K, quando n — oo,

|un(x)| < ws(z) € L¥(K), para todon € N q.t.p. em K,
onde K denota o suporte da funcao v. Assim,
f(z,u,) = f(z,u) q.t.p. em K, quando n — oo,
e usando (1.2), obtemos
|f (2, un)v| < elwn]|v] + Celwy[lv] € LY(K).

Entao, tomando o limite em (1.18) e usando o Teorema da Convergéncia Dominada
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1.2. DEMONSTRACOES DOS TEOREMAS 1.1 E 1.2

de Lebesgue, temos
I'(w)v = lim I'(u,)v =0,

n—»00
que implica I'(u) = 0.

Se u #£ 0, o teorema estd demonstrado. Dessa forma, precisamos somente tratar o caso
em que u = 0. Pelo Lema 1.8, existe uma sequéncia (y,) C RV, R > 0e 8 > 0 tais que

|yn| — 00 quando n — oo, e

n—oo

limsup/ lun|® > 8 > 0. (1.19)
Br(yn)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que (y,,) C Z". De fato, se nao for assim,
tomamos k, € ZY de modo que |k, —y,| = inf{|k—yn| : k € Z¥}. Logo |kn—yn| < VN/2,
o que implica que Br(yn) C Bg, x/2(kn) €

limsup/ |, |* > limsup/ lun|> > B8 > 0.
B Br(yn)

n—o0 R+\/ﬁ/2(k") n—o0

Escrevendo () := u,(x + y,) e observando que

/ (VT + Vo (2)22) = / (Vtn? + Vo (2)2),

a menos de subsequéncia, temos que u, — @ em E, 4, — u em L? (RY) e para quase

loc
todo x € RY. Por (1.19), temos que & # 0.
Afirmagao 1. I/ (u) =0

Para provar esta afirmacio, vamos tomar v € CS°(RY) e definir, para cada n €
N, v,(z) := v(x — y,). Argumentando como no inicio da demonstracdo e usando a

periodicidade de f.,, obtemos
I' (W) = I, (U,)v + 0,(1) = I (un)v, + 0,(1)
e, desse modo, é suficiente verificar que I (u,)v, = 0,(1). Observe que, pelo Lema 1.9,
Ew)n = P+ [ (Valo) = Viz) tntn = [ (fulirc) = fo)v,
= I'(up)vy + 0,(1).

Assim, por (1.17), a afirmagao é vélida.
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Afirmagao 2. liminf/ﬁ(:v,un) > /]300(93,17)

n—oo

Usando a definicao de Fe ﬁoo, (f5)-(ii), obtemos
~ ~ 1
|F (@, up) = Foo(@,up)| < §‘f(x>un) = Joo(@, un)|[un] + |F(2,un) — Fos (@, un)|

1 [un|
< pe@lunl +o@) [ d
0

Uma vez u,, — 0 fracamente em E, segue da desigualdade acima e do Lema 1.10 que

lim ﬁ(m,un) = lim ﬁoo(x,un)
n—oo n—oo

= lim inf/ﬁoo(:v,ﬂn) > /ﬁoo(x,ﬂ),
n—oo
onde usamos também a periodicidade de ﬁoo e o Lema de Fatou.

Por (1.17) e pela afirmagao acima, segue que

¢ = lim (I(un) - 1J'(unm) = lim inf / F(z,uy)

n—o00 2 n—o00

> [ Pul®) = 1@ — 1@ = 1 (@),

ou seja, I (u) < c. Por (fs5)-(iii) e o fato de que u é um ponto critico ndo nulo para I,
concluimos por um argumento padrao que max;>o I (ttt) = I(w). Dali, pela definigao de
¢, (Vo) € (f)-(i), temos que

c <max/(tu) <max I (tu) = I(u) <c
< max /(1) < max L (1) = Lc(@) <
Invocando o Teorema 1.3, concluimos que I possui um ponto critico nao trivial no

nivel ¢ > 0. Isto finaliza a demonstracao. O
Como corolario, demonstraremos agora este mesmo resultado para o caso periddico.

Demonstracao do Teorema 1.2. Em primeiro lugar, notamos que os Lemas 2.1, 2.2 e
2.3 ainda sao validos nas condi¢oes do Teorema 1.2. Assim, pelo Lema 1.5, obtemos uma
sequéncia de Cerami (u,) C F para o funcional I, no nivel ¢, em que ¢y é o nivel do
passo da montanha de ..

Argumentando como na prova do Teorema 1.1, concluimos que u,, — wu fracamente
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em E com I/ (u) = 0. Como antes, precisamos considerar somente o caso em que u = 0.
Pelo Lema 1.8, existe uma sequéncia (y,,) C ZY, R > 0 e 3 > 0 tais que |y,| — oo quando

n—0ooe

limsup/ lun|® > B> 0. (1.20)
n—0o0 Br(yn)
Denotando () := un(2+y,) e observando que ||ty || g1 @y = ||tn || g1 (ry), & menos de

subsequéncia, temos que @, — u fracamente em FE, @, — u em L2 (RY) e w,(x) — u(z)
q.t.p. em RY. A convergéncia local e (1.20) implicam que @ # 0. Argumentando como
na Afirmagao 1 da prova do Teorema 1.1, podemos concluir que I’ (u) = 0 e portanto
obtemos um ponto critico nao trivial.

Em vista do resultado de existéncia acima, fica bem definido
Moo = If{Io(u) :u € E,u#0eI._(u) =0}

Afirmamos que my, > 0 e esse infimo é atingido. De fato, seja (u,) C E uma sequéncia

minimizante para meq, isto é,
Ino(tn) = Moo, I (uy) =0 € u, #0.

Uma vez que (u,) é uma sequéncia de Cerami para I, segue do Lema 1.6 que ela
é limitada. Além disso, usando I (u,)u, = 0, (Vp), (1.2) e a desigualdade de Sobolev,

temos que

ey < € [ (9 + Vi)
e / Fro )t < C(elttnl2 + [1n]2)
< C(5||unH12LIl(RN) + ||Un||Z1(RN)>-

Logo, tomando € pequeno, obtemos k& > 0 satisfazendo |[u,||g1gyy > k. Se u, — 0 em
L?; entao teremos pela desigualdade acima que u,, — 0 em E, absurdo. Assim u,, /4 0 em
LP(RY) e portanto, pelo Lema de Lions [21, Lema 1.1], a menos de translacao, obtemos

uma subsequéncia (u,) que converge para um limite fraco uy # 0, tal que I (ug) =0 e
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Un(2) — up(z) q.t.p. em RY. Pelo Lema de Fatou,
Moo = lim Io(u,) = lim Io(@,)
n—oo n—oo

n—oo

> / Frolw, ) = (o).

zliminf/ﬁoo(x,ﬁn)

Consequentemente I (ug) = me > 0 e portanto, uyg # 0 é uma solucao de energia

minima. |
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CAPITULO 2

Equacdo de Schrodinger indefinida e assintoticamente periddica

Este capitulo serda dedicado ao estudo de existéncia de solugoes nao triviais para a

equagao de Schrodinger semilinear
~Au+V(z)u = f(z,u), v € RY, (2.1)

emque V : RY - Re f:RY xR — R sao funcoes continuas. Nosso objetivo é
estabelecer existéncia de solugao para o problema (2.1) assumindo que V muda de sinal
e f é assintoticamente periddica.

Como no capitulo anterior, denotaremos por F a classe de fungoes ¢ € C(RY R) N
L>®(RY) tal que, para todo € > 0, o Conjunto {x € RN : |p(x)] > €} possui medida de
Lebesgue finita. Denotaremos por F'(z,t) fo x,s) ds primitiva de f(z,t) e

Fla,t) = %f(x,t)t — F(a,1).
Para o potencial V', assumiremos que
(Vo) V(z) =V (xy,...,xy) é 1-periddica em z1, ..., Ty;
V1) 0do(-A+V)eo(—A+V)N(—00,0) # 0

e f € C(RY x R,R) é uma perturbacao de uma funcao periédica no infinito no seguinte

sentido:
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(f1) F(z,t) > 0 para todo (x,t) € RN x R e f(x,t) = o(t) uniformemente em z € RY
quando t — 0;

(f2) para todo r > 0 vale

q(r) = inf{F(z,t) ;2 € RN e [t| > r} > 0;

(f3) existem constantes a; > 0, Ry > 0 e 7 > max{1, N/2} tais que
|f(SC,t)‘T < CL1|t|Tﬁ(LC,t>

para todo x € RV, |t| > Ry;

(f1) F é superquadratica no infinito, isto é

F(x, t
lim )

t—o0 12

Y

uniformemente em z € RY quando [t| — oo;

(f5) existem ps € (2,2%), ¢ € F e foo € C(RY x R, R), 1-periddica em x1, ..., zy, tais

que:

(i) F(x,t) > Foola,t) == [ foo(x, s)ds, para todo (z,t) € RY x R,

(i) |f(z,t) = focl(z,t)] < () [t[P="", para todo (z,t) € RY xR,
t
(iii) ¢+~ Jool ) é crescente em (—00,0) e (0,00), para cada z € RY.

i

Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 2.1. Suponha que V satisfaca (Vo) — (V1) e f satisfaca (fi) — (fs). Entao o

problema (2.1) possui uma solugdo ndo trivial.

O restante desse capitulo é organizado como segue. Na Secao 2.1 apresentamos duas
versoes de teorema de linking. A estrutura variacional e alguns lemas auxiliares sao

estabelecidos na Secao 2.2 e a demonstragao do Teorema 2.1 feita na iltima secao.

2.1 Uma versao local do Teorema de Linking

Nessa secao apresentaremos duas ferramentas que serao usadas para obter pontos
criticos : Uma versao do Teorema de Linking com sequéncia de Cerami, devido a G. Li e

A. Szulkin [17] e o Teorema Local de Linking, de nossa autoria.
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Em toda esta secao, denotaremos por E um espaco de Hilbert real com produto
escalar (-,-) e norma induzida || - ||. Assumiremos que existe uma decomposi¢ao ortogonal

E = E~ @ ET, de modo que cada elemento u € E é escrito de modo dnico da forma

+

u =ut +u", com ut € E*. Consideraremos também que E~ possui uma sequéncia

ortonormal total (ex) e em E definimos a nova norma

[e'S) 1 -
[ull; := max {Hu*H,Z o l(u ,ek)!} :
k=1

A topologia em E gerada por || - || serd denotada por 7 e todas as nogoes relacionadas
a ela incluirao este simbolo. Pode ser provado que em conjuntos limitados essa topologia
coincide com a topologia produto de E, x Et, em que E, é o espaco £~ munido da
topologia fraca. Assim, para uma sequéncia limitada (u,), temos que u, — u em F se, e
somente se u — ut e u;; — u~ fracamente em E. Outras propriedades desta 7-topologia
podem ser encontradas em [17, Segao 2].

Dado um conjunto M C E, uma homotopia h : [0,1] x M — FE é dita admissivel se

(i) h é T-continua, isto é, se t, — t € u, — u entdo h(t,,u,) — h(t,u);

(ii) para cada (t,u) € [0,1] x M existe uma vizinhanca U de (¢, u) na topologia produto
de [0,1] e (F,7) tal que o conjunto {v — h(t,v) : (t,v) € UN([0,1] x M)} esta

contido em um subespaco de E, com dimensao finita.

O simbolo I' denotara a seguinte classe de aplicacoes admissiveis

I''={ heC(0,1] x M,E) : h é admissivel, h(0, ) = Idyy,,
I(h(t,u)) < max{I(u),—1} para todo(t,u) € [0,1] x M}.
A seguinte versdo do Teorema de Linking foi demonstrada em [18, Teorema 2.1]:

Teorema 2.2. Seja I € C'(E,R). Suponha que

(L1) I pode ser escrito na forma
| —2
I(u) = (™ |I° = [lu]%) = J(w),
com J € CY(E,R) limitado inferiormente, fracamente sequencialmente semicontinuo

inferiormente e J' € fracamente sequencialmente continuo,

(Ls) existe ug € ET\{0}, a >0 e R>r >0 tais que

]‘ . 2 , ]\aM S 0,

N,
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em que N, ={u € E*: |lul| =71} e M = Mg, € dado por
M:={u=u 4ty : v € E7, |lu| <R, t>0}.

Se definirmos
¢ = inf sup I(h(1,u)),

hel’ yem

entdo existe (u,) C E tal que
I(un) = ¢ 2 a, (14 [lunl)IH (un)l| — 0.

Para estabelecer o Teorema 2.1, precisamos relacionar a equacao (2.1) com o problema

limite. Para isso, iremos usar uma versao local do teorema acima, descrita a seguir.

Teorema 2.3. Assumindo as mesmas hipoteses do Teorema 2.2, suponha adicionalmente

que exista hg € T' tal que
¢ =supI(ho(1, M)). (2.2)

Entdo I possui um ponto critico nao nulo u € ho(1, M) tal que I(u) = c.

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que D := hy(1, M) nao possui nenhum ponto

critico de I no nivel c. Isto implica que existem constantes ¢, > 0 tais que
, 8¢ -1 T
| (uw)|| > 5 bara qualquer u € I™"([c — 2e, ¢ + 2¢]) N D3, (2.3)

em que D}, denota o conjunto 7-fechado {u € E : |lu—wv]||, < 26, para qualquer v € D}.
De fato, se nao fosse assim, obterifamos uma sequéncia (u,) € D NG tal que

2 2 2

c— = <I(uy) <c+—, [[I'u)] <——=,

SISt )] <
que implica I(u,) — c e I'(u,) — 0. Como D] é T-compacto, podemos assumir que
u, — u € D. Isto implica que u} — u® e u; — u~ fracamente em E. Uma vez
que I’ é fracamente continua, obtemos que I'(u) = 0. Como tanto a norma quanto J sao
fracamente semicontinuos inferiormente, segue que I(u) > ¢. Observando que u € D C I¢,
obtemos que I(u) < ¢. Dai, concluimos que u é um ponto critico no nivel ¢, o que é um
absurdo.

Em vista de (2.3) e das hipdteses de regularidade de I, podemos usar o Lema 2.5 (que
serd provado posteriormente), para obter uma homotopia admissivel  : [0,1] x M — E
tal que

n(l,D) C I°°.
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Considere h : [0,1] x M — E dado por

h0(2t7 U’)a

n(2t — 1, ho(1, u)).

h(t,u) :=

Entao h € I' e, para qualquer u € M, vale
I(h(1,u)) =I(n(1,he(1,u))) <c—e¢,

uma vez que ho(l,u) € D. Esta desigualdade contradiz a definicdo de ¢ e conclui a
demonstracao do teorema.

]

No que segue, iremos provar alguns resultados técnicos que garantirao a existéncia da
deformaga@o usada na prova do Teorema 2.3. Denotaremos por K. = {u € E : I(u) =
¢, I'(u) = 0} o conjunto dos pontos criticos de I no nivel ¢, e os conjuntos de nivel
IP={uekE:Iu) <p}Ih,={uckE:Iu >a}el’=1,nI% Além disso,

assumiremos que

(A) I € CY(E,R) é T-semicontinua superiormente e I’ é fracamente sequencialmente

semicontinua;

(B) existem o < 3, € > 0 e um conjunto 7-fechado S C I” satisfazendo

|1'(u)|| > & para todo u € I° N S.

Primeiramente, construiremos um campo de vetores que sera usado para obter o re-
sultado de deformagao. Por uma modificacao em um resultado devido a W. Kryszewski

e A. Szulkin [17, Proposicao 3.2] (veja também [34, Lema 6.7]), obtemos o seguinte lema:

Lema 2.4. Suponha que (A) e (B) sao vdlidas. Entdo existem uma T-vizinhanga V' de

1% e um campo vetorial f : V — E satisfazendo
(a) [ € localmente lipschitziana e T-localmente lipschitziana;

(b) cada ponto u € V possui uma T-vizinhanca V, tal que f(V,) estd contida em um

subespaco de dimensao finita de E;
(¢) m = supuev| f(u)|] <2 e (I'(u), f(u)) >0 para todo u € V;

(d) para todo u € I° N S temos que (I'(u), f(u)) > 1.
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Demonstracio. Para v € I8N S, seja

. 21" (v)
90) = )

Pela condigao (A), temos que u +— (I'(u), g(v)) é T-continua. Logo, segue que v possui

uma vizinhanga 7-aberta V,, satisfazendo
(I'(u), g(v)) > 1 para todo u € V.

Uma vez que I é 7-continuo superiormente e S é 7-fechado, o conjunto V; := I~ (—o0, 8)U
(E\ S) é t-aberto. A familia {V, : v € I? N S} U {Vu} é uma cobertura T-aberta, do
espaco métrico (I?, 7). Portanto, existe um refinamento 7-aberto e 7-localmente finito
{V; :j € J}. Claramente I° C V := (J,.,V; e V é -aberto. Seja {); : j € J} uma
particdo 7-Lipschitz da unidade, subordinada & cobertura {V; : j € J}. Se V; C V,, para
algum v € 17 N S, escolhemos v; = g(v). Se V; C Vp, escolhemos v; = 0. Desse modo,

definimos,
f(u) = Z)\(u)vj, ueV.
jeJ

Pela construcao de f, é imediato verificar (a) e (d). Usando (B), concluimos que || I'(v;)|| >
€ e entao, ||v,|| < 2/ para todo j € J. Assim, pela definicao de f, segue que || f(u)|, <
| f(w)]| < 2/, ou seja, a condicao (c) é vélida. Finalmente, para provar (b), vemos que
por construcao, qualquer ponto v € V possui uma vizinhanca 7-aberta V,, C V', de modo
que o conjunto J, := {j € J: V; NV, # 0} é finito. Assim, f(V,) estd contido em um

subespaco de dimensao finita. Isto completa a demonstracao. O

No restante dessa se¢ao vamos denotar por D C /¢ um conjunto nao vazio 7-compacto
tal que K. N D = (). Nessa condigoes, se I satisfaz (A), o mesmo argumento utilizado na
prova do Teorema 2.3 mostra que, existem € > 0, § > 0 tais que

8
I (w)]] > § para todo u € IS¢ N Dy,

c—2¢

desse modo, o funcional [ satisfaz a condi¢do (B) com S = D}, a =c—2¢, f=c+2c e
£ =28¢/6.

Seja p: H — R uma funcao 7-localmente Lipschitz satisfazendo

0<p<1l, p=0em A:=I3NDl;ep=1em B:=InNDj.

c—2¢ €
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Defina o seguinte campo de vetores g : V' — H que é T-localmente Lipschitz

g(u) = =p(u) ==, (2.4)

onde f e m s@o como no Lema 2.2. Assim, ||g(u)|| < 1 e segue que o problema de Cauchy

{ Lw(t,u) = g(w(t,u)), (2.5)

w(0,u) =u € [°F*

possui uma unica solugao w(-,u) definida para todo t > 0.
O lema abaixo estabelece a existéncia da deformacao utilizada na prova do nosso

resultado abstrato.

Lema 2.5. Suponha que D C E é como acima e I satisfagca (A). Entdo o fluzo n(t,u) :=

w(dt,u) estd bem definido sobre RT x It e satisfaz as sequintes propriedades:
(a) n:[0,1] x I°"* — E € uma homotopia admissivel;
(b) n(t,u) =u seu & IZ52 N Ds;

(¢) n(1,D) C I*==N DI.

Demonstragio. (a) Tomemos ug € I°7% e ty € [0,1]. O conjunto X := n([0,1] X ug) é
compacto, assim T-compacto. Usando o Lema 2.4(c) e observando que g é T-localmente
lipschitziana, temos que existem ndmeros r, L > 0 tais que U := {u € E : |[u — X||, <
r} C N esewu,v €U, entdo ||g(u)|| <L, ||lg(u) —g(v)|, < L||lu—v|,. Além disso, g(U)
estd contida em um subespaco F; C E de dimensao finita.

Mostraremos agora que 1 é T-continua em (ty,ug). Dado o > 0, seja t € [0,1] e

u € 1°7% tal que ||u — ug|l; < 0. Suponha que n(s,u) € U para 0 < s < t. Entao

In(t, w) =0t uo)ll- < [lu—uoll- + /Ot lg(n(s, u)) — g(n(s, uo))ll+ ds
< o= soll + [ Tt ) = (s o)l s
Dai, pela desigualdade de Gronwall [34, Lema 6.9], temos que
In(t,w) = n(t, wo)ll» < llu—uollre™ < [lu— wuol|-€".

Se o < re~ !, obtemos
||77(t> u) - 77(?57 UO)”T <7
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Desse modo, segue que n(t,u) € U para cada t € [0,1]. Assim, se |t — ty| < o, temos que

In(t, w) = n(to, uo)ll- < [ln(t, u) —n(t; uo)ll- +/t lg(n(s, uo))ll- ds < (e" + L)o.

Como o pode ser tomado suficientemente pequeno, segue que n é T-continua. Para finali-
zar, notamos que para qualquer ¢t € [0,1] e |lu — wll, < o, temos que

u—nt,u) =~ [ g(n(s,u)) ds € Ey.
(b) Segue da construgao de 7.
(c) Para t > 0, podemos usar (2.4) e (2.5) para obter

t t
Juttw) =l < [ lotwls,w)llds < [ lgtuls,w)lds <
0 0
que implica que w(t, D) C Dj para todo t € [0,4], ou seja,
n(t, D) C Dj para todo t € [0, 1].

Fixado u € V| observamos que a fungao I(w(+,u)) é nao crescente, uma vez que

 Hw(t,u)) = (I’<w<t,u>>, %w(wﬂ)

= ) ur, ), (e w) <0,

Agora, seja u € D C I°. Temos dois casos a considerar:

(i) Se I(n(t,u)) < ¢ — ¢ para algum € [0, 1], entao
I(n(1,u)) < I(n(t,u)) <c—e,
assim n(1,u) € I°°¢N Dj.
(ii) Se n(t,u) € ISt N DF = B para todo t € [0, 1], entao pelo Lema 2.4(c)-(d), obtemos

I(n(1,u)) = Hw(d,u)) = I(u) —i—/o %I(w(t,u))dt

S (I'(w(t,u w(t,u
:](u)_/o ('(w(t, u), f(w(t,u))))

m

0
<c——<c—g,
m

em que esta ultima desigualdade usamos € < 2/m e & = %. Neste caso, concluimos
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que n(1, D) C (I =N Dj).

2.2 Estrutura Variacional

Nessa secao, apresentaremos a estrutura variacional associada ao problema (2.1) e
demonstraremos alguns lemas que serao tteis na prova dos resultados principais.

No que segue, descreveremos varios resultados conhecidos associados com a decom-
posigao espectral do operador de Schrodinger. ([8, 26]). Seja A : D(A) C L*(RY) —
L*(RY) dado por A(u) := —Au + V(z)u. Como V € L*(R"), sabemos que D(A) =
H?*(RY). Por (Vy) — (V1), vale a decomposigao ortogonal

LR =Lt L ,u=u"+u",

sendo que A é positivo em LT e negativo em L~.
Seja E := D(|A|'/?) o dominio do operador auto-adjunto |A|'/2. Este espaco munido
com o produto interno
(u,0) = (| A2, |4]20) .

é um espaco de Hilbert com norma |u| = ‘|A|1/2u‘L2, onde (-,-)z2 denota o produto
interno em L%(RY).
A norma || - || é equivalente a norma usual de H'(RY) e E = H*(R") . Desse modo,

E estd imerso continuamente em L*(R") para s € [2,2*] e compactamente em L3, (RY)

para s € [1,2*). Definindo E* = L* N E, obtemos a decomposicao E = E* @ E~, que é

ortogonal em relagdo & ambos os produtos (-, )72 e (+,-). Além disso,
/(\VU\Q +V(x)u?) = |lut|]? = |u”||?, v=ut +u,u" € B

Assim, temos que a equagao (2.1) é a equacao de Euler-Lagrange do funcional [ : £ — R

dado por .
I(u) := 5 /(]Vu|2 + V(z)u?) — /F(x,u),

que pode ainda ser escrito como
Loove Ly o
I(u) = Sllu™|" = Sllu™ " = [ Flz,u).
2 2
Segue do préximo lema que este funcional estd bem definido e é de classe C*.

39



2.2. ESTRUTURA VARIACIONAL

Lema 2.6. Suponha que (f1), (f3) e (f5) — (i1) sdo satisfeitos. Entdo, dado € > 0, existe
C.>0epe€ (2,2 tais que

[f(@, )] < elt| + CtP™, [F(x, )] < et + Cetl?, (2.6)
para todo (z,t) € RY x R.

Demonstracao. Veja Lema 1.4. O]

Lema 2.7. Suponha f satisfaca (f1) — (f3) e (f5)-(i1). Entdo qualquer sequéncia (Ce),.

para I € limitada.

Demonstracao. Seja (u,) C E tal que

. - . / o
i I(u) =c e lm (1 fug )| ,)] = 0.
Segue que
1 ~
c+o,(1) = I(u,) — Ell(un)un = /F(m,un) (2.7)

Argumentando por contradigdo, suponha que ||u,|| — oco. Sendo (u,) uma sequéncia

(Ce)., temos que I'(uy,)(u,; — u;, ) = 0,(1) e portanto

D)) ) / f (s un) (U —uy)

Definindo vy, := u,/||u,||, podemos concluir que

lim /f(x’“")(z’: —v) g (2.8)

n—>too [

Seja Ry > 0 como em (f3). Para todo x € RY e |[t| > Ry, temos que

a F(z,t) > (@)T > (M)T

t2

Assim, segue de (fy) que F (x,t) — oo quando t — oo uniformemente em z € RY. Isto,
(f2) e a definigao de ¢ implicam que ¢(r) > 0 para todo r > 0 e ¢(r) — 0o quando r — o0,
sendo ¢(r) como definido em (f3).

Para 0 < a < b, definimos

Qula,b) :={x € RY 1 a < |u,(z)| < b
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Usando (2.7) e a definigdo acima, segue que

ct+o,(l) = / ﬁ(x,un)jt/ ﬁ(x,un)jt/ F(z,uy)
Qn(0,a) Qn(a,b) Qi (b,00)

5 q(a)
> [ P+ B3 [ g,
Q,(0,a) Qp(a,b)

e desse modo, para algum C; > 0, obtemos

max{ / F(x,up), % / w2, q(b)|Q (b, oo)|} <. (2.9)
RN\Q,, (a,b) Qn(a,b)

A desigualdade acima implica que |§2,,(b, 00)| < C}/q(b). Lembrando que ¢(b) — +o0

quando b — 400, concluimos que

lim |Q,(b,00)| = 0, uniformemente em n.
b—+o00

Fixado p € [2,2*), pela desigualdade de Holder e as imersoes de Sobolev, obtemos para

algum Cy > 0,

. n/2*
[l ( JNC ) 12,(b, )
Qn (b,00) Qn (b,00)

< Co|va|#10 (b, 00) |27 1/2" = C4|Q,, (b, 00)|F—H/2"

(27 =p)/2"

Como 2% — p > 0, concluimos que

lim |un[* = 0, uniformemente em n. (2.10)
b—+o00 Qn(b,oo)

Definido 27" := 27/(7 — 1) € (2,2*), podemos usar a condigao (f3), (2.9) e a desigual-
dade de Holder para obter

/ f (@, un) (v —vy) :/ S, un) |va|(vy —vy)
Q, (b,00) Qn (b,00)

[ [tn|

N\ /7 1/7’
< ([ MY g - o)
Qi (b,00) || Qi (b,00)
R 1/7 1/27' 1/27
< ([ Feawd) ([ ) ([ )
Q, (b,00) Qi (b,00) Qi (b,00)

1/27/

caf,me)”
Q (b,00)
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2.2. ESTRUTURA VARIACIONAL

Fixe ¢ > 0. Esta tltima expressao e (2.10) nos permitem concluir que existe b, > 0,

suficientemente grande, de modo que

+ _ -

/ f(@, un) (v = vy) < g, para todo n. (2.11)
(b 00) [[n |

Agora seja Cy > 0 tal que |u|3 < Cy||lul|? para todo u € E. Por (f), existe a. € (0, b.]

tal que
eft |

4

[, )] < ==

para todo [t| < a.. Assim,

/ f(m,un)(v:[—vg) S/ f(x’un)|vn||v:—v;
Qn(0,a:) [[un]| Qn(0,ac) ||

£

< vl <e. (2.12)
C’4 Q1 (0,a¢)

Usando (2.9), para 0 < a < b fixado, segue que

1 1 Oy
[owmb=rtn [ s LS )
oo Tl Jonien ™ = TenlP 0@

Para finalizar, por (fs) e o fato de que ¢ € L>®(R™ ,R) obtemos C5 > 0 tal que

|f(z,u,)| < Cslu,| para todo x € Qp(a.,b.). Dali, pela desigualdade anterior, existe
ng € N tal que

[

+ =
Qn(ae,be) HunH Qn(ae,be)

Juntando as estimativas (2.12)-(2.13) temos que

[z, un)(
HunH

— Y

o que contradiz (2.8), uma vez que € > 0 é arbitrério. Portanto (u,,) é limitada em E. [

Lema 2.8. Suponha que f satisfaca (f1) — (f2). Seja (u,) C E uma sequéncia de Cerami
para I no nivel ¢ > 0. Se u, — 0 fracamente em E entdo existe uma sequéncia (y,) C RY
e R>0,5>0 tal que |y,| = o

n—oo

limsup/ lun|> >8>0
Br(yn)
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Demonstracao. Veja Lema 2.8. O]

Encerramos essa se¢ao enunciando resultados técnicos sobre convergéncia que ja foram

utilizados no capitulo anterior.

Lema 2.9. Suponha que vale (fs). Seja (u,) C E uma sequéncia limitada e v,(z) =

v(x — yn), onde v € E e (y,) CRN. Se |y,| — oo, entdo

(foo(xaun) - f(xaun)) Up — 07
fortemente em LY(RY) quando n — oc.

Lema 2.10. Suponha que p € F e s € [2,2*]. Seja v, — v em E. Entao,

/go\vn\s — /gp]v\ quando n — o0.

2.3 Demonstracao do Teorema 2.1

Antes de demonstrar o Teorema 2.1, precisaremos fazer algumas consideracoes sobre
o problema limite associado a equacao (2.1). Pela hipéteses (f1) — (f5), observamos que
foo satisfaz (2.6) e

(1) foo € 1-periddica em x4, ..., xy,
(17) foo(x,u) = o(u) uniformemente em x quando u — 0,
ii6) u s L2=W & cregcente sobre (—oo, 0) e (0, 00),

|ul

(1v) % — 0o uniformemente em z quando |u| — 0.

Assim, para o problema periddico
—Au+ Voo (z)u = foo(z,u), 2 € RY, (2.14)

temos que vale o seguinte resultado de existéncia de solugao:

Teorema 2.11. Suponha que V' satisfaca (Vo) — (V1) e fo satisfaca (1) — (iv) acima.

Entao (2.14) possui uma solugdo de energia minima us, 7 0.

Demonstracao. Veja [30, Teorema 40] ]
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Assim, denotando por I, : E — R o funcional

1 1, _
L) i= gt P = 5l P = [ Pl

temos que
Io(tus) = inf{lo(u) :u€ E;u#0e I, (u) =0} > 0.

Utilizando a soluc¢ao do problema limite acima, vamos definir os conjuntos relacionados

com a estrutura de link para o funcional I. Considerando ug = u},, definimos

M=Mp, ={u=u +tu:u € E7, |ul| <R, t>0}.

N, :={u€ E" :|u| =1},

em que R > r > 0. O resultado abaixo mostra que R e r podem ser escolhidos de modo

que [ satisfaca as condigoes geométricas do Teorema 2.2.

Lema 2.12. Suponha que f satisfaca (f1) (fs), (fa) e (f5)-(ii). Entao I verifica as

sequintes condi¢oes
(i) existem r, o > 0 tais que I|n, > «;
(17) existe R > r tal que I|opn, < 0.

Demonstra¢ao. Para u € N,., temos que u € E* com |lu|]| = r. Usando (2.6) e as imersoes

de Sobolev, obtemos

[ P < elulP + Clul
Agora, tomando € = 1/4 e r suficientemente pequeno, segue que

1 1
10 = lul? = [ P = Glul? +oful) = a > 0

para algum « > 0. Assim, (i) é valido.
Para verificar (i7), considere u = u™ 4 pug € OMpg. Se |ju|| < R e p = 0, temos que

u=u" € E~ e (f1) implica que

Iw) = 1) = =3l [P~ [ Flau) <0

Assim, resta considerar ||u|| = R e p > 0. Se a conclusao do lema é falsa, podemos obter
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uma sequéncia (uy,,) tal que u,, = u,, + ppuo, pn > 0, ||u,|| = R, — 0o e I(u,) > 0. Entao

fn) L (lalt LGl _ [ Fls)

luall 2\l [unll? [[un |2
Como F' > 0, devemos ter p,||ug|| > ||u;, ||. Segue de
palluol® | llual® _
[ | (L7
que
1 Pn 1

< <
V2|l ~ Nlunll ™ uoll

e u, /||u,| é limitada. Logo, passando para uma subsequéncia, temos que

L p>0, (2.15)

[

Sendo E~ fracamente fechado e usando as imersoes de Sobolev, podemos assumir que

n U’n

—veH e — v q.t.p. z € RY.

[ [
Por (2.15) e ||lu,|| = oo, obtemos p,, — co. Defina
Q= {z € RY : pup(x) +v(z) # 0}.
Lembrando que ug € E1\ {0} e v € E~, segue que || > 0, e portanto
lim |u,(x)| = 0o q.t.p. € .

Assim, tomando o lim sup em

0 < L) % (piﬂw)ll2 ||u;||2) _/ F(z,un) up
Q

[ [unl[* - [lunlf? u

n

usando o Lema de Fatou e (f;), concluimos que

0<

| —

.. F(ryuy,
(ol = ol?) = [ timint T (s 10 = —oo,
[¢) n—oo U

n

que ¢ uma contradi¢ao e o lema segue.
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Para poder comparar niveis de energia mais a frente, observando que Mp,, C £~ @

Rtug = E~ @ Rt uy, e usando [30, Proposigao 39 e Teorema 40], concluimos que
sup Ioo (Mg) < Ino(too)- (2.16)
Agora podemos concluir a demonstracao do nosso principal resultado.

Demonstracao do Teorema 2.1 Os Lemas 2.6 e 2.12 combinados com o Teorema 2.2

garantem a existéncia de uma sequéncia (u,) C F tal que

I(u,) wc>a>0e (1 + “unH)“],(un”

g~ — 0, quando n — oo.

Pelo Lema 2.7, (u,,) é limitada em F e, passando para uma subsequéncia, podemos assumir
que u, — u fracamente em E. Afirmamos que I’(u) = 0. De fato, como C§°(RY) ¢ denso

em F, ¢ suficiente mostrar que I’(u)v = 0 para toda v € C§°(R”Y). Temos que
I'(up)v — I'(w)v = (u, —u,v) — /[f(x, up) — f(x,u)]v. (2.17)

Usando as imersdes de Sobolev, temos que u,, — u em L, (R") para qualquer s € [1,2*)

e

un(z) = u(z) q.t.p. em K = supp(v), quando n — oo,

lun(x)| < ws(z) € L*(K), para todon € Ne q.t.p em K,

Portanto,

fz,un) = f(z,u) q.t.p. em K, quando n — oo.

Usando (2.6) e a desigualdade de Hélder , obtemos
[, un)o] < eluwl[o] + Celuwy 1 [[o] € LK),

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a convergéncia fraca u,, — u em

E, tomando o limite em (2.17), temos que

I'(u)v = lim I'(u,)v =0,

n—oo

que implica I'(u) = 0. Se u # 0, entdo o teorema é vélido. Assim, precisamos somente

tratar o caso u = 0.
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Pelo Lema 2.8, existe uma sequéncia (y,) C RY, R > 0, e 8 > 0 tais que |y,| — oo

quando n — o0, e

limsup/ lun|? > 8 > 0. (2.18)
Br(yn)

n—oo

Pelo mesmo argumento usado no capitulo anterior, podemos assumir que (y,) C Z".
Escrevendo w, () := u,(x+y,) e observando que ||, || = ||u,||, a menos de subsequéncia,

temos que u, — u em E, @, — @ em L} (RY) e para q.t.p. x € RY. Por (2.18) segue

loc
que u # 0.
Afirmagao 1. I/_(u) =0

Para provar isto, fixemos v € C5°(R”Y). Temos que

L’X)(ﬂn)v - ](;o(a)v = (an - ﬂ, U) - /(foo(xa an) - foo(ma ﬁ))v
Os mesmos argumentos usados acima implicam que

I' (w)v = lim I'(u,)v.
n—oo

Seja v, (z) := v(x — y,). Pela periodicidade de f.,, segue que
I (Un)v = I (up)v,.

Por outro lado,
Lo = ') = [1FGo) = Fclar )l

Usando o Lema 2.9, concluimos que
I’ (up)v, — I'(up)v, — 0 quando n — oco.

Assim,
I' (@)v = lim [IL_(u,)v, — I'(un)v,] + lim I' (uy,)v, — 0,

n—oo

validando a afirmacao.

Afirmagao 2. liminf/ﬁ(:ﬂ,ﬁn) > /ﬁoo(x,ﬂ)

n—oo
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Usando a definicao de FeFy, a condicao (f5), vemos que
~ ~ 1
|F (@, up) = Foo(@,up)| < é‘f(xaun) = Joo(@, un)||un] + | F(2,un) — Foo (@, un)|

1 [t |
s—awmmw+w@/'t%*w
0

g(1+§)¢@mmm.

Dali, pelo Lema 2.10, Lema de Fatou e a periodicidade de ﬁoo,

liminf/ﬁ(x,un) zliminf/ﬁoo(m,un)

n—o0 n—oo

n—o0

e a afirmacao é valida.

Com isso, obtemos

1 ~
c= lim [I(u,) — =I'(u,)u,] = lim inf/F(w, Up)
n—o00 2 n—00
~ 1
> /Foo(x, ) = Lolil) — 1% ()7 = L@,
isto é, Io(u) < ¢. Decorre da definigao de ¢, (f5) e (3.12) que

¢ <supl(u) <suply(u) < Ino(us) < Io(u) <,
Mg Mg
ou seja, para hg = Idy; no Teorema 2.3, obtemos

sup I (ho(1,M)) = ¢ > 0.

Aplicando o Teorema 2.3, garantimos a existéncia de um ponto critico nao trivial para [

e, portanto, a prova estda completa. O
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CAPITULO 3

Sistema Hamiltomiano periddico e assintoticamente periddico

Neste capitulo, estabeleceremos resultados de existéncia de solucao para uma classe

de sistema hamiltoniano do tipo

(3.1)

—Au+V(z)u = Fy(z,u,v), v € RY,
~Av+ V(z)v = Fy(z,u,v), v € RY,

em que V : RY — (0,+00) é uma fungio continua, F : RY x R? — R é de classe C! e
F,, F, denotam as derivadas parciais de F' com respeito a segunda e terceira variavel, res-
pectivamente. Vamos estudar os casos em que F' é periddica e assintoticamente periddica.

Em todo este capitulo, assumiremos que o potencial V satisfaz a seguinte condicao de

periodicidade:
(Vo) V(x) =V (1, 29,...,xy) é l-periddica nas varidveis 1, o, -+, Ty.

Na Secao 1, iremos tratar o caso em que a nao linearidade F' é peridédica. Além disso,

motivados pelo caso escalar, assumiremos que F satisfaz as seguintes hipdteses :
(Fy) F(z,z) é 1-periddica nas varidveis x1, za, -+ , Tn;

(Fy) existem C' > 0epe€ (2,2N/(N —2)) tais que
|F.(z,2)] < C(1+2|P7Y), paracada (z,2) € RY x R

(Fy) F.(z,z) = o(]z]) quando |z| — 0, uniformemente para z € R";
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(F3) F‘(:lif) — oo quando |z| — 0o, uniformemente para x € RY;

(Fy) existe uma funcao g : RY x Rt — R* crescente na segunda varidvel tal que

F.(z,2) = g(x,|2])z, para cada (z,z2) € RY x R%
Teorema 3.1. Suponha que V' satisfaca (Vo) e F satisfaca (Fy) — (Fy) . Entao (3.1)
possui uma solugao de energia minima.

Teorema 3.2. Suponha que V satisfaca (Vy) e F satisfaca (Fo) — (Fy). Entdo, existem

infinitas solugoes geometricamente distintas para o problema (3.1).

Apresentamos aqui um exemplo de uma aplicacao para nossos dois teoremas acima.

Seja a € C'(RY,R) positiva e 1-periédica em zy,--- , 2y e considere
a(x) ) )
1 2(]z]7 = 1) In(1 + |z|) + 2|z| — |2|* +41In(2) — 3], se |z| > 1
F(z,z):= (z)
— 1202 + 20+ ) In(1 + 22)), se J2] < 1.

Podemos ver que esta nao linearidade satisfaz (Fy) — (Fy), com

a(z)In(l+1¢), set >1
gla,t) =
a(z)In(1+?), se 0 <t < 1.

Contudo, ela nao satisfaz a hipétese (AR).
Em nosso resultado final, consideramos o caso em que F' nao é periédica. Para espe-

cificar melhor essa nova condicao, precisamos introduzir a funcao auxiliar
~ 1
F(z,2) = §Fz(x, 2)z — F(z,2),

para (r,z) € RY x R? e considerar as hipéteses abaixo

(F5) para todo r > 0 vale ¢(r) := inf{ﬁ(x,z) cxeRN e |z| >} > 0;

(Fs) existem constantes ¢ > 0, Ryp > 0 7 > N/2 tais que

|F.(z,2)|” < ¢o|2|"F(x, 2) para todo (z, z) € RY x R? satisfazendo |z > Ry;
(Fr) existem po € (2,2%), ¢ € F e Fy satisfazendo (Fy) — (F5) tais que:
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3.1. RESULTADOS ABSTRATOS

(i) F(z,z2) > Fy(x,2) para todo (z,2) € RY x R? e

(ii) |F.(z,2) — Fuo (7, 2)| < @(x)]2|P="" para todo (z,2) € RY x R?.

Teorema 3.3. Suponha que V' satisfaca (Vo) e F satisfaca (Fy) e (Fs) — (Fy). Entao

(3.1) possui uma solugdo nao trivial.

O restante deste capitulo é organizado da seguinte maneira: na primeira se¢cao apre-
sentamos os resultados abstratos que iremos necessitar nas principais provas de nossos
resultados. A Secao 2 é dedicada a prova do Teorema 3.1. Na Secao 3 provamos nosso

resultado de multiplicidade e na Secao 4 apresentamos a demonstracao do Teorema 3.3.

3.1 Resultados abstratos

Nessa secao apresentamos os resultados abstratos que serao utilizado nas provas dos
teoremas que envolvem o problema peridodico. Em toda a secao vamos denotar por E
um espaco de Hilbert com uma decomposicao ortogonal da forma £ = ET @ E~. Cada
elemento 2z € E pode ser escrito, univocamente, como z = 2+ 4+ 2z~, com z* € E*. Fixado

z € E er >0, consideraremos os seguintes conjuntos
N,:={z€E":|z|]|=r}, ST =N ={z€E": |z =1}, (3.2)

ER2) =Rz E =Rzt E,

E(z): =Rz E-=R*zt @ E.
Dado um funcional I € C'(E,R), vamos assumir as seguintes hipiteses

(N7) o funcional I se escreve como

1) = gl I = Sl ~ I (2), (33)

em que J : E — R é fracamente semicontinuo inferiormente, 7 (0) = 0 e, para todo
z # 0, vale
J(2)z >2J(z) > 0;

(N2) para cada z € E'\ E~ a restrigdo do funcional I ao conjunto E(z) possui um unico

ponto critico nao trivial, que é o iinico maximo global de | B>
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3.1. RESULTADOS ABSTRATOS

(N3) existe § > 0 tal que ||[m(z)T|| > ¢ para todo z € E'\ E~ e, para cada subconjunto
compacto K C E'\ E~, existe uma constante C tal que ||m(z)|] < Cx para todo
ze K.

Vamos definir ainda a variedade de Nehari generalizada como sendo
M:={ze E\E : I'(z)(tz4w) =0, teR, we E"}.

Se z # 0 é um ponto critico entao, de acordo com (N7), temos que

1

I(2) = I(2) %I’(z)z _ / (EJ’(Z)Z _ j(z)) -0, (3.4)

enquanto que I < 0 sobre £~. Note que a condigdo (N;) acima e a definigao de M nos

permitem construir uma aplicacao
m:E\E~ - M, m(z):= {L’mico maximo global da restrigao ”E(z)} :
Vamos denotar por m a restricao dessa aplicacao ao conjunto ST, isto é,
m = m|g+.

No préximo lema, reunimos vérias propriedades associadas aos conceitos acima defi-

nidos.
Lema 3.4. Suponha que I satisfaca (N1) — (N3). Entao:

(a) m € continua;

, . _ +
(b) m: ST — M € um homeomorfismo com inversa dada por m™'(z) = = para cada

z e M;

(c) o funcional U : ET\ {0} — R definido por W(z) = I((z)) € de classe C*. Além

disso, ¥ = \/I\’]s+ ¢ também de classe C! e

V' (2)w = ||m(z)"||I'(m(2))w, para todo w € T,(ST);

(d) Se (w,) C ST é uma sequéncia de Palais-Smale para V, entao (m(w,)) C M ¢
uma sequéncia de Palais-Smale para 1. Se (w,) C M € uma sequéncia limitada de

Palais-Smale para I, entio (m~(u,)) € uma sequéncia de Palais-Smale para U ;
(e) infg+ W =inf I.
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3.1. RESULTADOS ABSTRATOS

Demonstracdo. Veja no Apéndice. O]

Na prova do nosso resultado de multiplicidade vamos utilizar um outro resultado

abstrato. Antes de enuncia-lo vamos introduzir duas novas hipéteses para o funcional:

(M) existem 7, > 0 tais que I(z) > « para cada z € N,;

(M) existem uma sequéncia estritamente crescente de espacos X,, C E1 de dimensao

finita e R,, > 0 tais que

sup (X, ® E~) < +oo, sup! ((X, ® E”)\ Bg,(0)) < inf I(B,(0)).

As condigoes acima fornecem uma geometria do tipo Passo da Montanha para o fun-
cional I. Se fosse possivel provar a condi¢ao de Palais-Smale obteriamos uma sequéncia
ilimitada de pontos criticos, usando o Teorema do Passo da Montanha com Simetria.
Contudo, estamos interessados em casos em que as propriedades de compacidade sao
mais fracas. Para introduzir esse novo conceito de compacidade precisamos de algumas
notagoes descritas a seguir. Para a, 8 € R, nds definimos os seguintes conjuntos de niveis
IP:={2eE:12)<B}, In:={z€E:1(u)>atelf=1,NI"

Dado um intervalo J C R, dizemos que A C E é um (PS) -atrator se toda (PS5),.-
sequéncia para I com ¢ € J, e todos €,0 > 0, existe ng € N tal que, para n > ny,

vale
2n € (.A N Iccfg)g ,

em que Z. denota {z € E : ||z — w| < ¢ for any w € Z}.

Segue da definigao acima que um conjunto (PS) -atrator contém todos os pontos
criticos de I com niveis pertencentes a J. Outras propriedades dessa classe de conjuntos
podem ser encontradas em [6], onde os autores provam o resultado abstrato que vamos
utilizar aqui. Para enuncia-lo precisamos definir ainda algumas notacoes relacionadas com
a topologia do espago de trabalho: denotamos por E,, o espaco E munido da topologia
fraca, a mesma notacao valendo para E,. Consideramos ainda E, := E,; X ET o espago
E munido da topologia produto de E, com E*.

Enunciamos no que se segue o resultado abstrato que utilizaremos para prova o Teo-

rema 3.2. Para uma demonstracao, veja [6, Teorema 4.2].
Teorema 3.5. Suponha que I € C'(E,R) € par e satisfaz (M) — (Ms), 1(0) =0 e

(M3) I': E, — EZ € continuo e I : E, — R e semicontinuo superiormente;
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3.2. CASO PERIODICO: EXISTENCIA

(My) para qualquer intervalo compacto J C (0,00) existe um (PS) -atrator A tal que

inf{||z* —w™| : z,w € A,z #w} > 0.

Entao I tem uma sequéncia ilimitada de niveis criticos.

3.2 Caso peridédico: existéncia

Nessa secao vamos usar o Lema 3.4 e um argumento de minimizacao para obter uma
solu¢do nao trivial para o problema (3.1). Vamos denotar por E o espaco de Hilbert
HY(RY) x HY(RY™) munido da norma

ol = [(Val + Vi) + [(Vo 4 Vin?)
Vamos considerar a seguinte de composi¢ao do espago F
E* = {(u,4u) : u € H'(RM)}.

Temos que Et e E~ sao ortogonais tanto em E quanto em L?*(RY) x L?(RY). Para

z = (u,v) € E definimos

i u+v u+v _ uUu—v U—"0
ARES , ez = , — .
2 2 2 2

Assim, z* € E* e z = 27 4 z~, de modo que £ = E* @ E~ e podemos calcular

J@uvv s Vighun) = S 1 - 17,

Como H'(RY) estd imerso continuamente em L*(RY) para todo s € [2,2*], e a imersdo
H'(RY) < L

s (RN), s €[1,2%), é compacta, verifica-se imediatamente o préximo lema:

Lema 3.6. A imersio E — L* := L*(RY) x L*(RY), 2 < s < 2* € continua e a imersao
E— L =L (RY)x L (RY), 1<s<2* écompacta.

loc loc loc

Usando (F}) e (F») podemos checar que, para todo € > 0 dado, existe C. > 0 tal que

max{|F(z, 2)|, |[F.(z, 2) - 2[} < ele* + Cel2” (3.5)
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3.2. CASO PERIODICO: EXISTENCIA

para cada (r,2) € RY x R% Assim, fica bem definido

7@ = [Pz, 2ek
e também o funcional I : F — R associado ao nosso problema, qual seja
| —2
I(z) = 51717 = 1I=717) = T (). (3.6)
Além disso, I € C'(E,R) com
F(2)w = (= wt) — (o= w-) — /Fz(x,z)w, cwe b

Portanto, os pontos criticos de I sdo precisamente as solugdes fracas do problema (3.1).
Como nos queremos utilizar as informacoes do Lema 3.4, provaremos na sequéncia que

o funcional I satisfaz as condi¢oes (V1) — (IV3).

Lema 3.7. Suponha que F satisfaca (Fy), (Fy) e (Fy). Entao, para todo z # 0, vale
1
éFz(x,z)z > F(z,z) > 0.

Além disso, J(0) =0 e J(z) = [ F(x,z) € fracamente semicontinuo inferiormente.

Demonstragao. Por (Fy) temos que F(z,0) = 0, e portanto J(0) = 0. Tomando z # 0 e

usando (F}) obtemos

F(:c,z):/o %[F(x,tz)]dt:/o Fz(x,tz)zdt:|z]2/0 (o, tz)tdt > 0. (3.7)

Esta identidade, (F}) e o fato de que g(z,-) é crescente implicam que

%Fz(x, 2)z — F(x,2) = |2)? (/0 lg(z,]2]) — g(m,t!z!)]tdt) > 0.

Para a verificacao da tdltima afirmacao, seja z, — z em F. Usando o Lema 3.6 podemos

assumir que, a menos de subsequéncia, z, — z em L2 e z,(x) — 2(z) q.t.p. em RV,

loc

Como F' é nao-negativa, segue do Lema de Fatou que

n—oo n—oo

liminf 7 (z,) = lim inf/F(x, Zn) > /F(a:, 2)=J(2)
e isto completa a demonstracgao. O]
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3.2. CASO PERIODICO: EXISTENCIA

Lema 3.8. Suponha que F satisfaga (Fy) — (Fy). Sejam s > —1 e v,z € R? com
w = sz +v #0. Entdo, para todo x € RN wvale

F.(x,z) <S<§ +1)z4(s+ 1)1}) + F(z,2) — F(z,z+w) <0,.

Demonstracao. Sejay =y(s) =w+ z = (14 s)z + v e defina, para s > —1,

B(s) == F.(z,2) <8(§ +1)z+(s+ 1)v> + F(z,2) — F(x,2 +w).

Precisamos mostrar que §(s) < 0 sempre que w # 0. Se z = 0, segue de (F3) e do Lema

3.7 que 5(s) = —F(x,y) < 0. Supondo que z # 0, iremos tratar dois casos:
Caso 1: z-y <0

Se isso ocorre observamos que, por (Fy), F.(z,2)y = g(z,|z])z -y < 0. Assim, usando

v=y—(1+s)z,0Lema3.7es>—1, temos

2

1

< —5(3 +1)?F, (2, 2)z + (s + 1) F.(z, 2)y — F(x,y) <O0.
Caso 2: z-y >0
Nesse caso, usando o Lema 3.7 obtemos

1

p(—1) = —éFZ(m,z)z + F(z,2) — F(z,y) < —F(x,y) < 0.
Segue de (Fy) que F.(z,2)z = g(xz,]|z])|2|> > 0, e portanto lim, ., 8(s) = —oo. Por
consequéncia 3 atinge seu maximo em algum ponto sg € [—1,00). Se sg = —1 o resultado

segue da desigualdade acima. Supondo sy > —1, temos que

0- i(j“i — F.(z,2)y — F.(z,9)%.

Usando (F}), obtemos que g(z, |z|)z -y = g(x, |y])y - z e entdo |z| = |y|. Assim,

F(z,2)y = g(=,]2)z -y < g(x, [2])]2* = Fa(z, 2)2.
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3.2. CASO PERIODICO: EXISTENCIA

Logo,
2
B(s) = —§Fz(a:, 2)z+ (s+ 1) (F.(z,2)y — F.(x,2)z2)
2
< —EFZ(QZ, 2)z <0,
e a prova esta completa. O

Lema 3.9. Suponha que F' satisfa¢a (Fy) — (Fy). Se z € M, entao
I(z 4+ w) < I(z2) sempre que z + w € E(z), w # 0.

Em particular, z € o unico mdximo global de I‘E(z)'

Demonstragao. Seja z € M e z+w € E(z) com w # 0. Pela definigao de E(z), podemos
escrever z +w = (1 +s)z+ v, onde s > —1 ev € E~. Como z € M, denotando
¢:=s(5+1)z+ (s+1)v € E(z), temos que

0=1I(2)¢ = S(% + DU = 12717 = (s + (=7, 0) — /Fz(waz%ﬂ

Assim,

I(z+w)—I(z)

= S(g + D12 = 271 = (s + (=7, v) — %Ilvll2 + /[F(%Z) — F(z, 2+ w)]

- —%HU”? + /[Fz(x, z)(s(g +1Dz+(s+ 1)v) + F(x,2) — F(z, 2 + w)].

Como w # 0, segue do Lema 3.8 que I(z + w) < I(2).

Vamos mostrar agora que a desigualdade provada acima implica que z é o inico ponto
de méximo da restri¢do [|,,. De fato, dado um elemento de tz +y € E(2) \ {2}, basta
considerar w = (t — 1)z + y para obter tz +y = z + w. Note que, se w = 0, entdo t = 1
e y = 0, o que nao pode ocorrer visto que tz + y # z. Assim, w # 0 e segue da primeira

parte da prova que I(tz 4+ y) < I(z). Logo z é o tinico maximo global de I|z ). O

Lema 3.10. Suponha que F satisfaca (Fy) — (Fy). Entdo, para cada z € E'\ E~ temos
que E(z)ﬂ/\/l = {m(2)} tem um inico elemento, que é exatamente o inico mdazimo global

de I|E(Z)'

Demonstracao. Pelo Lema 3.9 é suficiente provar que MﬂE(z) # (), paracada z € E\E™.

Como E(z) = E(ﬁ), podemos assumir que z € S™.
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3.2. CASO PERIODICO: EXISTENCIA

Afirmagdo: existe R > 0 tal que I(w) < 0, sempre que w € E(z) \ Bg(0).

De fato, se isto fosse falso, obteriamos uma sequéncia (w,) C E(z) tal que ||wy,| — oo
e I(w,) > 0. Pondo z, := w,/||w,|| e passando para uma subsequéncia, podemos assumir
que z, — 20 em E e z,(x) = 2(z) q.t.p. em RY. Se 2y # 0, deduzimos pelo Lema de
Fatou e (F3),

](wn) 1 1 _ F(xawn>
0< T = St - Sl - [ Sl o oo,

|wn|2

o que é uma contradicao. Supondo zy = 0, lembrando que F' > 0 e usando a desigualdade
acima, obtemos ||z7|| > ||z || que implica ||z}|| > 1/v/2. Isso e o fato de que z € S*
nos permite escrever z;: = Sz, com 1/ \/§ < s, < 1. Passando para uma subsequéncia,
2zt — sz em FE com s > 0, que contradiz z, — 0. Isso conclui a prova da afirmagao.
Usando (F) e um argumento padrdo conclufmos que I(sz) = 3s® + o(s?) quando
s — 0. Isso, a afirmacdo acima e (F}) implicam que 0 < supE(z)I < oo. Como I é
¢ fracamente semicontinuo inferiormente em E(z) N Br(0), podemos usar o fato de que
I <0em E(z)N E-, para concluir que 0 méximo ¢ atingido em algum ponto Z € E(z)

tal que 2t # 0. Entao Z := m(z) € M e o lema estd provado. O

Vamos agora definir o seguinte niimero

c:= zlen/\f/l I(2).

O resultado abaixo, entre outras coisas, relaciona o niimero ¢ acima com o conjunto N,

definido em (3.2):
Lema 3.11. Suponha que F satisfaca (Fy) — (F»). Entdo

(1) existe r > 0 tal que
c=1infI >inf I > 0;
M N,

(ii) para todo z € M, wvale ||z*|| > max{||z~||, v2¢}.

Demonstragio. Se z € ET, entao I(z) = i||z||> — [ F(x,z). Assim, podemos usar as
condigdes (Fy) — (Fy) para concluir que [ F(z,z) = o(||z]|*) quando |z||] — 0, o que
implica que infy, I > 0 para r > 0 suficientemente pequeno. Além disso, se z € M, entao

segue do Lema 3.9 que

de onde se conclui que ¢ > infy, 1.
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3.2. CASO PERIODICO: EXISTENCIA

Para provar (ii), consideramos z € M para obter

(=1 = 1=1%),

N —

1 _
e <50 =) - [ Flos) <
o que estabelece a desigualdade. O]

Lema 3.12. Suponha que F satisfagca (Fy) — (F3). Se K C E\ E~ € compacto, entao

existe uma constante Ci tal que |m(z)|| < Cx, para todo z € K.

Demonstragao. Seja K um subconjunto compacto de £\ E~. Como no lema anterior,
podemos assumir que K C S*. Suponha, por contradicao, que exista uma sequéncia

(z,) C K tal que |m(z,)|| = co. Como m(z,) € E(zn), podemos escrever
= Sp2n tw, .

Como no Lema 3.10, verifica-se que 1/\/5 <s, <1les,>|w,|. Istoea compacidade
de K implicam que, a menos de subsequéncia, s, = s > 0, z, = 2 # 0 e w,, = w™ em
E. Podemos assumir que w,(z) = w(x) = sz(z) + w(z) q.t.p. em RY, com w # 0 e

lim |m(z,)(7)] = 00, q.t.p. em {x € RY :w(z) # 0}.

n—oo

Por (F3) e pelo Lema de Fatou, obtemos

S 1WN2_/F@m%D

Alz)? 272 [z )

uma contradi¢ao. O lema esta provado. [

Lema 3.13. Suponha que F satisfaca (Fy) — (F3). Entao I é coercivo sobre M, i.e.,
I(z) — oo quando ||z|| — oo, z € M. Em particular, todas as sequéncias de Palais-Smale

de I em M sao limitadas.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢do, que exista uma sequéncia (z,) C M satisfa-
zendo I(z,) < d e lim,_, ||2n|| = 0o. Definindo w, := z,/||z,|| temos que, a menos de
uma subsequéncia, w, — w e wy(r) = w(z) q.t.p. em RY. Se w # 0, argumentando
como no lema anterior, obtemos uma contradicao. Desse modo, devemos ter w = 0.

Afirmamos que, para p € (2,2*) dado em (F}), temos que w,; 4 0 em LP(RY) x
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3.2. CASO PERIODICO: EXISTENCIA

LP(RY). De fato, se isso nao for verdade, podemos usar (3.5) para concluir que

lim [ F(z,sw/)=0.

n—o0

Além disso, como sw;” € E(z,), o Lema 3.9 implica que
s Lo +
dZI(zn)ZI(swn)Zzs — | F(z,sw,)).

O lado direito da expressao acima tende para s?/4 quando n — +00, o que é uma absurdo
visto que o nimero s > 0 é arbitrario.
Usando a afirmaca@o provada acima e o Lema de Lions [21, Lema I.1] obtemos § > 0

e uma sequéncia (y,) C Z" tais que
/ lw|? > 3> 0. (3.9)
B1(yn)

Passando ao limite segue que wt # 0, contradizendo o fato de que w = 0 e com isso

concluimos a demonstragao. O]

Demonstracao do Teorema 3.1: De acordo com os lemas provados acima o funcional
I satisfaz (INV;) — (IN3) e portanto podemos aplicar o Lema 3.4. Utilizando a notagao
14 apresentada, vamos considerar (w,) C ST uma sequéncia minimizante para ¥. Pelo
Principio Variacional de Ekeland, podemos assumir que ¥'(w,) — 0 e, usando o Lema
3.4, temos ainda que ['(z,) — 0 onde z, = m(w,) € M. Segue do Lema 3.13 que (z,)
é limitada e portanto podemos assumir que z, — z em E e z,(z) — z(x) q.t.p. em RV,
Usando essas convergéncias, a condi¢ao (F}) e um argumento padrao concluimos que z é
uma solucdo fraca do problema (3.1).

Se z, — 0 em LP(RY) x LP(R"), entao usando (3.5) e (F}) obtemos que [ F.(x, z,)z, =
o(1). Dai

o(lznll) = P'(zn)zn = 2712 — N2l — / Fu(e, z)om < 2512 + o(1),

implicando 2z — 0. Contudo, isto contradiz a segunda afirmagao do Lema 3.11. Dessa

forma, 2, /4 0 em LP(RY) x LP(RY) e pelo Lema de Lions, vemos que

/ 12, > B8 >0,
Bl(yn)

para algum 3 > 0 e (y,) C Z". Por translagao de (2,), como I é Z"-invariante, obtemos
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3.3. CASO PERIODICO: MULTIPLICIDADE

uma nova sequéncia de Palais-Smale que converge fracamente para um ponto critico nao
nulo de I, que denotaremos por z. Note que, como / nao possui pontos criticos nao nulos
em £, devemos ter z € M.

Nosso proximo objetivo é provar que
I(z) =c=1inf 1.
M

Como podemos assumir, passando para uma subsequéncia, que z,(x) — z(x) para q.t.p.

em x € RY, usando o Lema 3.7 e o Lema de Fatou, temos que

c+o(1) =I(z,) — %]'(zn)zn = /ﬁ(x, )

F(z,2) +0(1) = I(2) = 5I'2)z + (1)
o(1),

vV
'\4\

o que mostra que ¢ > I(z). Como z € M, vale também a desigualdade reversa ¢ < I(z),

o que mostra que I(z) = ¢ e completa a demonstragao.
O

3.3 Caso peridédico: multiplicidade

Nessa subse¢ao vamos provar o resultado de multiplicidade para o sistema (3.1), apli-
cando o Teorema 3.5. O espago E e o funcional I sao os mesmos utilizados na prova do

Teorema 3.1.
Lema 3.14. Suponha que F satisfagca (Fy) — (Fy). Entdo I satisfaz (My).

Demonstragao. Dado € > 0, podemos usar (F}) — (F3) para obter C. > 0 tal que
|F(2,2) < el2]* + Cel2,

para todo (z,2) € R x R% Essa desigualdade e as imersoes de Sobolev implicam que
[ F(x,z) = o(]|z||*) quando ||z|| = 0. Assim, lembrando que para todo z € N, temos que

2z =zt € ET, o resultado segue da definicao do funcional. O

Lema 3.15. Suponha que F satisfaca (Fy)—(Fy). Entao para todo subespago X C ET de
dimensado finita temos que I(z) — —oo quando ||z|| = oo, z € X @ E~ . Em particular,

para qualquer r > 0, a condi¢io (Ms) € satisfeita.
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Demonstra¢ao. Argumentando por contradigao, vamos supor que existem M > 0 e (z,) C
X @ E~ tais que I(z,) > —M e ||z, — oo. Definindo w,, := z,/||2,||, podemos supor

que w, — w, w, — w~ fracamente em E e w} — wt € X;. Temos que

M I(z,) 1 1, _ F(z,z,)
R G A (310

lzall® = llzal® 2 2 (e

Se wt = 0, segue da desigualdade acima e de F' > 0 que

1 F(z,z,) 1 M
og—||w;\|2+/—’g—||w;||2+ Y
2 |20 2 |20

Assim, [Jw, || = 0 e obtemos uma contradigao com 1 = ||w,|* = ||w,[|* + ||w, ||*. Logo,
wt # 0 e, como podemo supor que w,(x) — w(r) para q.t.p. € RY, obtemos

lim |z,(7)] =00 q.t.p. em Q= {z € RY : w(z) # 0}.

n—+00

Tomando o limite inferior em (3.10), usando o Lema de Fatou e (Fj), obtemos

1 1 F(z, z,
Lt |2 = timinf Lt > [ timing 2820 1 200 2 4o,

o que é absurdo. O
Lema 3.16. Suponha que F satisfagca (Fy) — (Fy). Entdo I satisfaz (Ms).

Demonstracao. Para verificar que I’ : E. — E é continua, é suficiente mostrar que
J' : E; — E! é continua. Tomando z, — z em FE,, segue que z, — z em F e desse
modo, usando as imersoes de Sobolev, podemos assumir que z, — z em L} ., s € [2,2%).

locy

Dai, para n € C°(RY) x Cg°(RY), obtemos que z, — z em Li (K), K = supp(n), e

loc

entao usando (Fy) — (Fy), obtemos

T = [ Blezn— [ Fwon=T G

Como C§(RY) x C°(RY) é denso em E, concluimos a primeira continuidade. Para a
segunda parte, basta usar a defini¢ao de E;, e o fato de tanto a norma quanto J(z) serem

fracamente semicontinuos inferiormente.

]

No que segue, vamos denotar por K C FE o conjunto de todos os pontos criticos do
funcional I. O préoximo lema descreve o comportamento das sequéncias de Palais-Smale

de I. Sua prova pode ser encontrada em [12] ou [13].
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Lema 3.17. Suponha que F satisfaca (Fy) — (Fy). Se (z,) C E € uma sequéncia (PS).

para I, entao ocorre exatamente uma das situagoes sequintes:

(i) 2z, —0;

(ii) ¢ > 0 = inf Ix\(0y > 0 e existe um inteiro positivo I < [c¢/0], vi,--- ,u € K\ {0} e
sequéncias (at), CZN,i=1,2,--- 1, tal que, apds passar para uma subsequéncia
de (zn),

l

— 0, Z[(vi):c

=1

I
Zn — sz( —al)
i=1

e para i # j, temos que |a’, — al| — oo quando n — .

Conforme veremos abaixo, esse tltimo resultado é o ponto chave para a verificagao da
condigao (My).

Lema 3.18. Suponha que F satisfaca (Fy) — (Fy). Se o conjunto K/ZN € finito, entio I
satisfaz (My).

Demonstracao. Seja T um conjunto finito formado por uma escolha arbitraria de repre-
sentantes das Z-6rbitas de K. Como I é par, podemos assumir que 7 = —7. Uma vez
que K\ {0} € M einfy, I > 0, obtemos que

I(z) > 0= inf >0,
\{0)

para todo z € K \ {0}. Logo, existe v > 6 tal que

0 <minl = min I < max I =maxI <.
T K\{0} K\{0} T

Para [ € N e um conjunto finito B C F, definimos

J
[B,l] := {Zzi('—ai) 1<ji<lia; eZV,z EB}.

=1

Utilizando a Proposigao 1.55 em [12] concluimos que
inf{||z —wl : z,w € [B,l],z # w} > 0. (3.11)
Fixado um intervalo compacto J C (0, 00), denotemos
d:=maxJ, [:=[d/0], A:=][T,l].
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Observando que [T,{]T = [TT,1] e usando (3.11), segue que
inf{||z] — 25| : 21,20 € A, 2] # 25} > 0.

Usando a convergéncia forte dada pelo item (ii) do Lema 3.17, podemos concluir que A é

um (PS)j-atrator para I. Assim, o funcional I satisfaz a hipdtese (My). ]

O resultado de multiplicidade segue agora de uma simples aplicagao dos lemas acima

juntamente com o Teorema 3.5. Os detalhes seguem abaixo.

Demonstragao do Teorema 3.2: Basta mostrar que o conjunto K/Z" é um conjunto
infinito. De fato, se nao fosse assim, poderiamos usar os lemas acima para verificar que
I satisfaz (M) — (My). Segue de (3.7) que é par. Assim, como I(0) = 0, podemos usar
o Teorema 3.5 para obter uma sequéncia ilimitada de valores criticos para I. Uma vez
que I é invariante por translacio, concluimos que o conjunto K/Z" ¢ infinito, o que é
absurdo. O

3.4 Caso assintoticamente periédico

Nessa secao vamos analisar o caso que F' é assintoticamente periddica. Inicialmente,

vamos considerar o funcional limite I, : £ — R dado por

1 1, _
uz) = 51241 = 51171 = [ Fu(o,2),

em que F,, é o limite assintético da funcao F', dado pela condigao (F7). Essa ultima
hipdtese nos permite utilizar o Teorema 3.1 para garantir a existéncia de uma solugao de

energia minima z,, € F do problema periédico

{ —Au+ Vo(z)u

Foo(z,u,v), v € RY,
—Av + V() Fou

T, U
(z,u,v), z € RY.

Usando essa solucao definimos os conjuntos para fazermos o link conforme se segue:
Mg, ={z=2 +tz:2 € E7, ||z]| <R, t>0}.
onde zg := zL. Como Mg, C E(zo) = E(zoo), segue do Lema 3.9 que

sup Iy < Ip(zo). (3.12)
MR,ZO
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Precisamos agora encontrar um ponto critico para o funcional I definido em (3.6).
Observamos inicialmente que, como nao impusemos (diretamente) uma condigao de cres-
cimento para F', precisamos primeiro mostrar que o funcional esta bem definido. Isso na

verdade é uma consequéncia do resultado abaixo:

Lema 3.19. Suponha que F' satisfaca (Fy), (Fg) e (Fy). Entao, dado € > 0, eziste C. > 0
e q € (2,2%) tais que

IFu(a, 2] < elal + G2l [F(w,2)| < el + Coll, (313
para todo (r,z) € RN x R%
Demonstra¢ao. Tomando € > 0 e usando (F3), obtemos 6 > 0 tal que
|F.(z,2)] <elz|, z € RY, |z] < 6. (3.14)
Por (F7) existe R > 0 satisfazendo
|F.(2,2)[ < col2|"Fl(z, 2) < %\z|7+1|FZ(1‘, 2)|, z € RN, |2| > R.

Dai, definindo ¢ := 27/(7 — 1), podemos usar 7 > N/2 para concluir que 2 < ¢ < 2*.
Além disso,
|F.(z,2)| < Clz|77 = Clz*", 2 € RN, |2| > R. (3.15)

Sendo Fy, . = %Foo continua e periddica, obtemos M > 0 tal que
|Fooz(2,2)| <M, 2 €RY, 6 <[2| < R.

Agora, usando (F7), temos

P A < el 0 2 (Il + 50

)l s BN, 5l < R
Isto, (3.14) e (3.15) demonstram a primeira desigualdade em (3.13). A segunda segue
diretamente da desigualdade do valor médio. O]

No préximo resultado provamos que o funcional I satisfaz as condi¢oes da geometria

do Teorema de Linking.

Lema 3.20. Suponha que F satisfaca (Fy) e (F5) — (Fy). Entdo I verifica as sequintes

condicoes :
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(1) existem r, a > 0, tais que I|y, > «;
(17) existe R > r tal que I|apny < 0.

Demonstracao. O primeiro item segue do Lema 3.14. Para o segundo, fixe 2 = 27 +pzg €
OMpg. Se ||z|]| < Re p=0, temos que z =z~ € E~. Dali, usando (F7) segue que

1) = I(=7) = 5]l | - / F(e,2) < 0.

Assim, basta considerar o caso em que ||z|| = R e p > 0. Se a conclusao do lema é falsa,
podemos obter uma sequéncia (z,) tal que z, = ppz0 + 2., pn > 0, ||2a]] = R, — 0 e
I(z,) > 0. Entao

I(za) _ 1 (piHZoH2 Hz;|!2) _/M -0

lzall® 2\ flzall® [lzal® (A

~||. Observando que

Uma vez que F' > 0, devemos ter p,||zo]| > ||z

palloll” | Nzl _
zall® Alzall®

segue que m < o < doe 2z /||2a] € limitada. Assim, passando para uma sub-

= llzall = =0l

sequencia, podemos supor que

% (7)

Iz

Pn
[zl

— p >0, ﬁéwEE_ e —w q.t.p. r € RY, (3.16)
Zn

em que usamos o Lema 3.6 e o fato de E~ ser fracamente fechado. Usando (3.16),

||zn|| — o0 e a primeira convergéncia acima concluimos que p,, — co. Assim, se

lim |z,(z)| = +oo, q.t.p. em Q:= {z € RY : pz(z) + w(z) # 0},

n—0o0

em que |2| > 0. Portanto, tomando o limite superior na desigualdade

2 2 —112 2
o 1) S;(pnuzou A )_ /Mu (3.17)
Q

lzall® = 2 X\ llzall® ll2nll? znl? llznll?

usando o Lema de Fatou e (F%), concluimos que

F(x,2,) |z]* e
- )

1
0< 3 (ol = ul?) - [ timint

ES N EA

em que usamos o fato de que a expressao dentro da integral acima tende para +o0o em ().
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Obtemos assim uma contradicao que prova o lema. O
Passamos agora a demonstracao da limitacao das sequéncias de Cerami.

Lema 3.21. Suponha que F satisfaca (F) e (Fs) — (F7). Entdo toda sequéncia (Ce).

para 1 € limitada.

Demonstracao. Seja (z,) C E tal que

lim I(z,)=ce lim (1+|z.DII'(z0)||e = 0.

n—-+00 n—-+o0o

Segue que

4 o(l) = I(z) — %[’(zn)un _ / Fla, =), (3.18)

Suponha, por contradi¢do, que ||z,|| — o0o. Nesse caso, temos que

On(1> =

Mot —5) [ Blen)Glo )

[N

Considerando w,, := z,/||z,]|, segue que

F s
. (@, 2n) (0, — wy,)

n>oo Iz

=1. (3.19)

Relembre que em (F3) definimos
q(r) = inf{F(z,2);x € RN |z| > r}.

Se Ry > 0 é dado em (Fg), para qualquer |z| > Ry vale

coF (z,2) > <M> > (M)

2] |22

Assim, segue de (F3) que F(z,z) — oo quando |z| — oo uniformemente em z € RY.
Isto, (F5) e a defini¢ao de ¢ implicam que ¢(r) > 0 para todo r > 0 e ¢(r) — oo quando
r — 00.

Para 0 < a < b, definimos

Qu(a,b) = {z € RN : a < |2,(x)| < b}.
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Usando (3.18) e as defini¢bes acima, obtemos

cto,(l) = / ﬁ(m,zn)—i—/ - |Zn|2+/ ﬁ(x,zn)
Q,(0,a) Qn (a,b) |2n] Qn (b,00)

~ q(a
> [ R+ T [ P a0,
Q,(0,a)

e portanto existe C; > 0 satisfazendo

max / ﬁ(x,zn),M / 2|2, q(b)| (b, 00)| » < C. (3.20)

RN\Q,, (a,b) Qn(a,b)

Esta desigualdade acima implica que |2, (b, 00)| < C'/q(b). Como ¢(b) — 400 quando

b — +o00 concluimos que

blim €2,,(b, 00)| = 0, uniformemente em n. (3.21)
— 400

Fixado p € [2,2%), pela desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev, para algum Cy > 0

segue que

R (/ o
Qn (b,00) Q (b,00)

< Cafwn[|#]2a (b, 00)

(2" —p)/2"

. w/2*
2 ) 100 (b, 50)

(2" -w)/2"

Uma vez que 2* — > 0, segue de (3.21) que

lim |wy,|* = 0 uniformemente em n. (3.22)
b——+o00 Qn(b,oo)

Sabendo que 27" = 27/(t — 1) € (2,2%), podemos usar a condigao (Fg), (3.20) e a
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desigualdade de Holder para obter

[ Ewwelow) [ Bl o)
Qn (b,00) [l 2l Qn (b,00) |20

|z, )T\ A
s(/ [l )" (lwallwt —wy)
Qn(b,00) |20 Qn(b,00)
N 1/7 1/27/ 1/27/
écé/f(/ F<a:,zn>) (/ rwnPT) (/ rw:—wgﬁf)
Qn (b,00) Qn (b,00) Qn (b,00)
1/27'
(] )"
Qn (b,00)

Fixe € > 0. Esta expressao acima e (3.22) nos garantem a existéncia de b, > 0 suficiente-

mente grande, de modo que

/ Fz(%ZN)(qu{_w;)
Q. (be ,00)

[z

< e, para todo n. (3.23)

Seja Cy > 0 tal que ||z]|3. < C4y||z||* para todo z € E e considere ¢ > 0. Por (F3),
existe a. € (0,b.] tal que |F,(z,2)| < g|z|/Cy para todo |z| < a.. Assim,

Fz n T —w, Fz ) “n
On(0,0.) |zl 0a) |7l

< w,|? < e. (3.24)
C(4 Qn(0,a¢)

Novamente usando (3.20), com 0 < a < b fixados, obtemos

1 1 »C
/ |w,|* = —— / 2, ]% < s—— = 0a(1). (3.25)
Qn(ah) 12nl1? S (ap) [2n 1 q(a)

Usando (F%) e lembrando que ¢ € L®(RY), obtemos C5 > 0 tal que |F.(x,z2,)| <
C5|zn| para todo = € Q,(a., b:). Segue entao de (3.25) que existe ny € N tal que

Fz ) ~n T —w,
/ (2, 2n) (W — wy) < 05/ lw,|? < &, para todo n > ny. (3.26)
Qn(as,bs) HZTLH Qn(asybs)

Finalmente, as estimativas (3.23), (3.24) e (3.26) implicam

[Pl o)

[zl

para todo n > ny. Uma vez que € > 0 é arbitrario, a desigualdade acima contradiz (3.19).
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Portanto, (z,) é limitada em F. O

Lema 3.22. Suponha que (F) satisfaca (Fy), (Fg) e (F7). Seja (z,) C E uma (Ce).
sequéncia para I. Se z, — 0 fracamente em E, entdo existe uma sequéncia (y,) C RY,

R >0 e >0 tais que |y,| — oo e

limsup/ 2> >8>0
Br(yn)

n—o0

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que o lema é falso. Entao, para qualquer

R > 0, temos que

lim sup / |z |> = 0.
"7 yeRN J Br(y)
Desse modo, usando o Lema de Lions podemos concluir que |z,|; — 0 para qualquer

s € (2,2%). Segue da segunda desigualdade em (3.13) que

limsup/F(x,zn) < lim sup <<¢:/|zn|2 —I—C’6/|zn|p) < Ck,
n—-+00 n—00

onde usamos a limita¢ao de (z,) em L?. A arbitrariedade de e implica que [ F(z, z,) — 0.
O mesmo argumento e a primeira desigualdade em (3.13) nos fornece [ F,(z,z,)z, — 0.

Como (z,) é uma sequéncia de Cerami, obtemos

c¢= lim {](zn) — %I’(zn)zn} = lim (%Fz(z,zn)zn — F(x,2,)) =0

n—o0 n—oo

que contradiz a hipdtese ¢ > 0. Portanto, o lema esta provado. O]

Finalizamos esta secao apresentado dois resultados de convergéncia analogos aos ja

usados no Capitulo 1.

Lema 3.23. Suponha que F satisfaca (Fy). Seja (z,) C E uma sequéncia limitada e
wy(z) :=w(z —y,), onde w € E e (y,) CRYN. Se |y,| — oo, entdo temos

[Foo 2 (7, 2n) — Fa(x, 25)]w, — 0,

fortemente em LY(RY) quando n — oc.

Lema 3.24. Suponha que p € F e s € [2,2*]. Se w,, — w, entao

im [ gl = / ol

n—-+4o0o
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Finalizamos o capitulo apresentando a

Demonstracao do Teorema 3.3: Utilizando o Lemas 3.20 e o Teorema 2.2 obtemos
(z,) C E tal que

I(zn) » c2a>0e (14 |z (zn)]

g+ — 0, quando n — oo. (3.27)

Usando o Lema 3.21 podemos supor que z, — z fracamente em FE. Afirmamos que
I'(z) = 0. De fato, por densidade, é suficiente verificar que I'(z)n = 0 para toda n €
Ce(RYN) x C°(RY). Temos que

I'(z)n — T2 = (2n — 20 — / Fu(z, ) — Fa(e, 2)ln (3.28)

Usando as imersoes de Sobolev podemos assumir, passando para uma subsequéncia, que

s
loc

zn — z em L} para cada s € [1,2%) e

zZp(x) = 2(x) q.t.p. em K,
2a(2)] < wilz) € L(K), qtp. em K,

em que K denota o suporte de 7. Assim F,(x, z,)n — F,(z,2)n q.t.p. em K. Além disso,
usando (3.13) e a desigualdade de Hélder obtemos

[P, 20| < elwalln] + Celwp|In] € LY(K).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a convergéncia fraca z, — z em
E, tomando o limite em (3.28), concluimos que
I'(z)n = lim I'(z,)n =0,
n—oo
implicando que I'(z) = 0.
Se z # 0 entao obtemos uma solugao nao trivial para o problema. Desse modo, é

suficiente tratar o caso em que z = 0. Pelo Lema 3.22, existe uma sequéncia (y,) C Z%,

R >0, e >0 tais que |y,| = oo quando n — oo, e

n—oo

hmsup/ 2> > B > 0. (3.29)
Br(yn)

Escrevendo z,(z) := z,(x +y,) e passando para uma subsequéncia, temos que z, — Zz em

E,Z,— Zem L2 e Z,(z) — z(z) para q.t.p. z € RY. Por (3.29), temos que z # 0.
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Afirmacao 1. I (z) = 0.

Para provar isto fixamos 7 € C°(RY) x C°(RY) e definimos, para cada n € N, a
translagao n,(z) = n(x — y,). Argumentando como acima e usando a periodicidade de

F.. obtemos
[éo(gn)n = féo@ﬁ +0,(1) = [/(Zn)nn + 0,(1),

de modo que é suficiente mostrar que I'(z,)n, = 0,(1). Mas, pelo Lema 3.23,

]</>o<2n>77n = I/(Zn)nn - /[FZ(JJ, Zn) - Foo,Z(x7 Z)]nn = ]/(Zn)nn + On(l)a

e a afirmagao segue do fato de (z,) ser uma sequéncia de Cerami.

Afirmagao 2. liminf/ﬁ(x,'zvn) > /1/7\00(1:,5)

n—00 -

De fato, usando a definicao de ﬁ, ﬁoo, a primeira parte da equagao (3.7) e (Fr),

obtemos
~ ~ 1 1
|F (2, 2,) — Foo(x, 2,)| < §|Fz(x,zn) — Foo . (x, 2n)||20] +/ |Fo(x,t2n) — Foo 2 (@, t2,)|| 20| dt
0
1 1
< ge@lza+ [ o s
0
1 1
— (5450 ) w@lap=.

A desigualdade acima e o Lema 3.24 nos permite usar o Lema de Fatou e a periodicidade

de ﬁoo para obter

liminf/ﬁ(:p,zn) zliminf/ﬁoo(x,zn)

n—oo n—oo
:hminf/ﬁoo(:c,'zvn) > /ﬁoo(x,}}),

n—oo

o que prova a veracidade da segunda afirmacao.

Usando as duas afirmacoes e a periodicidade de F obtemos
: L, o ~
c= lim[I(z,) — =I'(zp)2,) = iminf [ F(z,z,)
n—o00 2 n—oo

> [ Pue?) = 1e(®) - 507 = 1),

Usando agora a defini¢ao de ¢ dada no Teorema 2.2, o fato de que F' > F,, (3.12) temos
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que

¢ < sup 1(2) < sup Io(2) < Io(20) < I(2) < c.
ZGMR ZEMR

Desse modo, se definirmos hg : [0,1] x Mr — E por hy(t,z) = z, para todo (t,z2) €

[0,1] x Mg, a desigualdade acima implica
sup I (ho(1, Mg)) = ¢ > 0.

Segue do Teorema 2.3 que [ possui um ponto critico nao trivial. O]
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Apéndice

Neste apéndice descrevemos em detalhes o método da variedade de Nehari generalizada
e resultados relacionados. Este contetido foi extraido de [30].
Seja E um espaco de Hilbert com uma decomposicao ortogonal £ = E~ @ E* de modo

que, para cada u € F, podemos escrever
uw=u" +ut, comute E*

Considere
St =SNE"={ue€E:|ul|=1}

e, para cadau € B\ E~,

Eu)=Ru® E"=Ru" e E(u) =Ru®FE =Rut®E",
em que RT = [0,00). Para I € C'(E,R) faremos as seguintes suposigoes:
(N1) O funcional I se escreve na forma

Lo ey —ie
Iw) = ¢+ 75 12— ),

com J(0) =0, +J'(w)u > J(u) > 0 para todo u # 0 e J fracamente semicontinuo

inferiormente;

(N2) Paracadaw € E'\ E~, existe um tnico ponto critico nao nulo m(w) de I|g,,. Além

disso, m(w) é o inico méximo global de | Blw)’
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(N3) existe d > 0 tal que ||m(w)*|| > d para todo w € E'\ E~ e, para cada subconjunto
compacto K C E'\ E~, existe uma constante Ci tal que ||m(w)| < Cx para todo
w e K.

Vamos definir ainda a variedade de Nehari generalizada como sendo
M={ue E\E™ :I'(u)(tu+v)=0,teR, ve E™}.

Se u # 0 é um ponto critico de I, entdao de acordo com (NN7), temos que

I(u) = I(u) — %I’(u)u _ / (%J'(u)u - J(u)) -0, (30)

enquanto que I < 0 sobre £~. Note que a condigao (V) acima e a definigao de M nos

permitem construir uma aplicacao
m:E\E~ - M, m(u):= {ﬁnico méximo global da restrigao ]|E(u)} :
Vamos denotar por m a restricao dessa aplicacao ao conjunto ST, isto &,
m = m|g+.

Temos que m é uma bijecao cuja inversa m~! é dada por

+
1 u
m~(u) = :
[Jut]|
Definimos
= inf I(u).
¢ ulenM (U)

Se este infimo é atingido, entdo por (30) temos que ¢ > 0.
Proposicao A.1. Suponha que I satisfa¢a (Ny) — (N3). Entao:
(1) a aplicagdo m € continua;
(11) a aplicagao m é um homeomorfismo entre ST e M.

Demonstracao. (i) Seja (w,) C E\E~, w, — w ¢ E~. Desde que m(w,,) = m(w, /||w]|]),
podemos assumir, sem perda de generalidade que w, € St. Pela definicao de E(wn),
podemos escrever m(wy,) = S,w, + v,, com s, > 0 e v, € E~. Usando (N3) vemos que

(m(wy,)) é limitada, e portanto, passando para uma subsequéncia, segue que s, — S e
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v, — v, € E~. Por outro lado, temos que m(w) = sw + v, com v € E~. Vamos provar

que v, = v. Por (NV;), obtemos
I(m(wy,)) > I(spw, +v) = I(sw+v) = I(m(w)),

dai, pela convergéncia fraca e semicontinuidade da norma e .J, temos que

R T
= (35 3l ? = s )

1, 1 _
<1 Do - Jsw 4 v) < I (w)).

Logo I(m(w)) = I(sw + v,), com sw + v, € E(w) Pela condicao (NN,), concluimos que
m(w) = sw + v, = sw + v, donde v, = v. Com isso, temos mostrado que toda sequéncia
w, — w possui uma subsequéncia (wy) satisfazendo m(wy) — m(w). Para concluir a
prova, suponha por contradigdo que m nao é continua em w. Logo, existem € > 0 e (wy,)
tal que w,, — w com ||m(w,) — m(w)|| > . Aplicando o argumento acima, obtemos uma
subsequéncia (wy) de (w,) tal que m(wy) — m(w), o que é um absurdo, e portanto vale
a continuidade.

L ¢ continua.

]

(77) Isto é uma consequéncia imediata do item anterior e do fato de que m~

Seja U : E+\ {0} — R definida por

eV .= {I\/|5+.

Proposicao A.2. Suponha que I satisfaga (N1) — (N3). Entao Ve CHET\ {0}L,R) e

vale a formula

para todo w,z € ET, w # 0.

Demonstracao. Seja w € ET\ {0}, z € ET e denote m(w) = s,w + vy, com s, > 0,
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vy € E~. Usando (N3) a o Teorema do Valor Médio, obtemos

U(w + t2) — U(w) = I (St (W + 12) 4 Vuisz) — (St + vy)
S [(5w+tz (w + tZ) + Uw+tz) - [<Sw+tzw + Uertz)

= [I(5w+tzw + Vit + TtSertth)strtth;
para |t| suficientemente pequeno e algum 7y € (0,1). De modo andlogo, temos que

U(w+t2) — U(w) = I(Suprez(w +12) 4 Vuars) — L (50w + vy)
> I(sy(w~+t2) + vy) — I(sSpw + vy)

= I'(SpW + Uy + 0481 2) Syt 2,

para algum o, € (0,1). Dai, usando a continuidade provada acima e a continuidade das

projecoes e de I’, concluimos que
U (w)z = sl (Spw + vy) 2.

Para finalizar, basta observar que m(w)™ = s,w. a
Corolario A.3. Suponha que I satisfa¢a (Ny) — (N3). Entao:

(a) U :=U|g+ € de classe C* e

V' (w)z = ||m(w) ™| I'(m(w))z, para todo z € T,(ST);

(b) Se (w,) C ST € uma sequéncia de Palais-Smale para ¥, entio (m(w,)) C M €
uma sequéncia de Palais-Smale para 1. Se (w,) C M € uma sequéncia limitada de

Palais-Smale para I, entio (m~(u,)) é uma sequéncia de Palais-Smale para ¥ ;

(c) w € um ponto critico de ¥ se, e somente se m(w) € um ponto critico nao nulo para

I;
(d) g1+f\I/:1/r\1/lfI.

Demonstragao. (a) Segue da proposi¢ao anterior, bastando observar que se w € S, entao

m(u) = m(u).

(b) Por (N7) temos que E =T, (ST) @ E(w) para todo w € ST. Denotando u = m(w) e
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observando que I'(u)| @) = 0, obtemos que

W' (w)|| = sup T(w)z=|[u"|| sup I'(u)z
2€Tyw (ST) 2€Ty (ST)
llz]=1 llzl=1

= [Ju"| Sup I'(w)z = [l || 1'(u)] -
z€E
llzl=1

Esta expressao juntamente com o fato que [|ut|| > 6 > 0 para todo u € M implicam

no resultado.

(¢) Como [|[W'(w)|| = [[m(w)T|[|[I'(m(w))|| g+, segue que ¥'(w) = 0 se, e somente se
I'(m(w)) = 0.

(d) Usando a defini¢ao de WU e a bijegao entre ST e M, obtemos

inf ¥(w)= inf I(m(w)) = inf I(u).

weSt weSt ueM
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