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Resumo

O trabalho contido nesta tese apresenta uma nova abordagem numeérica
computacional para sistemas hidrogenoides, baseada na teoria de Hamilton-Jacobi e
nas propriedades de transformacdo entre os grupos O(3,1) e SU(2) em um espaco
plano de Minkowski, cujo desenvolvimento, que parte de uma equacdo de onda tipo
Dirac, porém numa representag¢ao bi-dimensional, permite a previsdao de autovalores
de energia de altissima precisdo, com funcbes de onda extremamente simples. A partir
desta abordagem desenvolvemos o programa computacional DIRAC-LIKE que, no
tratamento de sistemas hidrogenoides, se mostrou eficiente, elegante e simples, onde
foi possivel explorar e se beneficiar do método variacional, sem os desconfortos do
chamado colapso variacional. Além disso, algumas funcdes de onda geradas pelo
programa DIRAC-LIKE foram testadas no cdlculo de sec¢bes de choque diferenciais
envolvendo processos de espalhamento fotoelétrico, apresentando excelentes
resultados. O sucesso do método para sistemas hidrogenoides sugeriu uma extensao
para os sistemas helioides, cujo desenvolvimento ja esta em andamento. Uma versao
preliminar deste método, com abordagem ndo relativistica semelhante a de Hylleraas,
é também apresentada neste trabalho e, a partir dela, desenvolvemos o programa
computacional HELIUM TEST que oferece valores numéricos de energia para os
estados fundamental e excitados, além de suas respectivas fungdes de onda,
atendendo as premissas de simplicidade e razodavel precisdo. Alguns destes valores,

incluindo alguns estados excitados, sao apresentados e comentados neste trabalho.



Abstract

The work contained within this thesis presents a new numerical approach for
computing hydrogen-like systems, based on Hamilton-Jacobi theory and the
transformation properties between O(3,1) and SU(2) groups in a Minkowski flat space,
whose development, starting form a Dirac-like equation, but in a bi-dimensional
representation, allows the prediction of high precision energy eigenvalues, with
extremely simple wave functions. From this approach we have developed the DIRAC-
LIKE program that, in the treatment of hydrogen-like systems, has proved to be
efficient, elegant and simple, and where it was possible to explore the benefits of using
the variational method, without the discomforts of the so-called variational collapse.
Besides that, some wave functions generaded by the DIRAC-LIKE program were tested
in the calculation of photoelectric effect differential cross sections, with excellent
results. The success of the method for the hydrogen-like systems has suggested an
extension to helium-like systems, whose development is already in progress. A
preliminary version of this method in a non-relativistic approach, similar to that of
Hylleraas, is also presented in this work and, based on it, we have developed the
HELIUM TEST program for calculating numerical values of energy from ground and
excited states, and their respective wave functions, taking into account the
assumptions of simplicity and reasonable accuracy. Some of these values, including

some excited states are presented and discussed in this work.
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Capitulo 1 - Introducao

1.1 Hidrogenoides e Helioides

Os sistemas hidrogenoides e helioides ocuparam um papel importante no
desenvolvimento da Mecanica Quantica e ainda hoje, por suas caracteristicas
peculiares, se apresentam como sistemas propicios para ensaios de novas técnicas e
abordagens alternativas, antes mesmo de serem estendidas a sistemas maiores e mais

complexos.

Nas ultimas décadas, no entanto, a demanda por formula¢gdes numéricas cada
vez mais precisas e, ao mesmo tempo, cada vez menos caras do ponto de vista
computacional, vem crescendo e percebe-se, nos ultimos anos, grande progresso em
ampliar os procedimentos tedricos e computacionais para cdlculos de alta precisdo,
principalmente no que diz respeito aos sistemas helioides [1]. Nesse contexto, a teoria
ndo relativistica falha em descrever certas caracteristicas observadas nas propriedades
de dtomos e moléculas e, apesar dessas falhas serem ainda mais notdrias quando se
procura descrever a estrutura eletrOnica dos elementos mais pesados da tabela
peridodica, os resultados sdo insatisfatdrios mesmo no estudo de sistemas atébmicos

constituidos por atomos mais leves, mas que envolva excelente precisao.

As modelagens tedricas, as simula¢gdes computacionais, e os resultados
experimentais tém demonstrado, inequivocamente, que numa descricdo mais
completa dos atomos e moléculas os efeitos relativisticos guardam grande importancia

e ndo podem ser negligenciados. Em um célculo de energia bastante preciso com H, e

H,, por exemplo, as contribui¢des relativisticas sdo absolutamente evidentes [2].

1.2 Colapso variacional

Embora a formulagao tedrica relativistica proposta por Dirac para sistemas
hidrogenoides seja bastante inspiradora, quando se pensa nas caracteristicas de
atomos e moléculas que, experimentalmente, discordam das previsdGes apresentadas
pela teoria ndo relativistica, os calculos numéricos envolvendo a equagdo de Dirac,

1



para estados ligados de uma particula [3], apresentam instabilidade nos métodos
variacionais por conta dos estados de energia negativa no espectro do operador de

Dirac.

Neste sentido, varias abordagens foram propostas para o tratamento da
equacdo de Dirac, baseadas, por exemplo, no quadrado dos operadores de Dirac [4],
na formulagcdo minimax [5] [6], no uso de bases especiais [7] e mesmo métodos mais
elaborados foram propostos [8]. Contudo, nenhuma destas metodologias forneceu

uma resposta completa e satisfatoria [1].

O principio variacional, que na teoria nao relativistica se apresenta como uma
técnica poderosa e largamente utilizada para construcao de autovalores e autofuncdes
aproximadas da equagao de Schrodinger, falha imediatamente quando aplicado a
equacdo de Dirac, onde o valor esperado da Hamiltoniana de Dirac é ilimitada por

baixo por conta do continuo de energia negativa em seu espectro.

Do pondo de vista numérico, o colapso variacional e a existéncia de estados
espurios sdo problemas sérios que podem ser contornados em casos especiais
utilizando-se operadores de proje¢ao para fora dos estados de energia negativa ou

impondo, por exemplo, condi¢des adicionais de fronteira [7].

Mais recentemente, conforme apontam alguns autores [9] [10], na literatura da
ultima década vemos ainda uma referéncia recorrente ao chamado “Brown-Ravenhall
disease”. Ele consiste basicamente na dificuldade encontrada na aplicacdo de métodos
variacionais para resolver equagdes relativisticas de muitos elétrons. Se
considerarmos, por exemplo, dois estados ligados de particulas ndo interagentes, cada
um contendo um elétron, estes estados sdo degenerados com uma infinidade de
estados nos quais uma particula é excitada para dentro do continuum positivo
enquanto a outra decai para dentro do continuum negativo. Ligando-se a interagao, o

sistema se dissolve para dentro dos dois continua.

A possibilidade da dissolugdao do continuum tem sido citada como uma das
razes para abandonar as equacgdes de Dirac-Coulomb como um alvo para abordagens

variacionais e utilizar exclusivamente a teoria de perturbacao.



1.3 Anomalias nas previsodes ndo relativisticas

O estudo da estrutura eletronica de atomos e moléculas tem despertado cada
vez mais o interesse de pesquisadores e cientistas. As formulacdes relativisticas tém
sido largamente utilizadas para prever os niveis de energia atOmicos, as taxas de
transicdo, as secgdes de choque de colisdo [11] e, certas caracteristicas e
comportamentos de atomos e moléculas, observados experimentalmente, cujas quais

as teorias ndo relativisticas demontraram ser incapazes de prever satisfatoriamente.

Apenas para ilustrar, podemos dividir algumas destas anomalias nas previsoes

nao relativisticas em cinco grupos:
a) Anomalias associadas ao comprimento das ligacGes.

Pela teoria ndo relativistica, o comportamento esperado para o comprimento
de ligagao do metal-carbono nos compostos dimetil do grupo 12, era um crescimento
do Zn para o Cd e novamente do Cd para o Hg, contudo, embora as determinagGes
experimentais confirmem o crescimento no comprimento de ligagao do Zn para o Cd,
elas apresentam um decréscimo do Cd para o Hg, contrariando as previsdes nao
relativisticas. Nos hidretos metdlicos de cunhagem, CuH, AgH e AuH, temos a mesma
caracteristica no comportamento de ligacdo e, ainda a titulo de exemplo, calculos de
Hartree-Fock ndo relativisticos (NRHF) para o AuH [9] prevém um comprimento de

ligacdo de 183 pm, enquanto que o valor experimental observado é de 152 pm.
b) Anomalias associadas ao potencial de ionizagao.

A teoria ndo relativistica prevé um crescimento no potencial de ionizagao dos
elementos do bloco-p, quando a ocupacdo da camada de valéncia p vai de p! para p°,
devido ao crescimento na carga nuclear que é apenas parcialmente compensada pela
blindagem dos outros elétrons de valéncia. De p> a p* prevé um descréscimo no
potencial de ionizagao, devido a perda de energia de troca com os elétrons
emparelhados. Finalmente, de p* para p® prevé um crescimento similar como o de p* a
p3 pela mesma razao. Contudo, o que se verifica experimentalmente é que, embora
este padrdo siga como o esperado quando o nimero quéantico n é 2,3 e 4, para n igual

a 6 observa-se, contrariamente ao esperado, um comportamento oposto, ou seja, ha



um decréscimo no potencial de ionizacdo de p2 para p3 e um crescimento de p3 para p4
[9].
c) Anomalias associadas ao efeito de “pares inertes”.

Nos sistemas contendo elementos pesados, a teoria ndo relativistica falha na
previsdo e na explicacdo adequada do “efeito de pares inertes”. Os elementos da
familia do Boro apresentam configuracdo eletrénica terminada em ns’np’, ou seja,
com trés elétrons na ultima camada eletrdnica, levando a possibilidade de fazer trés
ligacGes. Contudo, descendo pelo grupo, verifica-se uma tendéncia crescente dos
elementos Ga, In e Tl em formar compostos monovalentes. Este comportamento,
chamado “efeito do par inerte”, mostra que se a energia necessdria para
desemparelhar os elétrons for maior que a energia liberada na formagao da ligagao,
entdao os elétrons permanecerao emparelhados. Esse efeito também ocorre em
elementos pesados de outros grupos como o Sn e Pb (grupo IV) e Sb e Bi (grupo V)

[11].
d) Anomalias associadas a densidade radial.

A comparagdao das distribuicdes de densidades radiais de um sistema
hidrogenoide, que pode ser obtida a partir das solu¢des analiticas das equacbes de
Dirac e Schrédinger, permite-nos observar os efeitos dinamicos primarios da
relatividade, sem as complicacGes introduzidas pelas interacdes elétron-elétron em

* onde a carga

sistemas multieletrénicos. Para hidrogenoides pesados como Hg
nuclear Z=80 é grande o suficiente para mostrar efeitos dinamicos relativisticos
apreciaveis, as curvas construidas pela modelagem relativistica sdo sempre mais

internas que as respectivas curvas construidas pela modelagem ndo relativistica [12].

Ainda como exemplo de anomalia associada a densidade radial, o fato de o
atomo de mercurio (Z=80) ser liquido a temperatura ambiente é atribuido a

contracdo relativistica da camada preenchida 6s° [13] [2].
e) Anomalias associadas a estrutura de banda.

Talvez o exemplo mais notavel de anomalia associada a estrutura de banda seja
o caso da cor dourada do ouro metalico. Os calculos nao relativisticos aplicados a

estrutura de banda do ouro metalico superestimam o espacamento entre as bandas 5d

4



e 6d e prediz absorcdo na regido do UV, o qual daria ao ouro metalico uma aparéncia
similar a da prata, ou seja, pela teoria ndo relativistica o ouro metalico deveria ser

prateado [13] [14].
1.4 Uma nova abordagem

Os exemplos citados anteriormente servem para evidenciar que apesar de os
efeitos relativisticos serem pequenos nos dois primeiros periodos da tabela periddica,
e modelos ndo relativisticos serem uma boa primeira aproximag¢ao para muitas
descricbes de processos quimicos envolvendo o primeiro e segundo periodo de
elementos, modelos quanticos relativisticos confidveis sdo essenciais para moléculas
contendo elementos pesados como os metais de transicdo, os lantanideos e os

actinideos [15].

Em 1928 Dirac propds uma equacgado relativistica [16] que se mostou bastante
satisfatoria na descricdo do espectro do sistemas hidrogenoides incluindo a estrutura
fina. No entanto, a presenca dos estados de energia negativos associados ao operador
de Dirac produziu certo desconforto na formulacdo de métodos computacionais

principalmente no que se referia ao método variacional.

Em 1929, Breit tentou extender a teoria de Dirac para os sistemas helioides
introduzindo uma corregao relativistica a interagdo de Coulomb, que se tornou
universalmente conhecida como “interacdo de Breit”. Varias objecGes foram
apresentadas contra a equagdo de Breit para os helioides, em particular o fato de que
ela ndo era um invariante de Lorentz e também, que era apenas uma aproximagao

para a completa interacdo relativistica [10].

Mais recentemente, em 2011, uma nova abordagem baseada na teoria cldssica
de campos, para estudar sistemas atdbmicos e moleculares, foi proposta por
Nascimento e Fonseca [17], onde, considerando a equivaléncia entre as equacdes de
Hamilton-Jacobi e Dirac, e também as propriedades de transformacdo entre os grupos
0(3,1) e SU(2) em um espaco plano de Minkowsky, obteve-se uma equacdo de onda
tipo classica quantizada, na qual o elétron foi considerado como uma entidade tipo

particula, ao invés da usual entidade tipo onda, proposta pela mecanica quantica.



O resultado obtido guarda grande semelhanca com a equacdo de Dirac original,
reproduzindo a mesma solucdo analitica para a energia dos atomos hidrogenoides,
porém com a vantagem de ser definida em apenas duas dimensdes, e permitir a
previsdo de autovalores de energia de altissima precisdo, com funcbes de onda

extremamente simples.

Partindo desta abordagem, desenvolvemos o programa computacional DIRAC-
LIKE baseado num método variacional semelhante ao de Hylleraas, que, no tratamento
de sistemas hidrogenoides, se mostrou eficiente, elegante e simples, onde foi possivel
explorar e se beneficiar do método variacional, sem os desconfortos do chamado
colapso variacional [18]. Além disso, algumas funcGes de onda geradas pelo programa
DIRAC-LIKE foram testadas no calculo de sec¢des de choque diferenciais envolvendo

processos de espalhamento fotoelétrico, apresentando excelentes resultados.

O sucesso do método para sistemas hidrogenoides sugeriu uma extensdo para
os sistemas helioides, cujo desenvolvimento ja estd em andamento. Uma versdo
preliminar deste método, com abordagem ndo relativistica semelhante a de Hylleraas,
é também apresentada neste trabalho e, a partir dela, desenvolvemos o programa
computacional HELIUM TEST que oferece valores numéricos de energia para os
estados fundamental e excitados, além de suas respectivas fungdes de onda,
atendendo as premissas de simplicidade e razodavel precisdo. Alguns destes valores,

incluindo alguns estados excitados, sdao apresentados e comentados neste trabalho.

1.5 Objetivos deste trabalho
O presente trabalho se propde a:

a) tratar os sistemas hidrogenoides a partir da solucdo exata de uma
equacgao diferencial completamente original e construida por um procedimento

semelhante ao de Dirac.

b) construir uma modelagem computacional em um referencial nao
inercial e bi-dimensional de uma maneira iterativa, baseada no método variacional de

Hylleraas e que ndo apresente o problema do “colapso variacional”.



c) desenvolver um procedimento numérico, em linguagem de
programacao “Maple”, que seja simples e elegante, para obtencdo de uma funcdo de
onda que descreva adequadamente os sistemas hidrogenoides com excelente precisao

e simplicidade nas func¢des de onda.

d) Mostrar que embora os efeitos relativisticos sejam notdrios em
elementos mais pesados, dependendo do grau de precisdo que se deseja obter, tais

efeitos tornam-se relevantes mesmo em elementos mais leves.

e) Mostrar que a nova abordagem baseada na teoria classica de campo,
para estudar sistemas atdmicos e moleculares em um sistema de referéncia nao

inercial [17], pode ser numericamente bem sucedida para sistemas hidrogenoides.

f) Apresentar uma versdao preliminar de uma abordagem numeérica nao
relativistica que seja capaz de gerar valores de energia para os estados fundamental e
excitados de sistemas helioides, de modo que as fungdes de onda sejam simples e

precisas.

g) Desenvolver um procedimento numérico computacional, numa
abordagem preliminar ndo relativistica, em linguagem de programagao “Maple”, que
seja simples e elegante, para obtencdo de valores de energia para os estados
fundamental e excitados de sistemas helioides e suas respectivas funcdes de onda que

descreva adequadamente os sistemas helioides com simplicidade e precisao.

1.6 Esbogo da tese

Com a finalidade de obter melhor entendimento do assunto, a tese

apresentada neste trabalho estd organizada em seis capitulos e trés apéndices.

No capitulo 1, além de introduzir o assunto, apresentamos uma motivagao ao
tema, apontando uma variedade de situa¢des onde se faz evidente a necessidade de
consideragdes relativisticas na interpretagao e entendimento de alguns fenédmenos e
caracteristicas peculiares de certos atomos e moléculas e finalizamos mostrando o

porqué de introduzir uma nova abordagem numérica computacional.



No capitulo 2, apresentamos alguns dos fundamentos necessdrios para a
compreensao de diversos aspectos tedricos envolvidos nesta area e principalmente
para facilitar o entendimento da nova abordagem numérica computacional

apresentada neste trabalho.

No capitulo 3 apresentamos a base tedrica da nossa contribuigdo,
propriamente dita onde fica evidente que, apesar de estamos trabalhando em duas
dimensdes, nosso método serve como espelho da metodologia proposta por Dirac,

obtendo inclusive, o mesmo conjunto de autovalores de energia.

No capitulo 4 apresenamos uma abordagem preliminar, numa representacdo
ndo relativistica semelhante a de Hylleraas, mas que é capaz de obter valores de
energia para os estados fundamental e excitados de sistemas helioides, com boa

precisdo e simplicidade nas funcdes de onda.

No capitulo 5 apresentamos os resultados obtidos para sitemas hidrogenoides,
como tabelas de energia de altissima precisdao, um quadro comparativo entre as
notacdes de Dirac, a notacdo espectroscopica e a notacdo utilizada em nossa
abordagem, bem como diversos graficos que permitem a Vvisualizacdo do
comportamento das funcGes de onda geradas pelo programa computacional DIRAC-
LIKE, para alguns hidrogedides escolhidos, e sua comparagao com as fungdes de onda
de Dirac. Alguns destes dados ja foram publicados no “Journal of Modern Physics”,
num artigo entitulado “A variational Approach for Numerically Solving the Two-
Component Radial Dirac Equation for One-Particle Systems” [18]. Ainda neste capitulo,
apresentamos também os resultados obtidos para sistemas helioides, como algumas
tabelas de valores de energia obtidos pelo progama computacional HELIUM TEST bem
como sua comparagao com os resultados de outros autores, para alguns helioides

escolhidos.

No capitulo 6 apresentamos uma aplicacdo das funcdes de onda geradas pelo
programa computacional DIRAC-LIKE no tratamento de se¢des de choque diferenciais
de efeito fotoelétrico, onde comparamos nossos resultados numéricos com os obtidos
numericamente por funcdes de onda de Schrédinger, com as aproximacdes analiticas
de Born, e com a aproximacdo relativistica de Sauter. Como os resultados foram
compativeis apenas para pequenos numeros atémicos, comparamos em carater
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gualitativo, e apenas usando a grande componente da funcdo de onda de Dirac, a
secdo de choque diferencial de efeito fotoelétrico, obtida pelo nosso método, com o
obtido pelo método de Dirac, onde encontramos um padrdo constante para todos os

numeros atomicos calculados.

Por fim, no apéndice A apresentamos um breve ensaio sobre a teoria de
espalhamento fotoelétrico, incluindo as aproximacdes de Born e Sauter, no apéndice B
apresentamos o programa computacionais DIRAC-LIKE desenvolvido durante o
programa de doutorado, com a finalidade de obtencdo de autovalores de energia de
altissima precisdao e fungdes de onda extremamente simples para o tratamento de
sistemas hidrogenoides e, no apéndice C apresentamos o programa computacional
HELIUM TEST desenvolvido durante o programa de doutorado, como uma versao
preliminar e ndo relativistica, para obtencdo de valores de energia dos estados

fundamental e excitados de sistemas helioides.



Capitulo 2 - Fundamentos

2.1 Elementos de mecadnica classica

Um dos principios basicos da mecanica classica é o formalismo lagrangeano
[19] e [20], segundo o qual um sistema cldssico bi-dimensional pode ser descrito por
uma “densidade lagrangeana” construida como fung¢ao das coordenadas espaciais x e

y, de uma fungdo auxiliar y(x,y) e de seu gradiente 9“y(x,y), que pode ser dada

como uma fungdo da forma
L=L(x,y,,{(x,y),a";((x,y)). (2.1)

A Integragdo da densidade lagrangeana sobre as varidveis x e y, no intervalo

em que o sistema se encontra definido, define a fungao lagrangeana I e, dentro do
limite de continuidade em que sistema classico é definido, o “principio de Hamilton”, é

dado por
51 = 5j Ldxdy = 0. (2.2)
A subtituicdo da Eq. (2.1) na Eq. (2.2) conduz a

51=5Idxdy[L(x,y,}((x,y),a”,z’(x,y))]=0, (2.3)

gue, por diferenciacdo direta torna-se

oL oL oL o |
[ dxdy{a 0.2 5(9.x)+ 20.7) (0, Z)_$54 =0. (2.4)

Lembrando que a variagdo de ;((x,y) € nula nos limites da integragao, a

integracdo por partes da Eq. (2.4) nas varidveis x e y nos leva a

L oL AL
dxdy| 9. 49 _2 sy =o. (2.5)
J [ d(d.x) "9(0,%) 8}:}

Por fim, a Eqg. (2.5) somente é possivel se o integrando for identicamente nulo e

dessa forma chegamos a tdo conhecida equa¢do de movimento de Euler-Lagrange
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9.9 49 O _OL_g

"9(0,x) 'o(0,x) ox

(2.6)

2.2 Elementos de mecanica relativistica

Na mecanica relativistica a energia E e o momentum pde uma particula livre

de massa m e velocidade v sdao dadas pelas expressdes [21]

(2.7)

(2.8)

onde é facil observar que:

a.

C.

para v=0, o momentum torna-se nulo (particula em repouso) e, a
energia torna-se E=E,=mc’, que é conhecida como a “energia de

repouso” de uma particula;

para pequenas velocidades (v < ¢) a Eq. (2.8) reproduz o momentum
cldssico p=mv e akEq.(2.7) expandida numa série em potencias de v/c

mv2

E ~mc* + s

(2.9)

reproduz, a menos do termo de energia de repouso, a expressao classica

da energia cinética de uma particula; e

para para v=c,aenergia e o momentum tornam-se infinitos.

Quando a energia da particula é expressa em termos de seu momentum ela é

chamada de fung¢do hamiltoniana e pode ser expressa por

H=\cp>+m’c*. (2.10)
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A grandeza p,, com componentes (ﬁ,iHj ¢ chamado de quadrivetor
C

momento-energia e satisfaz a relagdo
pup,+m’c® =0. (2.11)

No caso da particula de massa m e carga ¢ estar se movendo em um campo

eletromagnético, onde o quadripotencial A, =(A,iAO) , 0 momentum generalizado e a

fungdao hamiltoniana serdo dados por

A (2.12)

2
H=eAO+\/cz[f)—£Aj +m’c’ (2.13)
C
Neste caso, o quadrivetor energia-momentum generalizado p, com

. 2

o1 . s . ~

componentes [p,—Hj ird satisfazer a relacdao
C

. 2
(pﬂ,iA j +m?c* =0 (2.14)

i

2.3 Equacdo de Dirac

Dirac [16], em sua busca por uma equacdo diferencial em primeira ordem na
derivada temporal, acabou descobrindo a necessidade de estados de momento
angular semi-inteiros para a descricdo correta de sistemas atomicos, além da
necessidade de uma interpretagao fisica para estados de energia negativa [9]. A sua

famosa equacdo diferencial [16] pode ser escrita como
(iy“9, —m)y (%.1) =0, (2.15)

onde m é a massa do elétron e ¥, =0,1,2,3, obedecem a algebra de Clifford, isto &,
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() =1 (2.16)

(¥) =-1 (2.17)
comi=1,2,3,€e
Yy ==rvr (2.18)
para u#v.
Se fizermos
E=y7 p+¥'m, (2.19)

e usarmos as defini¢cdes a, =’y e f=", chegaremos a
H=a p+pm, (2.20)

onde, fazendo a escolha de que @ e [ sejam matrizes hermitianas, isto é, que a

matriz 7’ seja hermitiana, enquanto a matriz 7seja anti-hermitiana, podemos escrever

a naforma
_ |0 ¢
a—[a 0} (2.21)
e
1 0
,B:[O _J, (2.22)

onde usamos as matrizes de spin de Pauli

01:(0 1), 02:[9 _l), 03:(1 0]. (2.23)
1 0 i 0 0 -1

Note que se adicionarnarmos os efeitos eletromagnéticos, considerando A=0

e A =®, teremos
H=a -p+pm+ed, (2.24)

gue é a funcdo hamiltoniana que descreve a particula carregada submetida a um

potencial eletrostatico & .
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Assim, no caso em que o potencial eletrostatico esteja descrevendo um

potencial central, teremos um problema de autovalor do tipo
Hy =Ey (2.25)

onde H:&.p+ﬂm+V(r), sendo WE{WA} um bi-spinor de duas fungdes de duas

B

componentes.

Por questdes de simetria, v deve ser autofung¢do de paridade, de J? ede J,.

Entao, definimos wo=g(r)y’ e v, =—if (r) ', onde

i 1 [ +Jl+m+ Y ey = 1| =Jl—m+py" |
SN Jlema gy | N2 Jleme Y

Assim, a equacdo de Dirac pode ser escrita como:
[E-pm-V(r)|y-a py=0 (2.26)

ou

E-m=V(r) 0 M%}{O 5"1:0, (2.27)

0 E+m-V(r)||y,]| |6:p O

onde teremos duas equagdes acopladas para os spinores ¥, e ¥, :

[E-m-V(r)]w,—(6-p)w,; =0 (2.28)
[E+m=V(r)]y, (¢ B)y,=0 (2.29)
ou
[E-m-V(r)]g(r)y}'=(&-p)(=if (r)y')=0 (2.30)
[E+m=V (r)](=if (r)y}')-(6-5)g(r)y/' =0 (2.31)

Neste momento, vale uma discussdao [10] sobre como o operador &-p ird

atuar nas funcées de onda. Vamos inicialmente lembrar a propriedade em que:

(6-d)(6-d)=a-b+ic-(axb) (2.32)
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(c-a) =|a] (2.33)
Assim, podemos escrever & - p na forma:
N I AV 2570 PPN Y. 2 5
o-p= (O'-p)=(0'-r) r-p+i (2.34)
r r r
Veja que:
(7 ﬁ)%f-(—ﬁ)z—ii (2.35)
or
isto é, (?-ﬁ) age somente na parte radial da fungdo de onda.
Observe também que:
G-L=28S-L=J-1>)-§° (2.36)
entao:
(6‘f)|jml>={j(j+1)—l(l+1)—%}|jml>Ek|jml> (2.37)
onde
.3 o1
k=—j—==—(A+1) para I, =j+— (2.38)
2 2
1 1
k=j-——=+(A-1) para [, = j—— (2.39)
2 2
com
A= '+l (2.40)
J > .
Podemos dizer entdao que, (6‘-5) age somente na parte angular da fungdo de
onda.

Finalmente, devemos observar que o operador (G:7) é um operador de

paridade, sendo |jml> uma autofuncdo de paridade, temos:
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(6-7)| jml,)=—| jml,) (2.41)

Assim, substituindo a Eq. (2.36) nas Eqgs (2.28 e 2.29) temos:

—

FL}( —if (r)y}')=0 (2.42)

[E—m—V(r)}gmyy—(a-f{f-zw

}g(r)ygf S0 (43)

[E—m—V ]g —{r p+i5-'L}(f(r)y,i’l)=0 (2.44)

—

|:E+m—V(r)](—if(r)yli’l)+|:f-f)+iO-

}g(r)yz;’ =0 (2.45)

Fazendo os operadores (7-p) e (6-E) atuarem, temos:

df jl (ﬂ’—l_l)

[E-m=V(r)]g(r)y)' - f(r)yl'= (2.46)
. A-1 .
ALVl 0 0 e
ou
A+1
[E—m—V(r):Ig—{iwL( hl )}f=0 (2.48)
r r
A-1
[E+m=V( )]f{i—( )}g=0 (2.49)
dr r
L E _ 2(1 1
Por simplicidade fagamos =—, X=mr e a=e (éc):ﬁ’ para
m
obtermos:
p— 2 J—
V(r)="2 -T2 (2.50)
r r
e também:
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e-1-2% ¢

X | dx X

Zo'|

dx X

x_

Em seguida, consideremos o comportamento das solugcdoes em x —> oo

—1|g——==0
[g ]g dx

[s+1]f+d—g=0
dx

Das duas equagdes acima vemos que:

d°f (.
dx* _(1 g)f

Onde podemos sugerir uma solu¢do na forma:

e

Za| _[d+w

_g+1—— f{i—w

_ 2
g=e """ para x >

feele

Podemos entao sugerir de forma geral, uma solugao do tipo:

v i
g=e xZaix
i=0

f=ex" by
i=0

Onde fizemos

p=N1-¢

£Y para x — o

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

Desse modo, substituindo as Egs (2.58 e 2.59) nas egs (2.51 e 2.52) temos:

> HS -1 +ﬁj e Pax"" —

i=0 X

. , A+1 .
[—pe_pxbix’” +e  (y+i)bx +ue_pxbixy” ﬂ =0
x
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> |:(€ +1 +QJ e Phx" +
i=0

X

(2.62)
[—pe_pxalx’” +e (y+i)ax" ——(/1 ) e_p"a.x7+ij:| =0
1 1 x 1

que rearranjando, pode ser escrita como:
(e-1)a,+(2a)a, +pb~(y+i+1)h, ~(A+1), =0 (263)
(e+1)b+(Za)b,, - pa,—(y+i+l)a,, —(A-1)a,, =0 (2.64)

i+1
Ou Se quisermos:

(1-€)a,—(Za)a,, ~N1-&b,+(y+i+1)b,, +(A+1)b,, =0  (2.65)

(1+€)b —(Za)b,, —\1-€'a +(y+i+1)a, —(A-1)a, =0 (2.66)

A fim de obtermos uma relagdo para y, fagamos i=-1 e a,=b, =0:
—(Za)a,+(y+A+1)b, =0 (2.67)
+(Za)b,+(y—A+1)a,=0 (2.68)

qgue nos leva a

Za  —(y+A+1) || q, o 5 69
(y—A+1) Za b, | (2.69)

onde teremos:
(za) +(r+A+1)(y—A+1)=0 (2.70)

ou, resolvendo para y, obtemos:

y=—1 2~ (Za)’ (2.71)

que pode ser escrito como:

7:—11\/@4%) —(za)’ (2.72)
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onde tomaremos a raiz positiva para manter o estado normalizado, assim:

2
;/=—1+\/(j+%j —(za)’ (2.73)

Vale observar que, para que o estado permaneca normalizavel, a série deve

terminar em algum i =n, . Entdo, fazemos a, ,, =b, ,, =0 e teremos:
!

ny

(1-¢€)a, —N1-£'p, =0 (2.74)
(1+¢)b, —\/1—82an] =0 (2.75)

que nos leva a:

b, 1—
A (2.76)
a 1+¢

ny

Por fim, para obtermos o autovalor de energia, faremos i=n,—1 nas Egs.

(2.65 e 2.66):
(1-€)a, ,—(Za)a, —N1-¢€'b, ,+(y+n,)b, +(A+1)b, =0 (2.77)
(1+€)b, ,+(Za)b, —N1-¢&'a, +(y+n;)a, —(A-1)a, =0 (2.78)

Ou se quisermos:
(1-€)a, ,—(Za)a, —V1-€b, ,+(A+1+y+n.)b, =0  (2.79)
(1+€)b, ,+(Za)b, —1-€*a, ,~(A-1-y-n;)a, =0  (2.80)
Agora multiplicamos as Eq. (2.79) por V1+& e a Eq. (2.80) por \/1-¢:

Jite(1-¢€)a, ,—Nl+e(Za)a, —N1+eNl-€'b,

(2.81)

+VI+€(A+1+y+n,)b, =0

Ji—e(1+¢€)b, ,+V1-€(Za)b, —J1-eN1-€%a, |
n/ I‘l/ I‘l/ (2.82)

— 1—8(/1—1—}/—nf)a ,=0

n

Somando as egs. 2.81 e 2.82, temos:
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Zavl+éea +(A-1-y—i)N1+&a, = Za\1-¢b,
+(A+1+y+i)V1+éeb,

ou

b, ZaNl+e+(A-1-y—i)Jl+e

a, Zoal-g+(A+1+y+i)\1+¢

Finalmente, substituindo a Eq. (2.76) na Eq. (2.84), temos:

l—&  Zol+e+(A-1-y—i)Jl+e
l+e  ZaNl-g+(A+1+y+i)Jl+e

que pode ser escrita como:

Za(l-g)+(A+1+y+i)J(1-€") =Za(l+¢)

+(A-1-y-i),/(1-¢)

[(A+1+y+i)—(A-1-y=i)](1-€") =Za[(1+&)-(1-¢) ]
(242y+2i)N1-€> =Za(2¢)
(I+y+i)V1-¢€* =Zae
que resolvendo para &, temos:
(1+y+i) (1-€*)=(za) &
(1+y+i) —(1+y+i)' € =(Za) &

[(Za)2+(1+ 7/+i)2}e2 = +(1+y+i)

oo (1+y+i) _ 1
\/(Za)z +(1+ 7/+i)2 \/1+ (Zoz)2 2
(1+y+i)

que substituindo a Eq. (2.73) na Eq. (2.93) temos:
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(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)



= (2.94)
2
o
1+ ( ) 5
2
\/(j+1) —(Za) +i
2
Lembrando que fizemos € =—, e colocando de volta o “c¢”, temos:
m
mc?
E= 3 (2.95)
1+ (Za)

2.4 Método variacional

Na mecanica quantica ndo-relativistica os métodos variacionais fornecem uma
técnica poderosa e largamente utilizada para a obtencdo de autovalores e autofungdes
associados a equacdo de Schrodinger e, mais recentemente, é crescente o interesse
pela solugao da equagao de Dirac para particulas no estado ligado pelo método de
expansdo em bases finitas, motivado principalmente pelo fato de que tal técnica
oferece um método pratico importante para a construgdo de fungdes de onda

atomicas e moleculares.

Entretanto, na mecanica quantica relativistica, o problema de resolver a
equacdo de Dirac em bases finitas tem se mostrado bastante trabalhoso em especial

por conta do problema conhecido por “colapso variacional” [22] .

De todo modo, apenas para revisar brevemente [7], o método variacional

propde que, se ¢é uma funcdo de onda tentativa normalizavel e Hé a Hamiltoniana

de Schrodinger, entdo a expressao

il 25

(919)
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E um limite superior para o estado fundamental de energia, onde a funcdo de

onda tentativag pode ser expandida em um conjunto de bases ortonormais com

coeficientes variacionais lineares a,

¢=ZN:a,¢i (2.97)

Assim, a condicdo necessaria para achar a energia minima exige que E seja

otimizada com respeito a g através da solugdo de um conjunto de N equagdes

homogéneas para g,

IE

—=0 2.98
. (2.98)

Isto é equivalente a diagonalizar a matriz H, Nx N, com elementos de

matrizes
H,=(¢|H|s,). (2.99)

+ £simo

onde o j“"autovetor ‘¢j> nos da os valores 6timos de 4’ e, pelo teorema de

Hylleras-Undheim [23] os N autovalores s3ao limites superiores aos verdadeiros
autovalores de H . Além disso, os limites crescem progressivamente a medida que N é
aumentado uma vez que a matriz de autovalores necessariamente se move para baixo
(ou permanece fixada).

Contudo, os limites discutidos acima ndo podem em geral ser estendidos a
Hamiltoniada H/,de Dirac porque diferentemente de H, H, ndo é limitada por baixo.
Qualquer autovalor de energia positiva da matriz H,corresponde a (2.99) pode
colapsar sem limites para um autovalor de energia negativa a medida que o conjunto

III

de bases é aumentado, problema este conhecido como “colapso variaciona

Desse modo, talvez uma forma mais conveniente de tratarmos o método

variacional, em um problema quantico-relativistico, seja considerarmos que a integral

espacial da densidade lagrangeana L(x, y, z(x,y),0" 7 (x,y)) € estacionaria [24] com
respeito a pequenas variacdes na forma de Z(x,y)com respeito a forma da
autofungdo %, (x, y) , OU seja,
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5] Ldxdy =0 (2.100)

que pode ser expressa como

oL oL _,

d 0 i
0.0 " a(0.g) ox

(2.101)

Em seguida, construimos uma funcdo tentativa ;((r, (p) a partir de um produto

de série de poténcias e coeficientes indeterminados, multiplicado pela solugao exata

obtida previamente

2(r9) =R (1) (2.102)
R(r)=R (1) e, (2.103)

O processo variacional é entdo realizado diretamente, exigindo o
desaparecimento das derivadas parciais da integral de L com respeito aos coeficientes

¢, da série de poténcia indeterminada, isto &,

5[ Laxdy=0 = i”Labwly =0
00 v=0,1,2,. (2.104)

Naturalmente, como a fungao ;((r, ¢) nao é em geral autofun¢ao do operador

hamiltaniano. A Eq. (2.104) ndo conduz a um sistema de equacdes finito e, portanto,
necessitamos truncar a série de poténcia em uma dada ordem de precisao, dado pelo

inteiro N .

2.5 Grupos ortogonais

Na mecanica classica, e em especial na mecanica quantica, o grupo de rotacao
ortogonal é o grupo de todas as rotacGes sobre a origem de um espaco euclidiano

tridimensional.

A abordagem mais elementar para rotacGes é baseada na identificacdo dos
eixos e dos angulos de rotagdo. Faz-se necessdrios trés numeros reais para

caracterizarmos uma rotagao qualquer: os angulos polar e azimutal de um dado vetor
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unitario 7i tomado na direcdo do eixo de rotagdo e o préprio angulo de rotacdao ¢. No
entanto, a menos que as rotagdes descritas por ¢ sejam infinitesimais ou o vetor

unitdrio 7i esteja sempre na mesma dire¢do, ndo se pode adicionar vetores na forma

ni¢ para caracterizar uma sucessao de rotagdes. Desse modo, é conveniente tratar as
rotagdes através de matrizes R ortogonais 3x3 onde o efeito de rotagdes sucessivas
pode ser obtido por simples multiplicacdo de matrizes.

Estas matrizes ortogonais exigem trés nimeros reais para caracterizarmos uma
rotagdao qualquer e o conjunto de todas as suas operagdes matriciais de multiplicagdao

formam o grupo especial ortogonal para trés dimensdes e recebe o nome de 50(3).

Isto quer dizer que: o produto de duas matrizes ortogonais formam uma outra matriz
ortogonal, vale a propriedade associativa, existe a matriz identidade e, existe a matriz

inversa.

No caso mais geral, onde se considera também operacdes de invercdo, o grupo

passa a ser chamado de O(3).

2.6 Grupo unitdrio unimodular

Uma outra maneira de caracterizar uma rotagao arbitraria é definir uma matriz

2x2 que age em um spinor ¥ a duas componentes na forma

a b
U(a,b) =[_b* a] (2.105)

onde 4« e b sdao numeros complexos, conhecidos como “parametros de Cayley-Klein”,

que satisfazem a condigao unimodular

la|” + o] =1 (2.106)

e a propriedade unitaria

U(a,b) U(a,b) Z(Z* _bJ(_} b*j =1. (2.107)
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Desse modo, é facil ver que a rotacdo de sistemas de spin %4 pode ser descrita

por U (a,b) onde os parametros a e b sdo identificados como

a=e* cos(n), (2.108)

b=e“sen(n). (2.109)

Estas matrizes exigem trés numeros reais ((f,g“,?]) para caracterizarmos uma

rotacdo qualquer e o conjunto de todas as suas operacGes matriciais de multiplicacdo

formam o grupo especial unitario para duas dimensdes e recebe o nome de SU (2).

Assim, pelo fato de podermos descrever uma mesma rotagao usando tanto o

grupo SO(3) quanto o grupo SU (2), podemos dizer que ambos os grupos sdo pelo

menos “localmente isomorfos”, isto é, ha certa correspondéncia entre elementos de

SO(3) e elementos de SU (2).

Na teoria ndo-relativistica do elétron, desenvolvida por Pauli em 1926, a
funcdo de onda que representa o spin do elétron é um vetor complexo bidimensional

que chamamos de spinor a duas componentes

u
Z=£ ], (2.110)
v

onde » e y sdao numeros complexos, fisicamente interpretados como as amplitudes de
probabilidade de que o elétron esteja num estado de spin up ou down,
respectivamente. Nesse contexto, as matrizes unitarias do grupo SU(2) podem ser
interpretadas como matrizes de rotacdo “internas”, atuando sobre os spinores, num
espaco vetorial complexo com apenas duas dimensdes (ao invés de rotacbes

Euclidianas atuando sobre vetores num espaco tridimensional real).
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Capitulo 3 - Hidrogenoides: uma nova abordagem

3.1 Referencial inercial

A mecanica quantica relativistica, no espago-tempo de Minkowski, tem como
alicerce a equacdo de Dirac, que, embora tenha sucesso na descricdao de particulas de

spin %, foi originalmente formulada para ser valida em um referencial inercial O, . Em

outras palavras, a equagao de Dirac é bem sucedida para explicar fendmenos que
estejam no contexto da mecdnica quantica e da relatividade especial, limitando-se a

referenciais inerciais no espago-tempo de Minkowski.

Nesse contexto, embora a formulacdo tedrica proposta por Dirac seja bastante
inspiradora, quando se pretende considerar os efeitos relativisticos no tratamento de
sistemas hidrogenoides, os métodos numéricos utilizados, para levar tais efeitos em

conta, enfrentam muitos desafios.

Apenas como exemplo, podemos mencionar que, embora na mecanica
guantica ndo-relativistica os métodos variacionais fornecam uma técnica poderosa e
largamente utilizada para a obtengao de autovalores e autofungdes associados a
equacdo de Schrodinger, o mesmo ndo se da de forma tdo simples na mecéanica
guantica relativistica. Desse modo, embora seja crescente o interesse pela solucdo da
equacdo de Dirac para particulas no estado ligado pelo método de expansdo em bases
finitas, motivado principalmente pelo fato de que tal técnica oferece um método
pratico importante para a construcdo de funcdes de onda atdmicas e moleculares, esta
abordagem tem se mostrado bastante trabalhosa, em especial por conta do problema

conhecido por “colapso variacional” [22].

3.2 Referencial ndo inercial

Com o objetivo de contornar os problemas mencionados no tépico anterior,
uma nova abordagem baseada na teoria classica de campos, para estudar sistemas
atdmicos e moleculares, foi proposta por Nascimento e Fonseca [17], onde,

considerando a equivaléncia entre as equagdes de Hammilton-Jacobi e Dirac, e
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também as propriedades de transformacdo entre os grupos O(3,1) e SU(2) em um
espaco plano de Minkowsky, obtém-se uma equacdo de onda classica quantizada, na
qual o elétron é considerado como uma entidade tipo particula, ao invés da usual

entidade tipo onda, proposta pela mecanica quantica.

Nesta abordagem, é proposto um sistema de referencial “ndo inercial” O,,
onde o movimento de precessao e rotagao da particula permanece sempre no plano

gerado pelo par (76,;3) , que é perpendicular a diregdo do momento angular J = ¥x p .

Assim, uma quantidade fisica definida no sistema de referéncia inercial O,
podera ser descrita no sistema de referencia ndo inercial O, aplicando-se o operador

Q=¢,+ie-0,o0nde

+ . - .
eo =cos qolxt ¢3rd cos ¢2xt , 62 =sin ¢lxt ¢3rd sin 602‘?[ , (31)
2 2 2
- . , . : T ;
el =Cos ¢lsr ¢3rd sin ¢231 , 63 =sin ¢lst ¢3rd cos ¢23[ (32)
2 2 2 2

Desse modo, para garantir que o movimento se dé apenas em um plano no

sistema O,, faz-se o ajuste entre a razdo da precessao do momento angular da
particula e a rotacdo do sistema de coordenadas ndo inercial O,, pela imposi¢ao de

que cosb,,, =J_/J .

nd

Assim, os graus de liberdade tornam-se reduzidos e a equacdo de Hamilton

Jacob que é valida em um sistema de referéncia inercial arbitrario
gup" P’ +m’ =0 (3.3)
Pode ser reescrita no sistema ndo inercial O, como
p;f + p\2 — pé +m* =0 (3.4)

A qual, substituindo o quadrimomentum da particula classica pelo operador

diferencial p" — i(at,—V), teremos
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(02492 —(E=-9)' -m* |y =0,

gue pode ser reescrita na forma de um produto simetrizado

(0—E+m)(E—p+m)—(2,+id,)(a,~id, )w=0,

e imediatamente reconhecido como um determinante

p—E+m d.—-id, _0=det (W)p =0
o.+id, ¢-E+m oIV

onde o operador W pode ser escrito em termos das matrizes de pauli

W=m+0,0,+0,0,+(p—E)o,

Entdo, fazendo W' = 03W podemos escrever

W’E%Jz(qﬁ—EHazax, +i0,0, +a3m)[11j=0,
X X

gue nos permite obter

onde

H=¢+i0,0,+i0,0, +0,m.

Neste caso, é facil ver que nem J;, nem o,sdo constantes de movimento.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Contudo, uma combinacdo especifica das duas grandezas anteriores produz a

grandeza M = J; + 10, que de fato comuta com H e, portanto, € uma constante de

movimento.
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Finalmente, o 4tomo de hidrogénio pode ser resolvido no sistema de referéncia

ndo inercial O,, em coordenadas polares (r, go), onde

d,%id, =€ (3, +ir"), M, =-id,. (3.12)

z 4

Substituindo as expressdes acima na Eq. (3.5) temos

(m—E—%Jemlz)(l-l-e_i‘”/z {ar _fangZz =0, awzl =i(j‘%}l’1 =0,

(3.13)

£m+E+%je_’W2,1’2 +e""”2£a, +%8¢J;{1 =0, 9,7, :i[j+%j;(2 =0,

(3.14)

de onde decorre que a solucdo geral das Eqgs. (2.3.8 € 2.3.9) é

(i~ L ,
Zl(p,¢)=e( } R(p), R(p)=p2e’Xa,p™, (3.15)

ij+i 14 -~ RS V+s
,’{2(,0,¢)=€( 2) R, (,0), R, (,0)2,0 ‘e pza2v+1p o (3.16)

1/

onde fizemos p =7, v, = (m2 — E2> e v, =m—F.

Entdo, para v =0, tomamos o sistema linear em g, € a,, cujo determinante

deve ser nulo de modo a termos X, € X, regulares na origem com a,a, = 0, de onde

obtemos que s = \/jg —a’.

Em seguida para v >1, igualamos os coeficientes de mesma poténcia e

obtemos o sistema linear

ﬁazm —-a,, ,—oa,, +(s+v+j)a,,, =0, (3.17)

1

-a,, , —LaZH + (s e j)an +aa,,, =0, (3.18)
2

29



cuja solucdo exata é dada pela relagdo de recorréncia

L 2(v—n+j) n(s+v+j+1)pa] .
T (v (2s+v ) g (sHv )+ e

s (3.19)

o, ~UTV=S)ntha, (3.20)
2v+1 (s+V+j)7/l+7/205 2v? .

onde g, =1, 0sv<n—je I<j<n=12,.

Observe que, as Egs. (3.15 e 3.16) implicam em um polinémio de grau finito

para as solucdes radiais Egs. (3.10 e 3.11) e uma autovalor de energia exato dado por

o

=)

E  =m|l+

, (3.21)

que é exatamente a mesma solugdo obtida por Dirac no referencial inercial O, .

Por fim, vale ressaltar que o resultado obtido, além de guardar grande

semelhanca com a equacdo de Dirac original descrita em SU(2)xSU(2), reproduz a

mesma solugao analitica para a energia dos atomos hidrogenoides, porém com a

vantagem de ser definida em apenas duas dimensdes e descritaem SU(2).

Tal vantagem sugere o desenvolvimento de um método numérico que capaz de
contornar alguns dos desafios computacionais que os métodos atuais vém

enfrentando.

3.3 Calculo numeérico variacional

Vimos na sec¢do anterior que o método proposto por Nascimento e Fonseca
[17] é analiticamente bem sucedido para sistemas hidrogenoides em um referencial

ndo inercial O,. Desse modo, esta secdo dedica-se a apresentacdo de uma versdo

numeérica para o calculo das energias desses sistemas no referido referencial [18].
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Observe que a Hamiltoniana do sistema, no referencial ndo inercial O, , pode

ser escrita como

H =¢+ic,0, —ic,d,, +o,m, (3.22)

H(IIJ:E(ZIJ, (3.23)
X X

pode ser escrita explicitamente, como um sistema linear semelhante ao de Dirac de

cuja equacao de autovalor

duas componentes
o, +id x +q %, =0, (3.24)
d.%,—id ¥, +q.x =0. (3.25)
onde é introduzida, por conveniéncia, as fungbes simétricas dependentes do potencial

q. :mi(E+Qj. (3.26)
r
Ao invés de resolvermos as equacgdes diferenciais Eqgs (3.24 e 3.25), isolamos a
funcdo y, da Eq. (3.24) e substituindo na Eq. (3.25) para obtermos
(0,-i9,)(0. 1 +id, 1)

—~ +q,7, =0. (3.27)
q.

Por outro lado, invocando o principio de minima acdo em sua forma mais geral,

isto €, assumindo que a integral espacial da densidade lagrangeana

L(x, y,}((x,y),a"}((x,y)) é estaciondria [25] com respeito a pequenas varia¢des na

forma de Z(x, y) com respeito a forma da autofungdo %, (x, y) , OU seja,
5dexdy =0, (3.28)

escrevemaos
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oL oL oL
dxdy| ———0(0 ¥ |+———35(0. 7" ) - oy =0, )
oL oL oL .
| dxdy{ax 0.7 +9, 2 IR }5;( =0, (3.30)
o oL L5 oL O _, (3.31)

“3.x) Cadx) o

que € a equacdo de movimento Euler-Lagrange, escrita no referencial ndo inercial O, ,

onde y"é o complexo conjugado de y que satisfaz a condi¢do assintética lim ¥ =0.

r—o0

Desse modo, comparando a Eq. (3.27) com a Eq. (3.31), podemos sugerir por
inspecdo a expressao da densidade lagrangeana como sendo
(0.4 —id,x")(0,x+id, )

L= +9.X° 7 (3.32)
q_

e teremos um problema lagrangeano de acdo minima.

Por fim, construimos uma “funcdo tentativa” a partir de uma de série de
poténcias com coeficientes indeterminados, multiplicado pela solugao exata obtida

previamente

x(r.p)=¢" "R (r) (3.3
Rf(r):Rl(r)icer (3.34)

O processo variacional tipo Hylleraas é entdo realizado diretamente, exigindo o
desaparecimento das derivadas parciais da integral de L com respeito aos

coeficientes ¢, da série de poténcia indeterminada, isto &,

5[dedy:0 N iﬁwxazy =0, (3.35)

0% v=0,1,2,...
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com a densidade lagrangeana Lsendo dada, apds a substituicdo das equacgdes (3.33) e

(3.34) em (3.32), por

2

1(drR j-1 Y )
L:—(—I—MRIJ +q,|R, (3.36)

qg_\ dr r

Naturalmente, como a funcdo ,’{(x,y)néo é autofuncdo do operador

hamiltaniano, e sim uma funcao auxiliar, como se define em Mecanica Classica, a Eq.
(3.36) conduz a um sistema de equacGes lineares infinito, cujo determinante deve ser
nulo, de modo a termos uma solugdo ndo trivial. Assim, necessitamos truncar a série

de poténcia em uma dada ordem de precisao, dado pelo inteiro N .
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Capitulo 4 - Helioides: abordagem preliminar

4.1 Introducado

Possivelmente os “atomos” de dois elétrons, ou melhor, sistemas helioides
sejam os mais velhos e mais conhecidos problemas de trés corpos no universo
quantico. Apesar de aparentemente simples e constituindo-se apenas de trés
particulas carregadas com interacdo conhecida, a descricdo satisfatoria de seus
espectros demandou mais de meio século [26]. No caso do hélio os desafios se
apresentaram desde as primeiras tentativas de calcular o estado fundamental,
principalmente por conta da inseparabilidade das equacdes de movimento utilizadas
para sua descricdo e, apesar disso, ele tem sido usado desde o advento da mecancia
guantica como protoétipo de um problema de trés corpos e como campo de testes para

varios métodos aproximativos.

Nos ultimos anos, progressos importantes tém sido atingidos no sentido de
extender as tecnologias tedricas e computacionais para cdlculos de alta precisdo para o
hélio em paralelo com os trabalhos experimentais [27]. O padrdo a ser atingido é que
as incertezas computacionais nos termos calculados devam ser menores que as
incertezas experimentais, de tal modo que qualquer divergéncia entre a teoria e o
experimento possa ser tribuida a novos efeitos fisicos, e ndo a erros de calculos nos

termos mencionados.

Embora uma variedade de métodos possa ser aplicada para o calculo das
fungdes de onda e das energias do helioides, encontrar uma fungao de onda que seja
simples e a0 mesmo tempo precisa, é ainda uma grande desafio [28]. Tais funcdes
mostram-se importantes para o estudo de uma variedade de processos fisicos como
por exemplo, a dupla ionizagdo de atomos por ions, por elétrons ou por fétons, o
calculo da segao de choque de espalhamento e, notoriamente, a possibilidade de obter
valores cada vez melhores para a constante de estrutura fina & =¢’/fic. No caso do
calculo da secdo de choque, os processos demandam integracdes numéricas
envolvendo fungGes de onda de dois elétrons dos estados inicial e final relativamente

complicadas e extensas, tornando-se um grande desafio. Dentro deste cenario, uma
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maneira de reduzir a dificuldade destes calculos é usar funcdes de onda simples em

ambos os estados, inicial e final.

Os esforgos relacionados a determinagao dos estados ligados de energia e das
funcbes de onda para sistemas helioides podem ser separados grosseiamente em dois
tipos de abordagens. A primeira é baseada em cdlculos altamente sofisticados onde
milhares de parametros variacionais sdo usados para produzir aproximagdes altamente
precisas no sentido de atender aos mais diversos propdsitos praticos. As fungdes de
onda produzidas neste caso, sdo computacionalmente invidveis para algumas
aplicagbes tedricas como por exemplo os cdlculos de seg¢bes de choque de
espalhamento. A segunda é baseada em fun¢Bes simples, mas com estrutura funcional
correta, com um numero reduzido de pardametros, mas que no entanto, produz valores
de energia normalmente ndao muito bons, no sentido da descrigdo mais correta do
sistema. As funcbes de onda do tipo Hylleraas podem ser consideradas uma
abordagem intermediaria, ja que de um lado sdo relativamente simples e de outro,
tem se mostado Uteis para muitos tipos de calculos de sec¢Ges de choque de
espalhamento. As funcdes de Green et al [29], de Chandraskhar et al [30] [31] e as de
Hart et al [32] usam algumas duzias de parametros e produzem boas energias para os

propésitos praticos de espalhamento.

Contudo, apesar da metologia proposta em 1929 por Hylleraas [33], para o
calculo da energia do estado fundamental do atomo de hélio, ter constituido um
marco no estudo dos sistemas de dois elétron, ela ndo foi capaz de prever valores de
energia para os estados excitados e, nesse sentido, fazendo uma nova analise do
problema do atomo de hélio por meio da formulacdo de Hamilton-Jacobi, em um
procedimento variacional integral tipo Hylleraas, apresentamos neste capitulo uma
versao preliminar de uma modelagem que propde uma fungdo de onda extremamente
simples, com 6timos valores de energia para o estado fundamental e, inclusive, com

possibilidade de prever valores aceitaveis para os estados excitados .

Desse modo, a julgar pelos resultados preliminares obtidos e pelo
comportamento das equacdes que modelam o problema, temos razdes para acreditar
que em breve obteremos uma versao mais completa e consistente para a descri¢ao

dos helioides, tal qual fizemos com o hidrogenoides.
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4.2 Metodologia

A funcdo hamiltoniana para os elétrons do atomo de hélio, em unidades

atémicas, em um referencial inercial, é dada por

1 1 1 1 1
H:Epf+§p§—2[— +—]+—, (4.1)

rr n n,

_ |2, 2 2_ 2 2 2 .
onde, r,, —\/r1 +71, —=2nr,cos6, ep;, =p,+p,+p., comi=12.

Para garantir que o movimento ocorra apenas em um plano, fazemos a
passagem do referencial inercial para o referencial ndo inercial usando a mesma
técnica apresentada no capitulo 3. Em seguida, a nova fungao hamiltoniana, no

referencial ndo inercial, pode ser quantizada aplicando-se p — —iV . Desse modo,

obtemos o operador hamiltoniano como

H:—fo—V§7—2[l+lj+i, (4.2)

h n h»

Comi=12.

Escolhemos a seguir uma fungdo tentativa que dependa das variaveis r, r,7,,

6, e 0, tal que

v=y(n1,1,,6.,6,),
12722712 1 2
22 2
nm=Extyns
2 _ 2 2
=Xty

2 2

ré:(xz_xl) +()’2_)’1) ’ (4.3)
tan(6,) =21,

X
tan (6,) =22

X

Assim, usando a regra da cadeia, construimos a formula¢do variacional tipo

Hylleraas [33]
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n+n 5
stn-ey=sfafun [ s faofan 2] [ 2]

"'2 ’1‘

0 ay/ -+ ay/ay/ -+ ay/ay/
or, L, or, or, L, dr, or, (4.4)

+2sin(8, —92)[ia—"’—ia—‘/’ji v,

d FI7AL 1o1) 1
( V/J +— ( y/j -2 E+2[— +—J—— w’ i =0.
1’ 96, 00, roon) n,
Com a intencdo de facilitar as integracdes, introduzimos as coordenadas

elipticas para os dois elétrons

S=r+r,
t=—1+r, (4.5)
U=n,,

e o problema variacional pode ser como

oo s u z 7 ’ 2
§(H ~E)=5[ds[dufdi(s"~r*)u[ a6, ] a6, {2(3_1//j +2(a_wj ’
Jds] du] J ) s ot

2 2 2
2(3_va fo WSt OY Y, w st Oy Oy
Ju (s—t)u ds du (s+t)u ot du (4.6)

s+tdy  s—t oy 181//
2sin(6, -6 - |——=
+2sin( )( -t 06, s+td6, ]u ou

2 2
4 > a_l// +L2 a_y/ —2|:E+i+i—l:|l//2}:0.
(s—1)"\ 96 (s+1)"\ 96, s—t s+t u

Desse modo, resta-nos procurar por uma fungdo tentativa que ofereca

liberdade de lidar com o peso das relacdes elétron-nlcleo e elétron-elétron

separadamente, tal fungdo pode muito bem ser do tipo
w(s5,1,1,6,,6,) :cos(mlé’l)cos(mzﬁz)[(s—t)' (s+1)" e e ™ +

ss(s—1)" (s+1)" ™" }{Za s +Zam+l f+ZaZm+,- i (4.7)
+Z(a2m+n+l '(St)i Ty iansi '(Su)i T3040 '(tu)i)}’

i=0
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~ N . R , Z
onde m,, m, estdo parametros associados aos angulos polares dos elétrons, Z, = —e
Jjl

VA ~ . . . . . . ~ .
Z, = —estdo associados a carga efetiva dos elétrons e, jl e j2 estdo associados aos

j2

2

numeros quanticos orbitais.

Assim, substituindo a Eqg. (4.7) na Eq. (4.6), obtemos o sistema linear de
N =2m + 4n equagoes

J(H-E)
da,

1

=0, i=0..N (4.8)

cujo determinante conduz a uma equacdo caracteristica, onde o menor elemento do

conjunto de raizes reais representa o autovalor de energia E.

Vale observar que o método torna-se auto-consistente quando, partindo-se de
uma valor inicial de E, é possivel determinar o valor de E para a préxima iteracdo,
seguindo este processo até que a convergéncia seja atingida. Contudo, nesta versao
preliminar da modelagem para o hélio, ainda n3o foi possivel construir o método auto-
consistente e portanto, recorremos a um método de amostragem casual sistematica,
também chamado de quase-aleatério. Desse modo, para obtermos o autovalor de
energia, fixamos um valor para m e variamos suscessivamente » até o ultimo valor

coerente obtido antes que o resultado fique fora do espectro.
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Capitulo 5 - Resultados

5.1 Energia dos hidrogenoides

O programa computacional “Dirac-like program” desenvolvido neste trabalho
possibilitiou a obtencdo das energias de diversos estados, a comparacdo destas
energias com os respectivos valores analiticos exatos e a comparacdao com valores

obtidos por diversos autores na literatura.

Na Tabela 1 comparamos a nota¢do de Dirac com a notacdo utilizada na nossa
abordagem e com a notagdo espectrospopica, para o estado fundamental e alguns
estados excitados do hidrogénio, onde se percebe, em negrito, a presenca de
degenerescéncia de alguns estados. Tal deslocamento de energia, conhecido na
literatura como Lamb shift, ndo foi previsto pela teoria de Dirac e também ndo é
previsto pela nossa abordagem. A observacdo dos dados contidos nesta tabela torna

evidente que podemos comparar 0 nosso numero quantico j com o ndmero quantico

[ de Schrodinger pela relagdo j=1[+1, e com o numero quantico k de Dirac pela
relacdo j=|k|.

Vale observar que, neste método, o numero de truncagem N esta
intimamente ligado a precisdo que se deseja alcancar. Apenas a titulo de exemplo,
usando N =9 para calcular a energia do estado fundamental do hidrogenoide Ba+55,
obtivemos uma precisdo de 10 contra 10™', no caso de N =11. Repetindo 0 mesmo
procedimento para o hidrogenoide U’ obtivemos uma precisio de 107, 107 e

—31 . . .
107 para N=9,N =11 e N =15, respectivamente. Assim, se quisermos melhorar a
precisdo, apenas precisamos aumentar o valor do nimero de truncagem N na série

descrita pela Eqgs (3.33 e 3.34)

Desse modo, os resultados numéricos das energias E;,szn,j—m em

unidades atomicas para o estado fundamental e varios estados excitados do atomo de
hidrogénio, foram dados na Tabela 2, onde JED representa o desvio numérico com

respeito aos valores analiticos exatos dados pela Eq (3.21). Para a obtencdo destes
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resultados usamos o numero de truncagem N =5 [34] [35] e a precisao foi atingida

apos 4 (quatro) interagbes numeéricas computacionais.

Um conjunto de niveis de energia de estrutura fina para os numeros quanticos
1< j<n=10 do d&omo de hidrogénio, foram calculados e apresentados na Tabela 3,

onde usamos o numero de truncagem N =7 e a ordem de precisao 4dED foi obtida

apos 4 (quatro) iteragdes numéricas computacionais.

Os niveis de energia do estado fundamental para varios hidrogenoides, obtidos

pela presente teoria, sdao apresentados nas Tabelas 4a e 4b, com uma precisao da

ordem de 107, Na obtencdo destes valores, a medida em que o nimero atdbmico Z
crescia, fez-se necessdrio aumentar o nimero de truncagem N, tornando as iteragdes
cada vez mais lentas, demandando assim, um custo computacional que variou de
poucos segundos, no caso do hidrogénio com o numero de truncagem N =5, a varias

horas, no caso do nobélio hidrogenoide com o niumero de truncagem N =14.

Na Tabela 5 comparamos os resultados obtidos por nossa abordagem com os

resultados encontrados na literatura e, embora tenhamos fixado a ordem de precisdo

dos nossos resultados dED em 10_30, para obtengdo dos resultados, apresentamos

apenas 10 (dez) ou 12 (doze) casas decimais, conforme necessdrio para comparacao.

Na Tabela 6 comparamos as energias, levando-se em conta a massa de repouso
do elétron, e portanto, com valores positivos, em rydberg, obtidos pela formulacao
tedrica de Dirac [36] com os obtidos pela nossa abordagem, para alguns estados
excitados do hidrogénio e, no intuito de facilitar a visualizagdo, apresentamos também
a notacao espectroscopia. Os valores da primeira coluna de energia foram obtidos com
0 uso da expressao analitica de Dirac e os valores da segunda coluna de energia foram

obtidos com o uso método variacional apresentado em nossa abordagem, com

precisdao de 107, Contudo, por uma questdo de espaco, apresentamos na referida
tabela apenas 16 (dezesseis) casas decimais. Nesta tabela fica evidente também a

presenca dos estados degenerados de energia, conhecidos como Lamb shift.

Na Tabela 7 comparamos os valores de energia, sem levar em conta a massa de
repouso do elétron, e portanto, com valores negativos, em hartree, obtidas pela

formulacgdo tedrica de Dirac com os respectivos valores obtidos pela nossa abordagem,
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para alguns estados excitados do hidrogénio. A aplicacdo do nosso método foi feita

.~ —25 ~ sas
adotando-se precisio de 10, embora, por uma questdo pratica, tenhamos
apresentado na tabela apenas 15 casas decimais. Ainda com o intuito de facilitar a
visualizacdo, apresentamos também a notacdo espectroscépia, onde também se

percebe a presenca da degenerescéncia de alguns estados (Lamb shift).

Tabela 1 — Quadro comparativo entre a notacdo de Dirac, a notacdo
espectroscopica e a notacdo adotada em nossa abordagem. Os dados em negrito
correspondem ao estados degenerados ndo previstos pela teoria de Dirac e nem pela
nossa abordagem.

Quadro comparativo entre as notacoes
Dirac Notacado Espectroscopica | Nossa abordagem
Camada k j I n j
K -1 1/2 0 151/2 1 1
1/2 0 251/2
-loul 1
L o 1/2 | 1 2py1/2 )
-2 3/2 1 2p3/2 2
1/2 | 0 3s1/2
-loul 1
1/2 | 1 3p1/2
M 3/2 | 1 3p3p
- 3
2ou?2 3/2 | 2 3dy» 2
-3 5/2 | 2 3ds/; 3
1/2 0 451/2
-loul 1
1/2 | 1 4p1/2
3/2 | 1 4p3)
N 20U2 135 2 4ds); 4 2
5/2 | 2 4ds),
3o0u3 5/2 | 3 a5 3
-4 7/2 | 3 af;, 4
1/2 0 551/2
-loul 1
1/2 | 1 5p1/2
32 | 1 5p3/2
2o0u?2 3/2 | 2 5ds/2 2
0 5/2 | 2 5ds/, 5
30u3 15 (3 5fs/, 3
7/2 | 3 5f;2
-4doud 4
7/2 4q 5g7/2
-5 9/2 | 4 5892 5
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Tabela 2 — Energia relativistica para o estado fundamental e estados excitados
para varios numeros quanticos n e j do atomo de hidrogénio.

(n,j) Energia em hartree dED
1,1 -0.5000066564993 108
2,1 -0.1250020801588 107
2,2 -0.1250004160228 108
3,1 -0.0555562951656 10
3,2 -0.0555558020877 10%
3,3 -0.0555556377326 10

Tabela 3 — Energia relativistica do estado fundamental e de alguns estados
excitados para o ion hidrogenoide He".

(n,j) Energia em hartree

1,1 -2.00010651249726432469
2,1 - 0.50003328533265581254
2,2 - 0.50000665649931104731
3,1 -0.22223405688189093758
3,2 -0.22222616682218641866
3,3 -0.22222353706683400498

4,1 -0.125005408762969219244
4,2 -0.125002080158803999903
4,3 -0.120009707258414894505
4,4 -0.125000416022899102907
51 -0.080002897081407534349
5,2 -0.080001192844676533155
53 -0.080000624814697249318
5,4 -0.080000340806072371387
5,5 -0.080000170402571137135
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Tabela 4a — Energia relativistica em hartree do estado fundamental para todos
os ions hidrogenoides com Z = 1 até Z = 66.

YA E yA E

1 -0.50000665649931104731 |34 -622.82835290147321496537
2 -2.00010651249726432469 | 35 -622.82835290147321496537
3 -4.50053929132519773443 | 36 -659.58333641184725776359
4 -8.00170474475864392299 | 37 -697.45157045185898633610
5 -12.50416297276934000740 |38 -736.44006453090074108181
6 -18.00863487201359360817 | 39 -776.55609714490997609037
7 -24.51600271389592860677 | 40 -817.80722325073995296804
8 -32.02731085329146217400 |41 -860.20128213121596227370
9 -40.54376656925865471232 | 42 -903.74640567162123886752
10 -50.06674103932677960785 | 43 -948.45102706982318223631
11 -60.59777044920055740614 | 44 -994.32389000383139426329
12 -72.13855723998879545934 | 45| -1041.37405828228495485475
13 -84.69097149533550947742 | 46| -1089.61092600520890335188
14 -98.25705247111185728642 |47 | -1139.04422826437192218967
15 | -112.83901027061631190355 |48 | -1189.68405241473291995776
16 | -128.43922766852991613141 | 49| -1241.54084995079928423130
17 | -145.06026208718432688168 | 50| -1294.62544902425141021594
18 | -162.70484772902387112458 | 51| -1348.94906764193599311547
19 | -181.37589786948026499118 |52 | -1404.52332758631590920033
20 | -201.07650731483134086671 |53 | -1461.36026910371109997039
21 | -221.80995502998452013686 |54 | -1519.47236640919919966336
22 | -243.57970694151339488708 | 55| -1578.87254406089621996325
23 | -266.38941892168328128383 |56 | -1639.57419426053935362067
24 | -290.24293995963074038164 |57 | -1701.59119514188266563926
25 | -315.14431552631471949691 |58 | -1764.93793011343325673707
26 | -341.09779114033518422028 |59 | -1829.62930832754650488853
27 | -368.10781614222108177221 | 60| -1895.68078635391592514576
28 | -396.17904768532557004203 | 61| -1963.10839114209412224776
29 | -425.31635495203522547714 | 62| -2031.92874436493159182838
30 | -455.52482360460418166246 | 63| -2102.15908824279337936512
31 | -486.80976048056685769484 |64 | -2173.81731295719291019458
32 | -519.17669854336737806727 | 65| -2246.92198577216155288114
33 | -552.63140209957351497559 |66 | -2321.49238199235796003527
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Tabela 4b — Energia relativistica em hartree do estado fundamental para todos
os ions hidrogenoides com Z = 67 até Z = 102.

Z E Z E
67 |-2397.54851789873346275806 | 85 -4049.00720736272845231826
68 |-2475.11118581564566116752 | 86 | -4158.41569788160634186484
69 |-2554.20199147780759832860 | 87 | -4269.94333488547301321179
70 |-2634.84339388155204965554 | 88 | -4383.63937189014906906161
71 |-2717.05874782278222061326| 89 | -4499.55560411116770335400
72 |-2800.87234934390344789463 | 90 | -4617.74655079791051944820
73 |-2886.30948433425120450509 | 91 | -4738.26965499593058096372
74 |-2973.39648055335419167421| 92 | -4861.18550282018289997370
75 |-3062.16076337414904511768 | 93 -4986.55806462318954241569
76 |-3152.63091557440060932916| 94 | -5114.45496079496754079159
77 |-3244.83674153954749771246| 95 -5244.94775534605712340551
78 |-3338.80933627952974158030| 96 | -5378.11228091373950661353
79 |-3434.58115970649430380371| 97 | -5514.02899940997844856861
80 |-3532.18611667034913497971| 98 | -5652.78340321689473490570
81 |-3631.65964330580390542433|100| -5939.17512643585965958947
82 |-3733.03880030879780304143|101| -6087.01288297896294345992
84 |-3941.67098478223553581684 |102| -6238.09039193074855081178
Tabela 5 — Energia relativistica do estado fundamental dos sistemas
Hidrogenoides com Z =2,10,24,26,50,90,110.
7 on Energia em hartree
Nosso método Outros trabalhos
2 He" -2.000106512497 -2.0001 [1]
10 | Ne® -50.06674103932 -50.066742026 [35]
24 | Ccrt® -290.2429399596 -290.2428 [1]
26 | Fe'™ -341.0977911403 -341.097839 [34]
50 | S»n** -1294.625449024 -1294.62590 [35]
90 | Th*® -4617.746550797 -4617.75 [1]
110 | ps*'”? -7579.653261351 -7579.69 [37]
- 7549.57702 [1]
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Tabela 6 — Energias, levando-se em conta a massa de repouso do elétron, e
portanto, com valores positivos, em rydberg, para alguns estados excitados do
hidrogénio. A primeira coluna de energia refere-se a expressao analitica de Dirac,
enquanto a segunda coluna de energia refere-se ao valores obtidos pela nossa

~ .~ —30
formulacdo com precisdo de 107 .

Energia relativistica em rydberg
Camada Dirac [36] Nossa abordagem Notaga? .
Espectroscopica
K 0.9999733739682632 | 0.9999733739682632 1s1/2
0.9999933434699111 | 0.9999933434699111 2s1/2
L 2p1/2
0.9999933435585299 | 0.9999933435585299 2p3/2
0.9999970415520293 | 0.9999970415520293 :;iﬁ
M 0.9999970415782868 | 0.9999970415782868 ;FEZ
0.9999970415870391 | 0.9999970415870391 3d5/2

Tabela 7 — Niveis de energia, sem levar em conta a massa de repouso do
elétron, e portanto, com valores negativos, em hartree, para alguns estados excitados
do hidrogénio, descontados a energia de repouso. Os valores da primeira coluna de
energias foram obtidos pela formulagdo tedrica de Dirac, enquanto os valores da
segunda coluna de energia foram obtidos pela nossa formulagao tedrica com precisao

de 107
Niveis de energia em hartree
Camada Dirac [36] Nossa abordagem Notac;a(? .
Espectroscopica
K -0.500006656594084 | -0.500006656594084 1s1/2
-0.125002080189065 | -0.125002080189065 251/2
L 2p1/2
-0.125000416026889 | -0.125000416026889 2p3/2
-0.055556295176425 | -0.055556295176425 ;;iﬁ
M -0.055555802089406 | -0.055555802089406 gzgg
-0.055555637732625 | -0.055555637732625 3d5/2
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5.2 Funcdo de onda hidrogenoide: alguns estados excitados

Nos graficos abaixo apresentamos a grande componente radial da fungao de
onda obtida pela nossa abordagem versus a distdncia ao centro, medida em raios de
Bohr, para alguns estados excitados dos seguintes hidrogenoides: hidrogénio, hélio,
nednio, cromo e tério. Logo em seguida, isto é, apds cada grafico de grande
componente radial, apresentamos o correspondente grafico de pequena componente
radial da funcdo de onda obtida pela nossa abordagem versus a distdncia ao centro,
medida em raios de Bohr, para os mesmos estados excitados dos respectivos
hidrogenoides ja mencionados anteriormente. Nesse contexto, todas as funcdes de
onda, utilizadas na confeccdo de cada um dos graficos, foram obtidas através

programa DIRAC-LIKE, desenvolvido na plataforma MAPLE, a partir da nossa

abordagem, onde escolhemos em cada célculo a precisdo de 107", Convém ressaltar
gue em cada um dos graficos abaixo os diversos estados excitados dos hidrogenoides
foram identificados com o uso da nossa notacdo, onde temos apenas os numeros
guanticos n e j. Desse modo, apenas a titulo de esclarecimento, em cada um dos
graficos, a linha sélida (n=1; j=1) corresponde, na notagdo espectroscépica, ao estado
1s1/2, a linha tracejada (n=3; j=2) corresponde aos estados degenerados 3ps,; ou 3d3/;
e, a linha pontilhada (n=5; j=3) corresponde aos estados degenerados 5ds/, ou 5fs/,.

Vide Tabela l.
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Grafico 1 — Grande componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do hidrogénio versus a distancia ao centro,

em raios de Bohr.
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Gréfico 2 — Pequena componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do hidrogénio versus a distancia ao centro,

em raios de Bohr.
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Grafico 3 — Grande

componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa

abordagem para alguns estados excitados do hélio hidrogenoide versus a distancia ao

centro, em raios de Bohr.
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Gréfico 4 — Pequena componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do hélio hidrogenoide versus a distancia ao

centro, em raios de Bohr.
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Grafico 5— Grande componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do nednio hidrogenoide versus a distancia
ao centro, em raios de Bohr.
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Grafico 6 — Pequena componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do nednio hidrogenoide versus a distancia
ao centro, em raios de Bohr.

Pequena componente para alguns estados excitados do Nednio
hidrogenoide

0.18
0.16
0.14
0.12
0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

49



Grafico 7 — Grande componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do cromo hidrogenoide versus a distancia ao
centro, em raios de Bohr.
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Grafico 8 — Pequena componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do cromo hidrogenoide versus a distancia ao
centro, em raios de Bohr.
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Grafico 9 — Grande componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do tdrio hidrogenoide versus a distancia ao
centro, em raios de Bohr.
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Grafico 10 — Pequena componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa
abordagem para alguns estados excitados do tdrio hidrogenoide versus a distancia ao
centro, em raios de Bohr.
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5.3 Funcdo hidrogenoide: grande VS pequena componente

Nos graficos de 1 a 17 apresentamos uma comparacdo entre a grande e a
pequena componente radial da funcdo de onda obtida por nossa abordagem para os
seguintes hidrogenoides: hidrogénio, hélio, nebnio, ferro, uranio, darmstadio e
unundctio. Observando-se os graficos é facil perceber que a pequena componente é
praticamente desprezivel para pequenos valores de Z, como o hidrogénio e o hélio,
mais presente, porém ainda insignificante para valores intermediarios de Z , como o
nednio e o ferro, tornando-se porém bastante presente para valores altos de Z , como
no caso do uranio, chegando a ser comparavel a grande componente, como no caso do

darmstadio e até superando a grande componente, como é o caso do unundctio.

No Grafico 18 apresentamos o comportamento comparativo da grande
componente radial da fun¢do de onda obtida pela nossa abordagem para os seguintes
hidrogenoides: ferro, uranio e darmstadio. Enquanto no Grafico 19 apresentamos o
comportamento comparativo da pequena componente radial da funcdo de onda

obtida pela nossa abordagem para os mesmos hidrogenoides.

Os comportamentos apresentados nos graficos de 1 a 19 ja eram esperados,
uma vez que, no caso dos hidrogenoides, a medida em que aumentamos o numero
atdémico, a atracdo nuclear torna-se cada vez maior, fazendo com que o elétrom fique

mais préximo ao nucleo e, por conseguinte, aumentando os efeitos relativisticos.
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Gréafico 11 — comparacdo entra a grande e a pequena componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para o caso do hidrogénio.

Grande e pequena componentes para o Hidrogénio Z=1

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0 1 2 3 4 5 6 T 8
r

Grande — — Pequcna|

Gréafico 12 — comparacdo entra a grande e a pequena componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para o caso do hélio hidrogenoide.
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Gréafico 13 — comparacdo entra a grande e a pequena componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para o caso do nebnio hidrogenoide.
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Gréafico 14 — comparacdo entra a grande e a pequena componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para o caso do ferro hidrogenoide.
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Gréafico 15 — comparacdo entra a grande e a pequena componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para o caso do uranio hidrogenoide.
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Gréafico 16 — comparacdo entra a grande e a pequena componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para o caso do darmstadio
hidrogenoide.
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Gréafico 17 — comparacdo entra a grande e a pequena componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para o caso do ununéctio hidrogenoide.
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Grafico 18 — grande componente radial para o ferro, o uranio e o darmstadio
hidrogenoides.
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Grafico 19 — pequena componente radial para o ferro, o uranio e o darmstadio
hidrogenoides.
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5.5 Funcdo hidrogenoide: Dirac VS nossa abordagem

Os graficos a seguir apresentam uma comparagdo entre a grande componente
radial dos spinores de Dirac e a grande componente radial da fun¢cdo de onda obtida
pela nossa abordagem para os seguintes hidrogenoides: hidrogénio, hélio, nebnio,
cromo e tério. A observagdo direta dos graficos deixa claro que a nossa componente
radial € mais interna que a de Dirac. Tal resultado ja era esperado, uma vez que em

nossa abordagem, a funcdo de onda, por construgdo, ja traz em si a contribuicdo da
pequena componente, que é importante na origem (r —>0), a0 passo gque na

modelagem de Dirac, a solugdo no espectro positivo de energia, € um espinor a duas

componentes.
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Grafico 20 — comparativo entre grande componente radial de Dirac e a grande
componente radial obtida pela nossa abordagem para o caso do hidrogénio.

Nossa grande componente € a de Dirac para o Hidrogénio Z=1
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Grafico 21 — comparativo entre grande componente radial de Dirac e a grande
componente radial obtida pela nossa abordagem para o caso do hélio hidrogenoide.
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Grafico 22 — comparativo entre grande componente radial de Dirac e a grande
componente radial obtida pela nossa abordagem para o caso do nebnio hidrogenoide.

Nossa grande componente e a de Dirac para o Neonio hidrogenoide
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Grafico 23 — comparativo entre grande componente radial de Dirac e a grande
componente radial obtida pela nossa abordagem para o caso do cromo hidrogenoide.

Nossa grande componente e a de Dirac para o Cromo hidrogenoide
7=24
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Grafico 24 — comparativo entre grande componente radial de Dirac e a grande
componente radial obtida pela nossa abordagem para o caso do tério hidrogenoide.

Nossa grande componente e a de Dirac para o Torio hidrogenoide
Z=90
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5.6 Funcdo hidrogenoide: densidade de probabilidade

Os graficos abaixo apresentam a densidade de probabilidade da grande
componente radial da funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para alguns
estados excitados do hidrogénio e dos hidrogenoides: hélio, nednio, cromo e tério. Os
referidos estados excitados foram identificados com os numeros quanticos n e j,
caracteristicos da nossa abordagem. Desse modo, em cada um dos gréficos, a linha
sélida (n=1; j=1) corresponde, na notagdo espectroscopica, ao estado 1s;/;, a linha
tracejada (n=3; j=2) corresponde aos estados degenerados 3ps/;; ou 3ds; e, a linha
pontilhada (n=5; j=3) corresponde aos estados degenerados 5ds;, ou 5fs;,. Vide

Tabela I.

Gréafico 25 — densidade de probabilidade da grande componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para alguns estados excitados do
hidrogénio.

Densidade de probabilidade para o Hidrogénio
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Grafico 26 — densidade de probabilidade da grande componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para alguns estados excitados do hélio

hidrogenoide.
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Gréafico 27 — densidade de probabilidade da grande componente radial da

funcdo de onda obtida pe
hidrogenoide.
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Grafico 28 — densidade de probabilidade da grande componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para alguns estados excitados do cromo
hidrogenoide.
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Grafico 29 — densidade de probabilidade da grande componente radial da
funcdo de onda obtida pela nossa abordagem para alguns estados excitados do tério
hidrogenoide.
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5.7 Energia dos helioides

O programa computacional “Helium test” desenvolvido neste trabalho
possibilitou a obtencdo das energias ndo relativisticas para o estado fundamental de
alguns ions helioides, a comparagdao destas energias com valores experimentais, a
comparagao com valores obtidos por diversos autores na literatura e a comparagdo
com valores obtidos pela equipe do NIST ASD (National Institute of Standards and

Technology — Atomic Spectra Database).

Vale lembrar que o referido programa foi baseado em uma versdo ainda
preliminar da nossa metodologia, mas que, mesmo nesta condicdo, ja consegue
produzir valores aceitaveis de energia, com a utilizacdo de fun¢des de onda
extremamente simples, quando comparado com as diversas modelagens desta

natureza presentes na literatura.

Na Tabela 8, sdo apresentadas as energias do estado fundamental do
hidrogénio helidide H em unidades de Hartree, obtidas por alguns pesquisadores e
comparadas com a obtida pelo nosso trabalho. O conjunto de base utilizado por Drake
[38] envolveu 2276 termos, o trabalho de Frolov [39] envolveu 800 termos no conjunto
de base, enquanto em nossa abordagem utilizamos fungbes do tipo Hylleraas com

apenas 24 parametros.

Na Tabela 9, sdo apresentadas as energias do estado fundamental do hélio em
unidades de Hartree, obtidas por alguns pesquisadores e comparadas com a obtida
pelo nosso trabalho. O conjunto de base utilizado por Korobov [40] envolveu 520
termos, o trabalho de Drake [38] envolveu 1358 termos no conjunto de base,
enguanto em nossa abordagem utilizamos funcdes do tipo Hylleraas com apenas 12

parametros.

Na tabela 10, alguns valores de energia sdo apresentados para o estado
fundamental do hydrogénio helidide H em fungao das variaveis “m”, que determina o
grau dos termos do polindbmio correspondentes as componentes elétron-nucleo para
um dos elétrons, e “n”, que corresponde ao grau dos termos do polindbmio associados
as componentes elétron-elétron e as componentes de termos cruzados. A observacado

direta da referida tabela pemite verificar o comportamento da energia a medida que
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variamos o valor “n”, para um dado valor de “m”, isto &, fixando a poténcia dos termos
elétron-nlcleo em grau 4, podemos observar uma melhoria na energia a medida que
aumentamos a poténcia dos termos elétron-elétron e dos termos cruzados desde o

grau 0 até o grau 4.

Na tabela 11, alguns valores de energia sdo apresentados para o estado
fundamental do hélio He em func¢do das variaveis “m” e “n”, de modo que, é possivel
verificar que fixando a poténcia dos termos elétron-elétron em grau 2, observa-se uma
melhora nos valores de energia 8 medida que a poténcia dos termos elétron-elétron e

dos termos cruzados varia desde o grau 0 ao grau 2.

Na Tabela 12, sdo apresentados os valores de energia, em elétron-volt, para o
estado fundamental dos ions helioides de Z = 2 até Z = 10 em unidades de eletron-volt.
Na segunda coluna temos os valores tedricos apresentados pelo NIST [41] (National
Institute of Standards and Technology). Na terceira coluna os valores experimentais
apresentados por Sakho [42] e na quarta coluna os valores obtidos pela nossa
abordagem com funcdes de onda de no maximo 15 parametros. Observe que nesta
abordagem preliminar, utilizamos uma descrigao nao relativistica e, portanto, ja era
esperado algumas discrepancias com os valores experimentais a medida que o numero
atdmico fosse aumentando. A razdo para tal discrepancia pode ser explicada pelo fato
de que a medida em que o niumero atdmico aumenta o elétron fica mais proximo ao
nucleo e com velocidades cada vez maiores, tornando cada vez mais importante a

presenca dos efeitos relativisticos.

Na Tabela 13, sdo apresentados os valores de energia, em hartree, para alguns
estados excitados do hélio. Na segunda coluna temos os valores obtidos pela nossa
modelagem, na terceira coluna os valores obtidos por Duan [43], e na quarta coluna os
valores tedricos apresentados pelo NIST [41] (National Institute of Standards and
Technology). Apenas a titulo de exemplo, o autovalor de energia, apresentado na
Tabela 13, para o estado excitado 1s2p 'P foi obtido fazendo jl=;2=2 e m=3,
n=2, 0 que correspondeu a um numero total de N =14 termos, e uma equagao
caracteristica, cujo penultimo valor da lista de suas raizes corresponde ao autovalor de

energia procurado, conforme indicado abaixo:
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Rootsls2p = [0.10516031953948, 0.472916658222438,
1.1416276771886, 2.0869053381570, 2.7645222543449,
3.2797339747410, 8.6340676829773,-0.24527062748126,
-0.43856878714350,-0.59439761046274,-0.76042328871518,
-0.88778314841840,-1.7775979857000,-2.1245726882905,
-2.8930352111638] :

Em todos os resultado apresentados na tabela 13 tivemos o mesmo
comportamento, isto é, o penultimo valor da lista de raizes da equagao caracteristica,

€ o valor que corresponde a energia do estado excitado procurado.

Tabela 8 — Energias do estado fundamental do hidrogénio helidide H’, em
unidades de Hartree.

Energia do estado fundamental parao H (Z=1)
-0.527751016544377196613 Drake et al [38]
-0.527751016544302 Frolov [39]
-0.5276 Este trabalho

Tabela 9 — Energias do estado fundamental do hélio, em unidades de Hartree.

Energia do estado fundamental para o He (Z = 2)
-2.9037243770341195983111594 Korobov [40]
-2.903724377034119598311 Drake et al [38]
-2.903672 Este trabalho

Tabela 10 — Energias do estado fundamental do hidrogénio helidide H, em

" 4 o, n

unidades de Hartree, em func¢do das variaveis “m” e “n”.

Energia do estado
fundamental para o H°
(Z=1) em Hartree
m | n Energia
4 |0 -0.5050
4 |1 -0.5234
4 |2 -0.5266
4 |3 -0.5273
4 | 4 -0.5276
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Tabela 11 — Energias do estado fundamental do hélio, em unidades de Hartree,

em fungdo das varidveis “m” e “n”.

Energia do estado
fundamental para o He
(Z=2) em Hartree

m | n Energia

2 |0 -2.878103
2 |1 -2.902894
2 | 2 -2.903672

Tabela 12 — Energias do estado fundamental dos ions helioides de Z =2 até
Z =10, em unidades de eletron-volt.

Energia do estado fundamental em eV
NIST [41] Sakho [42] Este trabalho

He -79.005149681 -79.01 -79.01
Li* -198.0944440 -198.09 -198.08
Be?* -371.6147680 -371.60 -371.47
B -599.5975 -599.58 -599.49
c* -882.083663 -882.05 -881.81
N>* -1219.113400 -1219.07 -1218.56
o% -1 610.736610 -1610.69 -1609.67
F* -2057.01540 | -2057.68 -2055.30
Ne® | -2558.00685 | -2557.94 -2555.31

Tabela 13 — Energias, em hartree, para alguns estados excitados do hélio.

Notacdo espectroscopica | Este trabalho | Ref. [43] | NIST [41]
1s2s S -2.17493 | -2.17493 | -2.17503
1s2p 'p -2.12457 | -2.12355 | -2.12355
1s2p P -2.13365 | -2.13288 | -2.13297
1s3s s -2.06272 | -2.06095 | -2.06108
1s3p ‘P -2.05133 | -2.05778 | -2.05495
1s4s S -2.03494 | -2.03542 | -2.03632
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Capitulo 6 - Aplicacoes

6.1 - Espalhamento: comparagdo com Schrodinger

Os graficos 30, 31 e 32 a seguir comparam a seccao de choque diferencial do
efeito fotoelétrico, em unidade atomica de area por steroradiano versus o angulo de
espalhamento em radianos, obtida quando se utiliza a representagdo nao relativistica
de Schrodinger e quando se utiliza a representacdo proposta pela nossa metodologia,

para o hidrogénio, o hélio hidrogenoide e o ne6nio hidrogenoide.

Todos os resultado apresentados foram obtidos a partir da Eq. (A4), onde

primeiramente @ foi substituida pela grande componente radial da fungdo de onda
proposta pela nossa abordagem e, em seguida, para o caso ndo relativiistico, ¢ foi

substituida pela solucdo radial do estado ligado dos hidrogenoides usando a
representagdo de Schrédinger. Em ambos os casos, seja na nossa representagdao ou na

de Schoedinger, ¢, foi substituida pela solu¢do de onda plana para o elétron livre.

A observacdo direta dos graficos permite notar um distanciamento entre os
resultados obtidos pelas duas representagdes a medida em que o numero atédmico
cresce. Tal fato ja era esperado e justifica-se pelo fato de que as funcbes de onda
obtidas pela nossa metodologia ja trazem em si caracteristicas relativisticas, ao passo
gue na representacdo de Schrodinger, tais caracteristicas sdo completamente

ausentes.
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Grafico 30 — comparacao da seccdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a representacdo ndo relativistica de Schrodinger e quando se
utiliza a representacdo proposta pela nossa metodologia, para o caso do hidrogénio.

Observe que as duas linhas coincidem.
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Grafico 31 — comparacao da seccdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a representacdo ndo relativistica de Schrodinger e quando se
utiliza a representacdo proposta pela nossa metodologia, para o caso do hélio

hidrogenoide.
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Grafico 32 — comparacao da seccdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a representacdo ndo relativistica de Schrodinger e quando se
utiliza a representagdo proposta pela nossa metodologia, para o caso do nednio
hidrogenoide.
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6.2 - Espalhamento: comparagdo com Born

Os graficos 33 e 34 a seguir comparam a sec¢ao de choque diferencial do efeito
fotoelétrico, em unidade atdmica de drea por steroradiano versus o angulo de
espalhamento em radianos, obtida quando se utiliza a aproximacdo de Born, descrita
pela Eq. (A9), e quando se utiliza a representagdo proposta pela nossa metodologia,
aplicada a Eq. (A4), para os casos do hidrogénio e do hélio hidrogenoide. Vale ressaltar
que, na utilizagcdo da Eq. (A4), @ foi substituida pela grande componente radial da
funcdo de onda proposta pela nossa abordagem e ¢, foi substituida pela solugdo de
onda plana para o elétron livre.

A observacdo direta dos graficos permite notar que a concordancia dos
resultados obtidos pelas duas modelagens somente se dd para o hidrogénio. Tal
comportamento ja era esperado uma vez que a aproximacdao de Born para o

espalhamento fotoelétrico é extremamente simples e valida somente para numero

atébmico muito pequeno.
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Grafico 33 — comparacao da seccdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a aproximacdo de Born e quando se utiliza a representacao
proposta pela nossa metodologia, para o caso do hidrogénio.
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Grafico 34 — comparacao da seccdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a aproximacdo de Born e quando se utiliza a representacao
proposta pela nossa metodologia, para o caso do hélio hidrogenoide.
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6.3 - Espalhamento: comparagdo com Sauter

Os graficos 35 e 36 a seguir comparam a sec¢ao de choque diferencial do efeito
fotoelétrico, em unidade atémica de drea por steroradiano versus o angulo de
espalhamento em radianos, obtida quando se utiliza a aproximacdo relativistica de
Sauter, descrita pela Eq. (A9), e quando se utiliza a representacdo proposta pela nossa
metodologia, aplicada a Eq. (A4), para os casos do hidrogénio e do hélio hidrogenoide.

Vale ressaltar que, na utilizagdo da Eq. (A4), ¢ foi substituida pela grande componente
radial da funcdo de onda proposta pela nossa abordagem e ¢, foi substituida pela

solucdo de onda plana para o elétron livre.
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A observacdo direta dos graficos permite notar que a concordancia dos
resultados obtidos pelas duas modelagens, embora seja melhor que a obtida pela
aproximacdo de Born, somente se da para o hidrogénio. Tal comportamento ja era
esperado uma vez que a aproximagdo relativistica de Sauter para o espalhamento
fotoelétrico, apesar de diferente da aproximagao de Born, que ndo é relativistica,
também ¢é extremamente simples e vdlida somente para numero atébmico muito

pequeno.

Grafico 35 — comparacao da seccdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a aproximacdo de Sauter e quando se utiliza a representacdo
proposta pela nossa metodologia, para o caso do hidrogénio
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Grafico 36 — comparagao da secgdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a aproximagao de Sauter e quando se utiliza a representagao
proposta pela nossa metodologia, para o caso do hélio hidrogenoide.
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6.4 - Espalhamento: comparag¢do com Dirac

Os graficos 37 e 38 a seguir comparam a sec¢ao de choque diferencial do efeito
fotoelétrico, em unidade atobmica de area por steroradiano versus o angulo de
espalhamento em radianos, obtida quando se utiliza a representagao relativistica de
Dirac e quando se utiliza a representagao proposta pela nossa metodologia, para o
hidrogénio, o ferro hidrogenoide e o tdério hidrogenoide. Vale ressaltar, que os
referidos graficos foram obtidos utilizando apenas a grande componente do espinor de
Dirac, e sdo apenas ilustrativos, com o objetivo tdo somente de verificar

qualitativamente o comportamento de nossa modelagem.

Todos os resultado apresentados foram obtidos a partir da Eq. (A4), onde

primeiramente @ foi substituida pela grande componente radial da fun¢do de onda

proposta pela nossa abordagem e, em seguida, pela solugdo radial do estado ligado
dos hidrogenoides usando a representacdo de Dirac. Em ambos os casos, seja na nossa

representacdo ou na de Dirac, @, foi substituida pela solu¢do de onda plana para o

elétron livre.

A observacdo direta dos graficos permite notar que, tanto para valores
pequenos, médios e grandes do numero atdmico, hd uma uniformidade de
comportamento nos resultados obtidos pelas duas representacbes. Tal fato ja era
esperado e justifica-se pelo fato de que ambas as metodologias ja trazem em si
caracteristicas relativisticas.

Grafico 37 — comparagao da secgdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico

obtida quando se utiliza a representagao relativistica de Dirac e quando se utiliza a
representacdo proposta pela nossa metodologia, para o caso do hidrogénio.
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Grafico 38 — comparacao da seccdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a representacdo relativistica de Dirac e quando se utiliza a
representacdo proposta pela nossa metodologia, para o caso do ferro hidrogenoide.
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Grafico 39 — comparacao da seccdo de choque diferencial do efeito fotoelétrico
obtida quando se utiliza a representacdo relativistica de Dirac e quando se utiliza a
representacdo proposta pela nossa metodologia, para o caso do tério hidrogenoide.

12x107°
1.x1079
8.x10710
6.x 10710
4.x10710

2.x10710

Tério hidrogenoide

- do Relativistico

0.5

1.0

Desse modo, vimos que para Z=1 nossa metodologia descreve bem o

espalhamento de efeito fotoelétrico, tal qual as demais metodologias de Born, Sauter

e mesmo Schrodinger. Contudo, como estas uUltimas ndo oferecem descricdo adequada

para Z #1, para uma validagao qualitativa da aplicagao da nossa metodologia para

Z >1, fizemos a comparagdo com um procedimento que envolveu a grande

componente de Dirac para elétron ligado e onda plana para elétron livre, para todos os

numeros atomicos de Z=1 a Z =90, onde obtivemos a confirmagdo de que

qualitativamente os resultados estao coerentes, embora por simplicidade, tenhamos

apresentado neste trabalho apenas os graficos do hidrogénio, do ferro e do tdrio

hidrogenoides.
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Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, mostramos que ha uma representagao bi-dimensional
irredutivel para uma equacdo de onda tipo Dirac, cujas solu¢Bes analiticas geram os
mesmos conjuntos de autovalores de energia obtidos pela representagao usual de
Dirac para quatro dimensées. Concluimos, portanto, que escolhendo um referencial
fixado no plano de o6rbita do elétron pudemos nos beneficiar das simplificagdes
analiticas produzidas por trabalharmos em uma representacdo matematicas de apenas

duas dimensGes, sem contudo, verificar qualquer perda de informacao.

Mostramos também que tal representagao torna possivel construir métodos
numeéricos relativisticos que sejam um espelho da equacdo diferencial de Dirac, com
possibilidade de aproximagdes altamente precisas para os autovalores de energia e,

com func¢Ges de onda extremamente simples.

Uma outra novidade apresentada neste trabalho é que, partindo desta nova
abordagem numérica relativistica, desenvolvemos o programa computacional “DIRAC-
LIKE” baseado num método variacional semelhante ao de Hylleraas, que, no
tratamento de sistemas hidrogenoides, atendeu a demanda de precisdo nos valores de
energia e simplicidade nas fungdes de onda, mostrando-se eficiente, elegante e
simples, onde foi possivel explorar e se beneficiar do método variacional, sem os
desconfortos do chamado colapso variacional, permitindo ainda evidenciar que
embora os efeitos relativisticos sejam notdrios em elementos mais pesados, também
se mostram necessarios no tratamento de elementos mais leves quando a demanda

por precisdo se faz presente.

Além disso, pudemos testar algumas funcbes de onda, geradas pelo programa
DIRAC-LIKE, no calculo de secgdes de choque diferenciais envolvendo processos de
espalhamento fotoelétrico, onde obtivemos excelentes resultados, tanto para

pequenos valores, como para grandes valores de nimeros atémicos.

Vale ressaltar que, em vez de usar, nas formulagdes numéricas, um spinor a
duas componentes, como proposto por Dirac, desenvolvemos um algoritmo baseado
em uma funcdo de onda, isto é, baseado em apenas uma componente, que por

construcdo ja é relativistica e que ja traz em si os efeitos da pequena componente,
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evitando o uso de espinores como no caso da abordagem de Dirac, vide Eq.(3.27),
introduzindo grande simplicidade computacional e facilidade numeérica, permitindo
evitar problemas de convergéncia e instabilidade computacionais, e possibilitando

ainda, a obtencdo de resultados altamente precisos.

O sucesso numérico dessa nova abordagem bi-dimensional proposta para os
sistemas hidrogenoides, e do programa computacional DIRAC-LIKE, sugeriu uma

extensdo para os sistemas helioides, cujo desenvolvimento ja esta em andamento.

Contudo, pudemos ainda neste trabalho, apresentar uma versdo preliminar de
um tratamento numérico com abordagem nao relativistica, semelhante a de Hylleraas,

com possibilidade de aplicagdo numérica computacional.

O program computacional HELIUM TEST para o tratamento de sistemas
helioides, desenvolvido e apresentado neste trabalho, baseado na referida versao
preliminar, foi bem sucedido, oferecendo valores de energia com boa precisdo e

fungdes de onda extremamente simples.

A grande novidade aqui é que, mesmo nesta versdo preliminar, com
abordagem nao relativistica, ja pudemos prever valores de energia para diversos
estados excitados, resultados estes que, na abordagem original de Hylleraas ndo foi

possivel obter.

Por fim, temos a esperangca de que em breve teremos uma versao mais
completa e autoconsistente para o tratamento dos helioides tal como ja o mostramos

para os hidrogenoides.
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Apéndice A - Espalhamento

A1 - Espalhamento

As técnicas de espalhamento foram decisivas na descoberta do ndcleo e,
subsequentemente, as teorias de espalhamente tem desempenhado papel importante

na compreensdo da Fisica nuclear, da Fisica de particulas e da Fisica atomica [44].

Classicamente, a idéia central consiste em assumir que uma particula incidente,
com energia E e parametro de impacto b, sobre um centro espalhador V(r), torne-se

emergente sob certo angulo de espalhamento @. Neste caso, o problema é
essencialmente o seguinte: Dado o parametro de impacto, determinar o angulo de
espalhamento. Obviamente, quanto menor o parametro de impacto, maior o angulo

de espalhamento [45].

Mais genericamente, pode-se dizer que as particulas incidentes em uma trecho
infinitesimal de drea de secdo transversao do serdao espalhadas em um angulo sélido
infinitesimal correspondente 4Q . Quanto maior fordo , maior sera 4Q . O fator de

proporcionalidade, D(H)EdG/dQ, é usualmente chamado de secdo de choque

(espalhamento) diferencial.

Quanticamente, a idéia central consiste em assumir que uma onda plana
incidente W(z)= Ae™, viajando na direcdo z, encontra um potencial espalhador,

produzindo uma onda esférica que se afasta do centro do potencial espalhador, de tal

modo que a apds o espalhamento e para r grande, tenhamos
) eikr
Y(r,0) = A{e”‘z + f(6’)—} (A1)
r

Neste caso, o problema todo consiste em determinar a amplitude de

espalhamento f(6’), que esta associada a probabilidade de espalhamento em uma

dada diregdo @ , e portanto, estd relacionada a se¢ao de choque diferencial,

do 2
D) =—2 =|£(6) (A2)
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A2 - Espalhamento fotoelétrico

A fotoionizacdo é um dos processos basicos da interacdao luz-matéria, o qual
pode ser usado para a transferir pelo menos parte da informagao quantica de fotons
para elétrons no continuo, de tal modo que, no estado final o elétron carrega

informagdo composta do elétron inicial e do féton incidente [46].

Quando um fdéton com energia #w interage com um alvo atémico
hidrogenoide de carga Z, pode haver a emissao de um elétron com energia cinética

total 7, =%mgv2. Sendo a energia de ligagdo do elétron inicialmente ligado dada por

€,

, @ conservacao de energia exige que

T.=E-mc’ =ho+E —mc’ =ho-|¢

; (A3)
tal que, existe uma relagdo univocaentre 7, e 7w .

Desse modo, o pressuposto de uma situacdo ndo-relativistica implica em

ho<mce’ e aZ <1.

A secdo de choque diferencial para a ejegao de um elétron, com numero de
onda k, = p, /h, de um atomo por um féton com nimero de onda k (k=w/c) e o

vetor unitario # de polarizagdo é dada por [36],

do-h ez 1 kf E oy - ~ ik-F 3
dg; = Zﬂmcﬁz‘j%.(r)pap.uek @d*l’

2
s

(A4)

- he | . ~ .
onde p,, =—V é proporcional ao operador de corrente ndo-relativistico.
i

A onda de féton plana exp(il??) representa o efeito de ratardacdo, i. e., a

inclusdo de todas as ordens de multipolos, enquanto a omissdo deste termo

representa a aproximacgao de dipolo.
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A3 - Aproximagado de Born de fotoionizagdo

O caso mais simples de fotoionizagao é representado pela absor¢ao de um
foton por um elétron-K ndo relativistico. Uma simplificacdo adicional para adotar

Eq.(A3) consiste no pressuposto que a energia do quantum de luz incidente é grande

comparado com a energia de ionizacdo [ =|€,.| do elétron-K.

De acordo com a Eq. (A3) isto também significa que

2 2

Te>>I:Z—e ou V=Z—e<<1, (A5)
2a, hv

onde a, =h*/m,e* é o raio de Bohr do atomo de hidrogénio a v é o paradmetro de
Sommerfeld.
A Eq.(A5) é idéntica a condi¢do de validade da aproximagdo de Born [47].

Apenas a titulo de exemplo, podemos considerar a funcdo de onda final do

elétron como onda plana
— ik, ¥
@, (F)=e"", (A6)
sendo Ef = ﬁf/h o numero de onda do elétron no estado final.

Se inserirmos a Eq.(A6) na Eq.(Ad), e deixarmos p, agir a esquerda em

exp(ik, -r), e combinarmos as exponenciais pela abreviagdo k —k, =g, obtemos

M, =[(7)p,, 0" g, (F)d'r=(k, -a) [ (F)d'r. (A7)
gue é proporcional a transformada de Fourier da fun¢do de onda inicial.

Escolhendo a direcdo do féton como o eixo-z e a diregdo # da polarizagdo como
0 eixo-x, teremos k, -ﬁ:kf sinfcos@, onde @ é o angulo entre k, e a dire¢do do
foton e ¢ o angulo entre a projecdo de k, sobre o plano xy e o eixo x. Assim,

assumindo que

79



2

‘2 sin(@)zcos(¢)zz4 sin (8)” cos ()

‘ . ; —Z’ (A8)
(@’Z” +4°%2) (1- Bcos(6))
obtém-se [47]
do m.c’ ‘ sin(8)* cos(@)
-7 4\/50(825 [“—j a02 T (A9)
dQ hw (1—,[)’cos(6?))

onde S =k h/mc, hoo< m,c e parafétons ndo polarizados cos(¢) —1/2.

Esta aproximacdo, conhecida como aproximacdo de Born para o espalhamento
fotoelétrico, ndo é adequada para grandes valores de Z ou se a energia do foton é tao
pequena que a energia do elétron ejetado é da mesma ordem de magnitude que a
energia de ionizacdo, ou seja a condicdo descrita pela Eq.(A5) ndo é mais satisfeita.
Neste caso, as funcoes de onda continuas de Coulomb devem ser usadas ao invés de

ondas planas.

A4 - Aproximacgdo de Sauter de fotoionizag¢do

A aproximacdo de Sauter consiste em uma expressao analitica para a secdo de

choque diferencial fotoelétrico relativistico, onde é assumido S =1 e desprezado os

2 ~ .
termos de ordem &°Z*em uma expansdo sobre «¢Z do elemento de matriz.

De acordo com Sauter [47], a seccdo de choque diferencial de fotoionizacado

para o elétron da camana K e para um féton ndo polarizado é dada por

dO'iZmr — T [mchj Kfﬁ Sin(e) . {1+ }/(}/_1)(}/_2) (l_ﬁcosg)i| (A10)
dQ he ) " ¥ (1-Beos(6)) 2
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Apéndice B - O programa DIRAC-LIKE

B1 Motivag¢do

O sucesso da metodologia proposta por Nascimento e Fonseca [17] de um
método analitico estavel e exato, com o objetivo de obter a funcdo de onda para
sistemas hidrogenoides que advenha da solugdo exata de uma equacado semelhante a
de Dirac, porém totalmente livre de instabilidade variacional, sugeriu a possibilidade
de desenvolvimento de uma versdao numérica computacional, baseada em uma

abordagem variacional semelhante a de Hylleraas [48].

B2 Restrigoes sobre a complexidade do problema

Vale ressaltar que, embora os sistemas hidrogenoides paregam ser muito
simples, a primeira vista, hd uma restricdo ou uma complexidade inerente ao problema
de buscar variacionalmente as energias e as fun¢des de onda com caracteristicas
relativisticas. Essa dificuldade reside no fato de que a existéncia dos estados continuos
de energia presentes no espectro dos operadores de Dirac, causa uma instabilidade
variacional nos métodos numéricos de computacdo produzidos para a obtencdo dos
estados ligados de uma particula advindos da solucdo da equacdo de Dirac. Assim, o
desafio tem sido, desde ha muito, a possibilidade de providenciar uma descri¢ao
computacional que contorne essa auséncia de limite inferior dos operadores de Dirac,
que evite o sério problema do coldpso variacional ou a dissolugdo para dentro do
continio do espectro de energia negativa e que, ao mesmo tempo, ofereca resultados
numéricos de alta precisao, os quais sao frequentemente demandados para a

interpretacao de resultados experimentais.
B3 Vantagem da abordagem

A vantagem da abordagem empregada no desenvolvimento dessa modelagem
computacional é que, diferente de outras tantas, na qual a precisdo torna-se
comprometida por diversos fatores, com o DIRAC-LIKE, podemos ser tdo precisos

guanto queiramos, somente dependendo da tolerdncia que escolhemos. E a razdo
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disso é que esta modelagem numérica é baseada na solucdo exata da equacdo

diferencial obtida pela Eq.(3.7).
B4 Caracteristicas do programa

O programa DIRAC-LIKE foi desenvolvido por meio de um conjunto de
procedimentos em linguagem Maple 16 [49], organizados convenientemente, de modo
a oferecer um acesso simples e consistente a valores numéricos e funcGes de onda
radiais relativisticas normalizadas para sistemas hidrogenoides, com grande acuracia e

I’I

evitando completamente o “colapso variaciona

Uma comparagao entre os valores obtidos pelo método numérico e obtidos
pelo médodo analitico Eq.(3.21) é apresentada, assim também como o nimero de
interacGes necessarias para que o programa atinja os valores de energia em

concordancia com a precisao desejada.

O programa é dividido em cinco secbes identificadas por: Input Section,

Auxiliary Section, Main Section, Result Section, and Output Section .

Na Input Section o usudrio pode escolher as varidveis MAPLE Z, n, j e m, para
selecionar os sistemas hidrogenoides, o niumero quantico principal, o nUmero quéantico
de momento angular e o grau do polindmio variacional, respectivamente. Além disso,
o usudrio também pode escolher a varidaveis MAPLE Digits, tol, Nintet and
rsup, para selecionar o numero de digitos para cada niumero no programa, o grau de
precisao desejado no calculo da energia, o nUmero maximo de vezes que o programa
ird estar em looping para aplicar um método variacional semelhante ao de Hylleraas e
a escala do grafico, respectivamente. Finalmente, ainda nesta se¢do o usuario terd
acesso as varidveis MAPLE mef e epsef, que representam a massa efetiva e a
constante dielétrica, respectivamente, de modo a definir o tipo de sistema:
hidrogenoide, me£f=1, com energia calculada em unidades atobmicas ou impureza

hidrogenoide me£#1, com energia calculada em meV .

Na Output Section o usuario ird ter acesso ao tempo de CPU, ao numero de
iteragdes realizadas pelo médodo numérico até atingir a energia com a precisao
desejada, a energia obtida pelo método numérico proposto, a energia obtida pela

solugdo analitica exata Eq.(3.21), a diferenca entre o método numérico proposto e a
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solugdo analitica exata Eq.(3.21), a funcdo de onda radial normalizada do sistema
hidrogenoide escolhido, e aos graficos da funcdo radial normalizada (em vermelho) e
da densidade de probabilidade (em azul) versus a distancia ao centro do sistema

hidrogenoide escolhido.

O programa foi desenvolvido em wunidade atémicas de Hartree

1

(c=h=m,=e= =1 ) e a precisao dos cdlculos pode ser escolhido pela variavel

MAPLE tol a qual define até qual casa decimal o valor de energia sera confiavel.

Para assegurar que o programa ira convergir para o valor da energia que atenda
a precisdao desejada, um numero de iteracGes sera necessaria e, neste caso, a variavel
MAPLE Digits sera util. Obviamente o numero atribuido a Digits deve ser
compativel com o numero atribuido a tol, mas, em alguns casos, principalmente
para hidrogenoides pesados, a fim de assegurar a convergéncia, serd preciso atribuir
um valor grande a varidvel MAPLE Digits. Infelizmente, nestes casos o tempo

computacional ird subir bastante. Apenas para exemplificar, assumindo a mesma

variavel MAPLE m = 10 para um ion hidrogenoide com Z = 49, o tempo
computacional para a varidvel MAPLE Digits = 60 serd em torno de 103 minutos,
enquanto que para a varidvel MAPLE Digits = 100 serd em torno de 372
minutos.

Por outro lado, a varidvel MAPLE m determina o grau do polindmio de variagao
e o tamanho da matriz caracteristica com a qual o programa devera trabalhar. Vale
apena mencionar que cada elemento da matriz caracteristica corresponde a uma
integral que vem de uma derivada parcial da densidade Lagrangeana. Isto significa que
dependendo do nimero que escolhermos para a varidvel MAPLE m o nUmero de
integrais que o programa necessita calcular podera ser maior ou menor,
comprometendo, obviamente, o tempo computacional. Desse, modo a combinacao
dessas duas variaveis MAPLE ird definir a precisdo dos resultados e o tempo de

processamento do programa.
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B5 Tempo tipico de processamento

O tempo tipico de processamento esperado para uma aplicacdo padrdo do
DIRAC-LIKE dependera sempre das caracteristicas do sistema hidrogenoide escolhido e
da precisdo que se almeja obter, podendo variar desde alguns segundos a varias horas,

conforme pode-se observar nos dados apresentados na Tabela 14.

Tabela 14 — Tempo tipico de processamento para diversos Z’s e diversos
estados ligados.

.. Tempo de CPU | Numero de
VA n j m | Digitos . . N
(min) iteracoes
1 1 1 1 15 0.01 3
H 1 3 1 1 15 0.01
1 5 2 1 15 4.74 3
2 1 1 1 15 0.01 3
He 2 3 1 1 15 0.02 3
2 5 2 1 15 2.78 3
Fe 26 | 1 1 5 60 24.63 8
26 | 3 1 5 60 19.95 6
In 49 1 1 10 60 103.01 11
49 1 1 10 100 372.67 11
Gd 64 1 1 10 60 128.21 13
64 1 1 11 100 761.22 19
Th 90 1 1 14 100 1005.34 27
Pu 94 1 | 14 100 1092.62 29

DIRAC-LIKE PROGRAM

Hydrogen-like atom, Dirac-like equations, Hylleraas-like method, Cylindrical coordinates

> restart: st: NIV R
=
INPFUT SECTION
Seting state variables
==l n=1: j=1: m=1:mel=1: mf=131:
Setting accuracy variables
= Digity = 20 fod = 107 (- 15] : Mintet '= 1 : rsup = ]z;ﬂ :

LEND OF THE INPUT SECTION
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[AUXILIARY SECTION
Setting auxiliaty variables

i=5— /2 Eni=-E"2/2/n"2 1 mei=1:
Setting the Dirac energy for the quantum numbers "n™ and "j"
> ED[n,j] = (me/sqril +Z°2%af*2/ ( (n=f +sqnu(j°2-Z°2%af*2)11"2) -1) /af*2:
| END OF THE AUXILIARY SECTION

MAIN SECTION
Applving Hylleraas-like method
> Tor kk from | to Mintet do

Setting auxiliary variables
En En

> gl :=squ[-2" — L +En'.:._r,r"2f2-me-]:| =24+ = "aff2:
me me

Setting varational polynomial

> 0= gumiaki]® ke k=0 om)

Setting recurrence relation for the reference polynomial coefficient

> for g from O tonsd do

clg + 1] =2"meg2® (g-n0) "clg]" (gl " (a+g+j+ 1)+ g2 Eaf21/({(s+yg
+ 122+ E2 a2 " gl st g +j) T2t ERaf2))
end do:

Setting reference polynomial
> Plajl=expl-g2*r1 " rsm ™ sum(c[p] " rp,p=10.n0] :
Setting polynomial composition
> Fi=(r) = Q*Pn,j]:
Fri=irl — diff iFir], rl:

Setting symmetrization variable

> gni=En+Zir:

Setting Lagrangean density

> HI=(r] = (Frirl-jm/r=Fir] 1”2/ (1 +af2%gn/2) -2 Z{r=F(r]"2:
H2 = r] = Fir1"2:
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Computation of the partial derivative of the Lagrangean density integral
> for { from (¢ to m do
for & from O while & = / do
Tik = dif (diff (HTir), ali]), alk]) :
TEth == difi (dif (H20r), ali]), a[&])
Izr = Int\r= fik, r= 0 Linfinity, method = CGguad] -2 = E= Int(r® [Eik r= 0 infinity, method
= _Crgisad)
N[i k] = evalf (2% fzr) :
Nk 1] = N[i k]
end do:
end do:

Setting the equations tha will compose the eigenvectors and eigenvalues matrices
> forzfrom O tomdo
wlzl = sumia[v]* N[z, v], v=0.m] :
end do:

Setting the eigenvectors and eigenvalues matrices
> with( Lineardlgebra) :
sy = [seg(yp[i]=0,i=0.m]]:
vir /= [gegia[i], i=0.m]]:
Maux = Lineardigebra| GenevateMatri ] (sys, var, augmented = true)
A=Matrixim+1, m+1):
for row from | tom + 1 do
for cofwmn from | tom + 1 do
Al row, column | = Mauws| row, column] .
end do:
end do:

Setting the caracteristic equation
> poly = Lineardipebra] Determinant (A1
Solution of the caracteristic equation
> use RealDosan in
& = golve( poly = 0., E]
end;

Obtaining relevant results
> Ennm = mun(S1; iva = abs| Enn-En);
En = min( 8 dED[ n, §] = En-ED[n, f].
if (iva = fef] then
inter == kk . kk = Ninet,
end ift
end do:

| END OF THE MAIN SECTON

[RESULT SECTION

Obtaining the program's running time

= CPUtime = time( | - 51

Obtaining the normalized radial function
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> Ri=r—Plnf]:
Normal = evall | sqrilevall (Tnt| R(r]*2, r= 0 infinity, method = Cguad) 1] ¢

Rir

Normal

Rlarge '= r—

Rr = [r] —* dﬂf[Rfﬂfa.'E'[r]. 'r] .

[_;' - % J Rlargeirl

F

Rji= ir) —

Ri = (r] — Rrir] —Rjir):

Resmall = (r] — m'mp.l’:_'fj.-'[ “Riir) g J :

i1 +af2%gni2)

R2(r)

#Remall:= :
e ~ Normal

Obtaining the radial probability density
> Deny = r—Rlarge(r] "2
Deng? = r— Remallir1 "2 :

Obmaining the bond energy
>

=
LEND OF THE RESULT SECTION

>

=

OUTPUT SECTION

> il (mef = 1) then
Dhgity =3

#iaining the bond energy Eg in electron-vells (eV)

mef En-27.212-1000

eof ’

BondEnergy(mel’] =
else

Digrity = 5
Displaying the CPU time
> MyCPUtime = CPL e/ 61,
> Displaying the number of interactions performed by numeric method
= InteraciionNumber = inler,
Displaying the energy obtained by the proposed numerical method
> EnersvNumericMet = En;
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Displaying the energy obtained by the analytical Dirac solution

> EmergydnalviicDirac = ED[n, §]

Displaying the difference between the proposed numerical method and the analytical Dirac solution

= DufferenceNumericMetAnalyiicSolution = dED| n, {1,

Displaying the normalized relativistic radial {large component) wave function of the hydrogenic system
> Riarge(n, f]1= Rlarge(rl: Rsmall[n, ] = Remallir],

Displaving graphics of the wave function (in red) and probability {in blue) versus distance to the center

of the system

= #plotl [ Rlarge ), Dens(r] |, r= 0 rvup, linestvle = [solid, lengdasa ], color = [ Slack, Slack]];
Helot) [ Remallir), Dens2(r) 1, =0 rsup, finestvle = [solid, longdash |, color = [ Black, black]);
oot [ Rlarge(rl, Remall(r) ], r= 0 rsup, finestyle = [ solid, {fongdash |, coflor = [black, dlack]];
dolor| [Dens(rl, Dens2(r) ], r= 0 rsup, finestvle = | solid, lengdash |, color = [ blue, Sack]];

> end if
QUTPUT
Dty 1= 5
MyCPUtime = 0. 18693
ImteractivnNumber = 4
EnergyNumericMet = -0 50HHG65650655359682
EnergydnalviicDirae = -0 5MH0H065659655412798

DyfferenceNumericMetdnalyticlolution = 53116 108

- Ir 0. TI06R26311
Rlarge, | =2.0000 ¢ 1.0000000000000000001 + 0.4999733T396R26311459

A0AG7T
0.040000 ¢ " (1.8244 10° r + 5473.) 1™
5.0000 10° r + 13313

Rsmall, | - (1)

I:END OF THE OUTPUT SECTION

[END OF THE PROGAM
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Apéndice C - O programa HELIUM TEST

C1 Motivacgdo

O sucesso da abordagem numérica computacional para sistemas hidrogenoides
[18], com excelentes resultados obtidos pelo cddigo Maple “DIRAC-LIKE PROGRAM”,
sugeriu possibilidade de desenvolvimento de uma versdo numérica computacional,
baseada em uma abordagem variacional semelhante a de Hylleraas [48], que

atendesse ao sistemas helioides.
C2 Restrigoes sobre a complexidade do problema

Apesar de aparentemente simples e constiuindo-se apenas de trés particulas
carregadas com interagao conhecida, ha uma restricdo ou uma complexidade inerente
ao problema de buscar variacionalmente as energias e as funcbes de onda para os
sistemas helioides, principalmente por conta da inseparabilidde das equagdes de
movimento. Assim, o desafio tem sido, desde ha muito, a possibilidade de providenciar
uma descrigdo computacional que fornega uma fungdao de onda simples e ao mesmo
tempo precisa [28]. Nas ultimas décadas, diversos pesquisadores, Hylleraas [33], Green
et al [29], Chandraskhar et al [30] [31] e Hart et al [32], propuseram abordagens que
atendenssem a premissa de simplicidade e precisdo, contudo, nenhuma destas

abordagens foi capaz de prever valores de energia para os estados excitados.

C3 Vantagens da abordagem

A vantagem da abordagem empregada no desenvolvimento dessa versao
preliminar da modelagem computacional é que, diferente outras tantas, ela sugere a
possibilidade de prever ndao somente os estados fundamentais dos sistemas helioides,

mas também, seus estados excitados.
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C4 Caracteristicas do programa

O programa computacional HELIUM TEST foi desenvolvido por meio de um
conjunto de procedimentos em linguagem Maple 16 [49], organizados
convenientemente, de modo a oferecer um acesso simples em um procedimento
quase-aleatdrio, para a obtencdo de valores numéricos de energia e respectivas

funcbes de onda, que atenda as premissas de simplicidade e precisdo.

O programa ¢é dividido em quatro segdes identificada por: Input

Section, Auxiliary Section, Main Section, and Output Section .

Na Input Section o usuario pode escolher as varidveis MAPLE m, n, para
selecionar o grau do polindmio de aproximacdo, ss, para selecionar a variavel de
ajuste das exponenciais, Digits, para selecionar a quantidade de algarismos
envolvidos nas operagdes, j1 e j2, para selecionar o ajuste das cargas efetivas dos
elétrons e, m1 e m2, para selecionar o ajuste na poténcia das variaveis que localizam o

elétron no plano de drbita.

Na Output Section o usuario ira ter acesso as raizes da equacgdo caracteristica, a
energia, expressa em hartree, em eletron-volt e em rydberg, ao tempo de CPU,
expresso em minutos, ao grau dos termos de intera¢do elétron-nucleo, ao grau dos
termos de interacdo elétron-elétron, ao numero total de termos e, a componente

radial da funcdo de onda.

O programa foi desenvolvido em unidade atomicas de Hartree

(h=m,=e= ! =1).
4re,

Nesta versdao preliminar da modelagem, como o método ainda ndo é auto-
consistente, para conseguir um valor aceitdvel de energia para o esstado fundamental
e sua respectiva fungdo de onda, é necessario fixar o valor das varidveis MAPLE 31, j2
e ss como sendo iguais a unidade, das varidveis MAPLE m1 e m2 como sendo iguais a
zero, fixar um valor para a varidvel MAPLE m e variar o valor da varidvel MAPLE n desde
zero até que o valor da energia obtido saia do espectro. O valor a ser escolhido devera
ser o ultimo valor que ainda esteja dentro do espectro. Para os valores

correspondentes aos estados excitados, é necessario repetir o procedimento, porém
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agora fixando o valor das variaveis MAPLE j1 e j2 como sendo iguais a dois. Neste
caso, o valor da energia devera ser escolhido observando a lista de raizes da equagao
caracteristica. Sera sempre o penultimo valor da lista, quando este ainda estiver

dentro do espectro.

Obviamente, quanto maior o valor das varidveis MAPLE Digits, m e n, mais

precisos serdo os resultados, porém, com um custo computacional cada vez maior.

C5 Tempo tipico de processamento

O tempo tipico de processamento esperado para um aplicacdo padrdo, como as

gue apresentamos nos resultados, sera da ordem de alguns minutos.
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HELIUM TEST
Helnum-like atoms, Hamilton-Jacobi equations, Hylleraas-like method. Hylleraas coordmates

i:r restart ;s = time( ) :
INPUT SECTION
Setting the degree of polynomials approximation
> me=12: pge=3:
Eﬂmghexpcmnalljuﬂ'.wble
> sxi=]1:
Sefting accuracy variable
» Digits = 14 ;
Sem:g&rclmgeapmwmhk
» jli=1: j2=
Seﬁngcumthnxﬁpuma;ust
> m/l=0:m2=0;
Setting the atomic mumber
> Zwm2: 2l :‘; zz—f,-
Setting fine structure constant

S S
> T 137035999074
| END OF THE INPUT SECTION

[AUXILIARY SECTION
Setting the electmn nuclee component for the first electron

> gl = Z

1=

Setting the electron-nucleo component for the second electron

> Q2= Euﬂ'l'lr f:

=1

Setting the electron-glectron component

> 'Qj = Ea2m+ir

1=
Setting the Lmsed ferms componant

L
> 'QJ = ‘;Ea}n +n i I:.‘i:-.l':l" +a2-n + 2+ l:'i-n]" +a2-n +3-n+ Jr'-l:'r-"]":] ;
Setting the polynomial term
> PolyTerm = 0 + Q2 + 03 + (M4
Settring the number of terms in the polynomial
= Ni=2m+4n:
Setting the auxiliary variables
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F—1 R o

P yi=
)
Settring the exponential term
> ExpoTerm = xm.'ymz_e-zu—zzy_l_ .u'-.rmgyml- g HE Ty,

Setting the variational radial function
> R= (&1 ul —ExpoTerm PolyTerm

Setting the angular function
> Y=g, pl—cosimi gl cosimdpl

Setting the derivatives of the varational radial function

i
> Rx = |g, f,u]—-a Ris 1, u):
R o) = Ris t,u)
1= & I, u) & [ A T
Ru= (x, 1, u) 2 Rig tul:
wi= 5 4w o L& ful
Setting the derivatives of the angular function
a
> Yg'= (gq.pl—=— Fig.p):

Yp=(q.p) =>— Yig.p):
ip

Setting the components of the hamiltonian function
> HI =2 Rsis, t,u)” +2 Ri(s, t,u)" +2 Ruls, t, u)*
|:H2 +5 —yz]l (Feis, f,u) —Rils, 6, u]) Ruis, f,u)

+
X
+ |:u2 +}'2 _J;z} (Rsis, fou) +Rils 6,u)) Ruls, 6 u)
}'H
— E J Ris !, H]E:
= 3z
2= RlLE)
X
z
H3 = _Ri-*-f}jﬂl :
X
Fig i 2Ruls tou) pRis ful
ox
f5 o - 2Ruls, bu) xRis, t,u)
uy
>

LEND OF THE AUXILIARY SECTION
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MAIN SECTION

Performing the angular integrals
In, 2n

> 1= | Yia.p dgdp:
a -a
2n 2n
> Iz:-] l Ygig, p)® dg dp -
a -a
2n 2n
> 3= ¥pig, p)® dg dp -
a -0
2n 2n
> Id= sin(g —pl Yig. p) Ygiq, p) dg dp
a -a
21 i
>[im sin(g —p) Yig. pl Ypig, p) dg dp:
a -0

Setting the full hamiltonian function
PH=H+R2H2+I3HI+ M HE+ I5HS

Setting the auxiliary variable

U= XY

> Integral tripla iterada em tr.x para F ao quadrado
>

Performing the iferate infegral

> Ie:rz:-l i e assuming w < Eand 0 < u:
o

5
> Iz:-ertﬂd.u:
a

> IF:-I Izds:
i

Performing the partial derivatives
o

> forifrom O to N do Il = B IF end da:
o

1

Solving the linear equations
> with( Lineard{gebra)
sy = [weg( ] =0, i=0.4)]:
var = [seglalf], i=0.N] ]!
(A, &) = CenerateMalric( sys, var |
A . Fector{var) =b:
poly = Lineardlgebra| Determinant](A)
use RealDomain in § = solve( pofy =0, E] end:

Gietting the binding energy in Hartree
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> E = min(8)

Gietting the binding energy in electron-volt
> Fel = E-27.2107:

Gietting the binding energy in Rydberg
> ERy=E-2:

Perforiming the kemel of the matrix A
> with(finalg) :
aw = kernel( A

Gietting the coeficientes of the polynomial term
aal1][{]

> forifrom | to + 1 do akli] = :
aa1][1]

ali— 1] = ak[i] end do:

Gietting the CPL time
> CPUlme = time| | — 51
LEND OF THE MAIN SECTION

[ OUTPUT SECTION

Displaying the chacteristic equation

> Hoots =5,

Displaying the energy in Hartree

» EnergvinHartree=E,

Displaying the energy in electron-volts

» EnergyinElectronValt=E-27 2115396131,
Displaying the energy in Eydberg

s ErnergvinRBvdberg = E-2;

Displaying the CPU time

= MyCFPUtime = CPUNme ! 6,

Displaying the degrees of electron-nucleous terms
= DegreetiElectvonNuclews Terms = m;
Displaying the degrees of crossed terms

» Degree(ElecironElectronTerms = n;
Displaying the total number of terms

= TotalNumberCfTerms = N,

Displaying the atonic mmmber

» AromicNumber = Z,

Displaying the radial fimetion

> R=Ris 1 ul;

END OF THE OUTPUT SECTION
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Roots = (0.87873246551387, 2.8594582219158, 3.5773116961625, 5.7658469956442,
7.0926622825297, 10.813582854516, 14.339941866532, 18.120992347884,
24 713723899846, -0 2827076610554, -0.B161 8238623820, -1.9863 761689491,
-2.9036720710416)
EnergyinHartree = =2.9036720710416
EnergyinElectronVolt= - 79.012970962538
EnergyInRydberg = -5.8073441420832
MyCPUtime =0.27820000000000
DegreetfElectronNuclews Terms = 2
Degrevi¥ElectronElectronTerms = 2
Totall erms =12
AtomicNumber =12
R=2¢7" (1. + 0.0612469432553139 5 + 0.0427450722016955 & + 0.0204503815846119 1
+ 0.149525459954669 £ + 0.374897031819392 1 — 0.0809527066026273 1
+ 0.0203843001902520 5 ¢ + 0.102550725552248 5 1 — 0.0399266868853517 £ u
4 0.0106656219134292 * £ + 0.00261107429052919 * *

—0.00177980993155974 F ”)
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