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Abstract

Motivated by recent observations that quantum gravity should have spectral dimension two,
in this dissertation we study the mathematical interplay between the Spectral Action Principle
and anisotropic theories of gravity, such as Horava-Lifshitz. First, we review modern theories of
anisotropic gravity, which are thought to lead to renormalizable quantum theories, at the cost
of losing full diffeormorphism invariance. Then we review the Spectral Action Principle, which
is a prescription to obtain physical actions in spectral geometries. Afterwards, we calculate heat
kernels for anisotropic laplacians, and find an exact expression for the spectral dimension flow from
the IR into the UV, for flat spacetimes. Next, we perform an ADM decomposition to construct
the anisotropic Dirac operator, and indicate a procedure to calculate the corresponding Spectral
Action. This leads us to a scheme to constraint the number of free parameters of anisotropic

theories from the order of a hundred into only eleven.

Resumo

Com motivacao nas recentes indicagoes de que gravidade quéantica deve ter dimensao espectral
dois, nesta dissertacao estudou-se a interacao entre o Principio da A¢ao Espectral e teorias aniso-
tropicas de gravidade, como a Horava-Lifshitz. Primeiro revisam-se teorias modernas de gravitagao
anisotropica, as quais acredita-se levar a teorias quanticas renormalizaveis, ao custo de perder in-

variancia completa por difeomorfismo. Em seguida revisa-se o Principio da Ac¢ao Espectral, o

v



qual é uma prescricdo para o calculo de acoes fisicas em geometrias espectrais. Posteriormente,
calculam-se kernels de calor para laplacianos anisotrépicos e encontra-se uma expressao exata para
o fluxo de dimensao espectral do IR para o UV, para espago-tempos planos. Em seguida, executa-
se a decomposicao ADM para a construcao de um operador de Dirac anisotropico, e indica-se um
procedimento para o calculo da Acao Espectral correspondente. Como consequéncia, restringem-se
os parametros livres da gravitagao anisotropica de um valor na ordem de uma centena para apenas

onze.
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Capitulo 1

Introducao

Viver em quatro dimensoes torna a vida especialmente dificil para a comunidade Fisica. Nao
apenas isso torna a teoria da gravitacdo de Einstein nao-renormalizavel, quatro nao é o nimero
natural para a descri¢ao do mundo tanto segundo Teoria de Cordas[1] quanto por Kaluza-Klein[2].
Entretanto, a elegante consisténcia interna inerente a essas teorias tem motivado a comunidade
a manter uma busca intensiva por mecanismos capazes de tornar essas teorias compativeis com
experimentos, como o mecanismo da compatificacao de espago. Essa busca repetitivamente nos
leva a questionar como se mede experimentalmente a dimensao fisica do mundo em que se vive.
Esse é um antigo problema em Fisica Estatistica, e é tradicionalmente resolvido pelo estudo do
comportamento do caminhante aleatorio neste espago.

O caminhante aleatério tradicional de livro-texto é uma particula localizada em uma rede
infinita, movendo-se em saltos discretos para pontos vizinhos, aleatoriamente escolhidos, apesar de
com probabilidades fixas e independentes da historia. Portanto, o caminhante aleatério pode ser
pensado como uma sonda no niimero de graus de liberdade espaciais que podem ser suportados pelo
espaco. Quantitativamente, isso pode ser medido pelo calculo da probabilidade de que a particula
vai, em algum momento, retornar ao seu ponto de origem; isso é chamado de probabilidade de

retorno. Caso a particula tenha igual chance de saltar pra qualquer um dos seus vizinhos, entao em



redes bidimensionais ele certamente voltara; entretanto, conforme aumenta-se a dimensao da rede,
esta probabilidade é reduzida, pois ele tera mais graus espaciais de liberdade para explorar. Para
a aplicacao deste principio na medida da dimensao de uma variedade, toma-se o limite continuo
da equacao de diferencas finitas em d dimensoes governando a probabilidade de retorno, e pode-se
demonstrar[3] que, caso os saltos do caminhante sejam descritos por uma funcao de probabilidade

isotropica e homogénea, esta equacao se reduz na equacao de difusao,

O, K(x,2';7) = AK(x,2';7) (1.0.1a)

K(z,2';40) = 69D (z — a'), (1.0.1b)

onde K (z,z';7) pode ser interpretada como a densidade de probabilidade de que, comegando em
um ponto ' em tempo 7 = 0, o caminhante estard em x no instante 7. As hipéteses de isotropia
e homogeneidade é traduzida no aparecimento do operador de Laplace, A.

No caso plano, a solu¢do para este problema de valor de contorno é bem conhecida,

1 —(z—a')2 /47
K(l’,xl;T) = We ( )°/4 . (102)

Vé-se que a dimensao desta variedade coincide com dg, o qual é definido pela expressao

0
Olnt

ds == —2 In K((x — ') = 0;7). (1.0.3)

Chama-se dg a dimensdo espectral desta variedade com respeito a dindmica induzida pelo problema
de valor de contorno (1.0.1), e consequentemente, pela escolha de caminhante aleatério. A escolha
especifica de caminhante aleatério é crucial para este resultado; tivésse-se alterado a forma com a
qual ele se move na rede, entao o espaco seria visto de forma diferente, e dg mediria um outro valor
para a dimensao. Portanto, interpreta-se dg como a medida da dimensao efetiva na qual a dindmica
da particula realmente acontece, semelhante a definicio de dimensao fractal. A vantagem de se
trabalhar com a dimensao espectral esta em sua capacidade de estender o conceito de dimensao
de uma variedade para outros objetos matematicos mais exéticos, como espagos nao-comutativos

e objetos fuzzy. Como espera-se que o espaco-tempo nao deve ser representado por uma variedade



diferencidvel na escala de Planck[4], este conceito é especialmente 1til para caracterizar diferentes
teorias de gravidade quantica.

Ja foi dito que gravidade quantica em quatro dimensoes é nao-renormalizavel. Entretanto, em
duas dimensoes, ela é. Portanto, é de se esperar o fato de que varias das teorias modernas para
gravidade quantica possuem certos atributos em comum inerentes a teorias em duas dimensoes.
Steve Carlip[5] fornece uma bela revisao deste fendmeno. A primeira indica¢do é o resultado
em Triangulagoes Dindmicas Causais de que, quando a gravidade é quantizada restrita a uma
estrutura causal preferencial, a dimensao espectral vai[6] de dg = 4.02 + 0.1 em longas distancias
para dg = 1.80 + 0.25 em curtas distancias. A seguir vem uma indicagao mais fraca da Gravidade
Quantica em Loops, uma vez que a partir da andlise das mudancas na lei de escala do espectro de
area de pequenas areas para grandes dreas pode-se argumentar que a dimensao efetiva vai de quatro
para dois. A seguir, pode-se mencionar a relagao de energia livre por unidade de volume F/VT ~ T
para cordas em altas temperaturas, e compara-la com a relagao geral F/VT ~ T ! para teorias
de campo d-dimensionais, o que implica que d = 2 para cordas em altas temperaturas|7]. Mas
talvez o argumento mais forte seja a andlise[8] as equagoes de fluxo do Grupo de Renormalizagio

para a constante de Newton G,

A(Gu'?)

oy - [d—2+n]Gu'?; (1.0.4)

1

para se satisfazer a demanda de que a teoria de gravitacao seja assintoticamente segura, é necessa-
rio que d — 2+ = 0. Portanto, se n é a dimensao anémala do campo, o propagador em momento
do gréaviton deve ser da forma p~¢, a qual em representacdo de espaco resulta em dependéncia loga-
ritmica do propagador com respeito a distancia, comportamento caracteristico de teorias de campo
em duas dimensdes. E pensando neste requisito que Horava introduziu seu modelo anisotrépico
de gravitacao, o qual modifica a teoria de Einstein ao adicionar termos de curvatura espacial nao
invariantes por difeomorfismo, de ordens mais altas.

Todos esses exemplos convidam o estudo de uma perspectiva mais fracamente dependente na



dimensao do espago-tempo, e melhor preparado para representar esse fluxo IR-UV. Este é o do-
minio da Geometria Espectral, a qual é elegantemente traduzida na Fisica no Principio da Acao
Espectral[9]. Abusando do fato de que observaveis fisicas sdo de natureza espectral, a abordagem
da Acao Espectral propoe desenvolver toda a Fisica a partir de consideragoes espectrais. Adicio-
nalmente, ela propoe uma receita para gerar a geometria compativel com cada dindmica. Nesta
Dissertacgao, foca-se na investigacao do fluxo da dimensao espectral como uma func¢ao do nivel de
energia da teoria, o qual é melhor visto no contexto de gravitagdo anisotrépica, Horava-Lifshitz

sendo um exemplo particular. Portando, os objetivos deste trabalho sao:
e Encontrar uma formulacao da gravidade anisotropica no contexto de geometria espectral;

o Determinar se é possivel encontrar uma estrutura matematica que claramente unifique a
gravidade em quatro dimensoes obtida da experiéncia cotidiana com a esperada dimensao

espectral dois da gravidade quantica em altas energias;

e Descobrir se a agao espectral é capaz de produzir um critério para restringir o niimero de

constantes de acoplamento independentes na gravidade anisotropica;

E importante notar que todos este trabalho serd feito a partir de consideracdes puramente
classicas, mesmo que possa ser discutido que todas as corre¢oes de ordem mais alta a serem usados
sao de natureza quantica.

Primeiramente, no capitulo dois, define-se o Triplo Espectral, introduz-se o Principio da Ac¢ao
Espectral, e segue-se para o calculo da acao de Einstein-Hilbert a partir deste, juntamente de
correcoes de ordem mais alta. Neste processo dedica-se um tempo consideravel na revisao de
diversas abordagens para o cdlculo do kernel de calor para diferentes operadores, uma vez que sera
necessario calculé-lo para operadores anisotrépicos de ordem maior que dois.

Em segundo lugar, no capitulo trés, revisam-se as teorias anisotropicas de gravidade, focando
no modelo Horava-Lifshitz e em sua "Extensao Saudéavel"(do inglés "Healthy Extension'[25]). Fe-

chando o capitulo, brevemente revisam-se algumas propriedades chave de Condensados de Bose-
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Einstein Relativisticos, uma vez que eles representam um modelo fisico bem conhecido que exibe
Invariancia de Lorentz em duas diferentes escalas de energia, se comportando nao-invariantemente
na escala intermediaria. Ele é usado para motivar gravidade anisotrépica como um modelo efetivo
para uma teoria fundamental com simetria de Lorentz deformada em altas energias.

A seguir, se introduzem algumas solugoes classicas para a pergunta “Se o espago-tempo se torna
bidimensional, quais dimensoes ele escolhe?”. Ou seja, primeiramente se revisa a solu¢ao Mixmas-
ter para a Relatividade Geral, e em seguida o argumento classico seguindo o qual quantizacao leva
em altas energias a pontos vizinhos de diferentes geodésicas se tornarem acoplados mas descorre-
lacionados, como indicado pelo regime de acoplamento forte da equagao de Wheeler-de-Witt.

Depois, como ensaio para a resposta as perguntas I e I1I, responde-se a pergunta II, calculando-
se o kernel de calor para laplacianos anisotrépicos em espacos planos, obtendo-se uma figura
quantitativa de como a dimensao espectral flui.

Por ultimo, tenta-se responder I e III, primeiramente propondo-se uma decomposicao ADM
para o operador de Dirac, e subsequente operador anisotrépico, para em seguida formalmente
se encontrar a formulacdo de gravitacao anisotropica por Acao Espectral. Em principio isto im-
poOe restrigoes nos coeficientes, mas o problema computacional de se explorar as consequéncias

experimentais destas restri¢oes vai além do escopo deste trabalho.



Capitulo 2

A Acao Espectral

Neste capitulo definem-se as nogoes de Triplo Espectral (ST) e de Agdo Espectral (AS),
encontra-se o ST equivalente a variedades Riemanianas genéricas, e recupera-se a acao de Einstein-
Hilbert pela escolha de um Operador de Dirac apropriado. A maioria do contetido desta revisao
sobre A¢ao Espectral e Triplo Espectral foi obtido do artigo fundador de Connes[9] e do livro por
Varilly[10], enquanto os calculos de heat kernel sao baseados nos livros por DeWitt[11], Fulling[12]
e Vasslevich[13]. Deve ser observado que todo o trabalho feito usando a Ac¢do Espectral deve
ser realizando utilizando métrica Euclideana. Entretanto, para os propoésitos desta Dissertagao
ignoram-se as consequéncias desta particularidade, uma vez que espera-se que a presenca de uma
direcao preferencial para o tempo introduzida junto aos modelos anisotrépicos de gravidade permita

posteriormente a definicao sisteméatica de rotagoes de Wick que recuperem a métrica Lorentziana.

2.1 O Triplo Espectral

Um dos principios guias por tras da Relatividade Geral é a idéia da Covariancia Geral, isto
é, o postulado segundo o qual a Fisica deve ser independente da escolha de sistema de coorde-
nadas. Normalmente entende-se esse principio como a exigéncia de que eventos fisicos devam ser

representados por pontos em uma variedade. Entretanto, também pode-se tomar uma perspectiva



mais drastica, assumindo que a Fisica deva ser representada por estruturas matematicas livres do
proprio conceito de sistemas de coordenadas. Claramente essas estruturas devem ser acompanha-
das por uma prescricao para a recuperacao de variedades métricas em certos limites de baixas
energias, mas os principios fisicos fundamentais devem ser definidos nessas estruturas originais.
Um exemplo de objeto que satisfaz esses requerimentos ¢é o triplo espectral.

Define-se um triplo espectral (A, H, I)) como um conjunto contendo:

um espaco de Hilbert H

o uma algebra A, possivelmente nao-comutativa, agindo em H
« um operador I) agindo em H

o se definivel, uma graduacao Z/2, chamada ~y e satisfazendo

v=7, ye=ay,  yD=-Dn, (2.1.1)

onde a é um elemento da algebra A. Espacos com tal graduacao sao ditos ter dimensao par.

e uma estrutura real J no espaco de Hilbert, a qual é uma isometria antilinear satisfazendo
J? =€, JD =¢DJ, Jy =¢€"~vJ, (2.1.2)
ondee, €, €’ sao —1 ou 1.

Para defender a validade desta construcgao, primeiro se prescreve como recuperar desta estrutura
o conceito de pontos em uma variedade. Para fazé-lo, recorda-se o Teorema de Gelfand-Naimark, o
qual constréi dois cofuntores[10], um mapeando um espago Hausdorff localmente compacto M em
uma C*-algebra, outro mapeando-a em seus espaco de caracteres. Se o espago M for uma variedade,
entdo a C*-algebra correspondente é uma subalgebra da algebra de fungoes suaves em M, e seu
espaco de caracteres é aquele de mapas de fungdes em C, o qual os caracteriza como distribuigoes.

Adicionalmente, como sdo caracteres de uma C*-dlgebra e satisfazem p(aa*) = |u(a)|* > 0, eles



definem uma medida, a qual permite a reconstrucao da nocao de pontos em M. A partir daqui,
serao usadas as nogoes de ponto e caracter intercambiavelmente; para mais detalhes, consulte [10].
A fim de mostrar que a nocao de distancia também esta contida no triplo espectral, se faz a

proposicio de que variedades riemanianas sio equivalentes a triplos espectrais (A,H,IP) tais que:
o A é a algebra comutativa de fungoes suaves em M
e H ¢é o espaco de spinores L? em M
« I) é o operador de Dirac tradicional compativel com a métrica em L?

Um dos preceitos da geometria espectral é aquele segundo o qual a nocao de distancia no espago

de caracteres é dada por

d(z,y) = sup{|a(z) — a(y)|;a € A||[D,d]|| < 1}. (2.1.3)

A norma ||[D, a]|| é dada pela norma de operador; por exemplo, se a € C*, entdo a norma é

dada por ||[D, d]|| := sup{|[, a]|(x),Vz € M}
Seguindo Connes [14], mostra-se que tomando-se esta escolha de triplo espectral, esta expressao
¢ igual a distancia geodésica na variedade Riemanniana original.

Primeiro escolhe-se uma representacao especifica do operador de Dirac,

[]Da al = —iy"o,a,

I, all| = Val. (2.1.4)

1

< /01 0,0(r)|dr < L (2.15)



Caso imponha-se que o ponto y esteja em uma vizinhanca suficientemente pequena de x tal que
as geodésicas que partem de x nao formem superficies causticas, entao pode-se localmente definir
a funcao distdncia geodésica a(y) = [ |0;0(7)|dr tal que |a(y) — a(x)| = L. Usando Coordenadas
Riemannianas Normais, ¢ imediato ver que o vinculo sobre a norma de operador é satisfeito por

esta escolha,

v i

119111 = o O/ 50) = | T2 2.16)
- Y P 2.1.7
IRV 1 K| | R (2.1.7)
- Py 2.1.8
- \/.:C'u'—xu ,y '7 'Il/xp ( .. )
! (2.1.9)

- r’Ty, NN

VrhT,

—1, (2.1.10)
onde usa-se a propriedade ||aa*|| = ||a||-||a*|| de C*-algebras. Portanto, esta escolha de elemento de

algebra satura a condicao imposta pelo vinculo sobre as fungoes, e estabelece o resultado desejado;
a férmula (2.1.3) é de fato igual a distancia geodésica. A partir do conjunto de todas as geodésicas,
pode-se entao reconstruir a 2-forma métrica correspondente.

A motivacao para se dar ao ST uma graduagdo e estrutura real vem da experiéncia comum
com o operador de Dirac plano. A graduacdo nao é nada além do operador de chiralidade, s,

enquanto a estrutura real existe de forma a termos uma operacgao de involucgao.

2.2 O Principio da Acao Espectral

O real interesse da Fisica na Geometria Espectral vem do fato de que sob suposi¢oes bastante
gerais, como a dimensao K da teoria, é possivel obter um modelo fisico extremamente similar ao

Modelo Padrao, compartilhando o grupo de simetria de calibre U(1) ® SU(2) ® SU(3), e um Higgs



de massa razoavelmente similar|[15].
Isto é feito postulando-se os Principio da Acao Espectral [9]: O funcional de agido para um

sistema fisico descrito pelo triplo espectral (A4, H, Ip) é dado por
lD2
I= Trx<mQ> + (¥, DY), (2.2.1)
0
onde y é uma func¢do de corte UV, mg é uma escala de massa, e ¥ é o conteiido fermionico da

teoria. O traco de lD2 produz a acdo para os bésons da teoria, enquanto o termo (¥, P¥) é uma

representacao esquematica para a acgao relativa ao contetido fermionico da teoria.

2.3 A Acao Espectral para a Gravidade

Para recuperar a acao de Einstein-Hilbert em uma variedade M usando a acao espectral, segue-
se a férmula prescrita; toma-se um triplo espectral equivalente a M, como encontrado em (2.1), e
calcula-se (2.2.1).

Para a gravidade, somente deve-se preocupar com a parte bosonica da acao. Para fazé-lo,
primeiro tem-se que definir a expressao x(P), uma vez que P é um operador, e originalmente x
estd definido no espago real. Isso pode ser feito expandindo -se y(x) em uma série de poténcias
e substituindo-se x — P, ou ao se fazer essa substituicao na expansao de Fourier de y. Para os
presentes propdsitos é mais interessante fazer essa substituicdo no contexto das transformadas de
Mellin, a qual é a transformacao conectando a fun¢ao exponencial e a funcao I', ja que isso vai
mapear o problema de se calcular a Acao Espectral naquele de se calcular o kernel de calor para
lD2, o qual é, para varios operadores de Dirac, um problema resolvido.

Primeiramente lembra-se da formulacao precisa do problema de kernel de calor, para em seguida

aplicar a técnica da transformada de Mellin.
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2.3.1 O kernel de calor

Define-se o kernel de calor K (z,2'; 7) em uma variedade M com respeito ao operador H como
) )

TH

o elemento de matriz do operador e™™ com respeito aos autoestados da posigao.

K(z,2';7) = (zle ™ |2') . (2.3.1)
Isto implica que o kernel de calor ¢ uma solucao ao mesmo problema de valor de contorno
O, K(x,x;7)+ HK(x,2';7) =0 (2.3.2)
K(z,2';40) = 6W(z — 2)I(x, 2) (2.3.3)
que a distribui¢do de probabilidade para o caminhante aleatério (1.0.2), generalizada para opera-
dores H atuando em feixes spinoriais, onde I(z,z’) é o operador de transporte paralelo no feixe, a

ser adequadamente definido posteriormente, na subsecao 2.3.3.

Pode ser mostrado que

Tre ™ =3 757" a,(P) (2.3.4)

n>0

onde m ¢é a dimensao da variedade, e d é a ordem de P.

2.3.2 A Transformada de Mellin e a Acao Espectral

O par de transformadas de Mellin é definido por:

¢(s) = /OOO P x(p)dp (2.3.5)
1 c+i00

o) =5 [ pe(s)ds, (23.6)

271 —100

onde ¢ pertence a faixa fundamental, a qual é o intervalo (aq, as) tal que:

lim x(p) = O(p™), lim x(p) = O(p*) (2.3.7)

p—0+ p—+o0

11



Entao pode-se definir x(P)

Tr x(P) :217”, +: Tr P~*¢(s) ds
1 ctioco
— [ el (233
Cp(s) :=TrP~* (2.3.9)

Nesta formulagao é imediato ver que calcular Tr y(P) é equivalente a conhecer os pélos de
(p(s). Este é calculando comparando-se as expansoes em séries de poténcia do kernel de calor com

a expansao da transformada de Mellin:

Tre ™" =Y 774" a,(P) (2.3.10)
n>0
1 c+ioco
- — / L TT()e(s)ds, (2.3.11)

Esta segunda igualdade pode ser lida do fato previamente mencionado de que e e I'(s) sdo

um par de transformadas de Mellin:

[e9) 1 c+i00
L(s) ::/ P lePdp = e P = —/ p °I'(s)ds (2.3.12)
0 211 Je—ioo
1 c+i00
= Tre ™ = —/ 775 Tr P=T(s)ds (2.3.13)
271 Je—ioo
1 c+1i00
- %/HOO 75Cp(5)0(s)ds (2.3.14)

Comparando as expansoes em séries de poténcias, se vé que (p(s)['(s) deve ter pélos em

= —s (2.3.15)

Portando tem-se apenas que calcular seus residuos para obter a,(P). Primeriamente nota-se
que I'(s) tem pélos em s = —\, A € N, com residuo %

Toma-se como um exemplo o Laplaciano tradicional; um operador de ordem 2 agindo em uma

variedade 4-dimensional, e considera-se que se esta trabalhando em uma variedade sem fronteira,
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a qual por sua vez implica as,y; = 0. Entao restringe-se os possiveis valores para s,
s=2—n. (2.3.16)

Como conhecem-se os polos de I'(s), entdo (p(s) deve ter p6los somente em s = 1,2. Portanto

deve-se ter:

I'(s) Res (p(8)|sea—n = a2, (P), n=0,1. (2.3.17)

Cp(8)[s=2—n = (=1)"(=9)!Cp(8)]s=2-na2n, n > 2. (2.3.18)

Entao pode-se retornar ao célculo de Tr x(P). Agora precisa-se dos polos e residuos de ¢(s).

Escrevendo x(p) como uma série de poténcias, obtém-se:

e}

n) (0) anrs

oo (n) (

_ X' (0) X
p— nd pr— —_—
/0 p 2 p"dp { >

|
o n—+s

(2.3.19)

p=0

Esta expressao altamente formal também pode ser usada para escrever ¢(s) como uma fungao

x(™(0)
n!

com polos em s = —n, onde o residuo é . Entao pode-se escrever o resultado final usando

integracao de polos,

Tex(P) = ag(P)o(1) + az(2) + Y (~1)"x " (0)azn (P), (2.3.20)

n>2

e vé-se que com sucesso mapeou-se o problema naquele de se calcular os coeficientes a,, do kernel
de calor.
Se P for um operador de ordem 2 agindo em uma variedade 4-dimensional, como no caso da

gravidade de Einstein, obtém-se o resultado:

T x(P) = ag(P)6(1) + as(P)o(2) + 32 (~1)" X" (0)aziainy (P) (2.3.21)

n>2

O célculo da agao entao se reduz a determinagao dos coeficientes a,.
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2.3.3 Biescalares, bitensores e bispinores

Faz-se aqui uma breve pausa no cédlculo da Acao Espectral, e introduzir algumas quantidades
matematicas que serao necessarias para dar uma abordagem algoritmica aos préoximos passos do
calculo. Sugere-se ao leitor as fontes, DeWitt[11] e Fulling[12], para maiores detalhes.

Escolha uma vizinhanca geodesicamente convexa N. Entao, fixando 2’ em N, para todo x
também em N sempre existe uma geodésica unica completamente nesta vizinhanca conectando
estes dois pontos. Portanto, seja (1) esta geodésica, tal que x(0) = 2/, (1) = z. Entao pode-se

unicamente definer uma fungao distancia geodésica s(x,z’), por

§:= /01 (), (T)dT (2.3.22)

Esta é uma funcao de dois pontos, e sera chamada biescalar. Entretanto, ela mesma nao sera

de muito uso; de maior utilidade é a chamada fun¢ao-mundo de Synge o(x, "), definida por
/ 1 2
o(z,x') = 35 (2.3.23)

isto é, ela é metade da distancia geodésica ao quadrado. Suas derivadas V,o(z,2") = o,(z,2’)
também serdo de grande uso. E facil mostrar que o,,(z’, z) é o vetor apontando de = para z’, com

norma igual a distancia geodésica; primeiramente calcula-se sua diregao,

o, =85, =5V, /01 (7)), (T)dT
=5V, | 1 ,/j;v(f)j;y(f)mdf

(2.3.24)

Vi,

Como %, ¢ o vetor tangente a geodésica conectando os dois pontos, estabelece-se a direcao.
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Entao a proposicao referente a norma é trivial,

loull = y/oud”

= |s|. (2.3.25)

A partir destas proposicoes é imediato obter uma relagao 1til,

1
o= §0u0“ . (2.3.26)

Entretanto, deve-se ter cuidado ao se trabalhar com tais objetos, uma vez que as derivadas
podem ser tomadas com respeito a ambas as coordenadas, tornando-os tensores com respeito
a um indice, mas mantendo-os escalares com respeito ao outro. Usa-se a convencao de usar
apostrofos para indicar que as derivadas devem ser tomadas com respeito ao segundo indice. As
propriedades previamente definidas permitem-nos usar as componentes do vetor sigma,(z,z’)
para definir Coordenadas Riemanianas Normais em torno do ponto z’.

Pode-se também usar biescalares e bitensores para definir a nog¢ao de transporte paralelo.
Define-se o operador biescalar transporte paralelo I,(z,z') ao exigir que ele transporte paralela-

mente escalares de 2/ em = ao longo de uma dada curva z(7), isto é, se

o(r) = L(x,2")op('), (2.3.27)

entdo "V ,¢(z) = 0.

Como o caso especial x = 2’ é frequentemente aquele do qual se extraem os resultados fisicos,
entao este serd chamado de limite de coincidéncia, e usa-se a notacgao [T] := T'(x,2’ = x). Entao
o ultimo resultado implica que I(z, ") se reduz ao operador identidade no limite de coincidéncia,
I(2',2") = 1.

Em vizinhancas geodesicamente convexas, existe uma parametrizacao especialmente 1util para

I(x,2"). Se escolher-se que o transporte paralelo seja feito apenas entre geodésicas conectando os
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dois pontos do argumento, entao em tais vizinhangas I(z,2") é unicamente definido em todos os

pontos, e é imediato de sua definicao que sua derivada covariante é zero ao longo dessa geodésicas.,
otl,=0. (2.3.28)

Usando a regra da cadeia no limite de coincidéncia pode-se imediatamente obter o Teorema de

Synge: seja T um tensor com indices omitidos, entao

[T];u = [Tu] + [T'u’] . (2'3-29>

)

Particularmente tteis para o calculo do kernel de calor sdo os limites de coincidéncia das
derivadas do escalar-mundo de Synge e do operador de transporte paralelo. Portanto, agora
derivam-se os primeiros termos, e se fornece uma prescrigdo para se calcular os seguintes.

Os primeiros resultados sao [o] = [0,] = 0, imediatos a partir de (2.3.24) e (2.3.23). Resultados
seguintes vém da diferenciagao da relagao (2.3.26), e da aplicacdo da defini¢ao de curvatura [16]

em um feixe sem torcao,
n
_ A
[VN’ VV]fM1~~~Nn - Z f/‘tlmﬂifl)\#imﬂnRul/ui + wul/ful-..un ) (2330>
i=1
onde R,,,, ¢ a curvatura com respeito aos indices de espacotempo, e w,,, = (w?) w € a curvatura
no feixe com respeito aos graus internos de liberdade.

Por exemplo, como o ¢é conectado somente aos graus de liberdade do espagotempo, pode-se

mais facilmente calcular seus primeiros limites de coincidéncia; por exemplo, a derivada
Oup = Oupo” + o0t (2.3.31)

implica no limite de coincidéncia a recuperacdo da métrica, [0,,] = g,.,. Este processo pode ser

feito iterativamente, produzindo:

[O',pr] =0 (2332)
1
[O-,uupﬁ] - g(Rp,uué + Rd;u/p) (2333)

16



Para obter os limites das derivadas do operador transporte paralelo, somente tem-se que aplicar
0 mesmo processo, agora agindo com a derivada em (2.3.28), lembrando-se que I executa o trans-
porte paralelo no feixe, e portanto deve conter os graus de liberdade interiores correspodentes. Os

primeiros resultados sao

1]

=0 (2.3.34)
[I/u/] - ;ww/ . (2335)

Calculo dos limites seguintes é exaustivo mas direto, e os resultados podem ser encontrados

nas referéncias previamente mencionadas.

2.3.4 Calculo dos coeficientes do Kernel de Calor

H&a muitas formas de se calcular kernels de calor, cada uma mais ou menos problematica de-
pendendo das caracteristicas do operador considerado, como ordem, anisotropia, e quais solugoes
particulares ja sao conhecidas. Revisam-se alguns dos métodos mais utilizados; comega-se com
os ansatze de Fulling e de DeWitt, ambos desenhados especificamente para o calculo dos coefi-
cientes do kernel de calor para o operador Laplaciando, utilizando um ansatz e uma relagao de
recursao; em seguida vé-se o método de operadores pseudodiferenciais de Gusynin, o mais geral
dos revisados, capaz de tratar operadores de ordem arbitrariamente alta, apesar com custo com-
putacional de rapido crescimento; por ultimo revisa-se o método de exaustao de coeficientes de
Gilkey, o qual é bastante eficiente, mas depende de propriedades especificas de transformacao do
operador com respeito ao produto tensorial de variedades, e requer a existéncia de uma base de
solugoes suficientemente grande. Faz-se um abuso de notagao ao nos referir tanto a a,(x,z’) como
a a, = [/—ga,(x,x)dr como os coeficientes do kernel de calor, mas acredita-se que o contexto

tornara a diferenca clara, enquanto a conexao entre ambos é imediata.
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O ansatz de Fulling

Apos definir as estruturas biescalares, bitensoriais e biespinoriais relevantes e encontrar seus

limites de coincidéncia, utilizar os métodos de ansatz se torna razoavelmente imediato. Isso é feito
. : L. o - .

ao supor que K(x,z’;7) seja o produto de uma série de poténcia em 7 com a solugao “covarian-

tizada” em espago plano, obtida ao substituir (xz — 2/)*/2 pela fun¢ao-mundo de Synge o(z,z’).

Entao o ansatz se torna
K(x,a';7) = (4m7) Y2 0@/ i an(z,2")7" . (2.3.36)
0
Este ansatz é adequado para lidar com o operador
H=-V'V,+FE, (2.3.37)

onde £ ¢ um endomorfismo de feixe, e a derivada covariante ¢ da forma V, = fo +w,; ela é a
soma da derivada covariante compativel com a métrica Vf com a conexao de calibre do feixe w,,,
como o potencial vetorial eletromagnético. No caso de interesse desta dissertacao, a conexao de
calibre utilizada sera a conexao de spin, a qual é manifestada nos outros métodos no operador de
transporte paralelo I(z,z').

Inserindo-se o ansatz no problema de valor de contorno (2.3.2), obtém-se a seguinte relacao de

recursao|12],

i oty —d p
otlapir, + 0+ 14 e = a4yl — Ea, (2.3.38)

onde definiu-se a,, = 0,n < 0. Isto produz imediatamente o primeiro coeficiente; se escolhe-se

n = —1, esta equacao se torna
otag, =0, (2.3.39)

a qual é idéntica a (2.3.28), e juntamente com a condigdo de contorno implica ag = I

Apesar do fato de que (2.3.38) é diferencial, interessa-se apenas no limite de coincidéncia, que
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se torna algébrico:

1

m[ “ 1 — Elay) (2.3.40)

[an+1] = G I

Portanto, tem-se que calcular o limite de coincidéncia da divergéncia a,,*,. Como conhece-se ao,
pode-se iterativamente aplicar derivadas a (2.3.38), tomando o limite de coincidéncia, e geram-se

os coeficientes seguintes. Por exemplo, encontra-se a;. Tomando uma divergéncia, obtém-se

R v
(TL + 3) [&n-l-l;uu] - g[an+1] = [an;uu 1/] - Euu[an] - QEM[Cln;M] - E[an;uu] : (2341>
Escolhendo n = —1, esta equacgao se reduz ao termo desejado,
R R
[ao"] = g laol = = (2.3.42)
uma vez que as condi¢oes de contorno implicam ay = 1. Portanto [a,] = —E + %R. Repetindo esse
procedimento, podem-se obter os coeficientes seguintes,
[ag] =1 (2.3.43)
1
1 1 1 1 1 1
=—F? - _V'V,E+ —w,w" — -RE+ —R> - —R,,R"
(0] =5 B = gVIVuE & ™ = GRE+ 2 B = 1 R B
1 1
—R"" R, + —=V'"V,R. 2.3.45
+180 KV p + 30 H ( )

E importante notar quao rapidamente esses coeficientes se multiplicam; a3 possui 46 constantes
independentes, das quais 43 sao nao-nulas. Adicionalmente, é possivel observar que a origem dos
termos w,, estd nas derivadas de ordem mais alta do operador transporte paralelo I(z,z’), o qual
gera os termos de curvatura com respeito as conexoes de spin e calibre, como definido em (2.3.30).
O ansatz de DeWitt

Este ansatz mais antigo é dado por

K(z,2';7) = (477) "2 DY2e=o @2 N g (2, 2") 7™ (2.3.46)
0
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diferindo do ansatz de Fulling ao incluir o determinante de Van-Vleck-Morette, um biescalar defi-
nido por
D = det(O'#V/) (2347)
A equacao diferencial a qual isto leva é
ro—d

1 o
DY a1, + DV? <2D‘1U“D# +n+1+ ”2>an+1 = (D'?a,)", — ED?a, (2.3.48)

Entretanto, o determinante de Van-Vleck-Morette obedece

1
d=o'o, + BU“VHD. (2.3.49)

Isso pode ser mostrado ao se tomar a derivada da expressao (2.3.26), lembrando-se que D, =

V.V, D,
o0y + Ou0" 1y = Opu
o D, D" +o,D", D =D, (D"
o que leva & expressdo (2.3.49) pela aplicacio da relacio traco-determinante, , det eM = ™M em

forma diferencial, Tr(0log M) = 0logdet M.
Usando essa identidade, a equacao diferencial para os coeficientes de kernel de calor no ansatz

de DeWitt sofre alguns cancelamentos interessantes, e se torna
Dot a1, + DY (n+ Dan1 = (DY?a,)", — ED'?a,,. (2.3.50)

Como pode-se ver, o termo que elimina-se ao inserir o determinante de Van-vleck-morette ¢é

. "—d . . . ., .
precisamente < £—, o0 qual ja havia desaparecido por si s6 no ansatz de Fulling ao se tomar o
limite de coincidéncia. Portanto, atualmente a perspectiva de Fulling é mais popular, devido as
equagoes ligeiramente mais simples; entretanto, mostra-se aqui o anstaz de DeWitt por razdes

histéricas. Deve-se ressaltar que esses ansatze sao adequados apenas para se lidar especificamente

com Laplacianos, isto é, operadores de ordem dois cujos kernels de calor vao para (1.0.2) em
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espacos planos. Para operadores de ordem maior, é necessaria uma abordagem mais geral.

O método de Gusynin para operadores pseudodiferenciais

A fim de se trabalhar com operadores consideravelmente diferentes do laplaciano tradicional,
como operadores de ordem maior que dois, métodos menos baseados em ansatze sdo necessarios.
Um deles, por exemplo, foi criado por Gusynin[16] ao final da década de 80. Mais cedo nessa
década Widom[17] propos o uso de transformadas de Fourier generalizadas para espagos curvos,
usando como fase, ao invés do produto tradicional k,(r — 2)*, uma funcdo mais geral [(z,2', k)

tal que:

ky,n=1
{(ViuVyu VU (x, 2 k)} = (2.3.51)
0,n#1
Entao, a fim de se calcular o kernel de calor, pode-se escrevé-lo como a integral de um resolvente,

—T7H Zd)‘ —TA —1
= [ — H-X\N"". 2.3.52
e i e ™\ ) (2.3.52)

Entretanto, precisa-se apenas de seu limite de coincidéncia, logo o que realmente precisa-se

calcular é:
- i\ .
(z]e Hp:):/cge Ma|(H = \)7Yz). (2.3.53)

Portanto, além de integrais tabuladas, é necessaria somente a representacao matricial do resol-
vente. Para calculd-la, Gusynin propoe que aplica-se a decomposicao de Fourier de Widom,
d"k
(2m)"/9

a qual por definicao deve satisfazer a equacao do resolvente, a qual em termos da fungao de fase é

(| (H = 2) ') =/ T IE (2, 0l K A) (2.3.54)

escrita como
{H(x,V,+iV,0) = A\}(z, 2" k; N) = I(x,2'), (2.3.55)

onde I(x,z') é semelhante, apesar de nao necessariamente idéntico, ao operador de transporte
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paralelo que havia-se previamente definido [17]; ele é tal que

[1op] = dup (2.3.56)
ViV Vi 3 Ll =0,n>1 (2.3.57)
Portanto quer-se calcular
H 1dA —m/ d"k
= [ — —_— TA). 2.3.
el )= [ 526 [ et kY (2.3.58)

como uma série de poténcia com respeito a 7. Para fazé-lo, pode-se executar a mudanca de variaveis
A = A\/7, e exigir que [¢] tenha uma expansao em termos fungoes homogéneas de A. Entretanto,
a equagao diferencial que eles satisfazem, (2.3.55), nao é homogénea em \, entao precisa-se de
uma deformagao desta idéia; como ha também uma integral com respeito a k, entdao pode-se ao
invés requirir que [£,] seja uma fungdo homogénea de A e k simultaneamente, [£,(z, z, Tk, 7%\)] =

" [&n(x, 2, k, N)], 0 coeficiente a ainda a ser determinado; em linguagem matematica, escreve-se

6] =D [&n(w, 2, K, N)] (2.3.59)

(2

os limites da soma ainda a serem determinados.

Gusynin trabalhou com operadores relativamente bem-comportados, os quais tinham expansao

H(z,V,+iV,l) =3 Hy(2,V,,V,l), (2.3.60)

n=0

onde z é o grau do operador H, e H, sao operadores homogéneos de grau n em k.
Inserindo essas expressoes na equacao (2.3.55) e rescalando {k,\} — {7k, 7%}, obtém-se a

relacao de recorréncia necessaria,
Y Hi&i = Mo = Idig (2.3.61)
j=0

Agora tudo que nos resta é a escolher « e os indices nao nulos da expansao de £ . A escolha mais
simples é o = z, e §;1 € {—z,—2z — 1,...}, a qual é consistente com o autovalor escalando como o

simbolo lider do operador; isto €, isto se torna uma expansao em altos momentos da solugao. Isto
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é, entretanto, apenas uma escolha da base utilizada para a expansao, e nao corresponde a um real
requisito fisico.

Entretanto, uma vez que se tem tal expansao, pode-se obter uma férmula para a expansao do
kernel de calor ao fazer a mudanca de varidveis {\, k} — {\/7, k/7/*},

—— 1 A\ dk
(ke o =3 e v/ v (2.3.62)

Para a real solugao deste sistema e consequente integracao sobre os momentos refere-se o leitor

—e
c 27

ao artigo original. Por agora, nota-se que o atributo mais interessante desta abordagem é o fato
de ser quase livre de ansatz, sendo capaz de lidar com operadores de ordem maior do que dois,
tornando explicito o fato de que os coeficientes do kernel de calor para operadores de ordem alta
—n/2

¢ dependente da dimensao de forma nao trivial, contrastando com a dependéncia trivial (47)

observada no laplaciano.

Abordagem de Gilkey de exaustao dos coeficientes

Agora, apresenta-se a abordagem de Gilkey para o calculo dos coeficientes de kenrel de calor,
seguindo [13]. Trabalhar-se-4 com variedades compactas sem contorno.

Mais do que a abordagem de DeWitt, o método de Gilkey é especificamente desenhado para
trabalhar com o operador de Laplace tradicional, contendo uma parte de calibre extra; isto ¢,
novamente trabalhar-se-4 com o operador (2.3.37). Adicionalmente, calcular-se-ao os kernels de

calor usando a definigdo mais geral,
K(f H,7)=Te(fe ™), (2.3.63)

que difere dos anteriores ao incluir a funcao geral f e por tomar o trago sobre as coordenadas
espacgotemporais, na forma da integral do limite de coincidéncia sobre todo o espaco.
A primeira consideracao a ser feita ¢ puramente dimensional. Como se quer calcular e ™%

e a exponencial requer um argumento adimensional, entdao 7 e H devem ter dimensoes inversas,

[7] = [H]™'. Para simplificar a analise, é feita a escolha ndo padrdao [r] = 1. Portanto, como
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[H] = [V,V*#], pode-se inferir que a dimensdo da derivada covariante deve ser [V,] = —1/2,
de onde pode-se deduzir a dimensao de todos os outros tensores, como tensor de Riemann, o
qual possui dimensao [R,,,,] = —1. Também pode-se mostrar que o kernel de calor deve ser
computavel pela integracao de invariantes locais sobre o espaco; usando ambas as consideragoes,

pode-se concluir que os coeficientes do kernel de calor devem ser da forma:

ao = /\/ETr(ozof) (2.3.64)
ag = /\/ETr(f(ozlE + asR)) (2.3.65)
ar= [ VIT(f(sE," + aiBR + asE® + agR,/ + ar R + ag Ry R

+ a9RuupaR#VpU + Oélow,uz/wm/» (2366)

A razao para a auséncia dos coeficientes de indice impar esta no fato de que em variedades
compactas sem contorno, invariantes devem ser construidas pela contracao de derivadas covariantes
umas com as outras, o que implica a auséncia de invariantes com dimensao impar.

Agora segue-se para a andlise de uma série de coeficientes de kernel de calor ja conhecidos,
obtidos pelo céalculo explicito do traco, e aplica-se a universalidade dos coeficientes de forma a
fixar seus valores. A primeira questao a se resolver é quanto a se os coeficientes «; dependem na
dimensao da variedade. Para fazé-lo, usa-se o fato de que o kernel de calor para o circulo ja é
conhecido, e que se b, ¢, sao os coeficientes para as variedades M,, M., entao os coeficientes a,

para M, = M, ® M. devem ser

Em seguida, para a questao em si. Escolha uma variedade M e denote seus coeficientes por
aM. Faga o produto tensorial por um circulo parametrizado por algum ¢, e calcule os coeficientes
para o novo Laplaciano H ® (—9;) on M ® S'. Como o kernel de calor do circulo ¢ somente K =
(47?)_1/ 2771/2 ¢ o produto tensorial mantém constantes as outras invariantes , como a curvatura

e torsao, entao conclui-se que a dimensao da variedade é apenas absorvida por esse coeficiente
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comum. Portanto, pode-se reescalar o «; de forma a ser independente da dimensao, e obter

ap = (47)~ 4?2 / V=4 Tr(aof)) (2.3.68)
ay = (4m)~4/?2 / V=g Tr(f(a E + asR)) (2.3.69)
aq = (4m)9? / V=g Tr(f(asE, " + uER + asE> + agR, " + a7 R* + ag Ry, R"

+ O59R,ul/,oa'RMVpU + alﬂw,uuwuy)) (2370)

Para o préximo passo, deve-se primeiro listar alguns casos especificos de kernels de calor resol-
vidos. Usam-se as esferas S?%, S?, as quais tém expansao de calor [13]

1 1 7
e O(7?) (2.3.71)
NZAR! 1 r1/2
K 4 \ 32 + T1/2 + 2

) +O0(e7V7) (2.3.72)
Como sabe-se que a curvatura de esferas unitarias S™ obedece
R=n(n—1), R, R"" =2n(n—1), R, R" =n(n—1)%, (2.3.73)
e que suas areas sao
Age = 4w, Ags = 21%, (2.3.74)

entdo pode-se comparar expressoes (2.3.71) e (2.3.68) para obter ndo apenas o proximo coeficiente,

ag = 1/6, mas também duas fungdes lineares de trés outros coeficientes,

20&7 + ag + 20&9 = 12/360 (2375)
3@7 + ag + ag = 15/360 (2376)
De forma a obter este sistema, aplica-se a férmula (2.3.67) a um produto geral, e investiga-se a

consisténcia do coeficiente do termo R? = (R, + R.)? . Isto leva a ay = 5/360, o que permite-nos

resolver (2.3.75) e obter ag = —ag = 2/360.
A seguir encontram-se os coeficientes de calibre e potencial; os termos nao-derivativos podem

ser facilmente obtidos pela observagao de que K_v, vu g = K _v,vr, 0 qual por comparagao do
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coeficientes fornece a; = —1, ay = —1/6, a5 = 1/2. Os termos derivativos podem ser encontrados
usando-se um método similar do de Gusynin; toma-se o traco do operador em um toro 7}, usando-se

a base discreta de ondas planas a7z ettt ke 7%

(2 )

ikt o~ H[V,] ik (2.3.77)
kezd
d” o~ THIV utiky]
_y / ptiky, (2.3.78)
kezd

2 A 7
7" Para fazé-lo, usar-se-4 a

A seguir, quer-se fatorar a exponencial do termo adimensional, e~
bem-conhecida expansao de Zassenhaus, a qual é uma féormula para a fatoragao da exponencial de

uma soma de operadores nao-comutativos[18],

eAtB = {1 + B+ ([B Al + B+ (2.3.79)
(0B, AL A+ B, (B, A] 35, 1B + ) 4.}, (2350

Aplica-se a férmula, seguindo com a soma sobre k, obtendo-se

1 1 1
—n/2 n 2 2 v
K = (4m)™ /T d x{l —~TE+7T <2E — 5B+ 5w )} , (2.3.81)
o que leva a mais dois coeficientes, az = —1/6, ayp = 1/12.

O 1ltimo coeficiente deve ser calculado aplicando-se o chamado “Método de transformacoes
conformes”. Nao elaborar-se-a sobre ele, remetendo o leitor as referéncias, mas apenas mencionare-
se que ao se executar a transformagao conforme g,, — €*?g,,, a qual por consisténcia requer que

a parte de calibre se transforme como
1 1
w, = 5(2 —n)o.,, 0FE = —2Fo + E(n —2)o. (2.3.82)

Através da comparacdo dos coeficientes do termo R, * o resultado final, ag = 1/30.
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2.3.5 A acao resultante

O 1ultimo passo que deve-se dar neste calculo é conectar lDQ com o operador —V,V# + F para
o qual calcula-se o kernel de calor. A relagdao é facilmente obtida, e é a chamada Férmula de

Lichnerowicz:

PPV = —4#V 4"V, U
= -V, V, ¥
1 4
= VIV, — 3"V, VT

R,,"a
— VY, — “”87 b

R
— VIV, U + qu (2.3.83)

Y

a qual significa que deve-se tomar nas férmulas anteriores £ = R/4.
Agora tém-se todos os elementos necessarios para calcular a A¢ao Espectral para a Gravitagao

de Einstei-Hilbert, que revela-se ser

2(0)|5R? = TRypo R — 12R* — 8R,,, R™

1
~ 1672 360%

v {4¢ 0) ~ S5 BR +

(2.3.84)
onde os sinais do termo linear em R diferem na literatura dependendo da convencao utilizada para
se definir H.

Pode-se ver imediatamente que os termos de menor ordem correspondem a agao de Einstein-
Hilbert com uma constante cosmoldgica, o que é meramente consequéncia do fato de que essas sao
as Unicas invariantes disponiveis da dimensao correta. Entretanto, pode-se ver que os coeficientes
relativos dos termos de maior ordem tornam-se vinculados com respeito um ao outro, e que é esta
a propriedade que convida-nos a aplicar esta técnica para gravitacao Horava. Os coeficientes gerais

ainda sao determinados por uma funcao de corte arbitraria, o que nos permite jogar as correcoes

de ordem mais alta na escala de Planck.
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Capitulo 3

Introducao a gravitacao anisotropica

Neste capitulo introduz-se mais formalmente dois modelos de gravidade anisotrépica; o modelo
Horava-Lifshitz, e sua extensao “saudavel”. Para tanto, primeiro se faz uma breve revisao da

decomposicao ADM da métrica de Einstein-Hilbert, de forma a fixar a notagao.

3.1 A decomposicao ADM

A agao Einstein-Hilbert (EH) é dada pela agao mais geral que pode ser construida em 4 di-
mensgoes utilizando-se a métrica, que é invariante com respeito a acao do grupo de difeomorfismos
no espagotempo (Diff), e leva tanto a equagoes de movimento de segunda ordem, e ao se adicio-
nar matéria, permite a existéncia de um tensor energia-momento conservado sem impor restrigoes

nao-fisicas, como a exigéncia da constancia do trago [19]. Sendo isso dito, ela é dada por

/M VIR dz (3.1.1)

Chama-se um espago-tempo foliado se existe uma funcao ¢t : M — R cujo gradiente é em todo
ponto um vetor tipo tempo.
O processo de se realizar a decomposicao ADM consiste em escolher uma foliacao espacial do

espaco-tempo, e usa-la para separar tanto a métrica e a acdo em partes “espacial” e “temporal”,
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CO1mo em
ds® = —N?dt* + hyj(da’ + N'dt)((da? + N'dt)), (3.1.2)

isto ¢é, escrever a teoria n-dimensional em (n — 1) + 1 dimensoes.
Aqui N ¢ conhecida como funcao lapso, N; como o 3-vetor shift, e h;; ¢ a métrica induzida nas

superficies de tempo constante, podendo ser escrita covariantemente por meio de

h,uu = Juv + Ny - (313>

Isto ¢ facilmente verificado checando-se que isto ¢ uma projegao, e que contragoes com 1, a
qual é a 1-forma unitaria normal as superficies da foliacdo definida por

dt

" J—gldt,dt)

(3.1.4)

retorna zero.

A partir de agora, usar-se-ao os indices {1, j, k} para nos referir a indices nas hipersuperficies.
Como h;; ¢ uma métrica, entao ele induz uma derivada covariante 3V, em tensores 7} definidos na
hipersuperficie M;. Além disso, usando (3.1.3) pode-se relacionar esta derivada a agdo da derivada

V; em um tensor 7;, do espago completo M pela férmula
VT = h'hiv, T, (3.1.5)

onde T}, coincide com T; em sua agao nos vetores de M, [20].

Como quer-se escrever a acao de Einstein-Hilbert em forma 3+1, precisa-se decompor o escalar
de curvatura R. Para fazé-lo, primeiro define-se o 3-tensor curvatura extrinseca K;; e um projetor
sobre a foliacao hf' por:

Kij = —hi WiV (3.1.6)

htt = 6 4+ nin* (3.1.7)

A curvatura extrinseca registra como as hipersuperficies formam angulos com respeito uma a
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outra, enquanto o projetor de foliagao é simplesmente o tensor com a 1util propriedade de mapear
n-vetores em suas projegoes, (n — 1)-vetores. A curvatura extrinseca também pode ser usada
para reescrever a relagao (3.1.5), permitindo-nos também a interpretd-la como a diferenga entre a
derivada covariante completa, e a derivada covariante compativel com a 3-metrica, o que pode ser

mostrado imediatamente,

VT = V(6% +nm” )V, T,
= Vzhf(vau - TIjTuV;ﬂ]V)
= VT, +n,ViTIK", (3.1.8)
onde T;,V; € T'M;, e usa-se T,n" = 0.

Comecam-se os calculos por primeiro obtendo a relacdo de Gauss; comeca-se escrevendo a

segunda derivada espacial de algum vetor espacial v;, e aplica-se relagao (3.1.5),
VIV = =Ky h? 5V 00 + KX Kot + b REh Y, V00 (3.1.9)

Agora calcula-se o comutador da derivada espacial, por definigdo obtendo o tensor de Riemann

espacial, o que leva a relacao de Gauss,

*R,* = K*Kj — K* Ky +hh*ht'R,° . (3.1.10)

ij 1 —
Entretanto, a acao de Einstein-Hilbert é uma funcao do escalar de curvatura R; para obté-lo,

simplesmente contraem-se os indices nao-antissimétricos, e obtém-se
R=°R+ K?— K;;K" — 2R, n"n" (3.1.11)

Como pode-se mostrar [20] que o termo R,,n"n” é uma divergéncia, entdo se a variedade M

nao tem contorno, entdo a acao de Einstein-Hilbert em forma ADM decomposta toma a forma

to .
S = { / CR— KyK"9 + K2)N\/Ed3a;} dt. (3.1.12)
3t

t1

Apesar desta separacao, esses coeficientes especificos da acdo a mantém invariante sob o grupo
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de difeomorfismo completo.

3.2 Motivacoes para gravitacao anisotrdpica

Neste capitulo apresentam-se as motivacoes para trabalhar com gravitacdo anisotrépica. A
abordagem foi primeiro desenvolvida por Horava em seu artigo de 2009[21] para o caso tridimen-
sional, e no mesmo ano estendida para quatro dimensoes [22]. Seguindo a idéia usada por Lifshitz
[23] para explicar transigoes de fase, Horava propos que um modelo renormalizavel da gravidade
poderia ser construido utilizando-se termos anisotrépicos de maior ordem na acao.

Nao-renormalizabilidade da gravitacao pode ser facilmente entendida ao olhar-se para o pro-
pagador de graviton, que tem a forma (3.2.1). Como isto leva a dimensao de massa negativa
para a constante de acoplamento gravitacional, [G] = —2, a teoria quéntica correspondente é
nao-renormalizavel, e portanto nao-preditiva.

1
e (3.2.1)

Pode-se tentar construir uma teoria renormalizavel ao melhorar as propriedades de convergéncia
do propagador, feita pela adi¢ao de termos de curvatura de maior ordem, por exemplo pela forma

1

S = /d4x \/_—g{lﬁﬁG(R —2A) + aR* + wa,pUCWPU} : (3.2.2)

Esta modificacao leva a um propagador da forma

m2

_ 3.2.3
k2(k2 +m?2)’ ( )
e portanto corresponde a uma teoria renormalizavel em quatro dimensoes.

Entretanto, esses termos induzem o aparecimento de fantasmas no propagador, como pode ser

visto pelo fato de que

m? 1 1
= 2.4
R +m?) kR R tm2 (3.2.4)

isto é, existe uma particula com propagador — o qual possui o sinal errado, levando a estados

1
k2+m2 9
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de norma negativa, e portanto violando unitaridade. Isto é, portanto, um fantasma, o que por sua
vez torna tais teorias nao-fisicas [24].

A teoria anisotropica de Horava, entretanto, possui uma forma de evitar esses problemas. Ela
sera definida mais formalmente na proxima secao, mas por agora declara-se que ela pode ser
esquematicamente descrita pelo propagador

1 1 1 L1
F(k?) g T (3.2.5)

w? — 2k* — F(k*)? _wQ—k2+w2—k2

entdo vé-se imediatamente que termos anisotrépicos de maior curvatura nao vao gerar fantasmas,
mas a teoria vai novamente ser renormalizavel por contagem de poténcias para um expoente critico

dindmico adequado, uma vez que no regime UV o propagador vai como

1 k—)oo\ 1
w? — 02k2 — F(kz)z w2 — ak2z : (326)

Por exemplo, renormalizabilidade por contagem de poténcias da gravidade pode ser obtida ao

escolher-se z = 3.

3.3 Gravitacao Horava-Lifshitz e a Extensao Saudavel

Em contraste com a Relatividade Geral, teorias anisotrépicas da gravidade nao sao invariantes
sob o grupo Diff completo; elas possuem graus extras de liberdade e uma dire¢ao temporal preferen-
cial. Diz-se que uma teoria possui escala anisotréopica ultravioleta com expoente dinamico critico
z se ela apresenta um ponto fixo ultravioleta no qual a teoria é invariante sob escala anisotrépica

de espaco e tempo dada por

r— Nlr, t— AT (3.3.1a)

sh)=-1, [t]=—2, (3.3.1b)

onde a notagao [T significa “dimensao de escala de T”. Nesta dissertacdo preocupa-se com gravi-

dade em quatro dimensoes, entao essencialmente trabalhar-se-4 com teorias de z = 3, o qual é o
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expoente necessario para renormalizabilidade.
Uma vez que a escala de coordenada é escolhida, é facil derivar as dimensoes de escala das

outras quantidades geométricas; em particular precisa-se das seguintes

(K] == [a]=1,, (3.3.3)
onde define-se o 3-vetor a; por
N
i = ) 3.3.4
wi= (3:3.4

o qual serd necessario mais tarde.

Existem diversas formas de se relaxar o grupo Diff de forma se obter uma acao com esta
propriedade. Entretanto, cada relaxamento implica um novo grau de liberdade, e portanto novas
particulas, o que normalmente leva a comportamento nao-fisico. Nesta dissertacao, trabalhar-se-
4 com o grupo de Difeomorfismos-Preservadores-de-Foliagdo (FPD), o qual possui apenas uma
particula extra, um escalar de spin zero. Este grupo corresponde a transformacgoes de coordenada

para as quais transformacoes de tempo sao independentes do espago, com geradores
Sat = (it ), Ot = f(t). (3.3.5)

Nesta dissertacao, trabalhar-se-4 com a agdo mais geral que pode ser construida consistente
com FPD e escala anisotropica. Esta é a chamada “Extensao Saudavel”. A parte cinética é dada

por
Sp = / VIN(EK K9 — \K?)dt &, (3.3.6)

enquanto o potencial mais geral ¢[25], usando-se de agora em diante R para a curvatura na hiper-
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superficie,

. 1 .
Sy = / {bOR +eoaia’ + 75 <b1R2 + bR Ry;

*

+ ..+ cra;Ad + co(a;at)? + cgcziajRij + )

1 .
+ 10 <BlRAR + ByR;j R RL + ..

+ Cra;A%a’ + Cy(a;a’)® + C’gaiaiajakRjk + > }N\/ﬁdt e (3.3.7)

Um caso particular desta agdo é a gravitagdo de Horava-Lifshitz original, postulada a ser a
teoria invariante sob o grupo FPG, com ponto fixo ultravioleta caracterizado por z = 3, e que
satisfaz as condig¢oes de Projetabilidade e Balango Detalhado. Seguindo [22], construir-se-4 uma

acao para tal classe de teorias.

Projetabilidade significa que a funcao lapso é independente do espago(3.3.8),
N = N(t) (3.3.8)

enquanto Balan¢o Detalhado requer a existéncia de um pré-potencial [22]; isto é, o termo de

interacao deve ser da forma (3.3.9).
Sy ~ / dt &% VAN B Gy B (3.3.9)

O pré-potencial Wh,;| é definido por

)
vapi =W (3.3.10)
5gz‘j

enquanto o tensor G,ji; € a “métrica no espaco das métricas” de DeWitt, dada por
ikl L g kY g ok
G .= 2(9 g " +39"g Mg g (3.3.11)

Fiel a proposi¢ao de escrever uma teoria anisotropica efetiva da gravidade no ultravioleta, a
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escolha original de Horava de acao tem como termo cinético a expressao
2 y

k uma constante de acoplamento. Esta expressao contém as derivadas temporais normalmente
contidas no escalar de curvatura, mas elimina o termo infravermelho *R (neste sentido anisotré-
pico), enquanto adiciona uma nova constante de acoplamento A para além parametrizar a quebra
da simetria Diff completa.

A escolha de Horava para o termo potencial, que corresponde a termos de maior curvatura

espacial, consiste em escolher como prepotencial um termo gravitacional de Chern-Simons,

W~ [ ws(T), (3.3.13)

My
onde I' é a 1-forma de conexao, e w3 é definida como
2
ws(l) =Tr (F/\F+3F/\F/\F> (3.3.14)
Isto leva pela condicao de balango detalhado para o potencial de agao
Sv ~ / dt dgl'\/ﬁN{CZ]CU} s (3315)

onde Cj; ¢ o tensor de Cotton, um tensor espacial de terceira ordem nas derivadas espaciais definido

por
y ‘ 1
Cii = ¢kly, (R{ - 4R5{> , (3.3.16)

que possui as propriedades de ser simétrico, de trago zero, conservado covariantemente,(V;C% = 0),
e a interessante propriedade de possuir peso conforme -5/2; isto é, ele sofre uma reescala sob

transformacoes locais de Weyl,

hij — 62Q($)hij (3317)

O — M@ (3.3.18)
O principal uso para o tensor de Cotton esta no fato de que é uma versao de menor dimensao do
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tensor de Weyl. Como este desaparece em variedades tri-dimensionais, em tais espacos a condic¢ao
de achatamento conforme é dada pelo desaparecimento do tensor de Cotton.
Somando os termos cinético e de potencial, cuja forga relativa é fixada por uma constante de

acoplamento w, obtém-se a acao para a Gravitacao Horava-Lifshitz,
3 2 ij 2 K ij
s :/dtd TVGN| 5 (K KY = AK?) = 50,0

2 -
_ / dtd?’z\/gN{HQ(K,-jK” — AK?)

,i2

~opt (ViRjkv Rk — ViR V'R k_ gviRv R)} (3.3.19)

Os primeiros resultados com respeito a dimensao espectral em gravidade Horava-Lifshitz foram
obtidos[26] considerando-se o limite de coincidéncia do kernel de calor para o operador H =

02 + (=1)*"' A% em um espago d-dimensional, o que levou ao resultado

d—1
ds =1+ . (3.3.20)
z

Posteriormente, Pinzul[27] recalculou esta expressao aplicando o teorema de Weyl ao espectro
de um operador de Dirac anisotrépico agindo em toros d-dimensionais, confirmando este resultado
como o limite ultravioleta da dimensao espectral, mas recuperando as d dimensoes usuais no limite

infravermelho.

3.4 Sobre projetabilidade e o modo escalar

Brevemente revisam-se os argumentos que levam a “Extensao Saudavel”, por meio do estudo
das implicagoes fisicas da imposi¢ao de projetabilidade originalmente imposta por Horava. Esta
segao serd baseada no artigo [25] por Blas et al.

Como gravitagao Horava-Lifshitz possui um grupo de simetria reduzido, ela possui um grau
extra de liberdade, que se manifesta na existéncia de um modo escalar. Se este for fracamente

acoplado no regime de baixas energias, entao a teoria poderia talvez ser adequada para descrever
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a realidade. H& fortes indicacoes de que esta condicao é suficiente para eliminar projetabilidade,
como sera visto.

A primeira observagao a fazer é uma nota de cuidado; como mencionado em [28], 0 modo escalar
extra somente sera propagante em fundos nao-homogéneos dependentes do tempo, com um uma
relacao de dispersao que se torna singular conforme o fundo se torna plano, e portanto métodos
perturbativos em torno de espago-tempos de Minkownski levam a conclusoes erroneas.

Em segundo lugar, o modo escalar nao é o grau de liberdade tradicional ao qual se esta acostu-
mado; apesar de aparentemente obedecer a equacoes de até ordem quatro em derivadas temporais,
se usa-se o referencial preferencial dado pela foliagdo no espagotempo, entao pode-se mostrar|[25]
por analise perturbativa das equac¢oes de movimento em torno de fundos gerais que o modo escalar
obedece uma equacao de primeira ordem no tempo, e portanto o problema de Cauchy correspon-
dente tem apenas um grau de liberdade, ao invés do mais comum par coordenada-momento.

Por si s6 esses nao constituiriam problemas, mas pode ser demonstrado que gravidade ani-
sotropica leva a um propagado tachionico; se aceito, entdo o fato de que o Universo ainda nao
desenvolveu instabilidades implica que sua escala de tempo é da ordem da idade do Universo, o
que implica /|A — 1|M, < Hy, onde Hj é a constante de Hubble, e M, é a escala das corregoes de
maior ordem. Como os testes de pequenas distancias da lei de Newton dao o limite M, > 0.1eV
para a escala das correcoes, chega-se a conclusao de que a anisotropia do termo cinético deve ser
extremamente pequena, |[A — 1| < 107!, Usando esse limite, pode ser mostrado por andlise da
escala da acdo que este modo escalar se torna fortemente acoplado em distancias da ordem de
10*3cm, logo a teoria nao é adequada para descrever o mundo em que se vive.

A “Extensao Saudavel”, por outro lado, nao requer projetabilidade, e portanto possui cons-
tantes de acoplamento extra devido a presenca de termos a;, o que faz a teoria consideravelmente
mais flexivel em lidar com suas inerentes instabilidades. De fato, o vinculo sobre A imposto pela
existéncia de instabilidades apenas é entao relaxado em |1 — A| > 0, apesar de implicar restrigoes

nos novos parametros. Apesar disso, é suficiente para permitir-nos ajustar a escala das corregoes
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de forma que o acoplamento forte seja evitado[25].

3.5 Comentarios no modelo RBEC de gravidade analoga

Motiva-se o estudo de gravitagao Horava-Lifshitz como uma teoria efetiva ao convidar o leitor
a aborda-la com a perspectiva de que é perfeitamente compativel esperar que, apesar de explicita-
mente quebrar a Invariancia de Lorentz, ela pode ser apenas um passo intermediario em direcao a
uma teoria mais robusta que recupere alguma forma de Simetria de Lorentz deformada no limite
de energias muito altas.

Para ilustrar esta idéia, brevemente mostram-se alguns resultados chave com respeito ao modelo
de Condensado de Bose-Einstein Relativistico como anélogo a gravidade, principalmente seguindo
[29]. Apesar de apenas mostrar-se como com aumento do momento a relacdo de dispersao vai
de relativistica com velocidade da luz efetiva para uma relacao nao relativistica, recuperando em
maiores momentos a forma relativistica, com respeito a velocidade da luz correta, ¢ importante
notar que este modelo pode ser posto na linguagem da dinamica relativistica em espagotempos
curvos efetivos.

Comecando com o lagrangiano bosonico geral,

2.2

L= Q@Taf‘é - <mh2

+ V(l’)) 6f6 — U(dids \i), (3.5.1)
pode-se calcular a equacao de movimento, e expandi-la no regime de pequenas perturbagoes, ngﬁ =
¢(1—|—\i1), onde ¢ é a solu¢ao para as equagodes de movimento cldssicas. Apds algumas manipulagoes,

se obtém a equagao
2

; 1 . I3 ] .
0
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onde foram feitas as definigoes:

h? :
T = — oV’ 5.
pNR Qmpvzpv (3 ) 3)
¢ = /pe” (3.5.4)
h2
o = 2—m2pU”(p, i) (3.5.5)
h
ut = —0"0 (3.5.6)
m

Como se estd trabalhando com perturbacgoes, assume-se que as variaveis u, ju, p, ¢ sao constan-
tes. Entdo, usando o ansatz de ondas planas para o operador ¥, obtém-se a seguinte relacao de

dispersao, onde w representa o a frequéncia, e k o nimero de onda:

el e (N T GT) oo

Focando-se no modo w_, pode-se imediatamente observar o fend6meno previamente mencionado.

2 _ 2
wy =c

2
No limite de baixos momentos, |k| << mT"LLO [1 + (Z%) 1 , esta relacao de dispersao é aquela de uma

particula nao-relativistica de massa zero:

2NC2 2 _ 1 k4 . R
w? ~ [k 1 1+(;%)1 +4("%“°)2[1+(5%)2ﬂ (3.5.8)

Se o momento for ainda mais reduzido, obtém-se uma relacao relativistica de dispersao, com

velocidade da luz efetiva ¢y = ¢? (1 — {7

w? ~Ak? (3.5.9)

2
Por outro lado, no limite de grandes momentos, |k| >> mg‘o [1 + (Z%) 1 , a relagao de dispersao

é novamente relativistica, desta vez com respeito a real velocidade da luz ¢,

w? =Pk (3.5.10)
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Capitulo 4

O kernel de calor plano anisotrépico e o

fluxo de dimensao espectral

Procurando-se uma resposta para a questao de se é possivel ver exatamente a dimensao espec-
tral fluindo de quatro para dois em um modelo anisotrépico, escolhe-se neste capitulo olhar para
solugoes de kernels de calor para laplacianos anisotropicos com coeficientes constantes, em espago-
tempo plano. Se vera que, apesar de envolver uma func¢ao especial nao ortodoxa, este fluxo pode
ser resolvido exatamente. Estes resultados também podem ser encontrados em nosso artigo [30].
Posteriormente, faz-se uma breve discussao sobre um modelo diferente, para o qual se possui uma
figura mais clara sobre como fluxos dimensionais podem acontecer, e brevemente rever a relagao

entre a equacao de Wheeler-DeWitt fortemente acoplada e o universo Mixmaster.

4.1 O calculo minimo

Sabe-se que o kernel de calor tradicional em espaco plano é dado pela gaussiana

Ko(z,2';7) = \/i?exp (—W) (4.1.1)

Agora, quer-se calcular o kernel de calor anistrotrépico em espago plano, correspondente ao
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operador
H =02+ (—1)*"1,(0:0,)7 (4.1.2)

onde 7, é um coeficiente constante.

Isso pode ser feito por integragdo direta, uma vez que as equagoes (4.1.2) e (2.3.2) juntas

implicam
K(z,2';7) = B pdq eip(xx/)iq7(5<iq — (p?) + ’Yz(pipz‘)z>> (4.1.3)
D eip(:vfx’)ff(pﬁJrvz (pipi)?
1 / Ji : 2 AN o Tz (Pipi)?
:W_f/‘KO(t_t;T)/dpp sin(p|z — &'|) e =PI (4.1.4)
0

Entao o problema é reduzido ao calculo da integral

I= /dpp sin(ap) e 7 (4.1.5)
0

Calcula-se pela expansao do termo seno,

- (_1)k 2k+1 7 —Bp??
I = + /d 2k+2 \—Bp™* _
kz:% (2k + 1)!0‘ ppoe

1 k (6% 2kt % 2k+3
=5 Z (51/%) /dpp 2 leP =

0

S (e 3% ot It (410
2z02 \ p12% ) =\ pUz) T(2k+2) " o
Agora, lembra-se uma propriedade das fungoes gama,
2k+3/2
I'(2k +2) = I'(k+1)IT(k+3/2). (4.1.7)

V271

Aplicando-a, pode-se por a integral na forma

! VIS a? \F1 T(REE)
T 2202 (51/2Z> Z <_451/z> KT(k+3/2) (4.1.8)

a qual pode entao ser reconhecida como uma func¢ao especial ndo muito conhecida, a funcao ¥ de

Fox-Wright. Ela é obscura o bastante para nao estar presente na tabela de Gradshteyn [31], mas
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pode-se ver que é uma generalizacao natural da fungao hipergeométrica, com uma definicdo bem
simples em termos de integrais de contorno e pélos. Sua defini¢ao e propriedades sao revisadas no
apéndice.

Reconhecendo os coeficientes corretos para funcao W, chega-se a simples expressao para a

integral,

L ( « )3\/%1% [(3/22,1/@;(3/2,1); i 1 (4.1.9)

Inserindo esta expressao de volta em (4.1.4), recebe-se a solugdo compacta para o kernel de

calor,
1 _(tft’)Q ’f_ fiﬂ|2
. — . .
Kz —a7)= R e Uy [(3/22, 1/2);(3/2,1); Y . (4.1.10)

A primeira verificagdo de consisténcia deve-se fazer é tomar z = 1, quando deve-se recuperar a
solugao classica:

1 _(z—a’)?

K(x—x'n’)zwe T (4.1.11)

O préximo teste diz respeito ao comportamento ultravioleta; checa-se se a dimensao espectral é
de fato determinada por z na forma que se espera, equagao (3.3.20). Esta é calculada tomando-se

o limite de coincidéncia x — 2/, e obtém-se:

. 1T(3/22) 1
K(0;7) =~ D(3/2) ()2 30379 (4.1.12)
~ (4.1.13)

Entao aplica-se este resultado a férmula (1.0.3), obtendo-se a dimensdo espectral, a qual é

novamente

3
ds =1+ 2. (4.1.14)
z

e portanto é consistente com os resultados esperados de [26, 27].

Em termos de fungdes mais familiares, a expressao (4.1.10) pode ser escrita como fungao da
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Hipergeométrica e da Meyer-G, ambas definidas no apéndice.

Na representacao Hipergeométrica, este kernel de calor se torna

1 (t—t')2 z F 3+25 |f— $/|2 1
o -ty 2z _ -
Kle=ai7) 2(4m)2r2(143/2) ¢ ( " Z 3+25 PEsvE B
25+5  25+3+2(z—1) s—l—l s+ 2z |# — 2|
% 1Fy 1 |1 , S B it NS I B 41.15
et 2z 2z z z (=1) (22)%7 ( )

enquanto na representacao em funcao da Meijer GG, pode ser expressado como

2 z t—t! 2
K(ZE—I/;T):1<7T> S
(4m)2r20+3/2) \ 2

.. 3

|$ _ l,/|2z 1— o
% Gzl . 4116
1221 (22)227 0.1 2=l 22=3  2:-(3+42(-1) ( )

) z ) 2Z ) b 22

4.2 Kernel de calor interpolando UV-IR

A seguir trabalha-se com o operador mais geral
H =0+ > Y (0;01)F

k=0
Este H interpola o laplaciano IR tradicional com o laplaciano anisotrépico UV

(4.2.1)

Y constantes.
anterior, e € mais semelhante com o tipo de construgdo que espera-se que apareca ao se calcular a

acao espectral.
A solugao pode ser encontrada diretamente por integragao dos modos de Fourier

pdge? @) ”75<1q— <p0+27k (pipi) ))

k=0

K(z,2";7) =

D eip(@—a")=TWF+ o v (Pipi)")

Ko(t —t';7)x

—»/’

B 1
2727 —
X /dpp sin(p|Z — &) 7T Lo W (Pip)* (4.2.2)
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Desta vez, a integral que deve-se calcular é mais complexa,

7 - zz: Brp?*
I= /dpp sin(ap)e #=0
0

Ela pode ser calculada de forma semelhante aquela usada no célculo anterior, (4.1.5), mas agora

as exponenciais de ordem menor também devem ser expandidas em uma série.

I= 7dppe =P [Zl_[l i } [i (Q(Z__i_l)ll)!(ap)m“] = (4.2.3)

k=0 jr= 0 =0

1 & & (D) o (7 (8™ ALY, k)2 g Bep™
= N 7 1 d
2ma {JZ}: 22)(2”1)!0‘ kHO ] / p g P
00 00 [z- ; —(3/243, kijr)/> .
— e Y (If ) 2 S et (3/2+l+zk i)
Az {jk}=01=0 \k=0 Jk! (20 +1)! s
R e G VR WRICTES DAY 3/2+ Yy kj a?
_ \/2_ 3 (=B g kie g | (3124 Xukin ), L (3/2,1); ———|
872 oo \imo ! 2 481/

Inserindo esta expressao de volta no kernel de calor, obtém-se o resultado final:

[e's) z—1 j
K(z,2';7) = VT Ky Z (H (_7—.7’6)]16) (7_,}/'2)*(3/2+Z,C kik)/z o
1=0

2 |
87T < J0yeees Jz—1= k=0 jk

x 10, K(S/Q + Ek: k:jk> /z, 1/z>, (3/2, 1), ( mﬂ (4.2.4)

Quer-se analisar suas propriedades de interpolacao, entao restringe-se o operador a apenas duas

constantes de acoplamento nao-nulas,

H =0} + (—1)*"1.(0,0:)* + (=14 (9:0,)F | (4.2.5)
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o que implica o kernel de calor:

1 ¢-H? 1 j
— 7 - — S| A 1-k/z
Kl =) z(47r)27'%(1+3/z)e jzoﬂ[ T } %
: |7 — 7|
< W1 (((3/2+ kj)/2,1/2); (3/2,1); == 7~ (4.2.6)
. 2 et & ()7 = 7)Y
27,3% VA (Ar)2rz (D) 1=0 20+ 1)
3+2 k _k
(L2 8) rto] wan
22z

uma vez que pode-se somar tanto a série em |z — 2’| quanto a série em 7.
Para ver como isso interpola o comportamento IR-UV, pode-se olhar para o fluxo de dimensao
espectral classico. Para tanto, precisa-se do limite de coincidéncia x — ', para o qual a expressao

(4.2.7) é especialmente conveniente, e leva ao resultado:
—-3/2z

§F —l/j2—=9/2z —k/z —k/z
K((zx—2') = 0;7) :WT 1/2-3/22 g, [(3/22, k/z); =ik ey TR } . (4.2.8)

Entao tem-se uma expressao exata para a funcdao dimensao espectral,

3 k
dS = (1 + ) _|_ 2 (1 _ > Tlfk‘/zfykf)/;k/zx
z

z

1o (8 + 20) /22 b/ 2); =71 Hop 7| (4.2.9)

>< . .

1¥o [(3/22, k/z); _Tl—k/z%%—k/z}

Ela estd plotada na Figura 4.1. Os limites de pequenos tempos e longos tempos podem ser

obtidos trivialmente da férmula (A.14) para o limite assimptético da fungao W,:

— —k
|t M s 0

ds 1+

(4.2.10)

_ —k
e I N

ds 1+

3
z
3
- 4.2.11
X (12.11)

Como esperava-se, a dimensao espectral no limite de curtos tempos, correspondente a altas
energias, é aquela esperada para um operador de grau z, enquanto na regiao de longos tempos o

kernel de calor se comporta como uma func¢ao de um operador de grau k. Portanto, este pode ser

visto como um mecanismo para reduzir a dimensao efetiva do espaco no regime de altas energias.
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Figura 4.1: Plot of formula (4.2.9) for z = 3 and k = 2.
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4.3 Quais duas dimensoes?

Ao longo desta dissertacao tem-se apoiado a hipétese de que teorias de gravidade que fluem para
dimensao espectral dois sao de interesse da comunidade. Entretanto, mesmo que concorde-se com
isso, a primeira questdo a se perguntar é entao “Quais duas dimensoes devem ser escolhidas?”[5].
Espera-se que mais estudos da dimensao espectral induzida por gravidade anisotrépica vao fornecer
a resposta para esta pergunta; entretanto, ha diversos casos para os quais este fenémeno é bem
conhecido, por exemplo o universo Mixmaster, o qual é uma solucao das equagdes de campo
de Einstein para a qual o universo é efetivamente bidimensional, mas de tempos em tempos, as
dimensao espacial preferencial altera-se de uma direcao para outra.

Nesta secao, seguindo [5], revisa-se a equagao de Wheeler-DeWitt fortemente acoplada, a qual
¢ um exemplo de como uma teoria intuitiva de gravidade quantica pode obter, ao ser quantizada, o
desacoplamento de pontos caracteristico de reducao dimensional. Em seguida conecta-se essa idéia
a solucao Universo Mixmaster, que, como dito, mostra um mecanismo cléssico para tal reducao, e

oferece uma solucao para o problema de escolha de uma dimensao especial.

4.3.1 A equacao de Wheeler-DeWitt fortemente acoplada

Uma das tentativas mais 6bvias de se produzir uma teoria quantica da gravidade é a equagao de
Wheeler-DeWitt. Apesar do fato de que ela ndao é bem definida, ela permanece um padrao contra
o qual comparar outras teorias, e uma sonda para efeitos esperados. Que ela tenha posicao tao
notavel vem do fato de que ela é similar a quantizacao de Schroedinger das equacgoes de Einstein,
no sentido de ser obtida da conversao, no vinculo hamiltoniano, dos momentos em operadores de
derivacdo. A motivagdo é que a Relatividade Geral no vacuo pode ser descrita pelo anulamento
das componentes espaciais do tensor de Einstein G;; = 0, complementado por quatro vinculos,
dos quais lapso e shift sdo multiplicadores de Lagrange. Entretanto, como a Relatividade Geral

nao ¢ uma teoria dinamica, pode-se usar o vinculo do lapso para propagar as condic¢oes iniciais
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através do tempo. Tendo isso em mente, escreve-se a equacao de Wheeler-DeWitt, a qual é a

versao primeiro-quantizada do vinculo de lapso,

o 0 1
167126y —— — ——=Vh Ry U[R] = 4.3.1

onde h;; ¢ a métrica espacial, e Gji; € a métrica no superspago.

A surpresa sobre esta equacao esta em que no limite de acoplamento forte, [p — 00, pontos
vizinhos desacoplam. Isto é uma indicagdo de redugao dimensional, uma vez que a dinamica se
torna restrita a apenas uma dimensao espacial. Mesmo que tenha-se ja apresentado outras indica-
¢oes de reducao dimensional, este exemplo especifico traz uma idéia de como responder a pergunta
de como a dimensao restante é escolhida, e o que acontece com os outros graus de liberdade. Isso
acontece porque o fendomeno de desacoplamento é semelhante ao siléncio assimptético, o qual é o
desacoplamento induzido pelo encolhimento de cones de luz proximo a singularidades. Entretanto,
o limite préximo a singularidade da GR jé foi bastante estudado[32], e levou ao entendimento
do universo Mixmaster, onde a redugao dimensional é devido aos saltos aleatérios da dimensao

preferencial.

4.3.2 O universo Mixmaster

Como concisamente revisado em [33, 34], o universo Mixmaster consiste em solugdes espaci-
almente anisotropicas das Equacoes de Einstein, no sentido de que dimensoes espaciais nao sao
equivalentes entre si somente na solugao, ao contrario da teoria de Horava, a qual é derivada de
principios nao invariantes sob difeomorfismo.

A solucao apresenta o aspecto interessante de ser bem aproximada por uma sequéncia de “Eras

de Kasner”, cada uma dividida em ciclos. Mais precisamente, a métrica de Kasner ¢é
ds® = —dt* + 1P dx® + P> dy® + t*P3d2? (4.3.2)

onde os coeficientes sao limitados pelas relagdes 3, p; = 3, p? = 1. Um aspecto particularmente
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interessante desta formulagao é que, como notado em [35], apesar de o elemento de volume estar
em expansao constante, /—¢g = t, sempre havera uma dimensdo sob contragao; se pa,ps > 0,
entao —% < p; < 0. Note que apesar de esta solucao ser espacialmente anisotrépica, ela inda sera
espacialmente homogénea, uma vez que os coeficientes p; sdo constantes.

Ao se abandonar homogeneidade espacial, entdo um comportamento mais interessante pode
acontecer. Os coeficientes de Kasner podem ser parametrizados por um tnico pardmetro u, de

acordo com a relacao

B —u
pr= 1+ u+ u?
14w
b2 = 1+ u+ u?

u(l 4 u)
bs=1 " 2
+u+u

No universo Mixmaster, comega-se em uma era de Kasner caracterizada por u,,. Dentro de cada
era, com a passagem do tempo atravessa-se uma sequéncia de ciclos, cada um deles caracterizado
por um u = u, — k, k algum inteiro, comecando em 0. Entretanto, sempre que u, — k < 1,

comeca-se outra era de Kasner, com novo valor de u, u, 1 = ﬁ, onde [u,] é a parte inteira
n

Un

de u,. A peculiaridade da solucado Mixmaster é que a nova era de Kasner sera caracterizada por
um ricochete em p;, que exibe propriedades cadticas. H4 uma interessante discussao por Marcolli
em [36], onde aplica-se uma generalizagdo do teorema de Gauss-Kuzmin theorem para mostrar
que nao havera direcao preferida em tal modelo, no sentido de que cada uma sera responsavel por
contragoes em um terco das eras de Kasner. Este ¢ o tipo de comportamento que gostaria-se de
ver na redugao da dimensao espectral da gravitacao Horava-Lifshitz; apesar de as equagoes serem
isotropicas e na grande figura as preferéncias desaparecerem, em pequenas escalas de tempo, como

no limite de curto tempo do kernel de calor ou em fendmenos UV, a dindmica vera um espago-tempo

preferencialmente bidimensional.
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Capitulo 5

Aplicacao do Principio da Acao

Espectral para Gravitacao Anisotrdpica

Neste capitulo realiza-se a decomposicao ADM do operador de Dirac, aproveitando a relacao
entre a notacao de Penrose para spinores, e aquela de matrizes . Isto leva ao operador de Dirac
anisotropico, para o qual indica-se um método para calculo dos coeficientes de kernel de calor

necessarios para a acao espectral.

5.1 A decomposicao ADM do operador de Dirac

A fim de se obter uma teoria anisotrépica a partir do Principio da A¢ao Espectral, precisa-se
realizar a decomposicaio ADM do Operador de Dirac, e em seguida fazé-lo anisotropico. Como se
quer que a teoria resultante seja renormalizavel, precisa-se fazé-lo pela insercao de operadores de
maior ordem.

Primeiramente, escreve-se o operador de Dirac no espaco curvo. Ele pode ser obtido a partir

do operador tradicional em espaco plano ao se postular o Principio da Equivaléncia; somente
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promovem-se indices planos para indices curvos:
D :=+"v, (5.1.1)
Na notacgao espinorial, esta equagdo traduz-se[37] tanto no par

VA o4 =En (5.1.2a)

Vatéa=6a, (5.1.2b)

quanto na equagao matricial

w( $a ) _ ﬁ< 0 epacp” )( VPP op > (513)

Exr eprarep? 0 VPP ¢
onde usa-se o fato, como provado no apéndice, de que as matrizes (B.15) em (5.1.3) sdo matrizes
~ e formam uma algebra de Clifford.

A notacao de Penrose mais imediatamente empresta-se a separagao 3+1 do operador de Dirac,
uma vez que nao tem-se que lidar diretamente com as conexoes, e pode-se dar um significado fisico
simples a decomposic¢ao. Entretanto, calculos no contexto de geometria espectral sao tradicional-
mente feitos utilizando-se matrizes v, portanto deve-se primeiro desenvolver a decomposicao ADM
na notacao de Penrose, e em seguida fazer a conversao usando as ferramentas desenvolvidas no
Apéndice.

Primeiro, faz-se a decomposicao ADM da derivada covariante espinorial.

A notagao para spinores SU(2), acompanhada de sua relagao a espinores SL(2,C), esta esta-
belecida no Apéndice. Agora, segue-se a prescricao de Sommers[38] para a separagdo da derivada
covariante em partes espacial e temporal, a derivada espacial correspondendo a (5.1.4), e a derivada

temporal a (5.1.5), ambos sendo extendidos a espinores de ordem maior pela regra de Leibnitz.

/ 1
DAB¢C = \/57](314 VA)A’¢C + EKABCDQﬁD , (514)

’ 1
Dypa=1""Veoda+ ﬁaABGﬁB ; (5.1.5)
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onde a; é como definido em (3.3.4), e Kapcp é a curvatura extrinseca na notagao sem apdstrofos,

dada por

!

Kapcp = 277(3,4/ [VA)A’nC’(C]nD)C . (5.1.6)

A motiva¢ao para tomar (5.1.4) como a derivada espacial é o fato de que ela é por defini-
¢ao uma derivacao, e reproduz a 3-derivada atuando em tensores T, = Tiap), T, € T'M;. Para
verificar esta afirmagio, mapeia-se a 3-derivada 3V T}, no espago sem apoéstrofos, obtendo-se
N2 har®F hoe™ Vg Trr. Seguindo Sen[39], explicitamente mostra-se esta equivaléncia,
mostrando os detalhes da conta a fim de desenvolver familiaridade com a notagao:

SV ABTCD =
= QUBA,nDC/ hAA’EE/ hCC’FF/vEE’TFF’
= 2,5 he " 0% Ve Trr

= V2l 5" he p "NV e e Ter] — TerViepng' }

= hABEHhCDFG{VEHTFG - QTFL[V(EH)U(GF/]HL)F/} (517)
= hag"hep AV pnTre + V2T " KpnaL} (5.1.8)
= DapTep, (5.1.9)

onde em (5.1.7) utiliza-se a condi¢do de normalizacao (B.6), e em (5.1.8) tanto o fato de que T, h,,
sdo espaciais, portanto suas versoes sem apdstrofo sdo simétricas, quanto a equagao (5.1.6).

As motivagdes para escolher (5.1.5) como derivada temporal sao suas propriedades de aniquilar
a métrica espinorial, D,eap = 0, e agir em vetores espaciais como a projecao espacial da derivada
na direcao n, DT, = haanTb.

Combinando essas derivadas, obtém-se a separagao da derivada covariante completa em deri-

vadas somadas a termos do tipo Kj; e a;, como espera-se que apareca ha a¢ao anisotropica:

1 1 1
=D —K b —D - b 5.1.10
Vapoc ABOC + NG ABCD®" + €aB (\/5 nPc + 2@0D¢ ) ( )
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Traduzindo para a notacao tensorial, obtém-se
1 v P 1 % v
Vu¢ = Du¢ + in/’Y Uras ¢ — um Dn¢ + iaz”Y 0,7 @ (5'1'11>

Agora, realiza-se a decomposicao 3+1 das matrizes . Para fazé-lo, nota-se inicialmente que as
matrizes de Dirac espaciais para espacos planos correspondem as matrizes de Pauli, o;, e que sua
generalizacao curvada deve produzir a algebra de Clifford compativel com a métrica induzida na
hipersuperficie. As tetradas para essas variedades d— 1-dimensionais podem ser obtidas facilmente.

Tome a tetrada temporal como

e, =1y, (5.1.12)

entao e’ sdo tetradas para a métrica espacial, como pode ser visto comparando-se com (3.1.3) a

expressao
G = n“beu“eyb (5.1.13)
=~ + el (5.1.14)
= =e,le,; (5.1.15)

Daqui ¢ imediato definir a matriz de Dirac temporal 7,, e um conjunto de matrizes de Dirac
espaciais ;:

Vi = Ny (5.1.16)

Vi = el (5.1.17)

Precisa-se dessas tetradas a fim de ver explicitamente como cada termo no operador de Dirac

separado se transforma sob escala anisotrépica. Para fazé-lo, primeiro escreve-se explicitamente o

operador de Dirac em uma base coordenada,

Do = —in" <8u + iw“ubva%> ¢ (5.1.18)
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Agora, explicitamente escreve-se os coeficientes de conexao de spin como fungoes das tetradas,

wpep = 0 (5.1.19)
wigr = —eL0;e (5.1.20)
wigj = €[; Oo€jjm (5.1.21)
wgip = 0 (5.1.22)
Woij = —;eSeTaogim (5.1.23)
Wi = 31%-; (5.1.24)

Entao vé-se que de fato a decomposicao deve ser consistente. Dos componentes na direcao tem-
poral, w,p, 0 Gnico coeficiente que nao escala como uma derivada temporal 0; é —eg (9jeg ~ a;, o qual
foi separado, enquanto as componentes espaciais todas escalam como 0;, exceto —%e%e?@ogim ~
K;;, o qual também estd separado.

Com o aspecto da escala resolvido, pode-se entdao observar que a decomposicao da derivada
covariante automaticamente projeta as matrizes 7 em suas partes decompostas adequadas, entao
pode-se realizar a contragao com " para se obter a o operador de Dirac 3+1 decomposto em

notacao de matrizes -,
; H 1 H I 1 e
iD¢ =" Dyé+ S Knuy'¢ =y Dyd — 5ain'e. (5.1.25)
Portanto, o operador de Dirac anisotrépico deve ser da forma

Do = Ps[(v"Dy), (a:v")]6 + aKnn"é + Bnuy Dyg (5.1.26)

onde Ps(a,b) é algum polindmio de ordem trés nas varidveis nao-comutativas a, b; isso implica que

este operador de Dirac anisotropico tem apenas onze coeficientes livres.
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5.2 Calculo do kernel de calor anisotrépico em espacos cur-
VOS

Generaliza-se o calculo para operadores em espacos curvos. Toma-se um operador de Dirac
anisotropico covariante sob difeomorfismos que preservam a foliacdo. Entao pode-se novamente

utilizar integragao explicita para se obter a féormula para o kernel de calor,
K =e ™ {z, |2/
d% -
:/ —THeszU‘ ](SL’,I'/)

(2m)a"°
-f

Utilizando novamente a Férmula de Zassenhaus (2.3.79),pode-se aplicar o mesmo argumento

dk 2 o,
o) [eTm VumVuttkoo I (g 2| (5.2.1)
m

feito durante o método de Gilkey, e usar a dimensionalidade para separar o operador em uma

exponencial adimensional “livre” A, e uma correcao B,

A :=D?*V, — ik,0"] (5.2.2)

B:=H[V, =V, +ik,o",] - A, (5.2.3)

que fornece uma expansao em série de poténcia para os coeficientes de kernel de calor,

-

Concordando-se que os termos de maior ordem vao dominar em altas energias, sendo efeti-

S | aly g (B A+ B — () (5.2.4)
e -7 — — o l(x, 2. 2.

(2m)d 2 ’

vamente irrelevantes no dominio infravermelho, entdo vé-se que esta construcao imediatamente

fornece o limite de dimensao espectral correto, uma vez que no limite UV (pequeno 7) pode-se

fazer a mudanca anisotrépica de varidveis

ik, — 7712, ik, 0" (5.2.5)
eih‘;ikpap” o Tﬁl/%eihfjik‘pa””, (5.2.6)
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onde z é o expoente dindmico critico para a teoria. Neste caso, o fator exponencial torna-se
independente de 7 e as integrais podem, em principio, ser calculadas. O resultado é um kernel de

calor da forma

K’:(2FV710+%1)/\T%%3A{1-TB-%Z:QB,TRﬂ-+£ﬁ)—.“}1@gxq], (5.2.7)

onde B é o operador perturbacio B, reescalado de acordo com (5.2.5). Vé-se imediatamente que
o termo dominante implica o | imite para a dimensao espectral correto; usando d = 4, tem-se o
resultado desejado,

3
ds =1+ (5.2.8)

Um dos resultados mais benéficos desta construcao é que ela agrupa os varios termos invariantes
sob FDiff em grupos sob iguais poténcias de 7, isto é, em coeficientes de kernel de calor. Quando
recolocados no Principio da Acao Espectral, como proposto mais cedo, isso implica vinculos entre
os coeficientes relativos desses invariantes, o que reduz dramaticamente as centenas de parametros
livres permitidos pela Gravitagao Anisotrépica no niimero potencialmente mais tratavel de apenas
onze. Entretanto, tanto a férmula de Zassenhaus quando as expressoes analiticas para as férmulas
dos limites de coincidéncia sao calculos intrataveis nesta ordem, de forma que auxilio computacional
se torna necessario para realizacao do catalogo dos vinculos e comparagao contra as evidéncias

experimentais que deve ser feitas em seguida. Entretanto, isto vai além do escopo destre trabalho.
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Capitulo 6

Conclusoes

Os modelos nao-relativisticos anisotrépicos da gravidade como Horava-Lifshitz, sendo renorma-
lizaveis por contagem de poténcias, sdo bons candidatos para ponto inicial em direcao a uma teoria
quantica da gravidade completa. Como mostrado pelo exemplo dos Condensados de Bose-Einstein
Relativisticos, se tomada como uma teoria efetiva, gravitagdo anisotropica nao é necessariamente
uma separacao permanente do principio de Covariancia Geral, e pode ser consistente com a recu-
peragao de uma forma deformada de Invariancia de Lorentz em energias muito altas.

Por outro lado, espera-se que na escala de Planck a estrutura de variedade do espagotempo falhe,
sendo substituida por outra estrutura, como espumas de spin ou espagos nao-comutativos. Um
modo natural de se introduzir gravitagdo em tais estruturas ¢é através da abordagem de Geometria
Espectral do Principio da Acao Espectral. Geometria espectral substitui a nocao de variedade por
aquela de uma C*-dlgebra equipada de um operador de Dirac, e mostrou-se [15] que o Modelo
Padrao pode ser recuperado neste contexto usando suposi¢gdes bastante gerais, fazendo-o o lugar
natural para se procurar por formas consistentes de se estender as teorias existentes.

Nesta Dissertagao, tomaram-se passos na direcao de conciliar gravidade anisotrépica e geome-
tria espectral. Como um passo inicial, calculou-se o kernel de calor para Laplacianos anisotrépicos

em um espagotempo plano, o qual descobriu-se pode ser resolvido exatamente, apesar de ser neces-
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sario o uso da funcao especial ¥ de Fox-Wright. Com o kernel de calor exato em maos, foi-se capaz
de calcular a dimensao espectral de teoria como uma funcao da escala de energia, melhorando-se so-
bre o resultado de Horava ao mostrar quantitativamente que a dimensao espectral para gravitacao
anisotropica flui suavemente de quatro no IR para dois no UV. Enquanto a aplicacdo da métrica
espectral (2.1.3) talvez dé um significado geométrico mais claro para este fluxo, foi-se brevemente
revisado um mecanismo de ricochete caético no universo Mixmaster para se ilustrar uma possivel
forma de se atingir reducao da dimensao espectral.

Em seguida, a menos da dependéncia na estrutura natural de foliacao inerente a gravitacao
anisotropica, definiu-se uma decomposicao ADM invariante de calibre do operador de Dirac em
tanto a notacado de Penrose como na notacao de matrizes y. A partir dai, construiu-se o operador de
Dirac anisotrépico, e propos-se um método direto para calculo da Ac¢ao Espectral correspondente.
Como consequéncia, obteve-se uma prescricdo para se reduzir as centenas de parametros livres
inerentes a gravitacao anisotropica para apenas onze constantes de acoplamento. Esta ¢ ainda
outra motivagao para se aplicar o Principio da A¢ao Espectral para outras teorias fisicas.

Trabalhos seguintes devem desenvolver o codigo computacional necessario para se escrever ex-
plicitamente os vinculos sobre os parametros de gravidade anisotrépica, permitindo a verificagao
contra experimentos. Adicionalmente, pode-se explorar o acoplamento imposto pela A¢ao Espec-
tral entre matéria e gravidade, o qual é ainda um problema em aberto em gravitagao Horava-lifshitz,
onde nao se tem a Covariancia Geral para servir de guia. Adicionalmente, pode-se mostrar frutifero
explorar a geometria induzida no triplo espectral pelo operador de Dirac anisotrépico, o que pode

desvendar adequadamente o significado fisico do fluxo de dimensao espectral.
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Apéndice A

A Funcao V de Fox-Wright

Comega-se seguindo Kilbas [40], definindo-se a fun¢ao ¥ de Fox-Wright pela expressao

(@m Oéi)l,p

(bi7 Bi)l,q

le e 1F(an+ank‘) k

| 2 T\ T, + k) £

{(@i)1p, (Bj)1g} CRT,

e a funcao Fox-H por

aj, Q)1 1 bj + B; "l —a; —aq;
H;nq’n [Z ( )1 D : Z] / H ( ﬁj ) ( a’] OéJS) Zﬁsds ’ (A2>
: (s, Bi)r,s i Jo H] 1 I‘( 5] ) ] i1 L(aj + ays)
onde a nao-coincidéncia dos poélos das fungoes I' do numerador, condigao
b 1 _
! £ v ak, u,v €N, ke€0,..,n], j €10,..,m], (A.3)
Bi o,

¢é necessaria, e o contorno C' ao longo do qual esta integral é tomada é a curva que separa os poélos
de {T'(1 —a; —a;s)} e {T'(bx + Brs)}-

Usar-se-a4 também as defini¢oes de Gradshteyn[31] para fungao Hipergeométrica Generalizada

n

pFol(i)1p, (Bi)1p; 2 Z H D(ai+n) T(B) =

T@) TG+’ (A4-4)
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e para a funcao Meyjer-G

(a;)1,p —5) ?1F(1—aj+s) .
) ) zm/nj mﬂr b+ 8) [Peia D@y — ) ds (A.5)

0<m<q,0<n<p,,

novamente impondo a condi¢ao (A.3).
A primeira propriedade que observa-se para fungao ¥ é que sua derivada é trivialmente outra

funcao¥ de mesma ordem,

ir i + o,
aap%l(a @iy Z] _ \qum s )1y
- (bis Bi)1q (b + Bi, Bi)1,4

Pode-se entao usar integragao de polos para se mostrar que a funcdo ¥ é um caso especial da

z] (A.6)

funcao H, de acordo com a equacio:

iy )1, 1T —ag, a4),
\IIQI ( >1p Z] a H;:f;ﬂ —z ( )lp (A‘7>
(bia /Bi)l,q <0a ]-)7 (]- - bia 61')1,61

Primeiro expande-se o lado direoto de acordo com a definic¢ao;

L (1= as,a4)1p B 1/ ['(=s) [Tis (ai + cis) (—2)%ds. (A.8)

Hylgr1 |—2 0.1), (1 — b, B)r.s - 27 Jo i1 T(bj + Bjs)

Como todos os polos de I'(a; + a;5) estao no semi-plado negativo, enquanto aquelas de I'(—s)
estao no semi-plano positivo, o contorno C' a ser tomado deve contornar apenas polos s € N, o que
prova expressao (A.7).

Escolhendo «o; = 8; = 1, ¢ imediato ver que a fungao hipergeométrica generalizada é apenas
um caso especifico da funcao ¥, a menos de normalizacao. Também é imediato pela deifinicao que
esta escolha de parametros reduz a fungao H para a Meyer-H.

U, [ (@i, D1p
(bz‘l)l,q

D A ) B
] = T PPe @ (i 7] (A.9)
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Os casos relevantes de W, para serao ;¥ e ;¥;, com coeficientes racionais. Em particular,
Miller [41] mostrou que ¥, tem as seguintes expansoes em termos das fungoes hipergeométrica e

Meyer-G:

(0 62) - e,

s=1

7 L 5, a s at+a—1s b s b+p—-1s+1 s+k a® (2\*
KoaFi L G 4 S0 G b T S S (1) ]
a\ [, BN, | _ o (rp—atky2, (KB Q°
1\Ij1 [(a, k‘>7 (b, k>,2‘| =27 E@X (Al].)
« Cbe Oﬂ( Z> 1—%,...,1—‘”‘#"_1
S AN T

O cerne deste apéndice consiste no célculo dos limites assimptéticos de ;¥,. Isso pode ser feito
notando-se que, sendo uma integral do tipo Mellin, a invés de fechar o contorno a direita da ex-

pressao, fecha-se a esquerda, apanhando-se os polos de I'(a+ as), levando a expansao assimptoética:
1
Yo [(a,a);z] = 2—7”/ [(=s)'(a+ as)(—z) %ds (A.12)
1 —n
<”+“>( . (A.13)

n!

—a—1

_ 1r(j) ()% +0((-2)%

). (A.14)

«
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Apéndice B
SL(2,C) and SU(2)

A fim de se obter a decomposicado ADM do operador de Dirac, revisa-se primeiro a relacao
entre spinores SL(2,C) e spinores SU(2), comegando com sua definigao.

A forma mais simples de se introduzir spinores no espagotempo e spinores espaciais é pelo uso
da formulagao de fibrados. Como escrito em Nakahara[42], um fibrado consiste em uma variedade
localmente isomorfa ao espago produto entre uma variedade base M e uma fibra F, com uma
condicao adicional: nos trechos em quais esses isomorfismos locais se sobrepdem, sua composi¢ao
deve ser uma representacao do chamado grupo de estrutura G do feixe, um grupo de Lie. Neste
contexto, tanto spinores espagotemporais e spinores espaciais sao definidos como fibrados com
fibra tipica V := C2, e com grupo de estrutura SL(2,C) ou SU(2) respectivamente, os quais sio as
coberturas universais das transformacoes de Lorentz SO(3,1) e rotagoes espaciais SO(3). Entao,
a fim de se gerar a algebra spinorial complete, toma-se o produto tensorial de copias desses espagos
spinoriais, seus conjugados, e seus duais. Refina-se a notacao, seguindo Wald[[19]. Representa-se
usando indices latinos maitisculos superscritos vetores de V, por exemplo, ¢4 € V. Vetores no
espaco dual V* de mapas lineares V — C sdo denotados por indices maitsculos latinos subscritos,
¢4 € V*. Como trabalha-se com um espaco vetorial complexo, pode-se também definir um espaco

de mapas antilineares, V*, cujos membros denotam-se por indices latinos maitsculos subscritos com
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apostrofo, ¢4 € V*. Por ultimo, define-se os espaco V dual a V*, e denotam-se seus elementos
por indices latinos maitsculos superscritos com apostrofo, ¢4 € V. Tomando o produto tensorial
desses espacos, pode-se construir objetos como ¢ 5., 0 qual é a composi¢ao linear de um vetor
complexo, um mapa antilinear em V' e um mapa linear em V.

Uma propriedade especialmente 1til do espaco spinorial ¢ a existéncia de um subespago isomorfo
ao espaco tangent T'M da variedade base, isto é, existe uma forma antissimétrica tnica €45 neste

espaco tal que O espaco de Spinores reais,
W: {gAA' €V®V:€A/A:§AA/} (B].)

é isomorfo a T'M.
Este isomorfismo permite-nos construir os “Simbolos de Infeld-van der Waerden” [37], g44. €
/ . ~ .« . o . . o . o« o

g, os quais sdo produtos tensoriais de espacos vetoriais spinoriais e tensoriais, e trabalhar de

forma similar a como tetradas convertem indices curvos em indices planos; os simbolos de Infeld

convertem indices tensoriais em indices spinoriais,

TAA/ - gAA’aTa (B2a)

T, = g™ Tan . (B.2b)

A partir de agora se faz um abuso de notagao, omitindo os simbolos de Inveld-van der Waerden,

fazendo a convenc¢ao de que letras minisculas Latinas devem ser substituidas com um par real da
mesma letra, mas maiiscula, a < AA’.

Uma das propriedades mais importantes desses isomorfismos é a relacao entre a métrica no

espacotempo e a forma antissimétrica spinorial,
Jab = €ABEA'B'- (B.3)

Seguindo Sen[39], pode-se usar este isomorfismo para fazer o mapa de da representacao SL(2,C)
para aquela de SU(2). Como SL(2,C) se quebra em duas copias de SU(2), SL(2,C) = SU(2) ®

SU(2), pode-se associar a cada cépia um tipo de indice, por exemplo, aqueles com ou sem apéstrofe
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( esta diferenga também corresponde a se o indice é originado em uma cépia de V' ou de seu con-
jugado V), cada um transformando-se de acordo com a matriz complexa conjugada do outro [19].
Se introduz-se um vetor preferencial, como o vetor tempo unitario 7, entdo o isomorfismo implica
n® = nA4’, e este spinor real introduz um novo isomorfismo entre indices com e sem apédstrofe,

simplesmente pela contragao (B.4). Os indices puramente com ou sem apdstrofe correspondem as

duas cépias de SU(2).
Typ. " = (Vo) V20p"). . (V2T m ) (V20 Cg) . T 7 (B.4)

E facil mostrar que o espaco de spinores sem apéstrofe contém um subespaco isomorfo ao dos
tensores espaciais; o espago de spinores sem apostrofe simétricos. Como esse é um vetor especial da
dimensao correta, precisa-se apenas mostrar que esses vetores sao ortogonais a 1. Seja T, = Ta.
O spinor SU(2) correspondente é Typ = ﬂnﬁlTB Ar. Para se calcular a parte antissimétrica,

contrai-se com €43, e observa-se que o resultado zero é equivalente a n*7T, = 0,
BT = V2P Tua = V2" Tuw = V2T, = 0. (B.5)
Aqui, normalizacao do vetor n se traduz na condigao:
es” = —2naam™” (B.6)

Mais explicitamente, pode-se ver que o projector de hipersuperficie induz esta simetrizacao; é

facil mostrar que hapcp = €a(cepyp. Entao sua agao em tensores ¢ imediata,

, 1
hapooTCC = —hapopTCP = —iereDB(TCD + TP (B.7)
1
= T(aB) - (B.9)

No contexto de fibrados, esta redugao em um grupo de estrutura menor pode sr vista do fato
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de que o mapa em spinores sem apoéstrofe introduz naturalmente uma operagao de conjugacao,
SAT = GAA/EA/ = \/§77AAIEA/ . (Bl())

Entao retringe-se as rotagoes de spin tais que as contragoes SATS A sao conservadas; em outras
palavras, exige-se que a forma G 4p/ seja preservada. Entao imediatamente se vé que estes spinores
sem apostrofe sao SU(2), uma vez que este é o grupo de estrutura para o feixe com fibra V|
variedade base M, que preserva tanto e g € G apr.

Entretanto, nesta dissertagao deseja-se usar o formalismo tensorial das matrizes v, entao deve-
se indicar como converter a notacao spinorial para aquela tensorial, como indicado no apéndice de
[37]. Para faze-lo adota-se uma perspectiva mais simples, mas frequentemente mais 1til; pensa-se
no espagco spinorial como o espago de representacao da algebra de Clifford induzida pela métrica
do espacotempo. Em um espagotempo plano, esta algebra é apenas aquela das matrizes v de Dirac
tradicionais, mas para construi-las em espagotempo curvo, precisa-se de um referencial ortonormal

ou tetrada e”, definida por
el e’ = g" (B.11a)
ette b =n", (B.11b)

onde indices gregos correspondem a coordenadas curvas, e indices latinos a coordenadas planas ou
do feixe.
Entao, comecando-se com a matrizes de Dirac tradicionais, as quais correspondem a algebra

de Clifford em espaco plano,

(77"} =20 (B.12)
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pode-se “contrair” essas matrizes com as tetradas para se obter a algebra curva na variedade,

{77} = {el e}
= ehey{7,7"} = 2eheyn™
= 2g" (B.13)
Entao, o espacgo spinorial é apenas um espago de representacao desta algebra, e a derivada

covariante spinorial é definida pela regra de Leibnitz, juntamente do postulado de tetrada,
Vo =0 (B.14)

E facil ver de (B.14) e (B.13) que o postulado de tetrad implica que a derivada covariante é

compativel com a métrica.

Deseja-se conectar essas duas notagoes. Primeiro, prova-se que as matrizes citepenrosel1 986spinors

()a” = V2 ( I ) (B.15)

EP/A/GPB 0

sao matrizes v, satisfazendo a algebra de Clifford em espacotempo curvo,

(W)a” (W) gy + (10)a” (W), =

2( EPAEP/BIEQ/B/GQC + GQAeQ’BIEP/BIEPC 0 )
0 GPIA/GPBEQBGQ/C/ + EQ/A/EQBEPBGP/C/
epo(—€pacpc + €Qaepe) 0
_ 2< o(=erac (B.16)
0 epg(—€pacqeo + e€qacpir)

Como o resultado é antissimétrico com respeito a A, C, entao deve ser um multiplo de €4¢.
4 AC _ _ . .
Como sua norma é €€/, (—€pacoo +€Qacpa) = —2€pigi€pg = —20pg € 0 tensor € é normalizado

como €*Be g = 2, pode-se completar o calculo e provar que tem-se uma algebra de Clifford,

€A 0
('Vp)aﬂ(%)ﬁy + ('Yq)aﬁ('}’p)ﬁy = _2913«1( ¢ ) (B.17)
0  eacr
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Agora precisa-se de uma forma de se fazer contragoes com indices spinoriais individuais dos
tensores espacotemporais; a forma de faze-lo é sugerida pela forma dessas matrizes. Precisa-se

apenas fazer a COHtI'&(;éO,
TAAI(bA/ = TbGABEA/B/(Z)A/ 3 (B18>

por claridade, lembra-se que b contrai-se com BB’ via os simbolos de Infeld-Van Waerden. Entao,

quando trabalhando-se com 4-spinores, pode-se simplesmente suprimir os indices internos e escrever

TAN 0 = %(Tmbr“, (B.19)

O que se quer agora ¢ demonstrar que a construcao de matrizes v pode também ser utilizada
para se recriar a construcao de spinores espaciais como spinores sem apoéstrofe simetrizados. Pri-
meiramente, nota-se que remover a apostrofe de um indice € igual a multiplicar o spinor equivalente

ao tensor por 7,

! ]. v ! 1 !
Tup = V20 Taw = ﬁTuW“)AA’UV(V )t = _E<VT>AA (Yn) Bar
1
= _E<VT%7)AB (B-20)

onde define-se a notacao yr = T,,v*.
Entao sua parte simétrica com respeito aos indices spinoriais é dada por

1 / /
Tiap) = VG (TAA'UBA + Tpam,® )

1 / el / el
PP A PP A
= ——Tyng(e e g + egfe e 0 )

V2

]. Pl / P Q Q P
= ——Tmge” (e ep” + e ep")

P/ !/ P /Pl P
(Tynqe QeA eBQ—anpeQ EAQEB )

Sl

‘ ~

- ((vrvn) as — (Y1) aB)

(N
Hﬁl
[\

= ——=[yr:Wlas, (B.21)

S
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entdo simetrizagao dos indices spinoriais implica que deve-se tomar o comutador das matrizes ~.
Entretanto, pode-se decompor o tensor 7}, em suas partes especial e temporal, T, = *T,, + T,n"n,,,

e imediatamente se vé que o comutador interage apenas com a parte especial, restando
Tiap) = 1 3T, + T,n"n, )V, n,~"
(4B) = 2\/5[( T n)v 0yl as
1 v
= ﬁ[ngﬁ“,mv Jan
= *T(ap) (B.22)

Como esperado, pode-se calcular a parte antissimétrica, a qual é novamente proporcional a €4p;
repetindo-se o raciocinio anterior, confirma-se que ela é de fato proporcional a parte na dire¢ao do

tempo, com mesmo fator multiplicativo que T{ 45y para a parte espacial,
Tiap = —=Tyn A7, 7" an
[ ] 2\/5 phv ?

1
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