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Resumo

Seja a um numero natural. Nesta tese, discutimos a Equagao Diofantina v(v+1) =
u(u + a)(u + 2a) e algumas propriedades aritméticas importantes do corpo cibico

associado. E ainda, apresentamos os detalhes dos casos a =2 e a = 5.

Palavras-chaves : Equacao Diofantina, Bases Integrais, Unidades Fundamentais.
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Abstract

Let a € N. In this thesis, we discuss the Diophantine Equation v(v + 1) = u(u +
a)(u + 2a) and some important arithmetic properties of the associated cubic field. We

also present a detailed account of the cases a = 2 and a = 5.

Keywords : Diophantine Equation, Integral Bases, Fundamental Units.
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Introducao

As equagoes matematicas aparecem em varios contextos da ciéncia, como por exem-
plo, Engenharia, Biologia, Medicina, etc. Em muitos casos, tais equagoes representam
um modelo matematico dentro do universo que estd inserido e, em geral, a resolucao
destas consiste no grande desafio a ser enfrentado. Tal desafio para ser solucionado
pode requerer desde apenas operacoes aritméticas elementares até um instrumental
nao trivial de conceitos e resultados. No primeiro extremo temos por exemplo, explici-
tar as raizes de uma equacao do segundo grau, ax? + bz + ¢ = 0, com a, b e ¢ ntiimeros
reais, e no outro, o Ultimo Teorema de Fermat 1 cuja demonstracao foi apresentada a
comunidade mateméatica em 1994 pelo matematico britanico Andrew Wiles, apds mais

de 300 anos de estudos desenvolvidos por diversos matemaéticos.

Paralelamente a busca de solucionar as equagoes matematicas que surgiram ao longo
da historia, houve a necessidade do desenvolvimento do raciocinio matematico, pois a
medida que um problema é resolvido, de forma natural, generalizagoes sao propostas e
estas passam a requerer ferramentas sofisticadas, proporcionando grandes avangos na

evolucao das ciéncias, em especial, na Teoria dos Niumeros.

No que tange o estudo da resolucao de equacoes algébricas diofantinas, isto é,
determinar solugoes inteiras racionais para uma equagao do tipo f(xy,za, -+ ,x,) =0,
onde f é uma funcao de n varidaveis com coeficentes inteiros racionais e n > 2, houve
um grande desenvolvimento comparado aos primeiros estudos formais, apresentados por

Diofanto de Alexandria, por meio da sua série de livros conhecida como Arithmetica.

10 Ultimo Teorema de Fermat assegura que nio existem z,y e z inteiros racionais tais que a

equacdo z" + y"™ = 2™, para n > 2, possua solucdo, salvo os casos triviais: (0,0,0);(1,0,1);(0,1,1).



Um dos problemas célebres apresentados na referida colecao consiste na determinacao
da idade de uma pessoa por meio do enigma: a infancia dele foi de um sexto de vida;
um doze avos foir com a juventude enquanto bigodes cresciam, ele casou-se um sétimo
depois; e seu filho nasceu cinco anos depois; o filho viveu metade da idade do pai, e o
pai morreu quatro anos depois do filho. No caso, sendo x a idade da pessoa do problema
descrito, a equagao associada a tal enigma consiste em:

T T xZ T
S+ -+ +5+ T

4
6 12 7 2+7

xr =

cuja solucao é x = 84 anos.

Desde a época de Diofanto de Alexandria, grandes matematicos contribuiram para
ampliar o entendimento do universo das equacoes algébricas diofantinas. Muitas des-
sas contribui¢oes surgiram nas tentativas frustradas de demonstrar resultados que se
encontravam em aberto, como por exemplo, a Lei da Reciprocidade Quadratica e o
Ultimo Teorema de Fermat. No primeiro caso, em 1796, Gauss apresenta a demons-
tracao, treze anos apés as primeiras observacoes empiricas feitas por Euler. No segundo
caso, varios matematicos dedicaram parte de sua vida para demonstra-lo, movidos pelo
intrigante comentario de Fermat em suas notas sobre o mesmo, a saber: encontrei uma
demonstracao verdadeiramente maravilhosa disto, mas esta margem € estreita demais
para conté-la. Entre as provas frustradas do resultado, se encontra a anunciada pelo
matematico francés Lamé, em 1874, a qual utilizava a condicao de fatoracao tnica em
irredutiveis sobre um dos conjuntos definidos na demonstracao, conforme apontamento
de Liouville, e que Kummer, por meio de uma carta, mostrara que tal condi¢ao nao

era valida em alguns casos.

A resolucao de uma equacao diofantina consiste em responder,na ordem em que se

apresenta, os seguintes questionamentos:

e A equacao possui solucao?
e Se a equacao possui solucao, o numero de solugoes ¢ finito ou infinito?
e Se a equagao possui solugao, é possivel explicitar as solu¢oes? Em caso afirmativo,

explicite.

Cada uma das questoes supracitadas apresenta em contextos diferentes dificuldades
diferentes para a obtengao de sua resposta, e de acordo com as respostas obtidas, pode-

mos nos encontrar diante da resolucao de problemas interessantes. Em matematica, o



termo interessante nao esta necessariamente associado a problemas de dificil enunciado
e/ou compreensao. Por exemplo, em 1939, Paul Erdoés, ver [6], demonstrou que o pro-
duto de k nimeros inteiros positivos consecutivos jamais consistiria em um quadrado

perfeito, isto é, a equagio diofantina n(n +1)---(n + k — 1) = [? nao possui solugao.

Em 1963, Mordell, ver [16], determinou quais inteiros racionais podiam ser escritos
simultaneamente como produto de dois inteiros consecutivos e trés inteiros consecuti-
vos, isto é, estudou a equagao diofantina dada por y(y + 1) = z(z + 1)(z + 2). Na
ocasiao, Mordell mostrou que 0, 6 e 210 eram os Unicos inteiros que satisfaziam a

equacao dada.

Em 1972, os mateméticos Boyd e Kisilevsky, ver [3], deduziram quais eram os
inteiros racionais escritos simultaneamente como produto de trés inteiros consecutivos
e quatro inteiros consecutivos, e concluiram que 0, 24,120 e 175560 eram os unicos

numeros com esta propriedade.

E um fato que varios trabalhos ao longo dos tempos inspiraram outros trabalhos e
aqui nao é diferente. Esta tese foi motivada pelo trabalho de Mordell e tem como obje-
tivo investigar a equacao diofantina associada a seguinte questao: quais sao os inteiros
racionais que podem ser escritos simultaneamente como um produto de dois inteiros
racionais consecutivos e um produto de trés termos consecutivos em uma progressao

aritmética de razao a, com a € N, ou seja, estudar a equagao

v(v+1) =u(u+a)(u+ 2a). (1)

Para promover o estudo, por meio de uma determinada mudanca de varidveis,

concluimos que resolver (1) é equivalente a resolver a equagao

2% = 2° — 4a’x + 2. (2)

A equivaléncia entre (1) e (2) se mostra importante, pois a priori nao conseguimos
responder nenhum dos questionamentos anteriormente apresentado. Contudo, em [15],
Mordell mostrou que a equacao ey? = ax® + bx? + cx + d possui um nimero finito
de solugoes, caso o lado direito da equagido nao possua o fator 2, ou seja, (2) possui
um numero finito de solugoes. Diante disto, motivado pela terceira questao, buscamos
construir um cendrio onde pudéssemos explicitar as solugoes. Neste contexto, surgiu a
necessidade de compreender mais profundamente alguns aspectos do corpo cubico de

nimeros algébricos K = Q(6), onde 6 ¢ a menor raiz do polinémio f(t) = 3 — 4a*t + 2.
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Na perspectiva de atingir o objetivo proposto, este trabalho foi organizado em dois

capitulos, os quais apresentamos na sequéncia:

e no primeiro capitulo caracterizamos o discriminante de K e apresentamos uma
base integral e um conjunto de unidades fundamentais para K. Ademais, fazemos
uma analise do numero de classes de K e fornecemos um algoritmo que nos
possibilita calcular este nimero, visando investigar os casos onde o conjunto de

inteiros algébricos de K é munido da propriedade de fatoracao tnica;

e no segundo capitulo discutimos, por meio das ferramentas construidas no primeiro
capitulo, a equagao diofantina v(v + 1) = u(u + a)(u + 2a), em especial, os casos
a = 2 e a = 5, pois nestes o anel de inteiros associado possui a propriedade de

fatoracao unica.



CapiTULO 1

O Corpo Ciibico K = Q(f), com
6% — 4a%0 +2 =0

Neste capitulo discutimos os seguintes aspectos algébricos acerca do corpo cibico
K = Q(0), com 6° — 44?0 +2 = 0 e a € N: discriminante, base integral, sistema de
unidades fundamentais, regulador e niimero de classes. Para o desenvolvimento do
capitulo abordamos, no inicio de cada secao, os conceitos supracitados sob um ponto
de vista macro, isto é, quando K consiste de um corpo de ntimeros de grau n, e na
sequéncia levamos estes para o nosso contexto. Denotaremos por Ok o anel de inteiros
de K. Os aspectos elementares da teoria de nimeros algébricos, que fornecem o suporte

para este capitulo, podem ser consultados em [1] e [20].

1.1 Discriminante e Base Integral

Dado K um corpo de niimeros de grau n, sabemos que este pode ser visto como um
espaco vetorial sobre Q. Nesta direcao, faz sentido o conceito de base e nesta secao
iremos explora-lo e relaciona-lo com o conceito de discriminante, a ser definido, que

consiste numa importante quantidade relacionada aos elementos do corpo dado e seus

conjugados.
Definicao 1.1. Sejam K um corpo de nimeros de grau n, aq, as, - - - , «;, elementos de
K e oy,09, -+ ,0, os monomorfismos de K sobre C que fixam Q. O discriminante de



Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

a1, Qa, -, ap, denotado por Alag, ag, -+, ], é dado por

Alay, o, -+ ap] = (det(os(y)))?,

comi=1,--- . nej=1,---,n.
Lema 1.1. Seja K um corpo de nimeros de graun. Se ay,ag, -+ ,cu, € By, Pay -+, Bn
~ ~ A[ﬁlaﬁ?a"' 7ﬁn] 2 , .
sao bases de K sobre Q, entdo = [*, para algum nimero racional [
A[Oll, Qo, -t an]
nao-nulo.
Demonstracao: Por hipdtese aq,aq, -+ ,a, ¢ uma base de K sobre Q, entao

qualquer elemento de K pode ser escrito como combinagao linear destes elementos.

Como B4, B2, -+ -, Bn sao elementos de K, temos que existem nimeros racionais ¢;;, com

n
t=1,---,nej=1,---,n, tais que §; = E Cij Q.
i=1

Agora, por meio da Definicao 1.1, obtemos que

A[ﬁl)ﬁ% T 7/671] = (det(cij))QA[ah Qg, - 7an]7

de onde segue o resultado, visto que 0 # (det(c;;))? € Q, pois ¢;; € Q, comi=1,---,n

ej=1,---,n.

Teorema 1.1. Seja K um corpo de nimeros de grau n. O discriminante de qualquer

base de K sobre Q € sempre um niumero racional nao-nulo.

Demonstracao: Pelo Lema 1.1 temos que se para uma determinada base de K
sobre QQ o discriminante desta é racional, as demais bases possuirao a mesma proprie-
dade.

Como K é um corpo de nimeros de grau n, temos que existe um nimero algébrico
6 tal que K = Q(6), onde uma base natural de K sobre Q é dada por 1,6,62 .- 6"~L.

Sendo 0 = 60,,6,,--- ,0,, as raizes do polindbmio minimal de 6 temos por meio da

Definicao 1.1 que

( r T 2
16, 6 ... g
1 6, 63 ... o371
A[1797627" ’ 79n71] = q det . .2 .2 . 2. = H(el - (9]')2’ (11)
R : i<
A




Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

onde a ultima igualdade acontece, pois tal determinante é do tipo Determinante de

Vandermonde.

Como as raizes do polinomio minimal sao distintas, segue a partir do lado direito
de (1.1) que A[1,0,6%---,0" ' # 0. E ainda, o desenvolvimento do produto do
lado direito de (1.1) resulta em um polinomio simétrico em 6y,--- ,6,, e uma vez
que todo polinémio simétrico em 6, --- , 0, é escrito como combinacao dos polinémios

simétricos elementares, que sao os coeficientes do polinomio minimal de #, obtemos
A[1,0,6%,--- 0" racional.

Corolario 1.1. Seja K um corpo de nimeros de graun. Se aq,--- ,a, € uma base de

inteiros algébricos de K sobre Q, entdo Alay, - , ] € um inteiro racional nao-nulo.

Demonstragao: Como ay,--- ,q, sao inteiros algébricos, e como o conjunto de
inteiros algébricos constitui um anel, segue que Afay, -+, a,] é um inteiro algébrico.
Por meio do Teorema 1.1, temos que o discriminante é racional. Como todo inteiro

algébrico racional é um inteiro racional, segue o resultado desejado.

]
Corolario 1.2. Sejam K um corpo de numeros de grau n e wy,- - ,w, elementos
de K. Temos que Alwy, - ,w,] # 0 se, e somente se, wy, - ,w, sio linearmente
independentes sobre Q.

Demonstracao: Num sentido, suponhamos que wy, - - - ,w, sejam linearmente de-
pendentes sobre QQ, entao existem numeros racionais aq, - - - , a,, nao todos nulos, tais
que

a1wi + aowa + -+ + Apwy = 0.

Sejam oy, --- ,0, os monomorfismos de K sobre C que fixam Q. Aplicando es-
tes monomorfismos na igualdade acima, colocando wj(.z) = 0;(w;), obtemos o seguinte
sistema homogéneo nas variaveis ay, - - - , ay,:



Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

(
aw + al) + -+l =

alw?) + agwéz) + -+ ancw(?) =

(n) (n) (n)

[ G +agwy  + -+ apwn = 0
Como este sistema possui uma solu¢ao nao trivial, temos que Afwy, -+ ,w,| = 0,
o que contradiz a hipdétese. Portanto, wy,--- ,w, sao linearmente independentes sobre
No outro sentido, suponhamos que wy, - - - ,w, sao linearmente independentes sobre
Q. Como K é um corpo de grau n, segue que wq, -+ ,w, ¢ uma base de K sobre Q.
Assim, pelo Teorema 1.1 obtemos que Afwy, -+ ,wy,] # 0.

Definicao 1.2. Seja K um corpo de nimeros e Ok o anel de inteiros de K. Uma

Z-base para (O, +) é denominada base integral de K.

Definigao 1.3. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok o anel de inteiros de
K. Seja I um ideal nao-nulo de Ok. Se €1, €, -+ , €, sao elementos de I tais que todo
elemento a € I pode ser expressado unicamente da maneira o = aj€;+ag€s+- - - +a, €y,

com ay,--- ,a, € Z, entao €, €9, -+ , €, ¢ uma Z-base do ideal 1.

Teorema 1.2. Sejam K um corpo de nimeros de graun e I um ideal nao-nulo de Ok.

(i) Sejam €1,€a,-+ €y € i1, o, ..., by duas bases de I. Entao,

A[617€27 o 7671] = A[:U’lhu% v ,,un]

€ n
Ei:ZCiijai: 17 y 1T,

j=1
onde c;j, para i = 1,---.n e j = 1,---,n, sdo inteiros racionais tais que
\det(cij)| =1.

(ii) Sejam €y, €a, -+ €, uma base de I e py, g, ..., 1, € I tais que
A[Mhu% B 7#”] = A[€17627 to 7€n]‘

Entao py, pio, ..., jby € uma base de I.



Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

Demonstracao:
(i) Por um lado, como €;,¢€y,--- ,€, é uma base de I, temos que existem inteiros
racionais ¢;j, com ¢ =1,--- ,nej=1--- n, tais que
n
Wi = E Cij€j. (12)
Jj=1
Por outro lado, como pq, s, . . ., 1, € uma base de I, temos que existem inteiros
racionais dj, com j =1,--- ,nmek=1,--- n, tais que

€ = Zdjk,uk (13)
k=1
Das expressoes (1.2) e (1.3), obtemos que
=y ey dpi =Y (Z Cijdjk> k-
=1 k=1 k=1 \j=1

Agora como i, fto, . . ., fi, ¢ uma base de I, temos que estes elementos sao line-

armente independentes sobre Q, e dessa maneira, obtemos:
ji%@M:{Lsei:k. (1.4)
= 0, se i#k

Definamos as matrizes quadradas de ordem n, C' = [¢;;] e D = [d;j]. Pelas

consideragoes anteriores, temos que C' e D sao matrizes inteiras, que satisfazem

CD =1, (1.5)

onde I, é a matriz identidade de ordem n, visto que é vélido (1.4).

Por (1.5), temos que det(C'D) = det(C)det(D) = det(I,) = 1. Como C e D sao
matrizes inteiras, obtemos que |det(C)| = |det(D)| = 1.

Agora, calculando o discriminante dos elementos €1, €y, - , €,, temos por meio
de (1.3), que

A[Elv €2, " 7671] = (det(dij))2A[/le K2y .- 7”71] = (det(D))QA[Mhlj’?? s nun]v
ou seja,
A[ela €, " 7671] - A[,ulv Mo, oo a,UJTLL
pois, |det(D)| = 1.



Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

(ii) Por hipétese, sabemos que €1, €3, - - - , €, formam uma base para I. Dessa maneira
COmo [iy, fl2, - .., s € I, existem inteiros racionais d;;, com ¢ = 1,--- ;ne j =
1,--- ,n, tais que

n
i = E dz‘jEj,izl,"' , n. (16)
J=1

De (1.6), segue que
Alpy, 2, - - - ) = (det(di;))*Aler, €2, -+, €n)- (1.7)

Notemos que pela hipdtese Aluq, pa, ..., fn] = Aler, €2, -+, €,], logo na relagao
(1.7), obtemos que det(d;;)? = 1, ou seja, det(d;;) = +1.

Assim, a matriz definida por D = [d;;], possul uma matriz inversa C' = [¢;;], tal

que ¢;jj, comi=1,--- nej=1--- n,sao inteiros racionais, e ainda
n
Ei:ZCij[ﬁj,Z’:]_,"' , n. (18)
j=1
Agora, consideremos a € I. Como €y, - - - , €, constitui uma base de I, temos que
existem inteiros racionais aq, - - - , a, tais que

o = iaiei. (19)
=1

Substituindo (1.8) em (1.9), obtemos

n

o= a; ) ciyu=Y <Z ai%’) 1y =D bitt,
i=1  j=1 i=1 J=1

Jj=1
n
onde b; = E a;cij € Z, para j = 1,--- ,n. Assim, mostramos que todo elemento
i=1
de I pode ser escrito como combinagao dos elementos p1, - - - , . Falta provarmos

que tal escrita é de maneira unica.

Suponhamos que « possa ser escrito de duas maneiras distintas, ou seja,
a=aipy+ -+ appln = brpi1 + -+ + bpfin,

onde ay,--- ,ay,,by, -+ ,b, sao inteiros racionais.

Assim, com ¢; = a; — b;, parai=1,--- ,n, temos que
cipn + -+ cppin = 0.

10



Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

Se existir ¢ tal que ¢; # 0, temos que py,--- , i, sao linearmente dependentes

sobre Q. Logo, pelo Corolario 1.2, teremos que Afuy, fio, -+ , i) = 0.

Dessa maneira, por meio da relagao (1.7), terfamos que Aley, €9, -+ ,€,] = 0. E
assim, novamente pelo Corolério 1.2, obteremos que €, €5, - - - , €, sao linearmente
dependentes sobre Q, e isto contradiz o fato deste conjunto ser, por hipdtese,

base de I. Dessa maneira, o é expressado de maneira tnica como combinagao

dos elementos i1, -« , .
Portanto gy, pto, - -+, jt, constitui uma base para o ideal 1.
]
Pelo item i. do Teorema 1.2, temos que se aq, -+ ,q, € (1, -+, 3, sao bases inte-

grais de K, entao os respectivos discriminantes sao iguais. Diante dessa caracteristica,
denominamos o discriminante de uma base integral como o discriminante do corpo

K, o qual denotamos por d(K).

1.1.1 Teorema A

Consideremos f(z) = 2 — 4a’x + 2, com a € N. Uma vez que f é continua para
todo = € R, segue pelo Teorema do Valor Intermediario, f possui trés raizes reais

distintas nao-nulas, a saber: 0,60, e ,, tais que
—3a<0<—-2a, 0<b; <1 e a<by<2a. (1.10)

Estas raizes nao sao racionais, pois caso existisse alguma raiz racional para f esta de-
veria pertencer ao conjunto {—2,—1,1,2}, e nenhum elemento deste conjunto consiste

em uma raiz de f 1.

As raizes e coeficientes de f se relacionam da seguinte maneira:

0 —+ 91 + 92 == O,
0‘91 + 062 + 91&2 = —4&2, (111)
00,0, = =2

1Seja f(x) = apa™ + -+ a1z +ap € Z[z) en > 1. Se a = 87 p e q relativamente primos, é uma
q

raiz racional ndo-nula de f(x), entdo plag e qla,.
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Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

Seja K = Q(#), onde 0 é a raiz de f conforme a relagao (1.10). Agora caracteriza-

remos o discriminante e a base integral de K.

Pelas relagdes (1.11), obtemos uma expressao para o discriminante de 6, ou seja, o

discriminante dos elementos 1,0 e 62, a saber:

A = 4(64a°® — 27) = i(0)*d(K), (1.12)
onde i(#) é o indice de 6 e d(K) é o discriminante de K.
Teorema 1.3 (Teorema A). Seja a € N, 6 < 0 tal que * —4a*0 +2 =0 e K= Q(0).

Coloque A =i(0).

(i) Seja B igual a 3 se 3| a, ou igual a 0, caso contrdrio. Entao

A
d(K) = T 223° H p, e p=+1 (mod 12),

p>3
sp=1 (mod 2)
onde s, = v,(A) € a valoragao p-ddica de A.
(ii) Seja b € Z tal que 8a*b =3 (modA?). Entao uma base integral de Ox € dada por

212 42 2
F:{1,9,4ab 4aA+2ab9+0 }

Demonstracao:

(i) Nesse caso, usando [10] (ver também [2]), podemos calcular o valor de d(K) e
encontramos A
d(K) = yEbe 2237 H ,
p>3

sp=1(mod2)
onde 3 igual a 3 se 3 | a, ou igual a 0, caso contrario.
Agora, seja p primo, p > 3, tal que p | d(K), logo p | A. Dessa maneira, como p

e 2 sao relativamente primos, obtemos

64a° =27 (mod p) = (8¢*)*=3*> (mod p).

33 .
Daf 3% ¢ um quadrado médulo p. Assim, (—) = 1, onde (—) é o simbolo de
p p

3
Legendre, donde segue que devemos ter (—) =1.
p
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Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

(i)

Pela Lei da Reciprocidade Quadrética, ver [9], temos

Agora,

p1 1, se p=1 (mod 4)
1, se p=—1 (mod 4)

Segue do Teorema Chinés do Resto que
(3) B 1, se p=+41 (mod 12)
P ~1, se p=+5 (mod 12)
Portanto os primos p, p > 3, que aparecem na fatoracao de d(K) sao do tipo

p=+£1 (mod 12).

4a’b* — 4a® + 2abl + 62
A

mente vamos mostrar que o é um inteiro algébrico. De fato, temos que « é raiz

Seja a = . Como 1 e 0 sao inteiros algébricos, inicial-

do polindmio com coeficientes racionais x® + Pz? 4+ Qx + R, onde

—12a2b? + 4a?
pP—
A ) Q

48a*b* — 48a*b? + 12ab

((8a%b)(b* — 1) + 2)2.

R = YE

Para concluir que o é um inteiro algébrico, basta mostrarmos que P, e R sao

inteiros racionais, e para isto é suficiente que

4a*(1 —3b*) =0 (mod A), (1.13)
12ab(1 + 4a*b(b> — 1)) =0 (mod A?) (1.14)
(8ab)(b* —1) +2=0 (mod A?), (1.15)

onde a ultima relagao implicaria que ((8a%0)(b* — 1) +2)> =0 (mod A3?).

13
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Por hipétese, temos que
8a°h =3 (mod A?). (1.16)

Visto que A =0 (mod A?) e mdc(A?%,4) = 1, temos que

64a® =27 (mod A?). (1.17)

Agora, das relagoes (1.16) e (1.17) segue que
9 = (8a%h)? = 276> (mod A?).
Visto que mdc(A%,9) = 1, temos
32 =1 (mod A?), (1.18)

ou, equivalentemente,

b —1=-2b" (mod A?). (1.19)
A partir das expressoes (1.16) e (1.18), obtemos que

8a°0* =1 (mod A?). (1.20)

Segue imediatamente de (1.18) que (1.13) vale, ou seja, P € Z.

De (1.14), (1.19) e (1.20) temos que @ € Z, uma vez que vale

12ab(1 — 8a®*) =0 (mod A?).

E das relagoes (1.15), (1.19) and (1.20) obtemos R € Z, visto que

—16a’0* +2=2(1 — 8a’0*) =0 (mod A?).

Portanto o« € Ok.

14
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Agora, vamos calcular A[['] = A[l, 6, a]. Por defini¢ao, obtemos:

4a%b? — 4a® + 2abd + 0% |°
1 0 Y
21.2 2 2
A= |1 6 4a°b* — 4a ;11—2ab91+(91
4a2b% — 4a? + 2abby + 65>
1 6
A 2
. 1 6 4d%b? — 4a? 1 6 2abb 1 6 62
= = 1 6y 4a?> —4a? |+ 1 6, 2abh; |+ 1 6, 6,2
1 6y 4a?h? — 442 1 6y 2abb 1 6, 6,2
1 6 02
_ 1 2
= 5|1 6 o
1 6y 652
A
- A
= d(K).

Assim, I' é um conjunto de trés inteiros algébricos e A[I'] = d(K); logo, aplicando

o Teorema 1.2, concluimos que I' é uma base integral de K.

1.2 Sobre Unidades: o Teorema de Dirichlet

Nesta se¢ao buscamos caracterizar as unidades contidas em Og. Para isto, mostra-
remos que unidades que satisfazem uma propriedade especial sao capazes de gerar as
demais unidades de O, culminando na demonstracao do Teorema de Dirichlet. Para
isto, sejam K um corpo de nimeros de grau n sobre Q e oy, - -+ , 0, 0s monomorfismos
de K sobre C que fixam Q. Se 0;(K) C R, chamamos ¢; de monomorfismo real; caso
contrario, o; é dito ser complexo. Sejam r a quantidade de monomorfismos reais e 2s a
quantidade de monomorfismos complexos, assim n = r + 2s. A partir deste momento,
o1, ,0, denotarao os monomorfismos reais e 7,1, , 0,4 0S complexos, a menos

de conjugados.

Definicao 1.4. Seja K um corpo de numeros de grau n. Para a € K, definimos
Bi(a) = |oi(a)|, parai =1,2,--- ,r+s. Estas quantidades denominamos as valoragoes

de a.
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Lema 1.2. Seja K um corpo de nimeros de grau n.

(i) Se m € Z, entao 5;(m) = |m|, parai=1,2,--- 7+ s.

(i1) Se u,v € K, entao p;(uv) = Bi(u)p;(v), parai=1,2,--+ ,r+s.

Demonstracao:

(i) De fato, por defini¢ao oy, - - - , 0, sdo monomorfismos de K sobre C que fixam Q,
logo 0;(a) = a, paratodoa € Qei =1,--- ,n. Dessa maneira, dadom € Z C Q,
temos que

Bi(m) = |os(m)| = [ml,
parat=1,2,--- ,7r+s.

(i) Parai=1,2,--- ,r+ s e u,v € K temos que

Bi(uv) = loi(wo)| = |oi(u)oi(v)| = [oi(u)]|oi(v)] = Bi(uw)Bi(v).

Lema 1.3. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Og o anel de inteiros de K.
Temos que u € Ok € uma unidade se, e somente se, |N(u)| =1, onde N(u) é a norma

2 de u. Além disso, o produto de duas unidades é também uma unidade.

Demonstracao: Num sentido, como u € Ok é uma unidade, temos que existe
v € Ok tal que uv = 1. Dessa maneira,

N(uv) = N(1) = N(u)N(v) =1,

visto que a norma é multiplicativa. Mas, u,v € Ok, logo N(u), N(v) € Z. Dessa

maneira, |N(u)| = 1.
Por outro lado, se |N(u)| =1, entao

N(u) =+1 = o1(u) - - - op(u) = £1,

2Sejam K um corpo de niimeros de graun e o1, - - - , 0, 0s monomorfismos de K em C. Dado « € K,

n
o produto N(«a) = H o;(a) é denominado a norma de a.
i=1
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Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

onde oy,---,0, sao os monomorfismos de K sobre C que fixam Q. Sem perda de
generalidade, suponhamos que o1 (u) = u. Coloquemos v = gy(u) - - - 0,,(u). Temos que

’UGOK.

Dessa maneira, uv = 1, isto é, u é unidade em Ok.

Lema 1.4. Sejam K um corpo de nimeros de graun e Ok o anel de inteiros de K. Se €

, . . d d 1, se o; € real
¢ uma unidade de O, entao B1(€)™ - - Brys(€)®+ =1 comd; = ) ] , ,
, se o; € complexo

Demonstragao: Dado e uma unidade de O, temos pelo Lema 1.3 que |N(¢)| = 1.
Contudo, uma vez que n = r + 2s, o lado esquerdo desta igualdade pode ser expandido

da seguinte maneira:

n r+s r+2s r+s r+5s
Nl = |[Te@ = [[Iet0 II a0 = [ITeile) T] oirsle
=1 =1 i=r+s+1 =1 i=r+1
r+s r+s r r+s _
= |[Joi0 I ai0] = [[]oi(0 ] cie)aile)
i=1 i=r+1 i=1 i=r+1
r r+s r+s
= el I leital? = TIsie*,
i=1 i=r+1 i=1
1, se o; éreal i
onde d; = , € concluimos o resultado.
2, se o; écomplexo

Dado K um corpo de numeros, um resultado classico que caracteriza as unidades

de Ok ¢é o Teorema de Dirichlet, enunciado a seguir.

Teorema 1.4 (Teorema das Unidades de Dirichlet). Sejam K um corpo de nimeros de
grau n e Ok o anel de inteiros de K. Sejam r e s, respectivamente, as quantidades de
monomorfismos reais e complexos nao-conjugados de K tal que n = r + 2s. Entdao Ok
contém r+s—1 unidades €1, - -+ , €,,5_1 tais que toda unidade de Ok pode ser expressada
de maneira unica da forma pe*--- e 5, onde p é wma raiz da unidade em Ok
€My, ,Nprs—1 SA0 inteiros racionais. As unidades €1, ,€,45_1 sao denominadas

unidades fundamentais.
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A partir deste momento, iremos estabelecer um critério para definir quando um

conjunto de unidades €1, --- , €451 € Ok constituirda um conjunto de unidades funda-
mentais.
Para a construcao do critério mencionado, iremos considerar €1, - - - , €151 unidades

em Ok que satisfacam as seguintes relagoes:

Bilej) <1 i=1,2,--- ;r+si#]

B(e) > 1 , (1.21)

e apresentaremos, a seguir, por meio de uma sucessao de lemas, a justificativa de que

tais unidades constituem um conjunto de unidades fundamentais.

Definicao 1.5. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e €, -+, €, com ¢t > 1,
unidades em Og. As unidades €,--- , ¢ sao ditas independentes se, e somente, se
€' ---€' =1 comry,--- 1 inteiros racionais, implicar 1 = --- =r; = 0.

Lema 1.5. Sejam K um corpo de nimeros de graun e Ok o anel de inteiros de K. Te-

mos que unidades €y, -+ ,€,45_1, que satisfazem a condicao (1.21), sdo independentes.

Demonstrag¢ao: Suponhamos que 7 + s > 2. A conclusao do caso r +s =1 é
imediata. Sejam €1, -+ , €451 as unidades que satisfagam as condigoes (1.21). Supo-

nhamos, por absurdo, que tais unidades nao sejam independentes, logo existem inteiros

racionais, fi1, - , fr4s_1, D20 todos nulos, tais que
M1 Hr4+s—1 __
61 "'6,,.,+871 — 1. (1.22)

M1 —Mr4s—1 : .
€., = 1, assim podemos assumir sem perda de

De (1.22), temos que €,
generalidade que existe j € {1,2,--- ,r 4+ s — 1} tal que p; é positivo. Dessa maneira,
reorganizaremos as unidades acima da seguinte maneira: €, --- , €, com k > 1, sao as

unidades tais que 1, - - - , j1 20 positivos e as demais possuem expoentes nao-positivos.

1
: _ pdi dy; " pdkyr dry _ )
Se.]amﬁ_ﬁl Mk 85_5k+1”'5rlssacomdi_ ,

2, se o0; ¢ complexo

se o; éreal

Pelos Lemas 1.2 e 1.4 temos que 3 é multiplicativa,
(1) =1 (1.23)
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Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

e
B(e) = pe) (1.24)
onde € ¢ uma unidade de Ok.
Notemos que para j = 1,...,k, temos que
/ dpt1 drts dp41 drts
6 (Ej) = ( E+1 °° '/67"+s )(Ej) = 6k+1 (Ej) o '6r+s (Ej) < 17 (125)

visto que /B,L-Cli(Ej) <1l,parat=k+1,--- ,7r+s.
Agora para j=k+1,--- ,7r+ s — 1, temos que
d d
Blej) = (BT - B (eg) = B (e) - Byt (&) < 1, (1.26)
pois @di(ej) <1, parai=1,--- k.

Das relagoes (1.22) e (1.23), sabendo que 8 é multiplicativa, temos que

) / r+s—1 k ) r+s—1 )
1=5()=p (H ) ~T15 @ I1 &

j=1 j=k+1

Agora, usando (1.24), no segundo fator do lado direito da tltima igualdade, segue

que
k r4+s—1
1=1[8 ) T 8le).
j=1 j=k+1

Como pj >0, paraj=1,--- ,kepu; <0, paraj=4k+1,---,r+s—1, segue pelas
relagoes (1.25) e (1.26) que o lado direito da igualdade acima é estritamente menor
do que 1, o que contradiz tal igualdade. Portanto, yy = --+ = p15-1 = 0, e assim,

€1, -, €4s—1 Sao independentes.

Lema 1.6. Sejam K um corpo de numeros de grau n e Og o anel de inteiros de K.

Seja wy, - -+ ,wy, uma base integral de K. Se a € Ok possui a propriedade ;(a) < L,
para j = 1,2,--- ,r 4+ s, entao as coordenadas c;, com v = 1,--- ,n, de o na base
n!LM™ !

onde d(K) € o discriminante de K e M =

integral dada, satisfazem |¢;| <

maz{|o;(w;)],1 <1i,j <n}.

|d(K)[ 2
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Demonstracao: Como ¢;, para ¢ = 1,--- ,n, sao as coordenadas de a na base
integral wy, - -+, w,, temos que o = cywy+- - -+c,w,. Dai, aplicando os n monomorfismos

de K sobre C que fixam Q, obtemos o sistema:

0'1(06) = 610'1(&)1>+"'+Cn0'1<wn)
oa(a) = croa(wy) + -+ cpoa(wn)
on(@) = cop(wr) + -+ cnon(wy)

Dessa maneira, obtemos pela Regra de Cramer, de resolucao de sistemas lineares,

que
-
onde D = [o;(w;)], para 1 < 7,7 < n, e N; é a matriz constituida a partir de D, pela
troca da i-ésima coluna pela coluna formada de oy (@), - - , 0, ().
Como wq, -+ ,w, é uma base integral de K, segue

d(K) = (det(0;(w;)))* = (det(D))?,

ou seja,
det(D) = |d(K)|'/2. (1.28)

Agora, calculando o determinante de N; pela i-ésima coluna, temos que
det(N;) =Y~ op(a)(—1)A,, (1.29)
k=1

onde Ay, consiste do determinante de uma matriz de ordem n — 1 e cujas entradas estao

no conjunto {o,(w,)|1 < p,q¢ < n}. Como |o,(w,)| < M, para todo p e ¢, temos que

Al < (n—1)IM" L (1.30)

Dessa maneira, para i = 1,--- ,n, temos por meio das relagoes (1.29) e (1.30), que

det(N)| < lon(@)l|Ae] < (0 = DM Y Bi(a) < (0= DM Y L,

k=1
visto que, por hipétese, Six(a) < L. Dessa maneira,
|det(N;)| < Ln!M™ 1. (1.31)
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Das relagoes (1.27),(1.28) e (1.31), concluimos para i = 1,2,--- ,n que

o ldet )] _ ntzarn
" |det(D)| T [d(K)[H2

Lema 1.7. Sejam K um corpo de niumeros de grau n e Ok o anel de inteiros de K.
Existe uma quantidade finita de elementos a € Ok tal que todas as valoragoes de «

estao abairo de um limite dado.

Demonstragao: Seja a € Ok tal que f;(a) < L, para todo ¢ = 1,2,--- | r + s.
Seja wy, -+ ,w, uma base integral de K. Dessa maneira, existem inteiros racionais
c1,- -+, Cn, tais que a pode ser expressado da seguinte maneira

a:clw1+~~~—|—cnwn.
det(N; \L ML
Mas pelo Lema 1.6, temos que |¢;| = |]dit((D))]| < Td(K)WQ ;
1

nlLM™™
|d(K)|[1/2

ou seja, o numero de

possiveis escolhas para cada ¢; é dado por 2 + 1, onde [z] é a parte inteira

de z.

Portanto a quantidade de elementos de Ok que satisfazem a propriedade inicial

LML
dada é no maximo (2 [n

W} + 1) , 0 que conclui o resultado.

Lema 1.8. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Og o anel de inteiros de K.

Para toda unidade € € Ok, com B,(€) <1, parav =1,2,--- ,r+s—1, existem inteiros
racionais fui, -, frrs—1 tais que a unidade dada por T = €€l - --eff;f;’ll satisfaz as
condigoes 1 < B,(1) < ay, onde a, = By(€,), parav =1,--- r+s—1¢e frs(1) <
ﬁr+s(€)-

Demonstragcao: O caso r + s = 1, segue imediatamente pelo Lema 1.4.

Assim, vamos considerar » + s > 2. Por hipdtese, seja ¢ uma unidade de Ok que

satisfaca f,(¢) <1, parav=1,2,--- ;r+s—1.

. . Kpts
Consideremos as unidades 7 € Ok, da forma 7 = e -+ - €7+~ com k, > 0 para
) 1 r+s—1>

v=12,--- ,r+s—1.
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Temos que existe L tal que B,(r) < L, para v = 1,--- ,r + s. De fato, para

v=1---,r+s—1, temos

EU(T) - ﬁv(eellﬂ e E,lff::__f) - BU(E)/Bv(El)kl e /Bv(er—s—s—l)khLSil < 51}(611) = Ay,

visto que S,(€) < 1, B,(e,) < 1, para v # u e k, é inteiro positivo.

r+s—1
kr s— : i
Agora, ﬂr—&—s(T) = Br—i-s(eelfl e 67,_:3_11) S /87"4-5(6)’ visto que H ﬁr-&-s(ei)kz <L
i=1

Dessa maneira, (3,(7), parav = 1,--- ,r+s, é limitado. Assim, pelo Lema 1.7, existe
uma quantidade finita de 7 para ser considerada. Neste conjunto, consideraremos 7 tal
que Br45(7) é minimal. Mostraremos que para esta unidade é valido 3,(7) > 1, para

todov=1,2,--- ,r4+s—1.

Assim, suponhamos por absurdo, que exista vy € {1,2,---,r + s — 1} tal que
Lo (T) < 1.
Parav=1,2,--- ,r+s—1e v # vy, temos
B€uT) = Bu(€ry)Bu(T) < Bu(T) < . (1.32)

Para v = vy, temos que

61}0 (67107_) = Bvo (EUO)BUO (T) < 6”00 (Evo) = Quyg- (133)

E ainda, para v = r 4 s, temos que

BTJrS(GUOT) = 5T+s(6vo>ﬁr+s<7—) < Br+s(7—) (134)

Pelas desigualdades (1.32), (1.33) e (1.34) temos que €,,7 é uma unidade que esta
no conjunto finito de unidades considerado, contudo contradiz a hipdtese de 7 ser o
elemento do conjunto que possui o menor valor de f,,4(7). Portanto, 5,(7) > 1, para

v=12,--- r+s—1.

Lema 1.9. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Og o anel de inteiros de K.
Eziste uma unidade ¢y = €}* -+ - e € Ok tal que By(eo) > 1, parav =1,2,--- 1+

s—1.
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Demonstracao: Basta tomarmos ¢ = 1 no Lema 1.8 .

Lema 1.10. Sejam K um corpo de numeros de grau n e Og o anel de inteiros de

K. Para cada unidade ¢ € Ok, existem inteiros ~yyi,--- ,Vris—1 tais que a unidade
T =€) 6T satisfaz 1 < B,(1) < ay, onde a, = By(€,), comv=1,2,--- ;r4+s—1

€ 5r+s(7—) S L.

Demonstragao: O casor+s = 1, segue imediatamente do Lema 1.4. Suponhamos

r—+s > 2. Seja e uma unidade de Ok. Coloquemos X = maz{5,(€)|]1 <v <r+s—1}.

Pelo Lema 1.9, temos que existe uma unidade ¢y = €} - - - €,17°7" € Ok que satisfaz
Bu(€o) > 1, parav =1,2,--- ,r+s—1. Definamos Y = min{5,(e)|1 <v <r+s—1}.

Segue que Y > 1. Dessa maneira, iremos escolher k& € N tal que Y* < X. Logo
Buleo) > Y* > X > B, (e), (1.35)
parav=1,2,--- ,r+s5—1.

Seja A = ee;®. Observemos que A é uma unidade de O, e assim por (1.35), temos

parav=1,2,--- . r+s5—1 que

Bo(A) = Bu(eeg®) = <1. (1.36)

A condigao (1.36), nos permite aplicar o Lema 1.8 para A, e assim existem inteiros
racionais 8y, - , 0,451 tal que a unidade 7 = Al - -- eff;_‘ll satisfaz 1 < B,(7) < a,,

parav=1,--- r+s—1.

Notemos que

_ g Orts—1 _ —k 01 Orgs—1
T = >\€1 e E’!’—‘rs—l = €€ 61 e E’I‘-I—S—l
. 1758 . Hr4+s—1 -k (51 . §r+571 _ 617143/1«1 . §r+571_kﬂ'r+571
= € (61 €rts—1 ) €1 r+s—1 — €€ Crts—1
— 71 Tr+s—1
- 661 U €r+571 ’

onde v; = 6; — ku;, parat=1,2,--- . r+s— 1.

Como B,(7) > 1, parav =1,--- ;r+ s — 1, segue pelo Lema 1.4 que f,,4(7) < 1.
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Lema 1.11. Sejam K um corpo de niumeros de grau n e Og o anel de inteiros de

K. FEziste uma quantidade finita de unidades ny,--- ,np € Ok tais que toda unidade
e € Ok € escrita como € = n;e* -+ - €7} para algum j € {1,2,--- , h} e alguns inteiros
Tacionals P1,- , Pris—1-

Demonstragao: Dado € um unidade de Ok, temos pelo Lema 1.10, que esta pode

ser expressada da seguinte maneira

— —H1 —Hr4s—1
€ =1¢€ R

com iy, -+ , frrs_1 inteiros racionais e para alguma unidade 7 com as seguintes pro-

priedades: ,(n) < a,, onde a, = B,(€,), parav =1,2,--- . r+s—1,e Bu4n) < 1.

Coloque A = max{l,ay, -+ ,a,15s 1}, logo B,(n) < A. Segue pelo Lema 1.7, que

¢ finita a quantidade de unidades 1 com tal propriedade, que vamos por denotar por

M, ,np. Portanto e = n;el" - €7} para algum j € {1,2,--- ,h} e alguns inteiros
racionais pi,- - , Pris_1-

| ]
Teorema 1.5 (Critério). As unidades €, , €451 definidas em (1.21) constituem

um conjunto de unidades fundamentais, ou seja, satisfazem o Teorema de Dirichlet.

Demonstragao: Seja U(Ok) o grupo das unidades de Ok. Pelo Lema 1.11, temos
que

U(OK) =< €1, y €rgs—15115 0 5T >

Consideremos H =< €1, , €451 >. Temos que H é subgrupo de U(Ok).

Pelo Lema 1.11, existem h classes laterais de H em U(Ok), e assim o grupo quoci-
ente U(Ok)/H tem ordem h.

Assim, dado € € U(Ok) temos que (eH)" = H. Logo " € H. Dessa maneira, para

toda unidade € € Ok, existem inteiros racionais aq,--- ,a,ys 1 tais que
h __ ai QAr4-s—1
€ =€ " €gsq-
Sejam Ay, - -+, A\, com m > 1+ s, unidades de Og. Logo, pelo raciocinio anterior,
temos que existem inteiros racionais a;j, com ¢ =1,--- ,me j=1,--- ,r+s—1, tais
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que
h o ail Alr4s—1
Al =g €rts—1
(1.37)
h o aAm1 Amr+s—1
)‘m = " €rts—1

Agora, consideremos o sistema homogéneo de r + s — 1 equacoes lineares em m

variaveis Ty, -+, Tp:

axry+ -+ 1T, =0

Alrys—121 + ** + Qmrgs—1Tm = 0

Como m > r+s > r+ s — 1, o sistema acima possui uma solucao nao-trivial
(1, ,Tm) € Q™. Multiplicando cada z; pelo minimo miltiplo comum dos denomi-
nadores de xy, - - - , x,,, UMa vez que o sistema acima ¢ homogéneo, podemos supor sem

perda de generalidade que (z1,-- ,x,,) € Z™.

Dessa maneira, usando (1.37), temos

hl’l hx _ ail Alr4s—1 h:El am1 Amr+s—1\hx
)\1 “')\mm - (61 ."Er—&—s—l ) (61 “'67"+s—1 ) "
h(anizi+tamizm)  h(@ir4s—121++amrys—1Tm)
€ Erts—1
= 1.

Logo, concluimos que quaisquer m unidades de Og com m > r + s sao nao inde-
pendentes. Portanto nao existem mais do que r + s — 1 unidades independentes em
Ok.

Agora, pelo Lema 1.5, as unidades €, - - - , €151 sao independentes. Logo, usando o
Teorema de Caracterizac¢ao de Grupos Abelianos Finitamente Gerados , ver [19], segue
que U(Ok) é o produto direto de grupo ciclicos, sendo r + s — 1 de ordem infinita e o
restante de ordem finita. Contudo, os elementos de um grupo ciclico de ordem finita
sao raizes da unidade. Dessa forma, toda unidade de Ok pode ser escrita na forma

ZT — ’ . . ~ . . . .
neit -+ - €557, onde ) é uma raiz da unidade e x4, -+ , 2, 5_1 s@0 inteiros racionais.

Falta mostrar que tal representacao é unica. Para isto, suponhamos que

— x] Tr4s—1 __ Y1 Tris—1
E=TM€ " €qs1 = 061 T Cys—1

onde 7 e # sao raizes da unidade e x1, -+ , T,y 1,Y1," * ,Yris_1 SAO inteiros racionais.
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Logo,

-1 _ yn1i—x1 Yrts—1—Trs—1
no— = e R AN} . (1.38)

Como 7 e 0 sdo raizes da unidades, segue que nf~! também é, e assim, existe k € N,
k # 0, tal que

(no~Hk = 1. (1.39)
De (1.38) e (1.39), obtemos que
o) L M) (1.40)
Como €y, -+, €151 sao independentes, segue de (1.40) que
k<x1 - yl) _ = k(xr—&—s—l - yr—l-s—l) =0= T =Yty 3 Trts—1 = Yrt+s—1,

visto que k # 0. Dessa maneira, segue nn = 6, o que conclui a unicidade.

A partir do Teorema de Dirichlet, temos que todo corpo de nimeros possui um
conjunto de unidades de Ok que gera as demais unidades de Ok. Estas unidades sao

denominadas unidades fundamentais. Agora, consideramos dois conjuntos de unidades

fundamentais para Ok: €1, -+ , €051 € €1, ,Epps_1-
Por um lado, como €y, -- , €451 ¢ um conjunto de unidades fundamentais, segue
que toda unidade pode ser gerada por elas, logo para j =1,2,--- ,r + s — 1, temos
_ by a1y Ar4s—1j
5] — 5 Jel o« e €T+S—1 R (141)

onde £ é uma raiz da unidade em Ok e a;j, b; sao inteiros racionais.

Por outro lado, 1, -+ ,&,41s1 também é um conjunto de unidades fundamentais e
por raciocinio semelhante, obtemos, para j =1,2,--- ,r+s— 1, que
Gy e
_ P 01 r+s—1j
€ = P77 &1 (142)

’ ! ~ . . . .
. b. sd0 inteiros racionais.

onde p é uma raiz da unidade em Ok e a;;, b;
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Substituindo (1.42) em (1.41), obtemos que

r+s—1
_ ¢b; 015 Args—1j _ ¢bs ag;
gj= e = & H k
k=1
r4+s—1 r—l—s 1, Akj r4+s—1 , r+s—1
_ Ik _ b; b, ag; Ay Akj
- o ] Hez = ¢ I (o I] =
k=1 k=1 =1

ros—1 r+s—1

E bkak] r4s—1 § Q1 Ak
) 1
— fbjp k=1 H gl k=

Como a representacao das unidades é tnica, concluimos que

[REy 1, se =37
Z Qi Qkj = . (1.43)
P 0, se [#j

Definindo as matrizes A = [a;;] e A = [a;j], de ordem r + s — 1, segue pela relacao

(1.43), que AA" = I,,,_1, onde I,,,_; é a matriz identidade de ordem r 4 s — 1. Dalf,
det(AA) = det(I,os_1) = det(A)det(A') = 1.

Como as entradas das matrizes A e A" sdo inteiros racionais segue que |det(A)| =
|det(A'| = 1.

Agora, consideremos oy, - -+ , 0,15 0s monomorfismos de K sobre C que fixam Q, a

menos de conjugados.

Para k=1,--- 7+ s — 1, usando a relagdo (1.41), obtemos que

r+s—1 r+s—1
ok(e;) = on <§bj 11 67“) = 0i(€") T owle)®,
=1

=1

logo

r4+s—1 r4+s—1
log(|ok(g;)|) = log ( H lok (€ \“”) = Z a;loglo(e)|. (1.44)

I=1
Agora, sejam as matrizes L = [log|oi(e;)|] e L' = [log|oi(g;)|], de ordem 7 + s — 1.

Usando (1.44), obtemos que L' = LA, ou seja, |det(L')| = |det(L)|, visto que
|det(A)| = 1.
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Dai, obtemos que o numero real nao-negativo |det(log|o;(¢;)|)| independente da
escolha do conjunto de unidades fundamentais €;,--- ,€6,.51 € Og. FEste nimero

denominamos o regulador de K, e o denotamos por Regk.

1.2.1 Teorema B

Agora, apresentaremos um conjunto de unidades fundamentais para o corpo ctibico
K = Q(0), com 6% — 44?0 + 2 = 0. Uma vez que K é um corpo real, segue que o

conjunto de unidades fundamentais é constituido por dois elementos.

Lema 1.12. Para todo a = u + vf + t0* € K = Q(0), onde 6* — 4a*0 + 2 = 0, temos

N(a) = u® — 2v* + 4t + 8a*u*t — 4a*uv® + 16a*ut® + 8a®vt? + 6uvt.

Demonstracao: De fato, temos

N(a) = (u+v0+t0%)(u+ v + t0,°)(u + v0s + t0y°)
= U+ uPv(0 4 0y + 0y) + uPt(0% 4 0,7 + 05%) + 13(00,0,)?
Huvt(0(012 + 052) + 01(0% + 05%) + 05(6 + 6,2)) + v306,6,
+ut?((001)? + (002)% + (610)%) + v2t(00,°02 + 06,605 + 626,0,)
+0t2(00,%05% + 626,05 + 0%0,26,) 4 uv? (00, + 00, + 6,65).

Agora, usando as relagoes (1.11), obtemos o resultado desejado.

Teorema 1.6 (Teorema B). Sejaa € N, 6 < 0 tal que 6° — 4a*0 +2 =0 e K= Q(0).
Para a > 2, sejam €; = ab? —2a*0+1 e €5 = 4a*0? +2a%0 — 16a° + 1. Entdo o conjunto

{e1,€2} € um congunto de unidades fundamentais de Ok.

Demonstracdo: Aplicando o Lema 1.12 para os elementos €; = af? — 2a%0 + 1 e

€ = 4a*0? + 2a*0 — 16a° 4 1 obtemos que
N(El) = N(EQ) =1.
ou seja, €1 e €3 sao unidades em Ok.
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Sejam o1 : 0+ 0, 09 : 0+ 01 e 03 : 0 — O3, 0s monomorfismos de K em C.

Para a € K, consideremos 3;(«), com i = 1,2 ou 3, as valoragoes de «, conforme a
Definicao 1.4.

Nesse momento, iremos mostrar que €; é um elemento de Ok que satisfaz as
condicoes

Biler) > 1, Bafer) <1 e Ba(er) < 1. (1.45)

De fato, consideremos a fungao g(r) = az® — 2a*z + 1. Esta fungao ¢ continua
em R. Analisemos para quais valores de = temos que |g(z)| < 1, isto é equivalente a

resolver a seguinte desigualdade:

~1<ar?—2d%z+1<1. (1.46)

Analisando a segunda desigualdade de (1.46), obtemos que x deve pertencer ao

seguinte intervalo:

I ={z e R|0 < x < 2a}. (1.47)

De modo andlogo, analisando a primeira desigualdade de (1.46), obtemos que

Vvat —2a va* —2a
12:{x€R|x<a—— ou x>a+—}. (1.48)
a a
Jat — 2 T_9
Uma vez que a — va — 4 >0e cz~|—u < 2a, visto que a > 2, obtemos
a a

pela interse¢ao de (1.47) e (1.48), que o conjunto de valores de z tais que |g(z)| <1 é

dado por

ou a-+

vat —2a vat —2a
a a

]3:]1012:{x€R|0<x<a— <x<2a}.(1.49)

Seja f(z) = ® — 4a*z + 2 o polindmio minimal de 6. Sendo 6, 6; e 6 as raizes de

f, temos por meio de (1.10) que
—3a<b0<—-2a, 0<6;<1 e a<by<2a. (1.50)
Como 6 nao pertence ao conjunto dado em (1.49), pois 6 é negativo, temos que

lg(0)| > 1. Contudo, a igualdade nao ocorre, pois caso contrario obteriamos que 6 é

um numero racional, o que é um absurdo. Portanto,

19(0)] > 1 = |ab* — 2a°0 + 1] > 1,
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ou seja,
Bi(er) > 1. (1.51)

Agora, analisando f(z) nos extremos das condigdes do intervalo definido em (1.49),
segue pelo Teorema do Valor Intermediario, que f possui uma raiz em cada uma das

condicgoes.

Vat —2a

Para a > 2, temos que a + —— > 1, dai 0y ¢é a raiz de f que esta entre

a
1
va* —2a .
a + —— e 2a. Dessa maneira, obtemos
a

19(02)] < 1 =>|ab; —2a*0, + 1| < 1,

donde segue

ﬁg(ﬁl) < 1. (152)
Vat =2
Por eliminacao, concluimos que 6, é a raiz de f que esta entre 0 e a — u, e
a
assim,
19(01)] < 1 = |ab? — 200, + 1| < 1,
ou seja,

62(61) < 1. (153)

Das relagoes (1.51), (1.52) e (1.53), obtemos que € satisfaz (1.45).

Agora iremos demonstrar que e ¢ um elemento de Ok que satisfaz as condigoes

51(62) < 1, ﬁg(Gg) >1 e B3<€2) < 1. (154)

Para isto, considereremos a fungao h(x) = 4a*z? + 2a*x — 16a® + 1. Esta funcao

é continua para todo x € R. Iremos analisar para quais valores de x, temos que
|h(z)| < 1, ou seja,

—1 < 4a*2® + 2a*r — 16a° +1 < 1. (1.55)

Pelo lado direito da desigualdade (1.55), obtemos que x satisfaz a seguinte desi-

gualdade:

<z (1.56)

4a? 4a?

—1 —+/1+ 64ab —1++/1+ 64ab
]4: $€R| < .
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De modo semelhante, realizando da primeira desigualdade de (1.55) obtemos que:

—1—+/64a% -7 -1+ v64a% -7
I = {xER|x< 1 za ou z > i 1 2a } (1.57)
a a

Fazendo interse¢ao dos conjuntos apontados em (1.56) e (1.57), obtemos que o

conjunto solugao de (1.55) é dado por

Iﬁ - Cl U 02, (158)
onde
—1— /14 64ab —1—/64a5 -7
Ci =1z €eR] % <x< ¢
4a? 4a?
e

4a2 42

—1 4 v64a% -7 —1+ 1+ 64ab
Cy = ZEER| <z < .

Observemos que o primeiro intervalo de (1.58) é um intervalo de niimeros negativos

—1++64a% -7 -

12 1.

e o segundo intervalo é de nimeros maiores do que 1, visto que

Por (1.10), temos que #; é um numero positivo menor do que 1, dessa maneira,
confrontando com (1.58) obtemos que |h(6;)] > 1. Notemos que a igualdade nao
ocorre, pois caso contrario, obterfamos que 6; ou seria racional ou nao estaria entre 0

e 1, o que é um absurdo. Portanto,
|h(0))] > 1 = |4a*0? + 2a%0; — 16a° + 1] > 1,
ou seja,

Ba(€) > 1. (1.59)

Agora, avaliando f(x) nos extremos dos intervalos definidos em (1.58), segue pelo
Teorema do Valor Intermediario, que f possui uma raiz em cada um dos intervalos

considerados.

Diante das caracteristicas das raizes 0 e 05 de f, apresentadas em (1.10), obtemos
que 6 e 0y pertencem, respectivamente, ao primeiro e ao segundo intervalos de (1.58).

Dessa maneira, temos que

|h(0)] < 1 = |4a"0* + 2a%0 — 16a° + 1| < 1
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€
|h(0:)] < 1 = |4a*03 + 2a%0, — 16a° + 1] < 1,
ou seja,
Bie2) <1 (1.60)
(&
Bs(ey) < 1. (1.61)

De (1.59), (1.60) e (1.61), temos que (1.54) ¢ satisfeita.

Agora, como as relagoes (1.45) e (1.54) sao vélidas, segue pelo critério estabelecido
no inicio desta secao, ver Teorema 1.5, que €; e €5 constituem um conjunto de unidades

fundamentais.

Observamos que para a fixado, o conjunto de unidades fundamentais descrito no

teorema anterior, consistird do mesmo obtido pelo Método de Voronoi, ver [5].

1.3 Numero de Classes

Seja K um corpo de nimeros. Seja I(K) o grupo de ideais fracionarios de Ok. Seja
P(K) o subgrupo de ideais principais de /(K). Entao o grupo quociente I(K)/P(K) é
chamado de grupo de classes de K e é denotado por H(K). A cardinalidade deste grupo
quociente denomina-se o nimero de classes de K, e é denotado por h(K). O mateméatico
Minkowski demonstrou que h(K) é sempre finito. Nesta se¢do exploraremos o conceito

de ntmero de classes de um corpo real de grau 3.

O conceito de nimero de classes de um corpo de nimeros K possui uma relagao
especial com fatoragao em irredutiveis dos elementos de Ok, uma vez que Ok constitui
um dominio de fatoragao inica se, e somente se, h(K) = 1, ver [20].

o0

1 1
Sejam ((s) = ZE e (k(s) = Z m, respectivamente, a funcao zeta de
n=1 I1COg

Riemann e a func¢ao zeta-Dedekind. Sobre a primeira fungao, é conhecido que a série

que a define é convergente, 1 é pélo simples de residuo 1, ver [17]. A soma que define a

32



Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

segunda fungao é sobre todos os ideais nao-nulos I contidos em Ok e N(I) é a norma
do ideal I 3. E ainda, algo semelhante a funcao zeta podemos obter para a funcao

zeta-Dedekind. Dessa maneira, recorreremos ao Teorema 55 de [8].

Lema 1.13. Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se V' € a quantidade de ideais
de K com norma menor do que v e h(K) é o nimero de classes de K, entao

lim ~ = h(K)x,

v—00 U
2" 18 Regr

wy/[d(K)]

w € a quantidade de raizes da unidade, v a quantidade de monomorfismos reais € s a

tal que kK = , onde d(K) € o discriminante de K, Regx é o requlador de K,

quantidade de monomorfismos complexos, a menos de conjugacao.

Lema 1.14. A série (x(s) = Z , onde I percorre todos os ideais de Ok,

1
2"5 78 Regi

wy/1d(K)]

d(K) € o discriminante de K, Regx ¢ o requlador de K, w é a quantidade de raizes da

converge para todo s > 1 e linq(s — 1)k(s) = h(K)k, tal que k = onde
5—

unidade, v a quantidade de monomorfismos reais e s a quantidade de monomorfismos

complexos, a menos de conjugagao.

Demonstragao: Seja F(n) a quantidade de ideais com norma igual a n. Dessa

maneira, considerando 7' como descrito no Lema 1.13, temos a seguinte igualdade de

limites:
T FH)+F2)+---+ F
B(K)k = Tim © — tim T FF@ ++ Fln) (1.62)
t—oo t n—o00 n
Sejam Iy, I5,--- ,I;,--- os ideais de Ok, organizados conforme o crescimento do
valor da norma ny, ou seja, n; < ng < --- < ny < ---. Dessa maneira, temos que
FO)+F2)+--+Fn—1)<t<F1)+ F(2)+--+ F(n),
ou seja,
FO)+F2)+---+F(n;,— 1 1 t FLO)+F2)+---+F
ng — 1 Ty ny T

3Seja K um corpo de nimeros de graun n. Seja I um ideal ndo nulo de Og. A norma do ideal

D(I
I, denotada por N(I), é o inteiro positivo definido por N(I) = d(?K))’ onde D(I) é o discriminante

do ideal 1.
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Tomando o limite da expressao (1.63), quando ¢ vai para infinito, obtemos por meio
de (1.62), que:

mais ainda, para todo § > 0, existe ¢ suficientemente grande, tal que para todo t >t

t
temos que |— — h(K)x| < 4, ou seja,
nt/

(1.64)

[o.¢]
1
Das propriedades da funcao Zeta, ver [17], é conhecido que a série Z - é conver-

t=1
=1
gente para s > 1 e que 1 é pélo simples de residuo 1, ou seja, lin}(s —1) Z o= 1.
s— S
t=1
Dessa maneira, obtemos que
o0 1 )
Z —; € convergente (1.65)
t' >t (t )

lim(s — 1) > % =1 (1.66)

t'>t

Notemos que usando (1.64) e (1.65), por meio do critério da comparacao, para s > 1

temos que

é convergente.

Ainda da relagdo (1.64), obtemos que

(h(K)x =8 1 (h(K)x +34)*
G G

ou ainda,

1 1 . 1
< 1)Zn—; < (s = D(hEK)K+0)" ) 7y (167

t' >t t'>t

(s = D(h(K)K = 0)* )

t'>t
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Tomando o limite quando s tende a 1, usando (1.66) na desigualdade (1.67), obte-

mos:

. 1
h(K)r — 6 < lim(s — 1) Z e < h(K)k + 6. (1.68)
t >t

Observemos que

. : 1 . =1 1

logo por (1.68), obtemos
hMK)k —0 < lirr%(s — 1)k (s) < h(K)k + 0,
s—

donde segue
lim(s — 1)(k(s) = M(K)x,
s—1

visto que § é arbitrario e pequeno.

Com este resultado, Dedekind obteve uma relagdo para o nimero de classes h(K)
por meio da seguinte expressao:

w/@K\/|d(K)|.

RegKhK - 27‘+87TS

Em nosso contexto, a expressao anterior torna-se

rry/ |d(K))|

4 Y
uma vez que 1 e —1 sao as uUnicas raizes da unidade em um corpo de ntimeros de grau
3,ver [1],r=3es=0.

RegKhK = (169)

A partir deste momento, buscaremos estabelecer uma estimativa para ki, que nos
possibilite efetivamente calcular h(KK). Tal discussio serd norteada pelos trabalhos de
Loubotin, ver [11], [12] e [13].

Lema 1.15. Seja K um corpo de niumeros. Se ( e (g sao, respectivamente, as funcoes

zeta de Riemann e zeta-Dedekind, entao CéK(s) = E %, onde ¢, = E ,u(j)F(E_), 1
ne , J
n=1 jln
¢ a funcao de Mobius e F(n) € a quantidade de ideais de Ok cuja norma € n.
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Demonstracao: Temos que

Cxls) = Y

I1eOk

n

NSI)S - ; F@. (1.70)

Como ¢, = Z w(i)F (ﬁ), segue pela Férmula de Inversdo de Mobius que
J

Jjln

F(n) =Y 6(%). (1.71)

din

Das expressoes (1.70) e (1.71) obtemos

C e e ¢ — ) = —¢ — ) = R — _— —C s
K(S) ;ns dzn: (d) ;dzn:ns (d> nz:l e m=1 m nzzl n (S)

ou seja,

CK o S ¢n
?(S) = ;E

Definamos para z > 0 e a > 0, a seguinte integral

1 a+ioco a 1 b
Hape)(2) / F(f) F(S+ ) ['(s)°z™*ds, (1.72)

“2ir ) .. \2 2

onde I'(s) = / t*le7'dt é a Fungdao Gama.
0

Definamos para A > 0,

Kape)(A) = Lape) (A) + Adape (A), (1.73)

- > Hgpe)(x
onde I(a’bvc)(A) - / Hap,c) ()dz e ‘](a,b,c)<A) = / (@b )( )
A A

Considerando (a,b,c) = (2,0,0) e usando as relagoes (2) e (5) de [11], obtemos o

resultado a seguir.

dz.

T

Lema 1.16. Seja K um corpo de nimeros de grau 3. Entao

1 — On n
= — E =K —
KK w2 (2,0,0) ( 1K)’

Vdx

onde ¢, € tomado como no Lema 1.15 e Ax = 7
T
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O Lema 1.16 nos apresenta uma féormula para kx. Contudo esta formula é dada em
fungao de K(50,0)(X). Assim, a partir deste momento, temos por objetivo obter uma

expressao para Kz ,0)(X).

> X 2n+1
Lema 1.17. Temos que K2,0)(X) =7+ ao(X)X + Za"(X)W7 onde
n!
n=1

2
ao(X) = 2l0g*(X) + 4(y + Dlog(X) + % + 292 44y —4

2 2 "1 1 1
a,(X) = T (log(X)—l—v— E)_ — +
1

n n?2 1\N2 |’
n+ 2 k= 3

com v = 0,577215 a constante de Fuler.

Demonstragao: De (1.72) e (1.73), temos que

K00)(X) = 12,00)(X) + XJ200(X)
— / H(27070) (l’)dl‘ =+ X/ de
X

T

X
00 1 4100 2 1 1 a+1i00 2
= / —/ F(f) x °ds daf—i-X/ - —/ F(§> x~%ds| dx
x 27 Jolico 2 x T2 Joino 2
1 a+1i00 S\ 2 stJrl X a-+100 s\2 X8
_ b r (_) ds + F(—) d
oir ) . ) T g
X a+1i00 S\ 2 1 1
[T [
207 J i 2 l—l +s - 5} >
ou seja,
Koo () = == [ x| L g (1.74)
_ U - Uu. .
200 2im a—1i00 u U — 1
2

Agora, precisamos resolver a integral do lado direito da igualdade anterior. Para
isto recorreremos a teoria de vérias complexas, em especial, a resolucao de integrais

via o Teorema dos Residuos, ver [17]. Para isto, definamos

flu) =T(u)?X72 | = ——| . (1.75)
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1
Notemos que 3 ¢ um poélo simples de f, —1,—2,--- | sao polos duplos de f e 0 é

um pélo de ordem 3.

Calculando os residuos de f:

e emu = —;

2

Temos que

1
— = — = 2
lim(u—l)f(u):limF(u)QXO ! 2—1—u % :F(—) = .
2

sﬁ% 2 s—= (¢ u—

Portanto

em u = 0;

nesse caso, consideremos a expansao em série de Laurent de cada um dos termos

que compde a expressao de f(u). Como 0 é um pdlo de ordem 3 de f, temos que

b_g b_2 b—l
f(u):¥+?+?+bo+b1u+“" (L.77)

As expansoes em série de Laurent de cada um dos fatores do lado direito de
(1.75), sao:

a_ a_
F(u)2:u—22+71+a0+a1u—|—-~, (178)

4 2
X172 = X — 2Xlog(X)u + 2X1og* (X )u® — §Xl093(X)u3 + gXlog4(X)u4 + -
(1.79)

1

1
u__

2

= —2 — du — 8u? — 16u® — 32u” — 64u® — 128u° + - - (1.80)

Efetuando as operagoes necessarias com as relagoes (1.78), (1.79) e (1.80), temos
por meio de (1.77) que
Res(f) lu=o = X(2a_3l0g*(X) + (2a_1 +4a_s)log(X)+ag—4a_o—2a_1). (1.81)
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Assim, precisamos determinar os coeficientes a_o, a_; € ag da expansao em série

de Laurent da funcao I'.
Desse modo multiplicando ambos os membros de (1.78) por u* e sabendo que 0
é polo de residuo 1 da fungao I'(u), temos que

s’ T(u)? = a_y + a_ u + apu® + ayu® + - = lin%) wT'(u)? =a_9=>a_9=1.
u—

Logo, a expressao (1.78) torna-se

1 a_q
MNu?=—=+— e 1.82
(u) u2+ " + ag + au + (1.82)
Agora, multiplicando ambos os membros de (1.82) por u? e efetuando a primeira

derivada em relacao a u da expressao obtida, teremos:

I 1
20T (u)? {%5)) + E} = a_y + 2uag + 3ula; + - - -

Tomando o limite, quando u tende a 0, na expressao anterior, obtemos:

Mu) 1
: O O N _
}gr(l) 20T (u) {F(u) + u} a1 = a_ 27,

I 1
visto que lim (v) + — | = —v, onde 7 é a constante de Euler.
u—0 \ I'(u)  w

Logo, a expressao (1.82) pode ser reescrita da seguinte maneira:

1 2
F(u)2:$—%+ao+a1u+--- (1.83)

Agora, multiplicando ambos os membros de (1.83) por u? e em seguida tomando

a derivada de segunda ordem da expressao obtida temos:

N [2 (F/(“) + 1>2 S (1)

=a
Fu) wu 0
[ (u)
onde V(u) = .
n (u) T
Tomando o limite na expressao acima, quando u tende a 0, temos que
2
T
ag = 2’}/2 + E,
. ’ 7T2
visto que ¥ (1) = '
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Substituindo os valores obtidos para a_s,a_; e ay na expressao (1.81), obtemos

que
Res(f) |u=o = X(2log*(X) + 4(y — 1)log(X) + %2 + 292 + 4y —4).  (1.84)

eemu=—1,-2 -3, ---.

Nesse caso, sabendo que tais valores sao polos de ordem 2 de f e procedendo de
maneira analoga ao caso anterior, obteremos que o residuo de f em —n sera dado

por:

X2+l 2 2 1 1 1
Tz ﬁ+—1 log(X) +~ — 7 ﬁ+—2 (1.85)
(n!) 1

n -+ 5 k=1 <n+ 5)

Agora, aplicando o Teorema dos Residuos para a resolucao da integral dada em
(1.74), obtemos por meio de (1.76), (1.84) e (1.85), o resultado desejado.

]
Do item (a), da Proposigao 1, de [11], temos uma estimativa para H o n ().
2N—1e—x1/N
Lema 1.18. Parax >0 e N > 1 temos que 0 < H(O,O,N)(x) < N
8e=X
Lema 1.19. Para X > 0, temos que 0 < K30,0)(X) < e
Demonstracao: Por definicao, temos que
K200)(X) = L200)(X) + X J200)(X)
X 4100 s\2 X~ X a+100 s\2 X5
= = r(s) ds + — r(s) =—as.
2ir ) . \3) s o) T \g)
X X . ,
Como < 7> Segue Na expressio anterior que,
s s —
00 1 a+1i00 S\ 2 -
K200)(X) < 2L 12,00)(X) = 2 / {2— / F<§> z sds} dz. (1.86)
X T Ja—ico
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Fazendo a mudanga de varidvel s = 2u em (1.86), obtemos que

[e'e) 1 a—+ico 00
Kp00(X) <2 / [— / F(u)Q(ﬁ)_“Qdu} dr = 4 / Hop2) (2*)dx. (1.87)
a X

X 2 —1i00

Aplicando o Lema 1.18 no lado direito da desigualdade (1.87), obtemos

o —x oo _—x 8 00 8 _X
K(27070) < 8/ ex dx <8 %dl' = Y e Tdx = 6)( ,
X X X

de onde segue a estimativa desejada.

Como a funcao ¢, é multiplicativa, segue que precisamos entender como calcular
¢pr, onde p ¢ um nimero primo. Por meio do trabalho de Barrucand-Loxton-William,
ver [4], temos a tabela a seguir, que consta de informagoes relativas ao comportamento
dos valores ¢,x e F (p*) conforme a fatoracio em ideais primos do ideal < p >C Ok.
Nela f é inteiro maior ou igual a 1 tal que dx = f2dy,, onde L é o subcorpo quadrético

real do fecho normal de K e <%) denota o Simbolo de Kronecker 4.

4Sejam m >0, d=0oul (mod 4) com d niao quadrado perfeito. O Simbolo de Kronecker (%)
é definido por:

) (%) =0, se p|d;

d 1, se d=1 (mod 8)
o (3)= _ ;
-1, se d=5 (mod 8)

° (%) = Simbolo de Legendre, para p primo {mpar e p 1 d;

v v
e Sem = Hpr, onde p,- sao primos, entao (%) = H (;)
-

r=1 r=1

Para propriedades, ver [9].
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Capitulo 1. O Corpo Cibico K = Q(6), com 6% — 4a?0 +2 =0

Caso | <p> Observagao k Fr Oph
p nao divide dk

k=0 (mod 3) 1 1
| P (C%K) =1 | k=1 (mod 3) 0 -1
k=2 (mod 3) 0 0
IT PPy (C%K) =—1 | k=0 (mod 2) # 1
k=1 (mod 2) % 0

III | PiPyPs (a%K) = qualquer (k+ 1)2(k +2) kE+1

p divide dg

v P?P, | p nao divide f qualquer k+1 1
\Y% Pp3 p divide f qualquer 1 0

Notamos pela tabela anterior que |¢,+| < k+1 = d(p*), onde d(n) denota o niimero

de divisores positivos de n > 1. A fungao d(n) é multiplicativa, ver [9]. Dessa maneira,

escrevendo n = p’fl - pFrtemos que

|¢n‘ = ’¢p1f1,,_p5r\ = |¢p11e1

ou seja,

[6n] < d(pi") -

¢pff7'

~d(plr) = d(p* -

= [0+ 16,10

Dado N € N, definimos as seguintes somas:

para n > N e convencione Sy(N) = 0;

sxm = 3 A

k=N+1

< (ki 4+1)-- (ke +1),

(1.88)

(1.89)

(1.90)

(1.91)
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(log(eN) + 2)2'

Lema 1.20. Dado N € N, temos que Sy(00) < N

Demonstragdo: Observamos que, usando a expressao (1.91), temos

S(n)—Sn—1)= Z@— > @ d(n)

n
1<k<n 1<k<n—1
Assim,
d(n)
d(n T
s = XS - -
n>N n>N
s S(n) = S(n—1) > Sty S(N)
n>N n n>N TL(?’L + 1) N + 1
Logo
S(n)
< _— .
Sn(o0) <Y Tt 1) (1.92)
n>N
Temos que

s)= 3 M (Z %) < ( | %dk) — log(x) < log*(ex).

1<k<z 1<k<z

Dessa maneira, na expressao (1.92), obtemos:

Sn(o0) < ) nsﬂ <) log*(en) _ /OO log;&dt. (1.93)

= (n+1) _n>Nn(n+1) ~In

[e.e]

Fazendo u = log(et), a integral do lado direito de (1.93) torna-se / u?e " du.
log(eN)
Aplicando integracao por partes nesta e realizando as operacoes necessarias, obteremos

/°° log?(et) gt — log*(eN) + 2log(eN) + 2
N 12 B N '

(1.94)

Substituindo (1.94) em (1.93), obtemos

- log?(eN) +2log(eN) +2  (log(eN) +2)* — 2log(eN) — 2

Sn(o0) < N N ’
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e assim
(log(eN) + 2)?

N 9

SN<OO) S

o que conclui o resultado.

Lema 1.21. Para N € N, seja Rg(N) =

Z %K@OO) (l) ‘ Entao
n ™ AK
n>N

< 8 Ak (log(eN) + 2)%e~N/Ax

Ry (N) N

Demonstracao: Pela Desigualdade Triangular, obtemos que
¢n n n

E —K — ) < E K — .
n (27070) AK — (270’0) AK

n>N n>N
Usando a expressao (1.88) e aplicando o Lema 1.19 no lado direito da desigualdade

bn

Rk(N) = -

anterior, obtemos
d(n) 8e~m/4x
B <D = A

n>N
ou seja,
d(”) —n/A
Ry (N) < 8Ag ;\[76 /A% (1.95)

Notemos que

Sn(n) —Sy(n—1) = Z d(k) _ i: d(lj) _ d(zb)

k2 k n
k=N-+1

Dessa maneira, substituindo na expressao (1.95), obtemos

Rg(N) < 8Ag > (Sy(n) = Sy(n—1))e

n>N

= 8AK Z SN(n) (efn/A]K _ e*(?H»l)/AK)
n>N

< SAKSN(QO) Z(e—n/AK _ e—(n+1)/AK>,

n>N

onde a ultima desigualdade é vélida pois Sy(n) < Sy(o0).
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Logo,
Ry (N) < 8AKSN(OO)e_(]\H'l)/“hK7 (1.96)
pois Z(e—”/AK — e—(n+1)/AK) — o (N+D)/Ag
n>N

Agora, usando a estimativa dada pelo Lema 1.20 na expressao (1.96) temos que

8Ak(log(eN) 4 2)2e~(N+1)/Ax < 8Ak(log(eN) + 2)2eN/Ax

N) <
Rg(N) < N < N

O Lema 1.21 nos diz que a medida que N ¢ suficientemente grande, temos que

Rx(N) se aproxima de zero.

Da expressao (1.69) e do Lema 1.16, temos que
Pn po n
4RegK T Z Koo Ag

Notemos que podemos separar a soma anterior da seguinte maneira:

Vidg 1 ¢n ¢n
— 1.
hx = 1Regy 7 Z K20, AK 4 RegK - :Z K20, A (1.97)

N

K —

-~

I 11

Dessa maneira, temos um algoritmo para obter o nimero de classes h(K). Este
consiste da seguinte dinamica: conhecendo dkx e Regg, usamos o Lema 1.21, e deter-
minamos N tal que a parte I/ da soma (1.97) tenha médulo menor do que 5 Logo,
visto que h(K) é um inteiro positivo, segue que hx serd o inteiro mais préximo da par-
cela I de (1.97). Para efetivamente calcularmos a parcela I, necessitaremos explicitar
os valores de ¢,, com 1 < n < N. Para isto, recorreremos a tabela anteriormente
apresentada e ao Teorema de Kummer, ver [20], que caracteriza a fatoracao em ideais

primos dos ideias < p >, onde p é um nimero primo.

Teorema 1.7 (Teorema de Kummer). Seja K um corpo de nimeros de graun e Ox =
Z[0] seu anel de inteiros. Dado um primo racional p, suponhamos que o polinémio

minimal f de 0 sobre Q possua a sequinte fatoragao em irredutiveis sobre Z,:

f=a"a,
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onde a barra denota a aplicagdo natural Z[t| — Z,[t]. Entdo se f; € qualquer polinémio
tal que f; = G, o ideal P; =< p, fi{(0) >, para i = 1,--- 1, é um ideal primo e a

fatoracao em ideais primos de < p > em Ok € dada por

€l

<p>=Pi P

Observacao 1.1. Seja n € N, tal que (dK) = —1, entao ¢, = 0.

n

De fato, escrevendo n como produto de primos, n = pj* - - - p%", temos que
() -6) () -
n D1 Dr ‘

Logo existe algum j € {1,---  r}, tal que (%) = —1 e a; ¢ impar. Dessa ma-
J
neira, pela Tabela anterior, temos que ¢qu = 0, donde segue ¢,, = 0, visto que ¢,, é
J

multiplicativa.

1.3.1 Teorema C
Para obtermos o resultado desta subsecao, usaremos o seguinte resultado de Lou-
boutin, ver Teorema 1 de [12].

Lema 1.22. Seja K um corpo cubico nao normal e dx seu discriminante. Temos

1 Vd
hx Regx > ——K, desde que dg > 4 - 10°,
55 log di
onde hg € o numero de classes de K e Regg seu regulador.

Teorema 1.8 (Teorema C). Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 € raiz do

polinomio dado por f(x) = z* — 4a*zx + 2. Suponha que Ox = Z[f]. Entao
hx =1 se, e somente se, a =1,2.

Mais ainda, para a =5, temos hx = 1, embora neste caso Og # Z10).

Demonstragao: Scja 6 a raiz de f(z) tal que
—3a < 0 < —2a.
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Consideremos Ok = Z[f] e tomamos
€1 = ab?* —2a%0+1 and ey = 4a*0? + 2a%0 — 16a° + 1.

Pelo Teorema 1.6, sabemos que {¢€, €} é um conjunto de unidades fundamentais de
K. Iremos calcular o regulador Regg de K.

log [e1] log €]

Regx = - || = llog|e1] - log |&] — log |es] - log |&]] -
log [€1] log [&]

O polindmio caracteristico de €; é dado por F,(r) = 23— (8a®+3)z*+ (4a®>+3)z — 1
e as raizes sao

Y3 =€1 <y <71 = €.

Usando o Maple, ver [14], temos que €; e € satisfazem

7 1
—8a% +2.5— =
€ =8a’ + 2.5 5943 +0 (a9) ,

11 (1
‘= 4a3  16aS 32a% )’

onde O é o Simbolo de Landau.

No mesmo sentido, o polinomio caracteristico de €, é G,(z) = 2* + (16a® — 3)z? +

3x — 1 e suas respectivas raizes sao
(53:6<(52<51:€2
que satisfazem
1 3 1
- __" 40ol=
2T 48 3240 * (ag
_ 6 3 1
€g=—16a"+3+ —+0| |-

16a% ad

Portanto, obtemos que

7 3
|log |e2| - log |e1| — log |e1| - log |&| | = log|8a® + 2.5 — ——| - log [16a° — 3 — —
32a3 16a5
log | 1 1 | 1 3 |
%8140 " 1605 7% 163 324

= Rl.

Visto que dg = 4(64a® —27) > 4-10°, para a > 4, aplicamos o Lema 1.22 e obtemos

1 1 +/4(64a5 —27)

hg > — —
“ = 55 Ry log(4(64a5 — 27))

> 1
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para a > 22.

Para a < 22, vamos encontrar todos os corpos ctibicos definidos por meio f(z) cujo

numeros de classes é igual a 1.

Neste momento, aplicaremos o algoritmo, que é descrito a partir da relagao (1.97),
para a = 2. Nesse caso, temos que N = 110. Tendo o valor de N, uma vez que neste
caso, d(K) = 16276, Regx = 16,80408264 e Ax = 22,91126305, os valores de ¢,,, com
n=1,---,110, sao obtidos com o auxilio da tabela dada anteriormente, que associa os
valores de ¢, com a fatoracao do ideal < p > em ideais primos em Ok e do Teorema

1.7. Dessa maneira, obtemos para a = 2, o nimero de classes é igual a 1.

Para a = 3, temos que N = 438, d(K) = 186516, Regx = 28,41187934 e Ax =
77,55918512. Dai usando o algoritmo, a tabela anterior e o Teorema 1.7 obtemos, nesse

caso, que o numero de classes é igual a 3.

Procedemos, por meio do mesmo raciocinio, para os demais valores de a, com
a < 22. Dai obtemos que os unicos corpos cubicos definidos por meio de f(z) e que o

nimero de classes é igual a 1 sao para os casos a = 1,2 e 5.

Observamos que para o caso a = 1 nao foi necessario aplicar o algoritmo, pois pelo

trabalho de Mordell, ver [16], Ok é dominio de fatoragao unica.

Observacao 1.2. Observamos que o valor de hx cresce rapidamente, de modo que seu
valor fique maior do que 10°, como nos casos a = 474, 489 and 492. Para os valores

a < 24, apresentamos a tabela abaixo com os valores de hy.

a |1,2ed]| 3 | 46| 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13
hx 1 3 | 4|18 10 | 14 | 36 | 28 | 48 | 42 | 38
a 14 15 16|17 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
hx 80 135 | 88 | 72 | 126 | 164 | 132 | 216 | 168 | 396 | 280
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CapPiTULO 2

A Equacao Diofantina

v(v+1) =u(u+ a)(u+ 2a)

Neste capitulo estamos interessados em determinar os inteiros positivos que podem
simultaneamente ser escritos como um produto de dois inteiros consecutivos e como
o produto de trés termos consecutivos em uma progressao aritmética de razao a. Em

outras palavras, estamos interessados nas solugoes inteiras da Equagao Diofantina

v(v+1) =u(u+a)(u+2a),u,v,a €N, (2.1)

E facil ver que 0 tem a propriedade mencionada e os pares (u,v) que resultam 0
como resposta denominaremos de solucoes triviais. O caso a = 1 foi discutido por
Mordell, ver [16], e ele provou que as tnicas solugdes nao triviais de (2.1) sao (1,2),
(1,-3), (5,14) e (5, —15), ou seja, 6 ¢ 210 s@o os Unicos inteiros racionais nao nulos que
podem ser escritos simultanemanete como um produto de dois inteiros consecutivos e

como o produto de trés inteiros consecutivos.

Nao consiste um problema facil resolver a equagao (2.1) para um valor arbitrario de
a, visto que as solugoes dependem de algumas caracteristicas de determinados corpos
cubicos. Diante disso, neste trabalho, explicitamos as solugoes para os casos a = 2 e
a = 5, conforme enunciado no préoximo teorema, pois nestes casos, temos que os anéis

de inteiros do corpo associado constituem um dominio de fatoracao tnica.

Teorema 2.1. Seja a € {2,5}. Os unicos inteiros racionais nao nulos que sao simul-

taneamente um produto de dois inteiros racionais consecutivos e um produto de trés
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termos consecutivos de uma progressao aritmética de razao a sao:

4032, 215760, e 314160 para a = 2,
42, 1056, 244125000, 15438186750 e 15813188250  para a = 5.

A demonstracao do teorema consiste em resolver a equacao diofantina dada em

(2.1). Inicialmente, fagamos a seguinte mudanca de varidveis:

r2u+2a e yer2v+1, (2.2)

dessa maneira a equagao (2.1) torna-se

2y% = 2% — 4a’x + 2. (2.3)

Diante das equagoes de mudanca de variaveis, temos de modo imediato, que x é par.
Sez < 0,sejat=—x >0, comoy # 0, obtemos de (2.3) que —t> +4a*t +2 = 2y* > 2.

Logo 4at > t3, o que acarreta t < 2a, ou seja, * > —2a. Assim, segue o seguinte lema:

Lema 2.1. Se (x,y) € uma solugao inteira de (2.3) entao x € par e y # 0. Se z < 0
entio 0 > x > —2a. E ainda, as solugoes (0,£1) e (£2a,£1) de (2.3) correspondem

as solugdes triviais da equagao (2.1).

Para darmos continuidade & demonstracao, seja 6 a raiz negativa de 23 — 4a®x + 2
e consideremos K = Q(6) o corpo estudado no capitulo anterior, em especial, é vélido
(1.10).

Seja Ok o anel de inteiros de K. Nos casos onde Ok constitui um dominio de
fatoragao tnica, segue da equagao (2.3) que N(0) = —2, logo 6 é um primo em Ok.
Mais ainda, N(62/2) = —1, mostrando que 2 = pf?, onde p ¢ uma unidade em Ok.
Seja (z,y) uma solugao de (2.3). Visto que 6% | 2 e z é par (ver Lemma 2.1), entao

0| (x —6) mas 6% 1 (z — 6). Isto prova o seguinte resultado.

Lema 2.2. Seja Ox um dominio de fatoracdio unica, entdo 0 é um primo, 2 = pO3

onde p ¢ uma unidade e 0| (x — 0) mas 6* 1 (x — 0).

Reescrevamos a equagao (2.3) como
p0y® = (v — 0)(2® + 0z + (6% — 4a?)), (2.4)
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e seja ™ um primo em Ok que divida ambos z — 0 e 22+ 0x + (0> — 4a®). Em particular
7 divide

0(z% + 0z + (0% — 4a®)) — 0(z — 0)(x + 20) = 36° — 4a%0. (2.5)

Como 62 —4a0+2 = 0, segue 4a?0 = 6*+2. Dai a partir da equacao (2.5) obtemos
30° —4a%0 = 2(6° — 1) = p*(0 — 1)(0* + 0 + 1).
Logo m = 0 ou 7 é um divisor de § —1 ou 1+ 6+ 6%

Lema 2.3. Temos que N(0 — 1) =4a* =3 e N(0*+0+1)=16a* + 124> + 9.

Demonstracao: No caso de # — 1, aplicamos o Lema 1.12, usando u = —1, v =1
et =0. E no caso de 6% + 0 + 1, usamos o mesmo Lema, contudo considerando

u=v=t=1.

Lema 2.4. Seja 6 = mde(f — 1, 6% + 6 + 1) em Og. FEntio N(6) divide 27. Se
mdc(a,3) =1 entao  — 1 e 0> + 6 + 1 sdo coprimos.

Demonstragdo: Da defini¢ao de §, e por meio do Lema 2.3, temos que N (0) divide
N —1)=4a*—-3e N(6*>+ 0+ 1) = 16a* + 12a*> + 9. Em particular, N(9) divide

16a* 4+ 12a® + 9 — (4a® — 3)(4a® + 6) = 27.

Finalmente, observamos que se |N(4)| = 3" > 1 entao N(6 —1) = 4a®> -3 =0 (mod 3),

e isto é possivel se, e somente se a = 0 (mod 3), o que conclui o resultado.

A equagao (2.4) nos mostra que todos os primos 7 # 6 que aparecem na fatoragao
de x — 60 devem ter expoentes pares, salvo os primos que dividem simultaneamente 6 — 1
e +0+1.

A estratégia que adotaremos é determinar a fatoracao em primos de § —1e 62 4+60+1
em Ok, digamos

f—1=x0- .z and €*4+0+1=uwi-..wn

m
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€ escrevemos

x—0==0¢€ € Wff R w? win (A4 BO 4 CH*)?, (2.6)

m

onde €1, €5 sao as unidades fundamentais dadas pelo Teorema 1.6, o elemento A +
BO + C0? de Ok expressado em termos da base integral dada pelo Teorema 1.3, e
ros, O, 0 iy ik € {0, 1),

’ v mo

Na sequéncia expandimos o lado direito de (2.6), e usando a relacao 63 = 4a%0 — 2,

obteremos

r—0==+F(A B,C)+ (£1)G(A, B,C)0 + (£1)H (A, B, C)#? (2.7)
onde F,G e H sao polinomios quadraticos em A, B and C. Os valores possiveis de x
sao obtidos pela resolucao do sistema

+r = F(A B,C)
1 = G(AB,C) (2.8)
0 = H(A B,O).

Observamos que
N(z —0) =2° — 4a® + 2 = 2¢°.
Portanto, segue de (2.6) que

* 3

2y% = £2N () -+ N()™ N(wy) -+ N(wy,)™ N(A+ B + cb*)?,

e assim,
N(mp) - N(mp)™ N(wp)T -+ N(w,)™» = D* €N, (2.9)
com (5, ..., 05 if, ... 10 € {0,1}.

v m?

2.1 O casoa=2

Quando a = 2, a equagao a ser considerada é dada por

2y* = 2* — 16z + 2. (2.10)

Temos também que A = 22 x 13 x 313, e segue pelos teoremas 1.3 e 1.6 que

d(K) = A, as unidades fundamentais sao

e1=20°—80+1 e e = 640* + 86 — 1023,
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e a base integral {1,6,6?}.

Observamos que se (z,y) é uma solu¢ao da equagao (2.10) entdo pelo Lema 2.1
temos que x é par, x > —4 e as solugoes (+4,£1) correspondem as solugdes triviais
de (2.1). Uma vez que nao existem solugdes com x < 4, a partir deste momento,
assumiremos que

x épar, x >6. (2.11)

Como N(6 —1) =13 e N(1 + 0 + 6?) = 313 (ver Lema 2.3), entao eles sio ambos

primos em Ok. De (2.6) temos que
r— 0 = +0(20% — 80 4+ 1)"(646% + 80 — 1023)*(0 — 1) (1 4+ 0 + 62)" (A + BO + CH*)?,

com 7,5, 0*,i* € {0,1}. De acordo com (2.9), N(6 — 1) N(1 + 60 + 6?)"" deve ser um

quadrado em N, logo ¢* = ¢* = 0. Dessa maneira, temos
x— 0 = 10(20° — 80 + 1)"(646% + 80 — 1023)°(A + BO + C6?)?, (2.12)
comr,s € {0,1}.
CASO 1: (r,s) = (1,1).
Nesse caso, a equagao (2.12) torna-se
x — 0 = +0(20° — 80 + 1)(646° + 80 — 1023)(A + B + CH°)?,

donde obtemos o seguinte sistema (ver (2.8) e os respectivos comentarios)

—33C% —2B%* + AB + 16BC — 4AC = 0, (2.13)
264C% + 16B* + A*> — 8AB — 132BC + 32AC = 1, (2.14)
—32C% —2B% — 4A? + 16BC — 4AC = —u. (2.15)

Observe que 8x (2.13) + (2.14) resulta em
A* —4BC =1, (2.16)
e podemos reescrever (2.13) como

C? = (B —4C)(A — 2(B — 40)). (2.17)
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Se B—4C=00uA—-2(B—4C)=0,entdao C =0e A = +£1 (ver (2.16)). Assim
B =0 ou B ¢ Z (um impossibilidade). Se B = 0 entdo z = 4 (ver (2.11) e (2.15)).
Dessa maneira, segue de (2.16) que mdc(B — 4C, A —2(B —4C)) = 1, visto que A é

impar. Assim, existem inteiros m e n tais que
B—4C =m* A—2(B—-4C)=n* and C = mn.

Logo
A=2m?>+n? and B =m?+ 4mn.

Substituindo estas relagdes em (2.16), obtemos a equagao de Thue
4m* —4m>n — 12m*n® +n* = 1. (2.18)
Por meio do software PARI/GP [18], determinamos que as unicas solugoes inteiras

de (2.18) sao dadas por (m,n) € {(0,1),(0,—1)}, o que nos leva a obter A? = 1,
B=C=0ex =4 (ver (2.11) e (2.15)). Portanto, ndo existe solu¢do neste caso.

CASO 2: (r,s) = (1,0).
Neste caso, a equagao (2.12) torna-se
x—0==+0(20°—80+1)(A+ BO+ CH*)?

e assim iremos considerar o seguinte sistema para determinar possiveis valores para x:

—1089C? — 66B% — 4A% 4+ 33AB + 544BC — 132AC = 0, (2.19)
8968C2 4 544B* + 33A% — 264AB — 4356 BC' + 1088AC = 1, (2.20)
—1088C? — 66B% — 4A* + 32AB + 528 BC — 132AC = —z.  (2.21)

Notemos que 8% (2.19) + (2.20) resulta em
(A+16C)* +16B* — 4BC = 1. (2.22)
De (2.19), segue que B e C possuem a mesma paridade e a partir de (2.22) con-
cluimos que B e C sao pares.
Das relagoes (2.19) e (2.21), obtemos
B(A+16C) =z + C% (2.23)
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Observamos que segue de (2.11) e (2.23) que B # 0, dessa maneira substituindo

x4+ C?
B

A+416C =
em (2.22) temos
z?  22C?

2 _
Tt g T T168° —4BC =1, (2.24)

Notemos que
0 < (B-C)*(B+0)*+2B*+12B* = C*+15B* — 4BC?,

logo
04
Y 16B% — 4BC > B> (2.25)

Com esta informagao e (2.11), a equagao (2.24) mostra que nao existem solugoes

com x > 6.
CASO 3: (r,s) =(0,1).
Neste caso, a equagao (2.12) torna-se

T — 0 = £0(6460* + 80 — 1023)(A + BO + C6*)?,

de onde obtemos o seguinte sistema:

—C? +4A4> + AB = 0, (2.26)
A? —4BC = 1, (2.27)
—32AB — 2B* — 128A% —4AC = -u. (2.28)

Multiplicando ambos os membros de (2.27) por C, obtemos que A | C, visto que
A | C? da relacao (2.26). Dessa maneira, A | 1, ou seja, A = +1.

Quando A = 1, segue de (2.27), que B = 0 ou C = 0. Se B = 0, em (2.26),
obtemos C' = +2. Entao (1,0,2) e (1,0, —2) satisfazem as relagoes (2.26)-(2.28), de
onde obtemos,

r =136 ou z = 120. (2.29)

Se C'=0, em (2.26), temos B = —4. Logo, por meio de (2.28), obtemos
= 32. (2.30)
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Agora, quando A = —1, pela relacao (2.27), temos B=0ou C =0. Se B =0, em

(2.26), obtemos C' = £2, de onde segue que

z =120 ou zx = 136.

Se C'=0, em (2.26), temos B = 4. Logo,

r = 32.

CASO 4: (r,s) = (0,0).
Neste caso, a equagao (2.12) torna-se

r — 0= +0(A+ B+ C6*)>.

Por raciocinio semelhante aos casos anteriores, obtemos o sistema:

—C*+ AB+16BC = 0,
A% +16B* + 256C% 4 32AC —4BC = 1,
—2B? —320? —4AC = -—z.

De (2.33) temos
C? = B(A+160).

Quando B =0, temos C' = 0. Assim, de (2.35) obtemos

xz=0.

Se B # 0, das relagoes (2.34) e (2.36) temos

4

C 2
5 H165° —4BC = 1.

(2.31)

(2.32)

(2.33)
(2.34)
(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

De (2.25), obtemos 0 < B? < 1, ou seja, B = +1. Para B = 1, a equagao (2.38)

torna C* —4C + 15 = 0, que nao possui solucao inteira. O mesmo ocorre para B = —1.

Agora, de acordo com (2.11), somente as solugoes (z,y) de (2.10) com x > 6 devem
ser consideradas, e assim obtemos as solugoes (32, +127), (120, +929) e (136, £1121).
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As solugoes nao triviais correspondentes da equagao (2.1) sao obtidas usando a mudanga

linear de varidveis descritas em (2.2), a saber:

(14,63), (14, —64), (58, 464), (58, —465), (66, 560), (66, —561).

Portanto, os niimeros

0, 4032, 215760 e 314160

sao os Unicos inteiros que podem simultaneamente ser escritos como um produto de
dois inteiros consecutivos e como produto de trés termos consecutivos de um progressao

aritmética de razao igual a 2.

2.2 0O casoa=>5

Agora, estamos interessados nas solucoes inteiras de

2y = 2* — 100z + 2. (2.39)

Como A = 4x13%x61x97, temos que d(K) = 4x 61 x97, as unidades fundamentais
sao
€1 =50 =500+ 1 e e = 25000”4500 — 249999,
e a base integral é dada por {1, 6, (6% 4+ 3600 + 129500)/13} (ver Teoremas 1.3 e 1.6).

Se (x,y) é uma solucao de (2.39), entao = deve ser par e x > —10 (ver Lema 2.1). As
solugoes (410, 1) consistem das solugoes triviais de (2.1). Mais ainda, é facil verificar
que (—4,£13), (22,465) sao solugdes e nao existe nenhuma outra solugao com z < 23.

Dessa maneira, a partir deste momento, iremos supor que
répar e x> 24, (2.40)
O valor da norma N (6 —1) = 97, que mostra que § — 1 é um primo em Ok. Todavia

N(6? 4+ 6+ 1) =13 x 61 (ver Lema 2.3) e uma andlise mais profunda é necesséria ser

realizada. Temos
0+ 0+ 1= (=50 —500+1)(0 — 9)(—86* + 66 + 737) /13
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onde —50% — 500 + 1 é uma unidade em O, m; = (—86% + 60 +737) /13 and my = 6 — 9
sao primos em Ok com N(m) = 61 e N(my) = 169, onde a primalidade de § — 9 foi
verificada com o auxilio do PARI/GP. De (2.6) obtemos que

v — 0= 206¢5(0 — 1) mimi (a + b+ c((62 + 36060 + 129500)/13)>
com r,s,*,17,15 € {0,1}.
De acordo com o raciocinio apontado em (2.9), obtemos
D? = N — 1) N(m) TN (my)2 = 97" 611113%2,
logo ¢* =147 = 0. Portanto, temos os seguintes casos para serem considerados:
x— 0 =20 e5(0 — 9)'((A+ B+ CH*)/13)?, (2.41)
com r,s,i € {0,1}.

Como no caso anterior, para determinarmos os valores possiveis de x, teremos
que considerar oito sistemas (ver (2.8)) dependendo dos valores de r, s and i. Tais
sistemas sdo obtidos depois da expansao do lado direito de (2.41) (ver (2.7)). Uma
simples analise desses sistemas modulo 4 revela que, como no caso a = 2, a situacao
r=F(A B,C)e —1=G(A, B,C) pode ser descartada (ver (2.8)).

CASO 1: (r,s,i) = (0,0,0).

Neste caso, a equacao (2.41) torna-se

(A + BO + C6?)?
—60=+6
! 169 ’
e dai consideraremos o seguinte sistema:
~C? + AB+100BC = 0, (2.42)
(A+100C)* +100B* — 4BC = 169, (2.43)
—2B? —2000? — 4AC = —169x. (2.44)
De (2.42), temos
C? = B(A +100C). (2.45)

Quando B = 0, entdao C' = 0 e consequentemente via (2.44) obtemos
x = 0. (2.46)
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Se B # 0, das expressoes (2.43) e (2.45), temos que
ct 5
75 + 100B% — 4BC = 169. (2.47)
Como
0<(B-C)?*((B+C)*+2B*+96B*=99B* + C* — 4B*C

temos que (ver (2.47))
04
169 = =5 + 100B? — 4BC > B?, (2.48)
isto 6, B = +1,£2,...,4+13. Substituindo estes valores em (2.47), observamos que
somente para B = £1 a equagdo (2.47) possui solugoes inteiras, e todas as solugoes
fornecem x = —10 (ver 2.40). Nestes casos, os valores para C' sdo C' = =3 e C' = 3,

respectivamente.
CASO 2: (r,s,i) = (1,0,0).

Neste caso, a equagao (2.41) torna-se

(A + BO + C6?)?

— 0 = +60(50? — 500 + 1
x (5 500 + 1) 169 ;

e teremos o seguinte sistema a ser considerado:

—251001C? — 250582 — 25A% + 501 AB + 50200BC — 5010AC = 0, (2.49)
5030020C? + 5020082 + 501.A4% — 10020AB — 1004004BC + 100400AC = 169, (2.50)
—100400C? — 1002B% — 10A? + 200AB + 20040 BC — 2004AC = —169x.(2.51)

Observe que 20x (2.49) + (2.50) resulta em

(A+100C)* + 100B* — 4BC = 169. (2.52)

Notemos que 5x (2.51) —2x (2.49) resulta em

845z = 2B(A + 1000) — 2C*. (2.53)

Se B =0, segue de (2.53) que z < 0, um contradi¢do com a condigao (2.40). Logo,

podemos assumir o contrério e reescrever (2.53) como

845z + 207
A+100C = % (2.54)
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Substituindo (2.54) em (2.52) temos que

71402522  845xC% (4
— +100B? — 4BC = 169. 2.55
432 + B2 + B2 + (2.55)

Novamente a condigao (2.40) e a desigualdade (2.48) nos leva a obter que B? < 169,
logo B = £1,+2,...,413. Por um lado, como = > 24 e |B| < 13, nao existe valor

inteiro de C' satisfazendo (2.55). Logo, nao existe solu¢ao com = > 24.
CASO 3: (r,s,i) = (0,1,0).

Neste caso, a equagao (2.41) torna-se

A+ B + Ch%)?
x — 0 = £60(25000% + 500 — 249999)( il 16; ) :
e passamos a considerar o seguinte sistema:
—2C% + 50A* + 2AB = 0, (2.56)
A? —4BC = 169, (2.57)
—200AB — 2B% — 50004% — 4AC = —169z. (2.58)

Uma consequéncia direta de (2.56) é que A | C?, logo todos os primos divisores de
A sdo também divisores de C'. Contudo (2.57) nos diz que qualquer primo divisor de A
divide 169 (pois ele divide C'). Logo A = +£13" e C' = 13“Cy. Olhando para a equagao
(2.57), se v < u, entao 13" | 13%. Se v > u, entdo u < v < 2u (pois A | C?), e 13* | 132
Em todo caso, temos A = +13", para algum 0 < v < 4.

Para A = %1, voltamos para (2.56) e (2.57) para encontrar os valores corresponden-
tes de B and C. Mas os valores obtidos para x, com estes valores A, B, C', sao negativos
o que contraria (2.40). Assim, vamos considerar que 13 | A. Logo, as equagoes (2.56) e

(2.58) nos garantem que 13 | B e 13 | C' e, dessa maneira, obtemos o seguinte sistema:

—2C8 + 5047 +240By = 0, (2.59)
Aj —4ByCy = 1, (2.60)
—200A4¢By — 2B — 500045 — 44,Cy = -, (2.61)

onde A =134y, B = 13By e C' = 13C.
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Por andlise semelhante ao sistema anterior, a equagao (2.59) mostra que Ay | CZ,
mas a equacao (2.60) mostra que as tnicas possibilidades sao Ag = +1 e By = 0 ou

Co=0. Se By =0, entao Cy = £5. Logo, temos as solugoes (substituindo em (2.61))

z=4980 e x = 5020. (2.62)

Se Cy = 0, entao By = £25 e obtemos a solucao

z = 1250. (2.63)

CASO 4: (r,s,i) = (1,1,0).

Neste caso, a equagao (2.41) torna-se

A+ Bl + CH?)?
x — 0 = +0(50° — 500 + 1)(25000* + 506 — 249999)( i 163 ) :
e dal segue o seguinte sistema:
—501C* — 5B% + AB + 100BC — 10AC = 0, (2.64)
10020C? 4 100B* + A? — 20AB — 2004BC + 200AC = 169, (2.65)
—2000? — 2B? — 10A% 4 40BC — 4AC = —169x.  (2.66)
Notemos que 20x (2.64) + (2.65) resulta
A? —4BC = 169. (2.67)
E ainda podemos reescrever (2.64) da seguinte maneira
C? = (B —100)(A — 5(B — 100)). (2.68)

Se B—10C =0 ou A—5(B —10C) = 0, entdao C = 0e A = +13 (veja (2.67)).
Logo B = 0 ou B ¢ Z (que é impossivel). Da equacao (2.66), segue que z = 10 (veja
condigao (2.40)).

Caso contrario, seja
d =mdc(B —10C, A —5(B — 10C)).
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Entao d | A, d | C (ver (2.68)), e d | B. Logo d | 13 (ver (2.67)), ou seja, d =1 ou 13.

Logo, existem inteiros m e n tais que
B —10C = dm?, A—5(B—100) = dn? and C = dmn.
Logo
A =d(n*+5m?) and B = d(m?®+ 10mn).
Substituindo estas relagdes em (2.67) obtemos a equagao

169
@

25m* — 4m3n — 30m?n? + n* =

(2.69)

Usando PARI/GP [18], visto que temos uma Equagao de Thue, buscaremos as solugoes

inteiras (m,n) para cada valor de d, e assim temos

d=13 : (m,n)=(0,£1)
d=1 : (m,n) € {(=7,-6),(=3,16), (=2, —11),(2,11), (3, —16), (7,6)},

de onde segue que
d=13 : =10
d=1 : z € {1250,4980,5020}.

E conclui a analise deste caso.
CASO 5: (r,s,i) = (0,0,1).

Neste caso, a equagao (2.41) torna-se

v 19(6—9)(A+Bl'96;002>2,
e dail segue o seguinte sistema:
18B? + 1804C? — 4AB + 36AC — 400BC = —169z,
—9A% — 902B% — 90400C? + 200AB — 1804AC +20036BC = 169,  (2.70)
A% +100B2 + 10018C? — 18AB + 200AC — 1804BC' = 0. (2.71)

Analisando médulo 2, as relagoes (2.70) e (2.71), obtemos A impar e A par, o que

é uma contradicao. Portanto, o sistema nao possui solugao inteira.

CASO 6: (r,s,i) = (0,1,1).
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Neste caso, a equagao (2.41) torna-se

2 — 0 — +0(0 — 9)(25000% + 500 — 249999) AT 3196;“ o)
e segue o sistema:
44900A% + 18B% + 4C* + 1796 AB + 36 AC = —169z,
—9A% —2B% — 200C* — 4AC + 36BC = 169, (2.72)
—449A% +18C* — 18AB —4BC = 0. (2.73)

Analisando médulo 2, as relagoes (2.72) e (2.73), obtemos A impar e A par, o que

é uma contradicao. Portanto, o sistema nao possui solugao inteira.
CASO 7: (r,s,i) = (1,0,1).

Neste caso, a equagao (2.41) torna-se

A+ BO+ CH?)?
x—6:i9(9—9)(592—509—|—1)< + B9+ CF) :
169
e segue o sistema:
19042 + 19038 B2 4 1907604C? — 3804AB + 38076 AC — 381160BC = —169x,

—9519A4% — 95380282 — 95570780C? + 190580AB — 1907604AC + 19096076 BC = 169,
95142 + 95290 B + 9548038C2 — 19038 AB + 190580AC — 1907604BC = 0.

Analisando médulo 2, a segunda e a terceira equagoes do sistema acima, obtemos
A ifmpar e A par, o que é uma contradicao. Portanto, o sistema nao possui solugao

inteira.
CASO 8: (r,s,i) = (1,1,1).

Neste caso, a equagao (2.41) torna-se

(A + BO + C6?)?
169 ’

z— 0 =000 —9)(50% — 500 + 1)(25000% + 500 — 249999)
e segue o sistema:

90A% 4 38B* + 3804C? — 4AB + T6AC — 760BC = —169z,
—19A% — 1902B? — 190580C? + 380AB — 3804AC + 38076 BC = 169, (2.74)
A% +190B* + 19038C* — 38AB + 380AC — 3804BC = 0. (2.75)
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Analisando médulo 2, as equagoes (2.74) e (2.75), obtemos A impar e A par, o que

é uma contradicao. Portanto, o sistema nao possui solugao inteira.

Dessa maneira, os valores possiveis de z, encontrados apds a analise de cada caso,
sao
x € {—10,—4,0,10, 22,1250, 4980, 5020},
que nos fornecem as seguintes solugdes para a equagao (2.39): (£10,+1),(0,+£1),
(—4,+£13), (22, £65), (1250, £31249), (4980, +248501) e (5020, +251501).

Usando a transformacao linear (2.2), obtemos as seguintes solugdes (u,v) para
a equagao (2.1): (—10,0),(—=10,-1),(=7,6),(=7,=7),(=5,0),(=5,—1),(0,0), (0, —1),
(6,-33), (6,32), (620,15624), (620, —15625), (2485,124250), (2485, —124251),
(2505, 125750), e (2505, —125751).

Portanto,
0, 42, 1056, 244125000, 15438186750 e 15813188250

sao os Unicos inteiros que podem ser simultaneamente escritos como um produto de
dois inteiros consecutivos e como um produto de trés termos consecutivos em uma

progressao aritmética de razao 5. Isto completa a demonstracao do Teorema 2.1.
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