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Resumo

Seja G um grupo localmente finito. Estudamos as influéncias de propriedades dos

centralizadores sobre a estrutura do grupo G. Obtemos os seguintes resultados:

1. Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo nao ciclico V' de ordem
quatro tal que Cg(V) é finito e Cg(¢) tem expoente finito para algum ¢ € V.
Demonstramos que |G, ¢|’ tem expoente finito. Isto permite-nos deduzir que G tem
uma série normal 1 < G; < Gy < Gz < G tal que Gy e G/G, tém expoente finito
enquanto que G5/Gq é abeliano. Além disso, G3 é hiperabeliano e tem indice finito

em QG.

2. Seja A um grupo isomorfo ao grupo Sy, o grupo simétrico de quatro simbolos. Seja
V' o subgrupo normal de ordem quatro em A e escolhemos uma involugao v € A\V.
O 2-subgrupo de Sylow D de A é V{«a) e este é isomorfo ao grupo diedral de ordem
8. Demonstramos que se G ¢ um grupo localmente finito contendo um subgrupo
isomorfo a D tal que Cg(V) é finito e Cg () tem expoente finito, entdo [G, D]’ tem
expoente finito. Se G é um grupo localmente finito contendo um subgrupo isomorfo

a A tal que Cg(V) é finito e Cg(a) tem expoente finito, entao G tem expoente finito.
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Abstract

Let G be a locally finite group. In this work we study the influences of the properties

of the centralizers over structures of G. We obtain the following results:

1. Let G be a locally finite group which contains a non-cyclic subgroup V' of order
four such that Cg(V) is finite and Cg(¢) has finite exponent for some ¢ € V.
We show that [G,¢]" has finite exponent. This enables us to deduce that G has a
normal series 1 < G; < Gy < G3 < G such that Gy and G/G5 have finite expo-

nents while G5 /G is abelian. Moreover, (i3 is hyperabelian and has finite index in G.

2. Let A stand for the group isomorphic with Sy, the symmetric group on four
symbols. Let V' be the normal subgroup of order four in A and choose an involution
a € A\V. The Sylow 2-subgroup D of A is V{(a) and this is isomorphic with the
dihedral group of order 8. We prove that if GG is a locally finite group containing a
subgroup isomorphic with D such that C (V) is finite and C () has finite exponent,
then [G, D]’ has finite exponent. If GG is a locally finite group containing a subgroup
isomorphic with A such that Cg (V) is finite and Cg () has finite exponent, then G

has finite exponent.

Keywords

Locally finite groups, Centralizers, Automorphisms.



Lista de Simbolos

G,H NK, VR, XY ... Conjuntos, grupos, etc
I Conjunto de indices
a,B,... Funcoes
x,Y,q,h, ... Elementos de conjuntos
¢ Imagem de elemento x pela fungdo o
[z, y] Comutador dos elementos x,y
[H, K] Subgrupo comutador
H=d H é isomorfo a G
HLG H é subgrupo de G
HAG H ¢ subgrupo normal de GG
Cq(H) Centralizador de H em G
HxK Produto direto de H e K
[H|K Produto semidireto do subgrupo normal H pelo subgrupo K
(X;li e I) Subgrupo gerado por subconjuntos X;
IL;er N; Produto de subgrupos N;
(x) Grupo ciclico gerado por z
(HY) Fecho normal de H em ¢
Zn(G) n-ésimo termo da série central superior de G
Tn(G) n-ésimo termo da série central inferior de G
G™) n-ésima derivada de G

| X| Cardinalidade do conjunto X



|z| ou o(z)
exp(G)
|G : H|

Aut(Q)

Ordem do elemento x

Expoente de um grupo G

Indice de H em G

Grupos de automorfismos de um grupo G
Parte divisivel de um grupo G

Conjunto dos niimeros naturais e inteiros

Conjunto dos niimeros racionais e dos nimeros primos
Conjuntos dos inteiros modulo n

Conjunto das pemutacoes de um conjunto X

O p-grupo quaseciclico, p primo

O m-subgrupo normal maximal de G
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Introducao

Um grupo G é localmente finito se todo subgrupo finitamente gerado de G ¢
finito. E claro que grupos finitos sio grupos localmente finitos.

Na teoria de grupos localmente finitos, centralizadores desempenham um papel
importante. Mais especificamente, o seguinte questionamento tem atraido grande
atencao: seja V' um subgrupo finito de um grupo localmente finito G tal que o C(V)
satisfaz certas “condicoes de finitude”. Qual € o impacto dessas condicoes sobre a
estrutura do grupo G ¢

Naturalmente, como veremos, cada resultado dependera da ordem de V' e do tipo
de condi¢ao imposta sobre Cg (V).

Para uma melhor leitura desta introducao, apresentamos alguns conceitos im-
portantes. Um grupo nao ciclico de ordem 4 serd chamado de um grupo de Klein.
Dizemos que um grupo tem quase uma certa propriedade, se ele tem um subgrupo
de indice finito com aquela tal propriedade (essa nogao de “quase uma certa pro-
priedade” ficara bem formalizada na sec¢do 1.6). A expressao “(a, b, c, ...)-limitada”
significa “limitada superiormente por uma funcao que depende unicamente dos pa-
rametros inteiros positivos a, b, ¢, ...”.

Apresentaremos agora alguns resultados que nos mostram o impacto das proprie-
dades de centralizadores sobre a estrutura de um grupo G. Por exemplo, se |V| = 2
e |Ce(V)| = m, entdo B. Hartley e T. Meixner mostraram que G tem um subgrupo
nilpotente de classe no maximo 2 com o indice m-limitado (ver [9]). Se G contém um
elemento de ordem prima p cujo centralizador é finito de ordem m, entao G tem um
subgrupo nilpotente de classe p-limitada e indice (m, p)-limitado. Vale destacar que
este resultado para grupos periddicos localmente nilpotentes é devido a E. Khukhro
[15], enquanto que a redugdo para o caso nilpotente foi obtida combinando um re-
sultado de B. Hartley e T. Meixner [10] com o de P. Fong [5]. Este tltimo utiliza a
classificacdo dos grupos simples finitos. Um outro resultado nesta direcao devido a
B. Hartley [12] é o seguinte: se G contém um elemento de ordem n cujo centraliza-
dor é finito de ordem m, entao G tem um subgrupo localmente solavel com indice
(m, n)-limitado. Diz-se que um grupo G é localmente soltvel quando todo subgrupo

finitamente gerado de G ¢ solavel.
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Sobre as hipdteses dos resultados acima, o grupo G' em questao nao é simples se
ele for infinito. Por outro lado, consideremos o grupo PSL(2, F') onde F' ¢ um corpo
localmente finito de caracteristica impar. Este grupo é localmente finito, infinito e
simples. Ele contém um subgrupo nao ciclico de ordem quatro com centralizador
finito. A conclusao é que os resultados descritos no paragrafo anterior nao podem
ser estendidos para grupos com centralizadores finitos de subgrupos nao ciclicos.

As demonstracoes destes resultados dependem de muitas ferramentas diferentes.
Em particular, elas usam a classificacao dos grupos simples finitos, a teoria de re-
presentacoes (a teoria de Hall-Higman) e os métodos de Lie. Estas foram as mesmas
ferramentas utilizadas na solugdo do famoso Problema Restrito de Burnside (ver
|35],[36]). Sobre os chamados Problemas de Burnside, ha um pequeno relato no

capitulo 1, subsegao 1.5.1. Fixemos nossa aten¢ao no Problema Restrito de Burnside:
A ordem de um grupo finito G, m gerado e de expoente k € (m, k)-limitada.

Em 1957, Hall e Higman reduziram o Problema Restrito de Burnside para o
caso onde o grupo G é um p-grupo para algum primo p. O caso quando G é um
p-grupo continuou aberto por mais de 30 anos. Em 1989, Efim Zelmanov resolveu o
Problema Restrito de Burnside. As técnicas utilizadas por Zelmanov foram baseadas
nos métodos de Lie criados nos anos 30 do século passado por Magnus e Zassenhaus.
Seus profundos resultados sobre algebras de Lie com condigoes de Engel tiveram
fortes influéncias em outras partes da algebra. Em particular, elas acabaram sendo
lteis no ambito de centralizadores em grupos localmente finitos. De modo especifico,
foi descoberto na década de 90 que expoentes de centralizadores produzem fortes
impactos sobre o expoente do grupo. Nesse contexto, em 1999 o seguinte Teorema
foi demonstrado por E. Khukhro e P. Shumyatsky em [17]:

Teorema 1 Seja e um inteiro positivo. Suponha que V' € um grupo nao ciclico de
ordem p* agindo sobre um grupo finito G de ordem coprima com p?, de tal maneira
que os expoentes dos centralizadores Cg(v) dos elementos nao triviais v € V' dividem

e. Entao, o expoente de G ¢é (e, p)-limitado.

Vale destacar que o Teorema 1 foi um dos primeiros a relacionar o expoente de
um grupo finito com a estrutura de seus centralizadores. Além disso, por algum
tempo ele foi o tnico resultado dessa natureza. O Teorema 1 desempenhou um
papel crucial para, em 2001, P. Shumyatsky mostrar o seguinte resultado para

grupos localmente finitos (ver [28]):
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Teorema 2 Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo ndo ciclico
V' de ordem p? tal que Cq(V') € finito e Ca(v) tem expoente finito para todos os ele-

mentos nao triviais v € V. Entao, G € quase localmente solivel e tem expoente finito.

Recentemente, especial atencao foi dada a situacao onde um grupo de Frobenius
age por automorfismos sobre um grupo G. Relembre que um grupo de Frobenius
[F]H com nucleo F' e complemento H pode ser caracterizado como um grupo finito
que é um produto semidireto do subgrupo normal F' pelo subgrupo H de modo
que Cr(h) =1 para todo h € H\{1}. Recentemente, V. Mazurov levantou algumas

questoes sobre acoes de grupos de Frobenius. Uma delas foi:

Suponha que um grupo de Frobenius [F|H age sobre um grupo finito G de maneira
que GF também é um grupo de Frobenius. E verdade que o expoente de G pode ser

limitado em termos de |H| e do expoente de Cq(H), apenas?

Este problema parece ser muito dificil e até agora continua em aberto. Porém,
a questao acima levou a mais perguntas sobre o expoente de grupos finitos com

automorfismos. Em particular, foi dada alguma atencao para o seguinte problema:

Suponha que um grupo de Frobenius [F|H com o nicleo F' e complemento H age
sobre um grupo finito G de tal maneira que Co(F) = 1 e Cq(H) tem expoente e.
Entao, o expoente de G € (e,|F H|)-limitado?

Trabalhos relacionados com o problema acima (ver por exemplo [29]) produziram
alguns novos resultados relacionados a expoentes de grupos finitos com automor-
fismos. Além disso, esses resultados tém sido tteis para lidar com centralizadores
em grupos localmente finitos. Em particular, P. Shumyatsky demonstrou em [30] o

seguinte:

Teorema 3 Seja e um inteiro positivo. Suponha que um grupo de Klein V age
num grupo finito G de modo que Cq(V) = 1. Suponha ainda que V' contenha duas
involugoes distintas vy e vy tais que os centralizadores Cg(v1) e Cg(ve) tém expoente

e. Entao, o expoente do subgrupo derivado G' é e-limitado.
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Com relacao ao Teorema 3, ainda nao se sabe, se h& resultados analogos na
suposicao de que o grupo V é um p-grupo abeliano elementar, p sendo um primo
impar. Por outro lado, em 2011, o seguinte resultado relacionado ao Teorema 3 foi
obtido por E. Romano e P. Shumyatsky [24]:

Teorema 4 Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo de Klein V
com Cg(V) finito. Suponha que V tenha duas involugoes distintas vy e vy tais que os
centralizadores Cg(v1) e Cg(vy) tém expoentes finitos. Entdao, G € quase localmente

soliwel e o subgrupo derivado |G, V] tem expoente finito.
No que segue, [G,V]={(g7'¢? |ge GepeV).

Com relagao ao Teorema 4, investigamos a situagao em que o centralizador de

uma unicae involugdo em V tem expoente finito. Conseguimos o seguinte resultado:

Teorema A Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo de Klein V
tal que Cq(V) € finito e Cg(¢p) tem expoente finito para algum ¢ € V. Entdo, G é

quase localmente solivel e (G, ¢|" tem expoente finito.

Uma consequéncia do Teorema A é que obtemos detalhes a respeito da estrutura

do grupo G. Mais precisamente, o grupo G tera uma série normal
149G, 946G, 2G3 3G

tal que G; e G/Gy tém expoentes finitos, enquanto que G9/G; é abeliano. Mais

ainda, GG3 é hiperabeliano e tem indice finito em G, isto é, G é quase hiperabeliano.

Relembre que um grupo G é dito hiperabeliano quando ele tem uma série normal

ascendente (possivelmente infinita) cujos quocientes sao grupos abelianos.

Estudamos também a situacao em que um grupo localmente finito G' possui um
subgrupo isomorfo a Sy, o grupo simétrico de quatro simbolos. Mais precisamente,

sejam A, D e V grupos tais que:

(i) A um grupo isomorfo a Sy;
(ii) V' o 2-subgrupo maximal normal de ordem 4 de A. Dai, V' é um grupo de Klein;
(ii) D = V{(a) o 2-subgrupo de Sylow de A, com a involu¢do o € A\V. Ele ¢

isomorfo ao grupo diedral de ordem 8.
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Obtemos os seguintes resultados:

Teorema B Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo isomorfo a
D tal que Cg(V') € finito e Cg(a) tem expoente finito. Entao, G é quase localmente

solivel e |G, D]' tem expoente finito.

Teorema C Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo isomorfo a
A tal que Cq(V) € finito e Cg(a) tem expoente finito. Entao, G é quase localmente

solivel e tem expoente finito.

De modo anélogo ao Teorema A, uma consequéncia do Teorema B é que o grupo

G terd uma série normal

14G1 949G, 4G 4G

tal que GG; tem expoente finito, G/G5 é finito e G5 /G4 é abeliano. Mais ainda, G3 é

hiperabeliano e tem indice finito em G.

Esta tese estd dividida em dois capitulos. O primeiro capitulo estid dividido
em secoes que tratam dos pré-requisitos necessarios da Teoria dos Grupos para
um bom entendimento dos principais resultados deste trabalho. Alguns destes pré-
requisitos sao: grupos soluveis, grupos nilpotentes, grupos localmente finitos, grupos
de Chernikov, o Teorema de Schur, condi¢cdes minimais, automorfismos de grupos,
dentre outros. Alguns resultados do primeiro capitulo sao demonstrados e outros
apenas assumidos, tendo como critério para tal escolha apenas a subjetividade.
O segundo capitulo ¢ completamente dedicado as demonstracoes dos principais
resultados deste trabalho, a saber, os Teoremas A, B e C, bem como os Corolarios

A1 e B1. Estes tratam de informagoes a respeito da estrutura do grupo em questao.



CAPITULO 1

Conceltos Basicos

A construgao deste capitulo foi baseada nas seguintes referéncias: (3], [6], [13],
[22], [25], [34].

1.1 Comutadores

Sejam G um grupo e z,y elementos de G. O elemento

[z, y] =2y oy

¢ chamado o comutador dos elementos x e y. Geralmente, denominamos o elemento
2¥ = y~tay de conjugado de x por y. Reescrevendo o comutador usando o conceito de
conjugado, temos: [z, y] = r~'z¥. Mais geralmente, dados n elementos x1, zs, . . ., T,

em G, definimos o comutador destes elementos de modo recursivo, como segue
(1,29, ..o Tp1, ] = [[T1, 22, - .+, Tpa], T

onde por convengao [x1] = x;.

Comutadores gozam das seguintes propriedades fundamentais:
Lema 1.1.1 Seja G um grupo com x,y,z € G, quaisquer. Valem:

1o [,y ™t = [y, al;

2. vy, 2] = [z,2][y, 2] e [z, y2] = [z, 2] [z, y)*;

3. [w,y]* = [2%,y7];

4[5y, 2y, 2, 2z, 2,57 = 1 (Identidade de Witt);
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5. [x,y™t 2y, 27 w)?z, 27 y]® (Identidade de Hall-Wit).

Sejam H, K subconjuntos nao vazios de um grupo G. Definimos o subgrupo

comutador dos subconjuntos H, K como sendo
[H,K| = (|h,k] | he H,k € K).
E, indutivamente definimos
[Hy,Hs,...,H, 1,H,| = [[H,H,...,H, 1], Hy)

com Hq, Hs, ..., H, sendo subconjuntos nao vazios de G.
O subgrupo [G,G] é chamado o grupo derivado de G. Ele também é denotado
por G'.

Observacao 1.1.2

Temos [H,K| = [K,H| e [H,K]| < (H,K). Se H, K sao subgrupos normais em
G, entio [H, K] <G e [H,K| < HN K. Também teremos H <G se, e somente se
[H,G] < H. Se ¢ é um homomorfismo de G, entao [H, K|¥ = [H?, K¥]. Finalmente,

se H K e L sao subgrupos normais em G, entio [HK, L] = [H, L|[K, L].

Introduziremos agora uma definicao analoga aquela do elemento conjugado. Sejam

H um subconjunto nao vazio de G e K subgrupo de G. Definimos
(HXY = (hW* | he H k € K).

E claro que H C (HX) < (H,K). E facil verificar que (H%) = (H{ 7)),
Chamaremos (H) de o fecho normal de H em (H, K). Em particular, para K = G,
temos o fecho normal de H em G. Esse é o menor subgrupo normal em G contendo
H. Ele também ¢ caracterizado por ser a intersecao de todos subgrupos normais de
G que contém H. O conceito de fecho normal (HS) serd essencial neste trabalho,
especialmente no capitulo 2.

Fechos normais tém as seguintes propriedades cujas demonstracoes podem ser

encontradas em [22, pag.124|.
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Lema 1.1.3 Sejam X,Y subconjuntos e H um subgrupo de um grupo G. Valem:

1 (X = (X, [X, H]);

2. (X, H)") = [X, H];

3. Se H = (Y, entio [X, H] = ([X,Y]");

J. Se L=(X) e H=(Y), entio [L, H] = {[X,Y]"").

1.2 Séries, Grupos Soltuveis e Nilpotentes

Iniciaremos com a bésica definicdo de uma série. Dado um grupo G, uma série

de G é uma sequéncia
l=Hy<H <Hy<H3<---

de subgrupos de GG onde cada H; é subgrupo de seu sucessor.

Os subgrupos H; sao chamados de termos da série.

Se existir um ntmero natural n tal que 1 = Hy < H; < Hy < H3 < --- <
H,, = G, esse n é chamado de comprimento da série e, neste caso, a série é dita de
comprimento finito n.

Uma série é chamada prépria se H; # H;,,, para todot=0,1,2,....

Se H; < H;y1, o grupo quociente H; 1/ H; ¢ chamado um quociente da série.

Definiremos algumas importantes séries. Antes, lembremos que o centro de um

grupo G é o seguinte subgrupo:

Z(G)={z€ G| |z9] =1,para todo g € G}

Definicao 1.2.1 Uma série 1 = Hy < Hy < Hy, < H3 < --- de um grupo G ¢é dita

1. subnormal se H; < H; 1 para todo i =0,1,2,... ;
2. normal se H; < G para todo i =0,1,2,...;
3. central se ela é normal e Hiv1/H; < Z(G/H;) para todo i = 0,1,2,.... (ou

equivalentemente [H; 1, G| < H; para todo i =0,1,2,.... ).
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Observacao 1.2.2

(a) Como a normalidade nao é transitiva, entao a propriedade de um grupo G ter
uma série normal € mais forte do que ter uma série subnormal.

(b) Nao hd uma terminologia consistente na literatura, alguns autores chamam
nossa série subnormal de normal, e nossa normal de “invariante” ; livros mais

antigos usam terminologias distintas.

Definicao 1.2.3 Um grupo G € dito ser solivel quando ele possui uma série

subnormal de comprimento finito n

l=Hy<H  <Hy<H3;<---<H,=

tal que os quocientes H; 1 /H; sio abelianos, para todo i = 0,1, ...,n.

Observacao 1.2.4

(a) Quando G ¢é solivel, a série acima é chamada série solivel;

(b) Quando G € solivel, o comprimento da menor série solivel é chamado compri-
mento derivado de G e serd denotado por dl(G);

(c) Grupos abelianos sao soliveis de comprimento derivado igual a 1.

Relembremos em alguns Lemas propriedades de grupos soliveis. As demonstra-

¢oes podem ser achadas em [25, pags. 231,232] e [22, pag. 122].

Lema 1.2.5 Seja G um grupo , entao:

1. Se H ¢ subgrupo de G e G € soluvel , entao H € solivel;
2. Se HLG e G é solivel, entio G/H é solivel;
3. Se HQG com H e G/H soliveis, entao G € solivel;

4. Se H, K sao subgrupos normais soliveis de G, entao HK € soluvel.
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Observacao 1.2.6

(a) Nos itens 1 e 2 do Lema 1.2.5, se G for solivel de comprimento derivado
di(G) =k, entio dI(H) <k edl(G/H) < k;

(b) Oitem 4) do Lema 1.2.5 nos diz que todo grupo finito G tem um inico subgrupo
normal solivel mazimal chamado de radical solivel e denotado por S(G). Este
€ o produto de todos os subgrupos normais soliveis de G. Falaremos um pouco

sobre o conceito de radicais na secao 1.6.1.

Os subgrupos normais minimais tém importantes propriedades em grupos solaveis
finitos. Lembre que um grupo G é dito p-grupo abeliano elementar (p primo), se G é
abeliano e 2P = 1 para todo x € GG. Destacaremos no Lema a seguir uma propriedade
que é essencial neste trabalho. A demonstracao podem ser encontrada em [25, pag.
235].

Lema 1.2.7 Seja G um grupo soluvel finito. Se N for subgrupo normal minimal de

G, entao ele € um p-grupo abeliano elementar para algum primo p.

Nesta tese recorreremos muitas vezes ao seguinte Teorema sobre grupos solaveis
devido a Feit e Thompson (ver [4]). Antes de enuncia-lo, lembre que um grupo 1 # G

é simples, se seus Gnicos subgrupos normais sao 1 e G.

Teorema 1.2.8 (Feit-Thompson) Qualquer grupo de ordem impar é solivel;

equivalentemente, todo grupo finito simples nao abeliano tem ordem par.
Definicao 1.2.9 Um grupo G € dito nilpotente quando ele possui uma série de
comprimento finito n

1=Hy<H<H,<H;<---<H,=G

que € central.

Observacao 1.2.10

(a) Quando G € nilpotente, o comprimento da menor série central é chamado classe

de nilpoténcia de G e serd denotado por cl(G);
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(b) Grupos abelianos sio nilpotentes de classe menor do que 1 e grupos nilpotentes

sao soliveis.

Em alguns Lemas relembremos propriedades de grupos nilpotentes. As demons-

tragoes podem ser encontradas em |22, pag. 122].

Lema 1.2.11 Seja G nilpotente, entdo:

1. Se H ¢ subgrupo de G, entao H ¢ nilpotente;

2. Imagens homomdrficas de G sao nilpotentes.

Observacao 1.2.12 No Lema acima, se G for nilpotente de classe cl(G) = k,
entio cl(H) <k ecl(G/H) < k.

Para grupos nilpotentes vale destacar o Teorema de Fitting, cuja demonstracao

pode ser vista em [22, pag. 133].

Teorema 1.2.13 (de Fitting) Se H, K sao subgrupos normais nilpotentes de um
grupo G com classes m e n, respectivamente, entdo HK € nilpotente com cl(HK) <

m—+n.

Observacao 1.2.14 O subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes
de um grupo G é chamado de subgrupo de Fitting de G e serd denotado por Fitt(Q).

Quando G € finito, entdo Fitt(G) € nilpotente, pelo Teorema de Fitling.

Definiremos agora de maneira indutiva importantes subgrupos de um grupo G.

Definicao 1.2.15 O i-ésimo termo da série central inferior v;(G) € definido indu-

tivamente por

71(G) =G, 71(G) = [%‘(G)»G]

para todo i =1,2,3, ...
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Defini¢ao 1.2.16 O i-ésimo centro Z;(G) € definido indutivamente por
Z0(G) =1, Zi(G) = {2 € G | [2.9] € Zi(G), para todo g € G}

para todo i =0,1,2,3, ...

Definicdo 1.2.17 O i-ésimo subgrupo derivado G é definido indutivamente por
GO — G, GO — [G(i_l), G(i—l)]

para todo i =1,2,3, ....
Observacao 1.2.18

(a) Os subgrupos v;(G), Z;(G) e GY sio todos caracteristicos em G e, portanto,
normais em G;

(b) Note que v(G) = GV = G' é o subgrupo derivado de G. Também, Z,(G) € o
centro de G.

De posse dos subgrupos acima, definiremos as seguintes séries:

Definicao 1.2.19

1. A série central inferior € a série: G = 71 (G) > %(G) > v3(G) - - - ;
2. A série central superior é a série: 1 = Zy(G) < Z1(G) < Z(G) < - -+

)
3. A série derivada é a série: GO =G> GV >GP ... ;
Sel =Hy < H < Hy < Hy <--- < H, = G é& qualquer série central de
comprimento n de G, entao vale:

Yi+1(G) < Hp—y < Z,,_i(G)

para 0 <1 <n.
Os proximos Lemas fornecem caracterizacoes para a solubilidade e a nilpoténcia

de um grupo G “em funcdo” dos subgrupos v;(G), Zi(G) e G,
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Lema 1.2.20 Sejam G um grupo e n um inteiro positivo. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

1. G é solivel com dl(G) = n;

2. G =1.
Observacao 1.2.21 G ¢ dito um grupo metabeliano quando G" = 1.

Lema 1.2.22 Sejam G um grupo e n um inteiro positivo. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

1. G € nilpotente com cl(G) < n;
2. ,Yn-i-l(G) = 17.
3. Z,(G) =G.

Listaremos nos proximos Lemas algumas propriedades importantes envolvendo
os subgrupos v;(G), Zi(G) e G,

Lema 1.2.23 Sejam G um grupo e i, j,n inteiros positivos. Valem:

~

[i(G),75(G)] < i (G);

i(G), Zi(G)] < Z;—i(G) se j = i;
- 71(35(G)) < 7i5(G);

- Zi(G]Zi(G)) = Zi;(G) [ Z;(G);

SR S S

Observacao 1.2.24 Das informacoes acima, deduzimos que se G € nilpotente de

classe no mdzimo 28 — 1, entio G é solivel e dl(G) < k.

Lema 1.2.25 Sejam G um grupo, N subgrupo normal em G en um inteiro positivo.

Entao:

1. 1(G/N) = 1 (G)N/N;
2. (G/N)™) =GP N/N.
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1.3 O Teorema de Schur

O Teorema de Schur é uma poderosa ferramenta empregada na demonstragao dos
principais resultados desta tese. Pela sua relevancia neste trabalho, nao s6 daremos
seu enunciado como também apresentaremos uma demonstracao baseada em [22,
pag. 287|.

1.3.1 O Homomorfismo Transfer

Relembremos a definicao de um transversal:

Definicao 1.3.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Um transversal T a
esquerda (a direita) de H em G € um subconjunto de G que consiste de um elemento

em cada classe lateral o esquerda (a direita) de H em G.

Observacao 1.3.2 Nesse sentido ¢ claro que G € a sequinte unigo disjunta:
G = UertH (ou G = U,ep Ht). Ademais, todo elemento de G pode ser escrito

unicamente da forma th (ou ht), t € T eh € H.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que |G : H| = n. Escolhendo
um transversal T = {t1,ts,...,t,} de H em G, nés temos que Ht;z = Ht gy, com
x € G, onde a funcdo i — (i)z é uma permutagao do conjunto {1,2,...n}. Assim,
ti:z:t&)lm € H para todo x € G.

Suponha que 8 : H — A é um homomorfismo de H sobre um grupo abeliano
A. Entao o Homomorfismo Transfer (ou simplesmente o Transfer) de 0 é a funcao

0* : G — A definida pela regra

Como A é abeliano, entao a ordem dos fatores no produto é irrelevante.

Lema 1.3.3 O Transfer 0* : G — A é um homomorfismo e nao depende da escolha

do transversal.
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Demonstracao:

Primeiro, mostraremos que 6* : G — A é um homomorfismo. De fato,

0" (xy) = Hﬁtxyt_ll

= 1otatgotomte,,)

- Htht(Z)lm H@ Jyt])y
i=1 j=1

= 0°(2)0"(y)

e 0* ¢ homomorfismo, o que mostra o resultado.

Segundo, se T° = {t|,t,,...,t.} & outro transversal podemos sempre organizar
0s t; e 0s t;- de modo que Ht; = Ht; e, conseqiientemente, t;- = h;t; , com h; em H.
Entao, se z € G,

Ht), = Htzw = Htjw = Hiyy,

portanto, t( = N(i)zl(i)» com hg, € H. Assim,

)T

>
—~

I

B
/—\H\\
I{»a
~—

I
—=

—17 -1

=1

.
Il
—
-
I

9(hi>9<h(; )0(tixt;),)

() )

Agora, veja que, quando ¢ varia sobre o conjunto {1,2,...,n} o mesmo ocorre

(11 e(hih@)lx)> =1

H o(t, xt(;);) H 0(tiat;),)

i=1 i=1

Il
||': s

com (i)x e, dai,

Mas entao,

E o transfer nao depende do transversal. |
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Lema 1.3.4 Dado x € G, existem s1,89,...,8; € G ely,lo, ...l € N tais que

k
0" (x) = He(sixlisfl)
i=1
k
com H <G, |G:H|:neZli:n.
i=1
Demonstracgao:
Sejam x,s; € G e considere as classes Hsy, Hsix, Hs 22, .... Com Hsz" = Hs;,

onde [; é o menor inteiro tal que a igualdade ocorre. Considerando sy # s1, faga o
mesmo procedimento anterior com s, e seja I, 0 menor inteiro tal que Hs z'2 = Hss.

Dessa maneira, teremos
2 l—1
Hsy,Hsix,Hs1x*, ..., Hs o

onde [, 0 menor inteiro tal que Hsyz!* = Hsy,.
Os elementos s;27, com i =1,2,....k, j=1,2,...,1; — 1 formam um transversal
de H.

Como

entao

Mais um Lema 1til para a demonstragao do Teorema de Schur é o seguinte:

Lema 1.3.5 Seja G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo de G com o

indice |G : H| finito. Entado H € finitamente gerado.

Demonstragao:

Seja G = (X) onde X ¢é um subconjunto finito. Se T = {t, = 1,a,t3,...,t,} ¢ um

transversal de H em G, entdo temos a seguinte uniao disjunta G = | J,. Ht.
Sejam g € G e Htjg = Ht),. Assim, t;g = h(j, )ty h(J,9) € H dependendo

de jeg.
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Se g1 é outro elemento de G, veja que

tiggn = (t;9)n
= h(j, 9t
= h(j, 9t
= h(j, 9)h((5)g: 91)t )90

Se g, é outro elemento de G teremos:

ti99192 = h(J, 9)h((5)9, 91)h((5)991, 92)t (j)g9192

e assim sucessivamente.
Agora, se a € H, entao a = x1 - Ty - - - 13, com x; € X U X1 pois G = (X).

Usando o argumento acima, podemos escrever

a = ta
= tTy Ty T
= h(l,z1)h((1)x1, 22)h((1)2122, 23) - - h((1)T1 - T2+ T, Th )b ()21 ooy
= h(1,z1)h((1)xr, 22)R((1)2122, 23) - - - (1)1 - 2 - - - Tp—1, Tk )b (1)a

Mas, H = Htya, pois, t; = 1 e a € H. Portanto, 1), = 1, visto que £), e 1
pertencem a T = {t; = 1,ty,--- ,t,}. Logo,

a = h(1,21)h((1)x1, z2)h((1)x129, 23) - - - A((1)x1 - T2 -+ Th_1, T
Concluimos que H é gerado por um ntimero finito de A(i,z), com 1 < i < mn e

re XUX L |

Lema 1.3.6 (Schur) Seja G um grupo e H < Z(G) tal que |G : H| = n. Entdo, o
Homomorfismo Transfer da fun¢io 6 : H — H dada por O(h) = h , para todo h € H

é a fungao 0* : G — H dada por 0*(x) = ™.
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Demonstracao:

Usando o Lema e o fato de que @ ¢é a identidade de H , podemos escrever

Como Hs;rl = Hs;, entdo, szl = 28 , 2 € H < Z(G) . Assim, 2l = 57128, =
z; portanto z'i € H C Z(G).

Logo,
k k
0*(x) = Hsixlisi_l = Hxli.

i=1 i=1

Como,
k

> li=m,

i=1
entdo, 0*(r) = 2". Finalmente, o Lema 1.3.3 nos garante que o Transfer ¢ um
homomorfismo. ]

Teorema 1.3.7 (de Schur) Se G/Z(G) tem ordem finita n, entdo o subgrupo
derivado G' € finito e (G')" = 1.

Demonstracao:
Seja T' = {t1,ta,...,t,} um transversal. Como G/Z(G) é finito, entao

G/Z(G) = (L Z2(G), 1. Z(Q), ... tn Z(G)}.

Afirmamos que G' = ([t;,t;] ; 1 < 4,57 < n). De fato, G = J_, t;Z(G). Sejam
r,y € G ,entdo v =t;z; , y=1t;z; ,comt;t; €T e z,2z € Z(G). Assim ,

[z,y] = [tizi, 82
zi_lti_lzj_ltj_ltizitjzj
= ;7' it
= [ti, )]

Da Afirmacao acima segue que G’ é finitamente gerado. Por outro lado, pelo

Lema de Schur, a funcao ¢* : G — Z(G) dado por ¢*(z) = 2" ¢ o Homomorfismo
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Transfer de ¢ : Z(G) — Z(G) dado por ¢(z) = z , para todo z € Z(G). Portanto,

pelo Teorema dos Homomorfismos temos:

G/Nuc(¢") = ¢(G) < Z(G)

Assim, G/Nuc(p*) é abeliano e, portanto, G' < Nuc(p*). Logo, para todo
g € G' < Nuc(p*), temos ¢*(g) = g™ = 1, isto é, G’ & de tor¢ao.

Mostraremos agora que G’ é finito. Naturalmente, G' N Z(G) ¢ abeliano. Como

GG N Z(G) = Z(G)G' 1 Z(G)

e, por hipdtese, |G : Z(G)| é finito, entdo |G’ : G' N Z(G)| = |Z(G)G' : Z(G)| é
finito. Por outro lado, G’ ¢ finitamente gerado (e de torcao) e |G’ : G' N Z(G)| ¢é
finito, entao pelo Lema 1.3.5 G'N Z(G) é finitamente gerado. Além disso, G' N Z(G)
é de torgao, pois G' N Z(G) C G’ que o é. Mas entdo, pelo teorema dos grupos

abelianos finitamente gerados, segue que G' N Z(G) é finito. Finalmente, concluimos
que |G' =|G'NZ(G)|- |G : G'NZ(G)] é finito. |

1.4 O Teorema de Schur-Zassenhaus

O Teorema de Schur-Zassenhaus é muito 1til neste trabalho. Ele serd usado na

demonstracao de um resultado sobre acoes coprimas, vista na secao 1.8.

Teorema 1.4.1 Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal em G tal que

(IN],|G : N|) = 1. Entao:

1. N tem um complemento em G, isto €, existe K subgrupo de G tal que G = KN
e KNN=1;

2. Se K e J sao complementos de N em G, entao existe g € G tal que J = K9Y.

Observacao 1.4.2

(a) Se (|N|,|G : N|) # 1 o Teorema 1.4.1 pode falhar. Por exemplo, G = (x) com

|G| = 4. Veja que (x*) nao tem complemento;
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(b) Se N nao for normal mesmo quando (|N|,|G : N|) =1 o Teorema 1.4.1 pode
falhar. Tome G = A5 e N um 3-subgrupo de Sylow de G. Entao |N| = 3 mas
G nao possui subgrupo de ordem 20;

(c) No grupo de Klein Zy X Zs, todo subgrupo tem um complemento uma vez que
ele € um espaco vetorial sobre Zo;

(d) Um complemento nao precisa ser unico. Tome Ss e o subgrupo alternado As.
Todo subgrupo de ordem 2 € um complemento de Az em Sj3.

Daremos uma outra formulacao para o Teorema de Schur-Zassenhaus, para isso
precisamos de algumas defini¢oes. Antes, sejam 7 um subconjunto nao vazio de

ntmeros primos e n' o complementar de m em relacao ao conjunto de todos os

nimeros primos P.

Definicao 1.4.3

1. Seja G um grupo finito. Entao G € dito um m-grupo quando todo primo que
divide a ordem de G pertence a 7;
2. Um subgrupo H de G € dito um m-subgrupo de Hall de G quando ele é -

subgrupo e (|H|,|G : H|) = 1.
Observacao 1.4.4

(a) Para um determinado subconjunto de primos w, um m-subgrupo de Hall pode
nao existir. Por exemplo, tome G = As e m = {3,5}. Neste caso, um {3,5}-
subgrupo de Hall de G deveria ter indice 4, o que nao ocorre;

(b) Se um m-subgrupo de Hall H de G tem um complemento, entdo este é um m'-
subgrupo de Hall de G;

(c) Se G possui um mw-subgrupo de Hall H e um 7'-subgrupo de Hall K, entio K ¢
um complemento de H em G e vice-versa;

(d) Quando m = {p}, entao um mw-subgrupo de Hall H é um p-subgrupo de Sylow

de G. Nesse caso, pelo Teorema de Sylow, sempre existird w-subgrupo de Hall

em G.



1.5 Grupos Periodicos 30

Vamos a uma outra formulacao para o Teorema de Schur-Zassenhaus:

Teorema 1.4.5 Sejam G um grupo finito e N um mw-subgrupo de Hall que é normal

em G. Entao:

1. G possui 7' -subgrupo de Hall K que é um complemento de H em G;
2. Se N ou G/N ¢ solivel, quaisquer dois '-subgrupo de Hall de G sao conjugados
em G.

Pelo Teorema de Feit-Thompson a solubilidade dos grupos N ou G/N no Teorema

acima pode ser removida.

1.5 Grupos Periodicos

Um grupo G é dito periddico (ou de torsao) quando todos os seus elementos tém
ordem finita. Se existir um menor inteiro positivo n tal que 2" = 1 para todo x em
G, entao dizemos que G é de expoente finito n. O expoente de um grupo G seré
denotado por exp(G). Obviamente, um grupo finito tem expoente finito e um grupo
com expoente finito ¢ um grupo periédico. Por outro lado, se apenas a identidade

de G tem ordem finita, entao G' é chamado livre de tor¢ao.

Observacao 1.5.1

(a) Um grupo G € periddico se, e somente se, (x) € finito para todo x em G;
(b) Claro que hd grupos periddicos infinitos. Tome G = {(x1, x93, x3,...) | ; € ZLs};

(c) Grupos periodicos nao precisam ter expoente finito. Tome

Q/Zz{%—i—Z\m,neZ,n#O}.

Um Lema elementar relativo a expoente mas bastante 1til neste trabalho é o

seguinte:
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Lema 1.5.2 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G tais que exp(N) = k
e exp(G/N) =1, entio exp(G) < kl.

Demonstracao:

Para todo z € G temos que (z)* =1, uma vez que 2! € N. [ |

Destacaremos agora nosso objeto central de estudo, a saber: os grupos localmente

finitos.

Definicao 1.5.3 Um grupo € localmente finito quando todo subgrupo finitamente
gerado € finito.
E facil ver que todo grupo finito é localmente finito. Também, grupos localmente

finitos sao periddicos. Quando estudamos grupos localmente finitos, seus subgrupos

finitos requerem uma atencao especial.

Defini¢ao 1.5.4 Seja G um grupo (nao necesssariamente localmente finito). Um

conjunto de subgrupos Y do grupo G é chamado um sistema local para G, se:

(i) G=U{H|He)X}
(ii) Para todo par E,F € ), existe um subgrupo H € > de G tal que E,F C H.

Em particular, se G ¢ um grupo localmente finito entao o conjunto de todos os
subgrupos finitos de G formam um sistema local para G. Ademais, grupos localmente
finitos que sao enumeraveis sao bem caracterizados em termos de sistemas locais,

como mostra o

Lema 1.5.5 Seja G um grupo. Entao, G localmente finito e enumerdvel se, e
somente se, existe um sistema local Y consistindo de subgrupos finitos e que sao

totalmente ordenados pela inclusao.

Demonstragao:

Seja G localmente finito e enumeravel. Entdo, G = {g1, g2, ...}. Consideremos
G, = (91,92, .-, gn). Entdo, G, é finito e G,, < G, 11, para todo natural n > 1.
Claramente G = |J,~, G, e, dai, {G,, | n > 1} forma um sistema local para G.
Reciprocamente, se é possui um tal sistema local ), entdo G = UHGZ H eeleé

claramente localmente finito. Mais ainda, G' é enumeravel uma vez que ) tem uma
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sequéncia bem ordenada de grupos finitos. |

Nas demonstragoes dos principais resultados deste trabalho, faremos o uso do
seguinte Teorema devido a Mann (ver [20]): “Seja G um grupo tal que G/Z(G) é
localmente finito e tem expoente n. Entao G' € localmente finito e tem expoente finito
o qual é n-limitado”.

Embora nao apresentemos a demonstracao desse resultado, gostariamos de nao
perder a oportunidade de demonstra-lo numa situacao particular. Além do que, como
neste momento do trabalho estamos no “ambiente localmente finito” é oportuna sua
apresentacao. Embora tal caso particular seja uma consequéncia do Teorema de

Schur, vamos destaci-lo como um:
Teorema 1.5.6 Seja G um grupo solivel. Suponha que G/Z(G) € localmente finito
e tem expoente n. Entao G' € localmente finito e tem expoente finito.

Demonstracao:

Primeiro mostraremos que G’ é localmente finito. Com efeito, seja H =

(x1,29,...,2,) < G e mostraremos que H ¢é finito. Como H < G’', entao cada
i, 1 < i < k se escreve como x; = H;j z;; onde zj; = [aj;, bj], com 1 < i < k.

Seja K = (a;i,b;|l < i <k, 1 < j <r). Desta forma, H < K'. Como K ¢ fi-
nitamente gerado e G/Z(G) é localmente finito, entdo KZ(G)/Z(G) é finito. Mas
KnNZ(G) < Z(K), logo K/Z(K) é finito. Pelo Teorema de Schur segue que K’ é
finito e, portanto, H é finito como querfamos.

Agora, mostraremos que G’ tem expoente finito. Realmente, sejam a, b quaisquer
elementos em G e considere N = (a,b). Usando que NN Z(G) < Z(N) e G/Z(G)
tem expoente n, entdo N/Z(N) tem expoente n-limitado. Dai, N/Z(N) é um grupo
soltuvel, finitamente gerado e de tor¢ao, donde, finito. Pelo Teorema de Schur, temos
que N’ tem ordem limitada. Assim, o([a,b]) é limitada. Desde que todo quociente
G® /G ¢ gerado por elementos da forma [a, b] para todo i = 1,2,3, ..., dl(G) —1,
entdo o expoente de G /G0 ¢ limitado para todo i = 1,2,3,...,dl(G) — 1.

Portanto, G’ tem expoente limitado. |
Um grupo localmente finito (infinito) importante neste trabalho é o p-grupo

quaseciclico, denotado por Cpe, onde p é um primo. Em termos de geradores e

relacoes temos a seguinte caracterizacao para Cpe :

Cpoo = (z; | xfﬂ =z, 2] =1,i=12,..,).
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Este grupo também surge mais concretamente; ele pode ser pensado como as p-
ésimas raizes complexas da unidade, ou como o conjunto dos elementos de ordens
poténcias de p no grupo abeliano aditivo Q/Z. Todo subgrupo proprio de Cpe ¢é
ciclico e finito. De acordo com o isomorfismo descrito anteriormente, pode-se ver
que Cpo nao tem expoente finito. Mais ainda, o produto direto de grupos Cpe ¢
localmente finito.

J4a sabemos que grupos localmente finitos sao periddicos. Serd que vale a re-
ciproca? A reciproca estd relacionada com os chamados problemas de Burnside.
Discorreremos um pouco sobre eles na proxina subsecao, que foi baseada na tese de

doutorado de J. Caldeira (ver [33] para maiores detalhes historicos).

1.5.1 Os Problemas de Burnside

1) O Problema Geral de Burnside

Em 1902, William Burnside, em seu trabalho entitulado “On an unsettled question
in theory of descontinuous”, levantou o seguinte problema:

E verdade que todo grupo periddico € localmente finito?

Equivalentemente:

E verdade que todo grupo periddico finitamente gerado é finito?

Esta questao ficou conhecida como O Problema Geral de Burnside e permaneceu
em aberto por algum tempo, até que em 1964 Golod apresentou um contra-exemplo:
constroi para todo primo p e todo d > 2 um p-grupo infinito, d-gerado, tal que
todo subgrupo (d — 1)-gerado ¢ finito. Esta foi a primeira resposta negativa para o
Problema Geral de Burnside. Outros contra-exemplos foram surgindo por meio de

diferentes técnicas.
2) O Problema de Burnside

Seja F,,, o grupo livre com m geradores e seja N = (z" | z € F,,). Posto isto, o

Grupo Livre de Burnside m-gerado e de expoente n é definido como
B(m,n) = F,,/N.

As seguintes questoes (equivalentes) ficaram conhecidas como O Problema de Burn-

side:

(i) E verdade que todo grupo de expoente n ¢ localmente finito?
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(ii) E verdade que todo grupo de expoente n, finitamente gerado é finito?

(iii) B(m,n) é finito?

Note que B(1,n) e B(m,2) sao ambos finitos, pois o primeiro é um grupo ciclico
de ordem n e o segundo é um 2-grupo abeliano elementar. Burnside demonstrou em
1902 que B(m,3) ¢é finito. Sanov em 1940 demonstrou que B(m,4) ¢é finito e em
1958, M. Hall mostrou a finitude de B(m, 6). Sdo problemas em aberto as finitudes
de B(m,5), B(m,8), B(m,9) e B(m, 12).

A resposta para O Problema de Burnside é também negativa e o primeiro contra-
exemplo apareceu com Novikov e Adian em 1968, num trabalho onde demonstraram
que para todo n > 4381, n impar, e para todo m > 1, existe um grupo infinito m-
gerado e de expoente n. Em 1975, Adian melhora este tltimo resultado considerando
n > 665, n impar. Outros resultados neste sentido foram obtidos por Olshanskii,
que construi um grupo que ficou conhecido como Mostro de Tarsky (grupo infinito
nao abeliano onde todo subgrupo préprio tem ordem prima p, com p suficientemente
grande). Em 1982 ele usou as mesmas técnicas da construgdo do Mostro de Tarsky
para dar uma demonstracao de que B(m,n) & infinito para n > 10 n fmpar;
Ivanov em 1992 mostrou que B(m,n) é infinito para todo m > 1 e n suficientemente
grande, a saber, n > 2%: Lysénok apresentou solucao negativa para n > 8000, n
divisivel por 16.

Muitos pesquisadores se dedicam a investigacao da finitude ou nao de B(m,n)

para certos valores de m e n.
3) O Problema Restrito de Burnside

Um grupo G ¢ dito residualmente finito se para todo 1 # g € G existe um
subgrupo normal N, de G tal que g ¢ N, e G/N, ¢é finito. Posto isso, as seguintes

questoes (equivalentes) ficaram conhecidas como O Problema Restrito de Burnside:

(i) E verdade que todo grupo finito, m-gerado e de expoente n tem sua ordem

limitada por uma funcao que depende apenas de m e n?
(ii) B(m,n) possui apenas um nimero finito de subgrupos de indice finito?

iii) E verdade que todo grupo residualmente finito de expoente n é localmente
iii) E dad todo g dual te finito d t local t
finito?

O Problema Restrito de Burnside foi respondido afirmativamente em 1989 com
um trabalho premiado de Zelmanov [35, 36]. Em 1956, P. Hall e G. Higman [7]
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apresentaram importantissimos resultados relacionados com este problema, onde
reduziram o Problema Restrito de Burnside ao caso de grupos com expoente poténcia
de primo e obtém, assim, contribuicoes importantes para uma resposta positiva. Em
1959, A.I.Kostrikin apresentou uma solucao parcial, demonstrando o caso em que o
expoente do grupo é um niimero primo. Suas discussoes basearam-se em um profundo

estudo de algebras de Lie de caracteristica prima com condi¢ao de Engel.

1.6 Classes de Grupos

A seguinte definigao de classe de grupos é baseada na referéncia [22].
Uma classe de grupos X é uma classe (ndo é um conjunto) cujos seus membros

sao grupos e que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) X contém um grupo de ordem 1;
(ii) se H =G € X, entao H € X.

Exemplos de classes de grupos sao: a classe de todos os grupos, todos os grupos
finitos, todos os grupos abelianos.

Se X' é uma classe de grupos, entao sX e ¢X denotarao, respectivamente, a classe
de todos os grupos que sao isomorfos a um subgrupo de um grupo G € X, e a classe
de todos os grupos que sao imagens homomorficas de um grupo G € X.

Uma classe X ¢é dita fechada para subgrupos quando X = sX e, fechada para
quocientes quando X = ¢X. Uma classe X ¢ dita fechada para extensoes se
N,G/N € X com N <@, implicar que G € X. Uma classe X é dita Ny-fechada
se N, H sao subgrupos normais de GG, com N, H € X, implicar que NH € X. Em
particular, a classe de todos os grupos soluveis ¢ Ny-fechada. Note que qualquer classe
X de grupos que é fechada para quocientes e extensoes serd Ny-fechada também.
Mais geralmente, X é dita N-fechada se {N;};c; for uma familia de subgrupos
normais de um grupo G com N; € X para todo i € I, entdo [[,., N; € X, onde
[Lic; Ni € o produto de todos os subgrupos normais N;.

Seja X uma classe de grupos. Dizemos que um grupo G é localmente-X se todo
subgrupo finitamente gerado de G pertence a X'. Se, por exemplo, X for a classe
de todos os grupos finitos, entdao GG é localmente finito se, e somente se, para todo
subgrupo H de G com H finitamente gerado implicar H € X.

Dizemos que um grupo G é quase-X se G tem um subgrupo H de indice finito
(em G) tal que H € X. Note que se G € X, entao G é quase-X, pois |G : G| = 1.

Destacaremos neste trabalho, dois tipos importantes de grupos: grupo periodico

localmente solivel e grupo periodico quase localmente solivel.
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Nosso objetivo agora é apresentar algumas propriedades de grupos periodicos

localmente finitos, localmente soluveis e grupos quase localmente soluveis.

Lema 1.6.1 A classe X formada por todos os grupos periddicos € fechada para

subgrupos, quocientes e extensoes.

Demonstragao:

Fechada para subgrupo: sejam G € X e H < G. Como todo elemento de G tem
ordem finita, em particular, os elementos de H, entao H € X. Fechada para quo-
cientes: sejam G € X e ¢ um homomorfismo de G. Uma vez que a ordem de ¢(z)
divide a ordem de x para todo = € G, entdao ¢(G) € X. Finalmente, X é fechada
para extensoes: seja N IG com ambos N e G/N em X. Seja x € G qualquer. Desde
que G/N € X, entao ¥ € N para algum inteiro positivo k e, uma vez que N € X,

entdo 2%/ = 1 para algum inteiro positivo j. Portanto, G € X como queriamos. W

Lema 1.6.2 A classe X formada por todos os grupos localmente finitos € fechada

para subgrupos, quocientes e extensoes.

Demonstragao:

Fechada para subgrupo: sejam G € X, H < G e K um subgrupo finitamente gerado
de H. Entao K um é subgrupo finitamente gerado de G. Mas G € X, entao K é
finito, dai segue-se que H € X.

Fechada para quocientes: sejam G € X, ¢ um homomorfismo de G e H subgrupo
finitamente gerado de ¢(G). Dai, H = (¢(h1), ¢(ha), ..., ¢(h:)) = ¢({h1, ha, ..., h;)),
com h; € G,1 < j <i Como G € X entdo (hy,hy,...,h;) é finito e, assim, H ¢é
finito. Logo, ¢(G) € X.

Fechada para extensoes: seja N < G com ambos N e G/N em X. Seja H um
subgrupo finitamente gerado de G e mostremos que ele é finito. Temos HN/N
finito, pois G/N € X. Dai, |H : H N N| é finito. Agora, usando o Lema 1.3.5 segue
que H N N ¢ finitamente gerado, logo finito dado que N € X. Portanto, G € X e a

demonstracao esta completa. |

Lema 1.6.3

1. Todo grupo periodico localmente solivel € localmente finito;

2. Todo grupo periddico quase localmente soluvel € localmente finito.
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Demonstracao:

1) Sejam G periodico localmente solavel e H um subgrupo finitamente gerado de

G. Entao H é um grupo periédico e solivel. Logo, existe uma série
l=Hy<H <Hy<H3<---<Hy 1 <H;=H

tal que os quocientes H;,1/H; sao abelianos, para todo: =0, ...,s—1. Como Hy/H, 4
¢ grupo abeliano periddico finitamente gerado, entao ele é finito. Pelo Lema 1.3.5,
segue que H, 1 é finitamente gerado. Por indugao sobre s, H,_; é finito. Mas entao,
G é localmente finito.

2) Seja G periddico quase localmente soluvel, entao existe subgrupo M tal que
o indice |G : M| ¢ finito e M ¢ localmente soluvel. Pelo item 1) temos que M ¢é

localmente finito. Agora o resultado segue do Lema 1.6.2. |

Proposicao 1.6.4 A classe de todos os grupos periddicos localmente soliveis €

No—fechada.

Demonstracao:

E suficiente mostrar que a classe de todos os grupos periédicos localmente soltiveis
é fechada para extensoes. Assim, seja G um grupo contendo um subgrupo normal
N tal que ambos N e G/N sao periodicos localmente soluveis. Claramente G é
periodico. Se H é um subgrupo finitamente gerado de G, entao HN/N é um grupo
soluvel finitamente gerado e, assim, H/H N N é finito pelo Lema 1.6.3. Agora, pelo
Lema 1.3.5, segue que H N N é finitamente gerado (e solavel). Logo, por hipotese,
concluimos que H N N ¢ finito. Assim, H é um grupo soluvel finito, dai segue-se

que G é localmente soluvel, como queriamos. |

1.6.1 Radicais e Residuos

Seja X é uma classe de grupos. Definimos o radical-X de um grupo G como sendo
o produto de todos os subgrupos normais de GG que pertencem a classe X. Se tais
subgrupos normais nao existem, entao o radical-X" sera definido como o grupo trivial.
Denotaremos o radical-X de um grupo G por Gy; assim, Gy = [I{NJIG | N € X}.
E facil verificar que Gy & sempre subgrupo caracteristico de G. A situacdo mais

interessante é o caso em que Gy pertenca a X', uma vez que neste caso, G contera um
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tnico X'-subgrupo normal maximal. Certamente, em geral Gy nao precisa pertencer
a X; por exemplo, um produto direto (infinito) de grupos solaveis nao precisa ser
soluvel. Se X for a classe de todos os grupos nilpotentes finitos e G for finito, entao
Gx € X pois, neste caso, Gy nada mais é do que o Fitt(G). Por outro lado, pela
Proposicao 1.6.4 todo grupo localmente finito tem um radical localmente solivel, o
qual é novamente localmente solivel.

De maneira completamente andloga, se X ¢ uma classe de grupos, entao o

residual-X de um grupo G é definido por
GY=({NQG|G/N e x}.

Também G¥ serd subgrupo caracteristico de G. Em geral G/G?¥ nao precisa
pertencer a X. Por exemplo, se X é a classe de todos os grupos finitos, entao G/G*
nao precisa ser finito. Similar ao que acontece com Gy , se G/G* € X, entdo este

¢ o menor subgrupo normal de G com quociente em X.

Lema 1.6.5 Suponha que X € uma classe de grupos que € fechada para subgrupos
e N-fechada. Se H < G, entdo HNGy < Hxy com a igualdade ocorrendo se H 1 G.

Se X € também fechada para quocientes e H <G, entio GyH/H < (G/H)x

Demonstracao: Gy € X, pois X é N-fechada. Dai, H N Gy € X, pois X &
subgrupo fechada. Uma vez que H N Gy < H temos que H N Gy < Hy. Se
H < G, entao Hy < Gy e a igualdade segue. Seja H < GG e considere o homo-
morfismo ¢ : G — G/H. Como agora X é também fechada para quocientes, entao

GyH/H € X. Juntando com o fato de que Gy é normal em G, o resultado segue. B

Observacao 1.6.6

(a) Sejam ™ um subconjunto nao vazio de nimeros primos e ' = P\ m, onde P
€ o conjunto dos niumeros primos. Denotaremos por X, a classe de todos o0s
w-grupos. Como o produto de um nimero arbritrdrio de w-subgrupos normais
de um grupo é novamente um T-grupo, entao todo grupo G localmente finito
contém um tnico w-subgrupo normal mazimal, que € o radical-G x_. Neste caso,

vamos denotd-lo por O.(G). Em particular, quando m = {2}, escreveremos

O(G) no lugar de O (G).
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(b) Pelo Lema 1.6.5, seque que para cada subgrupo H de G tem-se H N O,(G) <

O.(H) e HNOL(G) = O, (H) se, e somente se, H<LG.

1.7 A Condicao Minimal, Grupos de Chernikov e

Grupos com min-p

Nesta secao apresentaremos mais ferramentas que desempenharao um papel
consideravel neste trabalho. Sao elas: grupos com condicdo minimal, grupos de
Chernikov e grupos com min-p, p um nimero primo. Veremos como estes conceitos
se relacionam com os de grupos localmente finitos a fim de produzir resultados tteis

para demonstracao dos principais Teoremas deste trabalho.

1.7.1 A Condicao Minimal Sobre Subgrupos

Ha muitas propriedades de grupos infinitos que sao motivadas por aquelas dos
grupo finitos. Tais “condi¢oes de finitude” tém desempenhado um papel extrema-
mente essencial na teoria dos grupos. A condicao minimal sobre subgrupos é uma

delas.

Definicao 1.7.1 Um grupo G é dito ter a condi¢ao minimal sobre subgrupos (ou G
satisfaz min) se todo conjunto nao vazio de subgrupos de G, parcialmente ordernados

pela inclusao, tem um elemento minimal.

Observacao 1.7.2 Certamente, todos os grupos finitos tém condicao minimal
sobre subgrupos. Também, para cada primo p, o p-grupo quaseciclico Cpo satisfaz
min uma vez que seus subgrupos proprios sao finitos.

No que segue, denotaremos a classe de todos os grupos satisfazendo min por X,,;,.
O proximo Teorema dard uma importante caracterizacao para grupos em X,,;,. Tal

caracterizagao evidencia a condicao de finitude que esta por tras da definicao acima.

Antes, precisamos da seguinte definicao:
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Definicao 1.7.3 Um grupo G satisfaz a condigao de cadeia descendente (ou satisfaz

c.c.d) para subgrupos se toda sequéncia descendente de subgrupos

Hy>Hy>Hy>---

em G € finita, isto €, existe um inteiro positivo n tal que H, = Hj, para todo k > n.

Observacao 1.7.4  Grupos ciclicos infinitos nao satisfazem c.c.d, também o grupo

dos racionais Q. Por outro lado, o p-grupo quaseciclico Cp~ satisfaz c.c.d.

A caracterizacdo ora informada anteriormente é a seguinte:

Teorema 1.7.5 Um grupo G tem min se, e somente se, ele satisfaz c.c.d.

Demonstragao:

Suponha que G tem min e que
Hy>Hy > H3 > ---

¢ uma sequéncia descendente de subgrupos de G. Seja S = {H; < G | i € I}.
Entao, existe um elemento minimal H, € S, para algum inteiro positivo k. Como
Hy > Hjpyj; para todo j > 1, segue que H; = Hj;. Reciprocamente, suponha
que G satisfaz c.c.d e seja S = {H; | i € I} um conjunto nio vazio de subgrupos
parcialmente ordenado pela inclusao de G. Se H; € S nao é minimal, entao existe
Hy, € S para o qual H; > H,. Se Hy € S nao é minimal, entdo existe Hz € S
para o qual H; > Hy > Hj. Esse procedimento leva a contrucao de uma sequéncia
descendente de subgrupos que deve ser finita uma vez que G satisfaz c.c.d. Portanto,

S deve ter um elemento minimal. [ |

Colorario 1.7.6 Todo grupo satisfazendo min é periddico.

Demonstracao:
Suponha que G é um grupo nao periédico satisfazendo min. Seja © € G de ordem

infinita. Logo, a sequéncia descendente de subgrupos

() > (%) > (") > - > (@) > -+
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nao pode ser finita. Contradicao pelo Teorema 1.7.5. |

Observacao 1.7.7 Fica claro do Coroldrio acima que grupos com min nao tém

subgrupos isomorfos a 7.

Mais uma caracterizagao importante para grupos com min é a seguinte:

Lema 1.7.8 Um grupo G satisfaz min se, e somente se, todo subgrupo enumerdvel

de G satisfaz min.

Demonstragao:
A condicao necesséria é clara. Para a condicao suficiente, suponha que G tenha uma

sequéncia descendente infinita de subgrupos distintos

H1>H2>H3>"'.

Para cada natural i seja h; € H; \ H;11. Entdo H = (h; | @ > 1) é um subgrupo

enumeravel de G, logo por hipétese, ele satisfaz min. Porém,

HNH >HNHy>HNH3>---.

¢ uma sequéncia descendente de subgrupos distintos de H, isso nos d& uma
contradicao. Logo, G deve satisfazer min.
|

A estrutura de grupos abelianos com min é bem definida. Isso devido ao seguinte

resultado de Kuro$ cuja demonstracao pode ser encontrada em |22, pag. 104|

Teorema 1.7.9 (Kuro8) Seja G um grupo abeliano. Entio G tem min se, e
somente se, G € um produto direto de um nimero finito de p-grupos quaseciclicos e

grupos ciclicos de ordem poténcia de um primo.

Mostraremos agora a Lei Modular de Dedekind que sera usada na demonstracao

do proximo Lema bem como na demonstragao do Lema 2.1.2.

Proposicao 1.7.10 (Lei Modular de Dedekind) Sejom H,K,L subgrupos de

um grupo G e assuma que K C L. Entao, ( HK)NL=(HNL)K.
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Demonstracao:

Em primeiro lugar, temos que (HNL)K C HK e (HNL)K C LK = L: assim,
(HNL)K C HK N L. Reciprocamente, seja * € (HK) N L. Entdo, x = hk e,
dai, h = zk™' € LK = L. A conclusdo é que x € (H N L)K e a Proposigao esté

demonstrada. |
Lembre que um grupo G é uma extensdo de um grupo K por um grupo L se
existe um subgrupo normal N de G tal que N =2 K e G/N = L. Por exemplo,

qualquer produto semidireto [K]L é uma extensao de K por L.

Com relagao as propriedades fechadas de grupos com min, temos:

Lema 1.7.11 A classe X, € fechada para subgrupos, quocientes e extensoes.

Demonstracgao:
Que é fechada para subgrupos e quocientes segue direto da definicao. Seja G um
grupo com N < G e ambos N e G/N em X,,;,. Suponha que

Hy>Hy > H3 > -

é uma sequéncia descendente de subgrupos em G. Entao,

HNN>H,N"N>HsNN2>---

H\N/N > H,N/N > HyN/N > ---

sao sequéncias descendentes de subgrupos em N e G/N, respectivamente. Logo, por
hipotese, existe inteiro positivo k tal que H, "N = H, NN e H,N = H;N para
todo n > k. Dali, aplicando a Lei Modular de Dedekind, teremos:

A conclusao é que G € X,,;,. [ |

Observacao 1.7.12 Do Lema 1.7.11 seque que a classe X, € No-fechada.
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1.7.2 Grupos de Chernikov

Nesta se¢ao estudaremos os grupos de Chernikov. Apresentaremos alguns resulta-
dos fundamentais sobre tais grupos e, para isso, relembremos a definicao de grupos

abelianos divisiveis.

Definicao 1.7.13 Um grupo abeliano G € dito divisivel se para qualquer x € G e

qualquer inteiro positivo n, existe y € G tal que y" = x.

Observacgao 1.7.14 O grupo aditivo dos racionais Q e Cpeo sao exemplos de grupos

divisiveis. Por outro lado, Z nao € divisivel.

Um importante, elementar e 1til resultado sobre grupos divisiveis ¢ o que segue:

Lema 1.7.15 Se G € grupo abeliano divisivel e N é subgrupo de indice finito em

G, entao G = N.

Demonstragao:

Seja N < G com |G : N| = k. Logo, 2* € N para todo z € G. Por outro lado, G ¢
divisivel, logo para todo y € G temos que y = z* para algum 2 € G, isto é, y € N
e, assim, G = N. ]

Estamos prontos para a definicao de grupo de Chernikov.

Definicao 1.7.16 Um grupo G € dito um grupo de Chernikov quando ele é uma

extensao de um grupo abeliano por um grupo finito e satisfaz min.

Tais grupos sao em homenagem a S.N.Chernikov, que fez um extenso estudo de
grupos com min. Segue do Teorema 1.7.9 que um grupo G ¢é de Chernikov se, e
somente se, ele tem um subgrupo normal N abeliano divisivel de indice finito (em
G), e N é um produto direto de uma quantidade finita de p-grupos quaseciclicos para
diversos primos p, isto ¢, N = Cpee X Cpge X -+ X Cpee, onde p; € P, para 1 < j <.
Podendo ocorrer N = 1. Chamaremos N de parte divisivel de G e denotaremos por
G°.

Observacao 1.7.17

(a) Todo grupo de Chernikov € localmente finito;
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(b) Todo grupo de Chernikov satisfaz min;

(c) Um grupo de Chernikov tem expoente finito se, e sd se, ele € finito;

d) O grupo Cp~ tem o automorfismo de ordem 2, ¢ : g — g~ . Assim, o produto
g P g g

semidireto [Cpeo|Zy € um grupo de Chernikov.

Os proximos dois Lemas nos darao uma caracterizacao importante de G°. Antes,
denotaremos por F a classe de todos os grupos finitos. Entdo, G sera o residual
finito de G (ver subse¢do 1.6.1).

Lema 1.7.18 Seja G um grupo tal que o conjunto de todos os subgrupos normais

de indice finito tem min. Entdo, o residual finito G¥ tem indice finito em G.

Demonstragao:

Relembremos que G = ({N <G | G/N € F}. Seja S = {N <G | G/N € F}.
Entao, por hipotese, S tem um elemento minimal, digamos K. Visto que a inter-
secao de dois subgrupos de indice finito tem indice finito, segue que K < N para
todo N € S. Assim, K = G7. [ ]

Lema 1.7.19 Se G é um grupo de Chernikov, entio G° = G7.

Demonstracao:

Uma vez que G tem min, entdo pelo Lema 1.7.18 temos que G/G” ¢é finito. Mas
G° também tem indice finito em G, logo G < G°. Por outro lado, uma vez que
G°G7 /G7 & um grupo abeliano divisivel e finito, entdo ele deve ser trivial, logo
G° < G7 e o resultado segue. |

Observacao 1.7.20 Todo grupo de Chernikov G nao trivial tem um subgrupo
caracteristico finito nao trivial. Ora, se G for finito, entdao o resultado € claro. Caso
contrdrio, G° € nao trivial. Assim, para algum primo p, G°[p] = {g € G° | o(g) = p}
¢ nao trivial. Também € finito, pois G° tem min e exp(G°[p]) = p. Claramente ele é

caracteristico em G.

Observacao 1.7.21

(a) A classe dos grupos de Chernikov é fechada para subgrupos e quocientes;
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(b) Se G é uma extensdo de um grupo de Chernikov por um grupo finito, entdo G

é de Chernikov.

Proposigao 1.7.22 A classe dos grupos de Chernikov é fechada para extensoes.

A Proposicao acima nao é tao simples de se demonstrar. Ela precisa de um
Teorema que caracteriza grupos soliveis com condigao minimal sobre subgrupos
normais. O referido Teorema que pode ser encontrado em, por exemplo, [3, Teorema
1.6.7].

Agora, apresentaremos o resultado mais importante e profundo relacionado aos
grupos de Chernikov e usado nesta tese. O mesmo foi demonstrado independente-
mente por Shunkov [32] e, por Kegel e Wehrfritz [13, 14]. Apresentaremos a versao

encontrada em [13, Corolario 5.8|.

Teorema 1.7.23 Para um grupo localmente finito G as seguintes afirmacoes sao

equivalentes:

1. G € um grupo de Chernikov,

2. G satisfaz a condi¢cao minimal sobre subgrupos;

3. O centralizador de todo elemento nao trivial de G satisfaz condi¢ao minimal
sobre subgrupos;

4. Todo subgrupo abeliano de G tem min.

1.7.3 Grupos com min-p

Em grupos finitos temos os conhecidos teoremas de Sylow. Para grupos localmente
finitos a condi¢ao min-p, p primo, nos propicia grandes avancos para o estudo dos p-
subgrupos de Sylow de um grupo G. Nao é o objetivo deste trabalho fazer um estudo
avancado de tal teoria, mais sim, destacar os principais pontos que nos serviram de

suporte para as demonstracoes de nossos principais teoremas.
Definicao 1.7.24 Seja p um nidmero primo. Um grupo G satisfaz min-p se cada
um dos seus p-subgrupos satisfaz min.

Valem os seguintes resultados para grupos satisfazendo min-p, cujas demonstra-

¢oes podem ser encontradas em [13].
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Lema 1.7.25

(a) Um grupo G satisfaz min-p se, e somente se, toda sequéncia descendente de
p-subgrupos € finita;

(b) Seja G € localmente finito satisfazendo min-p. Se N é um subgrupo normal de
G, entéo N e G/N também satisfazem min-p.

No que segue, Max,(G) denotara o conjunto de todos os p-subgrupos maximais
de um grupo G. Pelo Lema de Zorn, todo p-subgrupo de G esta contido em pelo
menos um p-subgrupo maximal de G, e dai, Maxz,(G) é nao vazio. Daremos agora

a definigdo de um p-subgrupo de Sylow de G segundo [13]:

Definicao 1.7.26 Sejam G um grupo e p um numero primo. Um subgrupo P é um
p-subgrupo de Sylow de G se P € Max,(G) e ele contém uma cdpia isomorfica de
todo p-subgrupo de G.

O conjunto formado por todos os p-subgrupos de Sylow de G serd denotado por
Syl,(G). Claramente, Syl,(G) C Maxz,(G). Ademais, ele é invariante pela agao de
todo automorfismo de G. Se os p-subgrupos maximais de G sao todos isomorfos
ou até conjugados, entdao Syl,(G) = Max,(G). Assim, os p-subgrupos de Sylow de
um grupo finito sao justamente seus p-subgrupos maximais, e a nossa definicao é
consistente com a terminologia usual para grupos finitos. O problema é que um
grupo localmente finito nao precisa conter um p-subgrupo de Sylow para um dado
primo p (ver um exemplo em [13|, pag.85).

Uma das técnicas usadas na demonstracao de nossos principais resultados requer
o uso de p-subgrupos de Sylow em grupos localmente finitos. O seguinte Lema d&
uma condicdo suficiente para um grupo localmente finito conter p-subgrupos de
Sylow (ver [13, Lema 3.7|).

Lema 1.7.27 Se G ¢ um grupo localmente finito satisfazendo min-p, entao G
contém p-subgrupos de Sylow. Mais ainda, todo p-subgrupo finito de G estd contido

num p-subgrupo de Sylow de G.

Também vale (ver [13, Lema 3.13]):

Lema 1.7.28 Seja G localmente finito satisfazendo min-p. Se N é um subgrupo
normal de G e P um p-subgrupo de Sylow de G, entao PN N € um p-subgrupo de

Sylow de N.
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Finalizaremos esta se¢do com Lemas que seguem imediatamente de |13, Corolério
3.11], [13, Corolario 3.2] e [13, Corolario 3.17|, respectivamente.

Lema 1.7.29 Se G ¢ um grupo localmente finito satisfazendo min-p, entao um p-
subgrupo P de G € um p-subgrupo de Sylow de G se, e somente se, P contém um

conjugado de todo p-subgrupo finito de G.

Lema 1.7.30 Um grupo localmente finito tendo elementos de ordem p satisfaz min-

p se, e somente se, ele contém um p-subgrupo finito cujo centralizador satisfaz min-p.

Lema 1.7.31 Seja G um grupo periodico quase localmente solivel que satisfaz min-

p. Entao, G/Oy(G) é um grupo de Chernikov.

1.8 Sobre Automorfismos de Grupos

Sejam V' e G grupos com V' < Aut(G). Como sabemos, podemos considerar V e G
como subgrupos do produto semidireto [G]V. Apresentaremos agora dois subgrupos
de G (ou [G]V) fundamentais neste trabalho.

Definicao 1.8.1

1. O centralizador de V em G (ou subgrupo dos pontos fizos de V. em G):
Co(V)={x € G| 2° =2z, para todo ¢ € V};
2. 0 subgrupo comutador
G V]=(z2? |2 €GepecV).

Observacao 1.8.2

(a) [G,V] € subgrupo normal de G, uma vez que no produto semidireto [G]V temos

(G, V] 2(V,G);
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(b) [G,V] é V-invariante, pois [x,¢]Y = [2¥,¢¥] € [G,V], para todo ¢p € V e
para todo [z, @] € |G, V]. Portanto, V' pode ser considerado como um grupo de
automorfismos de [G,V] e, assim, o subgrupo [[G,V],V] de [G,V] estd bem
definido;,

(c) Ca(V) é V-invariante;

(d) V age trivialmente sobre G se, e somente se, [G,V] = 1.

Lema 1.8.3 Se N ¢ um subgrupo V -invarinte de G, entdo [G,V] < N se, e somente
se, (tN)?® = xN para todos v € G e ¢ € V. Em adicional, se N for subgrupo normal
e V age trivialmente sobre G/N, entao [G,V] < N.

Demonstracao:
Para todos x € G e ¢ € V temos:

(zN)? =aN & 2°N = 2N & 27 '2°N = N & [r,¢] € N.

O resto é imediato. [ |

Observacao 1.8.4 O Lema acima tem a sequinte leitura equivalente: [G,V] € o

tnico menor subgrupo normal V-invariante de G tal que V' age trivialmente sobre
G/|G,V].

Num grupo, um elemento de ordem 2 serd chamado de involucao. Diz-se que um
grupo de automorfismos V' age livre de pontos fizos sobre G se Cg(V') = 1. De modo
semelhante, um automorfismo ¢ é dito livre de pontos fizos (ou regular) quando
Ca(g) = 1.

As duas Proposigoes a seguir ilustram como Cg(¢) e Cg(V) influenciam na
estrutura do grupo G. Além do mais, tais proposi¢coes sdo importantes neste

trabalho, especialmente no capitulo 2.

Proposigao 1.8.5 Sejam G um grupo finito e ¢ um automorfismo de ordem 2. Se
¢ ¢ livre de pontos fizos, entdo x° = z~! para todo x € G. Em particular, G é

abeliano.
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Demonstracao:

Considere a fungao X\ : G — G, tal que \(z) = 2~ '2?. Para todos x,y € G, temos
que A(z) = A(y) implica que xy~' € Cg(¢) = 1, isto é, X & injetiva. Ja que G ¢é
finito, entdo A é bijecdo. Logo, para todo x € G, existe z € G tal que x = A(2).

Posto isto, para todo x em G teremos:
9= (AN2))? = (27122 =22 = (\(2)) P =21,

Finalmente, para todos z,y € G, temos (zy)? = 2?%y?, implicando zy = yz. Logo,
G é abeliano. [

Proposicao 1.8.6 Sejam G um grupo finito e V' um p-grupo de automorfimos de

G. Se V' age livre de pontos fixos sobre G, entao G € um p'-grupo.

Demonstragao:

Consideremos o produto semidireto [G]V e seja M um p-subgrupo de Sylow de VG
contendo V. Entao My, = M NG é um p-subgrupo de Sylow de G e, além disso,
My < M. A demonstracao sera concluida se mostrarmos que M; = 1. Com efeito,
se My # 1, entdo My, N Z (M) # 1. Em particular, Z(M) # 1. Isso contraria nossa

hipotese. Assim, M; = 1 e a demonstragao esta completa. |

Observacao 1.8.7 Considerando p = 2 na Proposicio 1.8.6, conclui-se natural-

mente que G terd ordem impar.

A propriedade de ser livre de pontos fixos é preservada por imagens homomoéficas,

como mostra o seguinte

Lema 1.8.8 Seja ¢ um automorfismo livre de pontos fixos de um grupo finito G e

H um subgrupo normal ¢-invariante de G. Entao ¢ induz um automorfismo livre de

pontos fixos de G/H.

Demonstracao:

Seja G = G/H e suponha que ¥ = 7 para algum T € G. Entdao 27'7% = 1 e,
assim, y = o '2® € H para todo representante x de 7. Uma vez que ¢ induz um
homomorfismo livre de pontos fixos de H, entao pela demonstracao da Proposicao
1.8.5, podemos garantir que y = 2~ 12? para algum 2 € H. Logo, x = z e, por esse

motivo, ¢ induz um automorfismo livre de pontos fixos de G/H como queriamos. B
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Defini¢ao 1.8.9 Sejam V e G grupos finitos tais que V < Aut(G). Dizemos que a

ag¢io de 'V sobre G ¢é coprima quando (|V|,|G|) = 1.

No produto semidireto [G]V o subgrupo V' é um complemento do subgrupo normal
(G, assim, no caso de V' agir de modo coprimo sobre G as hipoteses do Teorema de
Schur-Zassenhaus sao satisfeitas. Logo, todo subgrupo de ordem |V| em [G]V sera
um conjugado de V. Uma importante consequéncia do Teorema de Schur-Zassenhaus

é o0 seguinte:

Lema 1.8.10 Suponha que V age de modo coprimo sobre G. Sejam U um subgrupo
V-invariante de G e x € G tais que (Uz)" = Ux. Entao, existe c € Cq(V) tal que

Uxr =Uec.

Demonstracao:

UV = U e (Uz)V = Uz implicam que z®2~' € U para todo ¢ € V. No

produto semidireto VG temos que ¢ lzgpzr—! € U. Portanto, se y € Ve entdo,

y=zar ! = aa lzazr™! € VU , para algum o € V. A conclusio ¢ que Vel < VU.
Assim, V* ' e V sdo complementos de U em VU. Pelo Teorema de Schur-

Zassenhaus eles sdo conjugados em VU. Dai, existe u € U tal que V¥ = V= ', Para

¢ = ux, temos ¢ € Nyg(V)NUz. Juntando-se isso ao fato de que [V, ¢] < VNG =1,

temos ¢ € Cg(V') e a demonstragao esta completa. |

Proposigao 1.8.11 Seja N é um subgrupo normal V -invariante de um grupo finito

G. Suponha que (|V|],|G|) = 1. Entdao valem:

2. G =[G, V]|Ca(V);
3. [[G,V],V] =G, V].

Demonstragao:

1) Se uma classe Nz contém um elemento de Cg(V), entdo (Nz)¥ = Nz e,
portanto, Nz € Cg/n (V). Isso mostra a inclusao Cg(V)N/N < Cg/n (V). Por outro
lado, se Nz € Cg/n(V), entdo (Nx)” = Nz. Além disso, NV = N. Agora, a inclusio
Ce/n(V) < Cq(V)N/N segue diretamente do Lema 1.8.10.

2) Ceiav)(V) = G/[G, V], pois V age trivialmente em G/[G, V]. Agora, usando

o item 1) , o resultado segue.
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3) Pelo item 2) vale que [G,V] = [[G,V]Cs(V),V]. Seja entdo z = [zc,d] €
[[G,V]Ca(V),V], onde z € [G,V], c € Cq(V) e ¢ € V. E suficiente mostrar
que z € [G,V]. Pelo item 2) do Lema 1.1.1 e o fato de que ¢ € Cg(V), temos
z = [z, 9] = [z, 0]%c, @] = [z,¢]° . Desde que [G,V] <G, entdo z € [G,V] como

queriamos. [ |

A igualdade no item 1) da Proposigao 1.8.11 ndo tem razio para ocorrer se a a¢ao

nao for coprima. Tome por exemplo o grupo dos quatérnios
Qs = (u,w | u* = w* = 1,u? = w u” = u?).

Considere a aplicagao ¢ dada por u — w e w +— u. Dai, 0 subgrupo normal N = (u?)
de Qg é ¢-invariante. Seja T a imagem de z no quociente Qs /N. Neste caso, Qs/N é o
produto direto (u) x (w) de dois grupos ciclicos de ordem 2. Note que o automorfismo
induzido por ¢, que chamaremos de ¢, dado por @ — W e W — T, fixa o elemento

uw, mas ele nao ¢ a imagem de nenhum ponto fixo de ¢, uma vez que Co,(¢) = (u?).

A Proposicao 1.8.11 pode ser estendida para o caso em que G é um grupo
localmente finito com (|V],0(g)) = 1 para todo g € G. Isso serd demonstrado no

Corolério a seguir:

Colorario 1.8.12 Seja G € um grupo localmente finito em que (|V|,0(g)) =1 para

todo g € G. Seja N é um subgrupo normal V -invariante de G. Entao:

2. G=[G,V|Ca(V);
3. |G, V], V] =G, V].

Demonstracao:
Seja H = (g") = (¢® | ¢ € V). E facil verificar que H é um subgrupo V-invariante
de GG. Ademais, ele é finito pois G é localmente finito.

1) Seja gN € Cgn(V). Entao g?N = gN para todo ¢ € V. Isto é, existe
ng € N tal que n, = g~ 'g%. Isso significa que ny € H N N, pois ¢g,9° € H.
Mas entao g(H N N) € Cunnu(V). Agora, usando a Proposicao 1.8.11 temos
que g(HNN) € Cyg(V)(NNH)/NNH. Logo, existem g; € Cgxg(V) C Cg(V) e
x € HNN C N tais que g = giz. Concluimos que gN € Ci(V)N/N e o resultado

segue.
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2) Seja g € G qualquer. Ja que pela Proposicao 1.8.11 H = [H,V]|Cy(V), entdo
g € [H,V|Cyg(V) C[G,V]Cs(V) e o resultado segue.
3) Seja [g, ¢] € [G, V] qualquer. Dai, [g,¢] € [[H,V],V] = [H, V] pela Proposicao
1.8.11. Como [[H,V],V] C [[G, V], V] o resultado segue.
|

Para um automorfismo ¢ de GG, definiremos o seguinte subconjunto de G:
Ig(¢) ={r € G| 2®° =z}
O subconjunto I5(¢) ndo precisa ser um subgrupo. Com efeito, seja
G=S=(ryla®=y"=1,y"=y")

e considere o automorfismo ¢ dado por x — x, y — y~'. Note que I5(¢) nao é
subgrupo de G, uma vez que x,y € I5(¢) mas xy & I(¢). Na hipotese de G ser
um grupo abeliano, é facil ver que I (¢) torna-se um subgrupo de G. Baseado em

I () vale o seguinte Lema:

Lema 1.8.13 Seja G um grupo finito de ordem impar admitindo um automorfismo

¢ de ordem 2. Entao:

1. G =15(6)Cq(¢) = Ca(d)Ia(d) ;
2. (Ia(¢)) =[G, 8];

3. se N é um subgrupo normal ¢-invariante de G tal que Cn(¢) = 1, entao
N < Z(G,d)) e [N, Io(¢)] = 1;

4. se N € um subgrupo normal ¢-invariante, entio Ig(¢)N/N = Iq/n ().

Demonstracao:
1) Seja |G : Cu(¢)| = n. Logo,
G =21Cg(¢) UzaCq(o) U...Ux,Ceq(o).

Facamos y; = x;lmf para todo ¢ = 1,2,...,n. Pela demonstracao da Proposicao

1.8.5, segue que y; € Ig(¢) para todo i = 1,2,...,n. Afirmamos que o conjunto
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Y = {y1,92,...,yn} € transversal a direita de Cs(¢) em G. De fato, do contrario,
existe ¢ # j, tal que y; = zy;, 2z € Cg(¢). Aplicando ¢, obtemos yj_l = 2y, !

1 1

implicando y; = y;27 1. Assim, y;27' = zy;, isto é, 2% = 27!, De 2% = 2! conclui-

2 ., ~ 2 . . .
se que 2% = z. Como G tem ordem impar, entdo z¥ = z implica que z¥ = z e,

1 segue que z = z7!. Como G tem ordem

juntando com o fato de que z¥% = z~
impar, entao z = 1, de modo que y; = y;. De y; = y;, segue que xﬂ}l € Ca(o)
e, consequentemente, x; e z; determinam a mesma classe de Cg(¢), logo i = j.
Contradicao. Logo, Y é um transversal.

Para finalizarmos a demonstragao do item 1), basta mostrarmos que Y = I5(9).
Com efeito, seja w € I5(¢), entdo w se escreve unicamente como w = cy; para algum

1

i e algum ¢ € Cg(¢). Dai, w? = (cy)? = cy;* = w™! = y; ‘e, isto ¢, ¢! = ¥

. _ . 2 . ~ 2
De ¢¥% = ¢! conclui-se que ¢% = c. Desde que G tem ordem impar, entao c% = c

1 segue que ¢ = ¢ L.

implica que ¢¥ = c e, juntando com o fato de que ¥ = ¢~
Logo, c =1, de modo que w € Y. Uma vez que a inclusao contraria sempre ocorre,
a demonstragao do item 1) esta completa.

2) é direta da demonstragao da Proposi¢ao 1.8.5.

3) De Cn(¢) = 1, segue pela Proposicdo 1.8.5 que n® = n~! para todo n € N.
Pelos itens 1) e 2) temos que N = [N, ¢]. Por outro lado, para todo z € G temos

n® € N. Dai,
) =m )= m )" =n) = w1 =) = el =1

Logo, [N, |G, ¢]] =1 e, junto com N = [N, ¢| o resultado segue.

4) Como G tem ordem impar, entdao (w) = (w?), para todo w € G. Seja agora
oN € Ig(¢)N/N, com x € Ig(¢). Teremos: (xN)? = 2°N = 27N = (zN)~L
Mostramos a inclusao Ig(¢)N/N C Ig/n(¢). Para a inclusdo reversa, seja N €

I n(¢). Usando os fatos de que 2®N = 27'N e 2N tem ordem impar, entao
N € (xN) = (z7?N) = (z7 "2’ N) = (2 '2®) N.

Desde que ¢ manda todo elemento de (z712?) no seu inverso, entio o item 4) segue.

O Lema esta assim finalizado. [ |

Observacao 1.8.14 FE ficil verificar do Lema 1.8.13 e a partir das definicoes de

Ca(9) e Ia(¢) que Ca(o) NIa(e) =1 e |G : Ca(d)| = [1a(9)]-
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Observacao 1.8.15 Como foi feito para a Proposicao 1.8.11, o Lema 1.8.13 pode
ser estendido para o caso em que G € um grupo localmente finito com (|¢|,0(g)) =1

para todo g € G.



CAPITULO 2

Principais Resultados

2.1 O Teorema A

Relembre que um grupo nao ciclico de ordem 4 sera chamado de um grupo de
Klein e que a expressdo “(a,b,c,...)-limitada” significa “limitada superiormente

por uma funcao que depende unicamente dos parametros inteiros positivos a, b, ¢, ...”.
O principal objetivo desta se¢ao é demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema A Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo de Klein V
tal que Cq(V) € finito e Cg(p) tem expoente finito para algum ¢ € V. Entdo, G é

quase localmente solivel e |G, ¢|" tem expoente finito.

O Teorema A estd relacionado com o seguinte Teorema de E. Romano e P.
Shumyatsky (ver [24]):

Teorema 2.1.1 Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo de Klein
V' tal que Cg(V') € finito. Suponha que V' contenha duas involugdes distintas vy e vq
tais que os centralizadores Cg(v1) e Cg(vy) tém expoentes finitos. Entao, G € quase

localmente solivel e o subgrupo derivado |G, V] tem expoente finito.

O Coroldrio A1 dado no final desta secao nos mostra que, sob as hipoteses do

Teorema A, o grupo G tem uma série normal

14G1 4G, 4G 4G
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tal que G; e G/G; tém expoente finito, enquanto que Go/G; é abeliano. Mais
ainda, (G5 é hiperabeliano e tem indice finito em G. Isto nos d4 informacao bastante
detalhada sobre a estrutura do grupo G.

O Teorema A foi apresentado em [18].

Apresentaremos agora a demonstracao do seguinte Lema que é devido a Hartley
[11].

Lema 2.1.2 Seja V' um grupo de automorfismos de um grupo finito G com
(|V],|1G]) = 1. Seja {N; | i € I} uma familia de subgrupos normais V -invariantes

de G e N =[],c; Ni. Entao, Cn(V) =1],c; Cn (V).

il

Demonstracao:
Seja C = Cn(V). J& que todo elemento de C' estd num produto finito de

N;, entdo sempre podemos assumir que I é finito, digamos |I| = t e usa-
remos inducao sobre t. Seja M = N;NyN3..N;_1 e L = N;. Por indu-
gao, temos que C' N M =[], ,Cn(V). Pela Proposigio 1.8.12 temos

(CNMLM/M < Cypm(V) = C(V)M/M, uma vez que o homomorfismo
canodnico de G sobre G/M mapeia L sobre LM /M. Portanto, CNML < M(CNL).
A Lei Modular de Dedekind nos da que C N ML < (CNM)(C N L). A igualdade
agora segue. Assim, C'N Ny NoN3...N; = [[,;, Cn, (V) como queriamos. [

Os seguintes Lemas estdo em [24]. Eles desempenharao um papel fundamental
nas demonstracoes dos nossos principais resultados. Resolvemos apresentar suas

demonstracgoes.

Lema 2.1.3 Seja G um grupo abeliano divisivel com um automorfismo ¢ de ordem
2. Entao, G =[G, ¢|Cx(9) e ¢ inverte todos os elementos de |G, ¢).
Demonstragao:

Seja x € G. Escreva 22 = (z27%)(zz?). Como zx~¢ € [G, ¢] e z2° € Cq(¢), entdo
G? < [G, ¢]Cq(¢). Usando que G ¢é divisivel, temos G = [G, ¢]Cs(¢). Finalmente,
seja z = xz~?. Como 2% = (xz7?)? = 2%z~ = 27!, entdo ¢ inverte os elementos de

|G, ¢], como queriamos. |

Lema 2.1.4 Seja G um grupo com um automorfismo ¢ de ordem 2. Suponha que
N € um subgrupo normal de G tal que ou ¢ inverte todos os elementos de N ou

N < Ce(). Entao, [N,[G, 8] = 1.
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Demonstracao:

Sejam z € G e y € N, entdo y® € N. Por hipotese, temos que (y*)? =y~ = —a?

ou (y*)? = y* = y**. Em ambos os casos [y, [z, ¢]] = 1 e, dai, [N,[G, ¢]] = 1 como

queriamos. [

Lema 2.1.5 Seja G = MS, onde M é um subgrupo normal abeliano e S € subgrupo
abeliano divisivel. Suponha que G tenha um automorfismo ¢ de ordem 2 que inverte
todos os elementos de M U S. Entao, G é um grupo abeliano e ¢ inverte todos os

elementos de G.

Demonstragao:
E suficiente demonstrar que [M,S] = 1. Pelo Lema 2.1.3, S = [S,¢|, assim,
(M, S] < [M, |G, ¢]]. Pelo Lema 2.1.4, [M,[G, ¢]] =1 e o resultado segue. |

2.1.1 Um resultado sobre grupo finito de ordem impar

O proéximo resultado é fundamental para a demonstracdo do Teorema A. Ele

também é uma das principais contribuicoes que este trabalho representa.

Teorema 2.1.6 Sejam e e m inteiros positivos. Seja G um grupo de ordem impar
admitindo um grupo de Klein V de automorfismos tal que |Co(V)| = m e Cg(¢)
tem expoente e, para algum ¢ € V. Entdo o subgrupo derivado |G, ¢|" tem expoente
(e, m)-limitado.

Os proximos dois resultados serao necessarios para a demonstracao do Teorema
2.1.6.

Lema 2.1.7 Seja G um grupo metabeliano de ordem impar admatindo um automor-
fismo ¢ de ordem 2 tal que Ci(¢) tem expoente e e G =[G, ¢|. Entdo o expoente do

grupo derivado G' € igual a e.

Teorema 2.1.8 Seja ¢ um inteiro positivo. Seja G um grupo de ordem impar

admitindo um grupo de Klein V de automorfismos tal que Cg(V) = 1 e Cq(o)
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tem expoente e para algum ¢ € V. Entao, o expoente do sequndo grupo derivado G”

é e-limitado.

A demonstracao do Lema 2.1.7 estd em [21] enquanto que o Teorema 2.1.8 foi
demonstrado em [26]. O proximo Lema também é um resultado deste trabalho, ele
¢ uma consequéncia do Teorema 2.1.8, além do que, o mesmo serd utilizado na

demonstracao do Teorema 2.1.6, como veremos.

Lema 2.1.9 Seja e um inteiro positivo. Seja G um grupo de ordem impar admitindo
um grupo de Klein V' de automorfismos tal que Ca(V) =1 e Ca(p) tem expoente e

para algum ¢ € V. Entdo o subgrupo derivado [G,¢|" tem expoente e-limitado.

Demonstracgao:

Sem perda de generalidade podemos assumir que G = [G, ¢|. O Teorema 2.1.8 nos
mostra que o expoente de G” é e-limitado. Passando ao quociente G/G”, podemos
supor sem perda de generalidade que G é metabeliano. Agora, o resultado segue do
Lema 2.1.7. |

A utilidade do proximo Teorema ficard clara no decorrer deste trabalho. Sua

demonstragao pode ser encontrada em [20].

Teorema 2.1.10 (A. Mann) Seja G um grupo tal que G/Z(G) é localmente finito

e tem expoente n. Entao G’ € localmente finito e tem expoente finito que é n-limitado.

Agora estamos prontos para apresentar a demonstracao do Teorema 2.1.6.

Demonstragao:

Sem perda de generalidade podemos assumir que G = [G,¢]. Se m = 1, entao
o resultado segue do Lema 2.1.9. Assim, suponhamos m > 2 e usemos indugao
sobre m. Seja N o produto de todos os subgrupos V-invariantes normais H tais que
HNCg(V) = 1. Pelo Lema 2.1.2 temos Cy (V') = 1. O Teorema 2.1.8 nos mostra que
N" tem expoente e-limitado. Podemos entdo passar ao quociente G/N" e supor sem
perda de generalidade que N’ é um grupo abeliano. Seja My = (Cn/(4)), o fecho
normal em G. Como N’ é um grupo abeliano e C(¢) tem expoente e, concluimos
que My tem expoente e. Podemos entdo passar ao quociente G /M, e assumir sem
perda de generalidade que Cn/(¢) = 1. Agora, segue do Lema 1.8.13 que N’ < Z(G)
e, dai, N é nilpotente (de classe no maximo 2). Seja M; = (Cx(¢)). Uma vez que

N é nilpotente de classe no maximo 2 e C(¢) tem expoente e, concluimos que M,
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tem expoente e-limitado. Passando ao quociente G /M, assumiremos que Cy(¢) = 1
e, novamente pelo Lema 1.8.13, segue que N < Z(G).

Consideremos primeiro o caso em que N = 1. Seja 1" o subgrupo normal mi-
nimal V-invariante de G. Assim, Cp(V) # 1 e |Cg/r(V)| < m. Note que T' é um
p-grupo abeliano elementar para algum primo p dividindo m. Portanto, o expoente
de T divide m. Desde que |Cg/r(V)| < m, entdo por inducdo o grupo (G/T)
tem expoente (e, m)-limitado. Agora, do Lema 1.5.2 segue que G'T' tem expoente
(e, m)-limitado. No caso geral onde N < Z(G), o quociente G'/Z(G") tem expoente
limitado. Logo, pelo Teorema 2.1.10, o expoente de G” é limitado. Podemos entao
passar ao quociente GG/G” e assumir que G é metabeliano. Em vista do Lema 2.1.7

segue que G’ tem expoente e. A demonstracao esta completa. |

2.1.2 Demonstracao do Teorema A

Precisaremos do seguinte fato sobre automorfismos de grupos localmente finitos

cuja demonstracao pode ser encontrada em [11].

Lema 2.1.11 Seja V um m-grupo de automorfismos de um grupo localmente finito
G e seja N um subgrupo normal V-invariante de G. Se N/On(N) é um grupo de
Chernikov, entdo o indice |Cq/n(V) : Co(V)N/N| € finito.

A proxima Proposigao foi um dos principais resultados de [24]. Neste trabalho

sua relevancia permanece e, por isso, apresentaremos sua demonstragao.

Proposicao 2.1.12 Seja G um grupo localmente finito admitindo um grupo de
Klein 'V de automorfismos tal que Cg(V) é finito. Suponha que V contém um
elemento ¢ para o qual Cg(p) tem expoente finito. Entao G € quase localmente

soluvel.

Relembre que um grupo G é localmente soluvel quando todo subgrupo finitamente
gerado de G é soluvel. Antes da sua demonstra¢ao, mostraremos um Lema necessario

para a mesma.

Lema 2.1.13 Seja G um grupo localmente finito satisfazendo min-2. Suponha que
G nao possua subgrupos normais localmente soluveis nao triviais. Entao G tem um

subgrupo normal minimal.
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Demonstracao:

Seja S um 2-subgrupo de Sylow de G. Uma vez que S é um grupo de Chernikov
podemos escolher um subgrupo 7' de S que é minimal com respeito a condigao de
que existe um subgrupo normal nao trivial N de G tal que NN S=T.SeT =1, 0
subgrupo N nao teria involugoes e, assim, pelo Teorema de Feit-Thompson N (ver
[4]) seria localmente soluvel, contradi¢ao. Segue que T # 1. Seja M a interse¢ao
de todos os subgrupos normais de G cuja intersecao com S contém 7. Dai, M é o

subgrupo requerido. |

A partir de agora daremos a demonstracao da Proposicao 2.1.12.

Demonstracgao:

Pelo Lema 1.7.30 GG satisfaz min-2. Seja R o radical localmente soluvel de G. Pelo
Lema 1.7.31 R/O(R) é um grupo de Chernikov. Portanto, pelo Lema 2.1.11 Cg/r(V)
é finito e Cg/r(¢) tem expoente finito. Podemos entdo, sem perda de generalidade,
passar ao quociente GG/R e supor que R = 1. Pelo Teorema de Feit-Thompson (ver
[4]) O(G) < R = 1. O Lema 2.1.13 nos garante que G tem um subgrupo normal
minimal. Este é o produto direto de grupos simples isomorfos (ver [22], 3.3.15).
Suponha que G contenha um subgrupo normal minimal M de expoente infinito.
Escreva M = S; x S5 X ..., onde cada S; é um grupo simples. Um grupo localmente
finito, infinito e simples satisfazendo min-p para algum primo p é linear (ver [13,
capitulo 4]) e, portanto, ele é do tipo Lie sobre algum corpo localmente finito de
caracteristica diferente do primo p. Isso foi demonstrado independentemente em
[1, 2, 8, 10]. Segundo Hartley qualquer p-automorfismo de tal grupo fixa elementos
de ordem prima ¢ para uma quantidade infinita de tais primos ¢ [12, Teorema C]|.
Entao, cada S; é um grupo do tipo Lie sobre algum corpo localmente finito de
caracteristica impar e, assim, todo automorfismo de ordem 2 de S; fixa elementos
de ordem prima ¢ para uma quantidade infinita de tais primos ¢. Suponha que
¢ normaliza S;. Desde que Sy é infinito e C(¢) tem expoente finito, temos uma
contradicao. Logo, ¢ nao normaliza S;. Dai, ¢ centraliza a diagonal do produto
S1 X Sf’. Este fato também contradiz a hipotese de que C(¢) tem expoente finito.
Portanto, concluimos que todos os subgrupos normais minimais de G tém expoente
finito.

Suponha que exista um subgrupo normal K em G tal que Ck (V) = 1. Entao K
nao tem involugoes e, dai, K < O(G) = 1. Isto &, para todo subgrupo normal Ny # 1
vale que C(V) N Ny # 1. Uma vez que Cg(V) é finito, entdo G possui somente
uma quantidade finita de subgrupos normais minimais. Seja N um deles. Como
N tem expoente finito e Cy (V') € finito, entdo o Teorema 1.2 de [28| nos garante
que N/S(N) é finito. Aqui S(N) denotaré o radical localmente solivel de N. Uma
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vez que N é o produto direto de grupos simples ndo abelianos, temos S(N) = 1.
Logo, N é finito e, dai, todo subgrupo normal minimal de G ¢ finito. Como G
tem apenas uma quantidade finita de tais subgrupos, seja entao M o produto de
todos eles. O centralizador C(M) tem indice finito em G. Se Cg(M) # 1, entdo
Ce(M) contém um subgrupo normal minimal de G e, assim, M N Cg(M) # 1. Por
outro lado, como M N Cg(M) é abeliano, entao M N Ce(M) < R = 1. Esta con-

tradigao nos diz que C(M) = 1. Logo, G é finito e a demonstragao esta completa. B

O Lema a seguir surgiu durante nossa pesquisa. O mesmo também exercerd um

papel importante na demonstracao do Teorema A.

Lema 2.1.14 Seja G um grupo periddico sem involugoes e assuma que G admite
um grupo de Klein V' de automorfismos tal que Ce(V') € finito. Se 1 # ¢ € V, entao

G/|G, ¢| é solivel.

Demonstragao:

Facamos K = G/[G, ¢]. O grupo V age naturalmente sobre K. Também, o cen-
tralizador Ck (V') é finito (ver |23, Lema 2.2]). Seja ¢ uma involu¢do em V com
¥ # ¢. Uma vez que ¢ age trivialmente sobre K, segue que Cg()) é finito e,
assim, pelo Teorema de Shunkov (ver [31]) segue que K tem um subgrupo normal
solivel de indice finito. O fato de K nao ter involugoes junto com o Teorema de

Feit-Thompson (ver 1.2.8) nos da que K ¢é solavel. |

Agora daremos a demonstragao do Teorema A.

Demonstragao:

Pela Proposicao 2.1.12, G tem um subgrupo normal localmente solivel de indice
finito em G. Seja K = O(G). Segue do Lema 1.7.31 que G/K ¢é um grupo de
Chernikov. Pelo Lema 1.7.30 G satisfaz min-2, podemos entao escolher um 2-
subgrupo de Sylow P de G que contém V. Seja S o subgrupo minimal de indice
finito em P. Note que V normaliza S. Afirmamos que K S é subgrupo normal de G
e ele tem indice finito em G. De fato, j4 que K é subgrupo normal de G e G/K é
de Chernikov, entao é suficiente considerar o caso em que K = 1. Neste caso, G é
um grupo de Chernikov sem 2’-subgrupos normais, implicando que S é normal em
G e |G : S| finito. Portanto a afirmagao segue.

O centralizador Cg(¢) é um grupo de Chernikov com expoente finito e, portanto,
ele é finito. Como Cg(¢) é finito, entdo pelo Lema 2.1.3 |S : Ig(¢)| também sera
finito e, pelo Lema 1.7.15 segue que S = Ig(¢). Em outras palavras, ¢ inverte todos
os elementos de S. Seja M = ([K,V]%) o fecho normal de [K,V] em G. Entao
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M < K por que K é normal em G e [K,V] < K. De acordo com o Lema 2.1.14,
M/[M,$] é um grupo solavel. Assim, existe inteiro positivo j tal que o j-ésimo
subgrupo derivado MU) esta contido em [M, ¢]. Logo, deduzimos do Teorema 2.1.6
que MUY tem expoente finito. Uma vez que MU+D & normal em G tem expoente
finito, podemos passar ao quociente G/MUTY e supor sem perda de generalidade
que M é solavel de comprimento derivado dI(M) < j + 1.

A demonstragdo serd completada usando inducdo sobre dI(M). Suponha M
abeliano e seja My = (Cy(¢)%). Uma vez que M abeliano e Cg(¢) tem expoente
finito, entdao My tem expoente finito também. Passando ao quociente G /My podemos
assumir que Cys(¢) = 1. Neste caso, combinando os Lemas 1.8.13 e 2.1.4 garantimos
que M < Z((G, d]).

Seja H = M S e vamos mostrar que H ¢ normal em G. Visto que M é normal em
G é suficiente considerarmos o caso em que M = 1. Pelo Corolario 1.8.12, o indice
de M em K é finito e, como estamos no caso M = 1, segue que K é finito. Usando
que S nao tem subgrupos de indice finito, concluimos que [K,S] = 1 e, portanto,
S = O5(KS). Assim sendo, no caso M = 1 o subgrupo S é normal em G, logo, H é
normal em G. Agora, usando os Lemas 2.1.4 e 2.1.5 segue que H < Z(|G, ¢]). Uma
vez que K S tem indice finito em G e H tem indice finito em KS, entao H tem
indice finito em G. Como consequéncia, o centro Z([G, ¢]) tem indice finito em G.
Finalmente, pelo Teorema de Schur (Teorema 1.3.7) temos que [G, ¢|’ é finito.

Agora, suponhamos j > 1 e seja L = M. Por inducdo, [G, ¢]'L/L tem expoente
finito. Seja M; = (Cr(¢)%). O centralizador C(¢) tendo expoente finito e junto
com L abeliano nos da que M; tem expoente finito também. Passando ao quociente
G /M, podemos assumir, sem perda de generalidade, que Cp(¢) = 1. Segue agora
dos Lemas 2.1.4 ¢ 2.1.5 que L < Z([G, ¢]). Desde que [G, ¢]'L/L tem expoente finito
e L < Z(|G, ¢]), entao pelo Teorema 2.1.10 [G, ¢]” tem expoente finito. Passando ao
quociente G/[G, ¢]" podemos assumir que [G, ¢]' & abeliano. Seja My = (Cig 4/ (4)%).
Neste momento, é facil ver que M, tem expoente finito. Passando ao quociente G /M,
e usando o Lema 2.1.11, podemos assumir que Cig g(¢) € finito. Seja M; o fecho
normal em G de O(Clg ¢4 (¢)). Dai M; é um 2'-subgrupo de expoente finito e, assim,
passamos ao quociente G/Ms e podemos assumir que Cig g4y (¢) € 2-grupo finito.
Agora, suponha que [G, ¢| é abeliano. Assim sendo, ¢ manda todos os elementos de
(G, ¢] no seu inverso e, dai, todos os elementos de Cig 4 (¢) sao involugdes. Como G
satisfaz min-2 e [G, ¢] é abeliano, entao o centralizador Cig 4)(¢) ¢ um 2-grupo finito.
Combinando com o fato de que Cig 4y (¢) é 2-grupo finito, conluimos que, até se [G, ¢]
nao for abeliano, o centralizador Cig ¢ (¢) serd um 2-grupo finito. O resultado de
Hartley e Meixner [10] pode ser aplicado para concluir que [G, ¢] tem um subgrupo

N de indice finito o qual é nilpotente de classe no maximo 2. Por um resultado de
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Khukhro e Makarenko (ver [16]) podemos assumir que NN é caracteristico em |G, ¢]
e, portanto, normal em G. Ja que ¢ nao centraliza qualquer elemento nao trivial de
O(N), segue que O(N) é abeliano. Seja Sy o subgrupo minimal de indice finito no
2-subgrupo de Sylow de N. Entao, O(NN)Sy é um subgrupo abeliano de indice finito
em [G, ¢] e ¢ manda todo elemento de O(N)Sy no seu inverso. Portanto, pelo Lema
2.14, O(N)Sy < Z(|G, ¢]). A conclusao é que o centro Z([G, ¢]) tem indice finito
em [G, ¢|. Podemos entdo usar o Teorema de Schur para concluir que [G, ¢]’ é finito.

A demonstracao estd completa.
|

Um grupo G é dito hiperabeliano se ele tem uma série normal ascendente
(possivelmente infinita) com quocientes abelianos. Foi mostrado por P. Shumyatsky

em [27] o seguinte resultado:

Seja G um grupo periodico localmente solivel e V' um subgrupo de Klein de G.

(i) Se Ca(V) € um grupo de Chernikov, entio G € uma extensio de um grupo
hiperabeliano por um grupo de Chernikov;
(ii) Se Cq(V) € um grupo finito, entdo G € um grupo hiperabeliano.

Estamos prontos para darmos a demonstracao do Coroldrio Al.

Corolario A1 Seja G como no Teorema A, entao G tem uma série normal

146G 946G, 1G3 4(G

tal que Gy e G/Gy tém expoente finito, enquanto que Go/Gy € abeliano. Mais ainda,

G5 € hiperabeliano e tem indice finito em G.

Demonstracgao:

Facamos H = [G, ¢]. Usando o Lema 2.1.11 para H e, junto com o fato de que
¢ age trivialmente sobre G/H, podemos concluir que o expoente de G/H ¢é finito.
Seja G3 o subgrupo normal maximal localmente solivel de G. A Proposicao 2.1.12
nos garante que existe um subgrupo normal N de G que é localmente solivel e tem
indice finito em G. Logo, G3 tem indice finito em G. Por outro lado, como G3 é
periodico, localmente soluvel e Cg, (V') € finito, entao de acordo com o resultado (ii)
de [27], G & hiperabeliano.
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Considere os seguintes subgrupos normais de G:

Gi=HnNG;, Go=HnNGs.

Como |G : G| é finito, entdo |GsH : Gs| também o é. Como H/G, é isomorfo a
G3H/G3, entao ele sera finito. J4 mostramos que G/H tem expoente finito, como
H/G, é finito, entao G /Gy terd expoente finito também.

O Teorema A nos garante que H' tem expoente finito, logo o mesmo acontece
com o expoente de GG;. Por ultimo, ¢ facil ver que G3/G; é um grupo abeliano.

A conclusao é que a série

194G, 4G, 1G5 4G

tem as propriedades requeridas.
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2.2 0Os Teoremas B e C

Em toda esta secao os grupos A, D e V serao tais que:

(i) A um grupo isomorfo a Sy, o grupo simétrico de quatro simbolos;

(ii) V' o 2-subgrupo normal maximal de ordem 4 de A. Dai, V' é um subgrupo de
Klein;

(iii) D = V{(a) o 2-subgrupo de Sylow de A, com a involucdo o € A\V. Ele ¢

isomorfo ao grupo diedral de ordem 8.

Posto isso, se § € V' & uma involugao, entao V = (5, 5% ¢ D = («, ().
O objetivo principal desta secao é a demonstracao dos Teoremas:

Teorema B Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo isomorfo a
D tal que Cg(V) € finito e Cg(ar) tem expoente finito. Entao, G é quase localmente

solivel e |G, D]" tem expoente finito.

Teorema C Seja G um grupo localmente finito contendo um subgrupo isomorfo a
A tal que Cg(V) € finito e Cg(a) tem expoente finito. Entdo, G é quase localmente

soluvel e tem expoente finito.

Com relagdo ao Teorema B, vale destacar o seguinte: uma vez que [G, D] tem
indice finito em G (ver Lema 2.2.6), o Teorema B nos permite deduzir algumas
informagoes muito especificas da estrutura do grupo G. Mais precisamente, o
Coroldrio B1 dado no final deste capitulo mostra que nas hipoteses do Teorema

B o grupo G tem uma série normal

14G1 949G, 4G 4G

tal que GG; tem expoente finito, G/G5 é finito e G5 /G4 é abeliano. Mais ainda, G3 é
hiperabeliano e tem indice finito em G.

Os Teorema B e C foram apresentados em [19].

Um Lema técnico muito importante é o seguinte:

Lema 2.2.1 Seja m um inteiro positivo. Suponha que D age sobre G de modo que
Cq(V) € finito e tem ordem m. Se « age invertendo todo elemento de G, entdo

Cq(B) tem ordem finita m.
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Demonstracao:
E claro que o automorfismo de G induzido por « esti no centro do grupo de

automorfismos de G. Assim, [ e % induz o mesmo automorfismo de G. Logo,
Ce(B) = Ca(B*) = C(V) tem ordem m. |

2.2.1 Resultados sobre grupo finito de ordem impar

Lembre que antes de demonstrarmos o Teorema A , mostramos um resultado
essencial sobre grupos finitos de ordem impar, a saber, o Teorema 2.1.6. Nesta secao
acontece o mesmo. Sao contribuicoes deste trabalho os Teoremas 2.2.4 e 2.2.5. Suas

demonstragoes requerem os seguintes resultados de [30]

Teorema 2.2.2 Seja D um grupo isomorfo ao grupo diedral de ordem 8. Suponha
que D age num grupo finito G tal que Co(V) =1 e Cg(a) tem expoente e. Entdo o

expoente do subgrupo derivado G’ é e-limitado.

Teorema 2.2.3 Seja A um grupo isomorfo ao grupo simétrico Sy € a uma involucao
em A\V. Suponha que A age num grupo finito G tal que Co(V) =1 e Cg(a) tem

expoente e. Entao o expoente de G € limitado somente em termos de e.

Agora estamos prontos para demonstrarmos os Teoremas referidos anteriormente:

Teorema 2.2.4 Sejam e e m inteiros positivos. Seja G um grupo de ordem impar
e suponha que D age sobre G de modo que |Co(V)| = m e Cg(a) tem expoente e.

Entao o subgrupo derivado |G, D] tem expoente (e, m)-limitado.

Demonstracao:

Sem perda de generalidade podemos assumir que G = [G,D]. No caso m = 1,
o resultado segue direto do Teorema 2.2.2. Assim, suponhamos m > 2. Seja N o
produto de todos os subgrupos D-invariantes normais H tais que H N Cq(V) = 1.
Pelo Lema 2.1.2 temos Cn (V) = 1. Novamente pelo Teorema 2.2.2 conclui-se que
N’ tem expoente e-limitado. Podemos entao passar ao quociente G/N’ e supor sem
perda de generalidade que N é um grupo abeliano. Seja M = (Cx(a)¢). Como
N & um grupo abeliano e Cg(a) tem expoente e, entao M também tem expoente
e. Assim, podemos passar ao quociente GG/M e assumir sem perda de generalidade
que Cy(a) = 1. Agora, segue do Lema 2.1.4 que N < Z([G,a]). Pelo Lema 2.2.1
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Cn(B) tem ordem no maximo m. Seja M; = (Cn(B)¢). Ja que N ¢é abeliano e
Cn(B) tem ordem no méximo m, entdo que M; tem expoente m-limitado. Desta
forma, podemos passar ao quociente G/M; e assumir sem perda de generalidade
que Cn(B) = 1. Segue do Lema 2.1.4 que N < Z(|G, B]). Como D é gerado por «
e 3, entao [G, D] = [G, a|[G, 5] e, usando o fato de que G = [G, D] concluimos que
N < Z(G).

Consideremos primeiro o caso em que N = 1. Seja T' o subgrupo normal minimal
D-invariante de G. Assim, Cp(V) # 1 e |Cg/r(V)| < m. Note que T' é um p-grupo
abeliano elementar para algum primo p dividindo m. Portanto, o expoente de T
divide m. Desde que |Cg/7 (V)| < m, entdo por inducdo o grupo (G/T)" tem expo-
ente (e, m)-limitado. Pelo Lema 1.5.2 G'T também tem expoente (e, m)-limitado.
No caso geral onde N < Z(G), o quociente G/Z(G) tem expoente limitado e, pelo
Teorema 2.1.10, o expoente de G’ é limitado. Podemos entao passar ao quociente

G/G' e assumir que G’ = 1. Isto completa a demonstragao. |

Teorema 2.2.5 Sejam e e m inteiros positivos. Seja G um grupo de ordem impar
e suponha que A age sobre G de modo que |Cq(V)| = m e Cg(a) tem expoente e.

Entao o grupo G tem expoente (e, m)-limitado.

Demonstragao:
Usaremos indugao sobre m. No caso m = 1, o resultado segue do Teorema 2.2.3.

Assim, suponhamos m > 2. Seja N = [[._, H; onde os H; sdo subgrupos normais A-

il
invariantes tais que H; NCg (V') = 1. Pelo Lema 2.1.2 temos Cy (V') = 1. Novamente
pelo Teorema 2.2.3 temos N de expoente e-limitado. Podemos entao passar ao
quociente G/N e supor sem perda de generalidade que N = 1.

Seja M o subgrupo normal minimal A-invariante de G. Assim, Cy (V) # 1 e
|Ca/m(V)| < m. Note que M é um p-grupo abeliano elementar para algum primo
p dividindo m. Portanto, o expoente de M divide m. Desde que |Cg/n (V)| < m,
entdo por inducao o grupo G/M tem expoente (e, m)-limitado e, usando o Lema

1.5.2, segue que G tem expoente (e, m)-limitado como queriamos. |
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2.2.2 Demonstracoes dos Teoremas B e C

Lema 2.2.6 Seja G um grupo periddico quase localmente soluvel contendo um p-

grupo finito P tal que Cq(P) € finito. Entao, o indice |G : |G, P]| € finito.

Demonstragao:

Seja N = [G, P]. Combinando os Lemas 1.7.30 e 1.7.31 concluimos que G/Oy(G) é
um grupo de Chernikov, logo, N/O,(N) também sera. Como N/O,(N) é um grupo
de Chernikov, entao pelo Lema 2.1.11 temos que o indice |Cg/n(P) : Co(P)N/N|
¢ finito. Por outro lado, Cg(P) também ¢ finito, resultando que Cg/n(P) ¢é finito.
Mas a imagem de P em G/N é central, entdo Cq/n(P) = G/N e a demonstragao

estd completa. [ ]

Proposigao 2.2.7 Seja G um grupo localmente finito contendo p-subgrupo B tal
que Cg(B) € finito e Cg() tem expoente e para algum [ € B. Entdo, G € quase

localmente soluvel.

A Propisicao 2.2.7 foi demonstrada no capitulo 2 (ver Proposi¢ao 2.1.12) para
o caso particular em que B tem ordem 4. O caso geral dado aqui admite uma
demonstracao muito similar aquela dada pela Proposicao 2.1.12. De fato, apenas
algumas modificagoes 6bvias sao necessarias. Por isso, deixamos a Proposicao 2.2.7

sem uma demonstragao.

A partir de agora demonstraremos o Teorema B e em seguida o seu Corolario.

Demonstragao:

Relembre que G é um grupo localmente finito contendo um subgrupo diedral de D
(de ordem 8) tal que Cg(V) é finito e Ci(«r) de expoente finito. Seja R = |G, D].
Desejamos mostrar que R’ tem expoente finito. Primeiramente, sera ttil mostrar

que:

(1) Se N é um 2-subgrupo normal e nilpotente de G,

entdo [N, R] tem expoente finito.

De fato, seja Ny = (On(a)¥). Como N é nilpotente e Cy(a) tem expoente finito,
entdo Ny terd expoente finito. Podemos passar ao quociente G/Ny e assumir que
Cn(a) = 1. Neste caso, o Lema 2.1.4 garante que N < Z([|G, o). Pelo Lema 2.2.1 o
Cn(B) é finito. Seja Ny = (Cn(B)Y). Como N é nilpotente e Cy(3) tem expoente

finito, entdao N; terd expoente finito. Podemos passar ao quociente G/N; e assumir
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que Cy(B) = 1. Assim, pelo Lema 2.1.4 temos que N < Z(|G, ]). Uma vez que
R =[G, a]|G, f], a afirmacdo (1) estd demonstrada.

Como Cg(D) é finito, podemos usar a Proposi¢ao 2.2.7 e concluir que G tem um
subgrupo normal localmente solivel que tem indice finito em G. Seja K = O(G).
Segue do Lema 1.7.31 que G/K é um grupo de Chernikov. Pelo Lema 1.7.30, G
satisfaz min-2 e, dai, podemos escolher um 2-subgrupo de Sylow P de G contendo
D. Seja P a parte divisivel de P e, dai, o indice |P : P°| ¢ finito. E claro que D
normaliza P°. Além disso, K P° é normal em G e o indice |G : KPY| é finito. De fato,
se K =1, entdao G é um grupo de Chernikov e sem 2’-subgrupos normais. Portanto,
PY & normal em G e tem indice finito em G. Logo, no caso geral, K P° ¢ normal em
G e tem indice finito em G.

Agora sera 1til também mostrar que:

(2) Se N é um subgrupo normal e nilpotente de G,
entdao [P°N N, R] = 1.

Com efeito, o centralizador Cpo(a)) é um grupo de Chernikov de expoente finito
e, portanto, finito. Agora, segue do Lema 2.1.3 que [P° a] tem indice finito em
PY. Mas entdao, P’ = [P a] (ver o Lema 1.7.15). Em outras palavras, « inverte
todos os elementos de PY. Com isso, podemos aplicar o Lema 2.2.1 e concluir que
o Cpo(B) ¢ finito. Assim, B inverte todos os elementos de P° também. Podemos
entdo garantir que P° N N é um subgrupo normal de G invertido por o e 3. O
Lema 2.1.4 nos garante que P° N N comuta com ambos [G,a] e [G, 3]. Uma vez que
R =[G, a]|G, f], a afirmacdo (2) estd demonstrada.

Seja M = ([K, D]%) o fecho normal de [K,D] em G. Entdio M < K pois K
é normal em G e [K,D| < K. Em vista do Lema 2.1.14, temos que M/[M, ] é
um grupo solivel. Assim, existe inteiro positivo j tal que o j-ésimo grupo derivado
M esta contido em [M, ). Dai, MU) < [K, D] e, deduzimos do Teorema 2.2.4
que MUY tem expoente finito. Uma vez que MU+D & normal em G tem expoente
finito, podemos passar ao quociente G//MU+) e supor, sem perda de generalidade,
que M é solavel de comprimento derivado di(M) < j + 1.

A demonstracdo serd completada usando indugdo sobre dl(M). Suponha que
M = 1. Pelo Corolério 1.8.12, o indice de M em K é finito e, como estamos no caso
M =1, segue que K é finito. Usando que P nao tem subgrupos de indice finito,
concluimos que [K, P°] = 1 e, portanto, P° = O,(K P°). Logo, no caso M = 1, o
subgrupo P° ¢ normal em G. Usando agora a afirmagao (2), segue que P° < Z(R).
Uma vez que K P° tem indice finito em G e PY tem indice finito em K P°, concluimos
que P tem indice finito em G. Assim, Z(R) tem indice finito em R. Pelo Teorema

de Schur (ver Teorema 1.3.7) segue que R’ é finito.
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Agora suponha M > 1 e seja Q o Gltimo termo nao trivial da série derivada de M.
Por indu¢do, R'Q)/Q tem expoente finito. Como ) é abeliano, segue da afirmacao
(1) que [Q, R] tem expoente finito. Passando ao quociente sobre [Q, R], podemos
assumir que @ < Z(R) e, juntando com o fato de que R'Q)/Q) tem expoente finito, o
Teorema 2.1.10 nos garante que o expoente de R” também ¢ finito. Passando entao
ao quociente G/R" podemos assumir que R’ é abeliano.

Seja Ry = O(R’). Pela afirmagao (1), o expoente de [Ry, R] é finito e, passando
ao quociente G/[Ry, R], assumiremos sem perda de generalidade que Ry < Z(R).
Além disso, por causa da afirmacgao (2) teremos P° N R’ < Z(R). Como PN R’ é
um 2-subgrupo de Sylow de R', entdo Ro(P° N R’) tem indice finito em R’. Além
do que, Ry(P°N R') < Z(R). Sejam R = R/Z(R) e R = R'Z(R)/Z(R). Dai, R’ ¢
um 2-grupo finito. Neste caso, o centralizador Cx(R’) é um subgrupo de R que é
nilpotente de classe no maximo 2, caracteristico e de indice finito em R. Logo, R
contém um subgrupo N que é nilpotente, caracteristico e de indice finito em R. De
acordo com a afirmagao (1) [O(N), R] tem expoente finito. Passando ao quociente
G/|O(N), R] podemos assumir que O(N) < Z(R). Além disso, novamente pela
afirmagao (2), temos P° N N < Z(R). Como P N N é um 2-subgrupo de Sylow de
N, entao O(N)(P° N N) tem indice finito em N. Ademais, O(N)(P° N N) < Z(R).
A conclusao é que R/Z(R) é finito. Portanto, pelo Teorema de Schur, segue que R’
é finito. A demonstracao esta completa.

[ |

Corolario B1 Seja G como no Teorema B. Entao G tem uma série normal

149G, 4G, 1G34G

tal que Gy tem expoente finito, G/Gy € finito e Go/Gy € abeliano. Mais ainda, G

€ hiperabeliano e tem indice finito em G.

Demonstragao:

Seja R = [G,D]. O Teorema B nos garante que R’ tem expoente finito. Pela
Proposic¢ao 2.2.7, G é quase localmente solavel. Pelo Lema 2.2.6 G/ R ¢ finito. Seja G5
o subgrupo normal maximal localmente soltvel de G. Pela Proposicao 2.2.7, GG3 tem
indice finito em G. De acordo com o resultado de [27], G3 é um grupo hiperabeliano.

Considere os seguintes subgrupos normais de G:

G1 =R NG3, Gy=RNG;.
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Como |G : Gs| é finito, entao |G3R : G3| também é finito. Desde que R/G5 é isomorfo
a G3R /G35, entdo ele seré finito. Agora, é imediato ver que G/Gs é finito. O fato de
R’ ter expoente finito, nos da que o expoente de (G; é finito. Por ultimo, é facil ver
que Go/G; & um grupo abeliano. A conclusdo é que a série 1 <Gy Gy <G5 <G

tem as propriedades requeridas. |

Finalizaremos agora este capitulo com a demonstracao do Teorema C":

Demonstragao:
Relembre que G é um grupo localmente finito contendo um subgrupo isomorfo a A,
o grupo simétrico de quatro simbolos, tal que Cg(V) € finito e Cg () tem expoente
finito onde a € A\V. Como Cg(D) ¢é finito, podemos usar a Proposi¢ao 2.2.7 para
concluir que G tem um subgrupo normal localmente soluvel de indice finito em G.
Seja K = O(G). Pelo Lema 1.7.30 G satisfaz min-2. Portanto, pelo Lema 1.7.31
temos que G/K é um grupo de Chernikov. Pelo Teorema 2.2.5, K tem expoente
finito. Assim, podemos passar ao quociente GG/ K e supor, sem perda de generalidade,
que G & um grupo de Chernikov. Seja G° a parte divisivel de G. Como sabemos, o
indice |G : G| ¢ finito. O centralizador Cgo(a) ¢ um grupo de Chernikov de expoente
finito, portanto, ele é finito. Procedendo-se de maneira anéloga a demonstragao
do Teorema B, concluiremos que « inverte todos os elementos de G° e, assim, o
automorfismo que « induz sobre G° esta no centro do grupo de automorfismos de
G°. Disto, segue que [A, o] age trivialmente sobre G°. Mas [A, a] contém V, logo, V
centraliza G°. Finalmente, ja que Cg(V) ¢ finito e V centraliza G°, entao G =1 e,
dai, G é finito.

|
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