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Resumo

Estudaremos a existéncia de solucdes positivas para uma classe de sistemas elipticos em RV

como o sistema que segue:

—Au(z) = f(u(x)) — ;LH(u(x),v(x)) ,se x € )
—Av(z) = f(v(x)) — ;}H(u(x),v(aﬁ)) , se x € |

em que Q C RY é um domfnio limitado regular, N > 2, f : R — R é uma funcio de
classe C'(R,R) cujo crescimento satisfaz algumas propriedades (subcritico e superquadratico)
e a funcio H : R? — R é positiva, de classe C1(R?) N C?(R? \ {(s,t) € R? : st = 0}) e
sua matriz Hessiana é nao-positiva definida. Este tipo de sistemas pode ser encontrado em
alguns problemas da Biologia, mais quando tratamos de situagoes em que duas ou mais espécies

competem de alguma forma.



Abstract

We study the existence of positive solutions for a class of elliptic systems in RY like the

system below:

—Au(x) = f(u(z)) — %H(u(aj),v(m)) ,if x e P
~Ao(e) = (0(a)) — o H(u(z), o(z) , if 2 € O |

where Q C RY is a bounded regular domain, N > 2, f: R — R is a C(]R,]R) function which
growth satisfy some properties (subcritical and superquadratic) and the function H : R> — R
is positive, C1(R?) N C%(R? \ {(s,t) € R? : st = 0}) and its Hessian matrix is non-positive
definite. This kind of system can be found when studying problems in Biology especially when

we have interactions between two or more species.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos a existéncia de solucoes positivas para uma classe de sistemas
elipticos em RV como o sistema que segue:

—Au(z) = f(u(z)) — ;LH(u(x),v(ac)) , se x € P
“Av(z) = f(u()) ;UH(u(x),v(a;)) sexeq, |

em que Q C RY ¢ um domfnio limitado regular, N > 2, f : R — R é uma funcio de
classe C1(R,R) cujo crescimento satisfaz algumas propriedades (subcritico e superquadratico) e
a fungao H : R? — R é positiva, de classe C1(R?) NC%(R?\ {(s,t) € R? : st = 0}) e sua matriz
Hessiana é nao-positiva definida. Este tipo de sistema pode ser encontrado em alguns problemas
da Biologia, mais quando tratamos de situacoes em que duas ou mais espécies competem de
alguma forma, como podemos ver nas referéncias [5], [7] - [12] e [17].

Uma classe de sistemas que exemplifica este tipo de problema é o sistema Lotka-Volterra
([17]). A forma geral de tal sistema ¢ representada da seguinte forma:

dp;,
dt

n
ai—l—Zbiij P, i=1,..,n,
j=1

em que P; é a densidade populacional da i-ésima populacao. Os coeficientes a; tem crescimento
linear e os coeficientes b;; representam como a densidade da i-ésima espécie depende da densidade
da j-ésima espécie, nos indicando o tipo de interagao (mutualismo, concorréncia ou predador-
presa). O tipo de interacao é dado pelo sinal dos coeficiente b;; e bj;. Por exemplo, se b;;,bj; > 0,
entao as espécies se interagem em mutualismo, pois ambas as populagoes crescem gracgas a
interacao. Se b;j,bj; < 0, entao a interagao ¢ do tipo concorréncia, pois o crescimento de ambas
diminui quando hé interagao. Por fim, temos interagao do tipo predador-presa quando b;; > 0 e
bj; < 0. Neste caso, como na interagao entre as espécies 7 e j a populagao de i cresce enquanto
a de j decresce, concluimos que a espécie ¢ preda a espécie j.

Embora este nao seja o nosso objeto de estudo, certas analogias podem ser feita. Considere-
mos que as fungdes u e v sdo duas populagdes em uma regiao €2 em que o valor u(z) representa
a quantidade da primeira populacao na posi¢ao x de Q e v(x) é a quantidade da segunda po-
pulagao também na posicao x de 2. O sentido de procurarmos solugoes positivas indica que
ambas as populacoes estao presentes naquela regiao e, de alguma forma, coexistem. Dessa ma-
neira, a interagdo entre as espécies é dada pela funcao H. Pelas hip6teses de H (Segao 2.1),
mais especificamente (H3), temos que o nosso problema configura uma relagao de concorréncia.

Baseando-se nas idéias do trabalho de M. Conti, S. Terracini e G. Verzini em [6], procu-
raremos as solugoes para (P, ,) utilizando o método de Nehari, método desenvolvido por Zeev
Nehari em seu trabalho [19] de 1961.
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Este método, cuja finalidade é ajudar na busca de solugoes para problemas diferenciais
ordindrios que envolvam valor de fronteira e tenham um nimero estabelecido de zeros, mostrou-
se ainda mais ttil, tornando-se um método para encontrar solugoes que mudam de sinal para
equacoes diferenciais ordinédrias de segunda ordem superlineares e equacgoes diferenciais parciais
radialmente simétricas, como pode ser visto em [3]. Tal método consiste em: seja Q2 C RN,
N > 1 um dominio limitado com fronteira suave e f € C([0,00)) uma fun¢do com crescimento
superquadrético (propriedade proveniente da hipdtese (f2) da Segao 2.1). Usando a notagao

F(s) = /0 i,

podemos definir o funcional

s = [ (J7u@P - Flulo)

para todo u € H&(Q) Desta maneira, podemos definir uma funcao de conjuntos ¢ que associa
a cada conjunto aberto w C €2 o seguinte valor:

¢(w):= inf supJ(Iw).
wEHG (w) A>0
w>0

Com estas defini¢coes, podemos introduzir o problema de Nehari que consiste em encontrar uma
particdo de ) que atinja o seguinte infimo

inf{e(w1) + ¢(w2) : Wy Uwa = Q,wy Nwy = 0} (1)

Além disso, o par minimal nos dé os suportes das partes positiva e negativa da solu¢cdo que muda
de sinal para a equagao diferencial associada a J* (ver defini¢ao em (3.1)). E este procedimento
é o que chamamos método de Nehari.

Além do método de Nehari, utilizaremos outros resultados de Métodos Variacionais como o
Teorema do Passo da Montanha de Antonio Ambrosetti e Paul H. Rabinowitz, em [2] e uma
alternativa deste mesmo teorema em que analisamos apenas as variagoes radiais das funcoes,
resultado que foi baseado no trabalho [24]. Ainda com base nesta iltima referéncia, mostraremos
a igualdade entre as energias obtidas em cada um dos métodos acima citados. A existéncia de
solucao dependera destas teorias e de resultados de Teoria do Grau e de Algebra Linear.

Também veremos uma variagdo do problema (P, ,) em que existe um parametro de com-
peticao entre as duas espécies, ou seja,

~Au(@) = fu(@)) - L 2L Glu(z),v(e) em 0,
—Av(x) = f(v(z)) — i;jG(u(x),v(x)) em €2, (P))
(u(z),v(x)) € Hy(Q) x Hy(Q),

L u(z) > 0,v(x) >0 em 2.

Nosso interesse neste problema é o comportamento assintético das solugoes (ue, v:) do problema
(P1) quando € — 0, isto é, o que acontece com as nossas espécies quando o nosso parametro
se torna cada vez maior. Mostraremos que neste caso, ocorre a segregacao das espécies. Tal
fenomeno pode ser observado em [9]. Note que este resultado é esperado, pois as dissipagoes de
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cada espécie, representadas no sistema pelos valores Au e Av, sdo inversamente proporcionais

R . . - 10G 190G
as parcelas de interacao entre as mesmas, que sao representadas por 9 e ~ 3y

O Capitulo 1 é dedicado aos resultados preliminares de Métod%s Variacionais que serao
utilizados no decorrer deste trabalho. Tais resultados envolvem os estudos sobre o Teorema do
Passo da Montanha e o método de Nehari que serao utilizados fortemente no Capitulo 2 para
obter solucdes para o problema (P, ).

O Capitulo 2 ¢ destinado ao estudo do Problema (P, ,) em si. Mostraremos a existéncia
e a unicidade de solugao para tal problema, além de mostrarmos que tal solucao encontra-se
sobre a variedade de Nehari. Para tanto, utilizaremos resultados andlogos aos demonstrados no
Capitulo 1. Apés obtermos uma possivel solucao de (P, ), mostraremos que esta solucao pode

ser tomada como sendo positiva utilizando o Principio do Maximo Forte.
1
Ainda neste capitulo, estudaremos o caso em que H(s,t) = —G(s,t) com G(s,t) = 0 se, e
€

somente se, st = 0, € fixado, e o que acontece quando ¢ — 0. Tal estudo nos mostrara que, quando
H ¢é desta forma, este limite tende a zero e, consequentemente, o par (ug,vo) € Hg(Q2) x Hg(Q)
que é solucao para o problema (Pg), problema limite de (P;) quando € converge a 0, é formado
por fungoes com suportes disjuntos.

O problema associado & equacao

— Aw(z) = f(w(z)), z € Q, (Puw)

serd o nosso objeto de estudo no Capitulo 3. Utilizando os resultados dos capitulos anterio-
res, mostramos que é possivel obter uma solugdo que muda de sinal para a equacao (P,). Tal
resultado vem do fato de vy ser solugao de (Pg), pois, facilmente, mostra-se que —vy também é
solucdo de (Py), e, como veremos no Capitulo 2, as solugdes ug e vy tém suportes disjuntos.

Por fim, no Apéndice A estao reunidos alguns resultados importantes que foram utiliza-
dos durante este trabalho. Estes resultados sao dispostos da seguinte maneira: resultados de
Métodos Variacionais, resultados do Teorema de Miranda, resultados de EDP, resultados de
Teoria do Grau e resultados de Medida e Integracao. A ordem de apresentacao destes resultados
foi escolhida de maneira a seguir a ordem de aparicao durante o nosso trabalho, com excecao
dos resultados de Medida e Integracao, que ficaram por ultimo por terem sido utilizados du-
rante todo o trabalho. Como observacao final, em todo este trabalho, denotaremos por C e M
constantes positivas genéricas.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Nosso objetivo é apresentar e demonstrar alguns resultados que nos auxiliarao no desen-
volvimento da dissertacao. Estes resultados, especificamente, nao serao utilizados diretamente.
O que utilizaremos, de fato, sao generalizacoes destes resultados.

Um destes resultados é o Teorema do Passo da Montanha, de autoria de Antonio Ambrosetti
e Paul H. Rabinowitz em 1973, [2], que serd o nosso objetivo na Segao 1.1. Este importante
teorema do Célculo Variacional garante, sob certas condigoes, a existéncia de um ponto critico
de um funcional, que é solucao fraca de uma Equacao Diferencial Parcial.

Também com o objetivo de aplicagdo em nosso trabalho, estudaremos, na Secao 1.2, a
variedade de Nehari, definida com base nos trabalhos de Zeev Nehari, [18] e [19]:

Defini¢ao 1.0.1. Dado J um funcional de classe C* em um espaco de Banach E em R, a
variedade de Nehari é definida como sendo o conjunto

N i= {u€ B\ {0} : (J'(u), u) = 0},
em que J'(u) representa a derivada de Fréchet de J com relagao a u.

O nosso estudo da variedade de Nehari estard focado em mostrar a relagao que existe entre o
Teorema do Passo da Montanha e o Método de Nehari, ou seja, a relagdo entre os niveis criticos
obtidos em cada um dos métodos.

1.1 O Teorema do Passo da Montanha

Primeiramente, enunciaremos resultados que nos ajudarao a demonstrar o Teorema do Passo
da Montanha como apresentado em [20], paginas 7 e 8.

Os resultados principais que utilizaremos sao a condicao de Palais-Smale e uma consequéncia
do Lema da Deformacao. O primeiro nos d4 informacoes quanto a convergéncia de subsequéncias
cuja imagem da sequéncia por um funcional continuamente diferencidvel a Fréchet satisfaz certas
condicOes a serem apresentadas. O segundo nos garante a existéncia de uma aplicacao continua
que “deforma” uma faixa em torno de um valor critico deixando apenas uma vizinhanca de cada
ponto critico desta faixa fixa.

Seja E um espaco de Banach real. Denotaremos por C'(E,R) o conjunto dos funcionais
Fréchet diferenciaveis e cujas derivadas a Fréchet sao continuas em E.

Definigao 1.1.1. Dizemos que J € C'(E,R) satisfaz a condicdo de Palais-Smale, que denota-
remos por (PS) se qualquer sequéncia (uy,) C E para a qual J(uy,) € limitada e J' (uy,) — 0,
quando m — 00, possui uma subsequéncia convergente.
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A seguir, definiremos alguns conjuntos que nos auxiliarao nas demonstragoes presentes neste
capitulo.

Definigao 1.1.2. Seja E um espaco de Banach real. Suponha J € C1(E,R) satisfaz (PS). Para
s,c € R, definimos
K.:={ue E:Ju)=celJ(u)=0}

A ={ueE: Ju) < s}

A proposigao enunciada a seguir é consequéncia direta do Lema da Deformacao (Lema A.1.3),
e que serd de grande utilidade na demonstragao do Teorema do Passo da Montanha.

Proposigao 1.1.3. Seja E um espaco de Banach real. Suponha que J € C1(E,R) satisfazendo
(PS). Se ¢ € R nao é um wvalor critico de J, entdo, dado € > 0, existem ¢ € (0,€) e n €
C([0,1] x E, E) tais que:

i) n(1,u) =u se J(u) ¢ [c —&,c+E|;
i) N1, Aeys) C A
Demonstracao:
i) Segue diretamente do item i) do Lema A.1.3.
i1) Segue diretamente do item 4i) do Lema A.1.3.

[

Agora temos todos os resultados necessarios para a demonstracao do Teorema do Passo da
Montanha (ver [20], pags. 7 e 8). Denotando por B, := {u € E : [Ju| < p} a bola aberta em E
com centro em 0 e raio p, temos:

Teorema 1.1.4. (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espag¢o de Banach real e J €
CY(E,R) satisfazendo (PS). Suponha que:

Ji1) J(0) =0;
Jo) Existem constantes p,a > 0 tais que J |pp,> a;
J3) Eziste e € E'\ B, tal que J(e) < 0.

Entao J tem um valor critico ¢ > «. Além disso,

¢ = If ey, T -

em que I' = {g € C([0,1], E) : g(0) =0, g(1) = e}.

Demonstracao: Mostraremos inicialmente que dadas as condigoes acima, existe ¢ > « e que
ele é dado pela expressao da equacao (1.1). Como g € C([0,1], E), com g(0) = 0 € B, e
g(1) = e € E\ B, temos, pelo Teorema do Valor Intermedidrio que existe d € (0,1) tal
que g(d) € 0B,. Assim, ¢([0,1]) N 0B, # 0, para todo g € I'. Como J |pp,> «, temos que

i%% J(w) > . Dessa forma, dado g € I, existe ugo € g([0,1]) N 0B, e assim,
weob),

J >J > inf J
uegl(f[io),(l]) (u) (ug.0) wé%Bp (w)
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Portanto,

c=inf max J(u) > a.
g€l ueg((0,1])

Agora, mostraremos que este ¢ é, de fato, valor critico. Suponha que ¢ nao seja valor critico de
«
J. Pela Proposicao 1.1.3, tomando g = 5 temos que existe ¢ € (0, 5) e n satisfazendo i) e 7).

Escolhendo g € T" tal que

max J(u) <c+e, *

ueg([0,1]) (u) )

que existe pois ¢ = inf M, em que My, = max J(u), pela definicao de infimo, dado ¢ > 0,
ger ueg([0,1])

existe g € I" tal que My = inf J(u) < c+e¢. Considerando entdo h(t) = n(1,g(t)), temos que

u€g([0,1))
h € C([0,1], E), pois, definindo ® : E — [0, 1] x E por ®(u) = (1,u), temos que ¢ é continua,
de fato, se |u — w| < ¢, temos

|[@(u) — @(w)] = |(1,u) = (L w)] = [(0,u —w)| = Ju—w| <,

mostrando o que querfamos. Assim h(t) = (no®og)(t) é continua por ser composigao de fungoes

continuas.

Além disso, g(0) = 0, por definigao, e J(0) = 0, por hipétese. Como v > 0 e ¢ > « concluimos
=

quec—¢€=c— . Logo,

a_ «
27 2

Dai, temos que h(0) = n(1,0) =0, pois 0 = J(0) ¢ [c — &, c+ Z].
Analogamente, g(1) =ece J(e) <0< % < ¢ —E. Assim,
h(1) =n(1,9(1)) =n(l,e) =e,
pois J(e) ¢ [c — , ¢+ g]. Consequentemente, h € T" e

c=inf max J(u)< max J(u). (xx)
9€T ueg([0,1]) ueh([0,1])

Mas, por (), max J(u) < c+eg,logo ¢([0,1]) C Aqte. Portanto,

u€g([0,1])
h([07 1]) = 77(179([07 1])) C 77(17 AC+E) C AC—E
e, por (),
c< max J(u) <c—e,
ueh([0,1])
o que é um absurdo! Concluimos assim que ¢ é valor critico de J. [

Teorema 1.1.5. Sejam E um espaco de Banach real e J € C1(E,R) satisfazendo (PS). Se J ¢é
limitado inferiormente, entao,

¢= inf J(u)

é valor critico de J.

Demonstragao: Temos que ¢ é finito, pois J é limitado inferiormente. Considere S = {{u} :
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u € E}, isto é, S é uma familia de conjuntos formados por um s6 ponto. Assim,

¢ = inf max J(u),
KeS uekK

pois K = {u}. Suponha entdo que ¢ nao é ponto critico. Pela Proposicao 1.1.3, dado € > 0,
existem ¢ € (0,€) e n € C([0,1] x E, E) tais que,

e n(l,u) =use J(u) ¢ [c—E,c+E;
i n(lyAc—i-a) C Ac—e-
Mas, pela defini¢ao de ¢, dado § > 0, existe K5 € .S tal que

max J(u) < ¢+ 9.
ueKs

Por outro lado, ¢ = inf maxJ(u) < max J(u). Logo, J(u) = max J(u) € (¢,c+ §). Assim,
KeS ueK ueKs ueKs

tomando 0 = ¢, temos que J(u) € (¢, ¢+ ¢€), e, consequentemente, u € A.;.. Portanto,
n(l,u) C Ac—c.
Se definirmos h(u) = n(1,u), temos que h(u) € C1(E, E), ou seja, h(u) = v € E. Logo, se

M = {v} € S, obtemos

c<maxJ(v) <c—e¢,
veEM

que é um absurdo. Logo, ¢ é ponto critico de J. =

1.2 A Variedade de Nehari e Igualdade das Energias

Seja 1 < p < oo. Denotaremos por W P(Q) o fecho de CL(Q), o conjunto das fungdes
continuamente diferencidveis em Q que tem suporte compacto, em W1P(), em que Q C R”
limitado. Denotaremos o espago de Hilbert, Hg (), por

HY(Q) = W?(Q),

com o produto interno definido por

(u, v) 1= /Q [Vu(:v)-Vv(x)—i—u(x)v(x)]d:c. (1.2)

Dessa forma, temos também a norma proveniente do produto interno definida por

HUH%{(%(Q) = (u,u) = /Q [[Vu(m)]Q + ]u(m)ﬂ dx. (1.3)

Segue também, pela Desigualdade de Poincaré (Segao A.5.8) a seguinte norma equivalente de

Hy(9): 1
u == (/Q |Vu]2dx>2. (1.4)

e, / () |9da (1.5)

Também definiremos a norma
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Esta tltima, que é a norma usual nos espagos L1(f2), 1 < ¢ < oo, serd bastante utilizada durante
todo o nosso trabalho, juntamente com as outra duas normas definidas acima.

A partir de agora, consideraremos E := H{ (). Suponha que J € C1(H}(2),R) e J(0) = 0.
Dizemos que u € H}(Q) \ {0} é ponto critico de J se (J'(u), w) = 0, para todo w € H(),
logo, temos que uma condigdo necessdria para que u € H{(£2) seja ponto critico de J é que
(J'(u),u) = 0. Como ja foi definida, temos a variedade de Nehari, neste caso, como sendo o
conjunto

N ={uec H(Q)\ {0} : (J'(u),u) = 0}. (1.6)

Os préximo resultados, apresentados em [24], paginas 71 a 73, mostram que sob certas
hipoteses para o funcional J, temos a igualdade entre os seguintes valores:

= inf J(v(t));
¢ = Inf max (v(t))

c1 = inf J(u);

eN (1.7)
co = inf maxJ(tu),
weH(Q) 120
u#0

em que I' = {y € C([0,1], H}(Q)) : v(0) = 0, (1) < 0}. O primeiro refere-se ao valor critico
obtido através do Teorema do Passo da Montanha, Teorema 1.1.4, o segundo é obtido ao calcu-
larmos o infimo sobre todos os pontos da variedade de Nehari e o terceiro é obtido calculando-se
o infimo entre os maximos obtidos nas direcoes radiais.

Para mostrarmos tal igualdade, considere o seguinte problema:

{—Au—i—u: f(z,u)

u € HL(Q), )

em que  C R* n > 2, é um dominio limitado com fronteira suave. Consideremos entao
F(z,u) = [} f(z,s)ds. Assumimos as seguintes hipdteses:

f1) f€C(Q xR) e, para algum 2 < p < 2*, existe ¢y > 0 tal que
|f (2, u)| < colful + [ulP™).
f2) Existe p > 2 tal que, para todos x € Q e u € R,
pF(z,u) < uf(x,u).

f3) f(xz,u) = o(|u]) se |u| = 0, uniformemente em z € Q.

fa) Existe R > 0 tal que
inf F(x,u) > 0.

|z|>0
|u|>R
fl@u) o
f5) W é funcao crescente de u em R\ {0}, para todo z € Q.

Primeiramente, note que, pelas hipéteses f1) e f3), dado € > 0, existe C' > 0 tal que

F(a,u)] < elu] + CluP ™! Vu € R.
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De fato, pela hipétese f3), dado € > 0, existe § = d(g) > 0 tal que, se |u| < 4,

|/ (2, w)| < elul.

Além disso, pela hipdtese f1), para |u| > 0, temos que

p—2
|f(z,u)] < co (1 + 1) |u’p71 < co(1 4 6P77)

p—1
= oz M

1+ 6P2
Logo, tomando C := CO((;:_Z), temos que

|f (@, u)| < ClufP™,

de onde podemos concluir que

|f(z,u)| < elu| 4+ C|u[P~!, para todo u € R.

(1.8)

Assim, com tais hip6teses definimos o funcional de energia associado ao problema (P),

2 2
/Q{V;d —i—%—F(a:,u) dx.

As solugoes fracas do problema (P), sdo definidas como as fungoes u € HE(Q) tais que

J(u) :

/Q [(Vu(z), Vu(z)) + u(@)o(z) — f(u(z))v(z)] de

ou seja, sao dadas pelos pontos criticos do funcional J.

=0,

Lema 1.2.1. Assumindo f1) — f5), para qualquer u € Hg(Q)\ {0}, eziste um tinico t(u) > 0 tal
que t(u)u € N, o mazimo de J(tu) € atingido em t = t(u), a fun¢do

v Hy () \ {0} — [0, 00)
u — t(u)

é continua e a aplica¢do u — t(u)u € um homeomorfismo entre a esfera unitdria de Hi(Q) e N.

Demonstragao: Pela hip6tese f3), temos que existe u > 2 tal que, para todos x € Q e s € R,

WE(z,5) < sf(.5).
Assim, se |s| > R, dado pela hipdtese f1), entao

f(z,s) M s> R
F(z,s) ~ s
f(x’S)gﬁ,Sesg_R,
F(x,s) = s

e, portanto, ao integrarmos ambos os lados da desigualdade de R a wu, concluimos que,
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para s > R,
r F(z,s) R S
& log|F(z,s)|| > plogls|
s=R s=R
Assim,
|F (2, u)| Ju[ \*
1 >1 —
®F@ R~ P\ R

Agora, note que, pela hipdtese fy), F(x,u) > 0, e, portanto,

|F(z, R)],
F(z,u) > TW :
Temos também que, se s < —R,
-R -R
/ f(:v,s)dsg/ 1
u F(x’ S) u S
s=—R s=—R
< log|F(z,s)| < plog |s|
S=u S=u
|F(z, —R)| <!—R|>“
& log—+"—> <log | ——
(2, u)| |ul
o ol gomy
|F(z,u)| |l
ul \*
& |F-R)| 5 ) <IFu)l
e, novamente pela hipétese f4),
‘F(.’L’, _R)‘ o
F(z,u) > T|U| .
Logo, se tomarmos a; = max |F(z, B)| |F(z, —R)| temos
) 1 R 3 R ;

F(z,u) > ai|ul, se |u| > R.

Se |u| < R, como F(z,u) — ai|u/t* é uma fungao continua, pois é a soma de duas fungoes
continuas, como {2 é limitado, temos, pela compacidade de €2 x [—R, R|, que, para u pertencente
a este dominio, existem m e M em R tais que

m < F(z,u) — a|ul* < M.
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Dai, se tomarmos as = max{|m|,| M|}, temos
—ag < F(z,u) — ai|u]” < aqg,

e, portanto,
F(z,u) — ar|ul” > —as.

Ou seja,
F(x,u) > ai|ul* — ag, se (z,u) € Q x [-R, R].

A partir dai, concluimos que, para todo z € Q e u € R,
F(z,u) > a1|ul* — as. (1.9)

Agora, seja u € HE(Q) \ {0} fixado e defina a fungdo g(t) = J(tu), para t € [0,00). Clara-
mente, para t # 0, temos

1
gt)=0s J(tu) -u= ;J'(tu) “tu=0
e, como t # 0, temos que J'(tu) - tu = 0, logo, tu € N'. Mas,

J'(tu) - tu =0 < / (2| Vul? + ?u® — f(z, tu)tu] dz = 0
Q

1
& / [|Vu\2 + Juf? — tf(gc,tu)u] dx =0
@ , (1.10)
& Nl = 7 [ fatuyudz =0
1
& ||u||§{01(9) = t/@f(x,tu)udx.

Agora, se u # 0

f(xv tu) 2

; u® é uma funcao estritamente crescente com relacao a t,
U

e, pela hipétese f5), temos que

1
pois u estd fixada. Portanto n / f(x,tu)udx é também uma fungao estritamente crescente com
Q
relagao a variavel t.

Além disso, temos que g(t) satisfaz os seguintes resultados:

e g(0) = 0, pois,
9(0) = J(0u) = /Q BW(OU)F + %(ou) _ Fla, OU)] da = 0,

e Quando t é suficientemente pequeno, g(t) > 0. Note que, pela hipétese f3), dado 0 < e < 1,
existe d(¢) = & > 0 tal que, se |s| < d, entao |f(s)| < e|u|. Logo, dado 0 < € < 1, se
tomarmos t tal que [tu] < §(g) = J, temos que

tu

tu
F(z,tu) = f(z,s)ds </ els|ds.
0 0
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Assim, se tomarmos u > 0, obtemos

tu

F(z,tu) < 282

= Stul?, (1.11)
.2

enquanto que se u < 0,
tu

F(z, tu) < g(—ﬁ) - %e\tuP. (1.12)

0

Logo, F(z,tu) < g\tu\Q, e, portanto, segue que, se |tu| < 9,

g(t):/ 1\V(tu)]2—|—1\tu\2—F(x,tu)} dz
Q2 2
1 2 1 2 &2
>/Q 5T+ it = ]dm

1 1
:/ SV (tu)? + €|tu|2] dz
012 2

t2
= [ 9@+ (- ofuf?] de
Q
2
>0 [ [0 -0V @P + (1 - o)fuf] d
Q
t2(1 —¢)

2
- 9 HUHH&(Q) > O>

resultando assim o que queriamos.

e Quando t é suficientemente grande, g(¢) < 0. De fato, por (1.9), obtemos

o) :/Q —;V(tu)|2+ %\m\? —F(x,tu)} do

1 1
< / IV (tu) 2+ Z[tul® = (a [tul* — ag)] dx
P 2

2
= /Q 5(!V(u)\2 + |u|2) — apth|ult + CL2:| dx

L2 2
= as|Q| + §||uHH&(Q)t — t“/ﬁaﬂu!“dw.

=C1+ 02t2 — CstH,

2
] HE(Q)
2
as constantes, C1, Cy e ('3 serem estritamente maiores do que 0, temos que, quando ¢ for
suficientemente grande, a ultima expressao serd estritamente negativa, como queriamos.

em que Cy = a3|Q|, Co = e C3 = [ ay|u/dx. Assim, por p ser maior que 2 e

Com estes resultados, temos que existe t(u) € (0, 00) tal que g(t(u)) = n?ax) g(t). Mostraremos,
te|0,00

agora, que este niimero real é tnico.
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Suponha que existam t1 e to em R, 0 < ¢ty < 71 tais que

H) = t) = g(ts).
g(t1) tg[{)?go)g() g(t2)

Segue, entao, da equacao (1.10) que

1 s 1
tl/Qf(:E,hu)udg;: ||u||H&(Q) = tQ/Qf(:c,tgu)udz.

Logo,
1 1
/f(a:,tlu)udx—/ f(z, tou)udr =0
t1 Jo t2 Jo

@/ f(fUatlu)uzdx_/ flatau) o, 4
Q tlu Q tQ'LL

o [ [flt)_ i) oy,
Q tl’U, '

t2u

f(z, tu)
tu

Agora, como vimos anteriormente, a funcao é estritamente crescente, logo

f(x7t1u) . f<$>t2u>

tlu tgu

flx, tiu)  f(z,tau)

> 0,

13

implicando em / [ — ]qux > 0 e, portanto, uma contradicao. Tal con-
Q tlu t2u

tradi¢do veio de considerarmos a existéncia de dois pontos de maximo para g(t), assim, t(u)

¢ unico.

Nosso préximo passo é mostrar que a aplicacao t(u) é continua. Para tanto, consideremos
uma sequéncia {un }nen € HE(2)\ {0}, tal que u,, — u € H}(Q)\ {0}. Note que {t(uy)}neny € R

é uma sequéncia limitada, pois, se considerarmos t(u,) = t,, para todo n € N,
t?z”“ﬂ“%{é(ﬂ) = /Qf(x>tnun)tnun dzx
> / wF (x, thuy)de,
Q
devido ao fato de t,u, € N e a hip6tese f2). Além disso, pela equagao (1.9), temos
/ wF (x, tpuy)dx > ,u/ [a1|tpun | — as] dz
Q Q
= a]]tn|”/ |un |Mdx — as,
Q
em que d; = paj e dy = paz|QY|. Assim, concluimos que

‘tn|2||un||§{3(g) > CL~115n|“/Q |up | dx — da.
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Como, fixado n, os valores a, as e |t,| sdo constantes positivas, temos que

/ |up [Fdz < oo,
Q

ou seja, u, € L*(Q), para todo n € N. Com isso, temos que
dl“ﬂW”“ﬂ”’iu(Q) - ‘tn|2||un||?{3(g) < ag, (1.13)
portanto, se {t,} fosse uma sequéncia ilimitada, para todo M > 0 existiria ny; > 0 tal que
a~1|t'flM‘uHun1WHl[l:H(Q) - |tnM‘2HunMH%{5(Q) > M,

pois u > 2, logo, para t, suficientemente grande, o crescimento é regido por [¢,|*. Como isso
teria de valer para todo M, valeria para da, o que contradiz a equagao (1.13). Logo {t,}nen €
uma sequéncia limitada.

Sabendo que a sequéncia {ty}nen é limitada, temos, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass
que existe uma subsequéncia, digamos {t,, }ren, tal que t,, — to € R. Agora, como u, — u,
temos que up, — u e, portanto, [|un, [|g1 @) = [[ullg1(q), ou seja, por (1.10)

. L
lim /Qf(l’>tnkunk)unkdx - t(u) /Qf(x>t(u)u)de

k—o0 tnk
Mas, tpn, un, — tou, pois
[tnytn, — tou] = |tn,Un, — tn,u + tn, u — toul
< tny tny, — tnu| + |tn,u — tou| (1.14)

= [tng [[(Uny, — W)+ [(tn,, — to)[[u] = 0.

Assim, escrevendo f(x,u) como f(u) para facilitar a compreensao,

1 1
/ f(tnkunk)unkdzn—/ f(tou)udx
tnk Q tO Q
1 1
< |— [ fltnun, )un,de — — [ f(tn, un, )un,dx
tnk Q to Q

1 1
+ / f(tnkunk)unkdx—/ f(touw)u dx
to Ja to Jo

1 1
(1) [ ]+
th, to/) Ja

tl/ﬂ [f(tnkunk)unk — f(tou)u]d:r;

0

1 1
S|l— /|f(tnkunk)unk|dx
tn, to| Jo
1
+ % /Q|f(tnkunk)unk—f(tou)u|da:. (1.15)
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Agora, por f1), segue que existe uma constante positiva My, > 0 tal que

/ww%mmm=/v%wmmmm
Q Q

Q

= CO’tnk‘2‘|unkH%2(Q) + ‘tnk|p||unkHZ[],P(Q) = My,
e, além disso,
[ 15y, = Ftwuias < [ (18, — fltou)un,
+ | f(touw)un, — f(tou)uq dz
— [ 15t = a0,

+—Lfaou>nunk——zd]dm,

e a ultima integral acima converge a zero quando ny — 0o, pela continuidade de f e o fato de
Up, — u. Assim, por t,, — to, concluimos que (1.15) converge para 0 quando k — oo, ou seja,

1 1
lim / (@, tn, tn, )Un, de = / f(z, tou)udz.
Q to Ja

k—o0 T,

Mas, pela unicidade do limite, segue que

1 1
tO/Qf(x,tou)uda:: t(u)/ﬂf(x,t(u)u)udx,

provando a continuidade de ¢.
Por fim, note que a aplicacao u +— t(u)u, com dominio na esfera de raio 1 e imagem sobre
a variedade de Nehari A/, é continua (tal fato segue de (1.14)) e que sua inversa, a contragao

_ u o, . . . ~ .
U +— ——, é também continua. Logo, a aplicagao u — t(u)u é um homeomorfismo. [

[l

Antes de passarmos para o teorema que mostra a igualdade entre os valores criticos, ¢, ¢; e
c2, mostraremos o seguinte lema:

Lema 1.2.2. J satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha, condig¢oes Jy), Jo) e
J3) do Teorema do Passo da Montanha, e a condi¢gdo de Palais-Smale, (PS).

Demonstragao: Note que

e Para mostrar que J satisfaz Jp), mostraremos que J(0) = 0. De fato,

J@ZAPzw+f—ﬂmﬂm.

Agora, por defini¢ao
0
F(a.0) = [ f(z.s)ds =0,
0
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e J1) segue.

e Pela hipdtese f3), dado 0 < & < 1, temos que existe 6 = §(g) > 0 tal que, de maneira
andloga a utilizada para mostrarmos as equacoes (1.11) e (1.12), se |u| < ¢ obtemos

F(x,u) < §|u\2, se u >0

F@ﬂg<i;mﬁﬁeu<a

Dai, se tomarmos 0 < p < §, temos que, para u € B,(0),

MFA?T*@“%“
2/9 ]V;P +|u2]2_€]u2\2] dx
:/Q |v;|2 +(1 —5)@1 dx
> u ; ) HUHJZLI&(Q) + EHUQ‘Q
> (155 +<C) oy

pois, ||UHH3(Q) e |lu|| sao normas equivalentes. Agora, quando u € 0B,(0), temos
HUHH&(Q) = p, € portanto,

1—
J(u))( 25+5C)p::5>0.

Assim, concluimos que J satisfaz Js).

e Para todo u € H}(Q) \ {0}, temos que u € L*(2) e, por (1.9),

J(tu) = /ﬂ %\V(tu)]z + %|tu\2 - F(a:,tu)] dx

(1 1
< / §t2\V(u)\2 + §t2|u]2 — (art*|ult — ag)] dx
QL

:/Q'

e
= — — tH H
as|Q| + 2t HUHH(}(Q) t /Qallu\ dx.

1
SNV + 1) =t + 0 do

= C1 + Cot?|[ul[31 ) — Cst*[ullf .

1
em que C = az|Q|, Co = 3 e ('3 = a1. Assim, por p ser maior que 2 e as constantes, C1,

(5 e ('3 serem estritamente positivas, temos que, quando t for suficientemente grande, a
ultima expressao sera estritamente negativa.

e Mostraremos agora que J satisfaz a condigao (PS). Para isto, seja uma sequéncia
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{un}nen € HL(Q) tal que a sequéncia {J(up)}nen é limitada e a sequéncia {J'(uy)}nen
converge a 0 quando n — oo. Provaremos que a sequéncia {u,}neny admite uma sub-
sequéncia convergente. Primeiramente, mostraremos que a sequéncia {|[un|| 1 (q)tnen €
limitada. De fato, como |J(uy)| < M para todo n € N, M € R constante, existe ng € N
tal que, para todo n > ng, ||J/(uy)|| (HL () < K, em que g € dado por fa) e || - || g1y €
a norma no espaco dual de H}(f2). Sendo assim, para todo n > ng,

17" ()| 1y,
M+12 J(un) - IIUnIIHl(Q

> J(un) — ;(J’(un)vw

1 1, o 1
= Sy = [ Fluna)ds = Sl + 5 [ Fen(@)uaords

1 1 1
:<M>Wﬂ%m+ulﬁwwmw@>uﬂ%@mm.

Assim, pela hipétese f2), como p > 2, temos que

(M +1)(2p)
T2 2 [lunll o)

e, portanto, a sequéncia {Hun”Hé(Q)}neN ¢é limitada. Deste resultado, podemos concluir

que existe uma subsequéncia, que denotaremos por {u,}nen, tal que u, — u em H&(Q)
Agora, nos resta mostrar que u, — u € H}(£2). Para isto, note que

fun = w3 ) = (T (un), (tn = w)) = (J' (), (tn = u))
+ /Q [f (un(2)) (un (@) — u(@)) — f(u(@))(ua(z) — u(z))] d=.

Mas,
n—0
(T (un), (un — u))| < HJ/(un)H(Hg(Q))’Hun - UHH&(Q) = 0,

pois ||J/(Un)||(H5(Q))/ —0e ||unHH5(Q) é limitada, e consequentemente ||u||H&(Q) é limitada.
Além disso, pela definicao de convergéncia fraca,

(T (w), (un — w))| = 0,

nos restando mostrar que a integral /Q [(f(un(z)) = fu(®)))(un(z) — u(z))] do converge
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1.2

a 0 quando n — 0. Para mostrarmos este fato, utilizaremos o resultado (1.8). Assim,

| [(flun(@) = fu(2))) (un(z) — u(@))] da|

Q

< [ 1 tunla) = F(u@) (o)~ u(z)] da
< /Q (un(@)] + [u(@)]) + Cllun(@) P~ + ful@) P~ jun(x) — u(z)) de
< /Q e lun (@) un () — ()| iz + /Q (@) lun(z) — u(z)| dz

" /Q Cltan(@) P un () — ()] dez + /Q Clu() P uun () — u()| e

Agora, utilizando a desigualdade de Holder,

I/Q [(f (un(@)) = f(u(@))(un(@) — u(z))] dz|

< ellunllzllun = ullz + ellullaflun — ull2

-1 —1
+ Cllunlly llun = ullp + Cllullp™ lun — ullp

e, pelo Teorema A.5.5 e o fato de que ||u, —ul[, — 0, para todo p € [1,p*), concluimos que

/Q [(f(un(x)) — fu(x)))(un(z) — u(ac))] dx| — 0, quando n — 0.

Assim, |lun — ul| g1y — 0, mostrando que J satisfaz (PS).
Assim, temos que J satisfaz todas as hipdteses do Teorema do Passo da Montanha (Teorema

1.1.4). ]
Agora, com a ajuda dos Lemas 1.2.1 e 1.2.2 mostrados anteriormente, provaremos o seguinte

teorema:
Teorema 1.2.3. Sob as hipdteses f1) — f5), temos que

c=c1=cCo

e que ¢ > 0 € um valor critico de J.

Demonstragao: Pelo Lema 1.2.1, podemos concluir que

cp:= inf maxJ(tu)
weEN{0} 0

— inf J(t
ety (t(u)u)

Z g T =

sendo que, a desigualdade se deve ao fato de t(u)u € N, para todo u € H}(Q)\ {0}. Agora,
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suponha que inj{/ J (W) < co. Entdo, existe ug € N tal que J(ug) < c2. Mas, por N' C H(2)\ {0},
ue

co > J(uo) = J(t(uO)uO > inf J(t(u)u) = Ca.
Hi()\{0}

O que é uma contradigao. Logo, ¢; = c2. Além disso, dado u € H}(Q) \ {0}, temos que existe
t1(u) suficientemente grande tal que J(¢;(u)u) < 0. Se definirmos ~,, como sendo

Yu(s) = st1(u)u,

teremos

inf max J(tu) = inf max J(yu(s))
ueH(Q)\{0} t=0 ueHL(Q)\{0} s€[0,1]

e, como 7, diferencidvel, v,(0) = 0 e v,(1) < 0, para todo u € H () \ {0}, temos que v, € T.

Portanto,

= inf J(tu) = inf J(Vu > inf J(v(t)) =: c.
2= it o BTt =l o 2 T 0u(s)) > Inf max J(y(8)) = e

Falta mostrar apenas que ¢; < ¢ para concluirmos a demonstragao do teorema. Para tanto, note
que a variedade de Nehari, N, separa H}(Q) em dois conjuntos,

A= {uec HYQ)\ {0} : (J'(u),u) >0}

B:={uc H}(Q)\ {0} : (J'(u),u) < 0}.
Primeiramente, temos que A N B = () e que existe § > 0 tal que Bs(0) C A. De fato, pelas
hipéteses f1) e f3), temos que dado 0 < € < 1, existe d; = d1(¢) > 0 tal que, se ||u|| < 1, entao
1
|f(z,u)| < elu| + colulP. Assim, fixado ¢ < min{——, K (2)}, em que K(2) é a constante de

K(2)

Sobolev, e tomando tal 0, se w € Bg, (0), temos,

(') = ol e~ | flowpwda. (1.16)
Agora,
f (@, uyu < |y u)ulu] < elul? + colul?,

e portanto,
— (@, w)u = —[f (2, w)l|u] = —efu] — colul”.

Assim, temos pela desigualdade acima e pela equacao (1.16) que

(J'(w),w) > HwH?{(}(Q) —/Q [€|w’2+00|w‘p]dx

2

= HwHHé(Q) - 5”“’”%2(9) - COHU)HZJ(Q)-

Agora, pelas imersoes de Sobolev, existe uma constante K (p) > 0 dependendo apenas de €, p e
n, tal que
[wllLr(e) < K@)|wlli o), para 1 <p <27
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Dai, escrevendo M; = ¢K(2) e My = coK (p), obtemos

(J'(w),w) = [wlf g = Millwlin g = Mellwlf g

(1 *Ml) MQHMHIZ(}(Q)

”wHHl(Q
Mas, quando ||w|| < & < 01, § suficientemente pequeno, por p > 2 e 1 — M; > 0, temos que
(1-— Ml)HwHHl(Q MQHMH?{(%(Q) > 0. Dessa forma, temos que (J'(w),w) > 0 para todo w em
B;(0), e portanto, Bs(0) C A. Além disso, pela unicidade de t(u) e pelo fato de g ser crescente
para t pequeno, obtemos ¢'(t) > 0, 0 < ¢ < t(u).

Agora, suponha que existe v € I' que nao cruza N, ou seja y(s) ¢ N, para todo s € [0, 1].
Consideraremos y(s) # 0 para todo s € (0,1], pois, se y(s) = 0, entdo v(s) ¢ N por defini¢ao
da variedade de Nehari. Pela defini¢ao de I', temos que J(y(1)) < 0. Por outro lado, t(y(s)) # 1
quando s € (0,1] (pois se t(y(s)) = 1, entdo v(s) € N) e, para s suficientemente pequeno,
t(y(s)) > 1, por causa de Bs(0). Assim, pela continuidade de ¢, temos que t(v(s)) > 1, para
todo s € (0,1]. Mas, se t(y(s)) > 1, para todo s € (0, 1], entao

J(t(y(1)y(1)) =2 0, V0 <t < i(y(1)),

e, como t(y(1)) > 1, temos que J(y(1)) = 0, o que é um absurdo! Portanto, todo v € I" cruza
N e, assim,

max J(y(s)) > inf J( )=:c1, Vy €T,

s€[0,1] ueN

nos permitindo concluir que

c:= inf max J(y(s)) > =c2<c
vel s€[0,1]

Por fim, obtemos o fato de c¢ ser valor critico aplicando o Teorema do Passo da Montanha
(Teorema 1.1.4). ]



Capitulo 2

Existéncia de Solucao Positiva para
Sistemas

Neste capitulo, nosso objetivo sera o problema (P, ,) que sera definido na Segao 2.1. Este
problema, como vimos na introducao, pode ser comparado a um sistema em que duas espécies
interagem competitivamente. Comecaremos o capitulo com a Secao 2.1 na qual definiremos o
problema sobre o qual o nosso trabalho é desenvolvido juntamente com hipéteses para f e H
que sao, respectivamente, a nao-linearidade do problema e a funcao que representa a interacao
entre as funcoes. Nesta secao, também fazemos observagoes sobre algumas alteracoes feitas nas
hipéteses (f1), (f2), (H1) e (Hz2). Na Segao 2.2, apresentamos alguns resultados provenientes
das hipdteses (f1) — (H3) que serdo importantes no decorrer deste trabalho.

Vamos obter solugdes para o problema (P,,) na Secao 2.3, baseado no trabalho de M.
Conti, S. Terracini e G. Verzini, [6]. Esta secao estd dividida em 2 subsegdes. A Subsecao
2.3.1 é dedicada a demonstracao de que o funcional J, associado ao problema (P, ) ¢ de classe
CHHL(Q) x HE(Q),R). J4 na Subsegdo 2.3.2 apresentaremos resultados que nos ajudardo a
obter uma solugao fraca para (P, ,). Ao final desta subsegao, mostraremos que estd solucao
fraca, é de fato uma solucao classica.

Por fim, na Segao 2.4 apresentaremos resultados sobre uma versao simplificada do problema
(Pyv), em que nao temos a interacao entre as fungoes, ou seja, a funcao H é identicamente nula.
Para isso, usaremos um método de aproximacao que serd apresentado na Subsecao 2.4.1.

2.1 O Problema (P,,)

O nosso objetivo neste trabalho é estudar o seguinte sistema

—Au(z) = f(u(x)) — aauH(u(x),v(w)) , se x €
—Au(z) = f(u(x)) — ;}H(u(x),v(a:)) sex e (Puv)
u(z) >0, v(x) >0 ,sex €9,

em que Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave, N > 2, as funcoes f : R — R e
H :R? — R* sio funcdes ndo-lineares que satisfazem as seguintes propriedades:

(f1) f € CH(R,R) e existem constantes positivas C, p tais que, para todo s € R e para quase
todo x € 2, temos
[fs(,8)| S C(L+s[P72), 2 <p <27,

21
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2N
em que 2* = 400 quando N =2 e 2* = N9 quando N > 3.

(f2) Existe v > 0, (2+~ < p), tal que, para todo s # 0 e para quase todo = € (,
fs(z,8)s% > (1 +7)f(z,8)s > 0.

(Hy) H € CYR%,RT) n C*(R?\ X,R*), em que X := {(5,0),(0,t) : s,t € R}, e existem
constantes C' > 0 e 0 < 8 < v, tais que

|Hys(z, 5,0)|, | Hot (2, 5,)|, [ Hy (2, 5, )| < C(1+ || + [¢]%).

(Hz) Existe 0 < a < S tal que a matriz Hessiana

 (Hgs(s,t)s* — (1 4+ a)Hy(s,t)s Hg(s,t)st
Hess H := ( Hy(s, t)st Hy (s, t)t2 — (1 + ) Hy(s, t)t
é nao-positiva definida para todo (s,t) tal que s # 0, t # 0 (ou seja, o determinante é

nao-negativo e os termos da diagonal principal sdo negativos ou nulos).

(H3)
H(s,t) >0, Hg(s,t)s >0, Hy(s,t)t >0, se st # 0,

H(s,t) = Hs(s,t) = Hy(s,t) =0, se st = 0.

Observagao 2.1.1. Primeiramente, a hipdtese (f1) no trabalho de M. Conti, S. Terracini e G.
Verzini, [6], €

(f]) f € Cl(R,R) e existem constantes positivas C, p tais que, para todo s € R e para quase
todo x € €, temos
[f(z,8)] <C(L+sPP7h), 2<p <27,

2N
em que 2 = 400 quando N =2 e 2* = N2 quando N = 3.

Porém, sé com esta hipdtese nao foi possivel demonstrar a reqularidade da aplica¢ao ¥ (ver
definicio em 2.25), ¥ € C?(R? \ X,R) que serd demonstrada na Se¢do 2.3.2. Mas, como
podemos ver, a hipdtese (f1), que enunciamos em nosso trabalho, implica aquela enunciada em

[6]. (f1). De fato, S S
L/mmﬂw</caﬂm%w
0 0

<c(ls+ 7
p—1
< C(ls] + |sPP1).
Agora, ) .
|MM=AMWW<Ammwm
€

Cls| + s~ <201+ [s71),

pois, se |s| <1,
C(lsl + s~ < C + [sl"™),
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e sels| > 1,
C(ls| +[sPh) < C(|s[P~t + [s|P~h) < 20|s[P~t < 20(1 + |s[PH).
Assim, temos
|f(2,5)] <2001+ [sP).

Como em sua totalidade a hipdtese (f1) somente serd necessdria em um momento do nosso
trabalho (para mostrar que o funcional ¥ € de classe C?) na maioria das vezes, faremos referéncia
a hipdtese original (f7).

Observagao 2.1.2. Nossa seqgunda observagao diz respeito a hipdtese (f2). Em [6], esta hipdtese

s

e’

(f}) Eziste v >0, (24~ < p), tal que, para todo s # 0 e para quase todo x € S,

fs(x,8)s* — (1 4+ ) f(x,s)s > 0, (2.1)
o ) . f(s) . ,
a partir disso, poderiamos concluir que ﬁ ¢ uma funcao crescente (um resultado que € ne-
s

cessdrio mais adiante no artigo, ver pdgina 882). Note que a partir de (f2) é possivel obter (f3),
POLS
Fol, )5 > (L4 7)F(2,5)5 > 0= fy(2,8)5 — (1) f(z,5)s > 0,
S
mas a direcdo contrdria nao € necessariamente verdade. Além disso, a conclusao de que 1(s) é
S
uma fungdao crescente nem sempre € obtida com (f}), pois se considerarmos a fung¢ao f: R — R

—2 S
e com0<e< pT, temos que, embora M seja decrescente, f(s)

5]

como sendo f(s) = —s

satisfaz a hipdtese (f2). De fato, se s > 0, entdo

que € decrescente, mas
fs(8)s = (1 4+7)f(s)s = —(1+)s°s% — (1 +9)(—s'T)s = s> T [1 +v -1 —¢].
Fazendo entdao v = 2¢, temos que 0 < v < p—2 e que
fs(z,8)s*> — (1 +7)f(z,s)s = s> > 0,
f(s)

s
este fato, alteramos a hipdtese (fa2) para uma hipdtese semelhante e usual quando se estuda este
tipo de problema.

nao € crescente. Por

pois s > 0. Logo existe 0 < v < p— 2 tal que (2.1) é satisfeita, mas

Observagao 2.1.3. A hipdtese (Hy) de [6] também foi alterada pelo mesmo motivo da hipdtese
(f1), isto €, foram necessdrias estimativas sobre as derivadas de H para mostrar a regularidade
da aplicagao U (ver definicio em 2.25), e mais alguns outros resultados, como a regularidade
do funcional de energia J associado ao sistema (P,,) (Secao 2.3.1), J de classe C*(HE(Q) x
HE(Q),R). A hipétese original é dada a seguir
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(H}) H € CYR*) NC?*(R?\ X) e existe uma constante positiva 0 < 3 < v, tal que

|H(xz,s,t)] < C(1+|s| + |t (2.2)

Porém, assim como foi possivel com a hipdtese (f1), € possivel obter a hipdtese (Hy) assu-
mindo a hipdtese (Hy). Pela hipdtese (Hy),

/ Hys(z,7,t)d
</ |y (2,7, )| dr
0

</ i+ |T|ﬂ +1t8)dr
0

1+B
< C(s| + 1577 + |s|[t]?) (2.3)
<O+ s+ [s]*2 +s]|t]?).

|Hs(z, s,1)]

=C(sl+ 77> - |s11¢%)

Assim, se integrarmos novamente,

s

|H(x,s,t)| < Hy(x,7,t)dT

3 o —

< | |Hs(z,7,t)|dr
0

S
< / C + |7] + |78 + |7|1t]P)dr
2 Is]PTP |s?[e)?
C L
(' Sty st
< C(Is| + [s] + [s[*2 + |s2[t])
SO+ [s]+ [ + |s*T + |s*]t]%)
< C(1+ |s| + [¢)*T7, (2.5)

[en]

como quem’amos.

Observagao 2.1.4. Na hipdtese (Hz) de [6], a defini¢ao de matrizes nao-positivas definidas
diz que os termos de sua diagonal principal devem ser estritamente negativos quando expressa
na base de Jordan, porém, alguns autores, como por exemplo [15], consideram que os termos da
diagonal também podem ser nulos. O fato de os termos da diagonal poderem ser nulos serd usado
na Se¢do 2.4, quando estudaremos o sistema (P,.) para o caso em que H = 0. A alteragao
feita nos obriga a estudar casos particulares para a Proposi¢do 2.5.9, mas veremos que ndo altera
nenhum outro resultado do trabalho.

Antes de prosseguirmos, daremos exemplos de fungbes f e H satisfazendo as hipétese (f1) —
(f2) e (Hy) — (H3), respectivamente. Seja © € R? um aberto limitado com fronteira suave. Um
exemplo de funcio que satisfaz as hipéteses (f1) e (f2) é f(z,s) = s|s|>. De fato, a derivada de
f com relacao a s é dada por

Folz,8) = |s|® + 35|22 = 4s3

5]
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e utilizando esta informacao, mostraremos que f satisfaz as hipéteses (f1) e (f2).

(f1) Note que

[fol,8)] = 4ls]” < 4(1 +Is]%),

2-3
ou seja, C =4 e, como 2* = =6, temos p =5 < 2*, se Q C R3.

3—2

(f2) Mostraremos agora que f satisfaz a hipétese (f2). De fato, fq(z,s)s? = 4|s|>s? = 4]s]° e

f(z,s)s = s%|s|> = |s|>. Logo, tomando v = 5 temos que, para s # 0,

7
folw,5)s* = 4P > sl = (14 7) ()5 > 0.

Consideremos ainda  C R? e H(z,s,t) = s*t?, como

H,(z,s,t) = 2st?, Hy(x,s,t) =2s’t e

Hgo(z,s,t) = 2t%, Hy(z,s,t) = 4st e Hy(x, s, t) = 252,

mostraremos que H (z, s,t) satisfaz as hipéteses (Hy) — (Hs):

(H1)

A partir das derivadas acima, temos
|Hys(z, 5,1)| + 2| Hye (2, 5, t)| + |Hye (2, 5,1)| = 26> + 8st + 252 < (25 + 2t)2.
Agora, tomando 2 < § < 7, pelo Lema A.5.4,
(2s+2t)2 =4(s+1)? <4(1 + s+ 1)
<4(1+s+1)P
<220(1 + %2+ 12).

Além disso, como a soma de Hgs, Hy € Hy é menor que 4(s + t)2, temos que cada uma
das parcelas é menor. Assim,

‘HSS(wv Syt)|7 |H8t(xv 37t)|a |Htt($7 Sat)| < 25(1 + |8’2 + ‘t‘Q)'
Portanto, H (s, x,t) satisfaz (Hy).

Para mostrar que H (x, s,t) satisfaz (Hs), mostraremos primeiro a existéncia de « tal que
os elementos da diagonal principal da matriz Hessiana de H sao nao-positivos, depois
mostraremos que o determinante da matriz Hessiana de H é nao-negativo. Note que para
2 < a < 3, temos que, para todo par (s,t) € R?,
Hyy(z,5,t)s2 — (1 + ) Hy(x, 5,t)s = 25212 — (1 + a)25%t?
= —2as%t?
<0.

De maneira analoga, para os mesmos valores possiveis de «, temos

Hy(z,5,t)t* — (1 + a)Hy(z, 5,t)t = —2as*t? < 0, para todo par (s,t) € R%
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Agora, o determinante da matriz Hessiana de H é dado por
(Hsss? — (1 4+ a)Hgs) (Hyt? — (1 4+ o) Hyt) — (Hgst)? = da?stt — 165t
=4(a? — 4)st?
> 0,
pois o > 2, mostrando que H(z, s,t) satisfaz (Ha).

(Hs) Por fim, mostraremos que H (z, s,t) satisfaz (H3). Note que

H(z,s,t) > 0 para todo par(s,t) € R

H(z,s,t) =0se st=0.

Além disso,
H,(z,s,t)s = Hi(x,s,t)t = 2(st)? > 0,V(s, t) € R

e, claramente,
Hy(z,s,t) = Hy(x,s,t) = 0, para os pares (s,t) € R? com st = 0.

Assim, H(x, s, t) satisfaz (H3).

2.2 Consequéncias Decorrentes das Hipoteses nas Nao-Linearidades

26

Nesta se¢ao, mostraremos algumas consequéncias importantes das hipdteses da Secao 2.1.
Tais consequéncias serao muito utilizadas durante todo o trabalho nos auxiliando na obtencao

de resultados e simplificando nossas demonstragoes. Sao elas:

I) f(x,0) =0, para todo = € Q.
De fato, quando s > 0 temos de (f2) que

fo(x,8)s2 > (L+7)f(x,5)s > 0= fo(x,s)s > (14+7)f(x,s) > 0.

(2.6)

Assim, como f é de classe C'(R?,R), quando s — 0, temos que |fs(x,s)] = L < oo e
portanto, tomando o limite em (2.6) quando s — 0, obtemos f(x,s) — 0. Por outro lado,

quando s < 0 temos que

fs(x,8)8% > (1+7)f(x,8)s >0 = fo(x,8)s < (1 +7)f(z,s) <0,

e, analogamente, concluimos que f(z,s) — 0 quando s — 0. Com esta informacao e o fato

de f ser continua concluimos que f(x,0) = 0, para todo = € R.

f(z,s)

5]

1)

€ uma funcdo crescente em €.
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fz,s) _ flx,s)

De fato, para todo x € €2, se s > 0, entao 5] = e dai,
s s
0 (f(z,s) _ fs(z,s)s — f(z,s)
Os s 52
fs(z,8)8% — f(x,8)s
= 3
fs(x’S)SQ — (1 + ’Y)f(l‘,S)S
> 3 .
s

Logo, por (f2), fs(w,8)s* — (1 +7)f(z,s)s > 0, e portanto

fs(x78)82 — (1 + ’Y)f(‘% S)S > 0.

53
Caso s < 0’ temos que f(ZL',S) _ 7f(l', 8). Dal"
] B
9 <_f(3573)> _ _fs(ﬂf,s)s — f(z,s)
88 S - 82
_ fsl@,5)8” — f(=,9)s
53
fs(z,8)s? — fx,s)s
= =
_ Jolz,8)8® = (1+9)f (@, 5)s

e, novamente de (f2), lembrando que —s > 0, temos

fs(z,8)8% — f(x,5)s

—$3

> 0.

x,s

|

Assim, concluimos que para todo s € R\ {0}, a derivada da funcao é positiva, logo

f(z,s)

é crescente.
||

III) f(x,s) = o(|s|) quando s — 0.
Notemos que, se s > 0,

9 <f<x7s>> 0 <f<x7s>> _ Fas)s™ — f(a )1+ )8T

|51+ s \ g1+ s2(1+7)

Js

Assim,

xX,S 317
2 (L22) = (o905~ )0+ )5
0 (f(a;,s)

e, pela hip6tese (f2), temos que — pEEY

Js

) > 0. O resultado é analogo para s < 0.
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(z, )

e é uma funcao crescente na variavel s. Logo, para |s| < 1,
s

Sendo assim,

Ogvsﬁﬁﬁfgnmxﬂfu;—lﬂmf@alﬂ}

Mas, max{|f(x,—1)|,|f(x,1)|} é uma funcao de =, digamos k(z), logo

ogng(x)

& 0< W < k(2)|s].

x,8
Portanto, ao tomarmos o limite quando s — 0, obtemos liH(l) f(’ ” ) =
S— S

Dado € > 0, existe Cy > 0 tal que,

[f (@, 9)lls| < els” + CasP. (2.7)

De fato, seja € > 0 qualquer. Pelo item III), temos que existe § = d(¢) > 0 tal que, se
|s| < d, entao
f (@, s)| <els].

Logo,
|f(z,5)l[s] < els]”. (2.8)

Agora, segue da hipétese (f]) que

1
u@ﬁw<cwuwm=cle+me

e, portanto, para |s| > J, temos que
1 P
|[f (2, s)l]s| <C it L) sl
1
<C < 4 1) s|P (2.9)

or—1

= Cl|8|p.
Assim, por (2.8) e (2.9), concluimos que

|f(z,5)lIs| < elsf® + CulsPP.

Ezistem Co,C5 € R tais que
fx,s) = Caols|'*7 = Cs.

Tomando s > 0 em (f2), se definirmos pp = (1+7), entao fs(x,s)s > pf(z,s). Assim, temos

x? S . . . . ~ ~
e L) > H. Fixando ¢y € R e integrando os dois lados da inequagao com relagao a s,

f(z,s) s

qu
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obtemos

s fs(xaT) SH
W ) T / -

S S
& log|f(z,7)I| > wlog|7|
to to

Como p, 7 e f(x,7) sdo todos positivos, aplicando as fungoes nos limites de integragao
temos que a desigualdade acima pode ser escrita como

log (f(z,s)) —log (f(x,t0)) > plog|s| — plog|tol

© o (77 ) = o H
flo.s)

= f(xvtﬂ)

- flr.s) > f (”j;’ )}

0

De maneira semelhante, quando s < 0, temos fq(x,s)s < uf(z,s), e dai, calculando agora
a integral de —t(y até s, obtemos,

fs(x’T)dT</s Har

—to f(%T) —t0 T

S S
ﬁlog\f(x,T)]’ <u10g]7'\‘
—to —to

s |M
< log <log—t
—To

‘ x,s
f(xa —t())
e, como —ty e s sdo negativos, temos que f(z, —tg) < 0 e f(z,s) < 0, portanto, a desigual-
dade acima pode ser escrita como
f(ﬂf, S) < ﬂ
f(l’, _to) tg
—t
f(x)lu 0) ’S‘M.
to

‘fﬁfto

s f(z,s) <

Dessa forma, tomando Cy = max{‘f

}, temos que, para todo s € R

tal que |s| > to,
flx,s) > Cols|H.

Quando |s| < tg, temos que a funcao f(x,s) — Ca|s|* é continua em 2 x [—tp, o], pois é
diferenca de fungoes continuas. Agora, Q x [—tg, tg] é compacto, logo existe C5 € (0, +00)
tal que | f(z,s) — Cals|*| < Cs, para todo x € . Assim, temos que

—Cg < f(.%’, S) — CQ‘S‘M < 03
e dai, podemos concluir que quando |s| < to,

f(@,8) > Cals" -



2.2

V1)

VII)

CONSEQUENCIAS DECORRENTES DAS HIPOTESES NAS NAO-LINEARIDADES 30

Assim, para qualquer s € R, tomando p = 1+, temos que f(z,s) > Ca|s|**? — C3, como
queriamos.

Ezistem constantes Cy, Cs3 > 0 tais que, para todo x € €2,

F(x,5) = Cals**" — Ca]s|.

A partir da desigualdade obtida no resultado anterior, temos

F(x,s):/o f(x,t)dt>/0 Colt|™ — Cy dt.

Mas, se s > 0, temos

/ Colt|' ™7 — Cs dt —/ Cot'™ — Cy dt
0 0

C =
= [ﬁtzﬂ - Cst] 5

= C482+’y — 038

= Cy|s]*™7 = Csls|,

em que Cy = ﬁ E, como F(z,—s) = F(x,|s|), podemos concluir que
Y

F(x,8) > Cy|s)*T — Csls]. (2.10)
Para todo s € R, a fungdo

F(z,s) = f(z,s)s — 2+ a)F(x,s) 20, ¢.t.p. x € Q

Note que para o caso s = 0, o resultado é trivial. Se s > 0, pela a hipétese (f2), temos que
fs(a,5)s* = (L+7)f(z,5)s > 0 fi(z,5)s = (1 +7)f(z,5) >0
= [ = @) dr > o
mas,
/OS fs(z,r)rdr — (14 7) /OS f(z,r)dr >0< f(x,r)r’z —(2+7) /Osf(a:,r)dr >0
< f(z,s)s — (2+7)F(z,s) >0,
e, como « < 7, temos que

flz,s)s = (24+v)F(z,s) > f(x,s)s — (24 a)F(z,s) > 0, se s > 0.
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De forma andloga, temos que se s < 0, entao
fs(xa 8)82 - (1 + ’y)f(x,s)s >0« fs(xa S)S - (1 + 7>f($73> <0

0
;»/ (Fu(2m)r — (1 + ) (2,7)) dr < 0,

mas,

/fsxrrdr— 1—|—7/f:nrd7“<0<:>f(mr 2+7/fwrdr<0
0

& —f(z, )+(2+7)F( )<0
< f(z,8)s — (2+79)F(z,s) >

e, novamente, temos
f(z,s)s — (2+ a)F(x,s) >0, se s <0.

Assim, temos que, para todo s # 0,

F(z,s) = f(z,s)s — (2+ a)F(x,s) > 0. (2.11)

A fungao F(s) := f(s)s — (o + 2)F(s) € uma fungao crescente, para s > 0.
Temos pela hipdtese (f2) que, se s > 0,
fs(s)s > (1 +7)f(s) > 0.
Agora, como F(s) = f(s)s — (o + 2)F(s), temos, para s > 0, que
F'(s)=f'(s)s + f(s) — (@ +2)f(s)
= f'(s)s — (1 + a)f(s)

por (fa). Portanto, F(s) é crescente para s > 0.

Para todo (s,t) € R?, temos que

(24 a)H(s,t) — Hs(s,t) — He(s,t) > 0, Vo € Q.

Primeiramente, se st = 0, temos, por (Hs) que 2+ aH(s,t) — Hs(s,t) — Hi(s,t) = 0,
satisfazendo a desigualdade. Agora, fixado x € €1, temos, pelo Teorema Fundamental do
Calculo,

1
/0 [Hys(E5,&8)8%E + Hy(Es, E6)E2E + 2Hy(Es, £t)sté] dE

- (2.12)

1
= (e €05+ s, e0t)e]_ = [ (e c0s+ mges + en as.

em que o termo a direita do sinal da igualdade foi obtido a partir da integral do lado
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esquerdo da igualdade por meio de integragdo por partes. Agora, note que

(65,60 + Hi(gs + €0 = ZLS 50,

assim, ao aplicarmos o Teorema Fundamental do Calculo na integral do lado direito da
igualdade em (2.12), obtemos

1
/0 [Hys(Es,6)s%E + Hy(Es, E)E7E + 2H g (Es, &) stE] dE
£=1

= Hy(s,t)s + Hy(s,t)t — H(s, &) o

= Hg(s,t)s + Hy(s,t)t — H(s,t). (2.13)
Agora, por (H2), temos que a matriz Hessiana de H,

Hess H := <Hss<£s,£t>5282 — (1+ a)Hy(€s,€1)¢s Hy(Es, 6)E%st )
' Ha(Es,€1)€%st Hy(&s,60)€7t° — (1 + a)Hy(€s, €0)5t )

é uma matriz nao-positiva definida, ou seja, ao aplicarmos a matriz de (H3) a um mesmo
vetor de R?\ {(0,0)} duas vezes, obtemos como resultado um nimero real nao-positivo. Com
essa informacao, aplicaremos a referida matriz ao vetor (1,1), no ponto ({s,£&t), obtendo
assim,

(1 1) Hess H (})
= Hio(€5, E0)€25% + 2Ho(Es, E0)E%5t + Hyy(Es, 60 (2.14)
— (1 + a)[Hs(&s,8t)Es + Hi(Es, 1)
g 07

ou seja,

Hyg(Es,6)E28% + 2H gy (€5, £6)E2st + Hy(Es, E1)EX
< (14 ) [Hy(Es, 61)€s + Hi(s, Et)Et]

e, integrando (2.15) com relagdo a £ de 0 a 1 e utilizando o resultado obtido em (2.13),
concluimos que

(2.15)

H(s,t)s + He(s,t)t — H(s,t) < (1 4+ a)H(s,t).

Portanto,
Hg(s,t)s + Hy(s,t)t < (2+ a)H (s, t). (2.16)

Como o resultado obtido independe de x, temos que tal fato ocorre para todo x € €2,
concluindo assim que, se s = u(z) e t = v(z),

0 < Hy(u(z),v(z))u(x) + Hy(u(z),v(x))v(z) < (24 a)H(u(z),v(x)), Vo € Q.

Se para algum ponto (s,t) € R? tivermos Hs(s,t)s? — (1+ a)Hs(s,t)s = 0 ou Hy(s,t)t? —
(14 a)Hy(s,t)t =0, entdo Hg(s,t)st = 0.

Note que o determinante da matriz Hessiana de H, Hess H, é dado pela expressao

det(Hess H) = [Hyq(s,t)s> — (14 a)Hy(s, t)s][Hy (s, )12 — (1 4+ a)Hy(s, t)t] — [Hy (s, t)st]?.
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Assim, se um dos fatores da primeira parcela é nulo, temos que
det(Hess H) = —[Hg(s,t)st]* < 0.

Mas, por Hess H ser nao-positiva definida, hipdtese (Hz), temos que det(Hess H) > 0.
Logo, [H(s,t)st]?> = 0 e portanto,

Hg (s, t)st = 0.
Se F(s) = F(|s|]) e H(s,t) = H(|s|,|t]), entao f(s) := %F(s) satisfaz as hipdteses (f1) e

(f2), desde que f(s) satisfaca (f]) e (f2) para s > 0, e H satisfaz as hipdteses (Hy1) — (Hs),
desde que H(s,t) satisfaca (Hy) — (H3) para s >0 et > 0.

De fato, como F(s) = f(f f(t)dt, temos que, para s > 0,

P = [ o

e, fazendo a mudancga de varidveis r = —t, segue

/ " F(r)dr = F(s) = F(|s]) = F(—s) = / Cf(er)dr
0 0

Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que

F(5) =~ (=)
Temos também que
Fuls) = S (~F(=s) = fl—s).

Agora, como f(s) satisfaz as hipéteses (f1) e (f2) quando s > 0, concluimos que, para t < 0
F@)] = ()] < CA+ [t~
e que
L@ > (1+7)f(t)t >0
& fil=t)(=t)* > A+ [~ f(=)][-(-1)] > 0.
Mas, como t < 0, —t > 0 e, portanto, a expressao do lado direito é verdadeira. Dessa forma,

temos que f é tal que f(s) = —f(—s) satisfaz (f{) e (f2). E assim, F pode ser tomada de
forma que F(s) = F(|s]|).

De maneira semelhante, obtemos que H pode ser estendida simetricamente, pois, se
H(s,t) = H(|s|,[t|), entao vale a seguinte relacao entre as primeiras derivadas de H com
relagdo a s e a t:

Hy(s,t) = sgn(s)Hs(|sl, [t]) ; Hi(s,t) = sgn(t)Hi(ls|, [t]),
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e para as segundas derivadas, temos
Hys(s,t) = sgn(s)?Hss (|s], [t]) = Hss(Isl, 1))
Ha(s,t) = sgn(s)sgn(t)Ha (sl [t]); (2.17)
Hy(s,t) = sgn(t)*Hy(|s], [t]) = Hu(|s], [¢]),
em que sgn(r) é o sinal de r. Assim, se H satisfaz (H;) — (H3), entao
e Note que, como (H;p) vale para s > 0 et > 0, por (2.17), temos

[Hss(s,0)| = [Hass([s], [£])]
<O+ s+ [t)),

para todo (s,t) € R?. Analogamente,
[Hu(s, )] < C(L+ |57 + [t7),
para todo (s,t) € R?, e
[Hy(s,t)| = [Hse(|s], [2])l[sgn(s)||sgn(t)]
= [Ha(]s], [t])
<O+ s + [t]?).

Mostrando que H(|s|, |t|) satisfaz a hipdtese (Hj).

e Para mostrar que H satisfaz (Hz) para todo (s,t) € R?\ {(0,0)}, note que, por H
satisfazer (Hs) quando s > 0 e t > 0, temos

Hys(s,t)s” — (1 + a)Hy(s,t)s = Hys(|s], [t])|s|* — (1 + a) Hy(s], [t])sgn(s)s
= Hs(Jsl, [t])]s]> = (1 + a) H([s], [t])]s]
< 0.
O mesmo resultado vale para o outro elemento da diagonal da matriz Hessiana:
Hy (s, )t — (1 + a)Hy (s, t)t = Hu(|s], [t)[E]? — (1 + o) He (5], [t])sgn(t)t
= Hy(|sl, [t)[t]* = (1 + o) He(|s], [¢])]¢]
< 0.
Além disso, temos a seguinte estimativa para o determinante de Hess H.
[Hys(s,t)s? — (14 a)Hy(s,t)8][Hy(s,t)t? — (1 + o) Hy(s, )]
— Hg(s,t)%(st)?
= [Has(|s], [t)Is]* — (1 + ) Hy(|s|, [¢)[s]] [Hut (][, [ED[E* — (1 + ) Hy(|s], [¢])[2]
— H(|s], [t])?]s[?[t]?
> 0.

Dessa maneira, temos que H satisfaz (Haz).
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e Para provar que vale (H3) para qualquer (s,t) € R?\ {(0,0)}, note que, se st # 0,

H{s,t) = H(]s|, [t]) > 0;
Hy(s, t)s = Hs(|sl, [t])sgn(s)s = H([s], [t])|s| = 0;
Hi(s,t)t = He(|s|, [t])sgn(t)t = H(|s], [¢])[¢] > 0,

e que, se st = 0, entao
Hs,t) = H(]s|, |t) = 0;
H(s,t) = Hs(|s|, [t[)sgn(s) = 0;
Hy(s,t) = Hy(|s], [t])sgn(t) = 0,

pois, H satisfaz (H3) quando s > 0 e ¢t > 0. Assim, concluimos que H (s, t) satisfaz as
hipéteses (Hy) — (Hs), para todo par (s,t) € R?\ {(0,0)}.

Esta ultima observagao sobre a paridade das funcoes F' e H serd utilizada para obtermos
funcoes estritamente positivas que satisfazem o sistema.

2.3 Uma Classe de Sistemas Elipticos

Nesta se¢ao, o nosso objetivo é encontrar solugoes fracas para o problema (P, ).
O nosso primeiro resultado se refere a existéncia de solugdo (u,v) € H}(Q) x H}(Q) para o
sistema de equagoes (P, ,) e afirma que:

Teorema 2.3.1. Seja f satisfazendo (f]) — (f2) e H satisfazendo (Hy) — (Hs). Entdo existe
uma solugdo (u,v) € H}(Q) x H}(Q), comu >0 e v >0, para o problema descrito em (P,.).

Tal solucao serd encontrada como ponto critico do seguinte funcional associado ao sistema
(Puw)

J(u,v) = /Q B|Vu(:v)|2 + %’VD({L‘)F — F(u(z)) — F(v(z)) + H(u(z),v(x))| dr (2.18)

considerando que F(u(z)) = |, u(=)

o f(s)ds e que F e H sdo fungdes estendidas simetricamente
da seguinte forma:

F(s) = F(]s|), para todo s € R, e

(2.19)
H(s,t) = H(|s|, |t|), para todo (s,t) € R%.

Antes de prosseguirmos, mostraremos um resultado que é de grande importancia em nossos
trabalhos. Falaremos sobre a regularidade do funcional J.

2.3.1 Regularidade do funcional J

Nesta se¢ao, nosso objetivo é mostrar que o funcional J, descrito anteriormente, admite certa
regularidade. De fato, mostraremos que J é de classe C1(Hg(Q) x Hg(2),R). Tal regularidade
¢ muito importante tanto para garantirmos a existéncia de solucdo para o problema (P, ,), via
ponto critico de funcional, quanto para encontrarmos tais solugoes.

A fim de simplificar a notacio, escreveremos apenas || - ||, no lugar de || - || .» (), quando nao
houver duvida.

Proposicao 2.3.2. O funcional J é de classe C*(H(Q) x HL(Q),R).
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Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que o funcional J é continuo. Seja {(tm, Vm) fmen
uma sequéncia em Hg(Q) x H(Q) tal que (um,vm) — (u,v) € HF(Q) x H} (). Pela defini¢io
de J, temos a seguinte igualdade:

1T (tm, ) — J (1, 0)| = |/Q <;|Vum|2 + %\wmﬁ — Flum) — Flon) + H(um,vm)> d
_ /Q <;|Vu\2 + %|Vv\2 — F(u) — F(v) + H(u,v)) dz
‘;/Q(|Vum|2— Vuf?) dac—ir;/Q(va]Q—Wv]Q) do

- / (F () — F()) dir — / (F(vm) — F(v)) da
Q

Q

+/Q(H(um,vm)—H(u,v))dx

Assim, pela desigualdade triangular e a convergéncia pontual de (u,(x),v,(x)), a menos de
subsequéncia, temos que

1 1
| (U, V) — J(u,v)] < / [ Vu|? — ]Vu|2’dx+ / HVUm|2 - |Vv|2’da:
2 Ja 2 Ja

+ -

/ (F(um) — F(w) da
Q

/Q (F(vm) — F(v)) dz (2.20)

+

/ (H (i, vm) — H(u, v)) dz
Q

Agora, / |]Vum|2 - |Vu|2} dr —0e / Hva|2 - |Vv\2‘ dx — 0 visto que ||uy, — u||H5(Q) —0
Q Q

e [[vm = vl g3 () — 0. Além disso, os funcionais Jo F(u)dz e [, F(v)dz sao continuos em H{ ()
e o funcional [, H(u,v)dz é continuo em Hg(f2) (ver Lema 2.4.4 e similarmente para H (u,v)).
Assim, |J (U, vm) — J(u,v)| < g, e portanto, concluimos que J é um funcional continuo. A
seguir, mostraremos que a derivada do funcional J existe e que é continua. Por definicao, temos
que a derivada direcional do funcional J, denotada por V.J(u,v), na dire¢ao (w, z) é dada por

(VJ(u,v), (w,z)) = lim 1[J((u, v) + t(w, 2)) — J(u,v)],

t—0 ¢
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quando o limite existe. Logo,

IV(u+tw)>  |V(v+t2)]?
2 + 2

. 1
(VJ(u,v), (w,z)) = lim (t/ﬂ

t—0

— Flu+tw) — Fv+tz) + H(u+ tw,v + tz) |dx

u)|? v)|?
[ [F L VOR ) w4 (00 dm)

1 [ 2t t2 2t t2
o 2 2 2 2

_ /Q [F(u—i—tw) — F(u)} - [F(v—f—tz) — F(v)]dx

+ / [H(u+ tw,v + tz) — H(u,v)]dx).
Q
Assim, calculando o limite obtemos:

(VJ(u,v), (w,2)) =lim | (Vu, Vw)dz + lim L / |Vw|*dz
t—0 Jq =02 Jq

t
+ lim [ (Vov,Vz)dx + lim — / V2 |2da
t—=0 Jo =02 Jq

T [F(u—l—tw)—F(u)]dm_hm [F(v+tz)—F(v) I
t—0 0 t t—0 Q t
H - H
+lim [ (u + tw,v + t2) (u, U):| .
t—0 Q t

Agora, pelo Teorema do Valor Médio, temos que, para cada t € R e z € Q, existe 6;(x) € (0,1)
tal que

= [f(u + b:tw)||w|

‘F(u—l—tw)—F(u)
t

< C(1+ |u+ Otw[P~)|w].

Mas, como queremos calcular o limite quando ¢ — 0, podemos considerar ¢t € (0,1). Assim,
utilizando o resultado do Lema A.5.4,

C(1 + |u + Otw|P~ ) |w| (142072 (JufP=t + 07~ P w|P~1) )| w)

<C
SCA+2272(|ufP~ + JwlP~))|wl,

e, ao integrarmos este ultimo termo da desigualdade em €2, obtemos, utilizando a desigualdade
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de Holder,
/ [C(1+ 2/’“_2(|u|p_1 + |w\p_1))\w|]dx = C/ |w|dz + 2p_2C'/ |ulP~w|da
Q Q Q

+27’_QC/ |w|Pdx
Q

1
2
Q2 (/ |w[2dx>
Q
+ 2p72C </ (JulP~t) 1 = 1d:c) (/ |w|pdaz>
Q
+2p_20/ |w[Pdz,
Q
Segue, de u,w € LP(2), 1 < p < 2, que
. p=1
/ [C+ 2272 (JulP ™ + [wP~h))|wl]dz < CQ2[lwll2 + 2P72Clullp” wllp + 27 7*Cllw]l} < .
Q

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.5.3), temos que

F(u—l—tw)—F(u)dx:/ .
Q

lim F(u+tw) — F(u)

dzx,
t—0 t

lim
t—0 QO t

concluindo que

. Fu+tw) - F(u) ,
}gr(l) A ; d:l:—/Qf(u)wdac.

Analogamente, se trocarmos u por v e w por z, obtemos que

F tz)
lim (v+12) da;—/f )z dx.
t—0 [} t

De maneira semelhante, temos que

H(u+tw,v +tz) — H(u,v)

o H(u+tw,v+tz) — H(u+ tw,v)
t ~

t
H(u+ tw,v) — H(u,v)
t

)

e, pelo Teorema do Valor Médio e por (Hi), existem, para cada x € Q, o¢(x), (t(z) € (0,1) tais

que
H(u+tw,v+tz) — H(u + tw, v)

| :
|Hy(u + tw, v + oyt2)||z] + |Hy(u + (tw, v)||w]

C(1+ |u+tw|P~ + Jv + optz|P~ Y|z + C(1 + Ju+ twP~! + |[v[P~1) |w]
C(1+ 207 2(Julp~! 4 7~ Haw [P~ 4 Jo|P~! 4 0P 1P~ |27 1)) 2

C1+ 2272 (Jufp=t + P P~ Hw[P~h) + [l ).

H(u+ tw,v) — H(u,v)
* t

NN N

_l’_
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Como nosso objetivo é estudar o limite quando ¢t — 0, consideraremos ¢t € (0,1). Assim,

H(u+tw,v +tz) — H(u,v)

; SO+ 2272 (Juf ™!+ [wP~ + o~ 4 [2]P71) 2]

+ O+ 2072 (JufP ™! + [w]P™1) + [ofP~ ) |w]

Assim, novamente, integrando a expressao acima em {2 e aplicando a desigualdade de Holder
quando necessario, obtemos

J

H(u+tw,v+tz) — H(u,v)

; da < C1Q|(||2]|2 + |Jwll2) + 22~ O (fJullp~!

-1 -1 —
+llwlp™ + 1ol ) lzlle + lwlp) + 2272C 2115

< 00,

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

lim [H(u—i—tw,v +tz) — H(u,v)]dx _ / lim [H(u+tw,v +tz) — H(u,v) d.
t—0 Q t Qt—>0 t
e portanto,

H - H
[ [0
t—0 Q t 0

Logo o funcional J tem derivadas direcionais em todas as diregoes.

Por fim, mostraremos que V.J é continuo. Para tanto, escreveremos E := H}(Q) x HE(Q)
durante os cédlculos com o objetivo de simplificar a notacao. Mostraremos entdao que VJ é
limitado e continuo, ou seja, que V.J pertence a E’, o espago dual de E. Para isso, definiremos
os seguintes funcionais

(Vi(u,v))(w, z) == /Q<Vu(93),Vw(a:)> + (Vu(z), Vz(z))dz,

(Vg(u,v))(w,z) ::/Qf(u(x))w(:c)dx,
(Vi) w.2) = [ flo(e))z(a)da,
(V4(u,v))(w,z) = /QHu(u(x),v(:U))w(x) + Hy(u(x),v(x))z(x)d.

Note que (VJ(u,v))(w, 2) = (Vi(u,v) + Va(u,v) + Vs(u,v) + Va(u,v))(w, z), logo se mostrarmos
que os funcionais Vq, Vo, V3 e V} sao limitados e continuos, teremos o resultado desejado.

e V7 ¢ limitado.
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Para (u,v) € E fixado, pelas desigualdades de Cauchy-Schawrz e Hélder, e por (1.4), temos

‘(Vl(u,v))(w,z)‘ < /Q |Vu(x)||Vw(x)| + |Vo(z)||Vz(x)|dx

[l [l + [lvflf}=]
(el Mol el +11211)
= [I(w, 0)[[l[(w, 2)]-

Assim, como (u,v) estéd fixado, temos que Vi (u,v) é limitado.

<
<

e 17 é continuo.

Seja {(un, vn)tneny C E tal que (up,v,) — (u,v) € E. Desta forma, temos que

H‘/l(unvvn) _‘/i(uav)||E’ = sup
[(w,2)[|=1,(w,2)EE

/Q [<vun($) — Vu(z), Vw(x))

+ (Vo (x) — Vo(z), Vz(:x))] dx

< sup / [!Vun(x) — Vu(z)||Vw(z)|
I(w,2)[|=1,(w,2)€E JQ

+ |V, (x) — Vv(x)]|Vz($)|] dz

< sup [un = wlllwll + flon =2
(w2) =1, (w )€

< lun — ull + [lon — vl
= [[(un, vn) = (u, v)]]
e este ultimo converge a zero quando n — oo, por hipdtese.

Como V5 e V3 sao semelhantes, tanto a demonstragao de sua limitagao quanto de sua conti-
nuidade sao andlogas, portanto provaremos estes resultados apenas para Vs

e 15 é limitado.

Fixado (u,v) € E, pela hipStese (f]), temos que
| (Va(u,0)) (w, 2)| < /Q |f(u(z))]|w(z)|dz
< [ ct+lu@pr )

el /Q w(z)|dz + /Q ()P o) ).
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Assim, utilizando a desigualdade de Holder e o Teorema A.5.7, obtemos

‘(VQ(U,’U))(U},Z)’ </QC</Q\w($)|d$+/Q|u(x)|P—1|w(x)]dx)

< C<|Qy%||w\|2 + </Q |u(:c)|pdx>p; (/Q |w(x)|pdx);)

1 _
< C (1% wllz + ully™ wl,)

1 —
<C(IEK @) + Jullp K®))w]

em que K(2) e K(p) sao constantes independentes de w e z. Assim, como (u, v) estd fixado,
concluimos que V5 é limitado.

V4 é continuo.

Sejam {(un,vn)}neny € F uma sequéncia tal que (upn,v,) — (u,v) € E. Assim, pela
desigualdade de Holder,

IVa(un, vn) = Va(u, v)||zr < sup /Q!f(un(fr))—f(U(w))HW(w)\dw

l(w,2)]1=1
< S 1f (un) = f ()l [[w]lp,

em que p’ = 1 é o conjugado de p. Novamente pelo Teorema A.5.7, temos

1Va(tun, vn) = Va(u, v)|| & < " Su)Iﬁ_lK(p)Hf(un) — f(w)lly [[w]

S K@) f(un) — f(w)lp-

Agora pelo Teorema A.1.5, temos que a aplicagdo B : LP(Q}) — Lp/(Q) definida por
B(u(z)) = f(u(x)) é continua, logo, como pelas imersdes compactas de H(Q) < LI(€),
com 1 < g < 2* (Teorema A.5.6), temos u,,u € LP(§2) para todo n € N, concluimos que

|1B(un) — B(u)lly = [If(un) — f(u)lly = 0 quando n — oo.
Portanto, temos que V5 é continuo.

Por fim, mostraremos que o funcional Vj é limitado e continuo, concluindo a demonstragao

de que VJ é continuo.

e 1, é limitado.

Novamente, fixando (u,v) € E, pelo resultado (2.4), temos que
‘(V4(u,v))(w,z)’ = '/QHu(u(x),v(x))w(x) + Hy(u(x),v(x))z(x)dx
< /Q | Hu(u(2), v(2))[Jw (@) + [Hy(u(z), v(2))]|2(z)|dz

</C(1+\U(x)\”“rIv(rv)|1+ﬁ)(!w(w)l+\Z($)!)dx-
Q
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Portanto, utilizando a desigualdade de Holder e o Teorema A.5.7, concluimos que

1
| (Va(u, ) (w, 2)| < C(IQ\ 2 ([[wll2 + [1zll2) + [l 5 (lwlla+s + l12ll2+)

1+
+ olsThwlars + l2ll21s))

<C(IB K@)+ K@+ B) (a5 + lolly3)) ) el + 121).

novamente com K (2) e K(2 + ) constantes independentes de w e z. Assim, como (u,v)
esta fixado, segue que Vj é limitado.
e V, é continuo.

Sejam {(un,vn)}neny € E uma sequéncia tal que (uy,v,) — (u,v) € E. Assim, aplicando
mais uma vez a desigualdade de Holder e o Teorema A.5.7,

IVa(un, vn) = Va(u, v)|[zr < sup {/IHu(un(ﬂf),vn(w))—Hu(U(x),v(ﬂﬁ))llw(ﬂf)
[(w,2)[|=1 { /€

[y (un(2), v (@) — Ho(u(2), v<x>>||z<x>|da:}

< sup {I!Hu(un,vn)—Hu(u,v))llwllem
lw,2)]=1 o

+ [[Hoy (tn, vn) = Ho(u, v))HgﬁIIZIImz}

< K(B+2) (’HU(Unuvn) — Hy(u, )| p12

B+1

+ | Hy(tn, vn) — Hy(u, U)Hg“) )

+1

Novamente, pelo Teorema A.1.5, temos que a aplicagdo
B+2 f42

B:LP(Q) x LPT2(Q) — L5t (Q) x LA+ (Q)

definida por B(u(z),v(z)) = (Hy(u(z),v(z)), Hy(u(z),v(x))) é continua, logo, como
Un,u € LPT2(Q) para todo n € N, pois 0 < 2+ 3 < p, concluimos que
HB(UWUH) - B(u,v)H% = H(Hu(un,vn),Hv(un,vn)) - (Hu(u,’u),Hv(u, U))HLI?

= H(Hu(un,vn) — Hy(u,v), Hy(tp, vy) — Hv(u,fu)) Il 542

e este ultimo converge a 0 quando n — oo. Portanto, temos que Vy é continuo.

Assim, com os resultados acima, podemos concluir que a aplicacao VJ é um funcional linear
continuo do espago Hi(Q) x H} (), como querfamos. ]
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2.3.2 Obtendo Solugoes Positivas para o Problema (P, ,)

Nosso interesse é procurar solugoes fracas de (P, ). Para tanto, vamos buscar pontos criticos
de J que atingem o menor valor de J quando restritos ao conjunto critico A/, conjunto de Nehari
para o sistema (P, ), que é definido por

. BJ(u,v)u _ 0J (u,v)

N :={(u,v) €T 5 5y U= 0}, (2.21)
sendo
T = {(u,v) € HY(Q) x H{(Q) : u # 0,v # 0}. (2.22)
Seja
ci= (u,iv%g/v J(u,v), (2.23)

provaremos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.3.3. Sob as hipdteses (f1) — (f2) e (H1) — (Hs), existe um ponto critico de J,
(e, ve) €N, tal que J(ue,ve) = c.

Para demonstrar a proposicao acima, utilizaremos alguns resultados preliminares. O primeiro
destes resultados nos diz que restrito a cada uma das varidveis v e v, o funcional J satisfaz a
geometria do Teorema do Passo da Montanha. Para tanto, definiremos o funcional

1w = [ [§1vu@)? - Fu)] ¢

de maneira que I(u) = J(u,0) e I(v) = J(0,v). Assim, temos o resultado a seguir:
Lema 2.3.4. O funcional I satisfaz as hipoteses J1), Ja2) e J3) do Teorema 1.1.4.
Demonstragao: Pelos resultados de J e as defini¢ées de I e F', temos.

J1) 1(0) = 0.

Note que, I(0) = J(0,0). Agora, na demonstragdo do Lema 2.3.6, mostramos que
J(0,0) = 0. Portanto, 1(0) = 0.

Ja) Existem p, o > 0 tais que I |5p,(0)> o
De fato, pelo resultado IV), temos que, dado 0 < ¢ < M, existe C; > 0 tal que,

()l < els| + CulsP~.

Assim, como

F(s) < |F(s)] = ‘ /0 byt

< /0 F(1)dt,

segue que
€ C
F(s)| < Sl + ;Hsvo. (2.24)
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Dai, temos que, dado 0 < € < 1, existe § = d(g) > 0 tal que, se ||u|| < 4, entao

- [ {’V“)‘ - Flu(e)| do

(
2
> [ [T~ (S + Lutoir) | e

el _Jlel3 Gy

2 2

Agora, pela equivaléncia entre as normas |jul| e ||ul| mi(e) ¢ pela imersdo compacta
HE(Q) < LI(Q), 1 < g < 2*, obtemos constantes K(2) e K(p) tais que

( eK(2)

2 2 »>3

(

_1
Tomando M; = <1 — 5K(2)), My = GiK (p)’ €< min{Ké),l}, p < min{o, M, "} e

Jull? —
C1K(p
)H 2 - 1p< ) Juf?.

GE®)
P

Do \

2 2 P
a = M1p? — MapP, concluimos que I(u) > a para todo u € 9B,(0).

Js) Existe e € H}(2) \ B,(0) tal que I(e) < 0.
Pelo resultado VI), temos que
F(s) = Cy|s|*7 — C3ls|.

Assim, —F(s) < C3|s| — Cys|**7. Portanto,

2 ulx 2
I(tu):/Q [W—F(tu(x)) dx

2 2
< [|T5E 4 cattuta)l - ot putop | as
Q

que ¢é negativo quando ¢ ¢ suficientemente grande pelo fato de v > 0.
Com isso, provamos que J1), J2) e J3) sdo satisfeitas para I. [
Fixado (u,v) € T, definimos
v: R2 —R
(2.25)
(A, ) — J(Au, pw).

Lema 2.3.5. ¥ ¢ uma funcao de classe C? em R? exceto sobre os eizos coordenados.

Demonstracao: Seja {(An, ftn) bnen € R? um sequéncia tal que (A, i) converge a (A, 1) € R2.
Logo, temos que A, — A e i, — i e, consequentemente, A2 — \? e u2 — p? e, fixado (u,v) € T,
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Antt = Au € upv — pwv, pontualmente. Assim, temos que

2 2
201Gu(@)? + B o) P~ FOvu(a)) — Pl @)

dx—/
Q

— F(Qwu(z)) — F(po(z)) + H(Au(z), ,uv(:v))] da:‘

_ ’/ﬂ [ <A§L _ A;) Vu(z)]? + <“2% - “;) Vo(a)[?

(F(Anu(z)) = F(Au(@))) = (Fpnv(@)) — F(po(z)))

W) =¥l = | [

2

by 2
S IVu@)? + 5 |Vo(@)P

+ H(Anu(), pnv()) 9

+ (HOwu(2), poo(z)) — HOw(z), /w(a:)))] dx(.
Dali, pela desigualdade triangular

1 1
W) = ¥ < [ 508 =N Vaa) e+ [ 510 = 2119 0(o) Pl

“J,

+ [ 1P Guo(@) = Plyo@))|da

F(Au(x)) — F()\U(l’))ldl’

+/ ‘H(Anu(a:),unv(x)) —H(/\u(x),uv(a;))‘da:.
Q

45

Assim, pelas hip6teses (f1) e (H1), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, obtendo a continuidade de ¥ a partir da continuidade das funcoes F' e H.
Agora, note que o gradiente da aplicacao ¥ é

V(A ) = ((fiw,m, aiww) ,

cujas fungoes coordenadas sdo dadas por:

Ba() = 0O = [ 'A|Vu<x>|2—f<Au<a:>>u<x>+Hu<Au<x>,w<x>>u<x>]d:c (2.26)

oA

B,0u) = 5000 = [ [aVel)? = o)) + Hyula) po)ole) o, 221
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Sendo assim, se {(Apn, fin) tnen € R? é uma sequéncia com (A, ptn) — (A, i), entdo,

‘\I/)\()‘m,un) - \I/)\()‘au)’ =

/ [(An CNIVu@)? — (FOwue)) — () u(z)

+ (Hu(wu(@), v () — Hy(u(e), /w(x)))U(w)] da
— u\x 2 T u\xr — u\xr u\x e
</Q|An N[ V() Pd +/Q|f(/\n (2)) - FOu(@))[Ju()|d
+ / Ho (@), () — Hu (), po(a)) | |ue)|de.
Q

E, novamente, pelas hipéteses (f{) e (H1), aplicamos o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue e a continuidade de W) segue da continuidade de f e H,,.
Analogamente, temos que

Ws(Ans pn) = Wp(A ul—’/[ wIVo(@)? = (f(pav(2)) = fuo(z)))v(z)

+ (Hy(Apu(z), ppv(z)) — Hy(Au(z), ;w(:c)))v(m)] dx
— v(z)|*dx v(x)) — flpv(x))||v(x)|de
< [ b= sllVo@Pde + [ 1£a0(@) = Fa)lota)id
+/ [ Hy(Anu(z), pno(2)) — Ho(Au(z), po(z))|o(z)|d.
Q

E mais uma vez, a continuidade de ¥, segue da continuidade de f e H,,.
Mostraremos agora que as derivadas segundas de ¥ sdo funcdes continuas em R? \ X. De

fato,

T = [ [IVal@)P = f @) u(@P + HuuOulo), pola)ul@f] e, (228)
Wy (A 1) = /Q IVo(@)? = /(uo(@)o(@)? + Hop(u(@), po(@)o()? | de (2.29)

\IIAM()\,,u):/QHuv()\u(w),uv(az))u(m)v(m)dx. (2.30)
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Dai, se (A, itn) — (A, 1) € R2 temos que
(s 1) = Tan(A 1) = ‘ [ [IVu@P = 7Ot u@)? + Hushsta) () )] da

= [ [IVu@P = Ou@)ute)? + Huu(a). pofa) u(o)?|da

/Q [_ <f/(/\nu($)) - f’(/\u(;p))>u(x)2

9

+ <Huu()\nu(:p),unv(x)) — Hyy(Au(x), uv(x)))u(a:)z}dx

e, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, o que é possivel pelas hipdteses
(f1) e (Hy), temos que, mais uma vez, a continuidade de f € C1(R",R) e H € C?(R?\ X,R)
implica a continuidade de ¥y, em R?\ X. Analogamente, obtemos que

@ ) = e 0 )| = ' /Q [IV0(@) = £ (pv(@)0(@)? + HowOnte(@), g ())o()? | da

- /Q IVo(@)P = [ (uo(@))o(@)? + Hup(u(@), po(@))o(w)? | d

/Q [7 (f,(“"”(ﬁ)) - f/(,uv(x)))v(x)2

)

+ (va()\nu(x), pnv(x)) — Hyy(Au(z), uv(m)))v(m)ﬂ dx

de onde concluimos que ¥, é também continua em R?\ X. Por fim, utilizando (H;) e aplicando
o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

‘\I’/\u()‘mﬂn) - ‘IJAM()‘mNn” = |/QHuv()\nu(:z:),,u,w@))u(m)v(m)dw

_/QHuv(Au(:n),uv(x))U(l‘)U(l‘)dif

/QHuv(AnU(w)v pin0(2)) = Hup(Au(z), po(z) Ju(z)v(z)de

).

que nos garante que ¥y, é continua em R?\ X, pois Hy, 0 é. [

Huw(Anu(z), pmv(z)) — Huo(Au(z), po(x))

v(x)

u(z) dx,

Lema 2.3.6. A origem (0,0) é um minimo local da aplicagio V.

Demonstragao: Primeiramente, note que ¥(0,0) = J(0u,0v) = 0, pela hipétese (H2) e o
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resultado I). Além disso, devido & positividade de H, hipétese (Hs), temos

u\x 2 v\ 2
w0 = [ ['W; 5 BT piue)) - Puo() + HOu(). po(e) | da

u\xr 2 v\ 2
2/@['”2( ) +|V“2( I powe) - Fuw(a))| da.

Agora, pelo Teorema A.5.7, existe M > 0 tal que
M3 < [lull.

Assim, utilizando a desigualdade de Hélder e (2.24)

/QF(/\U(LE))CZZC

g/ {8/\2]u($)]2+q)\p\u(:c)\p dx
ol2 p
o p
5 1 —
< Sl + Siap =20
p
£
= Sl + Ol

Analogamente, temos

/Q F(u(z))dz

S
< Sl + Curllol

Portanto,

2 2

2 2
v > | ['m@)‘ + V@ _ ) - Fluo(@))| a
Q
M €
Ml - Sl - o jul

M

3
+ S PllelBS2el3 — Carllel

M —¢ M —¢
= T/\ZHU”% — CN|Jully + 5

M—¢ M—¢
O N|ulp | ——— = P2+ 2 || —— — P2 | .
{ | ||2 <2C'Hu\§_2 ) wel ||2 2CHvH§_2 %

Agora, como u e v sdo fixados e p > 2, sempre que

_1 _1
M — 2 M — p2
Al <mind (——° ) (=20
2|l 2C||v]}

temos que (A, p) > 0. Portanto, como (u,v) foi tomado arbitrariamente, segue que a origem é
um ponto de minimo local da aplicacao W. u

p2[[oll3 = CuPlvll}

Agora, provaremos que os valores \* e u*, que sdo os maximos da funcido ¥ sobre os eixos
) M 3
coordenados, existem e sao Unicos.
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Lema 2.3.7. Ezistem unicos \* € R e pu* € R tais que

TU(A*,0) = U (A, 0) e U0, 1" w(0
()glgg()e(u)gng(u)

Demonstragao: Segue diretamente da aplicagdo do Lema 1.2.1 a cada uma das fungdes, ¥ (A, 0)
e U(0, ), concluindo que tais A* e p* existem e sdo dnicos. [

Utilizando agora os quatro lemas anteriores, Lemas 2.3.4, 2.3.5, 2.3.6 e 2.3.7, mostraremos
resultados que serao a base para a demonstragao do Teorema 2.3.1. Tais resultados, os Lemas
2.3.8, 2.3.12 e 2.3.13, sao de grande importancia em todo este trabalho.

O Teorema 2.3.1, que é o nosso objetivo nesta secao e é resultado direto dos lemas descritos
acima, serd utilizado fortemente na demonstracao do Teorema 2.4.1 que é o nosso objetivo na
Secao 2.4. Além disso, os Lemas 3.1.4, 3.1.5 e 3.1.6, serao resultados semelhantes aos Lemas
2.3.8, 2.3.12 e 2.3.13, respectivamente. Portanto, utilizaremos os resultados obtidos nesta se¢ao
para demonstrarmos os resultados do Capitulo 3.

O primeiro destes resultados, o Lema 2.3.8, nos mostra que podemos utilizar o método de
Nehari para obter solugbes para o problema (P, ,). Mostraremos que a funcao que fornece o
supremo da variacao radial de J em cada direcao (u,v) existe, que tal supremo é tinico e que o
elemento que atinge tal supremo pertence a variedade de Nehari. Mostraremos ainda que todo
elemento da variedade de Nehari encontra-se fora de uma bola nao-degenerada centrada em
(0,0). Além disso, veremos que tal fungao é semicontinua inferiormente e ainda um resultado
sobre a fungao que associa a cada (u,v) € 7, um tnico par de nimeros reais que satisfazem os
resultados anteriores.

Lema 2.3.8. Sejam (u,v) € T e N como definido em (2.21). Considere a sequinte fun¢do

D(u,v) :=sup J(Au, pv).
A>0
>0
Entao existe um unico par de nimeros positivos A(u,v) e u(u,v) tais que

®(u,v) = J(A(u, v)u, p(u, v)v);
1) (Mu,v)u, p(u,v)v) € N;

1

(+,+) € semicontinua inferiormente com respeito a convergéncia fraca em T ;

)
)
ii1) Ewxistem y1,7v2 > 0 tais que se (u,v) € N entao ||ull, = 11, ||vllp, =71 e |lull = 2, [[v]] = 72;
iv) ¢
)

v) A aplicagio (u,v) — (Mu,v), u(u,v)) € continua de T em R x RT.

Antes de demonstrarmos este lema, estudaremos os pontos criticos da fungao W(\, i), definida
em (2.25). Pelo Lema 2.3.5, temos que ¥ é de classe C?(R? \ X,R). Além disso, os Lemas 2.3.6
e 2.3.4 garantem que V¥ atinge um minimo local na origem e possui a geometria do “passo da
montanha” em cada um dos semi-eixos coordenados. Sendo assim, note que

o\ AXS0 AN
= lim
AA—0 A
_ OJ (Au, pwv) u (2.31)

ou
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Assim, calculando a derivada de Gateaux de J no ponto (Au, uv) com relagao a dire¢ao (u,0),
utilizando as hip6teses (f1), (H1) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos:

oJ(Au, pv) 11 9 9 9 9
—ay ilzg%ﬁ /Q(|V()\+h)u| |VAul® + [Vl — |V )dw

= [ (1P + ) + PO = [P () = P ) o

/ [H(()\ + h)u, pv) — H(Au, ;w)}dx]

_ }Jﬂ%% [ ”h - CMAB) G2 (O hyu) — F ()] do
/ (H(()\ + h)u, pv) — ()\u,/w))d:c}

L [ @R o [ F(A ) = FOw)
=1 [/Q 5 |Vul“d /Q d

h—0 h
o I
_/ lim (2)\+ h) Vul2d _/ lim F((A+ h)u) — F()\u)dx
Q h—0 Q h—0 h
N / lim (()\ +hu, po) — H(du, po)
Q h—0 h
= / %|VU|2d:r - / <dF()\u) u) dx —i—/ <8H()\u,,uv) u> dx
:/ [)\Vu\z - (dFO\u)u) + <8H()\u,uv)u>] dx. (2.32)
Q du ou
Dai, com A em evidéncia, por (2.32), temos
OV (A, 1 1
é)\ H) / [|Vu\2 w5 (f(Au)Au) + 2 ( u()\u,,uv)/\u)}da;. (2.33)
Analogamente, por (2.33), obtemos que
2O [ o, 1
o [Vl = 5 (o)) + 5 (HoOvw o)) do (2.34)

Agora, seja (A, ) um ponto critico de ¥. Temos

VU, 7) = (Ngj’“), 6‘”;2’“)) ~ (0,0)

e, portanto, das equagoes (2.33) e (2.34), obtemos

)\/Q [|Vu2 - )\12 (fu)Au) + ;2 (Hu()\u,,tw))\u)] dr =0, .

[ (190 = L (momo) + 2 (8, o) | e =
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De posse destas informagoes, provaremos a proposigao a seguir:
Proposicao 2.3.9. Se A # 0 e i # 0, entdo (N, 1) € um mdximo local de V.

Demonstragao: De fato, sejam A #0 e #0, nosso objetivo é investigar a natureza do ponto
critico (A, ;1) de U. Para isso, estudaremos o comportamento da forma quadratica associada ao
V(A7) O,
Q(a,b)z(ab)( X “X

par (X, 71) que ¢ definida por
YA 1) W Z;> ( ) (2.36)

= U\, m)a? + 20y, (N, m)ab + ¥, (A, 0)b?, (a,b) € R%

Mostraremos que Q(a,b) < 0 para todo elemento (a,b) € R?\ {(0,0)}. Primeiramente, esti-
maremos o valor das segundas derivadas de W, ou seja, ¥y, ¥y, e ¥,,. De maneira andloga

2
a\I/é))\\a 1) _ aj()g;’ 1) - u, obtemos que Wyy(\, p) = 78 YO ) =

a utilizada para obter que 3
O\
u?. Assim, segue que

0% J (A, pv) ‘
ou?

ou ou

(A, p) = hm —

[&](()\—i-h)u , V) u 0J (Au, pv) u]
—0h

= }1113%% {/Q (()\ + )| Vul? — fF(N+ h)uw)u+ Hy (X + h)u, pw)u) dx
_ /Q (MVUP — fOw)u + Hu()\u,,uv)u>d:c]

= lim % {/ﬂ (h\Vu]z — [f((A+ h)u) — f()vu)]u)d:c

[ (O Wy ) = O o))t

= IVul? — (f ()w) u + (Hyuw(Au, po)u)u ) de
Q

e, reescrevendo (f'(Au)u)u = f'(Au)u? e (Hyu(Au, pv)u)u = Hyy(Au, po)u?, obtemos a seguinte
igualdade:

a0 = [ (197 = 55 [ O] + 5 Hoa o) 0] d

e portanto,
- 1 — =2 1 )
U\ 7) :/ (]VU\Q - = [f’()\u))\ uQ} + = [Huu(Au, fiv) A u2]>d:c.
Q A A

Agora, por (f2), temos que

\I/,\A(/\,M)é/gov ’ 32 [f(/\ ) ]+X2[HW(>\ ) ])d (2.37)

/Q (\V 2 — ! :\i_ a [f ) du] + ;[Huu()\u,uv))\QuQ})dx
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pois, por (Hz) temos 0 < a < . Assim, pela primeira equagao de (2.35), temos que

/Q ()\12f(/\u)/\u) dx = /Q (\VuP + Al H,(\w, /w))\u> da

e, substituindo a igualdade acima em (2.37), obtemos

< 1o 1
V(N 7)< / (yvuP —(1+a) (yw? + )\QHu(/\u,/w))\u) + /\Q[Huu()\u,uv))\Quz])dx
Q

1
:/ [—a|Vu]2 _{ j—2a) Hy, (A, o) M + Huu()\u ;w))\ u } dx
Q A X

1 _ _ _ _
= —a/ \Vul|?dz + 2/ (Huu()\u,ﬁv))\QuQ - (14 a)Hu()\u,ﬁv))\u> dz.
Q N Ja

(2.38)
Analogamente, calculando V¥,,,(), 77) e utilizando a segunda equagdo de (2.35), temos que

V(A1) < / |Vo|2dz + = / wo (O, Tv)E20? — (1 + o) Hy (A, fv) i) d.
Além disso, calculando a derivada mista de ¥, obtemos

. Ju(u, (p 4 Ap)v)u — Jy (A, po)u
WA p) = A A

A,u~>0 A,u

- /Q </\\Vu]2—(f()\u)u)+(Hu()\u,,uv)u))dx]
= dim | O ot Ao) = (v o) |

Ap—0 Ap

:/ [(Hyp(Au, pv))u) v] dz
Q

— lim —— [/ <A|Vu]2—(f()\u)u)+(Hu()\u, (u—i—Au)v)u))d:L'

e dai,

Uy, A\, R) = /Q )\l,u [(Huo(Au, mv)) M) fiv] de.

Agora, ao substituirmos as estimativas para Wy, ¥y, e ¥, em (2.36), obtemos a seguinte
estimativa para Q(a,b)

Q(a,b) < a? [—a/ |Vul|?dz + ;2 / Huu(Xu,ﬁv)X%Q —(1+ a)HﬂXu,ﬁv)Xu) dx]
2j Hoyo (O, fiv)) Au) fiv| da
’ / o (2.39)

+ 2 [ / ‘VU’Qd.%'-i- / wo (A, Tiv) i 292 — (1 —i—a)Hv(Xu,ﬁfu)ﬁv) dx]

:—aaz/ |Vu|2dﬂ:—ab2/ |Vv|2dx—|—/ [Qu (A, w)(a,b)] da,
Q Q Q
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em que

Q

2
Qu(u, ) (a,b) = () HUU(XU,EU)XQUQ — (14 a)Hy (A, iv) Au

ab — —
1222 (Hyo O, i) ) W) T
Aﬁ( (Au, 7)) Au) i

>

b\? -
+ (M) Hyo(Ou, Tv)72v? — (1 + o) Hy (O, Tiv) .

Analisando de forma geral uma forma quadritica associada & uma matriz quadrada simétrica
de ordem 2, ¢(a,b) = z11a% + 2212ab + 2202, obtemos no caso 11 # 0 que

2 2
Tl2po _ P1240
Z11 11

_ 2 12 23y o s i,
=x11|a*+2—ab+ Tb + | x90b® — —2b (2.40)
T11 T11 T11

2 2
X X
=1 (CL + ub) + <ZE22 — 12> b2,
r11 11

Analogamente no caso g2 # 0, temos

12 \2 x2
q(a,b) = x99 (b + a> + (:cu — 12) a’. (2.41)

q(a,b) = x110® + 2x120ab + T22b% +

x22 22

Agora, com base na hipétese (Hs), e denotando

1
T11 = ?alh
1 1
T2 = Tﬁam = Eam e
1

T2 = —5a22,
o

em que a1 = Hgs(s,t)s? — (1+a)H(s, t)s, ayo = Hg(s,t)st e a3 = Hy (s, t)t? — (14+a)Hy(s, t)t,
temos as seguintes possibilidades:

e Caso aj; # 0 e age # O:

como aj1 # 0, temos que z11 < 0, pela definicdo de matriz nao-positiva definida. Assim, a
partir da equacao (2.40) temos que Qg(a,b) < 0, pois

2

T 1

12 2

(3322 - ) =— (211292 — 275) <0,
11

j& que a matriz Hessiana de H, definida em (H3), tem determinante nao-negativo.

e Caso aj; #0 e azg =0:

pelo resultado X), temos que o determinante de Hess H é nulo. Logo, ao substituirmos os



2.3 UMA CLASSE DE SISTEMAS ELIPTICOS 54

valores 11, 12 € T22 na equagao (2.40) temos que

2
QH(CL,b) =T <a + mb) < 0.

T11

e Casoage #0eay; =0:

de maneira anéloga ao caso anterior, pelo resultado X), e a equagao (2.41) temos que

2
Qu(a,b) =z (b + ma) <0.

x22

e Casoai; =0 e ag =0:

neste caso,
QH((L, b) = x11a2 + 2x12ab + x22b2 =0.

Assim, Qg (a,b) < 0, e portanto, concluimos que Qg (Au,fiw)(a,b) < 0, Desse modo, como
I, 0)]| 0, para todo (a,b) € B2\ {(0,0)},
Q(a,b) < —aa2/ ]Vu\2dw—ab2/ \VU\Qda:—i—/ [Qu(Au, w)(a, b)] dx
Q Q Q

gaaz/ |Vu|2d:r:—ab2/ \Vo|2dx
Q Q
<0,

e portanto, o ponto (A, 7z) é um ponto de méximo. [

Observagao 2.3.10. Como ¥ ¢ de classe C*(R?\ X,R), temos que a matriz Hessiana de ¥
¢ simétrica para todo (\, ) € R? tal que A # 0. Portanto, esta matriz é diagonalizdvel (ver
[15]), ou seja, existem funcgoes {1(A, p) # 0 e (A, 1) # 0 tais que

(a b) <\I/)\/\(A,,U) \IIAM(AMM)> <a> — (CLI b/) <‘£1()‘7 M) 0 ) <a/>
WA 1) Opp(A, i) ) \b 0 &LMw)\V)’
para todo (a,b) € R?, com (a’,V') € R? sendo a representacio de (a,b) na base apropriada. Logo,

ao aplicarmos aos vetores (1,0) e (0,1), obtemos que & (A, p) < 0 e &(A, pu) < 0, para todo
(A, 1) € R?\ X. Assim,

\I])\)\()‘wu) \IJ/\ ()‘Hu) _ gl()‘mu) 0
det (\IIM(A,M) WuZ(Mu)) a det( 0 §2(A,u)> -0

Sabendo entdo que (\,7z) é ponto de méximo, provaremos agora outra afirmacio que nos
garante que, dadas as hipéteses sob as quais estamos trabalhando, existem exatamente 4 pontos
de méximo para a aplicagao W(A\, u).

Proposicao 2.3.11. Ezxistem exatamente quatro pontos criticos com componentes nao-nulas,
consequentemente mdzimos, cada um em um dos quadrantes de R2.

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que se |A|+ || — oo, entdo ¥(A, u) — —oo. Para
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tanto, utilizaremos os resultados VI) e (2.5) para estimar a fungao ¥. Assim

V(1) = T ) = [ [FIVA(@) + 5T
— F(Awu(x)) — F(pv(z)) + H(Au(x), ;w(ac))] dx
< 5 (APl + o)
+ [ [Calruta)] = CaPrat@) P + Calpol@)] - Calpo(a) P+
Q
+ O+ @) + (@) | da,

e, como u e v estao fixados e pertencem a todos os espagos L4(2) em que 1 < ¢ < p, temos

(A, 1) < My(AP + [uf?) + Ma(IA] + )

(2.42)
— Ma(IAPY + |u2) + My(1Q] + AP + |u>P),

em que as constantes positivas My, Ms, M3 e M, sao dadas por:

I IIUH2}
2 7 2V
My = max{C3[Q [[ull2, C3]2[|v]|2},
. 2 2
Mz = min{Cyllull31], Callvll31]} e

M, = max{C21+B, 21+250||U|!§i§, 21+2,Bc||v\|§i§}.

2
M; = max{ | ,

Agora, como a” +b" < (a + b)" sempre que a,b > 0 e r > 1, segue, da equacao (2.42), que

WA, 1) < Mi(A]+ |1 + Ma(IN] + [pl) = M(IA] + [u])*
+ Ma(19Qf + X[+ |ul)* 7.

Logo, como v > > 0, quando |A| + |u| — oo, temos que (A, 1) — —oo, como desejdvamos.
Tal resultado nos garante que ¥ possui pelo menos um méaximo local em cada quadrante. Além
disso, gracas a Proposicao 2.3.9, temos que ¥ é uma funcao concava fora de uma bola de raio
R, suficientemente grande, que denotaremos por Br C R?. Assim,

deg(V\Il, 07 BR) = deg(\I’A7 07 [_R7 R])deg(\lllh 07 [_R7 R])7

em que deg(VV¥,0, Br) representa o grau topoldgico de V¥ em 0 relativo a Bgr. Agora, para
que V¥ = (0,0) é preciso que ¥y = ¥,, = 0. Mas, devido & geometria do funcional ¥, temos

deg(Uy,0,[-R,R))=—-1+1—-1=—1e

deg(¥,,0,[-R,R]) =—-1+1—-1= -1,

em que —1 representa o grau nos pontos de maximo e +1 é o grau nos pontos de minimo. Logo
deg(V¥,0,Bgr) = (—1).(-1) =1. (2.43)

Mostraremos agora que ¥ admite exatamente um ponto critico em cada semieixo de R? e que
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o grau em cada um destes pontos é —1. Para isto, mostraremos que o determinante da matriz
Hessiana de W nestes pontos é negativa. De fato, pelos Lemas 2.3.4 e 2.3.7, temos que existem
pontos criticos ao longo de cada semieixo e que estes pontos sao tnicos. Denotaremos tais
pontos criticos por (+A,0), (—=A,0), (0,4+u), (0, —u). O determinante da matriz Hessiana de ¥
em (+X,0) é dado por

det(Hess U(+,0)) = Uyx(+A, 000, (+X,0) — (U, (+A,0))2 (2.44)
Agora, como (+A,0) é ponto critico, pela desigualdade (2.38), temos

Uia(+A,0) / ]Vu\Qda:—i— — | (Huu(+Mu, 00) (+X2)*u?

- (1+a) u(+>\u,0v)(+)\)u) dz (2.45)

<0,
pois, ||ul| > 0 e, pela hipétese (Ha),

/ (Huu(+2u, 00) + Nu? — (14 a)Hy(+u, 0v) + Au) dz < 0.

Note que, embora a hipdtese (Hs) esteja restrita para os pontos (s,t) € R?\ X, utilizando um
argumento de homotopia, é possivel estendé-lo para os pontos (A, 0) e (0, £u). Além disso,

U, (+X,0) = / [|Vv|2 — f(0v)v? + va(+)\u,()v)v] dx
Q

(2.46)
— ol + [ O,
Q
e, por I) e III), temos que
0= lim 76 _ iy £ =0 _ 1(0)
s—0t S s—0F S '
Logo,
Wy (+,0) = [Jo]]2 (2.47)
Temos também que
Uy (+A,0) = U0 (+X,0) = / Hy (+Au, 0v)uvdx = 0. (2.48)
Q

Assim, substituindo (2.45), (2.47) e (2.48) em (2.44), obtemos
det(Hess U(+X,0)) <0
e, trocando (+A,0) por (—A,0),
det(Hess U(—\,0)) <0
De maneira analoga, obtemos também

det(Hess U(0,+p)) <0
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det(Hess U (0, —p)) < 0.

Concluimos entao que cada ponto (£A,0) e (0, £u) tém grau —1.

Além disso, como foi mostrado no Lema 2.3.6, (0,0) é minimo local de ¥, e, portanto, o grau
na origem é 1.

Por fim, os ultimos pontos criticos a serem analisados sao os pontos de maximo obtidos
na Proposi¢ao 2.3.11. Como vimos na Observagao 2.3.10, o determinante det(Hess V) nestes
pontos é positivo, logo seu grau é +1. Assim, seja n a quantidade de tais pontos de méaximos.
Pela propriedade da excisao do grau, como deg(VV,0, Bg) é a soma dos graus no (0,0), que
é ponto de minimo, nos pontos criticos sobre os eixos e nos pontos de maximo obtidos na
Proposigao 2.3.9, de (2.43), temos que

+1 =deg(VV,0,Br) = (+1) -1+ (—1) -4+ (+1) - n.

Concluimos que n = 4, provando, assim, que ¥ possui 4 pontos de maximo. [
Agora, demonstraremos o Lema 2.3.8.

Demonstragao do Lema 2.3.8: Utilizaremos os resultados apresentados anteriormente para
mostrar agora os itens i) a v) do Lema 2.3.8. Para isso, consideraremos (A(u,v), u(u,v)) como
sendo o méximo local presente em (0,00) x (0,00). Sabemos que este maximo existe e é tinico
pois, pela Proposicao 2.3.11, existe um tnico ponto critico no 1° quadrante e, pela Proposicao
2.3.9, este ponto critico é maximo local. Sendo assim:

i) Como (A(u,v), u(u,v)) é ponto de maximo de ¥, temos que

LAy, v), ulu,v)) = max T(A, p).
>0

Mas, pela definicao de ¥, temos

J(A(u, v)u, p(u, v)v) = max J (Au, pv) = sup J(Au, po)
A>0 A>0
/J>0 H>0

e, dai, podemos concluir que ®(u,v) = J(A(u, v)u, p(u, v)v), como queriamos.

1) Como (A(u,v), u(u,v)) é ponto critico de ¥ e, além disso, é também a tinica solugao positiva
de (2.35), temos
Ua(A(u, v), plu, v)) = W (A(u, v), p(u, v)) =0

e, portanto,

1
)\(u,v)Ju(A(“vv)U»M(u,v)v) A, v)u =0

) 1
A i, 00) s =,

nos levando a concluir que
Ju(A(u, v)u, p(u, v)v) - Mu, v)u = Jy(A(u, v)u, p(u, v)v) - p(u, v)v =0

ou seja, (A(u,v)u, u(u,v)v) € N.
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i11) Seja (u,v) € N, entdao temos que A(u,v) = p(u,v) =1 e por (2.35)

0= /Q [1Vu(a)P? — Fu(e)u(2) + Hy(u(z), o) ()] de.

Agora, por (Hs), temos que Hy,(u,v)u > 0, e portanto

/Q “Vu(x)\Q _ f(u(:l:))u(x)}dx <0

2
/Q |Vu(z)|*dz < /Q Flu(@))u(z)dr <

Como, pelo Teorema A.5.7, existe M > 0 tal que

logo,

da < [ Iftu@)llu(o)lds,

M ully < [[Vull3,

temos que, dado ¢ € (0, p>, por IV), existe C1 > 0 tal que

=2

Fu(@) (@) < elu@)? + Crlu(z)P.
Dal,
Ml < / V) Pdz

< [ Iftuta)liuta)de

< / cu()2 + Cyu(x)Pdz,
Q

e, pela desigualdade de Holder,

/5|u )|2dx < </ lu(z \pd:c> \Q|P 2
Q

= £]2) 772 |u 2.
Assim,
_pP_
0 < (M —&|Qf»=2) [l < Cullull,
concluindo que
P
M — e|Q|r—2 _
—2 . .p—2
[ullp™" > e, O
Analogamente, trocando u por v, obtemos que

- -2
[oll5=2 = A7,

concluindo a primeira parte da demonstracao.

Para a segunda parte, note que, pelas imersao de Sobolev (Teorema A.5.6), existe uma
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constante K (p) > 0 independente de u e v tal que
[ullp < K(p)llull e [[vll, < K(p)vl]-

Dessa forma, tomando g := , obtemos

n
K(p)

[ull = 2 e [lvll =2,
concluindo a demonstragao do item 4ii).

iv) Nosso objetivo agora é provar que a aplicagao ® é fracamente semicontinua inferiormente.
Para isso, vamos considerar uma sequéncia {(un,vn)}neny C T tal que (uy,v,) converge
fracamente para (ug, vg) € T, o que denotaremos por (uy,, v,) — (ug, vg). Queremos mostrar
que

lim inf @ (uy,, v,) = P(ug, vo).
n—oo

Como (uy, vy) — (ug, vg), temos que
[[uoll + [lvoll = [l(uo, vo) || < liminf [[(un, vn)|| = lim inf ([lun|| + [[vnl]).
Além disso, utilizando a notagao Ao := A ug, vp) e po := p(ug, vo), note que

MG

J()\Ouo, /J,()Uo) — J()\oun, ,u[ﬂ)n) = / ? (|VU0(I)’2 _ ‘Vun(g;)|2>

Q

[\

B ([Fun(o)f? - [Vou()P)
~ (FOouo(@)) ~ Faun(2)))
— (F(povo(x)) — F(povn(z)))

+ (H()\ouo(x), povo(z)) — H()\oun(x),uovn(x))) dx

(2.49)
Agora, pela hipétese (f7), segue que, para cada = € Q,

Aouo ()

!HMWWM—NMMWMS/ £ (s)lds

Aoun ()

N

Aouo ()

/ CO1+|s]PY)ds
Aoun ()

Aouo(x)

= C([s| +[s[F)

Aoun ()
= C([Aouo ()] = |oun(x)| + [Aouo ()" — [Aoun(z)[P)
= Co(luo(@)] = lun(@)[) + CAG(Juo ()P — |un(z)[P).
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Portanto, temos que
/ (F(Mouo(z)) — F(Aoun(z /]F (Mouo(x)) — F(Aoun(x))|dz
Q
</ [C)\o(|uo(ﬂf)| ~ Jua(@))
+ OXG(Juo(@) [P — [un(2)[P) | dz

1
< ol ([uollp = llunllp) + CAGluollp — llunlb)-

Analogamente

[F(ovo(x)) — F(povn(z))| < Cro(lvo(z)] — [vn(2)]) + Crglvo(@) [P — [va(2)[P),
—/Q (F(Mouo()) = F(Xoun(z)))dz < Crol 7 (loolly — llonlly) + Crig(llvolly — llonllp)-
Temos também que
[H (Mouo(@), povo(x)) — H(Aoun (), pov(e))|
< [H(Aouo(z), povo(x)) — H(Aouo(z), povn ()|
+ |H()\0U0(J¢), MOvn(x)) - H(/\Oun(x)a ,uovn(:v))\,
e, aplicando o Teorema do Valor Médio a cada uma das parcelas acima, obtemos
[ H (Aouo(z), povo(x)) — H(Xoun(z), pov(x))|
< [Ho(Aouo(x), v provo(x) + (1 = b)) tiovn () po(vo(z) — vn ()|
+ ’Hu(gu)\OUO(x) + (1 - Hu))‘oun(x)a /L()Un(.%')))\()(UO(QZ) - un(x))‘7

em que 6,0, € [0,1]. Assim, pela hipétese (H1) e pelo Lema A.5.4, concluimos que

[ H (Aouo (), povo(w)) — H(Aoun (), pov())]
< [Ho(Aouo(z), Bupovo(z) + (1 = Oy)povn () po(vo(z) — vn(z))]
+ [Hu(Ourouo(z) + (1 — 0u) Aoun(2), tovn(x))Ao(uo — un)|
< C(1+ Nofug(a) [P~ + 2028~ (Juo ()P~ + o (2) P~ olvo(2) — vn ()]
+ C(1 4207207 (fuo ()P~ + [un ()P~ + pofon ()[P~1) Aofuo(x) — tn ()]

Por tais estimativas, ao aplicarmos a desigualdade de Holder e a desigualdade de Poincaré
a integral da expressao acima, obtemos

/Q [H (Aouo (), povo(x)) — H(Aoun(x), pov(@))|dz < Cllvo — vnllp + Clluo — uallp,

em que C é constante dependendo de |Q|, p, Ao, to e das normas em HE(Q) de ug, uy, vo
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e vp. Dessa forma, de (2.49), podemos concluir que

)\2
J(Aouo, povo) — J(Aotn, povn) < EO(HUO)H% — [Junll3)

:“(2) 2 2
+ 7(||v0|!2 — [lunll3)

S
+ Ol Q7 ([[uollp = llunllp) + CAG(luollp — llunllp)

1
+ Crol 7 (lvollp — [[vallp) + Cugllvollp — [[vallp)
+ Cllvo - Un”p + Clluo — uan,

(2.50)

que tende a zero quando (up,v,) — (ug,vp) em LP(2). Assim, temos que
J(Aouos Hovo) — J (Aotn, povn) = o(1).
Logo, por (2.50)

®(ug, vo) = J(Xouo, povo) — J (Aotin, ovn) + J (Aotn, povn)
< J(Notn, fovn) + o(1).

(2.51)
Mas, J(AoUn, povn) < J(Antn, invy), em que Ay = A(tp, Up) € fin, = Uy, vy). Assim,
D (ug, v9) < J(Aptn, tnvy) + o(1).
Portanto, quando tomamos o limite inferior quando n — 0, obtemos a seguinte desigualdade
O (ug, vo) < liminf J( Ay, tnvn),
n—0
como queriamos.

Se considerarmos X =7,Y =RT xRT, Z =R e

8‘lj(u,v) ()‘v N) a\Il(u,v) (>‘7 ,LL)
1)) ’ o

X(u, 0, A, p) = <

no Teorema da Funcgao Implicita (Teorema A.5.10), em que W(, (A, i) € o valor da fungao
U(A, p) para um dado par (u,v), z = (u,v) e y = (A, 1). Como, pelas Proposicoes 2.3.9 e
2.3.11, temos que existe (ug, vg, \o, f10) € X X Y tal que x(ug, vo, Ao, i20) = 0 e, além disso,

82\1/(110,1)0) ()‘07 MO) 82\Il(uo,fuo) ()‘07 ,u(])

<8X(UO,U0,)\0,H0) aX(UO,Um)‘OaMO)) _ ON? (9)\8/,L
OA 7 a'u aij(uoﬂfo)()‘(]v /LO) 82\Il(uo,vo)()‘Oy UO) 7
ONOu 0%

que, como vimos na Observagao 2.3.10, fixado (u,v) € T, tem determinante negativo, para
todo (A, 1) € R2\{(s,t) € R%: st = 0}, concluimos pelo Teorema A.5.10 que dado (ug,vg) €
T, existe uma vizinhanca conexa W de (ug, vg) e uma tinica aplicacdo ¢ € C*(W,Y) tal que
C(uo,v0) = (Mo, H0) €, para todo (u,v) € W, temos f(u,v,((u,v)) = 0. Por um argumento
de conexidade, concluimos que a fungao ¢, definida de forma que ((u,v) = (A(u,v), p(u,v)),
¢ Unica e continua em 7.
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Gragas a unicidade de A(u,v) e p(u,v), obtida pelo Lema 2.3.8, podemos definir agora

d= inf ®&(u,v).
(u,v)ET

Definido dessa maneira, temos que d > 0, pois, como foi mostrado no Lema 2.3.6, quando A e
estdao préximos de zero, J(\u, uv) > 0 para todo (u,v) € T e todo (A, ) € R%. Assim,

d= inf ®(u,v)= inf maxJ(Au,pv) > 0.

(u,v)eT (u,w)ET A>0
n>0
Além disso,
d= inf & = inf A = inf A 2.52
Wt (u,v) (uﬁenggJ(zuuv) (JSGTJ((UMOUMNUJQU% (2.52)
u>0

e, como (A(u,v)u, u(u,v)v) € N, temos

d= inf J(uw,v)> inf J(u,0),
(u,D)eN (@v)eN
em que N = {(w,v) € N : 1@ = ANu,v)u e v = pu(u,v)v, com (u,v) € T}. Suponhamos, entio,

que d > c = ( iI;fNJ(u,v). Assim, existe (u,0) € N tal que d > J(u,v). Como N C T, temos
u,v)Ee

que (a,0) € T e
d < (i1, 8) = J(\(@, )i, w(@, 0)3) = J(@,9) < d,

o que é um absurdo. Portanto, concluimos que
d=c. (2.53)

Este ultimo resultado nos serd tutil quando formos mostrar que o problema de minimizar J
em N tem solugao.

Lema 2.3.12. FEziste (uc,v.) € N tal que J(uc,v:) = c.

Demonstracao: Como definimos em (2.23),

c:= inf J(u,v)>0.
(u,v)eN

Assim, temos que existe uma sequéncia minimizante em N, ou seja, {(un, vn)}neny € N tal que

li = inf =c.
Jim. J (U, Vp) (u,lzge/\/ J(u,v) =c¢
Tal sequéncia pode ser tomada de tal forma que J(uy,v,) < ¢+ 1 para todo n € N, pois, caso
contrario,
lim J(up,vn) Z2c+1#c= inf J(u,v),
n—oo (U,U)E
e portanto {(un, v,)} ndo seria uma sequéncia minimizante. Como (u,, v,,) pertence a N, temos
que VJ(tp,vn) - (up,v,) = 0, para todo n. Assim, considerando o valor a obtido na hipdtese
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(H2), temos
(a+2)(c+1) 2 (a+2)J(un,vn) = VJ(un,vn) - (un, vn)
— @+ 2) [ (51Tl 4 5170 = Flun) = Flon) + Hun,0,) ) da

_ / (|Vun|2 — flup)up + Hy(uny, Un)un) dx
Q

_ / (|an|2 — f(on)vn + Hy(up, Un)vn) dx.
Q

Podemos reescrever a inequagao acima da seguinte maneira:
o
(a+2)(c+1)> 2/ (IVun|® + |Von|?) dz
Q

+ /Q (f )it — (0 + 2)F (1)) + / (f(vn)on — (0 + 2)F(v)) da

Q
+ / (o + 2)H (up, vp) — Hy(tn, vty — Hy(tn, vp)vy) da. (2.54)
Q

Agora, pelos resultados VII) e IX), temos que as trés ultimas integrais de (2.54) s@o nao-
negativas. Portanto,

(a+m@+1p>3/(wwy+4V%@d@
Q

e assim N
(a+@®+i)>§UWMV+H%W)

Podemos entao majorar a norma de (uy,,v,) da seguinte forma

2a+2)(c+1)
[un]® + llvall? < - : (2.55)

Com a limitagao dada em (2.55) para u, e v,, temos que existe (4,0) € T tal que

(Un,vn) = (4, ),

pois H () x HL() é reflexivo. Além disso, como H{(£2) estd imerso compactamente em LP(2)
para todo 2 < p < 2%, temos que u, — 4 € v, — U em LP(Q2). Consequentemente, (u,,v,) —
(a,v) em LP(Q2) x LP(Q), ou seja, neste espago a convergéncia é forte. Agora, como

‘Huan - ”ﬂHp‘ < lun — ﬁ”pa

temos que a convergéncia de u, — @ em LP({2) implica na convergéncia das normas, ou seja,
llunllp — ||@]|p. Mas, pelo item i) do Lema 2.3.8, temos que ||uy,|, = 71 e, assim, concluimos
que ||@l|, = v1. De maneira andloga, obtemos que 7], = 1.

Como @ é uma funcgao fracamente semicontinua inferiormente, propriedade provada no Lema
2.3.8 - item iv), temos que P (4, ) < c. Mas, pela definicao de d e (2.53), temos que

®(i,7) > d = c.
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Dai, podemos concluir de (2.52) e (2.53) que

¢ = sup J (A, puv),
A>0
u>0

e, pelo Lema 2.3.8 - itens i), i) e v), existem tdnicos A = A(@,?) e i = pu(@,v), tais que
(A, a0) € N e ¢ = J(A\U, 10). Assim, se definirmos

(te, ve) := (N, fiD),

temos o resultado desejado. =

Agora temos um candidato a elemento minimal para a variedade de Nehari, mas, para que o
ponto encontrado seja, de fato, o ponto desejado, precisamos verificar se (u., v.) é ponto critico
do funcional J. Com esse objetivo, enunciaremos e demonstraremos nosso proximo lema.

Lema 2.3.13. Se (uc,v.) € N € tal que J(uc,v:) = ¢, entdo (uc,ve) € ponto critico de J.

Demonstragao: A demonstracao para tal fato serd dada por contradicdo. Sendo assim, suponha
que (uc,v.) € N, J(ue,v.) = ¢, mas (uc, v.) nao é ponto critico, ou seja, VJ(uc, v.) # 0. Como
J é um funcional de classe C'', temos que existem p > 0 e § > 0 satisfazendo 46 < 71, 7 dado
pelo item 7i7) do Lema 2.3.8, e

(u,v) € Bs ((ueyve)) = VI (u,0)] > p.

Agora, pelo Lema A.1.3, temos que existe uma aplicagio continua n : H}(Q) x H(Q) —
H(Q) x HE(Q) e uma constante v > 0 tais que:

a) n(u,v) = (u,v) para todo (u,v) & Bus ((ue,ve)) N J " ([c — 2v, ¢ + 2v]);
b) J(n(u,v)) < J(u,v) para todo (u,v) € HE(Q) x HE(Q);
¢) Para todo (u,v) € Bas ((ue,ve)) NJ 1 ((—o0, ¢+ v])), temos que J(n(u,v)) < ¢ — v.

Note que os resultados a), b) e ¢) acima seguem diretamente dos itens i), v) e i7) do Lema A.1.3,
respectivamente. Considere agora a aplicacao I'(s,t) := (sRuc, tRv.), em que R > 1 é fixado de

tal maneira que (R — 1)y; > 4. Afirmamos, primeiramente, que I' é continua. De fato, dados
€

(lJell + [lvell)

€ >0 e um ponto (sg,ty) € R?, se tomarmos 6§ = §(g) = 7 , teremos que,

|(s,t) — (s0,t0)] <6 =|s—so| <delt—ty <0,
e, dai,

IIT(s,t) — T'(s0,t0)]| = ||[(sRuec, tRv.) — (soRuc, toRve) ||
= |s = so|Rl[ucl| + [t — to| RBl|ve
< O(R|lucll + Rlvell)
_ e(Rluc|l + Rl|vell)
~ R(fluel +lvel)

E, como (sg,tp) foi tomado arbitrariamente, temos que a aplicacao I' é continua.
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Estudemos agora a deformacao do espago definido pela imagem da aplicacao I' pela aplicagao
1. Nossa primeira observagao sobre tal deformagao é que

sup J(n(I'(s,t)) <c. (2.56)
§>0,t>0

A desigualdade acima ¢é estrita pelo fato de (u.,v.) ser o inico ponto de maximo local restrito
ao quadrante a que pertence na aplicagao (Auc, pve), (A, 1) € RT x RT. Caso contrdrio, para
todo r, € (0,¢), n € N, com 7, — ¢, existiria

(8nRue, tnRv.) € HY(Q) x HJ (Q) \ Bas(ue, ve) (2.57)

tal que
J(spRuc, tnRve) = ¢ — 1.

Mas, neste caso,
0<c—ry < J(spRue, thRu.) < c.

Agora, pelos resultados (2.4) e VI), dados A > 0 e u > 0, temos
Tt 102) = 52l + 20l = | Fvela) + Pl (@)
+ [ HOw ) o))
< 0l + ol + [ [CNue)] O )] e
+ /Q |:C3M|Uc(ﬂf)’ — C4M2+7’Uc($)|2+’7:| dr + /Q C(1 + Nue(2)| + plve(z)) 2P dz.

Assim, pela desigualdade de Holder e a desigualdade do Lema A.5.4,

1 1
J (s, o) < 5 (N utel|® + 422 [[0el|?) + Cs12 2 uell2A = Calluel 3132+

1 2 2 2
+ C319 2 |vellp — Callvell5 21> + CUQL + A2l 515 + 12 lvell55)
< Mi(A+p)® + Mo(A + p) = Ma(A + p)* 7 + My(A+ p)*F + My, (2.58)

em que as constantes sao dadas pelas seguintes expressoes:

1
M1 = 5 maX{HucH27 ||UC||2}7

1
My 2= C3]Q[> max{]|uc[l2, [[vell2},

2+ 2+
Ms = Cymax{||uclls s, [vellais} e

My = 220 C max{ |Juc||5175, vell51 5}

Mas, como My, My, Ms e My sdo constantes positivas e (2.58) temos que existe ng € N tal que,
para todo A + p > ng, J(Aue, pve) < 0. Dai, como J(sy,Rue, t,Rv.) > 0 para todo par (sp,t,),
temos que

spnR+1t, R < ng,
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logo
no
Sn+tn < E

e portanto, s, + t, é uma sequéncia limitada. Assim, as sequéncias {s,}nen € {tn}nen sdo
limitadas e, portanto, admitem subsequéncias convergentes. Digamos que (sp,,tn,) — (S0, %0),
se k — 0o. Temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e pela continuidade
do funcional J que

J (8p, Ruc, tn, Rve) — J(soRuc, toRve).

Agora, para todo k € N, por (2.57),
H (SnkRua tnkRUC) - (ua Uc) H 2 257

assim,
Hm [|(sp, Ruc, tn, Rve) — (e, ve)|| = 20

N —>00

e, pela continuidade da norma, temos
|(soRue, toRve) — (e, ve)|| = 20.

Logo, (soRuc,toRv.) # (uc,ve) e J(soRuc, toRv.) = ¢, contradizendo o fato de (uc,v.) ser o
tnico ponto de méximo naquele quadrante de (Au, pve), (A, 1) € RT x RT.
Provaremos, agora, que a aplicacao 1 o I' intersecta a variedade N, e assim, pela definicao
de ¢, teremos que
sup J(n(T'(s,t))) = ¢ (2.59)

s>0,t>0

obtendo uma contradigao por (2.56) e (2.59). Para isso, vamos considerar a seguinte aplicagao:
H:[0,1] x [0,1] — RT x RT
(s,8) = (A(T(s, 1)) =1, p(n(T'(s,1))) = 1)

que é continua, pois n o I' é continua e, pelo item v) do Lema 2.3.8, A(u,v) = (A(u,v), u(u,v)),
com (u,v) € H}(Q) x HE(Q), também é continua. Definindo

7:R2 — R2
(a,b) — 7(a,b)=(a—1,b—1),
temos que 7 é continua por ser a translacao de uma aplicacao continua, no caso a aplicagao
identidade. Assim, a aplicacao H(s,t) = ToAonol'(s,t), definida como a composigao de fungoes
continuas é continua e segue o resultado.

Analisaremos, agora, os valores da aplicagdo H na fronteira do dominio, ou seja, H(0,-),
H(1,-), H(-,0), H(-,1). Para isso, seja ¢ > 0 tal que I'((,t) ¢ Bas ((uc,v.)), para todo t € [0,1].

1 46
Tal (¢ existe, pois, se ( < — (1 — ), temos que
R [[ue|

ICRue — well > [[ICRucll — [Juc|l| = [¢R — 1|fuc]-
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1 46
Mas, ¢ < = <1 — ||UH> = (R < 1, pois |Juc|| = v1 > 4 > 0. Logo

49
1 Rue — el > (1 - CR)lJucl) > (1 1 ||u||> el = 46,

Assim, temos que

TS, 1) = (ue, ve)l| = [[CRuc — tel| + [[tRve — vel| = [[(Ruc — ucl| > 49,

67

para todo t € RT. Portanto, I'((,t) ¢ Bus ((ue,ve)), para t € [0,1]. Agora, como I'(¢,t) ¢
Bys ((uc,ve)), temos, por a), que n(I'(¢,t)) = I'(¢,t), logo, a primeira coordenada do vetor

H(¢,t), a qual denotaremos por Hi (¢, t), serd
Ha (C)t) = )\(F(C,t) -1= )‘(CRu07thc) -1
Mas, como (u¢,v.) € N, temos que A(CRuc, tRv.) é tal que

AMCRuc, tRv.)CR = 1.

1 1
Portanto, A(CRuc,tRv.) = T Hi(¢,t) = R 1. Agora, como isto vale para todo
1 49
(e (O, = (1 — H’)) e pela continuidade da aplicagao A, temos que
U

1
=li =lim-——-1= .

Calcularemos agora o valor de H;(1,-). Como

||F(1,t) - (UCa'Uc)H = H
=
=

> ||

RUC,tRUc) - (uCaUC)H
(R —1)ue, (tR — 1)vc) ||
R —Duc| + (LR — 1)vc||
R — 1)ug|.

~—~ ~ —~

Agora, como ||uc|| = 71, temos que (R — 1)||luc|| = (R — 1)y > 40. Logo I'(1,t) ¢ Bys ((uc,ve))

e, consequentemente, n(I'(1,¢)) = I'(1,¢). Dai, temos que

Hi(1,t) = MT(1,t)) — 1 = M Rue, tRv.) — 1,

e, novamente, pela definicao de A(u,v) e o fato de (uc,v.) estar em N, concluimos que

1
M Rue, tRv.) = B Agora, R > 1, e portanto,

1
Hi(l,t) = 5 —1<0.

44
De maneira andloga, seja 0 < o < ) <1 — HH> Temos que
Ve

loRve = vell = o Rve|| — [[vell| = loR = 1]]ve]l-
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40
””> = oR < 1, pois ||v¢|| = v1 > 4 > 0. Logo
Ve

1
M < —=(1-
as, o R(

46
loRve — ve|| = (1 — oR)||ve|| > <1 -1+ HUH> l|ve]| = 46

Assim, temos que

IT(s,0) = (te, ve)|| = ||sRuc — uel|| + |[o Rve — ve|| = ||loRve — ve|| > 40,
para todo t € R*. Portanto, I'(s,0) ¢ Bus ((uc,v.)), para t € [0,1]. Agora, como I'(s,0) ¢
Bys ((uc,ve)), temos, por a), que n(I'(s,0)) = ( o), logo, a segunda coordenada do vetor

H(s, o), que serd representada por Ha(s, o), serd
Ha(s,0) = p(I'(s,0) — 1 = p(sRue, o Rve) — 1.
Mas, como (u¢,v.) € N, temos que p(sRu.,oRv.) é tal que

u(sRuc,0Rv.)oR = 1.

1 1
Portanto, p(sRu.,0Rv.) = — e Ha(s,0) = B 1. Agora, como vale para todo
o o
1 40
o€ (0, = <1 — || ||>> e pela continuidade da aplicacao A, temos que
Ve

Ha(s, O)-hm?—[g(s a)—llmi—1—+oo>0

c—00R

Agora, para Ha(-, 1),

IT(s,1) = (ue, ve) || = ||
= ||
= ||
> ||

Assim, por ||v¢|| = 71, temos que (R — 1)||ve|| = (R — 1)y > 4d. Logo I'(s,1) ¢ Bas ((uc, ve)) e,
consequentemente, 1n(I'(s,1)) = I'(s,1). Dali, temos que

SRUC,RUC) - (uCaUC)H
(SR — 1)Uca (R - 1)1]6)”
sR — ucl| + [[(R — Dvc|
R —1)v.

~—~ ~ ~~

Ha(s,1) = u(T'(s,1)) — 1 = p(sRue, Rv.) — 1,

1
e, pela defini¢ao de pu(u,v) e o fato de (uc,v.) estar em N, concluimos que p(sRu., Rv.) = R

1
Agora, R > 1, ou seja, = < 1 e, portanto,

1
Ha(s,1) = 5 —1<0.

Com tais resultados para H, estamos em condigoes de aplicar o Teorema de Miranda (Teorema
A.2.2) que nos garante que existe um par (so,%p) € (0,1) x (0,1) tal que H(so,to) = (0,0), ou
seja,

AT (s0,t0))) = p(n(T'(s0,t0))) = 1.
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Dai, pelo item i) do Lema 2.3.8, temos que n(I'(so,%0)) € N, de onde podemos concluir,

J(n(T(so0,t0))) = inf J(u,v)=c,

(u,v)EN
resultando em (2.59) e obtendo assim uma contradigdo. Sendo assim, como nao pode existir
tal deformagao 7, temos que ||VJ(ug,vo)|| = 0, como queriamos, concluindo a demonstragao do
lema. u

Tais resultados para os valores de H1(0,-), H1(1,-), Ha(-,0) e Ha(-,1) devem ao fato de J
ser negativo quando se afasta da origem, gracas a superquadraticidade de F', e as fungoes A(-, -)
e u(-,-) atingirem maximo positivo, ou seja, tal méximo deve ser atingido préximo da origem.

Agora que temos os Lemas 2.3.8, 2.3.12 e 2.3.13, podemos demonstrar facilmente a Proposicao
2.3.3.

Demonstracao da Proposigao 2.3.3:
Pelo Lema 2.3.8, temos que N é ndo-vazio, pelo Lema 2.3.12, temos que existe (u.,v.) € N
tal que
J(Ue,ve) =c= inf J(u,v
(te, ve) mmm( )
e, pelo Lema 2.3.13, temos que (u¢, v.) € um ponto critico, como queriamos. u

Com este tultimo resultado, temos quase tudo o que precisamos para provarmos o Teorema
2.3.1. S6 nos resta mostrar que é possivel obter (u.,v.) com u. > 0 e v, > 0 e este serd o nosso
objetivo durante a demonstragao do teorema.

Demonstracao do Teorema 2.3.1: Para mostrar que existem funcoes estritamente positivas
que satisfazem o sistema (P, ), note que, pelo Lema A.3.2 e pela paridade assumida no inicio
a secao para F' e H, temos que

Hucl foe) = [

).

= C.

1 2 1 2
JW%H+JVMH—FW$—FW$+HW%W$F$

%‘VUC‘Q + %‘VUC‘Q — F(ue) — F(ve) + H(uc,vc)] dx

Assim, pelo Lema 2.3.13, temos que (|uc|, |vc|) é um ponto critico de J e portanto, suas
componentes devem ser suaves pois f e H sao funcoes de classe C*(R) e C'!(R?), respectivamente.
Dessa maneira, obtemos que u. = |uc| = 0 e v, = |v.| > 0. A partir de agora, nos referiremos
a |uc| como w. Assim, pela Proposicao 2.3.3, temos que (@, v) é solucao fraca do sistema (P,,)
com excegao das restrigoes u > 0 e v > 0. Mas, pelo Teorema de Brézis-Kato (Teorema A.3.1),
temos que 7,7 € CL*(,R), com 0 < a < 1. Assim, pela Teoria de Regularidade de Schauder
(Teorema A.3.4), segue que u, v € C%*(2,R) N C°(Q, R) e, portanto, é solucio cldssica para o
problema (P, ,). Além disso, como %, sdo continuas em Q e Q é compacto, temos que

[u(x)] < M e [o(z)| < M, (2.60)

para algum M > 0. Para mostrarmos que @ > 0 e T > 0, utilizaremos o Teorema A.3.3. Para
isso, note que, como u(x) > 0, temos que, se = ¢ tal que u(z) = 0, entdo Hy(u(z),v(z)) =0 e
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Au =0, por (Hs3) e I) e, se x é tal que u(z) > 0, temos, por (Hs)
Hy(u(z),v(x))

=) u(zx) > 0.
Com isso, definimos
Hy(u(z), v(@)) se u(x e v(x
o(z) = u(z) S0 (@) # 0 e vla) #0 (2.61)
0 ,set(zr)=0ouv(zr)=0
Atu(z) — c(x)u(z) = —f(u(z)) <0, (2.62)

pois, por (f2), temos que f(s) > 0 se, e somente se, s > 0. Mostraremos agora que

é limitado. De fato, pelos resultado (2.3) e (2.60), temos

’W‘ < C 4+ |a(z)|? + |o(x)|?)
< C(1+2MP).

Dai, aplicando o Principio do Maximo Forte (Teorema A.3.3) com Lu = Au — ¢(z)u(x), temos
que u nao pode atingir minimo nao-positivo em 2 a menos que w seja constante. Mas como
u(x) = 0, se w atingir minimo néo-positivo, entao

.
iR e)

e portanto, u(z) = 0, o que é absurdo, pois ||u|| = 2. O mesmo resultado se aplica a 7. Mostrando
que u(z) > 0 e v(x) > 0, para todo = € €. ]
2.4 Uma Versao Simplificada do Problema de Nehari.

O nosso objetivo nesta se¢ao é estudar o problema
do:= inf  supJo(Au, pv), (Po)
(uv)ET  A>0
Jq w?v2dz=0 >0

em que

1 1
Jo(u,v) = /Q [2\Vu]2 + §]V1}]2 — F(u) — F(v)| dz,

que é um problema semelhante ao da se¢ao anterior, porém com u e v tendo suportes disjuntos, ou
seja, se z € €2 temos que u(x) = 0 ou v(z) = 0. Tal condicio ¢ dada pela restricao [, u?v?dr =0,
imposta no célculo do infimo em (Py). Como consequéncia dessa restri¢gao, temos que, se H
satisfaz as hipoteses (Hy) — (H3), entdo, para todo x € ), temos, por (Hz)

H(u(x),v(x)) = 0.
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Dessa forma, tomando H = 0, temos que H satisfaz (Hy) — (Hs) e J(u,v) = Jo(u,v) para todo
par (u,v) € H(Q) x Hj(Q) com [, u?v?dz = 0, em que J(u,v) é como a definida na se¢ao
anterior. Mas, pelo item i) do Lema 2.3.8, temos que existem A(u,v) e u(u,v), ambos em R, tais
que

Jo(A(u, v)u, p(u, v)v) = J(A(u, v)u, p(u, v)v) = sup J(Au, pv) = sup Jo(Au, po),
A>0 A>0
uiO uiO

sempre que fQ u?v?dr = 0. Logo podemos concluir que, pelo menos para os pares (u,v) €
H(Q) x HE(Q) de suportes disjuntos, existem A(u,v) e p(u,v) tais que

JO()‘(U’ U)uv ,LL(’U,, U)U) = sup JO()‘uv [L’U)
A>0
ui(]

Agora note que, se definirmos um conjunto equivalente a N para o funcional Jy, isto é,

Mo {(M) o W) () O} |

2.
ou ov (2.63)

teremos, pelo item i) do Lema 2.3.8, que (A(u,v)u, u(u,v)v) € Ny. Além disso, temos que o
valor dy definido em (Pg) é igual a

= inf o). 2.64
Co (u,glé./\/’o O(U U) ( )
Jo u?v2dz=0

De fato, a igualdade referida acima é devida ao seguinte fato:

do=  inf  supJo(Au, pv)
(uv)ET  A>0
Jq u?v2dz=0 u>0

—  inf oA v)u, plu, v)).
W o(Au, v)u, p(u, v)v)
Jq u?v2dz=0

Mas, como (A(u,v)u, p(u,v)v) € N, temos que

do= inf  Jowv)upuv)) > inf Jo(ii,§) = co. 2.65
o= O ) > 5,0) = g (2.65)
Jq w?v2dz=0 Jq u?v2dz=0

Agora, Ny C T, por definicio, logo, se (@,0) € Ny e [, @*0?dz = 0, temos que (@,7) € T ¢
AMa, ) = p(u, ) = 1. Assim,

Jo(u,0) > inf  Jo(AMu,v)u, p(u,v)v) = dp.
(u,v)ET
Jq uw?v2dz=0

Dai, como isso vale para todo (u,v) € Ny com fQ @20%dx = 0, temos que
co = dp. (2.66)

Portanto, de (2.65) e (2.66), segue que
co = do. (2.67)
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Além disso, pelas hipoteses de crescimento da funcao f, temos que, para A e u pequenos,

Jo(Au, pv) > 0, para todo par (u,v) € T. Logo, sup Jo(Au,pv) > 0 e, portanto, dyg > 0.
A>0,u>0
Assim, dy e, consequentemente, ¢y sao finitos.

O nosso objetivo nesta seg@o é provar o seguinte teorema:

Teorema 2.4.1. Sob as hipdteses (f]) e (fa), o problema (Py) tem solucio (ug,vo) € HE(2) x
H(Q) tal que ug > 0 e vy > 0. Além disso, supp(ug) U supp(vo) € uma solugdo simplificada do
problema de Nehari apresentado em (1).

Ou seja, queremos obter (ug,vg) € H}(Q) x H} (), ugp e vy fungdes positivas com suportes
disjuntos, tais que Jy(ug,vg) = dp. Para tanto, vamos considerar os problemas (P.), descritos
a seguir, cujas solugbes serao chamadas de (ue,v:), e mostraremos que se € converge a 0, as
solugdes (ue,v:) convergem fortemente para (ug,vo) em HE () x H ().

2.4.1 Sistemas com Grandes Interagoes.

Seja G : R? — R uma funcdo satisfazendo (Hi) — (H3) e, tal que,

G(s,t) = 0 se, e somente se, st = 0. (2.68)

1
Se fixarmos ¢ > 0, temos que —G(s,t) também satisfaz (Hy) — (H3), pois:
5

(G:1) Note que, se G satisfaz (H;),

1
G(s, ) S CL+ ||+ [t])* & ZIGGs: )l <

m | =

C(1+ |s| + [t])*T7.
Agora, como ¢ > 0 é fixo, temos que

1 1 .
ZG(s, 1) = ZIG(s, ) < O+ [s| + )7 = C(L+ |s| + [2])**7.

M| =

1
Logo, —G(s,t) satisfaz a hip6tese (Hy).
5

(G<:2) Se G satisfaz a hipdtese (Hs), denotando a matriz Hessiana de G por A, teremos que a

matriz Hessiana de —G(s,t), denotada por B, é dada por
€

EGSS(S,t)S2 - 1(1 + a)Gs(s, t)s let(s,t)st 1
B=1]¢ 1 € 1 € = —A.
gGst(S, t)st tht(S, )12 — =(1 + a)Gy(s, 1)t =

Logo, ao aplicarmos a B o vetor (a,b) € R?\ (0,0) pela esquerda e pela direita temos que
@n)B(*) =L@ra(") <o
b - b x Y,
. . 1 .
pois € > 0. Assim, mostramos que EG(S, t) satisfaz (Hy).

1
(G:3) Por fim, se G satisfaz (Hs), temos que o produto —G também satisfaz (H3) pois a mul-
€

1
tiplicagao por — > 0 nao altera o sinal ou a nulidade da funcgao.
€
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1
Assim, temos que G(s,t) satisfazendo (H;) — (Hg) implica EG(S, t) satisfaz (Hi) — (H3)

1
Como —G(s,t) satisfaz (Hy) — (Hs), podemos associar o seguinte problema
5

(—Au(e) = f(u(a)) - 5 Gla(e), (@) , om O
—Av(z) = f(v(x)) — i;}G(u(a:),v(x)) , em € (P1)

(u(z),v(z)) € Hy(Q) x Hy(Q)
L u(z) > 0,v(z) >0 , em £,

ao funcional de energia J. definido por
1 , 1 ) 1
Jo(w0) = [ |5I9u@)P + 5190 - Fu@) - Fe() + - Glu(@), o(z) | dr.
Q

Nosso objetivo inicial é encontrar u. e v., fungdes em H}(£2) tais que o par (ue,v:) é solugdo de

d. :== inf supJ.(Au, pv). (P.)
(U,U)GT)\>O
u>0

Note que, assim definidos, existe a seguinte relacao entre dy e d,:
de < do, (2.69)

pois, como as fungdes u e v pertencentes a T que satisfazem [, u*v*dz = 0 formam um subcon-
junto de T, temos que

d. = inf supJ:(Au, uv) < inf  sup J.(Au, pv).
(u,v)ET A>0 (u,v)ET A>0
u>0 fQ u2v2dr=0 >0

Por outro lado, se u e v sdo tais que [ u?v?dr = 0, temos que G(u(z),v(x)) = 0, para todo
x € Q. Assim, nesse subconjunto, temos que J.(u,v) = Jo(u,v), ou seja,

inf  sup Je(Au, pv) = inf  sup Jo(Au, pv) = do.
(’LL,’U)GT A>0 (U,U)ET A>0
Jq w?v2dz=0 n>0 Jq u?v2dz=0 p>0

Portanto, vale a desigualdade (2.69). Agora, provaremos uma proposi¢ao que relaciona as solu-
¢oes dos problemas (P.) a solugdo do problema (Pg). Tal proposicao sera fortemente utilizada
na demonstracao do Teorema 2.4.1.

Proposigao 2.4.2. Seja f uma fungdo que satisfaca (f1) e (f2). Entdo
1) Para cada € > 0, o problema (P-) tem uma solugdo (us,v.) € HE(Q) x HE(Q);

2) Eziste (ug,vo) € HL(Q) x HE(Q) tal que (ue,v:) — (ug,v0) € HL(Q) x HE(Q) e (ug,vo) €
solugao de (Py).

Demonstragao: Inicialmente, demonstraremos apenas a Parte 1), deixando a demonstragao da
Parte 2) para mais tarde, pois precisaremos de mais alguns resultados.
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1
Seja ¢ > 0 fixado. Como —G(s,t) satisfaz as hipdteses (Hi) — (Hs), podemos aplicar o
€

1
Teorema 2.3.1 a J. considerando H(s,t) := —G(s,t), obtendo, imediatamente, a existéncia de
5

uma solugao de (P.), a qual denotaremos por (ug,vs), com us > 0, v. > 0. Além disso, os Lemas
2.3.8 e 2.3.12 nos fornecem alguns resultados importantes:

e Podemos definir

e 1= J(ug,ve) = /Q [;qwm Vu.l? = F(u) — F(v.) +H(us,vg>} dve  (2.70)

o C0Je(u,v)  OJe(u,v)
NE.—{(U,U)ET. 5 LT a5y v—()}.

Note que N é um conjunto nao-vazio, pois (ue,v:) € Nz.

e A partir de A, podemos concluir do Teorema 2.3.1 que

Ce = (u,zi;r)lef/\/g Je(u,v).

e Definindo c. desta maneira, podemos concluir diretamente do Lema 2.3.8 que
ce = dg. (2.71)
Além disso, ainda pelo Lema 2.3.8, tal igualdade nos garante que c. > 0.

Assim, de maneira andloga a da demonstracao do Lema 2.3.12, temos que, dado € > 0, existe
uma sequéncia minimizante em Nz, ou seja, {(u?, v?)}nen € N: tal que

nlgrolo ‘]8(“?7 U?) = (u,’glé\/g Ja(uv U) = Ce.

Mas, como J.(ue, v:) = cc, temos que
lim Jo(ul,vl) = Jo(ue, ve).
n—oo

Tal sequéncia pode ser tomada de tal forma que J.(ul,v) < ¢ + 1, para todo n € N, pois, caso
contrario,
lim Jo(ul,vl) 2 cc+1#cc= inf J.(u,v),

n—00 (u,v)EN

e, portanto, {(u”,v”)} ndo seria uma sequéncia minimizante. Como (u?,v”) pertence a N,

temos que VJ.(ul,vl) - (ul,v?) = 0, para todo n. Assim, considerando o valor « obtido na

hip6tese (Hz), temos
(a+2)(cc +1) = (a+2)Je(u, v) = VI (ud, ) - (ug,v7)

1 1
—(a+2) [ (§IVarP + GIVerP = F) = POt + HG2 o)) do
= [ (Va2 = fumya + H g o2yl de

- / (V2 — F(o)ol + Hy(ul', o )ol) da
[9]
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e portanto, podemos reescrever a inequacao acima da seguinte maneira:

(a+2)(cc+1) > Z/Q(Vu?2+‘Vv?|2) dz

+ / (Fu Y — (o + 2)F () da + / (Dl — (a+2) P de (2.72)
Q

Q

4 [ (et DHEED) — Hofu o)l = Ho(u o)) da
Q

Logo, de (f2), temos que f(z,s)s—(24+«a)F(z,s) > 0, para todo s # 0. Como (u?,v?) e N\. C T,
temos que u” # 0 e v # 0 em um conjunto de medida positiva de 2 e ai,

Fmul — 2+ a)F(l) > 0 e ful)ol — 2+ a)F@l) > 0.

Portanto,

/ (fu)ul —(a+2)F(u?))de>0e / (f(ul)vl — (a+2)F(vl))dx > 0.
Q Q

Além disso, por (2.16), temos que

(o +2)H(ul,vl) — Hy(ul, vl )ul — Hy(ul, vl )vl > 0.

g7 7e g7 Ve

Assim, de (2.72), segue que
(a+2)(cc+1) > (;/Q (IVu§|2 + |va|2) dx,

ou seja,

2| + Jlo2 |* <

M(cng 1).

Agora, também pelo Lema 2.3.12, segue que (u?,v?) — (ue,v:) em HE(Q) x HE(Q), logo
luell* + floe |l < Yim inf([fug || + [[02|%).
e—0
Assim, pelo fato de ¢ < ¢g, temos que
e 1 + [|vel|* < Yim inf (a2 ||* + |02
e—0

< liminf M(Cs +1)

e—0
< lim inf M
e—0 (%

= M(Co + 1).

(C() + 1)

2(a+2)

Tomando, entao, v3 := (co+ 1), obtemos a seguinte estimativa uniforme em & > 0

luel® + fJoe]* < s (2.73)
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Com este ultimo resultado, concluimos que, passando para uma subsequéncia caso seja ne-
cessdrio, existe (up,vo) € H}(Q) x H}(Q) tal que, se e — 0,

(e, ve) = (ug,vp).

Além disso, pelo item iii) do Lema 2.3.8, temos que |ucll, = 71 e ||vellp = 7, para algum
~v1 > 0, independente de €. Assim, como na demonstragao do Lema 2.3.12, pela imersao compacta
HE(Q) = LP(Q), temos que (ue, v:) — (ug,vo) em LP(Q) e, portanto, ||ucll, — |luollp € [|Jvellp, —
l|lvo|p- Consequentemente, ||uollp, = 71 € |lvollp = 71 ]

Este ultimo resultado apresentado na demonstragao da Parte 1) da proposicao anterior, nos
ajudard na demonstragdo da Parte 2) da mesma proposigao. Mas antes de demonstrarmos a
segunda parte, precisaremos de alguns resultados contidos nos lemas a seguir.

Lema 2.4.3. Se (uc,v:) converge fracamente para (ug,vo) em HE(Q) x HE(Q), entdo a integral
Jo fue)ucdx converge para [, f(uo)uodz e [ f(ve)vedx converge para [, f(vo)voda.

Demonstragao: Comecamos lembrando que, pelas imersoes compactas de Sobolev, H&(Q) —
L9(Q), para 1 < ¢ < 2%, temos (ue, v:) — (ug,vp) em LP(§2), mas, pelo Teorema A.5.9, u.(x) —
uo(x), q.t.p. = € Q, a menos de uma subsequéncia. Além disso, ainda pelo Teorema A.5.9, temos
que existe M € LP(Q) tal que esta subsequéncia satisfaz,

lus(x)] < M(x) q.t.p. € Q.

Agora, por (f1),
| f(ue(@))]|us(2)] < C([ue(z)] + [ue(2)[P)

(2.74)
< C(IM(z)| + [M(2)[P)

q.t.p. z € Q, a menos de subsequéncia. Mas, a integral a direita em (2.74) é finita, pois, pela

desigualdade de Holder
1
/ P
o ( / ]M(:v)]pd:v> + / \M(x)\pdx]
Q Q

= C (1217 1M1, + IM]5) |

/QC’(|M(:1:)| M (2)P)dz < C

que é um valor finito por M € LP(Q). Assim, podemos utilizar o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, obtendo

hm/{)f(us(a:))ug(x)dx:/ﬂlim f(ue(z)ue(x)dx

e—0 e—0
- / f (o) o (z)d,
Q

gracas a continuidade de f. De maneira andloga, provamos que

lim /Q £ (0e(2))ve () dr = /Q £ (vola))o()dz,

e—0

concluindo assim o lema. n

Lema 2.4.4. Se (u,v.) converge fracamente para (ug,vo) em Hy(Q)x Hg (), entdo [ F(ue)dx
converge para [o, F(ug)dz e [, F(v:)dx converge para [¢, F(vo)da.
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Demonstragao: Novamente, basta mostrarmos que o resultado vale para u., pois a prova para
ve pode ser obtida analogamente. Para mostrar que [ F'(uc)dx converge para [, F'(ug)dz, note

que, por (f1) .
IF(s)] < /0 F(0)]dt < C(s| + |5/P).

Assim, pela equagao (2.74), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
obtendo assim

gi_r)]% QF(ug(x))dx:/QF(uo(x))dx.

Mostraremos agora um resultado de grande importancia para a demonstracdo do Lema
2.4.7, a seguir. Tal resultado afirma que, da maneira como foram tomadas, as fungoes ug e
vo tem suporte disjunto. Mas, antes de demonstré-lo, apresentaremos outro resultado que serd
necessario em sua demonstracao.

Proposigao 2.4.5. Se x € O := {x € Q: G(up(x),vo(x)) > 0}, entao

1
liminf -G (us(z),ve(z)) = oo.
e—=0 €
Demonstragao: Seja x € 0 e denotemos 0 < m(x) := G(ug(x), vo(z)). Mostraremos que, dado

N > 0, existe gg > 0 tal que

glG(us(az), ve(x)) > N.
0

De fato, como G é continua, existe £1 > 0 tal que, se 0 < £ < €1, entao

m(x
0< é> < G(ug,ve),
ou seja,
1m(x 1
0< ;> < EG(ug,ve).

Assim, se N é um ntmero qualquer positivo, tomando €9 = min €1, N 2 [ temos

1 1 m(x)

—G , > — > N,

£0 (u50 UEO) €0 2
como desejavamos. =

Lema 2.4.6. As funcdes ug e vg tem suportes disjuntos.

Demonstragao: Note que, por d. < dp, em (2.69), e a igualdade ¢. = d, em (2.71), temos que

do = liminf c..
e—0



2.4 UMA VERSAO SIMPLIFICADA DO PROBLEMA DE NEHARL 78

Assim, pela defini¢ao de c., segue que

li?giélf Ce = h?l,iélf Je(ue, ve)
el
= liminf |3 (luc|? + o]
- / F(ue(x))dx — / F(ve(x))dx
Q Q
1
+ / —G(ue(z), Ug(x))dx].
¢
Agora, usando o Lema 2.4.4 e o fato da norma ser fracamente continua, obtemos
. 1
liminfc. > = (||uol|? + ||vol/?)
e—0 2
- / F(ug(x))dz — / F(vo(z))dx
Q Q

—i—liminf/ﬂiG(ug(:c),vg(x))dx.

e—0

Mas |Jug|| e |Jvo|| s@o finitas e, pela hipétese (f]), temos que as integrais /F(uo(x))dac e
Q

/ F(vo(z))dz também sdo finitas, dai, existe M > 0 tal que
Q
o 1
M > liminf [ =G(us(z),ve(x))dz. (2.75)
e—0 0 £

Como G é uma fungao continua e, para quase todo ponto x € Q, u.(x) — up(x) em LP(Q) e
ve(x) = vo(z) em LP(£2), temos que, fixado x € Q,

lim G(ue (), v-(2)) = G(uo(x), vo(2))-

e—0

Assim, considerando os seguintes conjuntos

O ={x € Q:G(up(x),vo(x)) > 0}

Qo ={z € Q:G(up(z),vo(z)) = 0},

temos que Q = Q; U Qs e, portanto, como G(s,t) > 0, por (Hs), podemos aplicar o Lema de
Fatou (Lema A.5.2),

1 1
liminf [ —G(u:(x),ve(x))dx > / liminf —G(ues (), ve(z))dx
e—0 o) E Q e—0 €

:/ nminflG(uE(m,ve(ﬂc))dw
Q

e—=0 ¢

.1
+/Q liminf —G(ue (), ve(x))dz.

e—=0 €
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Logo, por (2.75) e pelo Lema 2.4.5,

o 1
M > hran_:(glf A EG(ug(x),vg(x))dac,

o que nos permite concluir que [1] = 0, ou seja, a medida do conjunto ; é zero, pois caso
contrario,

e—=0 €

1
M > / liminf —G(us(z),ve(z))dr = oo.
Q
Assim, temos que G(ug(x),vo(x)) =0 q.t.p. x € Q. Mas, por definicao,
G(s,t) =0 < st=0.

Dai, ug(z)vo(z) = 0 q.t.p. x € Q, isto é, supp(up) N supp(vy) = 0. n

Agora, temos todas as ferramentas que precisamos para demonstrar o Lema 2.4.7. Com este
resultado, provaremos facilmente o Teorema 2.4.1, que é o nosso objetivo nesta se¢do. O lema a
seguir traz alguns resultados de convergéncia de u. e v., e consequentemente, das fungoes que
dependem delas.

Lema 2.4.7. Seja (up,vg) o limite fraco de (ue,v:) quando € — 0. Entdo, valem as sequintes
afirmacades:

i) (uo,v9) € Ny, definido em (2.63);

i) ue — ug € ve — vy em H&(Q);

o1

iii) — | G(ue,v:) — 0 quando € — 0;
€Jao

i) ce — co quando € — 0.

Demonstragao: Primeiramente, como (ug,vo) € Hg(Q) e |luol|, = 71 > 0, pelo Teorema A.5.7,
temos que
luollp < Cl[Vuollz = Cllull

Logo, ||(uo,v0)|| > 0 e (ug,vo) € T. Assim, pelo Lema 2.3.8, existem Ag > 0 e pug > 0 tais que
(Aouo, pove) € Ny e portanto,

0
%JO()\(]UO, Movo))\ouo = 0. (2.76)

Como (ug,v:) é solucao de (P.), temos que

0

%Js(us,vg)u6 =0. (2.77)

Agora, tomando o limite quando € — 0 em (2.77) temos, pelo Lema 2.4.3 e por u. — ug,
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.0 . 1
éllg(l) %Js(ue,vs) U = 21—12% (/Q [|Vus|2 — flue)ue + EGu(us,vs)ue] d:r>
= liny (HUE”?—/ f(ug)ugdx—f—/ iGu(ug,va)uedm)
0

hmlnf”uaﬂ —hm/ f(ue ugdar—I—hmlnf/ =Gy (U, ve)ue dz

> |luol|? — / f(uo)up dx + lim inf / Gy (Ue, ve)ue dx,
Q e—0 € [¢)
ou seja, por (2.77),

/\Vu()]Qdac—/f(ug uodm—i—hmmf /G (Ue, Ve )uedr < (2.78)
Q Q

Por outro lado, pela definicao de Jy, segue

0
——Jo(Aouo, tovo) - Aouo = /Q [)‘%)‘VUOP - f()\ouo))\ouo} dx

ou
= )\3/ [|Vu0\2 — f()\ouo)u()] dx
Q Ao

=0.

Como g é diferente de zero, concluimos da expressao acima que

/Q DVUOP — f(ioOUO)UO} dx = 0. (2.79)

Entao, subtraindo (2.79) de (2.78), obtemos

1 A
/ |Vug|2dx — / f(uo)updx + ligljorlf - Gu(ug,vg)ugdaj — / [|Vu0\2 _ f(;(:“])uo dx

€

N
o

fA
<:>/[ OUO f(uo)uo}dx—i—hmmf /G (Ue, Ve )usdr <

-0 ¢
)\
& / [ < otho) f(u0)> :|dl‘ + hmlnf / Gy (e, ve)uedr <
)\0U0 uQ
Lembrando, agora, que Gy (ue,v:)u: = 0, por (Hs), segue que o limite inferior

liminf — /G (e, Ve )uedr >

e—0 €

/Q [ (f(AAOZO) - fﬁff)) ug} dz < 0.

implicando em
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Assim, pela propriedade II), temos que f’(S’) é uma funcao crescente e A\g > 0. Dal,
S
Aoup < o,
e, portanto,
Ao < 1. (2.80)
De maneira analoga, obtemos
0
%Jg(u‘g,vg)v(E =0, (2.81)
0
— Jo(Aouo, povo) pove = 0. (2.82)

ov

Novamente, tomando o limite quando £ — 0 em (2.81) temos, pelo Lema 2.4.3 e por v, — vy,

0 1
lim — J.(ue, ve) - ve = lim </ [|VU€|2 — f(ve)ve + Gv(ue,vs)vg] dx)
ov =0\ Jo €

e—0
. ) 1
=lm ( Joe||* = | fve)vedx + | —Gy(ue,ve)ve dx
e—0 Q Q £

1
> lim inf v ||* — lim i(])af/ f(ve)ve dx + lim/ —Gy(ue, ve)ve dx
Q

> [luo||2 — /f’Uo Juo da + lim inf /G (e, ve v da,

ou seja,

/ Vo |dx — / f(vo)vo dx +11m161f - Gy (g, ve)ve dz < 0, (2.83)
Q

e, pela defini¢do de Jy, segue

0
——Jo(Aouo, povo) ovo = /Q [M(Q)VUOF — f(#ovo)uovo} dx

ov
— ,Uf(%/ |:|VU[)‘2 o f(:uovo)vo] dl’
Q Ho

=0.

Como pg > 0, concluimos da expressao acima que

/Q [|Vvo|2 - WUO] dx = 0. (2.84)

Entao, subtraindo (2.84) de (2.83)

/]Vv0| dac—/f v0) vodx—l—hmmf /G us,ve)vsda:—/ {|Vv0|2—f(/;(wwvo dx
0

@/[ NOUO f(vo)m]das—khmmf /G (e, ve)vedr <O

N
o

e—0 €

@/ {( [ovo) B f(m)) vg] dr + liminf— Gy (e, ve)vedz < 0.
e=0 € Jo

HoVo Vo
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E, novamente, como Gy (ug, v:)ve = 0, por (Hs), segue que o limite
e—=0 €

[ (=250 s <o

E mais uma vez, pela propriedade II), temos que

lim inf — /G (Ue, v )vdr >

implicando em

HoVo < V-

Portanto,
po < 1. (2.85)

Agora, pelo fato de (Aoug, povo) € Ny, temos os seguintes resultados:

0

%Jo()\ouo, /,Lovo))\o’LLO = )\(2)/ |VU0|2d$ — / f()\o’u,o))\ouo dm = 0, (286)
Q Q

0

%Jo()\ouo,uovo)uovo = M%/Q |Vvo|*da — /Q f(ovo) povo dz = 0, (2.87)

)\2 2
Jo(Aoug, Lovo) = /Q {;]VUQF + 'u20|Vvo\2] dx — /Q [F(Xouo) + F(povo)|dz > co.(2.88)

Note que a tltima desigualdade vale gracas ao Lema 2.4.6, pois supp(ug) N supp(vg) = 0 e pela
definigao de ¢y em (2.64). Assim, supp(Aoug) N supp(pove) = 0 e portanto

Jo(Aouo, fovo) = inf Jo(u,v) = co.
(u,v)END

Jq w?v2dz=0
Esta desigualdade é de grande importancia, pois é a partir dela que todo o restante da demons-
tragao serd verdadeira. Multiplicando a desigualdade (2.88) por (2 + «) , em que a > 0 é dado

pela hipdtese (Hz), e subtraindo as duas desigualdades anteriores, (2.86) e (2.87), obtemos a
seguinte desigualdade:

(2 + Oé / |VUQ| dxr + / [f()\ouO)/\ouo - (2 + Q)F()\Ouo)] dx

% /Q Vo[ *dz +/Q [f (Hovo) povo — (2 + @) F(psovo) ] da,

e, utilizando a notagao do item VIII), podemos reescrever a inequagao acima da seguinte forma

(2+OK /|VUO’ d:z:—i—/]:)\ou()

W/QWUO\de—i-/QF(uovo)dx

(2.89)
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Por outro lado, com um raciocinio semelhante ao do Lema 2.3.13, como (ue,v:) € Nz, temos
que

2+ a)ce = (24 a)J(ue,ve) = (2 + @) Je(ue, ve) — (Ve (ue, ve), (ue, ve))

:Mh@2+ww%+/fﬂ%mfw2+MFmawx
Q
+1ﬂﬂ%wfw2+MFwawx

1
+ 6/9 [(24 a)G(ue,v2) — Gulue, v:) — Gy(ue, ve) | da.

Assim, pelos Lemas 2.4.3 e 2.4.4 e a norma também ser fracamente continua, tomando o limite
inferior quando € — 0, obtemos

liminf(2 + a)es > 3 (ol + ool + | [F(uo)uo = (2 + ) (uo)]do
@ (2.90)
+ /Q [f(vo)vo — (2 + @) F(vg) | dz + lirsn_jélf é /Q G(ue, v )dz,

e pela defini¢ao de F, dada no item VIII), temos

1 1
lim inf(2-+-a)c. — (HuoH2+HvoH2)+/ F(uo)d:v—i—/ ]—'(vo)dx—i—liminf/ Glue,v.)dz. (2.91)
e—0 2 Q Q Q

e—0 €

Porém, note que, por (2.69), (2.67) e (2.71),

ou seja,
co = liminf c.. (2.92)

Logo, por (2.89) e (2.91),
0< (2+a)(co ~ liminfe.) < 3 /Q (A5 = DIVuol® + (4 — D)[Vwol*] d
+ /Q [F()\QUO) — ./_"(UO)] dx -l-/ﬂ [.F(/L()Uo) — ./T"(Uo)]dw

1
— liminf — / [(2 + )G (ue, vs) — Gy(Ue, ve)ue — Gy(ue, ve)vs] dx.
Q

e—=0 &€
(2.93)
Assim,
5 [ 108 = 119wl + (4 - DIVuoP]da
+ / [f()\ouo) — .F(UQ)] dr -l—/ [.F(,uovo) — f(vo)] dr (2.94)
Q Q

1
> liminf — [(2 + a)G(ug, ve) — Gy(ue, ve)ue — Gy(ue, va)va] dx > 0,
e—0 € Q
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sendo que a ultima desigualdade vem das hipéteses (Hs) e (Hs), como foi demonstrado em
(2.16). Agora, como F é crescente, por (2.80) e (2.85) segue que

[0
5 [ 108 = 0ITwP + s = DI Tw o

+/Q [F(Mouo) — }-(UO)]d“f‘f‘/ﬂ [F(povo) — F(vo)]dz >0

se, e somente se, \g = o = 1. Visto que (Aguo, ovo) € Ny, concluimos assim a demonstracao
do item 4). Além disso, como \g = pp = 1, concluimos, de (2.94) que

1
0 > lim inf / [(2 + )G (ug,ve) — Gylue, ve)ue — Gv(ue,vg)vs] dr > 0,
Q

e—0 €
ou seja,
1
lim — [(2 + a)G(ue, ve) — Gy(Ue, Ve )ue — Gy(ue, vg)vg]dx =0. (2.95)
e—0 ¢ 0

Com o auxilio deste 1ltimo resultado, provaremos o item 7). Do fato que (ug,v:) = (ug, vo) em
H(Q) x HY(Q) segue

lim inf ||ue||*dz > |Juo||® = / |Vug|*dx
e—0 [¢)

lim inf [|ve||>dz > |Jvo | —/ Vo |*da.
e—0 Q

Suponha que lim iélf/ \Vue|*de > / |Vug|?dz. Entdo a equacio (2.90) passa a ser estrita e,
E— 0 0

consequentemente, a inequagao (2.93) passa a ser estrita. Dai,
.. (6%
0<(2+a)(eo — lim inf ce) < 2/ (A — DIVuol? + (1§ — 1)[Vvo[*]da
g Q

+ /Q []:()\ouo) — ]:(uo)]dx —}—/Q []—"(,uovo) — f(vo)]dx

1
— liminf — / [(2 + a)G(ug, vs) — Gy (e, ve)ue — Gy(ue, vg)vg] dx,
e—0 € Q

e, dai,
1
0 > liminf / [(2 + )G (e, ve) — Gyulue, ve)ue — Gv(us,vs)vs] dx > 0,
Q

e—0 €

o que é um absurdo. Logo lim i(glf / |Vue|?de = / |Vug|?dz, e, a menos de subsequéncia,
E— 0 0
li % = Juo*.
tim |2 = o]
Portanto, pela equivaléncia das normas || - || Hi(9) € | - || no espago de Hilbert Hg ()
||ue — uOHH&(Q) — 0, quando € — 0.

Agora, substituindo u. e ug por v e vy, respectivamente, concluimos que

[[ve = voll g1 () = 0, quando & — 0,
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provando, assim, o item 7).
Para provar o item i), note que, por (2.88) e o fato de A\g = 1, temos que

/|VU0|2dCU:/f(U0)U0d$,
Q Q

e, de maneira andloga, como g = 1, temos

/Q|VUO|2d$:/Qf(U0)Uodl’.

Substituindo as duas relagoes acima nas duas primeiras desigualdades de (2.90), obtemos

1
lim inf / Gy (e, ve)ues dr < 0
Q

e—0 €

1
lim inf —
e—0 €

/ Gy (ue, ve)ve dz < 0.
Q

Porém, pela hipdtese (Hs), segue que

1
/Gu(us,vg)uad:r>0
€ Jao

1
/ Gy (g, ve)ve dz > 0,
€Ja

para todo € > 0. Logo, podemos concluir que

1 1
lim — | Gyu(ue,v-)ueder =0 e lim— [ Gy(ue,ve)v-da = 0. (2.96)
Q Q

e—=0¢ e—0¢

Desse modo, pela equagao (2.95), segue

1
0= il_r% - ; [(2 + )G (ue, v:) — Gu(Ue, ve)ue — Gy (ue, fue)fue] dx

1 1 1
=1lim - [ (24 @)G(ue,ve)dr — lim — | Gy(ue,ve)usdr — lim — [ G,(ue,ve)vedx
e=0¢€ Jo e=0¢€ Jo e=0¢€ Jo

e, como (2 + «) > 0, por (2.96) concluimos que

1
1' — =
lim A G(ug,ve)dx =0,

como desejavamos. Provando, assim, item 7).
1
Para demonstrar o item iv), utilizaremos o item iii). Como lin% — | G(ue,ve)dx = 0, temos,
e—0 € Q
por (2.90), que
lim ¢. > Jo(ug,vo). (2.97)

e—0

Além disso, pela desigualdade em (2.88) e sabendo que Ao = up = 1, temos que Jo(ug, vo) = co.
Logo

lim c. > cp.
e—0
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Mas, por (2.92), co > lin% ¢, provando que
e—

ce — ¢p, quando € — 0.

Agora, retornamos a demonstragao da Proposigao 2.4.2 para provarmos a Parte 2).
Demonstracao da Proposicao 2.4.2, Parte 2):

Note que pela Parte 1) da Proposigao 2.4.2, existe (ug, vg) € H}(Q)x H} () tal que (ue, ve) —
(ug,v0) em HE(Q) x HY(). Pelo item 4i) do Lema 2.4.7, segue que

(e, ve) — (ug,v0) em HY(Q) x HE(Q).
Além disso, pelas equagdes (2.92), (2.97) e (2.88), concluimos que

co = lim c. > Jo(ugp, vo) = co,
e—0
e, portanto, Jo(up,vp) = cp. Restando mostrar que uy e vy tem suportes disjuntos para que
(up,vp) seja solucao de (Py). Para mostrar tal fato, note que, pelo item ii7) do Lema 2.4.7,
temos

lim [ G(ug,ve)dz = 0.
e—0 Q

Agora, G(s,t) > 0 para todo par (s,t) € R?, ou seja,
/ G(ue,ve)dx > 0, Ve > 0.
Q
Sendo assim, podemos aplicar o Lema de Fatou (Lema A.5.2), obtendo assim,

0< / lim inf G(u., v )d. hmlnf/ G(ue,ve)dx = lim | G(ue,ve)dx = 0.
Q

e—0 e—0 e=0 Jo

/ G (ug, vg)dx = 0,
Q

pelo fato de G(us(x),v:(x)) convergir para o limite G(up(x),vo(x)) q.t.p. € Q e G ser uma
fungao continua. Agora, para que a ultima integral seja nula, é necessario que G(ug(x),vo(z)) =
0, q.t.p. € Q. Mas, para que isso ocorra, como G(s,t) = 0 se, e somente se, st = 0, precisamos
que em quase todo ponto = de Q tenhamos ug(z)vo(z) = 0, isto é, ug(z) = 0 ou vo(z) = 0. Logo,
se considerarmos

Logo, pela desigualdade acima,

Dy :={x € Q:u(xz) =0}
Qyy :={z € Q:v(z) =0}
Q:={zxeQ:ulx)#0euv(x)#0},
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temos que Q = Q,, U, UQ e |Q| = 0. Portanto,

/ng(x)zfuo(x)de—/Q
J

0,

uo(z)?vo(x)%dz + /

uo(x)zyo(x)zdx—i-/uo(x)Qvg(x)zdx
o Qg Q

O-UO(x)de—F/

uo(z)? - 0da +/ uo(z)vo(2)2da
o Qg Q

pois 2 é um conjunto de medida nula. Isto mostra que os suportes de ug e vy sao disjuntos e
que (ug,vg) é solu¢do do problema (Py), finalizando a demonstracao da Parte 2) da Proposicao
2.4.2. [

Agora, temos todos os resultados que precisamos para demonstrar o Teorema 2.4.1.

Demonstracao do Teorema 2.4.1: Pela Parte 2) da Proposicao 2.4.2, temos que (ug,vy) €
HE(Q) x HE(Q) é solugdo de (Pp) e, como consequéncia da Parte 1), temos que |lug|l, = v e
llvollp = 7, o que implica que ug # 0 e vg # 0. Agora, pelo Teorema 2.3.1 temos que u.(z) > 0 e
ve(z) > 0, para todo € > 0. Assim, tomando o limite quando ¢ — 0 em (F}), vemos que o par
(up, vp) é solugao para o seguinte problema

—Au(z) = f(u(z)), = € supp(u)
~Aule) = f(o(a)), = € supp(v). ()
(u,v) € T.

Além disso, como us — ug e ve — vg, em HE (), temos que ug = 0 e vy = 0 e, como (ug,vg) é
solucao do sistema, segue que
Aug(z) = —f(uo(x)) <0,

pois ug(z) > 0. Logo, pelo Principio do Méximo Forte, Teorema A.3.3, temos que ug(z) > 0
para todo z € Q. O mesmo resultado pode ser obtido para vg(x), apenas trocando ug(z) por

vo(x).

Por fim, note que se definirmos a fungao de conjuntos

do(w) := inf supJ(Au),
wEHG (W) A>0
w>0

os conjuntos supp(ug) e supp(vg) satisfazem o seguinte problema:

Po(uo) + Po(vo) = inf{p(w1) + P(w2) : wi,wz C Qw1 Nwy = 0},

que, como podemos ver, é um problema semelhante ao problema de Nehari, (1), retirando-se a
obrigatoriedade de que w; Uwy = €. E nesse sentido que dizemos que (ug,vp) é uma solugao
simplificada do problema de Nehari, pois, embora nao satisfaca completamente ao problema,
podemos tomar A e B, abertos em Q, AN B = (), de tal forma que w; C A, wo C B e tais Ae B
serao solugoes de (1). Note que tais abertos existem, pois podemos tomar A = w; e B = Q\ wy,
por exemplo. u



Capitulo 3

Sobre uma Solucao que Muda de
Sinal

Neste capitulo, estudaremos um problema semelhante ao sistema (P,,), mas neste caso
procuramos solucoes que mudam de sinal. Este estudo sera desenvolvido na Segao 3.1 e estard
baseado nos resultados das Secgoes 2.3 e 2.4. Mostraremos que o funcional J, associado a
equacao (Ps3), a ser definido, é equivalente ao funcional Jy associado ao sistema (Pg). Dessa
forma, os resultados presentes na Subsecao 3.1.1 estarao relacionadas com aqueles presentes
na Subsecgao 2.3.2.

3.1 Um Problema Equivalente

Seja (ug, vp) a solugao de (Py) dada pelo Teorema 2.4.1. Nosso objetivo agora é mostrar que
wo = ug — vo € solucao da seguinte equacgao.

— Aw(z) = f(z, w(z)) (Puw)

provando, assim, o seguinte teorema:
Teorema 3.1.1. Sob as hipdtese (f1) e (f2), a fun¢do wy = ug — vy € solug¢do do problema

—Aw(z) = f(z,w(zx)), em Q,
we HHQ) e (P3)

w muda de sinal exatamente uma vez.

Observagao 3.1.2. Note que nas hipdteses (f1) e (f2), as estimativas dependem de x e sio
uniformes nesta varidvel, da mesma maneira que as hipdteses f1) — f5) da Se¢do 1.2. Como
todos os resultados obtidos sdo uniformes em x, optamos por nao escrevé-lo até entdao, mas,
como este é um resultado adicional do trabalho e suas demonstragoes serao baseadas naquelas ja
feita, denotaremos as fungoes f(s) e F(s) por f(xz,s) e F(x,s). Ressaltamos que tal mudanga
nao altera os resultados jd obtidos.

Como veremos, este resultado nos leva a resposta de nosso objetivo principal que é o problema
de Nehari, (1). A demonstragao do teorema acima é baseada na equivaléncia entre o procedimento
de aproximagao mostrado anteriormente, Subsegao 2.4.1 e a técnica minimax do tipo Nehari,
utilizada para provar a existéncia de uma solugao que muda de sinal para a equacao (Py).

88
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3.1.1 Uma Solugao que Muda de Sinal para (P,)

Consideremos o funcional de energia associado a (P,), que é dado por:

J*(w)—/Q [;|Vw(x)]2—F(x,w(w)) dx (3.1)

para todo w € H} ().
Nosso interesse agora é estudar as funcdes de H}(€2) que satisfazem a equagdo (P,) e que
mudam de sinal, portanto, comecaremos definindo o seguinte conjunto

To i ={we H}(Q) : wh £ 0,w™ # 0},

garantindo, assim, que, se w € Ty, a funcdo w realmente muda de sinal. Definiremos também
uma variedade de Nehari prépria do funcional J,, que denotaremos por N,, e

Ne={ueT, : VI (u") - v =V (u) -u” =0}
e, ainda, um minimo de J, restrito a tal variedade

o= Inf J,(u).
R S

Afirmamos que
Proposicao 3.1.3. Existe uma funcdo que muda de sinal w, € H&(Q) tal que Jo(wy) = c4 €
—Aw(x) = f(z,wi(x)), x € Q.

Observe que a proposicao acima é bastante semelhante aquela da Secao 2.3, Proposicao 2.3.3.
De fato, a demonstragao desta seguird o mesmo raciocinio daquela, sendo também dividida em
trés partes. Porém, antes de passarmos a demonstracao da Proposicao 3.1.3, vamos fazer a
seguinte consideragao: note que, o estudo do funcional J, em H{ (), restrito as fungdes w que
mudam de sinal apenas uma vez, e o estudo de Jy em HE(Q) x H} (), restrito aos pares (u, )
que satisfazem

supp(u) N supp(v) = 0,

sao equivalentes, ja que

Je(w) = Jo(u,v)

1 e oyt e o
Yw e Hy(Q), u:=w" ev:i=w #{VJ*(w):VJO(u,U),

pois,

sw) = [ (§F0@P - Fw() ) do
_ /Q (;‘V(w"'(x) —w ()2 — F(z, vt (z) - w—(x))> dz
_ /Q <;|V(u(x) (@) — F(aulz) - U(m))) dz.

Agora, como supp(u) N supp(v) =0 e F(x,0) =0, temos que

F(z,u(2) = v(x)) = F(2,u(x)) + F (2, ~v(x)),
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e, por F ser uma fungéo par, concluimos que
F(z,u(z) —v(z)) = F(z,u(z)) + F(z,v(z)).
Temos ainda que
/ IV (u(z) - v(@)) Pde :/ Vu(z) — Vo(a)2de
Q Q

= /Q [|Vu(x)\2 — 2(Vu(z), Vo(x)) + |Vv(a:)|2 dx

:/ IVu(@)? + | Vo()?] de,
Q

sendo que, a ultima igualdade vem do fato de u(z) e v(z) terem suportes disjuntos, pois em
supp(u), v(x) = 0 q.t.p. z € Q, logo, Vu(x) = 0 q.t.p. z € Q e 0 mesmo ocorre em supp(v), logo,

/ Vu(z)Vo(x)dx = 0.
Q

Concluimos, entao, que

1 1
Je(w) = / <2\Vu(x)|2 + §]V1}($)\2 — F(z,u(z)) — F(x,v(:r))) dx = Jo(u,v). (3.2)
Q
Para mostrarmos a igualdade entre os gradientes, note que, fazendo u(z) := w*(z) e v(z) :=
w™ (x), temos que w(x) = u(x) — v(x) e assim

V. (w) = VJ,(u—v)
_ (&]*(u —v) 8, (u— v))

ou v
B (8Jo(u,v) 8Jo(u,v)>
ou = Ov
= VJo(u,v).

Mostrando que nao sé é possivel identificar os funcionais J, e Jy, como também os seus gradientes.

De posse destas informagoes, ficard mais facil demonstrar os trés resultados que seguem,
dado que os mesmos se reduzem aos Lemas 2.3.8, 2.3.12 e 2.3.13. Estes trés resultados, os Lemas
3.1.4, 3.1.5 e 3.1.6, sao, como na Subsegao 2.3.2, de grande importancia para a demonstracao
da Proposicao 3.1.3.

Lema 3.1.4. Seja w € T, e considere

®(w) = sup Jy(swt — tw™).
s>0
>0
FEntao, existe um tnico par de nimeros positivos AT (w) e A~ (w) tais que:
i) ®(w) = J.AT(w)wt = A" (w)w™);
i1) AT (w)wt — A7 (w)w™ € Ny;

iii) Ezistem nimeros 1,72 > 0 tais que, se w € N, entdo |[wE|, > e HwiHHé(Q) >7ry;



3.1

UM PROBLEMA EQUIVALENTE 91

iv) ®(-) € semicontinua inferiormente com respeito a convergéncia fraca em T;

v) A aplicagio w — (AT (w), \"(w)) € continua de H(Q) em R2.

Demonstracao:

i) Como Ji(w) = Ju(wt —w™) = Ji(u — v), segue, da equagao (3.2), que

i)

i)

®(w) = sup Ju(swh — tw™) = sup Ji(su — tv) = sup Jo(su, tv).
>0 5>0 s>0
>0 >0 £>0

Agora, como Jy satisfaz as hipoteses do Lema 2.3.8 - item i), temos que existem s(u,v) > 0

e t(u,v) > 0 tais que

Ssl>113 Jo(su, tv) = Jo(s(u, v)u, t(u,v)v) = Ju(s(u,v)u — t(u,v)v).
t>0

Assim, como s e t dependem de u = w™ e v = w™, temos que s e t dependem de w. Dai,

sup Jo(su, tv) = Ji(s(w)wt — t(w)w™),
s>0
t>0

nos permitindo concluir que
O(w) = LA (w)w" = A" (w)w"),
em que AT (w) = s(w) >0 e A\~ (w) = t(w) > 0, como querfamos.
Usando novamente a equacao (3.2) e o item anterior, temos que
J AT (w)w™ — A7 (w)w™) = Jo(AT (u, v)u, A\~ (u, v)v).

Sendo assim, pelo item ii) do Lema 2.3.8, segue que

(AT (u, v)u, A (u, v)v) € Ny = {(u,v) eT: aijo(u, v)-u = ;}Jo(u, v)-v= O} .

Note agora que, pela definigao de Ny, quando (u,v) € Ny, temos VJy(u,v)(u,v) = 0. E,
como, por (3.2), VJ,(w)w = VJy(u,v)(u,v) = 0, para w = u — v, temos que (u,v) € Ny
se, e somente se, w € N,. Logo, como (AT (u, v)u, A\~ (u,v)v) € Np, temos que (AT (w)w™ —

A~ (w)w™) € N,

Como vimos no item anterior, se w € N, entdao (wr,w™) = (u,v) € Np. Assim, ao
aplicarmos o item i) do Lema 2.3.8 ao par (u,v), concluimos que existem v > 0 e y; > 0
tais que, [[ullLe) = 7 [[vllLe@) 2 % lullgi) = 7 e lollgy @) 2 1. Logo, se tomarmos
r1 =y e r9 = 71, obtemos
lwH o) = lull ey =
lw™ e = vl L) = 71,
[t ga o) = lull g ) =
lo sy = lollsy = 2.

como desejavamos.
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iv) Como J.(w) = Jo(u,v), temos que

®(w) := sup Jo(su, tv),
>0
£>0

e, portanto, segue do item iv) do Lema 2.3.8 que ® é semicontinua inferiormente.

v) Novamente, utilizando a igualdade J,(w) = Jy(u,v) e aplicando o item v) do Lema 2.3.8,
temos o resultado desejado.

Como consequéncia imediata deste lema, temos o resultado

dy := inf ®(w) = ¢4, (3.3)
wETx
e, como para todo w € Ty, ®(w) = Jo(AT(w)w™, A\~ (w)w™) > 0, por consequéncia do Lema
2.3.8, concluimos que
0<dy = c., (3.4)

provando que ¢, ¢ finito. Os resultados (3.3) e (3.4) acima serdo muito importantes quando formos
mostrar que o problema de minimizar J, na variedade de Nehari N, tem solucao. Provaremos
agora um resultado andlogo ao Lema 2.3.12.

Lema 3.1.5. Eriste w, € N, tal que J.(wy) = cx.

Demonstragao: Lembrando que J,(w) = Jo(u, v), segue que, como ¢, > 0, existe uma sequéncia
minimizante em N, ou seja, {(un,v,)} € N, tal que

nh_}ngo Jo(tUn, vp) = (u,qi)lglef/\/* Jo(u,v) = c.

Tal sequéncia pode ser tomada de tal forma que Jy(uy,v,) < ¢+ 1 para todo n € N, como vimos
no Lema 2.3.12. Como (uy,v,) pertence a N, temos que VJy(un,vy) - (un,vy) = 0, para todo
n. Assim, considerando o valor « obtido na hipdtese (Hz), temos, de maneira anéloga & feita na
demonstracao do Lema 2.3.12, que

2a+2)(c+1)
el + llval* < o :

Daf, temos que existe (#,) € T tal que (uy,,v,) — (@, ), pois Hi(Q) x HE(Q) é reflexivo.
Além disso, como H}(Q) estd imerso compactamente em L4(Q) para todo 2 < g < 2*, temos
que u, — 4 e v, — 0 em LP(Q). Consequentemente, (un,v,) — (,0) em LP(2) x LP(Q2), ou
seja, neste espaco a convergéncia é forte. Agora, como

[llunllp = lllp] < llun =y,

temos que a convergéncia de u, — @ em LP({2) implica na convergéncia das normas, ||uy,|, —
||@||,. Mas, pelo item iii) do Lema 3.1.4, temos que ||u,||, > 71 e, assim, concluimos que ||@l, >
r1. De maneira analoga, obtemos que |7, > 7.

Como ® é uma funcgao fracamente semicontinua inferiormente, propriedade provada no Lema
3.1.4 - item iv), temos que ®(u,v) < c. Mas, pela defini¢ao de d,, temos que

O(a,0) = dy = cs.
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Dai, podemos concluir que

¢ = sup Jo(su,t0),
s>0
t>0

e, pelo Lema 3.1.4 - itens 1), i7) e v), existem tinicos § = s(@, 0) e t = (@, D), tais que (5@, 19) € N,
e ¢y = Jo(51,t0). Assim, se definirmos w, := 5@ — t0, temos o resultado desejado. n

E, finalmente, o terceiro resultado que nos permitird demonstrar a Proposicao 3.1.3, que
consiste em mostrar que todo ponto de N, com imagem no nivel ¢, é ponto critico de J,.

Lema 3.1.6. Se w, € N e J.(wi) = cx, entdo wy € ponto critico de J,.

Demonstragao: A demonstracao deste lema serd baseada na demonstragao do Lema 2.3.13.
Mais uma vez, considere w, = us — v4. Sendo assim, suponha que w, € N, Ji(ws) = cx, mas
w, nao é ponto critico, ou seja, VJ,(w,) # 0. Como J,(w) = Jy(u,v) é um funcional de classe
C', temos que existem p > 0 e § > 0 tais que 46 < r e

(u,v) € Bs (s, 02)) = [Vo(u, )| > p.

Agora, assim como no Lema 2.3.12, pelo Lema A.1.3, temos que existe uma aplicacido continua
n: HY Q) x HHQ) — HE(Q) x H} () e uma constante v > 0 tais que:

a) n(u,v) = (u,v) para todo (u,v) ¢ Bus (s, vs)) N Jy *([cx — 20, cx + 20]);
b) J(n(u,v)) < Jo(u,v) para todo (u,v) € Hi(Q) x H(Q);
¢) Para todo (u,v) € Bas ((us,v4)) N J; 1 ((—00, ¢ + v])), temos que Ji(n(u,v)) < ¢ — v.

Considere agora a aplicagao I'(s,t) := (sRus,tRvs), em que R > 1 é fixado de tal maneira
que (R — 1)ry > 44. Temos que a aplicagao I' é continua. Agora

sup J.(n(T'(s,t)) < cx.
s>0
>0

A demonstracao do fato acima foi demonstrada na demonstragdo do Lema 2.3.12. Provaremos,
agora, que a aplicacao nol intersecta a variedade N, e assim, pela definicao de ¢, teremos que

sup J*(n(r(37t))) Z Cy,y
s>0,t>0

nos levando a uma contradicao. Para isso, vamos considerar a seguinte aplicagao:
H:[0,1] x [0,1] — RT x RT
(s,t) = (AT((T(s,1))) = LA (n(I(s, 1)) — 1)

que é continua. Analisando os valores da aplicacdo ‘H na fronteira do dominio, ou seja, H(0, -),
H(1,-), H(-,0), H(-,1), de maneira aniloga aquela da demonstracao do Lema 2.3.13, obtemos
Seja ¢ > 0 tal que I'((,t) ¢ Bys ((u«,vs)), para todo t € [0,1]. Tal ¢ existe, pois, se ( <

1 (1 46 ) .
— — —— |, temos que
R [ |

ICRus — wil = [ICRul = llull] = ICR — 1 [Ju ]l
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1 40
Mas, ¢ < = 1- Tl = (R < 1, pois |Jug|| = r1 > 4 > 0. Logo

46
Jeku. =l > (1= CRud > (114 1oy ) el =40
Assim, temos que

T 8) = (s, )| = IC R — vl | + [ RV = 04| > [|CRuU — | > 49,

para todo t € RT. Portanto, I'((,t) & Bys ((ux,v«)), para t € [0,1]. Agora, como I'((,t) ¢
Bys ((ux,v4)), temos, por a), que n(I'(¢,t)) = ( t), logo, a primeira coordenada do vetor
H(¢,t), a qual denominaremos por H1(¢,t), serd

H1(¢,t) = AT(T(¢, ) — 1 = AT (CRuy, tRuy) — 1
Mas, como (us, vs) € Np, temos que \*({Rus, tRv,) é tal que

AT (CRuy, tRv,)CR = 1.

1 1
Portanto, A*(CRus,tRv.) = R © Hi((,t) = R 1. Agora, como vale para todo
1 40
S (O, = (1 - ”UH)> e pela continuidade da aplicagao (u,v) — (AT (u,v), A\~ (u,v), temos
ue .

7-[(0t)—l1m7-l1(Ct)—th—1—+oo>0
(=0 (R

Calcularemos agora o valor de #H;(1,-). Como

IT(L, 8) = (s, v )| = [[(Rues tROs) = (s v )|

(
= [I((R = Dus, (tR = D)o, )|
= [I(R = D] + [|(ER = D)o |
2 [|(R = Dul].

Agora, como ||us|| = r1, temos que (R — 1)||us|| = (R — 1)r; > 44. Logo T'(1,t) ¢ Bys ((ux, vs))
e, consequentemente, n(I'(1,t)) = I'(1,¢). Dal, temos que

Hi(1,t) = AT(0(1,t) — 1 = AT (Rus, tRv,) — 1,

e, novamente, pela definicio de A" (u,v) e o fato de (us,vs) estar em AN, concluimos que

AT (Rus, tRvuy) = 3 Agora, R > 1, ou seja, % < 1 e, portanto,
Hi(1,t) = L
R
De maneira analoga, seja 0 < 0 < — (1 ), temos que
>

lloRv.]| = [loall| = o R — 1[Jv. ]l

o Rvy — vy
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40
”H) = oR < 1, pois ||v«|| = r1 > 46 > 0. Logo
Uk

1
M < —=(1-
as, o R(

46
|loRv. — vi]| = (1 — oR)||vi]| > (1 -1+ M) v = 46

Assim, temos que
I0(5,0) — (1o, v2)l| = lIsRuts — wall + o Ro — v > o Ro, — v.] > 43,

para todo t € RT. Portanto, I'(s,0) ¢ Bys ((us,v«)), para t € [0,1]. Agora, como I'(s,0) ¢
Bys ((ux,v4)), temos, por a), que n(I'(s,0)) = ( o), logo, a segunda coordenada do vetor
H(s, o), que serd representada por Ha(s, o), serd

Ha(s,0) = A" (I(s,0) =1 = A" (sRuy,0Rv,) — 1.
Mas, como (us, vs) € Ny, temos que A\~ (sRu., o0 Rv,) é tal que

A" (sRux,0Rv.)oR = 1.

1
Portanto, A~ (sRu.,0Rv,) = — e Ha(s,0) = R 1. Agora, como vale para todo
o o
1 49
o€ (0, = <1 — || H)) e, de novo pela continuidade da aplicagao (u,v) — (A1 (u,v), A\~ (u,v)),
U
temos que
1
Ha(s, O)-hm?—[z(s o) =lim — —1=+00>0.
oc—0 0

Agora, para Ha(+, 1), como

IT(s,1) = (uw, va) | = [[(8 R, Rvi) = (e, v |
= [I((sR = Du, (R = D)o )|
= [I(sR = Dua || + [|(R = D)s]]
> (R = Do,

se |lvg|| = 71, temos que (R — 1)|lvi|| = (R — 1)r1 > 46. Logo I'(s,1) ¢ Bys ((us, vs)) €, conse-
quentemente, 7(I'(s,1)) = I'(s, 1). Dai, temos que

Ha(s, 1) = A" (T'(s,1)) — 1 = A" (sRux, Rvy) — 1,

1

e, pela defini¢ao de A\~ (u, v) e o fato de (us, vi) estar em N, concluimos que A~ (sRuy, Rv,) = o

1
Agora, R > 1, ou seja, = < 1 e, portanto,

1
H2(571):§—1<0

Aplicando entao o Teorema de Miranda (Teorema A.2.2) a aplicagdo H, temos que existe
um par (sg, ) € (0,1) x (0,1) tal que H(so,t9) = (0,0), ou seja,

AT ((T(s0,t0))) = A~ (n(T(s0,t0))) = 1.
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Dai, pelo item 4i) do Lema 3.1.4, temos que n(I'(so,tp)) € N, de onde podemos concluir que
Jo(n(T'(s0,t0))) = ( iI)lfN Jo(u,v) = cp, resultando na contradi¢do. Sendo assim, como nao pode
€No

)

existir tal 7, temos que ||V Jy(ux, vs)|| = || VJi(ws)| = 0, como queriamos. =

Agora, gracas aos Lemas 3.1.4, 3.1.5 e 3.1.6, temos os resultados que precisamos para provar
a Proposicao 3.1.3.

Demonstracao da Proposicao 3.1.3:

Note que, pelo Lema 3.1.4, a variedade de Nehari, N, é nao-vazia e que w, € N, C T, C
H&(Q) Além disso, pelo Lema 3.1.5, existe w, € N, tal que J.(w.) = ¢4 e, pelo Lema 3.1.6, tal
w, € ponto critico do funcional J,. Portanto, temos que w, é solu¢ao da equacao (P,). Por fim,
wy muda de sinal exatamente uma vez, pois, u(z) = w(z) > 0, v(z) = w (z) > 0 e, u(z) e
v(x) tem suportes disjuntos. ]

Agora, mostraremos a equivaléncia entre o procedimento variacional no qual a prova da
Proposicao 3.1.3 se baseia e a técnica de aproximacao que leva a definicao de cg, utilizado na
Secao 2.4. Tal equivaléncia serd apresentada e demonstrada no lema a seguir.

Lema 3.1.7. Sejam cqg e ¢y definidos como anteriormente. Entdo, co = ¢4 e, colocando wqy :=
ug—vp, com (ug,v:) — (ug, vg), temos que wy € solugao de (P, ). Além disso, supp(ug)Nsupp(vg)
é solugdo de (1).

Demonstragao: Lembrando que, se supp(u) N supp(v) = @, entdo
Jo(u,v) = J(u —v).

Se tomarmos w, como na Proposicao 3.1.3 e definirmos u, := w] e v, := w,, seremos capazes
de provar que ¢y < ¢4. De fato, como w, é ponto critico de J,, temos que

VJ(wl) - wf = 2Jo(u*,v*) Uy =0

ou
‘ )
VJ(w,) w, = %Jo(u*,v*) 0, =0
e, portanto, (us,vs) € Np. Como ¢g = inf  Jy(u,v), temos que
(u,v)END
co < Jo(ts, vs) = Ju(uy —vi) = Jiu(wy) = cs. (3.5)

Para mostrarmos a desigualdade contréria, considere o par (ug,vp) como obtido na Pro-
posigao 2.4.2. Como (ug,vg) € Ny, temos que wy := ug — vy € Tx €, por (3.2),

VJi(wo) - wo = VJo(ug, vo) - (o, vo) = 0.

Logo, wy € Ny. Além disso,
J«(wo) = Jo(uo,v0) = co,

e dai, concluimos que
e = inf Ju(w) < Jo(wo) = co. (3.6)

weN

Assim, pelas desigualdades (3.5) e (3.6), podemos concluir que J,(wg) = ¢« e, aplicando o
Lema 3.1.5, temos garantido que wqg é ponto critico de J,.
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Além disso, pela Teoria de Regularidade de Equagoes Diferenciais Parciais, os conjuntos
supp(ug) e supp(vg) sdo abertos e, por um argumento andlogo ao da demonstracao do Teorema
2.4.1, temos que supp(ug) e supp(vg) sdo solugoes para o problema (1). [



Apeéndice A
Apeéndices

Neste Apéndice, apresentamos resultados importantes que foram utilizados durante nosso
trabalho. A Secao A.1 estd destinada ao estudo de resultados de Métodos Variacionais impor-
tantes, mas especificamente, o Lema da Deformacao, que foi utilizado nos Capitulos 1, 2 e
3.

Na Secgao A.2, apresentamos o Teorema de Miranda como foi enunciado e demonstrado em
[22] e também uma variacao que foi utilizada na demonstracao dos Lemas 2.3.13 e 3.1.6.

A Secgao A.3 é destinada, principalmente, a resultados de teoria de regularizacao de solugoes.
Estes resultados, nos ajudam a garantir que as solucoes fracas obtidas sao de fatos classicas e
também que sdo estritamente positivas, no caso das solugoes para o problema (P, ).

A Secao A.4 possui a definicdo de grau topolégico como enunciada em [24] e também
algumas propriedades relativos a Teoria do Grau, na Subsecao A.4.1.

Por ultimo, na Segao A.5, apresentamos alguns resultados, em sua maioria, apenas o enun-
ciado, que foram utilizados durante todo o nosso trabalho, principalmente nos cédlculos.

A.1 Resultados de Métodos Variacionais

Para a demonstragao do préximo resultado, apresentado em [24], consideraremos os seguintes
conjunto:

' ={reX:p(x)<c}
Ss ={z € X : dist(z,S) <}

Definicao A.1.1. Seja M um espago métrico, X um espag¢o normado e h : M — X'\ {0},
uma aplicacdo continua. Um campo vetorial pseudogradiente de h sobre M € um campo vetorial
g: M — X, localmente Lipschitz continuo, tal que, para todo u € M,

lg(w)[l < 2[|A(u)]]

(h(w),g(w) > [[h(w)|*.

Lema A.1.2. Sob as hipdteses da definicao anterior, existe um campo vetorial pseudogradiente
de h sobre M

Demonstracgao: Ver [24], paginas 37 e 38, Lemma 2.2. [

Lema A.1.3. (Lema da Deformagdo) Sejam X um espa¢o de Banach, ¢ € C1(X,R), S C X,
c€eR, e, >0 tais que

(V€ ™Y ([c = 2¢, ¢ + 26]) 1 Sag) : ||/ (w)]] = % (A1)

98
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Entao existe n € C([0,1] x X, X) tal que:
i) n(t,u) =u, set=0 ouseu¢ o ([c—2ec+2e])N Sos;
i) n(1, TN S) C o F;

iii) n(t,-)

) In(t,u) —ul| <5, Vu e X, Vt €0,1];

¢ um homeomorfismo de X, Vt € [0,1];

v) p(n(-,u)) € nao-crescente, Yu € X ;
vi) p(n(t,u)) <c, Yu € ¢°N S, Vt €]0, 1.

Demonstragao: (Segue como em [24], paginas 38 e 39, Lemma 2.3)
Pelo lema anterior existe um campo vetorial pseudogradiente g para ¢’ sobre M := {u € X :

¢(u) # 0}. Definindo
A= ¢ ([c — 2, ¢+ 2]) N Sys,
B:=¢"([c—e,cte])nSs,
o dist(u, X \ A)
V) = i X\ A) + dist(u. B)’

de maneira que ¥ é um campo vetorial localmente Lipschitz continuo, ¥» = 1 sobre B e ¢ =0
sobre X \ A. Definimos também o seguinte campo vetorial localmente Lipschitz continuo

[ 2Wllgw)I7?g(u), u € A
f(U)._{O e

o

Pela Definicao A.1.1 e pela hipétese (A.1), temos que || f(u)] < % M X. Para cada v € X, o
€

problema de Cauchy

d
{ &U(t’ u) = f(o(t,u))o(0,u) =u

tem unica solucao o(-,u) definida em R. Além disso, o é continua em R x X. Definimos 7 em
[0,1] x X por n(t,u) := o(8¢t,u). Segue da Definicao A.1.1 e da hipétese (A.1) que, para t > 0,

ot u) — ull = | /0 f(o (7, u))dr]
é/ |f(o(T,u))|dT (A.2)

0

), f(o(t,u)) (A.3)
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Com isso, podemos verificar facilmente os itens ), iii), iv), v) e vi). Agora, seja u € ¢t N S.
Se existe t € [0, 8] tal que Y(o(t,u)) < c— ¢, entdo ¢(o(8¢,u)) < ¢ — ¢ e ii) é satisfeita. Se
o(t,u) € ¢ e —e,c+e)]),Vt € 0,8,

obtemos de (A.2) e (A.3) que

8e
olo(e0)) = o)+ [ Fololt )
8e
<ot -1 [ vteta

=c+e—2e=c—c¢,

e, novamente, ii) é satisfeito. ]
A seguir, mostraremos um resultado que foi utilizado para mostrar que VJ é um funcional
continuo, mas antes deste resultado, demonstraremos o seguinte lema:

Lema A.1.4. Seja Q C RN um aberto e 1 < p < o00. Se u, — u € Li(Q), existe uma
subsequéncia {wy} de {un} e g € LY(Q) tais que para quase todo x € Q, wy(x) — u(x) e

()], [wn(z)] < g().

Demonstragao: (Segue como em [24], pagina 133, Appendix A, Lemma A.1)
Passando para uma subsequéncia caso seja necessario, podemos assumir que uy,(z) — u(z)
q.t.p x € . Assim, existe uma subsequéncia {w,} C {u,} tal que

w1 —willg <2779, ¥j > 1.

Definindo ~
g(@) = w (@) + > lwja(2) — wy()],
j=1
obtemos que , para quase todo x € Q, |wy(z)| < g(z) e |u(x)| < g(x). ]

Teorema A.1.5. Sejam Q) tal que | < oo, 1 < q,7 <oo, fEC(QAXR) e
()] < o1+ ful).

Entao, para todo v € L1(Q), f(-,u) € L"(Q) e o operador
A:LY(Q) — L"(Q)

definido por (Au)(zx) := f(z,u(x)) € continuo.

Demonstragao: (Segue como em [24], pagina 133-134, Appendix A, Theorem A.2)
A demonstracgao sera apresentada em duas partes:

1) Suponha que u € L(2). Assim,
|f (@, u(@)]” < & (14 |u]7)" € LN(Q)

e portanto f(-,u) € L"(£2).
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2) Suponha que {uy}neny C LI(Q) é uma sequéncia que converge para u € L4(2). Seja {wy,}
uma subsequéncia de {u,} e g uma fungdo como as dadas no Lema A.1.4. Como

[f (@, wa (@) = fla,u(@)]” < 27 (1+ [g(x)| )" € LY(Q),
temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que
fGwy) = Aw,, — Au= f(-,u) € L™(Q).

Assim, Au, — Au € L"(2).

A.2 Acerca do Teorema de Miranda

Teorema A.2.1. (Teorema de Miranda) Seja G = {z € R" : |z;] < L, paral < i < n} e
suponha que a aplicacao F = (f1, fa,..., fn) : G — R™ € continua no fecho de G, G, de tal
forma que F(x) #0:= (0,0, ...,0) € R" para todo x na fronteira de G, G, e que

Z) fi(x17x27 ey Li—1, —L,$i+1,...$n) = 0; para 1 < ? < n, e
it) fi(ze,x2,..yxiz1, + L, Tip1,...2n) <0, para 1 <i < n.
FEntao, existe zg € G tal que F(z9) =0 € R".

Demonstragao: (Segue como em [22], paginas 701 e 702, Theorem 1)
Considere a homotopia
H:Gx[0,1] cR"™ — R™,

dada por H(z,t) = (1 — t)F(z) + t(—z). Entao, H(z,t) # 0 para (z,t) € 0G e t € [0,1]. De
fato, H(z,0) = F(x) # 0, ja que 0 ¢ F(9G), e H(z,1) = —x # 0, pois 0 ¢ 0G. Além disso, se
H(z,t) =0 para algum t € (0,1), temos

F(x)+t(1—t)"Y(~z) =0,

o que é uma contradiciao por t(1 —¢)~! > 0 e pelo fato de as hipéteses i) e i) garantirem que,
para x € 0G, existe pelo menos um i tal que f;(x)(—x;) > 0. Assim, pelo teorema da invariancia
por homotopias da Teoria do Grau, segue que

deg(F,0,G) = deg(H(+,0),0,G) = deg(H(-,1),0,G),

em que deg(F,0,G) indica o grau topolégico de F' em 0 relativo a G. Assim, |deg(F,0,G)| =
1 # 0 e o resultado segue do Teorema de Existéncia de Kronecker. [

Corolédrio A.2.2. Seja G ={z € R" : z; € (0,2L), para 1 < i < n} e suponha que a aplicagao
F = (f1, fay .o, fn) : G — R™ € continua no fecho de G, G, de tal forma que F(z) # 0 :=
(0,0,...,0) € R™ para todo x na fronteira de G, 0G, e que

i) fi(x1, 29, 2i—1,0,Tix1,..xn) 20, para 1 < i< n, e
it) fi(x1, 22, ..., xi—1,2L, Tit1,..2n) <0, para 1 <i < n.

FEntao, existe zg € G tal que F(z9) =0 € R".
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Demonstracao: Considere a aplicagdo g : R” € R", g(x) = (g91(x), g2(x), ..., gn(x)) em que
gi(x) == (x1,...,xi-1,2; + L,xi41,...,25). Temos que g é uma bijecdo continua por ser uma
translagao. Assim, restringindo g a um conjunto X tal que g(X) = G, temos que

g(l’l, ceey Lj—1, —L,CL’Z'+1, ey Ty (931, ooy Lj—1, O,CL',L'+1, ceey .’En);

g(x1, ey ic1, Ly iy, ooy ) = (21, ooy ®i—1, 2L, 41, ..., Tp), Para todo 1 < i < n, e

Fog(x) = (fi(g1(x)), f2(g2()), -y fr(gn())).
Logo, F o g é continua em X, por hipétese,
filgi(x1, oy xim1, — Ly i1, ooy ) = fi(x1, ooy ©i—1,0, Zi41, .., ) = 0, paratodo 1 <i<ne

fi(gi(xla ey X1, F L, X441, ...,I‘n)) = f,;(:pl, vy i1, 20, 01, ,xn) < 0, para todo 1 <7 < n.

Agora, pelo Teorema A.2.1, temos que existe z1 € X tal que F(g(z1)) = 0. Portanto, zg :=
g(x1) € G, é tal que F(zg) =G. ]

A.3 Resultados de Equagoes Diferenciais Parciais

Neste apéndice, apresentamos os resultados de Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas que
foram utilizados durante o trabalho para a regularizacao das solugoes obtidas no mesmo. Estes
resultados foram baseados nas referéncias [14] e [21].

Seja € RY um dominio qualquer. Considere um operador diferencial eliptico de segunda

ordem da forma )

L u+ biiu + cu, (A4)

U= Qi
J O0x;0x; ox;

em que os operadores a;; = aj;, b; e c satisfazem a seguinte condicao de elipticidade
i&iks = 01¢)°
ai;GiG; = )

para alguma constante uniforme 6 > 0, para todo & € RY.
Consideremos entao a seguinte equagao:

—Au=g(.,u), em , (A.5)

em que Q@ C RV, g:Q xR — R é uma fungdo de Carathéodory, ou seja, g(z,u) é uma funcio
mensuravel para todo z € € e continua na variavel v € R. Além disso, vamos assumir que ¢
satisfaz a seguinte condicao de crescimento

l9(z, u)| < C(1+ |uf), (A.6)

N +2
N -2
a composicio g(-,u(-)) € H~1(Q).

Com estas informacoes, apresentaremos o Teorema de Brézis-Kato. Este teorema nos permite
garantir alguma regularidade as solugoes fracas de um problema, dadas certas condigoes sobre
a solucao fraca, u, e sobre a nao-linearidade, g.

com p < ,se N > 3. Dessa forma, por (A.6) e Teorema A.5.6, para qualquer u € H'(Q)

Teorema A.3.1. (Teorema de Brézis-Kato) Sejam Q um dominio de RN e g: QxR — R
uma fungdo de Carathéodory tal que, para quase todo x € Q) vale

l9(z, u)| = a(z)(1 + |u]),
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N
em que a € L2 (Q) ea > 0. Seja também u € H}

loc 10c(§2) uma solugdo fraca de

—Au=g(-,u) em Q.

Entio u € LY (Q) para qualquer p < co. Se u € HL(Q) e a € L%(Q), entao u € LP(QY) para

loc
qualquer p < oo.

Demonstragao: Ver [21], Appendix B, pagina 270 e 271, B.3 Lemma. [
Lema A.3.2. Seja u € H}(Q). Entdo

/\Vu]2dx:/ ‘V!qudw.
Q Q

Demonstragao: Para demonstrar tal fato, separaremos o conjunto {2 em trés partes:
Qi :={xeQ:u(x) >0}
Qo :={r € Q:u(z)=0};
Q- ={z e Q:u(zr) <0}
Note que Q4 U Qo UQ_ =, pois para todo x € 2, temos que x pertence a um dos trés novos

conjunto, logo @ C Q4 UQoUQ_. Mas Q4. Qp e 2_ sao subconjuntos de ) e, portanto, sua
unido também o é. Agora, a integral fQ ‘V!u\ ‘de, pode ser escrita como

/{V|u|’2d:ﬁ:/ ’Vu|‘2d:c+/ ’V!u|‘2dx+/ |V|u|’2d:n
Q o Q0 0
:/ Vu|2da:+/ \Vu]2dx+/ 'V — u|?dx
Qy Q0 QO
:/ \Vu|2d:n+/ |Vu|2dx+/ | — Vu|?dx
o Q Q.
:/ \Vu|2daz+/ |Vu|2d:z—|—/ \Vu|*dx
o Q o

:/ ]Vu\Qda::/ |Vu|?dx
QLUQUO Q

finalizando assim a demonstragao. =

Teorema A.3.3. (Principio do Mdximo Forte)
Seja L um operador uniformemente eliptico e Lu < 0 em um dominio €2, nao necessariamente
. c .. . ~ ~ . .. ~ ., . .
limitado. Se c < 0 e g€ limitado, entdo u ndo pode atingir um minimo nao-positivo no interior

de Q) a menos que u seja constante.
Demonstragao: Ver [14], pagina 35, Theorem 3.5. [

Teorema A.3.4. Seja u uma solu¢do em VVZQO’S(Q) de uma equacdo eliptica Lu = f em um
dominio ), em que os coeficientes de L pertencem a C*=11(Q), (C*1e(Q)), f € VVl]Z’cq(Q),
(C’k_l’o‘(Q)), coml<pg<oo,k>1 0<a<1. Entaou € WIIZZFQ’(](Q), (Cl’”‘l’a(Q)). Além
disso, se Q} € CF+11, (C’k“’a), L ¢ estritamente eliptica em Q com coeficientes em C*~11(Q),

(CF (@) e f e Wh(Q), (CF1(Q)), entdo u € WET9(Q), (CHH1(Q)).
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A.4 Resultados da Teoria do Grau

Seja ©Q um conjunto aberto e limitado de RY e denote por 9§ a sua fronteira. O grau
topolégico de f € C(€2,RN) representa, de maneira genérica, o niimero de vezes que o ponto b
foi a imagem de f neste conjunto.

Definigao A.4.1. Seja f € C(Q,RN)NC?(Q,RY) tal que b ¢ f(OQ) e b é um valor regular de
fla. Sewu e f7L(b), entdo f'(u) é invertivel. Pelo Teorema da Fun¢do Inversa, f=1(0) € finito.
Dessa forma, definimos o grau de f em b relativo a Q2 por

deg(f,b,9Q) = Z sgn(det(f'(u))).

u€f=1(b)

A.4.1 Propriedades do Grau

Proposicao A.4.2. Sejam Q um aberto limitado de RY e b € RN. Suponha que fi, fo : Q —
RN sdo duas fungées continuas tais que b ¢ f1(0Q) U f2(09). Entdo, se

1 = foll < Jdist(b, £1(00) U f2(0)).

temos deg(f1,b,%) = deg(f2,b,%).

Proposicao A.4.3. (Estabilidade relativa ao ponto) Seja Q um aberto limitado e f € C(Q,RYN).
Suponha que b, € RN estdo na mesma componente coneza de f(0Q)¢, entdo

deg(f,b,Q) = deg(f,b,Q).

Demonstragao: (Segue como em [16], pagina 103, 2.2 Proposition).
Basta mostrar que se ¥ € RN é suficientemente préximo de de b, entdo o grau é o mesmo.

1
Seja e > 0 tal que € < Zdist(b, £(0R)) e defina

fo(@) = f(z) = b, filz) = f(z) = V.
Note que, se dist(b',b) < g, entao ||fo — fi|loc < €, €, por consequéncia da Proposi¢ao A.4.2,
deg(f,b,Q) = deg(fo,0,Q) = deg(f1,0,9Q) = deg(f,V, Q).
"

Proposicdo A.4.4. (Aditividade) Sejam Qy e Qo dois abertos limitados disjuntos de RY e
feC(QUQ,RN). Seb é um ponto de RN e b ¢ f(0Q1) U f(0Q2), entdo

deg(fv b7 Ql U QQ) = deQ(f’ b7 Ql) + deg(f7 b7 QQ)

Demonstragao: (Segue como em [16], pdgina 103, 2.3 Proposition)
Note que basta aproximarmos f por funcoes regulares na definicao. Note também que o
resultado é direto se acrescentarmos a hipétese de que f é de classe C!. =

Corolério A.4.5. (Ezxcisio) Sejam Q um aberto limitado, uma funcdo f € C(Q,RN), K Cc Q
um compacto e b € RN tal que b ¢ f(K)U f(052). Entdo

deg(f,b,Q) = deg(f,b,Q2\ K).
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Demonstragao: (Segue como em [16], pdgina 103, 2.4 Corollaire)
Este resultado é verificado ao considerarmos 7 = Q\ K e Q9 = K. Assim, Q@ = Q; UQ9, e
como b ¢ f(K), temos que
deg(f,b,K) =0.

Portanto,
deg(f? b7 Q) = deg(f? b,Q \ K)

]
A.5 Resultados de Medida e Integracao e Analise Funcional
/ 1 1
Teorema A.5.1. (Desigualdade de Hélder) Seja f € LP eg € LV, com1<p<ooe-+— =1.
p D
Entio fge L' e
1fglly < [ fllpllglly -
Demonstragao: Ver [23], pagina 128, (8.6) Theorem. [
Lema A.5.2. (Lema de Fatou)
Se {fr} € uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis nao-negativas em E, entdo
/ <lim inf fk(m)> dr < lim inf/ fr(z)dx.
E k—o0 k—o0 E
Demonstragao: Ver [23], pagina 70, (5.17) Theorem. ]
Teorema A.5.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Seja (fn) uma sequéncia de fungoes em L'(Q) que satisfaz
a) fu(x) = f(x) ¢.t.p.  em Q;
b) existe uma fungdo g € L' () tal que, para todo n, |f,(z)| < g(z) ¢.t.p. x € Q.
Entdo, f € L' e || fn — fll1 — 0.
Demonstragao: Ver [23], pagina 76, (5.36) Theorem. [

Lema A.5.4. Seja p > 1. Entao , para todo a,b € R, temos que
(a+b)P < 2P~ (aP +1P).

Demonstragao: Primeiramente, note que, se p > 1, entao a fungao =P é convexa. Dessa maneira,
temos que

Portanto,

concluindo a demonstracao. [
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Teorema A.5.5. (Teorema de Rellich-Kondrachov)
Seja Q C RN limitado e de classe C'. Entao as sequintes imersoes sio compactas:

1 1 1
Whi(Q) — LP(Q),Vp € [1,4%), em que — + — = & sea< N;
q q
Whi(Q) — LP(Q2),Vp € [g, +00), se g = N;
Wha(Q) — C(Q), seq> N.

Em particular, W14(Q) < L1(Q) é compacta para todo q e para todo N.

Demonstragao: Ver [4], pigina 285, Theorem 9.16. [

Teorema A.5.6. Se 1 < ¢ < N e Q C RN € um aberto limitado, entdo vale a imersdo
W) < 12(®),

para qualquer p € [1,q*].

Demonstragao: Este resultado, segue do Teorema A.5.5, como podemos ver em [4], pagina
290, Remark 20. Ele segue do fato de Wol’q(Q) C Wh4(Q), por definicio, e da imersao

Wha(Q) — LP(Q).

Teorema A.5.7. Suponha que Q C RN ¢ limitado e 1 < ¢ < N. Entdo, para todo p € [1,q*],
existe C = C(n,p,q,|Q]) > 0 tal que

[ullp < ClIVullg,

para todo u € Wy(Q).
Demonstracgao: Este resultado é consequéncia direta do Teorema A.5.6. [

Teorema A.5.8. (Desigualdade de Poincaré)
Sejam 1 < ¢ < 00 e Q C RN um aberto limitado. Entdo, existe uma constante C, dependendo
de Q e q tal que
|ully < C||Vully, para todo u € Hy ().

Em outras palavras, as normas ||u||HO1(Q) e [|[Vul|2 sao equivalentes.
Demonstragao: Ver [4], pagina 290, Corollary 9.19. [
Teorema A.5.9. Seja {fn}nen uma sequéncia em LP(Q2) e f € LP(Q) tais que
[fn = fllp = 0.
Entao, existem uma subsequéncia {fn, }ken € uma funcdo h € LP(Q) tais que:

a) fo,(x) = f(x) ¢.t.p. z € Q.
b) |fn,] < h(x), para todo k € N, ¢q.t.p z € Q.

Demonstragao: Ver [4], paginas 94 e 95, Theorem 4.9. n
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Teorema A.5.10. (Teorema da Fun¢ao Implicita Generalizado)
Sejam X, Y e Z trés espacos de Banach, Q@ C X x Y um aberto e x € CY(Q, Z). Suponha

0
que (xo,y0) € Q € tal que x(xo,y0) =0 e que a—x(xo,yo) € um homeomorfismo linear de Y em
Y

Z. Entdo, existe w C X, vizinhanca conexa de xo e uma tnica aplicacdo p € CH(w,Y) tal que
©(z0) = yo e, para todo x € w, temos x(x,p(x)) = 0.

Demonstragao: Ver [13], paginas 275 e 276, (10.2.1). [
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