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Resumo

Neste trabalho de Tese de Doutorado, estudamos os modelos cosmologicos de Bianchi no
ambito da teoria quadratica da gravidade, e analisamos numericamente as solucoes de
vacuo das equagoes de campo, com énfase na busca de interpretacoes cosmologicas.

O interesse deste trabalho reside nos modelos espacialmente homogéneos de Bianchi.
Os tipos I, VII, e IX de Bianchi sao muito importantes do ponto de vista cosmolo-
gico, pois constituem generalizacoes anisotropicas dos modelos de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) plano, aberto e fechado, respectivamente. Modelos homogéneos isotro-
picos, tais como FRW, constituem o foco das atencoes na descricao do universo atual.
Porém, nas condicoes do universo primordial, modelos anisotrépicos, como os de Bianchi,
adquirem maior importancia. Neste trabalho, resolvemos as solucoes de vacuo, caracteri-
zadas por um cenério onde a geometria do universo é dominante sobre matéria e energia,
tal como o universo proximo ao seu surgimento.

As solugoes obtidas mostram, de acordo com a andlise assintotica discutida nos resul-
tados, que para os universos de Bianchi I e VII,, os espagos de Minkowski e de Sitter
devem ser estruturalmente estéveis no contexto da gravidade quadratica. Do mesmo
modo, as solucoes de Minkowski e de Sitter devem ser estruturalmente estéveis para os
universos FRW na mesma gravidade quadratica. No entanto, mostramos a existéncia de
singularidades, o que demonstra que certamente a teoria nao estd completa, pois nem

todo conjunto de condigoes iniciais evolui para universos razoaveis.



Abstract

In this Thesis work, we study Bianchi cosmological models in the context of quadratic
theory of gravity, and we numericaly analyze the vacuum solutions of field equations,
emphasizing the search of cosmological interpretations.

The interest of this work is on the spacially homogeneous models of Bianchi. Types
I, VII, and IX of Bianchi are very importante in the cosmological view, because they
perform anisotropic generalizations of Friedmann-Robertson-Walker (FRW) flat, open and
closed models, respectively. Isotropic homogeneous models, as FRW, represent, the focus
in the description of current universe. However, over conditions of primordial universe,
anisotropic models, as Bianchi, become more important. In this work, we solve the
vacuum solutions, caracterized by a scenario where universe geometry is dominant over
matter and energy, such as the universe close to his emergence.

Obtained solutions show, according to the asymptotical analysis discussed in the re-
sults, that for Bianchi I and VII, universes, Minkowski and de Sitter spaces must be
structurally stable in the context of quadratic gravity. Similarly, Minkowski and de Sit-
ter solutions must be structurally stable for FRW universes in same context. However,
we show the existence of singularities, what means the theory certainly is not complete,

because not all sets of initial conditions evolve to reasonable universes.



Sumario

Agradecimentos
Resumo
Abstract

Lista de Tabelas
Lista de Figuras
1 Introducao

2 Modelos Cosmolégicos Homogéneos
2.1 Grupoe Algebrade Lie. . . . . . .. ... ... .. ...
2.2 C(lassificacao de Bianchi . . . . .. .. .. . oo oo
2.3 Espacos Homogéneos e Obtencao das Bases de Bianchi . . . . . .. .. ..

2.4 Conexao e Tensor de Riemann . . . . . . . . . . . . . . ... ...

3 Equacgoes de Campo e Solugoes
3.1 Equacoes de Campo de Einstein . . . . . . ... .. .. ... ... .. ...
3.2 Equacoes de campo da Teoria Quadratica . . . . ... ... ... .....
3.3 Solugoes de Vacuo . . . . . .. ..o
3.4 Meétrica Homogénea . . . . . . . .. ..o
3.5 Casos AniSotropicos . . . . . . . . .. e e
3.5.1 Caracterizacao Invariante das Solugoes . . . . . . . ... ... ...
3.6 Casos Isotropicos . . . . . . . . .. e
3.6.1 CasoPlano . . . . .. . .. .. ...
3.6.2 Caso Hiperbolico . . . . ... ... . ..
3.6.3 Caso Esférico . . . . .. .. ...

3.6.4 Aproximacao em Primeira Ordem . . . . . . ... ... ... ....

4 Resultados Numeéricos e Discussao

4.1 Condigao Inicial e Evolucao dos Vinculos . . . . .. .. .. .. ... .. ..

10

12

15
15
16
18
20

22
22
23
24
24
26
27
29
31
31
32
33

34



SUMARIO

4.2 Casos Anisotropicos . . . . . . . . .. .. ...
421 Bianchil. . . ... ... .. ... ....
4.2.2 Bianchi VII, . ... ... ... ... ..

4.2.3 Discussao Geral sobre Casos Anisotropicos . . . . . . .. ... ...

4.3 Casos Isotropicos . . . . . ... ... ... ...
431 CasoPlano . .. .. .. ... ......
4.3.2 Caso Hiperbolico . . . ... ... ....
4.3.3 Caso Esférico . ... ... ... .....

4.3.4 Discussao geral sobre os casos isotropicos
5 Conclusao
Apéndice
A Obtencao dos Vetores Tetradicos Nulos
B Classificagao de Petrov
C Coddigos em Maple
D Cédigos em C

Referéncias Bibliograficas

60

62

63

65

67

77

84



Lista de Tabelas

2.1 Constantes de estrutura do grupo de Lie para G3. . . . . . . ... ... .. 17
2.3 Tipos de Bianchi para a algebrade Lie. . . . . . .. .. ... .. ... ... 17
2.5 Constantes de estrutura para Bianchi I, VII, e IX. . . .. ... .. .. .. 19
2.7 Bases de G3 para Bianchi I, VII, e IX. . . . . . . . ... ... ... .... 20
B.1 Tiposde Petrov. . . . . . . . . . . . . 66



Lista de Figuras

3.1

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

Vetor deslocamento e funcao lapso numa folheacao de hipersuperficies homogé-

NEAS Do v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e s

Evolucao numérica das partes reais e imaginérias dos coeficientes de Newman-
Penrose (3.37). . . . . .
Evolucao numérica dos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na
base nula (3.35). O tensor de Ricci é assintoticamente proporcional ao
tensor métrico (3.36). . . . . . ...
Evolucao numérica do vinculo Ey4, que deve ser nulo. A evolucao numeérica
foi feita até o tempo proprio 300. . . . . .. ... Lo
Evolugao numérica das partes reais e imaginérias dos coeficientes de Newman-
Penrose (3.37). . . . . .
Evolucao numérica dos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na
base nula (3.35). . . . ...
Evolucao numérica do vinculo Fyy, que deve ser nulo. A evolucao numérica
foi feita até o tempo proprio 200. . . . . .. ..o
a) Evolugdo numérica dos escalares R, R®R,, e RWIR , .. b) Evolucao
numérica do vinculo Eyy. . . . . . .o Lo
Evolucao numérica das partes reais e imaginarias dos coeficientes de Newman-
Penrose (3.37). . . . . . o
Evolugao numérica dos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na
base nula (3.35). O tensor de Ricci é assintoticamente proporcional ao
tensor métrico (3.36). . . . . ...
Evolucao numérica dos vinculos Eyy e E41, que devem ser nulos. A evolucao
numérica foi feita até o tempo proprio 200. . . . . . ..o
Evolucao numérica das partes reais e imaginérias dos coeficientes de Newman-
Penrose (3.37). . . . . . L
Evolucao numérica dos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na
base nula (3.35). . . ...
Evolucao numérica dos vinculos Eyy e Ey4p, que devem ser nulos. A evolugao

numérica foi feita até o tempo proprio 200. . . . . . . ...

10

25

37

38

38

40

41

41

42

44

45

46

47

48



LISTA DE FIGURAS

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

a) Evolu¢do numérica dos escalares R®R., e RWAR .. b) Evolugao nu-

mérica dos vinculos Eyq e Eqq. . . . . . o

Evolugao temporal do componente espacial (RY) e temporal (R%) do tensor

de Ricci, do escalar de Ricci (R) e do vinculo (Ey4) para o caso isotropico

planocom A=1,0. . . . . . . . ...

Evolugao temporal do componente espacial (R') e temporal (R%) do tensor

de Ricci, do escalar de Ricci (R) e do vinculo (Ey4) para o caso isotropico

planocom A =0,1. . . . . . . . ..

Evolugao temporal do componente espacial (R') e temporal (R%) do tensor
de Ricci, do escalar de Ricci (R) e do vinculo (Ey4) para o caso isotropico

plano proximo a Minkowski. O célculo foi realizado até um tempo proprio

muito maior que o mostrado na figura. . . . . ... ... ... L.

Evolugao temporal do componente espacial (RY) e temporal (R%) do tensor

de Ricci para o caso isotropico hiperbolico com A =0,0001. . . .. .. ..

Evolugao temporal do componente espacial (RY) e temporal (R%) do tensor
de Ricci, do escalar de Ricci (R) e do vinculo (FEy4) para o caso isotropico

plano proximo a Minkowski. O célculo foi realizado até um tempo proprio

muito maior que o mostrado na figura. . . . . ... ... .. L.

Evolugao temporal do componente espacial (R') e temporal (R%) do tensor

de Ricci, do escalar de Ricci (R) e do vinculo (Ey4) para o caso isotropico

esféricocom A =0,001. . . . . . . ...

11



Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho de tese de doutorado, estudamos os modelos cosmolégicos de Bianchi no
contexto da teoria quadréatica da gravidade, e analisamos numericamente as solugoes de
vacuo das equacgoes de campo, com énfase na busca de interpretacoes cosmoldgicas.
Teorias quadraticas da gravidade sao aquelas que possuem termos escalares e/ou ten-
soriais até a ordem quadratica no lagrangiano. Especificamente neste trabalho, chamamos

de teoria quadratica aquela com lagrangiano gravitacional
1
L=+/—g [—A+R+a (RabRa”— §R2> +ﬁR2}. (1.1)

Este é o mais geral dentre os lagrangianos quadraticos, pois inclui termos quadraticos no
escalar de Ricci e no tensor de Ricci, enquanto termos quadraticos no tensor de Riemann
e no tensor de Weyl podem ser reescritos na forma acima, exceto por termos de superficie.

O estudo de lagrangianos quadraticos na curvatura comegou com o trabalho de H.
Weyl, em 1918, como uma primeira tentativa de generalizacao da teoria da Relatividade
Geral. Esta generalizacao visou, entre outros objetivos, a obtencao de uma teoria unifi-
cada, que inicialmente foi pensada para a Relatividade Geral e para o Eletromagnetismo
[1, 2]. Posteriormente descobriu-se que para essas teorias quadraticas, qualquer espaco de
Einstein (Rq = %gabA) ¢ uma solucao exata.

Entretanto, essa nova teoria apresentou algumas dificuldades, entre elas a arbitrari-
edade na escolha de um lagrangiano quadratico (uma vez que os escalares quadraticos
podiam ser escritos uns como combinacoes lineares dos outros, devido a termos de super-
ficie), o que se opunha ao principio da unificacao; complica¢does matematicas na solugao
do sistema de quarta ordem; interpretacao da existéncia de muitas solucoes; problemas
na interpretagao de graus de liberdade adicionais; perda da estabilidade do espago plano e
concordancia com o limite de campo fraco newtoniano. Estas dificuldades fizeram a teoria
ficar desacreditada por algum tempo, porém muitas delas foram resolvidos posteriormente
[1].

A partir do inicio da década de 60 um novo interesse surgiu em torno da teoria qua-

12



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

drética devido & vérios motivos. Um deles foi a descrigdo semi-cléssica 3], que considera
campos quanticos se propagando num campo gravitacional classico de fundo. Para tor-
nar essa teoria consistente do ponto de vista da renormalizacao ¢ necessario adicionar no
lagrangiano relativistico (3.5) dois contra-termos quadraticos na curvatura (3.7) [4, 5].
Descobriu-se também que teorias quadraticas poderiam ser renormalizaveis, mas com
consequente perda de unitariedade [6]. As dificuldades matematicas na resolu¢ao das
equacoes de quarta ordem e na interpretagao das solucoes foram em parte solucionadas
pela utilizacao de métodos computacionais.

Assim, o estudo da teoria quadratica continua sendo alvo de investigacoes no sentido
de caminhar na direcao da generalizacao das teorias conhecidas e na descricao de uma
teoria fundamental. De acordo com Starobinski, os termos de ordem maior podem repro-
duzir a constante cosmologica |7, 8, 9]. Muitos trabalhos abordaram espagos homogéneos
e isotropicos [10, 11, 12, 13|, teorias inflacionarias [14], aproximagao de singularidades
[15] e outros conceitos [16]. Posteriormente, a teoria foi estudada para o espago geral de
Bianchi I [17, 18], e foi mostrado que a presenca de anisotropias contribui para a formagao
de singularidades. A esses estudos, Barrow and Hervik adicionaram os casos anisotropicos
Bianchi I e II [19]. Outros resultados muito interessantes tem sido produzidos recente-
mente |20, 21, 22, 23, 24, 25].

O interesse cosmologico deste trabalho reside nos modelos espacialmente homogéneos
de Bianchi. Os tipos I, VII, e IX de Bianchi sdo muito importantes do ponto de vista
cosmoldgico, pois constituem generalizagoes anisotrépicas dos modelos de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW) plano, aberto e fechado, respectivamente. Modelos homogéneos
isotropicos, tais como FRW, constituem o foco das aten¢oes na descricao do universo atual.
Porém, nas condigoes do universo préximo a seu surgimento, modelos anisotropicos, como
os de Bianchi, adquirem maior importancia [26], uma vez que este é um periodo um pouco
menos restritivo quanto a condicoes de isotropia, e a principio nao existe uma forte razao
para acreditar que o universo tenha surgido totalmente isotrépico. Além disso, é possivel
que as solucoes espacialmente homogéneas sejam atratores dentro do espaco de solucoes
mais gerais [26].

Os modelos de Bianchi resultam da classificacao das possiveis algebras de Lie de trés
dimensoes e sua utilizacao na descricao de espago homogéneos, que foi feita pela primeira
vez por Luigi Bianchi, em 1898 [27]. Bianchi descobriu que se tratam de nove espagos
homogéneos de trés dimensoes. Um espaco-tempo com secao espacial homogénea, ou seja,
uma cosmologia homogénea, pode ser obtido de um produto direto de um desses 3-espacos
M numa variedade pseudo-Riemaniana R X M. O tensor de Riemann apresentari neces-
sariamente apenas derivadas temporais na base conveniente da secao homogénea. Neste
caso, as equacoes de campo se reduzem a um sistema de equacoes diferenciais ordinarias e
a métrica é uma funcao do tempo apenas. Atualmente, sabe-se que os possiveis 3-espagos

homogéneos sao descritos completamente por Bianchi e Kantowski-Sachs |28, 29].
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Neste trabalho, resolvemos as solugoes de vacuo, caracterizadas pela auséncia de fontes
de matéria e energia, sendo a constante cosmologica A o tnico termo de fonte considerado.
Nosso interesse ¢ o estudo do universo proximo ao seu surgimento, onde a geometria é
dominante sobre matéria e energia; as solugoes de vacuo de uma teoria gravitacional sao
as mais naturais para descrever tal cenario.

Os trabalhos de pesquisa da tese resultaram na publicacao de dois artigos [30, 31|, cujos
resultados estao demonstrados nas segoes 4.2.1 e 4.2.2. Outros dois trabalhos permanecem

para publicacao.

Notacao de Indices e Convencoes

Como convencao de notacdo, usamos algarismos latinos da primeira metade do alfabeto
(a,b,..,g,h) para representar indices de tensores em bases gerais. Para representa¢ao em
bases coordenadas, usamos algarismos latinos da segunda metade do alfabeto (i, j, ..., n, 0).
Nas notacoes acima, os indices correm de 1 a n, onde n é a dimensao do espaco. Para
indices varrendo apenas a parte espacial do tensor, usamos algarismos gregos («, 3,7, ...)
como indices.

Tensores e bases sdo representados em negrito: T, v, o, 8;, d2’, e,, w’. Componentes
ib

as W

de tensores e bases sao representados em formato regular: T;, 7%, T%, e
As derivadas parciais sao representadas pela usual virgula para derivacao na base co-

ol
oz

utilizam uma barra como convengao de notagao, f|,. Derivadas covariantes sao represen-

ordenada, - f = f;; derivadas parciais em relacdo a outras bases (derivadas projetadas)
tadas pelo usual ponto-e-virgula, diferenciando base coordenada e base geral pelos indices
e pela virgula ou barra na parte parcial da derivada, 7%, =T%, + ..., T}, = T4+ -

A métrica do espago-tempo é definida pela assinatura (44 +—), onde o sinal negativo
estd associado a parte temporal. Similarmente, na notacao de tensores do espago-tempo,
o tltimo valor do indice expressa o termo temporal, como em v = (v*,v%), em que
v® = (vl v?,0®) é a componente espacial e v? ¢ a componente relacionada ao tempo.

Utilizamos o sistema de unidades geometrizadas (¢ = G = 1), onde o tempo tem
unidade de medida de comprimento, que serd omitido no texto. O fator de expansao a(t)
¢ adimensional.

A convengao de Einstein esta implicita: U,V = Zn: UVve=UV+UV2+.. . +U, V"

a=1



Capitulo 2
Modelos Cosmolbégicos Homogéneos

O grupo e a algebra de Lie permite-nos formar a representacao das bases de Killing e,
no contexto deste formalismo, Bianchi classificou as possiveis dlgebras de Lie para grupos
de trés dimensoes. Neste capitulo, mostramos a classificacao de Bianchi como preparacao

para a obtencao das equagoes de campo a serem obtidas e resolvidas mais adiante.

2.1 Grupo e Algebra de Lie

Um grupo g de dimensao n é determinado pelos seus elementos (g1, go, ..., gn), existindo
um elemento g; chamado elemento identidade, e pelo mapeamento (operagao ou regra de
multiplicagdo) g X g — g tal que i) (g:9;)9r = 9i(9;9%), 1) 919; = 9rg: = gi para qualquer
g; € g, e iii) para cada g; € g existe um gx(€ g) = gj_1
tal que g;g9;" = g7 '9; = gr.

Determinaremos o grupo de Lie G n-dimensional pela relacao de comutacio (mapea-
mento G x G — @) da base vetorial {,},

chamado elemento inverso de g,

(€0, &) = Cuée (2.1)

onde
fzb = - Cba' (22)

C¢, é chamado constante de estrutura do grupo de Lie. Conhecidamente, da identidade
de Jacobi,
ClaChyy = 0. (2.3)

O espago vetorial obedecendo (2.3) e a operacao de comutacgao [u,v] = —[v, u| define
uma Algebra de Lie.

A base vetorial {€,} define vetores invariantes & direita. Analogamente, podemos
construir uma &lgebra de Lie com uma base vetorial {n,} satisfazendo a operacao de

comutacao
[’rlcw T’b] = Dcab"c? (24)

15



CAPITULO 2. MODELOS COSMOLOGICOS HOMOGENEOS 16

definindo vetores invariantes a esquerda, onde D¢, é a constante de estrutura relacionada
a esta base vetorial.
Da definicao de invariancia das bases vetoriais acima implica que as constantes de

estrutura C¢, e D, diferem apenas por um sinal (ver demonstragao em [32], p. 169-171),
= —D%, (2.5)
e que a derivada de Lie da base {n,} é nula,

0="Leny = [0 M) (2.6)

Calculando Le¢ (1, - w°) = (Le,my) - W + 1y, - (Le,w) = Le, (6°) = 0, podemos obter a
derivada de Lie da base de 1-forma w® (dual de n,):

Egawb =0. (27)

2.2 Classificacao de Bianchi

A obtencao de algebras de Lie para grupos de trés dimensdes G5 foi originalmente
mostrada por Bianchi [27]. Podemos relacionar a constante de estrutura do grupo com

uma parte simétrica e outra anti-simétrica, tal como

1

SE 00, = N 4 A, (2.8)
onde €% ¢ um tensor totalmente anti-simétrico e €123 = 1. Multiplicando (2.8) por e e
usando eqppe® = 0,50, — 0,00, e seapac’?C, = 35(C%, — C,) = C%,, temos

C%e = cpeaN* + 50 Ap — 6, A, (2.9)

que relaciona a constante de estrutura com o tensor simétrico N e com a 1-forma A,.
Substituindo (2.9) na identidade de Jacobi (2.3) temos a condigdo entre N e A,:

N®A, =0. (2.10)

Para A, = 0 a equagao (2.10) é sempre satisfeita, e essa algebra de Lie é referida como
classe G3A. Para A, # 0 temos a classe G3B. Em ambos os casos é sempre possivel

escrever

Ay = (4,0,0) (2.11)

N = diag(Ny, Ny, N3), (2.12)
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de modo que a condic¢do (2.10) se reduz a
N A =0. (2.13)

Assim, usando (2.9) podemos determinar as constantes de estrutura do grupo em relagao
ao parametro do grupo A e aos coeficientes diagonais Ni, Ny e N3, conforme mostrados
na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Constantes de estrutura do grupo de Lie para Gf.

0123 = _0132 =M C'212 - _0221 =A 0213 = _0231 =—N

Cly=—-C% =Ns C3=-C% =4 4. =0 (outros)

A relagao de comutacao (2.1) do grupo de Lie para a base vetorial {£,} é entao obtida:

[€1, €] = A&, + Ns&s, (2.14)
€5, &3] = Ni&, (2.15)

e
[€1,&5] = A&3 — Na&y; (2.16)

e na tabela 2.3 temos a enumeracao completa dos nove tipos de Bianchi.

Tabela 2.3: Tipos de Bianchi para a algebra de Lie.

Classe Tipo A N; Ny Nj

GsA 1 0 0 0
1L 0 1 0
VL, 0 0 -1 1
VI,b, 0 0 1 1
vir o -1 1 1
IX 0 1 1 1
GsB 11 1 0 -1 1
Iv. 1 0 0 1
\Y 1 0 0 0
VI, A 0 -1 1
VII, A 0 1 1
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Observar que o tipo VIIy é um particular caso do tipo VIIA, e que os tipos III e VI

sao particulares casos do tipo VI,.
2.3 Espacos Homogéneos e Obtencao das Bases de Bi-

anchi

Um espaco homogéneo é definido como uma variedade cujo grupo de tranformagao é
isomélrico, ou seja, mantém a métrica invariante [15]. A base {£,} forma os geradores do

grupo; &, sao os vetores de Killing cuja atuacao mantém a invariancia da métrica,
Le g =0, (2.17)
que resolvida, usando a condicao de metricidade, resulta na Equacao de Killing:

gab;c + gae;b = 0. (218)

O espaco definido pela base invariante a esquerda {n,} (satisfazendo (2.6) com os
campos de Killing &,, geradores de movimentos do grupo) e sua base dual {w®} tem

definido o tensor métrico

g = gaw" @ w’. (2.19)

Em termos do grupo de Lie de trés dimensoes G5, um espaco-tempo (espacialmente)
homogeéneo ¢ definido pela base {€,} da algebra de Lie. A invaridncia da métrica (2.19)
pela transformacgao do grupo G3 determina que g, = gap(t), ou seja, ndo tem dependén-
cia nas coordenadas espaciais. Os modelos de Bianchi sao espacialmente homogéneos, e
conforme mostraremos mais a frente, contém os modelos homogéneos isotropicos FRW
plano, hiperbolico e esférico.

Vamos primeiramente obter as constantes de estrutura e as bases para Bianchi. Rela-
cionando as informacoes das tabelas 2.1 e 2.3 obtemos as constantes de estrutura para os
tipos Bianchi I, VII, e IX (tabela 2.5):
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Tabela 2.5: Constantes de estrutura para Bianchi I, VII, e IX.

Tipo de Bianchi T VII, IX

C3,=—-C3% 0 A 0

A base {w®} pode ser obtida pela relagdo dw® = %C%cwawc (equacdo de Maurer-

Cartan), que expandida na base coordenada como

. 1 . .
d(widz’) = §C%c(wbida:2) A (wda?), (2.20)
@ di? A dit = 0% dat A da? 2.21
WG dz? N T =3 pewwSdrt A da?, (2.21)

resulta no sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem
a 1 a b ¢
wsit+ EC’bcw w =0, (2.22)

que pode ser analiticamente resolvido.

A obtengao da base {n,} ¢é feita usando a relagdao de dualidade w®-n, = 6’

(ijdxj) - (1,0;) = naiwbjaij =4, (2.23)
resultando no sistema de equacoes
naw’ =6, =0, (2.24)

que também pode ser analiticamente resolvido.

Por fim, os geradores do grupo {£,} sdo obtidos por meio da relagdo (2.7), L¢ w’ = 0:
Le (Woda') = (Le,w’)daz' =0, (2.25)
que resulta no sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem

wbi,jgaj + wbjgaj,z = 07 (226)
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cuja solugao analitica resulta nos vetores §,. Relembramos por tltimo que a algebra do
grupo é 3-dimensional, e portanto no calculo das constantes de estrutura e das bases os
indices (a, b, ¢, ...,1,j, k,...) correm de 1 a 3 apenas.

Na tabela 2.7 mostramos o resultado do calculo de bases descrito acima para os trés

tipos de Bianchi ja mencionados (I, VIIs e IX):

Tabela 2.7: Bases de G5 para Bianchi I, VII, e IX.

| VIIa IX
& 0, 0.+ (z—Ay)0,— (y+ Az2)0. secycosz0, +sinzd, — tany cos 29,
& O, g, —secysin 20, + cos 20, + tanysin 20,
£ 0. 0. 0.
n, 0. 0. 0,
My, 0O, e~ 4w (cosz0, — sinxd,) sin x tan y@, + cos x0, — sin x sec ya,
n, 0. e‘AI(sin 0y + cos x0,) —cosz tanyd, + sinxd, + cos x sec Yo,
w! dx dx dx + sinydz
w? dy e (cosxdy — sinzdz) cosxdy — sinxcosydz
w? dz e (sinzdy + cosrdz) sinxdy + cosxcosydz

Uma tabela de bases completa para os nove tipos de Bianchi pode ser encontrada em
[33|. Essas bases compdem o grupo Gi3. Para completar a representagdo do espago-tempo

(3 + 1)-dimensional, adicionamos os vetores £, = n, = 8; e a 1-forma w* = dt.

2.4 Conexao e Tensor de Riemann

As constantes de estruturas para os tipos de Bianchi sao mostradas na tabela 2.1. Vamos
mostrar a conexao e tensor de Riemann que incluem tais constantes de estrutura.

A conexao ', é definida em

vbna - Pcabnm

(2.27)
waa - _Facbwc.
de modo que, para um vetor A = A%n, e uma 1-forma B = B,w® quaisquer,
VoAb = Ab 4+ Tb  Ac
o ¥ e (2.28)

VoBy, = By, — I, B..

Entao, com torcao nula, temos que

vﬂnb - vbna - nc( Cba - FCab) - [nm nb] - Dcabnc - _CZb’r’c' (229)
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onde [1,,m,] = 1, 0imy, — 0y Oim,.
Da relacao de metricidade, gape = Gaple — I g — T gan = 0, temos

Gable = Ffacgfb =+ F}zcgahu (230)

E juntando (2.29) e (2.30), temos que:

1
1—‘abc = § [gab|c + Gaclp — Gbcla + C(abc - C(cab - C(baLc:| . (231)

O tensor de Riemann é obtido do modo usual:
V., V4T = R% T (2.32)

%}cd = Fabd\c - %;c|d + I CF];d o FadeJ;)c - CJZdFabf (233)



Capitulo 3
Equacoes de Campo e Solucoes

Neste capitulo, apresentamos as equacoes de campo que serao alvo de nossos estudos.
Mostramos também os sistemas de equagoes diferenciais que resolveremos para cada caso
(anisotropico e isotropico) e para cada tipo de Bianchi. Solugoes exatas particulares sao

mostradas como preparagao para o estudo numérico mais geral do capitulo 4.

3.1 Equacoes de Campo de Einstein

Como colocamos anteriormente, o espaco-tempo é descrito em termos de uma varie-
dade Riemaniana diferenciavel de quatro dimensoes, onde sao definidos uma meétrica g,
e um tensor curvatura R ;.

O tensor de Ricci R = Ryw® ® w® é dado pela contracdo do tensor curvatura,

Ry = R° (3.1)

achr

e possui com ele a seguinte relacao de simetria:
bedia = —2Rbjcia)- (3.2)
O escalar de Ricci ou escalar de curvatura R é dado pelo traco do tensor de Ricci,
R=g"R, = R". (3.3)

Podemos agora definir o tensor de Einstein G = Ggupw?® @ w® como:

1
Gab = Rab — §gabR. (34)

que é obtido pelo principio de minima agao aplicado ao lagrangiano relativistico

L= J/=gR. (3.5)

22
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O tensor de Einstein guarda informacao sobre o conteiido geométrico do espaco-tempo.
A distribuicao de matéria e campos no espaco-tempo é dada pelo tensor Momento-
Energia T = Tyw® ® w’. Segundo a Relatividade Geral, a conexdo entre a geometria do

espaco-tempo e a distribuicao de matéria é relatada pela equacao de campo de Finstein:

1
Gab + égab/\ = 87TTab. (36)

onde o termo A é chamado Constante Cosmoldgica. Sua intepretacao pode ser geométrica,
complementando o tensor de Einstein no lado esquerdo da equagao de campo (é o caso
deste trabalho); ou ainda pode ser interpretado como um componente fisico de matéria e
energia, complementando o tensor momento-energia no lado direito da equacao.

A geometria do espaco-tempo, conectada a distribuicao de matéria e energia pelas

equagoes de Einstein, determina a dinamica do universo (gravitacao).

3.2 Equacoes de campo da Teoria Quadratica

Variacoes da métrica no lagrangiano gravitacional [34]

132) + 532} + L., (3.7)

L=+/—yg {—A + R+« (RabR“b -3

(onde L. é a parte classica do Lagrangiano e « e [ sdo constantes) resultam nas equagoes

de campo

Eu =0, (3.8)

descritas pelo tensor E = F w® @ w':

Fu= o 30— (9 o) B — ot~
Gab - Rab - %gabRa
H(Elly) = %gasz —2RR. — 29,R + 2R;ab>

H? = 19, RReg — ORyp — 19a0R + Regy — 2R Repaa

(3.9)

e =V,V?éooperador D’alembertiano. O tensor T}, corresponde a fonte de momento-
energia relacionada a parte classica do Lagrangiano L£.. Neste trabalho sao consideradas
apenas solucgoes de vacuo, T, = L. = 0 (se¢do 3.3), que parece ser a condi¢do mais
natural para a descri¢ao do universo primordial. Assim como em outras teorias métricas,

o divergente do tensor de campo E,;, deve ser zero:

V.E® =0. (3.10)
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3.3 Solucoes de Vacuo

A auséncia de fontes (T, = 0) caracteriza as solucoes de vacuo, que podem ser entendidas
como um cenario onde a geometria do universo ¢ dominante, tal como o universo préximo
ao seu surgimento. As solucoes de vacuo de uma teoria gravitacional sao as mais naturais
para descrever tal cenario.

Para a equacao de Einstein (3.6), temos

1 1
Ry — §gabR =+ §gabA = 07 (311)
cujo traco resulta em
R =2A (3.12)
‘ 1
Rap = anb/\- (3.13)

Solucoes que obedecem tais condicoes sao chamadas Espacos de Einstein. Vemos que,
no caso particular de A = 0, as equagoes (3.12) e (3.13) devem se anular (R, = 0 e

R = 0); assim a equagdo (3.11) se reduz a:
R =0, (3.14)

que assume o papel da real equacao dindmica da solucao de vacuo para espacos de Einstein.
A equagao de campo quadréatica (3.8), com T, = 0, é identicamente satisfeita quando

. . . 1
assumimos os espacos de Einstein, uma vez que os tensores H(gb) e H'

a

i) em (3.8) se anulam
com as substitui¢oes (3.12) e (3.13), e os termos das equagoes de Einstein também. Dai
concluimos que "qualquer espaco de Einstein € também uma solucao de vdcuo particular

da teoria quadrdtica.”

3.4 Meétrica Homogénea

A homogeneidade (e isotropia) do nosso universo sao conceitos amplamente aceitos
e usados como caminho natural na construcao das teorias padrao. Fortes evidéncias
observacionais (distribui¢ao de galdxias e aglomerados de galaxias, radiacdo de raios-X
e raios-v, radiagdo cosmica de fundo) e teoricas (coeréncia entre teorias e observagoes)
justificam a consideracao de tais caracteristicas [32].

Pensemos em uma famfilia de hipersuperficies tridimensionais tipo-espaco »; parame-
trizadas pela familia de curvas tipo-tempo (observadores, linhas-mundo) de parametro t.

A homogeneidade é formalizada em termos da isometria da métrica transformando pontos
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em ;. Seja m um vetor tipo-tempo unitario e normal & hipersuperficie >,
n-n=mnmn"=—1 (3.15)

geodésico e com vorticidade zero, para os casos espacialmente homogéneos. Definimos um

4

sistema de coordenadas em que z* é constante na hipersuperficie X;:

n, = (0,0,0, —N); (3.16)

entao

(—N®/N,1/N). (3.17)

n(l

Assim x* parametriza a separacdo na direcao normal & ¥, entre as hipersuperficies 3, e
Yivat- A fungao lapso N especifica o tempo proprio de separacao entre as hipersuperficies
Y e Xy qr na diregao normal & 3,

dr = Ndt. (3.18)

O vetor deslocamento N determina a distancia entre o ponto £ na hipersuperficie ¥, 4

e a sua intersecdo em Y, 4 na direcdo normal a ¥, (figura 3.1).

Figura 3.1: Vetor deslocamento e func¢ao lapso numa folheacao de hipersuperficies homogéneas
.

O formalismo descrito acima é conhecido como formalismo ADM, devido a Arnowitt,
Deser e Misner [35]. O elemento de linha que mede a separagao entre os pontos z% (z“
em t) e %+ dz® (z* + dz® em t + dt) é dado por

ds® = gop(Ndt + dz®)(NPdt + da®) — N2dt? (3.19)

(15, 36].

Em termos das bases w®, podemos expressar o elemento de linha acima como o tensor
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métrico

g = gop(N?dt + w*) @ (Ndt + w’) — N?dt? (3.20)
[33, 37]. Podemos agora supor que as linhas-mundo cruzam perpendicularmente as hiper-
superficies. Disso resulta a nulidade do vetor deslocamento, N = 0, e

g = Jopw” @ W’ — N2dt?, (3.21)

Temos assim definida uma métrica homogénea

_ gaﬂ(t) 0
Gab = < 0 N ) (3.22)

para g = gupw® @ w® (2.19), onde g.5(t) ¢ constante em X,. Esta métrica é a mais geral
possivel para representar o universo espacialmente homogéneo.

Um sistema de coordenadas especial em que o elemento de linha segue

gaa = —1 (3.23)

Goa = 0 (324)

é chamado de sistema de referéncia sincrono |38, 15]. Nesse sistema o parametro tempo

t coincide com o tempo proprio 7.

3.5 Casos Anisotropicos

Para o estudo do universo nao-isotropico, supoe-se uma métrica homogeénea e anisotropica

dada por

af(t) 0 0
Gap(t) = 0 af(t) aq(t) |, (3.25)
0 alt) a(t)
ds® = —dt* + gop(t)w” ® W, (3.26)
onde as bases Bianchi sdo dadas na tabela (2.7). A substitui¢do do elemento de linha acima,
em (3.8), levando em conta a Conexdo (2.31) e a Derivada covariante (2.28), resulta no

sistema de equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares de quarta-ordem abaixo', onde

a;(t), parai,j = 1,2,3,4, sdo os componentes da métrica:

LAs equacbes sdo muito extensas para serem escritas analiticamente, e sua manipulacio e calculo
podem ser feitos apenas computacionalmente.
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Bug =0 = gai(t) = £ (0., 05(0),0,0) ) (3.27)

Eos=0— g, (%aj(t), (1), a;(t), aj(t)) = 0. (3.28)

As equagdes de terceira ordem (3.28) constituem os vinculos de energia do sistema de
equacoes. As solucdes numéricas desses sistemas de equacoes para Bianchi I e VII,, sao

mostradas nas secoes 4.2.1 e 4.2.2, respectivamente.

3.5.1 Caracterizacao Invariante das Solucoes

A fim de caracterizar as solugoes anisotropicas obtidas, vamos nos basear no formalismo
tetradico invariante descrito por Stephani, p. 39, [36]. Podemos projetar uma métrica g,

num espaco de Minkowski, por exemplo, utilizando o formalismo tetradico
Wbl 9ab = Ny (o) = diag(1,1,1,-1), (3.29)

onde ha(r) ¢ a base tetrada e 7)) € a métrica do espago de Minkowski. Podemos escrever

quatro vetores tetradicos v® = h‘l(l), wt = h“@), z¢ = h“‘(g), % = h“‘(l), ortonormais
VM, = ww, = 2%, = 1 (tipo-espago) e ““%e = —1 (tipo-tempo) de modo que
r s UqUp
Gab = ha( )hb( )77(7«)(5) = VaUp + WaWp + 2425 — 2 (3.30)

Podemos ainda projetar na base tetrddica de vetores nulos (k,l,t,t) dados pelas combi-

nagoes lineares (e normalizadas) reais

ka:L u_a+va 5
z —f((i—v)) (3.31)
a— /2 \c¢ a)

e imaginarias

ty = \% (24 — fwy) ,

_ , (3.32)
= \/Li (zq +iwy) ,
de (v, w, z,u). Assim, os vetores nulos obedecem
t9f, — —kol, — 1,
(3.33)

outros = 0,
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e a métrica nula pode ser escrita como:

0 -1 00
-1 0 0 0
A u Uavb — Uava — ,
Jov = Jab 0 01 (3.34)
0O 0 10
Gab = _kalb - lakb + tafb + Eatb-

onde U? e V? sdo os vetores nulos, genericamente. No apéndice A mostramos o calculo
dos vetores (k,l,t,t) que projetam a métrica (3.25-3.26) na métrica nula (3.34).
A projecao do tensor de Ricci na base tetradica nula resulta em 10 escalares indepen-
dentes
Ryy = Ry UV, (3.35)

onde U® e V'’ sdo os vetores nulos (R é um escalar, ndo um tensor). Para solugdes do tipo
Espaco de Einstein, onde Ry, = %gabA (equagao 3.13), temos que Ryy = %AgabU“Vb =

%AU“V},, e assim os dnicos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na base nula

Sa0
Ry = —3A,
Ri= 1A, (3.30)
Routros = 0.

Veremos nos resultados que solucoes que convergem para espacos de Einstein tém escalares
projetados do tensor de Ricci tendendo para os valores acima.

Ainda podemos analisar os coeficientes complexos de Newman-Penrose,

Yo = Capeak "k t?,
Y1 = CapeakI°ket7,
Uy = Capeakt"t1%, (3.37)
V3 = Capeak1°t°1%,
Y4 = Capegt“1°t°1%,

definidos pela projecao tetradica do Tensor de Weyl (|39]):

1 1
Cabed = Raped — 3 (GeaRed + garRea — 9evRaa — JaaRev) + ER (GeaGvd — 9eb9da) - (3.38)

Os coeficientes de Newman-Penrose estao relacionados com a classificacio de Petrov
(apéndice B) conforme explicado em [33, 36]. Quando todos os 1’s sdo zero, por exemplo,
temos um Petrov tipo O, o tensor de Weyl é nulo, e fica caracterizado um espaco conforme
de Minkowski. Este é o caso das solucoes isotropicas da proxima secao.

E importante mencionar que, conforme afirmacio de [40], "ndo existe um conjunto

completo de condicoes para assegurar que um modelo cosmolégico é suficientemente pro-
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ximo de Friedmann-Lamaitre". Este livro é baseado em [41], onde duas condigbes sdo
impostas: i) as equacoes de Einstein devem ser satisfeitas, e ii) a fonte deve ser uma
mistura de radiacao e poeira. Nesta tese, nao nos preocupamos em satisfazer as condicoes
acima, e obviamente nao esperamos que os resultados obtidos no contexto aqui discutido

sejam compativeis com [40, 41].

3.6 Casos Isotropicos

Um espago-tempo homogéneo e isotropico pode ser plano (aberto),

ds* = a®(t){d2* + dy* + dz*} — dt?, (3.39)
esférico (fechado),
ds® = a*(t){dx* + sin’*x(d6? + sin*0dp*)} — dt?, (3.40)
ou hiperbdlico (aberto)
ds* = a*(t){dx* + sinh*x(d0* + sin*0dp?)} — dt?; (3.41)

ds? denota o elemento de linha (métrica) e a(t) é o fator de expansdo. Podemos transladar

a métrica do espago plano para coordenadas esféricas e escrever (3.39), (3.40) e (3.41) como

d 2
ds* = a*(t) {1 Tk 5+ r2(d6* + Sin26’dap2)} — dt?, (3.42)
— kr
k=0, r=x
k=1, r = siny (3.43)

k=-—1, r = sinhy

onde (k = 0) para o espaco plano, (k = 1) para o espago esférico e (k = —1) para o espago
hiperbolico. O modelo cosmolégico homogéneo e isotropico descrito por (3.42) é conhecido
como modelo Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Tal modelo descreve um universo de
3-curvatura constante e nula (plano), positiva (esférico) ou negativa (hiperbolico) [42].

Os casos isotropicos sao obtidos supondo
g=a®)|(w)?+ (W) + (v*)?] — dt*. (3.44)

A substituicao da base de Bianchi I (tabela 2.7) em (3.44) gera diretamente o espaco
homogéneo e isotropico plano (3.39).
Substituindo a base de Bianchi VII, (tabela 2.7) em (3.44) obtemos o elemento de
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linha
ds? = a*(t)[dz? + e (dy* + d2*)] — di?, (3.45)

que mediante a transformacao de coordenadas

x = %in(coshy — sinhycost),
= Lsinfcosp/(cotanhx — cosb), (3.46)
z = ssinfsing/(cotanhy — cosb)

e a(t)/A — a(t) resulta no espaco homogéneo e isotropico hiperbolico (3.41).
O elemento de linha obtido pela substitui¢cao da base Bianchi IX (tabela 2.7) na parte
espacial de (3.44),
d? = (') + (@) + ()’ (3.47)

é dado por
ds® = a®(t)[dz? + dy? + d2* + 2sinydydz] — dit?, (3.48)

que coincide com o elemento de linha espacial esférico di? = dx{ + dxs + dxi + dx 2,

mediante a troca de variaveis

x1 = cos(BE)cos(¥ - 1),
xs = —sin(%5 )sm(% — Z)’
X4 = cos(xgz)sm(% - %),

e 2a(t) — a(t). Portanto, o elemento de linha espacial de Bianchi IX (3.47) descreve uma,
3-esfera de raio igual a %

Assim, fica demonstrado que os espacos homegéneos Bianchi I, VII, e IX contém os
modelos isotropicos FRW plano, hiperbolico e esférico, respectivamente.

Para o estudo das equacoes de campo de universo homogéneo e isotroépico vamos supor

a métrica espacial

ges®) =1 0 a2@) o |, (3.50)

ds® = —dt* + gap(tHw* @ W’ (3.51)

obtida com a escolha particular as(t) = 0 e a1(t) = as(t) = as(t) = a(t) do caso mais geral
(3.25 e 3.26). As equagoes de campo (3.8), considerando a Conexao (2.31) e a Derivada
covariante (2.28), resultam em uma tnica equa¢ao dinamica nao-linear de quarta-ordem,
mais simples do que o sistema de equagoes obtido para o caso mais geral (nao-isotropico).

Convém observar que a constante « das equagoes (3.7-3.8) desaparece das equagoes de
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campo isotropicas (equagoes 3.52-3.53, 3.55-3.56 e 3.61-3.62). Isto ocorre porque o termo
Ry R™ — 3R? em (3.7) difere de 5CuaC® por uma derivada total, e o tensor de Weyl

Cabea (3.38) € identicamente nulo para solugoes isotropicas.

3.6.1 Caso Plano

As equagoes de campo (3.8) para o caso plano, considerando (2.31) e (2.28), sdo dadas

por

d* a(t) d® 3a*(t)y ... a*(t) 1, 3at(t) 1 a*(t) A

=20 55 OO T 5 T2 mm T 2w T 2u3"
(3.52

)
P - MO ) 3@0) ab) A ) (3.53)

= 5% T T sa@w T 125 T m e

onde (3.53) é o vinculo Fy = 0. Conforme ja mencionado, qualquer solugao de vacuo

dos espacos de Einstein é também uma solugao de vacuo particular da teoria quadratica;

entao a solucao exata de de Sitter
a(t) = CeVt=to) (3.54)

(onde C' & uma constante) é também uma solugao da equacao dinamica (3.52). Se A — 0,
entao trata-se de um espaco de Minkowski.
As solucoes numeéricas para o sistema de equacoes do caso plano sao mostradas na

secao 4.3.1.

3.6.2 Caso Hiperbdlico

Para o caso hiperbolico, as equagoes de campo (3.8), considerando (2.31) e (2.28), sao

1 a*(t) A * 1 XQt) 1 Al w0 (()tﬁ) '2(?3@) (3.55)
a 2 a 2a
~15aw T 2130 F g e 24 em A e
: V@) | aopnalt)  343@) ()
w00 =3 T Han ~ 5w T (3.56)
_Aa(t) _LA_Q_i_A? a(t) 1 A4 =0

a2(t) + 2a(t)a2(t)

A solucao exata abaixo do espaco de Einstein

a(t) = A\/%Sinh (\/%(t - to)) (3.57)

[31] é também uma solu¢do dos sistema de equagoes acima. Esta solu¢do é de fato a

solucao de de Sitter mediante uma transformacao de coordenadas.
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E importante mencionar que o caso hiperbélico possui uma solu¢ao exata (do tipo

espaco de Einstein) mais geral do que (3.57) para uma métrica homogénea gu(t)

diag(ay(t), as(t),as(t), —1):
ar(t) = Ay/$ sinh <\/§(t ~t0)),

as(t) = C1 A,/ sinh Wg(t ~t0)). (3.58)
as(t) = C1 A,/ sinh Wg(t ~t0)).

[30] onde C; é uma constante. Neste caso, obviamente, o sistema de equagdes de campo?
¢ mais geral do que (3.55-3.56). Para A — 0, a solugao é dada por [43]
al(t) = At + 01,
(3.59)

ag(t) CQ(At -+ Cl),
&3(t) = CQ(At + Cl),

(C1,Cy sao constantes) que equivale a um espago de Minkowski, uma vez que o tensor
de Riemann é nulo, R9_,; = 0. De fato, tal solugao equivale, sob uma transfomacgao de

coordenadas, a um espaco de Milne:
ds® = t* [dy* + sinh® x (d6® + sin 0dp?)] — dt*. (3.60)

As solugoes numéricas para o sistema de equagoes do caso hiperbolico sao mostradas
na secao 4.3.2.

3.6.3 Caso Esférico

Finalmente, para o caso esférico, temos as seguintes equacoes de campo (3.8), com (2.31)

a?(t) 1 3a
~ i) 2 (3.61)

e (2.28):
j—;a(t) = _23(%;%“@ - % a(t)
1 a%(t) A 1 a2(t) 1 1 at) 1
5 an T ma(t) T 10 T 328® T 2a20)  188a()
d3 14%(¢) a(t)  34a%(t) |, a(t)
F&(t) T2 d(t) + a(t)@ - §a2(t) + 123 (3 62)
Aa2(t)+ 1 _l[zt)+ 1 -0 :
188a(t) ~ 4a2(t) ' 32a(b)aZ(t)  °

que é também resolvida pela solucao exata de de Sitter

a(t) = \/gcosh <\/§(t - t0)> .

As solucdes numéricas para o sistema de equacoes do caso esférico sao mostradas na

(3.63)

secao 4.3.3.

20 sistema de equacoes é muito extenso para ser mostrado explicitamente.
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3.6.4 Aproximagao em Primeira Ordem

Para os casos isotropicos, sendo o tensor de Weyl (3.38) identicamente nulo, resulta que
os coeficientes de Newman-Penrose (3.37) também o sdo. Tampouco se faz necesséria
a projecao do tensor de Ricci nos vetores nulos, uma vez que a analise do mesmo per-
mite caracterizar a solugao, como veremos nos resultados. Assim, a analise das solucoes
isotropicas nao necessita da caracterizacao invariante, e utilizaremos uma aproximacao
perturbativa.

Vamos analisar a convergéncia das solugoes isotropicas por meio de uma aproximacao

perturbativa em primeira ordem,
a(t) = d'(t) + det=to), (3.64)

onde a' sdo as solugbes exatas (3.54), (3.57) e (3.63), 6 ¢ um termo constante muito
pequeno (6 < 1) e w ¢ a frequéncia. Substituimos a solu¢do perturbada a(t) acima em
(3.52), (3.55) e (3.61), respectivamente, e expandimos em . A parte independente de ¢§ é
automaticamente anulada, uma vez que a’ ¢ uma solucao exata do sistema. Os termos de
segunda ou maior ordem sao despreziveis. Resolvemos a equacao em w para um grande
tempo de evolugao (limt — 00), e como o sistema é de quarta-ordem, encontramos quatro
possiveis solucoes:

wi = 5V6A + 551 /3 — 54A,

wzz%\/G_A—% 2—4—54/\,
=i E% ) V6A

—i(L

—_

(3.65)

41
4
1

12 4)

Termos perturbativos com frequéncia wz sao despreziveis para t — oo. Igual anilise se

aplica a termos com os primeiros fatores de w; . Termos com frequéncia wy se acoplam

iw(t—to)

coma’ = Ce e representam apenas um reescalonamento da constante C' para C'+ 4.

J& os termos com frequéncias

1 /24
+— /= —54A (3.66)

12V 3

representam componentes oscilatérios que serao analisados no capitulo de resultados.



Capitulo 4
Resultados Numéricos e Discussao

Neste capitulo apresentamos e discutimos as solugoes numéricas das equacoes de
campo apresentadas no capitulo anterior. Um estudo numérico se faz apropriado para
verificar as solugoes de sistemas de equacoes diferenciais altamente nao-lineares, tais como
estes obtidos por neste trabalho.

No desenvolvimento deste trabalho, utilizamos o manipulador algébrico Maple (versao
12) |44], o compilador GCC (GNU Compiler Collection, versao 4.4.1) |45], a biblioteca de
calculo cientifico GSL (GNU Scientific Library, versao 1.14) [46], e o software GNUPlot
(versdo 4.2), ambos pertencentes ao projeto GNU [47]. O método numérico utilizado
foi o Runge-Kutta-Fehlberg, de passo variavel. Exemplos dos cédigos em Maple e em

linguagem C sao mostrados nos apéndices C e D.

4.1 Condicao Inicial e Evolucao dos Vinculos

A solugdo de vacuo do espago homogéneo (3.8) resulta num sistema de equagoes diferen-
ciais ordinarias que podem ser separadas em duas partes: Ey, =0 e E,3 = 0.

Pode-se demonstrar que, uma vez satisfeita a condigdo Fy, = 0 inicialmente (nas
condigbes iniciais), ela sera satisfeita por toda a evolugdo do sistema ([36], p. 165). Para

isso partimos da identidade de Bianchi e obtemos a equacao
ba = 0, (4.1)

onde ja assumimos as condicoes (3.12-3.13) da solugao de vacuo. Podemos agora escrever

sua forma projetada por
EY, = [(hf, = nne) B = 0, (4.2)

onde hapy = gap + Nanp € 0 tensor projecdo e n, € o vetor unitério definido em (3.16).
Resolvendo (4.2) temos

hac Céz;a - na;anCECb - na<n0E%);a = 07 (43)

34
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que implica em
1
N(NE‘%))A = -—n',NE, — F}_. (4.4)

Supondo que inicialmente E} = 0, temos para a parte espacial (b = §) que EYM 0,
e para a parte temporal (b = 4) que £, = 0. Ou seja, supondo inicialmente FE4 =0,
implica que EVbW = 0. Mas como devemos ter £ = 0 por toda a evolugao (é a solucao),
temos que

%(NE‘;)A = —n’,NE, (4.5)
e como E9 = 0 é zero inicialmente, sua derivada acima sera zero também, e ele permane-
cera constante (nulo) por toda a evolugao.

As equagoes E,3 = 0 determinam a evolugdo temporal do sistema, g,s(t), sendo
portanto as reais equagoes dindmicas de campo [36], enquanto Ey = 0 servem como
vinculos a serem checados durante toda a evolucao numérica do sistema de equacoes.

Quando necessario, monitoraremos ao longo do calculo numérico o escalar quadrdtico
de Ricci (R®Ry) e o escalar quadrdtico de Riemann (R™4R4.q). Tratam-se de escalares
da teoria, que independem do sistema de coordenadas utilizado. Constituem assim um
bom parametro para determinar se certos efeitos observados sao de fato relacionados a
geometria do espaco-tempo ou apenas efeitos ocasionados por uma escolha nao conveni-
ente de coordenadas. Assim, se um efeito tal como a aproximacao de uma singularidade
é acompanhado de uma variacao atipica do escalar de Riemann, é provavel que essa sin-
gularidade realmente esteja presente na geometria. Caso contrario, pode refletir uma
deficiéncia das coordenadas em questao em modelar aquele ponto da geometria. Para
modelos homogéneos, singularidades estao associadas a evolucao temporal. Isto signi-
fica que estamos interessados na verificacdo de divergéncias no paradmetro ¢, e ndo nas

coordenadas espaciais.

4.2 Casos Anisotrépicos

Nesta se¢ao vamos apresentar as solu¢oes numéricas da equacao de campo (3.27) mostrada,

na segao (4.2) para os casos anisotropicos de Bianchi I e VII,.

4.2.1 Bianchi Il
De Sitter Assintotico

Vamos verificar a evolugdo temporal do sistema de equagdes (3.27). Para os parametros
a=1,0,0=-50A=0,06, C=1,0, tg = 0,0 e tempo inicial de evolucdo numérica

t; = 0,0, escolhemos uma condigao inicial proxima a solucao exata de de Sitter (3.54),
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consistente com os vinculos Ey; =0 e Eyy =0 (3.28):

ay(t;) = 1,100000000000;
as(t;) = 1,000000000000;
as(t;) = 1,000000000000;
as(t;) = 0,200000000000;
a1 (t;) = 0,100000000000;
as(t;) = 0,100000000000;
as(t;) = 0,100000000000;
i1 (t;) = 0,010000000000;
s (t;) = 0,010000000000;
i5(t;) = 0,010000000000;
4 ay(t;) = 0,001000000000;
4 ay(t;) = 0,001000000000;
4 as(t;) = 0,000831792283.

Nos resultados mostrados nesta tese, nos referimos a solugao proxima de uma solucao
exata aquela em que um valor da condicao inicial é escolhido até aproximadamente 0,1
distante do valor exato conhecido. As outras condicoes iniciais sao ajustadas de modo
que os vinculos Ey, = 0 permanecam validos.

A evolucao dos coeficientes de Newman-Penrose, 1y — 14 (3.37), é mostrada na figura
4.1. Os coeficientes 1 e 13 ja sao identicamente nulos para a métrica escolhida. Os outros
evoluem assintoticamente para zero. Dai, resulta que o tensor de Weyl (3.38) também se
anula assintoticamente, por causa de (3.37).

A evolugao dos componentes nao identicamente nulos do tensor de Ricci projetado na
base nula (3.35) é mostrada na figura 4.2. Todos evoluem assintoticamente para zero,
exceto Ry, — —%A =—0,03 e Ry — %A =0, 03; assim o tensor de Ricci é proporcional a
métrica, caracterizando um espaco de Einstein, conforme demostrado pela equagao (3.36).

A analise dos resultados mostra que esta solucao evolui assintoticamente para de Sitter,
uma vez que o tensor de Weyl se anula e o tensor de Ricci se torna proporcional & métrica.
Na figura 4.3 vemos a evolugao do vinculo EFyy, que deve ser nulo. O vinculo se mantém

dentro de uma precisao menor que 1072, o0 que atesta a confiabilidade do calculo numérico.
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Figura 4.1: Evolucao numérica das partes reais e imaginarias dos coeficientes de Newman-
Penrose (3.37).
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Figura 4.2: Evolucao numérica dos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na base
nula (3.35). O tensor de Ricci é assintoticamente proporcional ao tensor métrico (3.36).
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Figura 4.3: Evolugdo numérica do vinculo Fyy, que deve ser nulo. A evolu¢ao numérica
foi feita até o tempo proprio 300.
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Minkowski Assintotico

Vamos agora escolher uma condicao inicial proxima a solu¢ao de Minkowski (3.54 com
A =0). Com os parametros « = 2,0, 3 = —=5,0, C = 1,0, t; = 0,0 e t, = 0,0, os Gnicos

termos nao nulos nas condic¢oes iniciais sao:

ay(t;) = 3,0000000000;
as(t;) = 1,0000000000;
as(t;) = 1,0000000000;
as(t;) = 2,0000000000;
a1(t;) = 1,0000000000;
as(t;) = 0,2000000000;

P a5(t;) = —0,0245214348.

Na figura 4.4 vemos a evolucao temporal dos coeficientes nao nulos de Newman-
Penrose. Todos evoluem assintoticamente para zero. Na figura 4.5 vemos a evolugao
dos componentes do tensor de Ricci projetado na base nula. Todos se anulam assintoti-
camente.

Uma vez que os todos os coeficientes se anulam, (¢ — 0), também o tensor de Weyl se
anula (C%,;, — 0); e como o tensor de Ricci também se anula (R, — 0), vem da equagdo
(3.38) que também o tensor de Riemann se anula: R%_, — 0. Assim, neste sentido, esta
solucao é entendida como aproximando-se assintoticamente de Minkowski.

O vinculo é mostrado na figura 4.6, e permanece nulo com uma precisao de 107! casas

decimais.
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Figura 4.4: Evolucao numérica das partes reais e imaginarias dos coeficientes de Newman-
Penrose (3.37).
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Figura 4.5: Evolucao numérica dos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na base
nula (3.35).
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Figura 4.6: Evolucao numérica do vinculo Eyy, que deve ser nulo. A evolugdao numérica
foi feita até o tempo proprio 200.
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Singularidade

Vamos agora escolher uma condicao inicial ligeiramente distante da solugao de Minkowski
(3.54 com A = 0). Com os parametros « = 2,0, = —5,0, C =1,0,¢; =0,0 e t, = 0,0,

os tnicos termos nao nulos nas condigoes iniciais sao:

ay(t;) = 3,0000000000;
as(t;) = 1,0000000000;
as(t;) = 1,0000000000;
a(t;) = 2,0000000000;
as(t;) = 2,0000000000;

D ag(t;) = —7,111111000.

Entendemos como ligeiramente distante aquela solucao cuja condicao inicial difere por
um valor maior do que 0,1 da solucao exata conhecida. Ainda assim, os vinculos devem
ser preservado na condi¢ao inicial.

Na figura 4.7a vemos a evolucdo dos escalares R, R*® Ry, e R R .4, cujo crescimento
indicam a aproximagao de uma singularidade. A evolucao do vinculo Fy4 na figura 4.7b,
inicialmente nulo, mostrando a acuracia do calculo, e apresentando crescimento repentino
na aproximacao da singularidade, confirma a validade do resultado. A perda de acuracia
na aproximagao de uma singularidade é esperada numericamente, pois 0 modelo perde a

capacidade de modelar essa situacao fisica.

5000 \ \ \ \ = 0.00025
4500 Rbded,,,:‘ ,,,,,, i
4000 Rap R - ] 0.0002 |
3500 °

3000
2500 | J -
2000 | [ S 0.0001 |
1500 | fd
1000 e

S I — e

500 . . . . . 56-05 . L . L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

a) t b) t

0.00015

5e-05

Figura 4.7: a) Evolugdo numérica dos escalares R, R*®R,, e R*®*IR.4. b) Evolucao
numérica do vinculo Ej4.

4.2.2 Bianchi VII,
De Sitter Assintotico

Vamos escolher uma condigao inicial proxima a solugao exata de de Sitter (3.58). Para
A=0,1,a=1,0,6=-50,A=0,02, C; =20,0,t;, =1,0 e ty = 0,0, os tinicos termos
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nao nulos consistentes com os vinculos Fy; =0 e Fyy = 0 sao:

a1(t;) = 0,09725556480;
;) = 2,001111297;
as(t;) = 2,001111297;
a1(t;) = 0,1001667130;

az

(t
(t

as(t;) = 2,003334259;
as(t;) = 2,003334259;
iy (t;) = 0,0003335185491;

& ay(t;) = —0,0114153106;
& a5(t:) = 0,006677780858;

& a3(t) = —0, 465026064,

O componente ay(t;) = 0 rapidamente evolui para valores nao nulos, e a métrica nao
permance diagonal.

Na figura 4.8 temos a evolucao temporal dos coeficientes de Newman-Penrose, 1y — 14
(3.37). Todos evoluem para zero assintoticamente (11 e 13 ja sdo identicamente nulos), e o
tensor de Weyl assintoticamente se anula. A evolucao dos componentes nao identicamente
nulos do tensor de Ricci projetado na base nula (3.35) sdo mostrados na figura 4.9. Todos
evoluem assintoticamente para zero, exceto Ry, — —%A = —0,01 e Ry — %A = 0,01,
assim, o tensor de Ricci evolui para ser proporcional a métrica (espago de Einstein, equagao
3.36).

Esta condigao inicial evolui assintoticamente para de Sitter, uma vez que o tensor de
Weyl se anula e o tensor de Ricci se torna proporcional & métrica. Na figura 4.10 vemos a
evolucao dos vinculos Fyy e Ey. Os vinculos sem mantém nulos dentro de uma precisao

menor que 107, o que atesta a confiabilidade do célculo numérico.
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Figura 4.8: Evolucao numérica das partes reais e imaginarias dos coeficientes de Newman-
Penrose (3.37).
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Figura 4.9: Evolucao numérica dos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na base
nula (3.35). O tensor de Ricci é assintoticamente proporcional ao tensor métrico (3.36).
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Figura 4.10: Evolucao numérica dos vinculos Fy4 e Fy41, que devem ser nulos. A evolucao
numérica foi feita até o tempo proprio 200.

Minkowski Assintotico

Vamos agora escolher uma condi¢ao inicial proxima da solucao exata de Minkowski (3.59).
Fazemos A =0,1, a = 1.000,0, = —=5,0, A=10,0,C; =0,3, Cy =2,0e t; =0,0, e 0s

termos nao nulos para a condi¢ao inicial sao:

a1 (t;) = 0,3000000000;
as(t;) = 0,5985000000;
as(t;) = 0,6004000000;
ay(t;) = 0,1000000000;
as(t;) = 0,2000000000;
az(t;) = 0,2000000000;
2 ay(t;) = 0,0245037249;
£ a5(t;) = 0,0982173813.

O componente ay(t), escolhido inicialmente nulo, rapidamente se afasta de zero, e a meé-
trica se torna nao-diagonal.

Vemos na figura 4.11 que todos os coeficientes de Newman-Penrose convergem assinto-
ticamente para zero (1 e 13 sao identificamente nulos). A evolucao dos componentes nao
nulos do tensor de Ricci projetado na base nula segue assintoticamente para zero (figura
4.12). Os vinculos sdo mostrados na figura 4.13, e permanecem dentro de uma precisao
numérica de 107, Uma vez que os todos os coeficientes ¢ — 0, também o tensor de Weyl

% — 0; e como o tensor de Ricci Ry, — 0, o tensor de Riemann R, ; — 0. Ou seja,
esta solucao é entendida como aproximando-se de um espaco de Riemann assintoticamente

plano.
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Figura 4.11: Evolucao numérica das partes reais e imaginarias dos coeficientes de
Newman-Penrose (3.37).
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Figura 4.12: Evolucao numérica dos termos nao nulos do tensor de Ricci projetado na
base nula (3.35).
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Figura 4.13: Evolucao numérica dos vinculos Fy4 e Fy41, que devem ser nulos. A evolucao
numérica foi feita até o tempo proprio 200.

Singularidade

Usando exatamente o mesmos parametros anteriores (A = 0,1, o = 1.000,0, 5 = —5,0,
A=0,0,C1=0,3,Cy =2,0et; =0,0), vamos escolher uma condigao inicial ligeiramente
distante de (3.59):

ay(t;) = 0, 3000000000;
as(t;) = 0,8000000000;
as(t;) = 0,6004000000;
ay(t;) = 0,1000000000;
as(t;) = 0,2000000000;
as(t;) = 0,2000000000;

3
£ ay(t;) = —503, 3121850000;

L ay(t;) = —2013, 1185900000.
Novamente, a métrica ndo permanece diagonal, uma vez que ay(t), inicialmente escolhido
nulo, rapidamente evolui para longe de zero. A condigao inicial rapidamente evolui para
a singularidade caracterizada pelo crescimento dos escalares R Ry, e R R (figura
4.14a). Os vinculos inicialmente proximos de zero com muitas casas decimais, mostrando
que o calculo é preciso, aumentam rapidamente com a aproximacao da singularidade

(figura 4.14b), conforme esperado.
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Figura 4.14: a) Evolucao numérica dos escalares R®R., e RYIR 1ea- b) Evolu¢ao numé-
rica dos vinculos Eyy e Ey;.

4.2.3 Discussao Geral sobre Casos Anisotréopicos

Nesta secao discutimos a evolucao de diferentes condicoes iniciais do sistema de equacoes
de campo (3.27) para Bianchi I e VII,, utilizando a métrica geral (3.25), no contexto da
teoria quadratica.

Condicoes iniciais proximas da solucao exata de de Sitter evoluiram assintoticamente
para a mesma. Essa evolucao foi caracterizada pela nulidade assintética do tensor de
Weyl e pela evolugao assintdtica dos componentes do tensor de Ricci projetados na base
nula: Ry, — —%A e Ry — %A. Tal evolucao dos tensores de Ricci projetados mostra
que o tensor de Ricci é proporcional & métrica (conforme explica¢do proxima da equagao
3.36), o que é caracteristico dos espacos de Einsten (ver equacao 3.13), como de Sitter. O
tensor de Ricci representa a real equacao dinamica para espacos de Einstein.

Condicoes iniciais proximas da solucao exata do espaco de Minkowski aproximaram-se
assintoticamente de Minkowski. Tal evolucao foi caracterizada pela nulidade assintotica
do tensor de Weyl e dos componentes do tensor de Ricci, o que, devido a equagao (3.38),
implica que também o tensor de Riemann se anula.

Uma vez que existem condigoes iniciais proximas de de Sitter e Minkowski que se

aproximam assintoticamente de tais solucoes, podemos conjecturar que ha uma bacia de
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atracao para essas solugoes e que, no sentido assintotico analisado, Bianchi I e VII, devem
ser estruturalmente estaveis no contexto da gravidade quadratica discutida.

No entanto, solucoes do tipo singularidade foram encontradas, o que indica forte-
mente que a estabilidade da teoria deve valer num limite de condigoes. Neste sentido, é
importante mencionar que as solucoes de de Sitter e Minkowski sao casos particulares de
solugoes de (3.27), que admitem solugoes mais gerais, como as singularidades encontradas,

por exemplo.

4.3 Casos Isotropicos

Nesta se¢ao vamos apresentar as solu¢oes numéricas das equagoes de campo (3.52), (3.55)
e (3.61), mostradas, respectivamente, nas se¢oes (3.6.1), (3.6.2) e (3.6.3) para os casos

isotropicos plano, hiperbolico e esférico.

4.3.1 Caso Plano
De Sitter Assintotico

Para o estudo do caso isotropico plano (se¢ao 3.6.1), vamos considerar a seguinte condigao
inicial nao nula, proxima a solugiao exata de de Sitter (3.54), consistente com o vinculo
E.=0:
6=0,1;A=1,0,C=1,0;t; =1,0;t, = 0, 0;

a(t;) = 1,604180588505023985491;

a(t;) = 0,661109881901699614204;

a(t;) = 0,250696764750837353120;

%a(ti) =0, 102346525634350579703.

Os graficos da evolugao temporal do sistema (3.52) sao mostrados na figura 4.15:
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Figura 4.15: Evolugao temporal do componente espacial (R') e temporal (R%) do tensor
de Ricci, do escalar de Ricci (R) e do vinculo (F4) para o caso isotropico plano com
A=1,0.

Podemos verificar que os componentes espacial (R') e temporal (R%) do tensor de
Ricci rapidamente atingem o valor %A = 0,5. O escalar de Ricci R evolui rapidamente
para 2A = 2,0. O vinculo Ey = 0 é preservado com precisao 107 durante toda a
evolucao, o que atesta a confiabilidade do calculo. Ou seja, a solucao converge muito
rapidamente para a solucao de de Sitter.

A escolha de valores menores para a constante cosmologica A produz convergéncia
mais lenta e oscilatoria (maior frequéncia) para de Sitter. Isto ocorre porque menores
valores de A produzem maiores valores de w em (3.66). Vamos escolher a condi¢ao inicial

abaixo, proxima a solugao exata (3.54):
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6=0,1;A=0,1;C=1,0;t; =1,0;t5 = 0, 0;
a(t;) = 1,237803267241959215283;
a(t;) = 0,918469073122095136519;
a(t;) = 0,018963387787365990067;
%a(ti) = 0,002448162836271386162.
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Figura 4.16: Evolugdo temporal do componente espacial (R%) e temporal (R%) do tensor
de Ricci, do escalar de Ricci (R) e do vinculo (Ey) para o caso isotropico plano com
A=0,1.

Os componentes do tensor de Ricci na solugdo mostrada na figura 4.16 evoluem para
%A = 0,05 e o escalar de Ricci para 2A = 0,2 por um padrao oscilatéorio de maior
frequéncia do que aquele apresentado quando A tinha um valor maior. O vinculo Eyy é

preservado com precisao de 10716,
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Minkowski Assintotico

Escolhendo uma condi¢ao inicial proxima a solucao exata de Minkowski (3.54 com A = 0),

6=1,0,A=0,0,C=1,0;t; =0,0;tg = 0, 0;
a(t;) = 1,010000000000000000000;
a(t;) = 0,238059282999470989139,

temos que os componentes espacial (R') e temporal (R%) do tensor de Ricci evoluem para
zero, assim como o escalar de Ricei R (figura 4.17). Uma vez que o tensor de Ricci vai
para zero, e o tensor de Weyl é zero, vem de (3.38) que o tensor de Riemann deve ser zero.
Assim, esté solucao é entendida como aproximando-se assintoticamente de Minkowski. O
vinculo permanece zero dentro de uma precisdao de 107'7, atestando a confiabilidade do

calculo.
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Figura 4.17: Evolugao temporal do componente espacial (R') e temporal (R%) do tensor
de Ricci, do escalar de Ricci (R) e do vinculo (Ey4) para o caso isotropico plano proximo
a Minkowski. O calculo foi realizado até um tempo proprio muito maior que o mostrado

na figura.

4.3.2 Caso Hiperbdlico

De Sitter Assintotico

Uma escolha de condicao inicial proxima a solugao de de Sitter hiperboélica (3.57) converge

para o caso hiperbdlico (se¢io 3.6.2) pelos mesmos padroes observados para o caso plano.

Vamos considerar um caso com pequeno valor para a constante cosmologica:
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A=0,1;8=0,1;A=0,0001;¢t;, = 1,0;¢t, = 0, 0;
a(t;) = 0,200000277778009272200;

a(t;) = 0,137435233141675300361;

a(t;) = 0,000001666671296300154;
%a(ti) = (,000001666680555574846,

para o sistema de equagoes (3.55).
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Figura 4.18: Evolugao temporal do componente espacial (RY) e temporal (R%) do tensor
de Ricci para o caso isotropico hiperbolico com A = 0, 0001.

Os componentes do tensor de Ricci (R} e RY) convergem oscilatoriamente para %A =

0,00005 (figura 4.18). Calculando a frequéncia no grafico de RY temos ¢ = 0,2. A

frequéncia de oscilagao em primeira ordem é ;= = ﬁ\/% — 54.0,0001 = 0,2055658364...,

o que confere com o valor do grafico. Nao ha dependéncia da frequéncia de oscilacao com

o valor do parametro A, uma vez que o mesmo nao aparece no limite de convergéncia em

primeira ordem (3.66).
Minkowski Assintético
Escolhendo uma condicao inicial proxima a solugao exata de Minkowski (3.59),
A=1,06=1,0A=0,0;C; =Cy=0,0;t; = 0,0;
a(t;) = 1,100000000000000000000;

a(t;) = 1,100000000000000000000;
a(t;) = 0,435585760995645498994,

vemos na figura 4.19 que os componentes espacial (RY) e temporal (R%) do tensor de

Ricci evoluem para zero, assim como o escalar de Ricci R. Como o tensor de Ricci vai
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para zero, e o tensor de Weyl é zero, o tensor de Riemann também é zero (conforme
3.38). Assim, estd solugao é entendida como aproximando-se assintoticamente espago
plano de Riemann. O vinculo Ey = 0 se mantém com uma precisao de 10715, atestando

a confiabilidade do calculo.
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Figura 4.19: Evolugio temporal do componente espacial (R%) e temporal (R%) do tensor
de Ricci, do escalar d