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Resumo

Arvores de sufixos e arranjos de sufixos sdo indices bem conhecidos na literatura que organi-
zam a informacao combinatoria de palavras e que possuem uma vasta gama de aplicagdes nas
mais diversas dreas como processamento de palavras e andlise de sequéncias bioldgicas. A
principal desvantagem destes indices € a demanda excessiva de espaco na pratica para entradas
grandes. Recentemente, varios trabalhos vem explorando uma estrutura denominada arvore
de sufixos comprimida, que oferece a mesma funcionalidade de uma arvore sufixos conven-
cional e € baseada em arranjos de sufixos comprimidos, informa¢ao de maior prefixo comum e
operacodes de navegacao na arvore.

Neste trabalho uma implementagdo de uma arvore de sufixos comprimida baseada em con-
sultas de range-minimum-query e next/previous smaller queries é apresentada. A implementagao
possui uma baixa memoria de pico, requerendo pouco mais de espaco durante a sua constru¢ao
em relacdo ao espaco de representacao final da estrutura.

Experimentos mostram que este indice € util para diversas aplicacdes visto que € possivel
efetuar operagdes complexas como travessia de links de sufixos e consultas de ancestral co-
mum mais baixo até quando a quantidade disponivel de memoria € baixa, ja que a estrutura
comprimida cabe em memoria principal mesmo em computadores mais modestos.

Palavras-chave: arvores de sufixos comprimidas, arranjos de sufixos comprimidos, processa-
mento de palavras.



Abstract

Suffix trees and suffix arrays are well known indices which organize the combinatorial informa-
tion of strings and which have a large amount of applications in areas such as string processing
and molecular sequence analysis. The main drawback of these indices is that they demand a lot
amount of space for large inputs. Recently, several works have been exploring a data structure
called compressed suffix tree, which offers the same functionality of the suffix tree and is based
on compressed suffix array, compressed longest common prefix information and navigational
operations.

In this work, the implementation of a compressed suffix tree based on range-minimum-
queries and next/previous smaller values queries is presented. The implementation has a low
peak memory usage, requiring roughly more than the space needed to represent the index during
the construction.

Experiments show that this index is useful for many applications since one can execute
complex operations like suffix link traversals and longest common ancestor queries being of
great interest when the amount of available memory is low, because the structure fits in main
memory of ordinary computers.

Keywords: compressed suffix trees, compressed suffix arrays, String Processing.
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Capitulo 1

Introducao

Textos digitais, que podem ser vistos como sequéncias de simbolos sobre um mesmo alfabeto,
sdo considerados algumas das formas mais elementares de representagdo de informacgdo. Eles
podem representar cédigo fonte, sequéncias proteicas e seus metadados, arquivos de musica,
entre outros mais diversos tipos de informagéo, conforme ilustrado pelas Figuras [I.T} [[.2]e[1.3]

Figura 1.1: Arquivo mp3.

DR
DR
DR

DR
DR
DR
PE

FT
FT

S0

int d21(frame_t* frame){

3a ud vh,vi;

20 s8 1;

54 u4 resl,resh;

72 us d = ZEROD;

‘o double db;

== vh = popOperand(frame);
00 vl = popOperand(frame);
4D d |= vh;

22 d <<= 32;

50 d |=vl;

05 memmove (&db, &d, sizeof (u8));
4p if(db > INTE4 MAX){

3n 1 = INT64 MAX;

oo i

o else if(db < INT64 MIN){
o = INT64 MIN;

41 } -

59 else{

00 1 = (s8)db;

00 }

0o resl = 1 & L32;

00 1 >>= 32;

00 resh = (1 & L32);

00 pushOperand(frame, resl);
00 pushOperand(frame, resh);

return(e);

Figura 1.2: Programa em C.

HAMAP; MF ©1330; Ycf2; 1; -

InterPro; IPRO@3593; ATPase AAA+ core.

InterPro; IPRO®3959; ATPase_AAA core.

InterPro; IPROO8543; Uncharacterised Ycf2.

pfam; PFOBO04; AAA; 1.

pfam; PF@5695; DUF825; 2.

SMART; SMEO382; AAA; 1.

3: Inferred from homology;

ATP-binding; Chloroplast; Nucleotide-binding; Plastid.

CHAIN 1 2280 Protein ycf2.
/FTId=PRO_06668242530.

NP_BIND 1634 1641 ATP (Potential).

SEQUENCE 2280 AA; 268260 MW; 41048E53F6FAB295 CRC64;

MKGHQFKSWI FELREILREI KNSHHFLDSW TQFNSVGSFI HIFFHQERFI
LLSRNSQGST SMRYFTIKGV VLFVVAVLLY RINNRNMVER KNLYLTGLLP
DTLEESFGSS NINRLIVSLL YLPKGKKISE SCFLDPKEST WVLPITKKCI
WRNWIGKKRD SSCKISNETV AGIEISFKEK DIKYLEFLFV YYMDDPICKD
PSKRRNIINL NSROLFEILV KDWICYLMFA FREKIPIEVE GFFKQQGAGS
SHLFSRKKWA TSLQNCAQFH MWQFRQDLFV SWGKNPPESD FLRNISRENW
KDRFFSKVRN VSSNIQYDST RSSFVQVTDS SQLKGSSDQS RDHFDSISNE
RETQQLKERS ILWDPSFLQT ERTELESDRF SKCLSGYSRL FTEREKEMKN
LGNPTRSILS FFSDRWSELH LGSNPTERST RDOKLLKKEQ DVSFVPSRRS
IITYLONTVS IHPISSDPGC DMVPKDELDM HSSHKISFLM KNTFFDLFHL

Figura 1.3: Sequéncia proteica.

Pela sua versatilidade de representacao de informacao, a quantidade de textos vem crescendo

em uma taxa exponencial, de

acordo com Navarro e Mikinen [NMO7]. Dada a grande im-



portancia dos textos, métodos de Processamento de Palavras sdo necessarios para manipular,
inferir e trabalhar com esse modelo de representacdo de informacao.

1.1 Processamento de palavras

Processamento de palavras é uma area que possui uma vasta gama de aplicacOes em diversas
outras areas, como Biologia Computacional, Processamento de Sinais Digitais e Recuperagdo
de Informacao.

1.1.1 Recuperacao de Informacao

De acordo com Manning et al., a drea de Recuperacdo de Informagdo consiste em encontrar
material (tipicamente documentos) de natureza nao estruturada (geralmente textos) que satisfaz
uma necessidade de informagdo dentre uma larga colecdo de materiais (geralmente armazenada
em computadores).

Atualmente, as colecdes de materiais sdo extremamente extensas, como por exemplo a Web,
e portanto mecanismos eficientes para Recuperagao de Informagdo sdo necessarios para que os
documentos procurados possam ser encontrados de maneira eficiente.

O casamento de padrdes € um desses mecanismos € consiste em verificar se um determinado
padrdo ocorre no texto em questdo e, caso exista, reportar as suas ocorréncias. Alguns dos tipos
de casamento de padrdes sdo o exato, o inexato e o de expressdes regulares.

Casamento exato de padroes

O casamento exato de padrdes tem como objetivo localizar ocorréncias exatas de um determi-
nado padrao em um texto, isto €, uma ocorréncia do padrao no texto € valida se e somente se
todos os simbolos do padrdao casarem com a os simbolos do texto sem permitir erros.

Técnicas de casamento exato de padrdes sdo bem conhecidas na literatura, conforme visto
em [KMJP77], [BM77]] e [CRO3].

A figura[l.4 nos mostra a ferramenta grep para casamento exato do padrdo P = religion.



daniel@danielNote: ~funb/algoritmos/mestrado/codigos/textosfenglish
tenderness of manner, "did your parents ever talk to you of "
him, but as one who denied all his gifts, in the way of , it would
. It's her fixed idee, I know, that the good warriors do
and colour I feel bound to believe them. They say an
without seeing, and a man should always act up to his and
wickednesses, and that is the essence of the white man's . I can't
and, though Injin weddin's have no priests and not much , @ white man
impression on him. In all that relates to , his was one of these
; and if they can get their tempers up on such a subject,
. They have their gifts, and their , it's true;
and color. I'll stand by you, old man, in the ark
er. That's reason, and I believe it to be good o
to say that one bad turn deserves another?"
of b
all his gifts, in the way of , it would have come hard to
maiden is inclined to talk . It's her fixed idee, I know,
my and colour I feel bound to believe them. They say an
act up to his and principles, let them be what they may."”
of the white man's . I can't stop to talk this matter over
, a white man who knows his gifts and duties can't profit
impression on him. 1In all that relates to , his was one
5 and if they can get their tempers up on such a subject,
. They have their gifts, and their , it's true;
and color. I'll stand by you, old man, in the ark
. That's reason, and I believe it to be good L
to say that one bad turn deserves another?”
of 2"
all his gifts, in the way of , it would have come hard to
maiden is inclined to talk . It's her fixed idee, I know,
and colour I feel bound to believe them. They say an
and principles, let them be what they may."
. I can't stop to talk this matter over
, a white man who knows his gifts and duties can't profit
impression on him. 1In all that relates to , his was one
; for did I not know that my little Ermentrude, and thou,
and

s.
on the color of a vestment, or sighs out its divine soul over an
mental constitution, alien in race, temperament, and , having
Making their color

Those whose temperaments and s show them all things so plainly
Temperaments and s show them all things so plainly,

There is so deep that no man knows what it means. There is

so shallow, you may have it by turning a handle. We have
Every man knows that he understands and politics
Every man knows that he understands and politics
Consolations of
[Arabs and bring a new which all should embrace and which
daniel@danielNote:~/unb/algoritmos/mestrado/codiges/textos/english$ grep "religioen"” english.SOMBl

Figura 1.4: Ferramenta Grep efetuando casamento exato do padrao religion.

Casamento aproximado de padroes

Muitas vezes o casamento exato de padrdes ndo € suficiente para que os materiais que contém a
informacao requisitada sejam recuperados, visto que cada vez mais as cole¢des tém se tornado
mais heterogéneas e suscetiveis a inser¢do de erros.

O casamento aproximado (ou inexato) assemelha-se ao o casamento exato de padrdes, no
entanto, o primeiro permite erros, ou seja, operacdes como insercao e delecdo sdo permitidas
para que o padrdo case com o texto. Frequentemente ndo-casamentos de simbolos sdo permiti-
dos também.

Um exemplo de casamento aproximado entre o texto 7' = acagt e o padrio P = agc
€ ilustrado pela Figura O simbolo “-” representa a operacdo de insercdo, simbolos em
vermelho correspondem a ndo-casamentos e simbolos azuis correspondem ao casamento sem
erros.

a ¢c a gt
a - - g ¢

Figura 1.5: Casamento aproximado do padrdao P = agc contra o texto 1" = acagt.

Casamento de expressoes regulares

As expressoes regulares sao um formalismo capaz de expressar todas as palavras de uma de-
terminada linguagem formal (um conjunto de palavras) de maneira simples e sucinta, fatores
muito desejaveis pela Recuperagdo de Informacao.

Alguns exemplos de expressao regular e seus conjuntos associados seguem abaixo:



669

e aa*ca: o conjunto de todas as palavras que comecam com o simbolo “a”, possuem zero

(IS

ou mais simbolos “a” e terminam com “‘ca’.

e (aalac)ta*g: o conjunto de todas as palavras que comegam com “aa” ou com “ac” e sdo

[IP4] cC 9

seguidas de “t”, zero ou mais simbolos “a” e terminam com “g”.

€9

e ab*: o0 conjunto de todas as palavras que comegam com uma ou mais ocorréncias de “a
e sdo seguidas por zero ou mais ocorréncias de “b”.

O trabalho de Thompson propde um algoritmo para casamento de expressdes regulares
[Tho68]].

1.1.2 Biologia Computacional

A estrutura primdria de uma molécula de acido desoxirribonucleico (ADN) pode ser encarada
como um texto sobre o alfabeto quaternario {a,c,g,t}. Proteinas podem ser representadas
analogamente com um alfabeto de 20 simbolos.

A partir destas premissas € notdvel que o processamento de palavras tenha um papel essen-
cial para gerar resultados biologicamente significantes, conforme ilustrado em [Gus97] e [J. 97].

A presenca de métodos computacionais € extremamente relevante para tratar problemas
bioldgicos dada a gigantesca producdo de dados das tecnologias de sequenciamento de alto
desempenho. Técnicas que tratam erros sdo essenciais devido aos problemas inerentes as tec-
nologias de sequenciamento.

Mapeamento de fragmentos

Os dados produzidos pelos sequenciadores de alto desempenho representam fragmentos de
ADN (reads) que muitas vezes necessitam ser mapeadas em um genoma de referéncia para
uma andlise gendmica (ou transcritdmica) mais acurada. O mapeamento € ilustrado pela Figura
1.6

Genoma de referéncia

reads

Figura 1.6: Mapeamento de fragmentos em um genoma de referéncia.

Diversas implementacdes de mapeadores de fragmentos estdo disponiveis, como o Bowtie
[CTPS09], BWA [LD09] e o Segemehl [HOK™09].

Montagem de fragmentos

Quando um genoma ainda ndo conhecido deve ser obtido, sdo utilizados procedimentos de
montagem. Tais procedimentos consistem em detectar sobreposi¢des entre os fragmentos pro-

4



duzidos pelo sequenciador para concatenar esses fragmentos de modo a construir o genoma de
interesse, como ilustrado pela Figura

reads

Montagem

Genoma

Figura 1.7: Montagem de fragmentos.

Alinhamento de sequéncias biologicas

Para determinar a similaridade de sequéncias recorre-se a solu¢ao do problema de alinhamento,
que procura alinhar as sequéncias bioldgicas considerando casamentos, inser¢des, delecoes e
nao-casamentos de modo a alcangar uma pontuacao maxima, que quantifica a similaridade entre
as sequéncias. Frequentemente casamentos estdo associados com uma pontuagdo positiva e
erros com uma pontuacao negativa.

Um alinhamento de sequéncias com uma alta pontuagdo pode indicar que os genes asso-
ciados as sequéncias tem uma fun¢do parecida. Consequentemente, alinhamentos multiplos
podem ser Uuteis para construcdo de uma arvore filogenética, que expressa a distancia evolutiva
entre diferentes organismos. Um exemplo de alinhamento multiplo de sequéncias proteicas €
ilustrado pela Figura(l.8

*

q *
--MPREDRATWKSNYFLKIIQLLDDYPKCFIVGADNVG

IQIRMS LRGK - AVY LMGKI MRRKATRG. N--PAL 16

QbE240 BOVIN --- K|
RLAO_HUMAN --- --MPREDRATWKSN YFLKIIQLLDD¥PKCFIVGADNVGS[K| QTRMS LRGK - AV Y LMGK MRKAIRG N--PAL 76
RLAO MOUSE - MPREDRATWKSN YFLKIIQLLDD¥PKCFIVGADN VG S[K! QTRMS LRGK - AVY LMGK MRKATRG! N--PAL 76
RLAO_RAT - --MPREDRATWKSN YFLKIIQLLDD¥PKCFIVGADN VG S|K| QTRMS LRGK - AVY LMGK MREATIRG N--PAL 76
RLAO_CHICK - --MPREDRATWKSN YFMKIIQLLDD¥PKCFY¥ YGADN VG S[K| QTRMS LRGK - AV Y LMGK MRKAIRG N--PAL 76
RLAO RANSY - MPREDRATWKSN YFLKIIQLLDD¥PKCFIVGADN VG S[K! QTRMS LRGK - AVY LMGK MRKATRG! N--SAL 76
Q7ZUG3_BRARE MPREDRATWKSN YFLKIIQLLDD¥PKCFIVGADN VG S[K| T TRL.S LRGK - AVY LMGK MREATIRG N--BAL 76
RLAO_ICTPU MPREDRATWKSN YFLKIIQLLND¥PKCFIVGADNVGS[K| T TRL.S LRGK - ALV LMGK MRKAIRG N--PAL 76
RLAO DROME - MYRENKAAWKAQYFIKVVELFDEFPKCFIVGADNVGSK] IRTSLRGL-AVYLMGK MRRKATRG. N--PQL| 16
RLAO_DICDI - --MSGAG-SKRKKLFIEKATKLFTT ¥DKMIV AEADFVGS|S K TRKS TRGI-GAV LMGKKIMIRKY IRDLADSK--PELD 75
0Q54LP0_DICDI - --MSGAG-SKRENVFIEKATKLFTT ¥DKMIV AEADFVGS|S K TRKS TRGI-GAV LMGKKIMIRKY IRDLADSK--PELD 75
RLAO PLAFB ----------- MAKLSKQQOKKOMYIEKLSSLIQQOYSKILIVHYDNVGSN| RSVRKSLRGK—BIILMGK IRTBLKK“LIRV——PQI 16
RLAO_SULAC MIGLAVTTTKEKIAKWKVYDEVAELT BKLKTHKT ITIANIEGFP ADKLHE IRKKLRGK - ABDIKY LFNIALKNAG = 79
RLAO SULTO MRIMAVITQERKIAKWKIEEYKELEQKLRE¥HT ITTANIEGFPADKLHD IRKKMRGM - AE TK¥| FGIARKNAG 80
RLAO_SULSO ----MKRLALALKQRKYASWRLEEVKELTELIKNSNTILIGNLEGFPADKLHE IRKKLRGK-ATIRY FKIARKNAG 80
RLAO_RERPE MS¥VSLVGQMYKREKPIPEWKTLMLRELEELFSKHRVVLEADLTGEP FVVIRVRKKLWKKfl!MMvAKKRIILRAMKBAGLE ---LDDN 86
RLAO_ PYRAE —MMLRIGKRRYVRTRQIPRRKVKIVSERT LOK¥PYVFLFDLHGLS RILHEIRYRLRRY—GVIKIIKE FKIBFTKVIGG———IEB. 85
RLAO_METAC -MAEERHHT EHIPQWKKDE IENIKEL IQSHKVFGMVGIEGILATKMOK TRRDLKDY - AVLKY| -ETIP 78
RLAO METMA ——---- MAEERHHT EHIPQWKKDE IENIKEL IQS VFGMVRIIgILBTKI TIRRDLEDY - AVLKY| ESIP 78
RLAO_ ARCFU ------ MBBVRGS———PPE.KVRRVEEIKRMISSKPVVBIVSFRNVEBG IRREFRGK-AEIRY VK 15
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RLAO_PYRFU - --MAHYAEWKKKEVEELANLIKS¥PVVALVDYVSSMPAYPLSQMRRL IRENNGLLRY IELAIKKYAQE LGKPEL) 1
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Figura 1.8: Alinhamento de proteinas pelo software ClustalW [TGH™02]].



1.1.3 Processamento de Sinais Digitais

O Processamento de Palavras € de grande ajuda na area de Processamento de Sinais Digitais, de
acordo com Navarro e Mikinen [NMO7]. Como uma gigantesca quantidade de arquivos mul-
timidia tais como imagens, videos e sons encontram-se disponiveis com facilidade atualmente,
sd0 necessarios mecanismos de busca sobre tais arquivos, que podem ser vistos como um texto
sobre o alfabeto binario. Geralmente, estes arquivos passam por codificacdes com perda, neces-
sitando entdo de mecanismos capazes de atuar sobre erros inerentes ao processo de compressao.
Um destes mecanismos € o casamento aproximado de padrdes.

Para compactar o sinal original impedindo que qualquer tipo de informacgao seja perdida,
o Processamento de Palavras pode ser utilizado. Ao explorar propriedades do sinal como re-
dundéncia e frequéncias de certos padrdes, o sinal original pode ser representado em uma quan-
tidade menor de espago sem a perda de qualquer parte da informacado. Tal processo é chamado
de compressao sem perdas. Exemplos de mecanismos relacionados a compressdo sem perda
sdo a transformada Burrows-Wheeler a transformada Move-to-front € o Run-Length-Encoding,
descritas brevemente em seguida.

Transformada Burrows-Wheeler

A transformada Burrows-Wheeler reorganiza o texto original de modo que simbolos iguais
tendam a ficar em posicdes contiguas. A transformada € reversivel, isto €, € possivel recuperar
o texto original.

A transformada consiste em ordenar uma matriz conceitual, contendo os sufixos do texto,
e tomar como resultado a ultima coluna dessa matriz. A Figura mostra a transformada
Burrows-Wheeler sobre o texto 7' = alabar_a_la_alabarda$. A dltima coluna da matriz con-
ceitual representa o resultado da transformada, que é dada por BWT(T') = araadl_ll$_bbaar_
aaaa.

F L =Tbw
alabar_a_la_alabarda$ $ a
labar_a_la_alabarda$ _a_la_alabarda$ _ r
abar_a_la_alabarda$: _alabarda$ _ a
bar_a_la_alabarda$: _la_alabarda$: | a
ar_a_la_alabarda$: a$ El d
r_a_la_alabarda$: a_alabarda$: El |
_a_la_alabarda$: a_la_alabarda$ a =
a_la_alabarda$: abar_a_la_alabarda$: a |
_la_alabarda$ abarda$ a |
la_alabarda$: sort alabar_a_la_alabarda$ a $
a_alabarda$ ——| alabarda$ = |a L= M
_alabarda$: ar_a_la_alabarda$: a b
alabarda$ arda$: a b
labarda$ bar_a_la_alabarda$: b a
abarda$ barda$ b a
barda$ da$ d r
arda$: la_alabarda$ | N
rda$. labar_a_la_alabarda$ | a
da$ labarda$ I a
a$ r_a_la_alabarda$: r a
$ rda$ r a

Figura 1.9: Transformada Burrows-Wheeler [NMO7]].

E importante ressaltar que a transformada Burrows-Wheeler apenas organiza a informacao,
ndo a comprime. No entanto, como os simbolos tendem a estar agrupados, ¢ comum usar a



transformada Move-to-front, seguida do Run-Lenght encoding, para comprimir a informagao,como
segue.

Transformada Move-to-front

A transformada Move-to-front consiste em trocar um simbolo pela sua posicdo numa pilha
de simbolos recentemente usados. Desta forma, cada vez que um simbolo ¢é lido da entrada,
a transformada fornece como saida a posi¢do desse simbolo na pilha e coloca o este mesmo
simbolo no topo da pilha (o topo da pilha representa a posi¢ao 0). Inicialmente a pilha contém
os simbolos em ordem lexicogréfica.

Para ilustrar a transformada tome > = {a,b...,z} e W = mississippi. A aplica¢do da
transformada nos dé a saida (12,9, 18,0,1, 1,0, 1, 16,0, 1) , conforme ilustrado pela Tabela

Tabela 1.1: Transformada move-to-front passo a passo.

Simbolo a ser codificado Pilha Saida
m abcde f ghijklmnopgrstuvwzyz | 12
7 mabcde f ghijklnopgrstuvwryz 9
S 1mabcde f ghjklnopgrstuvwxyz | 18
s stmabcde f ghjklnopgrtuvwxyz 0
7 stmabcde f ghjklnopgrtuvwzyz 1
S ismabcde f ghjklnopgrtuvwxyz 1
S stmabcde f ghjklnopgrtuvwxyz 0
1 stmabcde f ghjklnopgrtuvwzyz 1
D 1smabcde f ghjklnopgrtuvwzyz | 16
D pismabcede f ghjklnogrtuvwryz 0
7 pismabcde f ghjklnogrtuvwzyz 1

O método € reversivel e o processo de decodificacdo € andlogo ao de codificacdo, a pilha
contém os simbolos em ordem lexicografica, e para a entrada ¢, recuperamos a saida que corre-
sponde ao i-ésimo simbolo na pilha.

Run-length encoding

O run-length encoding consiste em codificar agrupamentos do mesmo simbolo de maneira mais
compacta. Tomando como exemplos o texto 7' = gaaaa bbbb abab, poderiamos representar
———

5 1
como 7" = 5a4babab.

Existem diversas variagdes dessa técnica, mas a esséncia continua sendo comprimir a informagao
redundante a partir dos agrupamentos de simbolos iguais.

Tomando como exemplo o trabalho de Ferragina e Manzini [FMOS], a estrutura descrita
pelos autores usava a transformada Burrows-Wheeler, para agrupar simbolos iguais, seguida
da aplicacdo da transformada move-to-front para transformar esses agrupamentos de simbolos
iguais em blocos de zeros para que o run-length encoding fosse aplicado a fim de compactar
esses blocos.



1.2 Estruturas de Dados

Diversas estruturas de dados, também denominadas de indices, sao uteis em Processamento de
Palavras. Tais estruturas de dados procuram organizar a informacao de tal forma que consultas
sobre o texto original sejam feitas de maneira eficiente. Duas estruturas importantes sao as
arvores de sufixos e os arranjos de sufixos.

A drvore de sufixos € uma estrutura em forma de arvore de modo que representa a informagao
de todos os sufixos de maneira compacta, utilizando apenas O(n) palavras de memoéria. Em
comparagdo, uma trie leva no pior caso gasta O(n?) para a representagio dos sufixos.

Esta estrutura é extremamente flexivel, podendo ser utilizada em uma diversa gama de
aplicacdes, como visto em [Gus97].

Apesar de ser versitil, a arvore de sufixos consome muito espaco na pratica. Tomando
como exemplo o genoma humano, que possui ~ 3 - 10? simbolos, a drvore de sufixos possui um
fator de 15x de espago em relacdo ao tamanho do genoma segundo a melhor implementagao
conhecida [Kur99]. Isto significa que, a estrutura requer 45G'B de memdria para a indexagao
do genoma humano.

Como alternativa mais econdmica das arvores de sufixos, os arranjos de sufixos foram pro-
postos por Udi Manber e Gene Myers [MM90]].

Os arranjos de sufixos representam arranjos de inteiros contendo a posi¢do de cada sufixo
do texto em ordem lexicogréfica.

Em relacdo a arvore de sufixos, o arranjo de sufixos mostra-se uma alternativa mais econdmica.
Na pratica, o fator envolvido de espaco € de 4 x sobre o tamanho da entrada, muito menor que
o fator demandado pelas drvores de sufixos. No entanto, para criar a estrutura para o genoma
humano, seria necessdrio pelo menos 12G B de memdria para armazenamento do arranjo de
sufixos, 0 que representa bastante espaco para maquinas mais modestas.

Conclui-se entdo que, mesmo com estruturas bem conhecidas, o consumo de espaco é ex-
cessivo na prética, inviabilizando o seu uso quando ha pouca memoria disponivel.

Estas estruturas de dados serdo abordadas detalhadamente no Capitulo

1.3 Motivacao

Como visto anteriormente, existem indices eficientes para processamento de palavras, como as
arvores de sufixos e os arranjos de sufixos.

As arvores de sufixos, embora estruturas extremamente flexiveis que podem ser usadas em
uma vasta gama de aplicacdes, possuem uma deficiéncia quanto ao uso de espaco. Em fatores
préticos, a constante envolvida chega a um fator de 15 x sobre o tamanho da entrada. Logo, seu
uso para entradas grandes, € invidvel.

Arranjos de sufixos surgiram como uma alternativa espaco-econdmica para arvores de su-
fixos. Em termos praticos, a constante envolvida € de apenas 4x sobre o tamanho da en-
trada, uma reducgdo substancial em relagdo as arvores de sufixos, mas que ainda demanda uma
quantia razoavelmente grande de memoria para entradas de dimensdes gigantescas, como a
representacdo da estrutura primdria do genoma humano.

Estruturas bem conhecidas como as descritas acima nio sdo vidveis para entradas grandes.
Consequentemente, o uso de espago precisa ser amenizado com a adogao de estruturas de dados
comprimidas, que se baseiam em propriedades especificas de estruturas de dados comuns para
alcancar a compressibilidade desejada.



Exemplos de estruturas de dados que utilizam a compressao sao os arranjos de sufixos com-
primidos, o indice-FM [EMOJS)], uma variacdo da primeira estrutura, e as arvores de sufixos
comprimidas, foco deste trabalho.

1.4 Objetivos

Os objetivos deste trabalho sao:

e Implementar um indice espaco-eficiente baseado em arvores de sufixos comprimidas.

e Implementar consultas nao triviais sobre a arvore de sufixos comprimida, como consultas
de ancestral comum mais baixo e travessia de links de sufixo.

e Codificar o indice elaborado em uma linguagem de programacgdo que permita um alto
desempenho.

e Validar o indice e compard-lo com outros indices existentes na literatura levando em
consideragcdo recursos como espago e tempo.

1.5 Metodologia

Para alcancar os objetivos, realizou-se uma extensa revisao bibliografica sobre os indices com-
primidos encontrados na literatura para que uma implementacgao satisfatéria fosse realizada.

A 1mplementacdo, por sua vez, foi baseada no paradigma de orientacdo a objetos com a
linguagem C++. A linguagem foi escolhida por questoes de desempenho e flexibilidade.

A validacdo do indice foi observada ao comparar os resultados obtidos com implementacdes
cujas corre¢des ja haviam sido demonstradas. Uma implementacdo € a 1ibdivsufsort [MorO7],
que baseia-se em arranjos de sufixos ndo-comprimidos. A outra implementacdo utilizada,
baseia-se na drvore de sufixos comprimida do grupo SuDS da universidade de Helsinque [V. 13].

1.6 Contribuicao do trabalho

A principal contribui¢do do trabalho € uma implementacgdo de arvore de sufixos comprimida que
¢ espaco-eficiente e a0 mesmo tempo possui uma memoria de pico relativamente baixa, isto €,
durante a constru¢do da estrutura, € preciso um pouco mais de espaco do que o necessario para
representacdo final da propria estrutura.

A implementa¢cdo mostrou-se de grande valia pritica quando o ambiente dispde de pouca
memoria, além de ser competitiva em termos de espago em relacio a outro indice comprimido
presente na literatura e 2 uma implementa¢ao que nao apresentava compressao.

1.7 Organizacao do documento

Durante a escrita da dissertacao os capitulos foram dispostos em uma determinada ordem de
modo que refletisse o desenvolvimento do indice e do trabalho.



Referencial Tedrico: Traz conceitos importantes sobre as estruturas basicas: arvores, arranjos
de sufixos e arranjos de sufixos enriquecidos.

Indices Comprimidos: Aborda conceitos importantes de compressao e estruturas de dados
comprimidas em geral, como arranjos de sufixos comprimidos, indice-FM e arvores de
sufixos comprimidas.

Solucoes propostas: Descreve os algoritmos, métodos desenvolvidos neste trabalho.

Experimentos e comparacoes: Sao avaliados o tempo de constru¢do , o custo de operagdo
basica e o espaco consumido pela estrutura em relacdo a outras implementacoes.

Consideracoes finais: Discute brevemente os pontos principais do trabalho e indica linhas de
pesquisas futuras.
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Capitulo 2

Referencial teorico

Conforme visto anteriormente, a drea de Processamento de Palavras possui uma vasta gama
de aplicacdes com os mais variados tipos de problemas. Estruturas de dados eficientes sdo
necessdrias para que os métodos de processamento de palavras sejam vidveis na pratica. Tais
estruturas de dados sao comumente chamadas de indices. Elas retinem informagao sobre o texto
para que consultas sobre este sejam feitas de maneira eficiente quanto em tempo e espaco.

Antes de introduzir conceitos sobre os indices, sdo necessarias algumas no¢des importantes
para entendimento deste trabalho.

2.1 Definicoes e notacoes

Definicao 2.1 (Alfabeto)
Um alfabeto 3. é um conjunto finito de simbolos ¥ = {ap, a1, ...,0,_1} com 0 = |5|. Este
conjunto possui uma ordem total cvg < a; < ... < a,_1 chamada de ordem lexicogrdfica.

Definicao 2.2 (Palavra)

Uma palavra W sobre o alfabeto Y. é constituida somente por simbolos de .. O conjunto de
todas as palavras de comprimento finito sobre o alfabeto Y. é denotado por ¥*. Em especial
€ € X* é a palavra vazia.

Definicao 2.3 (Comprimento de palavra)
O comprimento de uma palavra W é denotado por |W | e corresponde a quantidade de simbolos
que compdem W. Em especial |e| = 0.

Notacao 2.1 (Simbolo individual)
O i-ésimo simbolo de uma palavra W,

W| =mn > 0 é representado por Wi], com 0 < i < n.

Notacao 2.2 (Frequéncia)
|W|. representa a frequéncia do simbolo ¢ na palavra W associada.

Definicao 2.4 (Subpalavra)
Uma subpalavra de W, representada por W [i, j| compreende todos os simbolos W [i|, Wi +
1],...,Wl[jl, com0 < i < j < |W]|. Caso contrdrio Wi, j| = e.

Notacao 2.3 (Sufixo)
Seja W uma palavra com |W| = n. O sufixo W i,n — 1] é denotado por W;.
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Notacao 2.4 (Concatenacio)
A concatenacdo de duas palavras R e S é denotada por RS.

Notacao 2.5 (Texto e padrdo)

Ao longo do documento, duas palavras em especial serdo referenciadas com frequéncia, T e P,
onde T representa um determinado texto e P um determinado padrdo. Por convengdo, |T| = n
e |P| = m. Além disso, o ultimo simbolo de T é $, um simbolo que marca o final do texto e
ocorre somente na posi¢dao T|n — 1]. Além disso, $ é lexicograficamente menor que todos os
outros simbolos.

2.2 Arvores de sufixos

A drvore de sufixos é um indice bastante conhecido na literatura. E uma estrutura de dados
que representa todos os sufixos de uma palavra em espago O(n log n) bits, ou O(n) palavras de
computador e podem ser construidas em tempo O(n).

Inicialmente, as arvores de sufixos foram propostas por Weiner em 1973 [Wei73]. Sua
construcdo levava tempo O(n) se 0 = O(1). Uma vez que o trabalho de 1973 ndo se mostrava
tao claro, o trabalho de McCreight em 1976 forneceu um outro algoritmo para a construcao desta
estrutura de modo a explicitar as propriedades combinatorias da estrutura de um modo menos
complexo [McC76]. Na década de 90, o trabalho de Ukkonen forneceu o primeiro algoritmo
online para construcdo de drvores de sufixos [Ukk93]]. Este algoritmo é altamente intuitivo e
de mais f4cil compreensao que os trabalhos anteriores. O trabalho de Farach em 1997 introduz
o primeiro algoritmo de construcao de arvores de sufixos que tem um tempo de construgao de
O(n) sem restri¢do sobre um alfabeto inteiro, isto é, ndo era necessério que o € O(1) [Far97].

Definiciio 2.5 (Arvore de sufixos)

Uma drvore de sufixos sobre T é uma drvore orientada com raiz com exatamente |T| = n
folhas. Cada no interno, excetuando a raiz, tem pelo menos dois filhos e cada aresta é rotulada
com uma subpalavra ndo vazia de T'. Cada aresta que parte de um né interno comeg¢a com
um simbolo diferente. A concatenagdo dos simbolos das arestas da raiz até a folha ) < i < n
soletra o sufixo T[i,n — 1].

A Defini¢éo[2.5/usa como base a nomenclatura adotada em [Gus97].

Nota 2.1 (N6s internos e prefixos)

Segue imediatamente da Definicdo que existe um no interno que é um ancestral comum de
k folhas da drvore, se, e somente se, essas k folhas compartilham um prefixo comum e maximal
que corresponde a subpalavra formada pela concatenacdo dos simbolos das arestas que saem
da raiz e vdo até o no interno. Se o prefixo comum ndo fosse maximal, seria possivel estendé-lo
ao caminhar pelas arestas, mas como cada no interno tem pelo menos 2 arestas que comegcam
com simbolo diferente isto é impossivel.

A Figura ilustra uma arvore de sufixos para o texto 7' = acaaacatat$. Para alcangar a
cota de O(nlogn) bits de espago, as subpalavras que rotulam as arestas sdo representadas por
inteiros (i, j) correspondendo a posi¢do de inicio da subpalavra e a posi¢do de fim, respecti-
vamente. Na mesma Figura, sdo colocados simbolos e sufixos em vez de inteiros por motivo
didatico.
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Figura 2.1: Arvore de sufixos para T' = acaaacatat$.

O problema de casamento exato de padrdes pode ser resolvido facilmente ao utilizar uma
arvore de sufixos. Basta construir a arvore para 7' e buscar P na arvore ao percorrer o caminho
que soletra P a partir da raiz. Caso um caminho da arvore tenha casado com o padrio, entao
todas as folhas abaixo desse caminho correspondem a posi¢des as quais o padrdo ocorre no
texto. Por exemplo, tomando a figura[2.T|e o padrdo P = aca, padrio casaria com os rétulos da
aresta até chegar no né interno que da origem as folhas rotuladas com 0 e 4. Portanto, o padrdao
P ocorre nas posi¢des 0 e 4 do texto.

Duas operacdes em arvores de sufixos sdo bastante comuns. A operacdo de atravessar um
link de sufixo (suffix link), e a operagdo de ancestral comum mais baixo (lowest common ances-
tor ou LCA).

Definicao 2.6 (Link de sufixos)

Seja um né u de uma drvore de sufixos cuja concatenagdo do rotulo das arestas da raiz até este
no soletre a palavra C. O link de sufixo pode ser visto como uma aresta que liga o né u a um
no v da seguinte maneira:

e Se C =€, 0nou é a propria raiz que possui um link de sufixo para si mesma.

e Caso u for uma folha rotulada com a posicdo i < n — 1, entdo v é a folha rotulada com
a posicdo i + 1. Se u for uma folha rotulada como © = n — 1, entdo u ndo possui link de
sufixo.

e Se C' = aB, entdo o né u é um no interno que ndo é a raiz e se liga ao né v de maneira
que a concatenagdo dos rotulos das arestas da raiz a v soletra a palavra B.

O teorema exposto em [McC76] garante a existéncia do nd v no terceiro item da Defini¢cao
A drvore com os links de sufixos para o texto 7' = acaaacatat$ é representada pela Figura
2.2)
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Figura 2.2: Arvore de sufixos para o texto 7' = acaaacatat$ e seus links de sufixos.

Definicao 2.7 (Ancestral comum mais baixo (LCA))
O ancestral comum mais baixo entre dois nés u e v em uma drvore de sufixos é unico e corre-
sponde ao ancestral de u e v mais distante da raiz.

Por exemplo, segundo a Defini¢do[2.7]e tomando como base a Figura[2.T] o ancestral comum
mais baixo das folhas rotuladas com 2 e 4 € o n6 interno que € alcancado a partir da raiz pela
aresta que soletra o simbolo a.

2.2.1 Aplicacoes

De acordo com Apostolico [Apo85] e Gusfield [Gus97], arvores de sufixos possuem uma vasta
gama de aplicagdes, dentre algumas delas estao:

e Casamento exato de padrdes.

e Maior subpalavra comum de duas palavras.
e Localizacdo de repeticdes maximais.

e [ocalizacdo de palindromos maximais.

e Casamento aproximado de padroes.

e Codificacdao Lempel-Ziv.

e Computacgdo das estatisticas de casamento.

e Construgdo de arranjos de sufixos.
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2.2.2 Pontos negativos

Apesar da alta versatilidade das arvores de sufixos, estas possuem alguns pontos negativos.

As arvores de sufixos possuem uma pobre localidade de referéncia, isto €, dados referenci-
ados na arvore (como nds, arestas, folhas, ...) podem estar em péaginas distintas de memdria
e portanto, muitas vezes as paginas necessarias nao se encontram em memoria cache, o que
atrapalha no desempenho, visto que estas paginas tem que ser carregadas para a memoria cache
devido ao cache miss, como visto em [[AKO02].

Outro ponto fraco € que o tempo de construcao e de consulta € pior, em termos praticos, se
comparado a outras estruturas de dados como os arranjos de sufixos. Principalmente devido ao
mal uso de cache, conforme visto em [MM90] e [AKOO2].

A rigidez da estrutura de dados quanto a atualizacdo também se mostra um ponto negativo.
Para atualizar uma arvore de sufixos ao inserir um novo simbolo no texto, leva-se tempo O(n)
no pior caso, assintoticamente o mesmo que o tempo de construcdo da estrutura [ARCO3]].

Além disso, o principal ponto negativo € que o espago gasto para representacdo da estrutura
¢ demasiado para entradas grandes. Por exemplo, segundo a implementacdo melhor espaco-
eficiente conhecida, a constru¢do da estrutura para o genoma humano, que contém ~ 3 - 10°
simbolos, consumiria 45G B de memdria principal, ou seja, existe um fator de 15 x associado a
estrutura, de acordo com Kurtz [Kur99]]. Consequentemente, o uso desse indice para entradas
grandes € invidvel. Estruturas mais espagco-econdmicas, como os arranjos de sufixos, sdo mais
apropriadas para a indexacdo de textos maiores. Para possiveis consultas mais complexas, como
a consulta de links de sufixo e de ancestral comum mais baixo, necessita-se de espaco extra para
que estas sejam realizadas em tempo eficiente [Gus97]].

2.3 Arranjos de sufixos

Os arranjos de sufixos inicialmente foram descritos por Udi Manber e Gene Myers em [MM90]
como uma alternativa mais econdmica em espago em relacdo as arvores de sufixos.

A ideia da estrutura é construir um arranjo contendo os sufixos de uma palavra de modo que
estes sufixos estejam ordenados lexicograficamente. Uma defini¢do mais formal desta estrutura
¢ apresentada a seguir.

Notacao 2.6 (Ordem lexicografica)
Denote por < a relagdo de ordem lexicogrdfica induzida sobre a ordem total que compreende
os stmbolos de Y, isto é, se uma palavra S é lexicograficamente menor que outra palavra R,
entdo S < R.
Similarmente, denotamos por S < R se S é lexicograficamente menor ou igual a R.
Analogamente, S <,, R denota que o prefixo de tamanho n de S ¢é lexicograficamente
menor ou igual ao prefixo de tamanho n de R. As relagbes =,, <, , >, e >,, sdo definidas
analogamente.

Definicao 2.8 (Arranjo de sufixos)

O arranjo de sufixos Ar[0,n — 1] de T' (denotado simplesmente por A quando o texto referen-

ciado for'l') é um arranjo de inteiros que representa posicoes de inicio de sufixos de modo que

esses sufixos estejam lexicograficamente ordenados. Ou seja, A[k| = i indica que o sufixo que

comega na posi¢do i do texto, ocupa a posi¢cdo k na ordenagdo lexicogrdfica dos sufixos.
Assim, TA[O} < T.A[l] < TA[Q] < ... < T.A[nfl}-
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A Figura exemplifica um arranjo de sufixos A para a palavra T' = acactag$. Con-
forme visto na definicdo: T = $ < Tap] = aaacatat$ < Tapg = aacatat < Tyup =
acaaacatat$ < Tay < ... < Tapo) = tat$.

Taf
$

aaacatat$
aacatat$
acaaacatat$
acatat$

at$

atat$
caaacatat$
catat$

t$

0| tat$

\lu:ow»acnoou;cwwgé

= O] 00| || O =W | = O] =

Figura 2.3: Arranjo de sufixos A para a palavra acaaacatat$ e os sufixos correspondentes,
indicados por 7 4.

Nota 2.2

Pela convengdo adotada, T 4jq) = $ para qualquer texto, uma vez que $ é menor que qualquer
outro simbolo do alfabeto Y. e ndo ocorre em outra posi¢dao de T, a ndo ser em T[n — 1].
Consequentemente, A[0] = n — 1.

Para ilustrar a utilidade desta estrutura de dados, tome o problema do casamento exato de
padrao, onde o objetivo € detectar as ocorréncias do padrdo P em um texto 7. Denote Lp e Rp
pelo seguinte:

Lp = min{k|P <, Tuw V k = n} 2.1)
Rp = max{k|Tap <m PVEk=—-1} (2.2)

De acordo com a definicdo de Lp e Rp, as ocorréncias de P em 1" estdo no intervalo
[Lp, Rp|, caso Lp < Rp. Caso contrdrio, P ndo ocorre em 7. Portanto, para responder
onde existem as ocorréncias de P em 7' basta achar tais indices Lp € Rp no arranjo de su-
fixos e reportar A[i] com Lp < ¢ < Rp. Reportar as ocorréncias dados Lp e Rp leva tempo
O(Rp — Lp +1).

Como a estrutura € ordenada lexicograficamente, a busca binaria pode ser efetuada para
encontrar esses indices, conforme ilustrado pelo Algoritmo
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Algoritmo 1 Busca em Arranjo de Sufixos para computar os indices Lp e Rp.
Input A, T,P
Olltpllt (Lp, Rp)
function BUSCABINARIA(A, T, P)
Lp < BUSCALp(A,T,P,0,n—1)
Rp < BUSCA Rp(A,T,P,Lp,n — 1)
return (Lp, Rp)
end function

function BUSCALp(A, T, P, L, R)
it P <,, T)4z) then return L
elseif P >, Typ then return 2 + 1
end if
while R — L > 1do

M+ | 2R
if P <m TA[]V[] then
R+ M
else
L+ M
end if
end while
return R
end function

function BUSCARpP(A, T, P, L, R)
it P < Ty then return L — 1
elseif P >,, T4r then return 12
end if
while R — L > 1do

M« | 557
if TA[]V[} <m P then
L+ M
else
R+ M
end if
end while
return L
end function

A busca bindria ilustrada anteriormente é efetuada em tempo O(m logn), visto que no pior
caso, em cada iteragdo da busca bindria, compara-se O(m) caracteres para decidir em qual
particdo a busca deve prosseguir. Como existem no maximo O(log n) iteragdes na busca bindria,
o tempo esta justificado.

Tomando como exemplo o arranjo da figura e tomando o padrdao como P = aca, €
obtido que Lp = 3 e Rp = 4, portanto as ocorréncias se encontram no intervalo [3,4] do
arranjo, o que corresponde as posi¢des 0 e 2 do texto original, visto que A[3] = 0 e A[4] = 4.
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2.3.1 Espaco e tempo

A construg@o de arranjos de sufixos pode ser efetuada em tempo O(n), como visto em [KSBO6],
e como se trata de um arranjo de inteiros, a estrutura pode ser representada utilizando O(n logn)
bits. Na pratica, gasta-se 4 bytes para cada simbolo da entrada, isto €, existe um fator de 4 x
associado a estrutura de dados, conforme descrito em [MMO90],[AKOQ2] e [AKOO4].

A constante envolvida em arranjos de sufixos € consideravelmente menor do que a presente
em arvores de sufixos, isto €, € um fator de 4x contra um fator de 15x. Em comparacgdo, na
indexa¢do do genoma humano, 12G'B de memdria seria gasta com a primeira estrutura enquanto
45G B seria usado na segunda. Uma redugio substancial.

Como a estrutura é representada na forma de um arranjo, os dados estdo em posi¢cdes
contiguas de memoria. Por isto, a estrutura possui uma boa localidade de referéncia, isto &,
os dados acessados encontram-se frequentemente em areas proximas da memoria, possibili-
tando assim um melhor uso da memoria cache, como descrito em [[AKOO2]]. Por conta desta
caracteristica, algoritmos para construcdo direta de arranjos de sufixos sdo mais rapidos do que
algoritmos para constru¢ao de arvores de sufixo.

Note que os arranjos de sufixos correspondem apenas as folhas das drvores de sufixos asso-
ciadas, como exemplificado pela Figura[2.4]

-
/]

10 ° °
a/ c‘a \\ T3/ \7‘7 T‘o \T
] ° ° 1 5 ‘ 9 ‘ 7 ‘
T4/ 715 T3/ 7L7 T‘o \r
| /] T
2 3| o 4| [8] e
i | Tap Ali
0 $ 10
1 aaacatat$ 2
2 | aacatat$ 3
3 | acaaacatat$ 0
4 | acatat$ 4
5 at$ 8
6 | atat$ 6
7 | caaacatat$ 1
8 | catat$ 5
9 t$ 9
10 | tat$ 7

Figura 2.4: Arranjos de sufixos contém a informacao sobre a ordem lexicografica das folhas das
arvores de sufixos.
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Contudo, arranjos de sufixos podem ser enriquecidos com informag¢do adicional, como a
informagao de LC' P (Longest Common Prefix) que informa o tamanho do maior prefixo com-
partilhado por sufixos correspondentes as posicdoes de uma entrada e da seguinte do arranjo.
Arranjos de sufixos acompanhados desta informacao extra sdo chamados de arranjos de sufixos
enriquecidos.

2.3.2 Arranjos de sufixos enriquecidos

A informacgdo de LC P € essencial para permitir consultas mais elaboradas utilizando arranjos
de sufixos. Formalmente, define-se a informagao da seguinte maneira:

Definicao 2.9 (LC'P)

PR ) < _
LCP(i) _ { gnaxigle::[i 1k TA[,_H]}, 0<i<n 1 }

A Tabela 2.1]ilustra a informagdo de LC'P , para o texto 7' = acaaacatat$. A informagio
de LC P, assim como o arranjo de sufixos, pode ser armazenada em um arranjo de inteiros.

Tabela 2.1: Arranjo de sufixos enriquecido para T' = acaaacatat$
i | Tap Ali] | LCPJi]
$ 10
aaacatat$
aacatat$
acaaacatat$
acatat$

at$

atat$
caaacatat$
catat$

t$

tat$

[\

O 0 AN N K| W —O

N[O N = | Q|0 O W
O OO~ W= O

—
-

Para representar a tabela de LC'P, no pior caso, gasta-se tanto espaco quanto para repre-
sentar o arranjo A. Na prética, o custo associado € de 4 bytes por simbolo de entrada para
representar a tabela de LC' P, no pior caso. Isto é, para representar ambos A e LC' P , gasta-se 8
bytes por simbolo de 7', ou seja, existe um fator de 8 X para representar essas duas informacoes,
como visto em [MM90]] e [AKOQ2].

Uma vez introduzido o conceito de LC'P, uma técnica € necessdria para construir essa
informacao. De maneira ingénua, ao realizar comparacdes explicitas entre sufixos, seria necessario
tempo O(n?) no pior caso, visto que existem n sufixos e cada um tem tamanho O(n). Entre-
tanto, ¢ possivel construir a tabela de LC'P em tempo O(n), mas antes algumas propriedades
precisam ser introduzidas.
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2.3.3 Propriedades sobre LC'P

Uma defini¢do estendida de LC'P indica o maior prefixo comum dos sufixos contidos no inter-
valo [z, j] do arranjo, isto é:

Definicao 2.10 (LC P sobre intervalo)

C o max{k;|TAm =k TAliv1) =k -+ =k TAU]}7 0<i<ji<n—-1
LCP(i. j) _{ LOP(i), i=j

Das Defini¢des[2.9]e[2.10} nota-se que LCP(4, j) corresponde ao valor minimo de LC' P (k)
encontrado para um k no intervalo [z, j — 1].

Teorema 2.1

LCP(i,j) = min {LCP(k)}, i<j.

i<k<j—1

Demonstracao
O caso em que i = j vem da Defini¢do

Antes de demonstrar, é necessdrio ressaltar que =, é uma relacdo de equivaléncia, ou seja,
é uma relacdo que tem propriedade reflexiva, simétrica e transitiva.

A demonstragdo para i < j é por indugdo. Para o caso base, se j =1+ 1, é observado que
LCP(i,j) = LCP(i) = min{ LCP(i)}.

Suponha que LCP(i,j — 1) = i<rlriijn_2{LCP(l)} =m, parai <l < j— 1. Logo os sufixos

concentrados no intervalo [i, j — 1] compartilham um prefixo de tamanho m.

Caso LCP(j — 1) > m entdo LCP(i,j) = m, pois LCP(i,l) = m para i < | <
j — 1, isto é,LC'P(i,j) ndo pode ser de tamanho maior que m. Se LCP(j — 1) < m, entdo
LCP(i,j) = LCP(j — 1), pois o iiltimo sufixo T 4y compartilha um prefixo de tamanho
apenas LCP(j — 1) com o peniiltimo sufixo T 4j;_1] e os demais, por transitividade, ndo po-
dem compartilhar mais que LC'P(j — 1) simbolos com o iltimo sufixo. Em ambos os casos,
LCP(i,j) = i<%1<i?,1{LCP<k)}'

O

2.3.4 Construindo L.C P em tempo O(n)

Um método para construgio de LC' P em tempo O(n) pode ser encontrado no trabalho de Kasai
et al. [KLAT01]. Ele poupa comparagdes desnecessarias utilizando informagdes anteriores
baseadas nas propriedades da informagdo de LC'P .

Este método precisa de uma tabela extra que corresponde ao inverso dos arranjos de sufixos,
isto é:
Definicao 2.11
O inverso dos arranjos de sufixos, denotado por A possui a seguinte propriedade:

AAll =i, 0<i<n—1
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Segundo a Deﬁnigéo, enquanto .A[z] informa o sufixo 7 4;; que se encontra na posi¢ao i
na ordem lexicogréfica em relag@o ao restante dos sufixos, .A[i] informa a posicao lexicografica
que o sufixo 7; do texto possui em relacdo aos demais sufixos do texto.

Alguns resultados sdo importantes para assegurar a corre¢ao do método.

Lema 2.1 (Posigao relativa de sufixos sem o primeiro simbolo)
Se LCP [i] > 1, entdo:

A[A[i] + 1] < A[A[i + 1] + 1]

Intuitivamente, o Lema [2.T]afirma que se ha dois sufixos adjacentes no arranjo que compar-
tilham um prefixo de tamanho pelo menos 2, ao desconsiderar o primeiro simbolo de ambos os
sufixos, eles tem que possuir a mesma ordem relativa.

Demonstracao
Tome R = Ty e S = Ty Obrigatoriamente, R compartilha um prefixo de tamanho
pelo menos 2 com S, pois LCP[i]| > 1. Logo, R e S sdo da forma R = abR' e S = abS’
respectivamente. Seja p = A[A[i] + 1] e ¢ = A[A[i + 1] + 1]

De acordo com A e A, T 4 tem a forma bR' e T s, tem a forma bS'. Consequentemente
p < q,jdque R < S’
O

Lema 2.2
Se LCP [Z] > 1 entdo max{k|(TAM[zH1]) =k T./I[.A[i+1]+1}} =LCP [Z] -1

O Lema afirma que se dois sufixos compartilham mais de um simbolo em comum, ao
desconsiderar o primeiro simbolo de ambos, os sufixos restantes compartilham a quantidade
que compartilhavam menos uma unidade.

Demonstracao

Tome R, S, p e ¢ com a mesma semdntica da demonstragdo anterior. Se LCP [i| > 1, entdo
a afirmagdo LOP [Ali+1]] = LCPi] — 1 vale, pois Taj e Tay tem as forma bR’ e bS'
respectivamente, e portanto, compartilham os mesmos caracteres com exce¢cdo do primeiro

simbolo retirado de ambos R e S.
O

Teorema 2.2
Sejam LCP[i| > 1, p = A[A[i] + 1] e ¢ = A[A[i + 1] + 1]. Entdo LCP [p] > LCP [i] — 1.

O Teorema expressa que se um sufixo S e o seu sufixo adjacente no arranjo compar-
tilham pelo menos 2 simbolos, entdo o mesmo sufixo ignorando o primeiro simbolo, S’, tem
que compartilhar a0 menos a mesma quantidade menos uma unidade com o sufixo adjacente
correspondente no arranjo

Demonstracao

Pelo Lema p < q. Note que q ndo é necessariamente p + 1. Pelo Lema LCP[p] >
LCP [i] — 1, visto que LCP(p,q) = LCP(i,i+ 1) —1e LCP(p,p+ 1) > LCP(p,q), jd que
p + 1 < q e pela prépria definicdo de LCP(p,p+ 1) e LCP(p,q).

U
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Em resumo, o Teoremainforma que podemos economizar LC'P [i] — 1 comparagdes ao
considerarmos o sufixo sem o primeiro simbolo e o seu adjacente no arranjo.

Graficamente, o Teorema 2 € representado pela Figura[2.5] Considerando a mesma figura,
ao considerar a informagdo de LC' P [i], conclui-se que LC' P [p| = LCP [i] — 1 mais o niimero

de simbolos que casam entre W e V.

~.

T

t+1

p+1

n—1

abSW
abSU

bSW
bSV

bSU

Figura 2.5: Representagdo grafica do Teorema

A partir destes resultados, deriva-se o Algoritmo 2| que computa LC'P em ordem crescente

de tamanho de sufixo.
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Algoritmo 2 Computacdo de LC' P de acordo com o método de Kasai et al. [KLAT01].
Input A, A, T
Output LCP
function COMPARA(z, 7, h)
return max{k|T; , =5 Tjin}
end function

function COMPUTALCP
prefiz <+ 0
fori < 0ton —1do //Computa LC'P [Ali]]
if A[i] <n — 1 then
adjacent <+ A[A[i] + 1]
prefix < prefiz + COMPARA(i, adjacent, h)
LCP [A[i]]  prefiz
if prefiz > 1 then
prefiz — —
end if
else
LCP [A[i]] <0
end if
end for
end function

O Algoritmo 2|leva tempo O(n) pois so feitas no maximo 2n comparagdes, ja que o lago
interno ndo executa mais vezes que o lago externo, visto que ha economia de comparacoes
devido ao mecanismo de memoria do método, diferentemente do que ocorre no método forca-
bruta, que leva tempo O(n?).

A informacgdo de LC'P possui uma propriedade essencial. Pois de maneira implicita, codi-
fica a topologia da arvore de sufixos associada. Portanto, a partir desta informacao, é possivel
inferir a topologia da arvore de sufixos associada.

Com a informagdo de LC'P e conhecimento de como navegar nessa topologia descrita por
essa informagao, o arranjo de sufixos ganha o mesmo poder de representacido de uma arvore de
sufixos e deixa de representar somente as folhas na ordem lexicogréfica, conforme descrito em
[AKOO4]. Nessa seguinte parte, serd descrito como o LC'P pode ser usado para representar a
topologia da arvore.

2.3.5 Emulando arvores de sufixos com arranjos de sufixos enriquecidos

Um conceito extremamente importante é o de ¢-intervalo sobre a informacgao de LC'P , como
veremos, cada intervalo deste tipo tem correspondéncia de um para um com os nds internos da
arvore de sufixos associada.

Definicao 2.12 (/-intervalo)
Um (-intervalo é um intervalo [i, j] sobre LC P que tem as seguintes propriedades:

1. i=0VLCPli—1] </, 0<i<n—1.
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2. LOPK]>C, i < k < j.
3. LCPlk|={, para algum i < k < j.
4. j=n—1VLCP[jjl<l, 0<j<n-—1

Um intervalo i, j] que é um (-intervalo é denotado por (-[i, j].
Um (-indice é uma posi¢do i < k < j de (-[i, j| tal que LC'P [k] = (.

A Deﬁnigéoconsidera que um (-intervalo é um [z, 7] tal que todos os sufixos T4, Tafit1]
., T'4(5) compartilham um prefixo de tamanho exatamente ¢, pois, de acordo com a Defini¢do
- 2.10, LC'P(i,j) = {. Adicionalmente, também é capturada a no¢do de maximalidade, isto é, o
intervalo [4, j] ndo pode ser estendido para a esquerda e nem para a direita, portanto, o intervalo
¢ maximal e o maior intervalo que compartilha o prefixo de tamanho /.

Como conclusao, ao tomar a Nota ¢ observado que um /-intervalo corresponde exata-
mente a um no interno da arvore de sufixos associada, pois o intervalo corresponde a um con-
junto de folhas {A[i], Al + 1],..., A[j]} que compartilham um prefixo maximal de tamanho
L.

E importante notar que podem existir intervalos com a mesma propriedade contidos em um
m-intervalo, m > (. Contudo, mais uma vez, a propriedade de maximalidade é visada. Mais
formalmente, isto corresponde a definicao de intervalo filho.

Definicao 2.13 (Intervalo filho)
Seja m-[k,l| um intervalo contido em (-[i, j|, isto é, i < k < [ < j comm > (. Se ndo
existe algum outro k-intervalo além de (-|i, j| que contenha m-|k, |, dizemos que m-[k,l] é um
intervalo filho de (-1, j).

Um intervalo do tipo [i,i] com 0 < i < n — 1 também é considerado um intervalo filho,
apesar de ndo ser um (-intervalo, desde que ndo exista outro intervalo filho que englobe este
intervalo.

Note que obrigatoriamente ndo é possivel que £ = 7 e [ = j simultaneamente de acordo
com a Defini¢ao [2.12

A Definigao[2.13]informa que, se existe um intervalo filho, a drvore de sufixos associada terd
um no interno, que corresponde a m-[k, /] e que tem como ancestral imediato outro né interno,
correspondente ao intervalo pai ¢-[7, j|.

Para exemplificar as Defini¢oes e tome a Figura
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[1,6] é um 1l-intervalo.

i | Tap Ali] | LCP[i] e [1,2] é um 2-intervalo.

0 |'$ 10 0

1 aaacatats 3 3 ° [1,31 nao ¢ um l-intervalo, pois ndo é

2 | aacatat$ 3 1 maximal.

3 | acaaacatat$ | 0 3 e [7,8] é um 2-intervalo.

4 | acatat$ 4 1 ) .

5 alS 2 5 e [3,4] é um 3-intervalo filho de [1, 6].

6 | atat$ 6 0 e Cada intervalo ¢ tem correspondéncia de

7 | caaacatat$ 1 2 1 para 1 com um no interno da arvore de

8 | catat$ 5 0 sufixos.

9 | t3 9 1 . ~

10 tatS 7 0 ° 95 .1ntervalos filhos sdo separados por /-
indices.

Figura 2.6: (-intervalos e intervalhos filhos.

A Figura apresenta a relacdo existente entre /-intervalos e nds internos de uma arvore
de sufixos. O arranjo de sufixos corresponde as folhas desta arvore conceitual.

=

T gy
$ 1
aaacatat$
aacatat$
acaaacatat$
acatat$

at$

atat$
caaacatat$
catat$

t$

tat$

)

h
OHONONHM’—‘NO%
=

=000 Q|| N| K| W N —| O

-

N O N = N0 | O] W N

ca.

R
T,
@ e 6 e

7m0 @ W

Figura 2.7: Arranjo de sufixos com LC'P e a arvore de sufixos conceitual, codificada implicita-
mente pelos /-intervalos de LC'P.
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Nota 2.3

Apesar de formalmente ndo serem (-intervalos, os intervalos [i, 1] sd@o considerados intervalos-

filhos para lidar com os algoritmos de maneira mais intuitiva e representam as folhas da drvore,
isto é, Ali].

Com a obtengdo dos /-intervalos e seus intervalos filhos, replica-se uma arvore de sufixos

conceitual, que contém a mesma informacao da arvore de sufixos associada, conforme repre-
sentada pela Figura

/a

$
/
T3

@ N
Soa e
n HE

IS
T TR

— I RS .

o0 -
o

2| [2] [of

6

Figura 2.8: A topologia da arvore conceitual (acima) é a mesma da drvore de sufixos associada
(abaixo).

Uma vez conhecido como obter a topologia da arvore através dos /-intervalos, € necessario
identificé-los, bem como os seus intervalos filhos, para entdo, conseguir emular o percurso da

arvore de sufixos associada, sem que a mesma arvore necessite estar representada explicita-
mente.

Uma forma de identificar os intervalos filhos é examinando os /-indices de um dado /-
intervalo.

Teorema 2.3 (¢-indices e intervalos-filhos)
Seja (-[i, j| e tome como 11 < 15 < ... < 1 0s {-indices desse intervalo em ordem crescente de

posicdo. Os intervalos filhos deste (-intervalo, sdo dados por:

[ivzl]a [Zl + 1a7/2]7 ey [Zk + 17]]
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Demonstracao
Seja [l,r] um dos intervalos [i, 1], [1n + 1,1],..., [ + 1,75]. Se [l,7] é do tipo [k, k|, para
i < k < jentdo [l,r] é um intervalo filho. Suponha entdo que |[l,r] é um m-intervalo. Essa
suposicdo é verdadeira, pois m-[l, ] ndo contém um (-indice, além disso m > (, pela defini¢do
de (-intervalo.

O ponto é, ndo pode existir um intervalo filho de [i, j| que englobe [, ], pois [l, ] ndo pode
ser estendido, visto que suas extremidades sdo (-indices.

Esse argumento pode ser estendido para todos os intervalos e, portanto, ndo existem outros
intervalos filhos além dos intervalos [i, 1], [11 + 1,29], ..., [ + 1, 7).
O

A partir do Teorema ao encontrar os /-indices, é possivel identificar os intervalos filhos,
e assim emular um percurso top-down na arvore de sufixos associada.

Com a ajuda de mecanismos como consultas de RV () (range-minimum-queries), constru¢ao
de tabelas extra com pré-processamento ou até mesmo representagdo por parénteses balancea-
dos, € possivel identificar os ¢-indices e navegar na drvore codificada implicitamente pela
informacdo de LC'P, como notado por Abouelhoda et al. [AKO04].
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Capitulo 3

Indices comprimidos

Os indices comprimidos consomem o(n log n) bits de espago para sua representagio, assintoti-
camente menos do que arranjos e arvores de sufixos, ambos estruturas ndo-comprimidas.

As estruturas comprimidas baseiam-se em propriedades inerentes as estruturas nao-comprimidas
para alcancar a compressibilidade desejada. Uma destas estruturas € o arranjo de sufixos com-
primido.

A Figura[3.1|ilustra a revisdo da literatura em relacdo as estruturas de dados comprimidas e
nao-comprimidas, o que ajuda a localizar o nosso trabalho em relagdo aos demais presentes. Ao
examinar a figura, temos que inicialmente as drvores de sufixos foram propostas na década de 70
por Weiner [Wei1/3]], dando origem a vérios outros trabalhos, como os trabalhos de McCreight
[McC76], Ukkonen [Ukk9S] e Farach [Far97]. No inicio da década de 90, Manber e Myers
verificaram que a drvore de sufixos consumia muito espaco na prética e entdo, propuseram oS
arranjos de sufixos [MMO90]]. Neste trabalho os autores também introduzem a no¢ao de LC'P.
Uma década depois, Kasai et al. propuseram um método eficiente para calculo de LC'P em
tempo O(n). Ainda nesta linha de pesquisa, Abouelhoda et.al verificaram que todos os proble-
mas tratdveis por arvores de sufixos sdo trataveis também por arranjos de sufixos enriquecidos
usando assintoticamente o mesmo tempo [AKOO4]. No inicio dos anos 2000, Grossi e Vitter
propuseram uma alternativa melhor espaco-eficiente em relacdo aos arranjos de sufixos, visto
que a estrutura ainda consumia muito espago. A estrutura alternativa foi chamada de arranjos de
sufixos comprimidos [GV03]. Paralelamente, Ferragina e Manzini desenvolveram o indice-FM
[EMOS]]. Além disso Sadakane prop0s o primeiro método para construcio de LC'P comprimido
[Sad02]. Como era possivel comprimir a informacao de arranjo de sufixos e LC'P surgiram os
primeiros trabalhos de arvore de sufixos comprimidas [Sad07]. Trabalhos subsequentes, tais
como [EMNOS], [CN10] e [OFG10] trouxeram implementacdes e aspectos tedricos a essa es-
trutura de dados e por fim, a nossa implementacao também visa contribuir com esta estrutura
de dados.
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Para introduzir tal conceito, é necessario introduzir algumas no¢des basicas para o entendi-
mento dessa estrutura de dados.

3.1 Nocoes fundamentais

Nesta sec@o conceitos fundamentais para tratar de indices comprimidos serdo abordados.

3.1.1 Entropia empirica

De acordo com Ferragina e Manzini [EMOJ]], se existe um indice Z baseado em um texto 7" de
forma que Z contém informacao suficiente para recuperar 7’, entao o tamanho da representacao
de Z tem como cota inferior o tamanho da representacao de 7', que pode ser mensurado pela
entropia empirica.

A entropia empirica € definida com relacdo as frequéncias dos simbolos observados no texto
T'. Mais formalmente, a entropia empirica € definida como:

Definicao 3.1 (Entropia empirica)

T, T,
Ho(T)=->_ % log (u) (3.1)

n
O valor nH,, representa o tamanho da representacdo da saida de uma técnica de compressao

que utiliza — log <‘T%> bits para codificar o simbolo z.

H, também € chamada de entropia de ordem zero. Esse conceito pode ser generalizado para
entropia de ordem k se a codificagdo de um simbolo ndo depende apenas da frequéncia deste,
mas sim dos k simbolos que o precedem no texto.

Por defini¢do, Hy < logo, como mencionado em [HLST07]. Se o € o(n), entdo Hy €
o(logn).

3.1.2 Operacoes em vetores de bit

Duas operacdes essenciais em vetores de bits sdo as operagdes de Rank e Select. As operacdes
sobre um vetor de bits V[0, n — 1], sdo definidas da seguinte forma:

Definicao 3.2 (Rank)
Ranko(V,r) = niimero de Os no prefixo V[0, ]
Rank,(V,r) = niimero de 1s no prefixo V[0, ] (3-2)
Definicao 3.3 (Select)
Selecto(V,r) = j, tal que V'[j] é o (r — 1)-ésimo 0 (3.3)

Selecty(V,r) = j, tal que V'[j] é o (r — 1)-ésimo 1

Em suma, Rank(V,r) informa a quantidade de bits 0 ou 1 no prefixo V|0, r] do vetor de
bits V. Jd Select(V, r) informa a posigcdo do (r — 1)-ésimo bit desejado. Note que Select(V,r)
estd definido parar € [1,n].

30



Por exemplo, se V' = (0,1,0,0,1,0,0,1), tem-se o seguinte resultado produzido pelas
consultas abaixo:

o Selecty(V,1) = 0.
Rankq(V,0) = 1.
Ranky(V,7) = 5.
Rank,(V,7) = n — Ranko(V,7) = 3.
Select,(V,3) = 1.

E possivel realizar consultas de Rank e select em tempo O(1), dado um pré-processamento
de tempo O(n) em cima do vetor de bits V, de acordo com Clark [Cla97] e Pagh [Pag02].
Entretanto, a solu¢do de tempo constante nio € adotada na pratica, sendo preferivel solucdes
com tempo assintoticamente maior, conforme serd detalhado no Capitulo

3.2 Arranjos de sufixos comprimidos

O arranjo de sufixos comprimido, introduzido por Grossi e Vitter [GV0S5], foi o primeiro indice a
conseguir usar o(n log n) bits para representacio. Especificamente, este indice consome apenas
O(nH,) bits para sua representagdo e € altamente aceitdvel assumir que o € o(logn). Muitas
vezes é até razodvel assumir que 0 € O(1), se o alfabeto considerado for pequeno, como
¥ ={a,c,g,t}, o alfabeto de moléculas de ADN, por exemplo.

Para atingir essa cota de espaco, o método proposto consiste em amostrar apenas algumas
entradas do arranjo de sufixos original e recuperar as entradas ndo amostradas através de um
mecanismo que efetua computagdo. E um claro exemplo de troca de espago por tempo.

A funcdo ¥ € o mecanismo por trds do arranjo de sufixos comprimidos responsavel pela
computacao na recuperacao de entradas ndo amostradas. Ela € definida formalmente como:

Definicao 3.4 (Funcdo V)
A funcdo V é definida como:

V(i) =4, Alj]=(A[{]+1) modn

Note que V(i) equivale a A[(A[i]+1) mod n)]. ¥ pode ser visto como um conceito similar
ao dos links de sufixos em uma drvore de sufixos, segundo a Definigao 2.6

A fungdo W(i) fornece a posigdo lexicografica do sufixo T(i+1) moa n €m relag@o a todos
os outros sufixos de 7. Com esta funcdo, o ato de caminhar pelo arranjo de sufixos torna-se
possivel através da aplicacao sucessiva da mesma. A Tabela(3.1|ilustra a fungdo V.

Notacao 3.1
O acesso a entrada da estrutura de dados que armazena V(i) é denotado por V|i].
Notacao 3.2
A versdo iterada de U, denotada por V*(i) corresponde a V(V(...(¥(i)...)). De maneira
—_—————
k
andloga, W*[i], corresponde a V[V|. .. [V[i] .. ]].

N————
k
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Ingenuamente, WU pode ser representada utilizando O(nlogn) bits, como um arranjo de
inteiros comum. No entanto, isso ndo representaria ganho algum de espaco. Contudo, W possui
uma propriedade especial que possibilita que esta fun¢cdo possa ser comprimida de maneira
eficiente. A propriedade baseia-se no fato de, se consideradas apenas as entradas do arranjo que
comeg¢am com um mesmo simbolo, ¥ forma uma sequéncia crescente. No exemplo da Tabela
ao considerar os sufixos que come¢am com o simbolo a, ¥ forma a sequéncia crescente
U(l)=4,¥(2)=5e¥(3) =6.

Teorema 3.1 (V forma uma sequéncia crescente)
Considerando apenas sufixos que comecam com o mesmo simbolo no arranjo de sufixos, ¥
forma uma sequéncia crescente.

Demonstracao

Seja [i, j| um intervalo qualquer compreendido por V de forma que todos os sufixos nesse
intervalo comegcam com o mesmo simbolo. Se i = j, entdo a propriedade vale. Se i < j,
V(i) < W(j) pela ordem lexicogrdfica, visto que T 455 < T a5 € ao retirar o primeiro simbolo
de ambos os sufixos, a propriedade se mantém, uma vez que o primeiro simbolo de ambos os
sufixos € igual, e portanto, T pj41 < Tapj)41-

0J

Tabela 3.1: Fungéo W para T = acaaacatat$.
i | Tap Ali] | Wi
$

aaacatat$
aacatat$
acaaacatat$
acatat$

at$

atat$
caaacatat$
catat$

t$

tat$

—
=)

O| 0| | &~ | W

—
)

OO0 QAN N B|WN—O

N O | = O\ 00| | O] W N

[S—
=]
| O\ —

Uma vez que V¥ tem propriedade crescente para sufixos que comegam com 0 mesmo simbolo,
é possivel codificar a informagdo de maneira compacta, como demonstra o Teorema [3.2]

Teorema 3.2 (Codificando uma sequéncia crescente de maneira eficiente [GV05]])

Uma sequéncia crescente de s inteiros representdveis com palavras de w bits, com s < 2%,
pode ser codificada em s(2 + w — |log s|) bits mantendo o acesso constante a cada um dos
elementos da sequéncia.

Demonstracao ([GV03])
Para representar a sequéncia eficientemente, usa-se o codigo de Rice juntamente com operagoes
de Rank e Select.

32



Primeiramente, sdo retirados os primeiros z = |logs| bits mais significativos de cada
inteiro da sequéncia. Cada sequéncia de bits, denominadas de quocientes, sdo denotadas re-
spectivamente por q, . ..,qs. Pela sequéncia ser crescente, temos que 0 < ¢ < ... < ¢s.
Sejam r1,...,75 05 restos obtidos ao deletar os z primeiros bits mais significativos de cada
inteiro, isto é, o que sobrou apds a retirada dos quocientes.

Os quocientes sdo armazenados em um vetor de bits () ao representar em undrio as diferencas
q1—0, g2 — q1,...qs — qs—1. O codigo undrio de um inteiro k, por sua vez, é representado como
0%1. Assim, para recuperar o i-ésimo quociente, basta tomar Select,(i) — i + 1, visto que esse
resultado fornece a soma de zeros da sequéncia que por sua vez corresponde ao quociente q;.

A tabela R, contendo os restos, é simplesmente a concatenagdo dos restos 1ory ...Ts, que
podem ser recuperados em O(1) utilizando operagées a nivel de bit.

Visivelmente, R gasta s(w — z) bits. Jd Q) pode ser representado com no mdximo 2s bits,
visto que a soma das diferengas entre os quocientes (o niimero to tal de 0s ndo pode exceder s
e necessitamos de s 1s para a representacdo em undrio.

A representagdo de () e R é possivel em 2(s + w — |log s|) bits, como q; e r; podem ser
recuperadas em tempo constante, é possivel obter o i-ésimo niimero da sequéncia calculando

q;2" % + r;, também tem tempo constante.
O

Ja que sequéncias crescentes podem ser representadas de maneira eficiente, W também pode
ser representado utilizando apenas O(nHy) bits.

Teorema 3.3 (U pode ser representado sucintamente)
A fungdo VU pode ser armazenada utilizando apenas O(nH,) bits.

Demonstra¢ao ([HLST07])

Cada sequéncia crescente de V que comegca com ¢ consome 2(|T|. + logn — |log|T|.]) =
2(|T). +logn/|log|T|.]) bits. Portanto, ¥ consome ao todo:

> 2(IT|. +logn/[log |T].]) = 2n+ Y logn/|log|T.| (3.4)

TEX TEY

Mas Y . logn/|log|T|,| equivale a nH,, portanto, ¥ consome ao todo 2n+nH, = n(Hy+
2) c O(nHo) bits.
U

Uma vez que WV fornece um mecanismo para caminhar sobre o arranjo de sufixos, ao amostra-
lo, pode-se economizar espaco. Seja K o fator de amostragem do arranjo de sufixos, isto €, ape-
nas n/KC entradas sdo armazenadas explicitamente. As outras entradas que ndo estdo amostradas
podem ser recuperadas através de computacdo, navegando no arranjo com o uso da estrutura V.
Ja que apenas n /K estdo armazenadas explicitamente, o gasto de espago representado tais en-
tradas é de O(nlogn/K) bits. Se L € O(logn), entdo o espaco consumido pelo arranjo é de
O(nHy) bits, 0 que se gasta para representar \U.

Notacao 3.3 (K)
O fator de amostragem do arranjo de sufixos comprimido serd denotado por K no decorrer do
documento.

Teorema 3.4 (Arranjo de sufixos em O(nH,) bits)
O arranjo de sufixos pode ser representado utilizando O(nH,) bits.
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Demonstracao

Uma vez que V pode ser armazenado em O(nHy) bits, basta que o fator de amostragem K €
O(logn/Hy).

OJ

A Figura[3.2]ilustra o uso da estrutura ¥ para recuperar uma entrada ndo amostrada. Uma
vez que A[2] ndo estd amostrada, consultas sdo efetuadas sobre ¥ quatro vezes para alcangar a
primeira entrada amostrada neste percurso, .4[10]. Logo A[2] = A[10] — 4 = 3. De maneira
genérica, para recuperar uma entrada nao amostrada A[i], sdo efetuados k usos da estrutura W
até atingir uma entrada A[j] amostrada. Desta forma, A[i] = (A[j] — k) mod n.

Na pratica, as entradas amostradas correspondem a multiplos do fator de amostragem .
Apesar de ndo fornecerem um tempo de consulta t 4 € O(K - ty) no pior caso,esse comporta-
mento é observado no caso médio, conforme visto em [HLS™04].

$ 10
aaacatat$
aacatat$
acaaacatat$
acatat$

at$

atat$
caaacatat$
catat$

t$

tat$

i] | Flag
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Figura 3.2: Aplicando W para recuperar entradas nao amostradas.

Como visto, o foco da estrutura comprimida baseia-se na representacdo comprimida da
funcdao W e na amostragem das entradas dos arranjos de sufixos a partir desta fun¢do. No
trabalho de Grossi e Vitter [GVO0Sl], o arranjo de sufixos comprimidos era construido a partir
da compressao do arranjos de sufixos ndo-comprimidos, logo, apesar da estrutura final ocupar
O(nH,) bits, era necessario uma memoria de trabalho de O(nlogn) bits, o custo para ar-
mazenar a estrutura nao-comprimida. Esta cota torna aplicagdes que manipulem textos grandes
inviavel.

No trabalho de Hon et al. [HLST07], os autores introduzem um método para construir o
arranjo de sufixos de forma que a memoria de trabalho gasta seja assintoticamente igual ao
espaco final da estrutura, isto é, O(nH,) bits.

3.2.1 Indice-FM

O indice-FM foi proposto por Ferragina e Manzini [EMOS] e pode ser visto como um arranjo
de sufixos comprimidos. Este indice é baseado na transformada Burrows-Wheeler .

A transformada Burrows-Wheeler foi primeiramente descrita em [BW94]]. Ela ndo executa
nenhum tipo de compressao sobre o texto, apenas 0 organiza em uma permutacado especifica do
mesmo. Para isso, ela trabalha com o conceito de ordenacao ciclica dos sufixos.

34



A transformada é reversivel, entdo o texto original 7" por ser recuperado do texto transfor-
mado BWT(T) = L.

Notacao 3.4
Um sufixo ciclico W, de uma palavra W, com |W| = n, corresponde aos simbolos W [i,n —
1WI[0,(i —1)], com0 <i<n-—1

Seja uma matriz conceitual M7 . Cada linha M} da matriz corresponde a T} ;. Por exemplo,
se T = abraca$, MT é dada pela matriz da Tabela

Tabela 3.2: M7 para T' = abraca$.

Ola b r a c a $
1/b r a c a $ a
2|/r a ¢ a $ a b
3/la ¢c a $ a b r
4/c a $ a b r a
5/a $ a b r a c
6/$ a b r a c a

O primeiro passo da transformada é ordenar as linhas dessa matriz conceitual M*, obtendo
assim a matriz M'". Denote por F' a primeira coluna de M'" e por L a tdltima coluna dessa
mesma matriz. M'? ¢ ilustrada pela Tabela

Tabela 3.3: M'T para T = abraca$.

F L

NNk W~ O
- 0 O o o o &
I CIE - I @ B & alE R
O LY O = o
OO LY O
® 1 AT v 0
T O Lo

Lo e O R

Por fim, a transformada da como resultado a coluna L dessa matriz conceitual. Portanto, ao
aplicar a transformada Burrows-Wheeler em 7" = abraca$, temos como resultado BWT(T) =
L = ac$raab.

A partir de L é possivel recuperar inteiramente o texto 7". A ideia é usar a fun¢do LF'(i),
que mapeia um sufixo ciclico no mesmo sufixo ciclico rotacionado a direita de uma posigao,
um mapeamento de L em F'. Mais formalmente temos:

LF:N—N

LF(Z) . Z —> j, M{T - Tko /\ MJIT - T(k:—l) mod nO® (35)
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Note que 7Tj € simplesmente 7}, rotacionado a esquerda de uma posicdo. Logo, o
simbolo na coluna L correspondente a linha de 7j_~ em M'T é justamente o simbolo que
precede no texto o simbolo que estd em L da linha de M'", que contém Tj-. Portanto, ao
aplicar a funcdo LF(i) sucessivas vezes, é possivel recuperar o texto. Por exemplo, L[2] = §,
LILF(2)] = a, LILF(LF(2))] = ¢, e seguindo o raciocinio, obtém-se o reverso de 7', que com
um trabalho linear pode ser transformado para 7.

Além disso, o simbolo de 7T; i+ que estd em F' é o mesmo simbolo de T;, que estd em L.
Esse tipo de informagao ajuda a fornecer uma descri¢ao mais algoritmica de LF'.

Pela defini¢do de M'?, temos que os caracteres de F' tem que estar em ordem crescente. Para
obter F' a partir de L podemos usar o counting sort que leva tempo de pior caso O(c + n). O
subproduto do counting sort ¢ um arranjo C[0, o], tal que C|x] fornece a quantidade de simbolos
em F' que € menor lexicograficamente que o simbolo x. A partir de C' e de uma inspe¢do linear
em seus elementos, é possivel reconstruir F', mas nio € necessario, o arranjo C' € suficiente.

Mais formalmente, C' € definido como:

Clk] = { Clk=1+T|g-1, 0<k<o 46

0, k=0
O Algoritmo [3|ilustra a computag¢do C' em tempo O (o + n).

Algoritmo 3 Contagem para obter C'.
Input L,
Output C
function COUNTING(L, )
for ; < 0to o do
Cli] <0
end for
fori < Oton —1do
C[L[i]] + C[L[i]] +1
end for
auzx < C[0]
C[0] <0
for i + 1too do
temp < C1i]
Cli] + Cli — 1] + auzx
aux < temp
end for
return C
end function

Agora que é conhecido como calcular C, falta responder a questdo de como recuperar o
texto. Tome M'" novamente. Observe que todos os sufixos ciclicos que comecam com um
mesmo simbolo mantém a mesma ordem relativa se consideramos os mesmos sufixos a partir
do segundo caractere. Por exemplo, sejam os seguintes sufixos ciclicos que comecam com o
simbolo a, ilustrado pela Tabela[3.4] Se considerarmos os sufixos ciclicos que comegam a partir
da segunda posi¢do, temos que a ordem relativa se mantém, isto €, teremos a seguinte ordem
em M'", conforme ilustrado pela Tabela[3.5]

36



Tabela 3.4: Sufixos que comecam com o0 mesmo simbolo.

F L
a $ a b r a c
a b r a c a $
a ¢c a $ a b r

Tabela 3.5: Desconsiderando o primeiro simbolo, a ordem dos sufixos se mantém.

F L
$ a br a c a
b r ac a $ a
c a $ a b r a

A segunda matriz pode ser encarada como uma rotagdo a direita da primeira matriz. Por-
tanto, a0 mapear a linha ¢ da k-ésima ocorréncia do simbolo o em L na linha j da k-ésima
ocorréncia do simbolo ¢ em F' estardo sendo referenciados um sufixo ciclico e 0 mesmo su-
fixo ciclico rotacionado a direita de uma posicdo. Logo, o simbolo que estd em L no sufixo
rotacionado precede o simbolo (em relac@o ao texto) que estava em L no primeiro sufixo.

Com essas observacdes, redefine-se LF(i) como:

LF:N—=N

LF(i) : C[L[i]] + Occ(L, L[i], i) — 1 3.7)

Onde Occ(L, L]i], i) fornece o nimero de ocorréncias do simbolo L[i] no prefixo L[0, i]. A
fun¢do LF' corresponde ao mapeamento da coluna L na coluna £’ da matriz conceitual, ou seja,
¢ mapeado uma linha de L a uma linha de F' correspondente. Fica claro também que a matriz
usada na transformada nao € necessdria, de acordo com a Definicao ela é apenas conceitual,
conforme dito anteriormente.

Para ilustrar o comportamento da fun¢do LF', tome novamente 7' = abraca$.

Como visto, BW(T') = L = ac$raab. Obviamente, Ly = T,,_1, pois pela condi¢do imposta
por ¥ e $, T},_1 é o primeiro sufixo na matriz conceitual M'", conforme ilustrado pela Tabela
3.3

Sabe-se que L[2] = $. Prosseguindo, LF'(2) = C[$]+0cc(L,$,2) —1 =0, com L[0] = a.
Continuando o processo, C'[a] + OcC(L,a,0) — 1 = 1, com L[1] = ¢. Desta forma, é possivel
obter T2, o reverso do texto original, recuperdvel com um trabalho linear.

Relacao com arranjos de sufixos

Como visto, ordenar os sufixos ciclicos ¢ um dos passos da transformada, mas note que com a
presencga do simbolo $, ordenar os sufixos ciclicos equivale a ordenar sufixos.

Desta forma, € possivel usar métodos de construcdo de arranjos de sufixos sobre 7' para
determinar L em tempo O(n).
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Note que, L pode ser determinado inteiramente de A, o arranjo de sufixos sobre 7', pela
seguinte relacao:
L[i] =T[(Ali]] = 1) mod n] (3.8)

Além disso, € possivel notar que LF' pode ser encarada como uma inversa de W, isto €:
LF(V(i)) =1 3.9

Ou seja, a fungdo LF pode ser utilizada como um mecanismo para caminhar no arranjo de
sufixos. O mesmo procedimento utilizado nos arranjos de sufixos comprimidos pode ser uti-
lizado: algumas entradas de A sdo amostradas e as outras sdo recuperadas através da aplicacio
da funcao LF'.

Construcao do indice-FM

A construgdo do indice-FM se baseia em quatro etapas:

1) Transformada Burrows-Wheeler: Dado o texto de entrada 7', aplica-se a transformada
Burrows-Wheeler para gerar a dltima coluna L da matriz conceitual M, ou seja, L =
BWT(T).

A transformada Burrows-Wheeler tende a agrupar caracteres idénticos, conforme visto em
[BW94], o que possibilita usar técnicas de elimina¢do de redundancia para alcangar uma alta
compressibilidade.

2) Transformada move-to-front: Apds a aplicacio da transformada de Burrows-Wheeler, apli-
camos a transformada move-to-front sobre L, gerando assim a palavra L™/, Como a trans-
formada de Burrows-Wheeler tende a agrupar simbolos iguais, é esperado que posicoes
consecutivas de L™/ constituidas de zeros ocorram.

3) Run-length encoding: As posicdes contiguas de zeros em L™/ sdo codificas pelo run-
length encoding, dando origem a palavra L™ = RLE(L™/). Cada ocorréncia de 0™ em
L™ ¢ substituida por m + 1 em bindrio, com o digito menos significativo mais 2 esquerda
e sem o digito mais significativo. Para codificar em binario, dois simbolos novos sao utiliza-
dos,0el.

Tome como exemplo a palavra L™/ = 0. Apés o run-length encoding, L"¢ = 110. J4
L™ = 0° seria codificado como L™¢ = 01.

Ap6s o run-length encoding, a palavra L™¢ estd bem definida sobre o alfabeto ¥"'¢ =
{0,1,1,2,3,...,0 — 1}.

4) Variable length encoding: O ultimo passo consiste em atribuir um cédigo de comprimento
varidvel a cada simbolo de L"¢. Para o simbolo 0 atribui-se o cédigo 10, para o simbolo 1,
o cédigo 11. Parai =1,2,...,0 — 1, o simbolo i é codificado utilizando 1 + 2|log(i + 1)
bits., |log(i+1) | 0, sucedidos pela representagdo bindria de ¢ + 1, que gasta 1+ |log(i+1) |
bits.

Nota 3.1

Denomina-se Z o indice resultante apos aplicar todos os procedimentos acima sobre o texto T'.
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Teorema 3.5 ([EMO3])
Para qualquer k > 0, limita-se a compressdo em termos da entropia empirica do texto de
entrada T em:

|Z| < 5nH(T) + O(logn) (3.10)

O teorema tem grande importancia, pois indica que o indice-FM consegue utilizar um
espaco igual ao espaco da entropia de k-ésima ordem, em termos assintdticos, mais um fator
logaritmico.

O indice-FM pode ser construido em tempo O(n) dado L, visto que todas as técnicas usadas
exigem apenas uma inspecao linear do texto.

Resta agora responder como calcular L F'(i) em tempo O(1) para qualquer i. De acordo com
a equacao (3.7, qualquer entrada de C' pode ser recuperada em tempo constante. No entanto, pré-
processamento deve ser realizado para poder responder OCC(L, ¢, ¢) em tempo constante.

Primeiramente, L é particionada em subpalavras de tamanho u = O(logn). Cada uma
dessas subpalavras é denominada de balde. Cada balde BL; representa a por¢ao Lliu, (i +
L)u — 1] para 0 < < 2, ou seja, a subpalavra de tamanho u correspondente.

Essa particdo 16gica induz uma particio de L™/ em 2 baldes. Cada balde € denominado
BL;”tf ,para 0 < ¢ < 7. Assuma que toda por¢do contigua de 0 em L™ esta contido em um
unico balde. O caso geral serd explicado mais tarde.

Baseado na premissa discutida acima, cada balde B induzird em Z uma particdo de
baldes BZ; ... BZ%,l de tamanho variavel. Cada balde BZ; € obtido de BL;”tf ao aplicar as
técnicas de codificacdo descritas anteriormente.

Para computar OCC(L, ¢, ¢) em O(1), as seguintes informagdes sdo necessarias:

L

i) O ndmero de ocorréncias de ¢ no maior prefixo L[0, z — 1] de L[0, ¢| tal que x seja miltiplo
de u?.

ii) O nimero de ocorréncias de ¢ no prefixo L]z, y — 1], onde y ¢ um mdltiplo de w.
iii) O numero de ocorréncias de ¢ no sufixo de L restante.

Dessa forma, bastaria somar as trés informagdes para obter o nimero de ocorréncias esper-
ado. As seguinte tabelas devem ser computadas para a obtencdo das trés informacdes.

i) e Para0 < j < 75, aentrada NO|c|[j] armazena o nimero de ocorréncias de c em
L[0, ju® — 1]. Note que esse arranjo tem tamanho O(UlogLQn logn) = O(o ;) bits.

e Para 0 < j < 75 aentrada W{j] fornece o valor fL“:O |BZ|, ou seja, o espago em
bits dos baldes comprimidos BZ; ... BZ;,. Observe que BZ, ... BZj, correspon-
dem aos baldes comprimidos de L[0, ju* — 1]. Esse arranjo ocupa O(foe7) bits.

ii) e Para0 < j < 2, aentrada NO'[c][j] possui o niimero de ocorréncias de ¢ em
L[j'u?, ju—1], onde j' = [£]—1. Ou seja, NO'[c][j] fornece o niimero de ocorréncias
de c entre a posicdo ju e a posi¢do a esquerda mais proxima que é miiltipla de u?.

Note que este arranjo tem tamanho O(o ;7 log(u?)) = (01547 log log n) bits.

e Para 0 < j < 2, a entrada 1/'[;] armazena o valor Zj:j,u |BZ}|, ou seja, o espago
em bits dos baldes comprimidos BZj,, ... BZ;. Observe que BZj,, ... BZ; corre-
spondem aos baldes comprimidos de L[j'u?, ju — 1]. Esse arranjo ocupa espago de

O(0 1557 loglog n) bits.
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iii) e Para 0 < j < 2, o arranjo MTF[j] fornece o estado da lista da transformada
move-to-front no comego da codificagdo de BL;. Note que esse arranjo consome
O(o log o) bits, pois M T F'[j] ocupa O(o log o) bits.

logn

e Por fim, a tabela Sic, h, BZ;, MTF[j]] fornece o nimero de ocorréncias de c nos
primeiros h caracteres de BL;, onde i < u. Isso € possivel, pois BZ; e MT F[j] de-
terminam completamente BL,;. Note que para cada par (c, h) é necessdrio armazenar
todas as possibilidades de balde BZ;, ou seja, 2% possibilidades, onde v é 0 maximo
nimero de bits ocupados por um balde comprimido. Note que o tamanho de S € de
O(u2" logu) = O(u2* loglogn) bits. .

A soma das ocorréncias de ¢ em i), ii) e iii) deve ser feita. Portanto, para computar
0cc(Z, ¢, q), determina-se o balde BL; ao ter i := |[Z]. Note que h = ¢ — iu fornece a
posicdo de g dentro do balde BL;. O parametro ¢t = L%J ¢ computado. O ndmero de ocorréncias
de ¢ no prefixo L[0, tu? — 1] € dado em NO|¢][t]. Consequentemente, o nimero de ocorréncias
de ¢ na subpalavra L[tu?, (i — 1)u — 1] é dada por NO'[¢][i — 1]. Finalmente, é necessario
computar as ocorréncias de ¢ na subpalavra restante. Para isso, recupera-se o balde BZ; de
Z. O inicio do balde comprimido em Z se dd em W|t] se i — 1 é miiltiplo de u ou em
Wt] + W'[i — 1] caso contrario. O fim do balde ¢ dado de maneira andloga. Dado BZ;, é
possivel recuperar o nimero de ocorréncias de ¢ na subpalavra restante L[(i — 1)u, g| ao ol-
har para a tabela S|c, h, BZ;, MTFi]]. Ao somar os trés valores, o valor de RANK(L, ¢, q) é
obtido.

A partir da informacao exposta, o Teorema 3.6/ pode ser formulado.

Teorema 3.6 (J[EMOS)

RANK(L, ¢, q) pode ser computado em O(1) utilizando |Z| + O(n%) bits.
Demonstracao

Por construgdo, o balde BZ; tem no mdximo v' = (1 + 2|logo|)u. E possivel escolher u

de modo que v = O(logn) bits e que u' tenha vylogn bits, com v < 1, desde que ¥. seja
constante. Portanto, operacoes aritméticas e consultas nas tabelas envolvendo operandos de
O(logn) bits podem ser efetuadas em tempo constante. Consequentemente, RANK(L, ¢, q)
pode ser determinado em O(1).

Recapitulando, em i),ii) e MTF, o espaco ocupado é de O(nlolgol%) bits, dado mais uma
vez, 2 constante. A questdo agora é verificar o quanto S gasta. Como visto, o tamanho de S é
O(u2" loglogn). Como u' = ylogn, S requer O(n"lognloglogn) bits. Como ~y < 1, S néo
excede O(nk’lgol%‘”) bits.

O

O caso mais geral, em que uma porcdo de zeros contiguos em L™/ esteja em mais de um
balde, serd explicado agora.

O run-length encoding é responsavel por substituir cada por¢io maximal de 0™ em L™/
pela palavra bin(m), que é definida como sendo a representagcdo em binario de m + 1 com o
bit menos significativo vindo primeiro e com o bit mais significativo descartado. Mais formal-
mente, temos que se bin(m) = bob; ...by, com b; € {0,1}, entdo m = Z?:o(bj +1)27. De
acordo com isso, é possivel recuperar 0™ se cada bit b; for substituido por (b; + 1)27 simbolos
0.
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Suponha que uma sequéncia de ¢ = a + b zeros esteja dividida entre dois baldes. Suponha,
sem perda de generalidade, que a zeros estejam no balde BL; ; e que b zeros estejam no balde
BL;. O processo de run-length encoding dd como resultado v = bin(a + b). Interpretando
cada bit como visto acima, deve-se designar a BZ;_;, o menor prefixo de v que seja maior ou
igual a a. Os demais simbolos, sdo designados a BZ;. Por exemplo, se a = 3 e b = 14, temos
v = bin(17) = 0100. Seriam atribuidos os simbolos 01 ao balde BZ;_; (pois a decodificacdo
do mesmo corresponderia 4 0°), e 00 ao balde BZ; (cuja decodificagio é 0%).

A tabela S pode ser usada sem problemas para contar o nimero de ocorréncias de qualquer
simbolo em BZ;_1, pois BZ,;_1 contém uma informac¢do que ndo prejudica a consulta da tabela
S. No entanto, ndo se tem a mesma confianca em BZ;, pois s6 hd disponivel a informacao
de 0%, consequentemente, faltam 11 zeros. E possivel observar também que os simbolos de
~ atribuidos a BZ; ndo codificam mais do que b zeros, logo, sempre vai haver um nimero
nao-negativo de zeros que nao estdo presentes.

Para resolver o problema, é usada uma tabela adicional, M Z[i], 0 < i < 2 ~, que fornece o
numero de zeros de B Lmtf nao codificados em BZ;. No exemplo anterior, M Z [i] = 11.

Como M Z ocupa O(u loglog u), ndo é observado um aumento em termos assintdticos no
espaco usado pelas demais estruturas, incluindo Z.

3.3 Arranjos de sufixos comprimidos enriquecidos

Uma vez que é possivel representar um arranjo de sufixos em espago O(nH,) é desejavel que
se consiga representar a informacgéo de LC'P também em espago o(nlogn). E, de acordo
com Sadakane [Sad02]], é possivel representar a informacdo de LC'P de maneira compacta
consumindo 2n bits no maximo com tempo de acesso O(t 4) para qualquer entrada de LC'P [i].
Desta forma, o espago usado pelo arranjo de sufixos comprimido e pela informacao de LC'P
comprimida continua sendo O(nH).

De acordo com o Teorema se LCPi] > 1,p = AlA[i] + 1] e ¢ = AJA[i + 1] + 1],
entdo LC'P [p| > LCP [i] — 1. Em outras palavras:

LCP[U[i] > LCPi] — 1 (3.11)

Lembrando que A[V[0]] = 0, o seguinte é observado:

[0]]} +1
] +2

LCP[¥[0]] < LOP[W[¥
< LCP[¥0

(3.12)
LCP[U"0]] +n —1

n—1

Como ¥™[0] = 0 e LOP[0] = 0, visto que T[n — 1] = $, a Expressdo vale.
Além disso, essa mesma expressdo afirma que a sequéncia (LC'P [¥([0]], LCP [¥2[0]] + 1, ...,
LCP [U"[0]] +n — 1) constitui uma sequéncia crescente, podendo entdo ser codificada con-
sumindo 2n bits, de acordo com o Teorema [3.2] E como visto anteriormente, cada elemento
dessa sequéncia pode ser recuperado em tempo O(1).

I VANREE
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Tabela 3.6: Se examinados em ordem decrescente de tamanho de sufixo, A[i]+ LCP [i] formam
uma sequéncia crescente.

i Ty Al [LCP[] [ Ali] + LCP[i]
0 |$ 10 0 10
1 | aaacatat$ 2 2 4
2 | aacatat$ 3 1 4
3 | acaaacatat$ | 0O 3 3
4 | acatat$ 4 1 5
5 | at$ 8 2 10
6 | atat$ 6 0 6
7 | caaacatat$ 1 2 3
8 | catat$ 5 0 5
9 |1t$ 9 1 10
10 | tat$ 7 0 7

Se o desejado for obter LCP [i], entdo deve-se computar k, tal que i = W*T1[0]. Pela
defini¢do de V:

(3.13)

Entdo, k = A[i].

Em resumo, LC P [i]+.A[i] possui uma sequéncia crescente se as entradas forem examinadas
em ordem decrescente de tamanho de sufixo. Tomando o exemplo da Tabela a sequéncia
crescente formada é (3,3, 4,4,5,5,6,7,10, 10, 10), que pode ser codificada eficientemente com
no maximo 2n bits. Para encontrar o valor de LC P [i] para algum 7 é necessdrio antes consultar
Ali]. Por exemplo, para consultar LC'P [5] é necessario consultar A[5] = 8 e examinar a quinta
entrada da sequéncia crescente (3, 3,4,4,5,5,6, 7,10, 10, 10), que é 10, e diminui-lo do préprio
valor de A[5], dando como resultado LC' P [5] = 2. Logo o tempo de consulta ¢ dominado pelo
tempo de acesso ao arranjo de sufixos comprimido, O(t 4).

Teorema 3.7
A informagdo de LC P pode ser comprimida gastando apenas 2n bits para a sua representagdo,
visto que Ali] + LC P [i] formam uma sequéncia crescente, desde que inspecionados em ordem
decrescente de tamanho de sufixo.

Para recuperar alguma entrada LC'P [i] é necessdrio tempo O(t 4).

Demonstracao
A cota de espago é consequéncia direta do Teorema[3.2)e da Desigualdade[3.12]

A cota de tempo é consequéncia direta da Equagdo [3.13]e do tempo de acesso ao arranjo
de sufixos comprimidos.

U

Ao representar a informacdo de LC'P de maneira comprimida, a topologia da arvore de
sufixos associada é codificada de maneira comprimida também. Portanto, com este resultado,
obtém-se as drvores de sufixos comprimidas, uma estrutura baseada em arranjos de sufixos
comprimidos e informacao de LC P comprimida.
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3.4 Arvores de sufixos comprimidas

Como visto na Se¢ao os (-intervalos tem relacao de um para um com os nés da arvore de
sufixos associadas, e ao identificar os /-indices com o auxilio de algum mecanismo, € possivel
descobrir esses (-intervalos e emular a drvore de sufixos associada ao arranjo de sufixos sem
que seja necessdria a representacao explicita da arvore de sufixos, pois a informacao de LC'P
codifica implicitamente esta topologia.

Uma arvore de sufixos comprimida é uma estrutura de dados que se baseia em arranjos de
sufixos comprimidos e na informa¢do de LC' P comprimida e que ¢ munida de mecanismos para
identificacdo de /-indices para navegar na topologia da arvore de sufixos associada.

No entanto, ainda nao foi abordado neste documento até o momento algum mecanismo efi-
ciente de identifica¢do de /-indices. A partir da presente secao tais mecanismos serdo tratados.

Um dos mecanismos € a consulta de minimo RM () (range-minimum-query). Este mecan-
ismo € definido formalmente como:

Definicao 3.5 (RM Q)

Uma consulta de minimo RM () sobre uma dada tabela V', dada por RM Qv (i, j), corresponde
a posicdo mais esquerda das posi¢oes nas quais ocorrem os valores de minimo nesta tabela
sobre um dado intervalo [i, j|, isto é:

RMQv(i,j) = min{arg min {V[k]}}
1<k<j
Outros mecanismos importantes para realizar percursos mais complexos na arvore de su-
fixos comprimida sdo as informagdes de NSV (next smaller value) e PSV (previous smaller
value), como exposto em [FMNOS|]. Formalmente elas sdo definidas como:

Definicao 3.6 (NSV)
Uma consulta de N SV (i) sobre uma estrutura V' [0, n—1], denotada por N SVy, (i), corresponde
ao menor j > i tal que V'[j] < Vi].

NSV(i) — { i<g%i1£1_1{‘/[j] < VI[i]}, se definido G.14

n —1, caso contrdrio

Definicao 3.7 (PSV)
Uma consulta de PSV (i) sobre uma estrutura V'[0, n— 1], denotada por PSVy/ (i), corresponde
ao maior j < i tal que V'[j| < Vi].

PSV(i) = { %?é{v[j] < VI[il}, se definido .

—1, caso contrdrio

Notacao 3.5

Como serd usado frequentemente no texto, RMQrcp(i,j) é denotado simplesmente como
RMQ(i, j) quando o contexto estiver claro. O mesmo vale para NSV (i) e PSV (i), que se
referem respectivamente a NSV cp(i) e PSVicp(i).

Para ilustrar o poder das consultas de RM (), uma consulta de minimo RMQ(i, j — 1) sobre
um intervalo ¢-[i, j] fornece justamente a posi¢do do primeiro /-indice. Consequentemente, ao
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Tabela 3.7: OperagOes suportadas.

Operacao Descrigao

RooTt Retorna a raiz da arvore de sufixos.

LEAF(v) Retorna verdadeiro se v € uma folha, falso caso contrario.
LOCATE(v) Retorna o valor de A[i] se v for uma folha identificada por [i, 7).
PARENT(v) Retorna o pai do né v.

CHILDREN(v) | Retorna todos os filhos de v.
CHILD(v, ¢) Retorna o filho de v conectado pela aresta que inicia com c.

DEPTH(v) Retorna o tamanho da palavra formada ao percorrer da raiz ao n6 .
EDGE(u, v) Retorna a aresta que conecta v a v.

LCA(u,v) Retorna o ancestral comum mais baixo de u e v.

SLINK(v) Retorna o n6 conectado a v por um link de sufixo.

usar a consulta diversas vezes, obtém-se todos os intervalos filhos. Por exemplo, tomando a
Figura[2.7|como referéncia, observa-se o seguinte:

Consequentemente, os intervalos filhos sdo [0, 0], [1, 3], [4, 5], [6, 6] e [7, 7].

Logo, ao utilizar consultas de RM () € possivel emular um percurso fop-down sem a neces-
sidade de representar explicitamente uma arvore de sufixos, a qual pode ser substituida comple-
tamente pelo arranjo de sufixos e informacdo de LC'P.

Ja consultas de PSV e NSV sdo importantes para determinar as extremidades de um dado
(-intervalo.

A Tabela lista operagdes suportadas pela arvore de sufixos comprimida quando acom-
panhada das informagdes de RM@Q, NSV e PSV.

Cada operacdo serd descrita com detalhes a seguir.

ROOT : Para retornar o /-intervalo que corresponde ao né raiz da drvore de sufixos associada,
basta retornar o intervalo [0, n — 1].

LEAF(v) : Como folhas sdo representados por intervalos [i,i], com 0 < i < n — 1 basta
verificar os limites do intervalo. Caso os limites sejam iguais, entdo v é uma folha e o
valor retornado € verdadeiro, caso contrario, retorna-se falso.

LOCATE(v) : Se o né v for uma folha identificada pelo intervalo [¢, ], o valor retornado é o
valor A[i], isto €, a posi¢ao de inicio do i-ésimo sufixo na ordem lexicogrifica.

PARENT(v) : O né v é identificado por algum intervalo [i, j]. Deve-se encontrar um intervalo
[i', 7'] que contenha [7, j| de modo que ndo exista um intervalo [i”, j”] que esteja contido
em [, j'] e que contenha [¢, j]. Para isto, basta usar as consultas de NSV e PSV de forma
que i = PSV(k)+1ej = NSV(k), onde k = argmax{LCP [i — 1], LCP[j]}. O
valor de k tem que ser o maior possivel pois ele representa um ¢-indice, desta forma fica
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garantido que ndo existe outro intervalo que contenha [i, j] e que esteja contido em [¢/, j'].
A operagdo ¢ ilustrada pela Figura[3.3]

k = argmax{LCP(i — 1), LCP(5)}
PSV (k) +1
NSV (k)
1 |

) 1 J J

Figura 3.3: Operacdo de retornar o né pai.

CHILDREN(v) : Dado que v néo € uma folha, ele é definido como um /-intervalo [z, j]. Todos
os filhos de v sdo determinados pelos /-indices, de acordo com o Teorema Por sua
vez, cada (-indice 1;.19, . . . , 15, de [i, j] pode ser recuperado com consultas de RM @), isto
€1 = RMQ(i,7 —1),22 = RMQ(uu + 1,7 — 1),..., 5% = [1p—1 + 1,j]. Existem no
maximo o filhos ja que cada aresta possui um simbolo distinto. A figura 3.4 exemplifica
a operacao de retornar os filhos para um né que possui trés filhos.

11 = RMQ(Za] - 1)
12 =RMQ(1; + 1,5 — 1)

i [4,21] “ (11 + 1, 22] 2 [+l g

Figura 3.4: Operacao de retornar os noés filhos.

CHILD(v, ¢) : O mesmo procedimento de CHILDREN(v) ¢ efetuado para obter os filhos, se v
ndo for uma folha. Uma vez identificado os intervalos-filhos do ¢-intervalo [i, j] corre-
spondente a v, basta verificar se T[A[¢'] + {] = ¢, para cada intervalo filho [¢’, j'].

DEPTH(v) : Se v for uma folha rotulada por .A[i], basta retornar n — A[i] — 1. Caso contrario,
uma vez que v é um (-intervalo [z, j|, basta descobrir o valor de ¢ para responder DEPTH(v),
que € obtido inspecionando LC' P[RMQ(i,j — 1)].

EDGE(u,v) Dado que u ndo é uma folha, que u € pai de v e que o tamanho da palavra que
rotula as arestas que saem da raiz e chegam ao n6 u seja conhecida, é possivel determinar
EDGE(u, v). Considerando que u é denotado pelo ¢-intervalo [z, j] e que v € filho de u,
e é denotado por [¢’, j'], basta recuperar a palavra T'[A[i'] + ¢, T[A[i'] + ¢ + |S|]. Caso
o tamanho da palavra que rotula as aresta que saem da raiz e chegam ao né v nao seja
conhecida, é necessario realizar uma consulta de DEPTH(u).

LCA(u,v) : Seja u representado pelo intervalo ¢-[i, j] e v pelo intervalo ¢'-[¢’, j'].
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Se u € pai de v, entdo retorne u. O caso em que v € pai de u € andlogo. Caso contrario,
o ancestral comum mais baixo de u e v é denotado por w, que é representado por um
intervalo ¢"-[i", j"].

Como u e v sdo ancestrais de algum nd, ambos tem que estar inclusos no intervalo
[i”, 5"], e portanto, ¢”, isto é, DEPTH(w), pode ser obtido ao realizar uma consulta k =
RMQ(j,7 — 1) e tomar LC'P [k]. Os indices i" e j” sdo obtidos ao consultar i’ =
PSV (k) e j” = NSV (k) pela defini¢ao de ¢’-intervalo e pelas defini¢does de NSV e
PSV. A Figura[3.5]ilustra a operagdo de retornar o ancestral comum mais baixo.

PSV (k) +1 NSV (k)
;// 7 7 7/ 5’ }-//

k= RMQ(j,i — 1)

Figura 3.5: Operacdo de retornar o ancestral comum mais baixo.

SLINK(v) : Seja v determinado por um /-intervalo [i, j]. Se v for uma folha, basta retorna
Uli]. Caso contréario, tome w o né conectado a v por um link de sufixo. O intervalo
que representa w é denotado por ¢'-[¢",j”]. O valor ¢’ pode ser recuperado ao tomar
¢ = LCPk],onde k = RMQ(i,j" — 1), com i = V(i) e j/ = U(j). As extremidades
i e j” sdo recuperadas respectivamente com consultas PSV (k) e NSV (k). A figura[3.6]
ilustra esse processo.

k=RMQ(,j —1)

PSV(k)+1 NSV (k
/\k/\ (k)

é\5>2|& ./ j!//

Figura 3.6: Operacao de atravessar o elo de sufixo.

Portanto, mesmo comprimindo informagao, é possivel emular funcionalidades importantes
de uma arvore de sufixos ndo-comprimida. Algumas funcionalidades como as consultas de
LC' A e links de sufixos sé seriam possiveis em arvores ndo-comprimidas se espaco extra fosse
utilizado, conforme mencionado em [Gus97]. No caso das arvores de consultas comprimidas,
tais consultas estdo inclusas nas operagdes bdsicas suportadas pela estrutura, visto que a maioria
delas precisa de informacdo de RMQ, PSV e NSV.
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Capitulo 4

Solucoes propostas

Para um entendimento completo da implementagcdo proposta, é necessdrio entender as carac-
teristicas que estdo por trds dela. A maneira que cada caracteristica foi implementada serd de-
scrita neste Capitulo. Resumidamente, a implementacdo desenvolvida conta com os seguintes
componentes:

e Implementacdo de consultas de Rank e Select de acordo com [GGMNOS].

e Arranjos de sufixos comprimidos de foram construidos com o algoritmo incremental de
Hon et al. [HLS™07].

e Informagdo de LC' P construida de acordo com as metodologias de Kasai et al [KLAT01]]
e Sadakane [Sad02].

e Implementacdo da estrutura de dados proposta por Canovas e Navarro [[CN10] a fim de
responder consultas de RMQ, PSV e NSV.

4.1 Operacoes em vetores de bit

Apesar das operacdes de Rank e Select poderem ser efetuadas em tempo constante, este tipo
de solu¢do nado é recomendavel na pratica. Ha solugdes propostas que sdo mais econdmicas em
espaco e mais eficientes em relacido ao tempo devido ao melhor uso de memoria cache, apesar
de assintoticamente, o tempo de consulta ser de w(1), conforme visto no trabalho de Gonzilez
et al.[GGMNOJJ|. A implementagao foi feita com base neste resultado, uma vez que os autores
demonstram empiricamente que as solu¢des que levam tempo w(1) sdo melhores na pratica.

4.1.1 Operacao de Rank

Para a operacdo de Rank, o vetor de bits V' € divido em & blocos de tamanho igual, cada bloco,
corresponde & uma entrada do arranjo R = [0, | %], cada entrada é preenchida da seguinte
forma:

4.1

. Rank{(V,iX —1), i>0
Rm:{o z’lio |

Assim cada entrada informa a quantidade 1s no prefixo associado.
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Para recuperar Rank,(V, i), é possivel usar R para recuperar quantidade de 1s através da
entrada R[X|+]]. Uma vez determinada a quantidade de 1s no prefixo de V, uma pesquisa
sequencial contando cada bit 1 € feita no intervalo [X'| %], i] através de uma técnica conhecida
como popcount. Esta técnica divide cada palavra de memoria do intervalo dado, em palavras
menores. Através da indexagdo destas palavras menores em um arranjo pré-computado de
tamanho constante que mapeia um inteiro na quantidade de 1s que ele possui em bindrio, €
possivel descobrir quantos 1s a palavra de memoria contém. Desta forma, € possivel responder
a consulta de Rank,(V,7). Uma pesquisa individual de bits é feita nos bits restantes, caso o
numero de bits restante ndo seja divisivel pelo tamanho da subpalavra.

Para construir R leva-se tempo O(%) e R gasta O(% logn) bits. Se X' = log®(n), € > 1,
gasta-se espaco O(n) bits e tempo O(logLen) para construgdo de R.

Para responder Rank;(V, 1), gasta-se tempo O(X'). O termo X da notagdo, deve-se ao fato
que uma inspec¢ao linear utilizando popcount deve ser feita em um bloco de tamanho X, no
pior caso. Além disso, como o nimero de subpalavras de memoria € constante, a técnica de
popcount pode ser feita em tempo constante para cada palavra de memdria.

Na prética, se o tamanho da palavra de memoria € de 4 bytes, pode-se usar dois popcounts
para descobrir o nimero de 1s da palavra, basta indexar os 16 primeiros bits no arranjo pré-
computado, e os ultimos 16 bits nesse mesmo arranjo. Note que o arranjo utilizado pela técnica
de popcount neste caso tem que possuir 2'¢ entradas.

A consulta de Rank, pode ser efetuada a partir de Rank;, basta notar que:

Ranky(V,i) =i — Rank,(V,i) + 1

4.1.2 Operacao de Select

A operagdo de Select;(V,1) pode ser feita realizando uma busca bindria sobre R. A busca
bindria é feita para achar o maior indice k de R tal que R[k] < i. Uma vez que a busca bindria
¢ feita, basta executar operacdes de popcount e de inspe¢do individual de bits para determinar
Select,(V,1).

A operagdo de Select,(V, 1) requer tempo O(log % + X). O termo X' é da inspec@o in-
dividual de bits e das operagdes de popcount. Ja o termo 3 representa a busca bindria sobre
R.

Selecto(V, i) é respondido de maneira andloga, pois a partir de R[i|, é possivel inferir o
ndmero de zeros, como visto anteriormente.

Note que em teoria, ty, 0 tempo para um acesso a W, leva tempo O(1), mas na pratica,
ty € O(log % + &) se o esquema proposto for usado. No entanto, no decorrer do documento,
consideraremos que as operagdes de Rank e Select levam tempo constante, como descrito em
[Cla97], por motivo de simplicidade.

4.2 Arranjos de sufixos comprimidos

Uma vez que a construcao de arranjos de sufixos comprimidos baseia-se na compressiao de um
arranjo de sufixos ndo-comprimido, o total de espago necessario para a construgao da estrutura
é de O(nlogn) bits. Este espago pode ser excessivo na pratica para entradas grandes.
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O método de Hon et al. [HLS™07]], utilizado na implementacéo proposta, é capaz de con-
struir o arranjo de sufixos comprimidos utilizando ndo mais do que O(nH,) bits de memdria de
trabalho, isto €, assintoticamente o mesmo para representar a estrutura final. Entdo, na pratica
€ necessario um pouco mais do que a memoria final para representar a estrutura de dados com-
primida durante a construcao desta.

Este método baseia-se em computar ¥ incrementalmente. Para isto, o texto € dividido em
B' = % blocos de tamanho B, isto €, os blocos sdo T'[0, B—1], T'[B,2B—1] ... T[n—B—1,n—1].
O caso base do método é calcular a porcdo que corresponde aos ultimos sufixos do texto, ou
seja, calcular ¥ para T'ln — B — 1,n — 1].

O passo incremental consiste em, dado que W foi calculado para 7" = T'[i%, n—1], o cdlculo
de W para o texto U = T"T" = T[(i — 1)5,n — 1] é efetuado, onde 7" = T[(i — 1)B,iB — 1].
Com esta metodologia incremental, é possivel construir o arranjo de sufixos comprimido em
tempo O(nlogn), se B’ = O(logn).

Notacao 4.1 (Notacao do método incremental)

O algoritmo é incremental, entdo, antes da iteracdo, os valores se baseiam na configuracdo de
T'. Apds a iteracdo, os valores se baseiam em U = T"T'. Portanto, os valores de V antes
e depois da iteracdo sdao denotados por V1 e V. Outros valores sdo denotados de maneira
andloga.

Notacdo 4.2 (Be B)
O simbolo B se referird ao tamanho dos blocos durante o método incremental. Jd B' corre-
sponderd a quantidade de blocos, sempre que referenciado.

Para o caso base, o arranjo de sufixos A [0, B—1] é calculado para T'[n—B—1,n—1] usando
um algoritmo comum para construgdo de arranjos de sufixos. Ay consome apenas O(Blogn)
bits e pode ser calculado em tempo O(B). Como B € ©(n/logn), Ay pode ser calculado em
tempo o(n) e usando apenas O(Blogn) € O(n) bits. Uma vez que o cdlculo de Ay tiver sido
realizado, Ay pode ser obtido em tempo o(n) a partir de Ay usando também O(n) bits. O
cdlculo de W € efetuado a partir de Ay e Ay, visto que ¥ (i) = Ay [Apli] + 1] e, como abordado
anteriormente, WU pode ser armazenado utilizando apenas O(BH,) € O(nH,) bits.

Os passos seguintes do algoritmo baseiam-se na divisdo de sufixos curtos SS e sufixos
longos LS. Os sufixos curtos correspondem a por¢ao do texto em relacio a qual foi calculada a
funcdo ¥ na iterag@o anterior. Ja os sufixos longos correspondem a porcao do texto adicionada,
a qual a nova funciao ¥ devera ser atualizada em relacao.

Durante as iteragdes, SS = {Tiz, Tigi1,--.,Tn-1}, enquanto LS = {T;_1)5, T(i—1)B+1,

.., Tig_1}. Desta forma, |LS| = B.

Para calcular Wy, a estrutura de W correspondente a U, € necessdrio computar para cada

SeLlS:

1) A posigdo lexicografica de S em relagdo aos sufixos de LS /{ S}, denotado por Pos(S, LS).
2) A posi¢do lexicogrifica de S em relagdo aos sufixos de SS, denotado por Pos(S,SS).

Notacao 4.3
De maneira mais genérica Pos(S,S) fornece a posicdo de um sufixo S em relacdo aos demais

sufixos de S/{S}.
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Para calcular Pos(S, LS), todos os sufixos poderiam ser ordenados e as posi¢des desejadas
extraidas através do arranjo inverso, mas isso gastaria tempo O(n) e espago O(n logn). No en-
tanto, € possivel ordenar os sufixos de LS entre si considerando apenas os 283 primeiros carac-
teres de cada um em tempo O(B log B) e isso pode ser alcancado aplicando o algoritmo de Man-
ber e Myers [MM90] ou Larsson e Sadakane [LSO7] (cujo cddigo foi usado na implementacao
proposta), baseados na técnica de prefix-doubling, através de log B iteragdes. O arranjo de
sufixos inverso produzido por esta ordenagdo ¢ denotado por P.

Como apenas foram considerados os primeiros 23 simbolos dos sufixos longos, podem
haver entradas repetidas em P, isto €, empates. O desempate € realizado considerando a
informacao calculada previamente que estd armazenada em W1, que possui a ordem dos sufixos
curtos entre si considerando o tamanho integral. Note que W7/ (0) = Az[0], Uz (V7 (0)) =
Az [1],logo, Pos(T}, SS) = \Ifgffrl) [0],0 < k < B—1. Um arranjo () guarda as posigdes relati-
vas dos sufixos T, ..., Tj;_; no conjunto SS, obtidas através da iteragdo de W1 [0], .. ., \II(Tlf) 0]
em tempo O(B) e espago O(n) bits.

Desta forma, para obter Pos(S,LS), onde S € LS, basta aplicar radix-sort nas tuplas
(P[j],Q[j]) para 0 < j < B — 1. Sempre que duas entradas de P[i] sdo iguais, o desempate é
realizado pelo valor Q[i] associado. O radix-sort leva tempo O(Blog B) € O(n), visto que a
tupla consiste de um par.

E importante ressaltar que P e () sdo arranjos intermedidrios e que gastam O(Blogn) =
O(n) bits. O valor de Pos(S, LS), isto é, o resultado do radix-sort, é armazenado um arranjo
M, de O(Blogn) € O(n) bits. O inverso de M, denotado por M também é processado e
armazenado em tempo O(B) e espagco O(n) bits, pois serd necessario em uma fase posterior do
algoritmo.

Ao todo, é necessdrio espaco para armazenar P, (), M e M, portanto uma meméria de tra-
balho 48 log n bits € requisitada. Apds computados, P e () podem ser liberados da memoria.

Para calcular Pos(S,SS) para todo S € LS, uma abordagem de programacao é adotada.

Relembrando a Equacdo C7]0, 0] € um arranjo que informa a quantidade de simbolos
lexicograficamente menores que o desejado no texto 7".

/ — ! <
C’T/[k}:{CT[k 1+ T k-1, 0<k<o

E=0

No final de cada iteracdo do algoritmo incremental, C'7» € atualizado com os simbolos de
T", isto é, para Cy. Esta atualizagdo leva tempo O(B). C por sua vez gasta apenas O(o logn)
bits. Note que ndo é preciso armazenar explicitamente |7”|, visto que pode ser calculado em
tempo constante ao executar a operagdo C|x + 1] — C[z].

Seja T"[k] = x. O resultado de Pos(1}/, SS) serd armazenado no arranjo L[0, k], 0 < k <
B — 1 baseando na seguinte recorréncia:

max{Cp[z] <r < Cple+ 1]|¥pr(r) < Lk+ 1]} +1, 0<k<B-1
Lkl =< max{Cplz] <r < Cplz+ 1|V (r) <V(0)}+1, k=B-1 4.2)
Cr[z], ser ndo estd definido.

O ponto chave da Expressdo 4.2|é que T}’ pode ser expresso como z7} ;. Logo é possivel
reaproveitar o valor ja computado de L[k + 1] para o célculo de L[k]. Como Pos(1}',SS)
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representa o nimero de sufixos de LS lexicograficamente menores que 7', apds a retirada do
primeiro simbolo de 7}, o problema se reduz a encontrar Pos(T}, ,SS) = L[k + 1].

Assim, a0 maximizar r em W (1) < L[k+ 1], o nimero de sufixos de SS que € lexicografi-
camente menor que 7} se torna conhecido, bastando entdo somar r de uma unidade para que
Pos(T]',SS) = Lk] ocupe a posigdo lexicogrifica correta em relagdo aos sufixos de SS.

O caso base, quando £k = B — 1, segue o mesmo procedimento. No entanto, deve-se
maximizar r em W (r) com relagdo a U (0), ja que ¥4 (0) = Pos(T},SS), o primeiro sufixo
curto de 7".

Quando nio existe r em tais condi¢des, o algoritmo deve informar justamente C'[z|, que por
defini¢do, fornece a posi¢do de onde o primeiro sufixo comecando com x se enquadraria no
arranjo de sufixos.

Como V¥ fornece uma sequéncia crescente no intervalo dado, para maximizar r, basta efetuar
uma busca bindria, logo, cada entrada L[k| pode ser computada em tempo O(logn). Ja que o
ntimero de entradas é igual a B3, o tempo gasto é O(Blogn) = O(n). O arranjo L gasta apenas
O(Blogn) € O(n) bits em sua representagao.

U, deve ser construido para finalizar a iteracdo do algoritmo incremental. Até entdo, as
informacdes obtidas sdo:

1) M|[k] armazena Pos(T}', LS), isto é, a posigdo lexicografica relativa dos sufixos longos entre
si.

2) MIk], o inverso de M, contém a posicdo [ de inicio do k-ésimo sufixo longo na ordem
lexicogréfica entre sufixos longos, isto é, M [k] = .

3) L[k] armazena Pos(T}!,SS), ou seja, a posicao lexicografica dos sufixos Longos em relacdo
somente aos sufixos curtos.

A posi¢do de cada sufixo longo envolvendo todos os sufixos, isto é, Pos(S,S8S U LS),
S € LS, pode ser obtida ao somar a posi¢do de S entre os sufixos longos e a posi¢do entre os
sufixos curtos, isto é, Pos(T}/,SS U LS) = M[k] + L[k].

O maior problema é computar as posi¢des de cada sufixo curto em relagdo a todos os sufixos.
Isto € obtido ao ajustar a posicdo dos proprios sufixos curtos de acordo com a distribui¢ao dos
sufixos longos. Esta distribuicao € representada através de um vetor de bits. Por sua vez, este
vetor de bits V' € definido como:

Definicao 4.1 (O vetor de bits V)

VK] = { 1, se Pos(S,SSULS)=kANS€eLS 43)

1 0, sePos(S,SSULS)=kANS€eLS

Assim V[k] tem valor 1 se o k-ésimo sufixo dentre sufixos longos e curtos é um sufixo
longo, e 0 caso ele seja um sufixo curto.

Através de consultas de Rank e Select sobre V', € possivel inferir sobre a distribuicdo dos
sufixos longos e sufixos curtos segundo a ordem lexicografica.

E possivel construir V através de L da seguinte maneira. L é ordenado em ordem crescente
dando origem a outro arranjo L’. Desta forma, L’ contém as posicdes dos sufixos longos em
ordem crescente em relacdo aos sufixos curtos segundo a ordem lexicografica. Entdo, se L =
(ro,r1,...,75-1), V & construido utilizando a codificagdo undria baseada na diferenca entre
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Tt — T'k+1 ou seja, V' é formado por ry 0’s seguidos de um 1, r; — ry 0’s seguidos deum 1,. . ., e
finalmente r3_; — rz_s Os seguidos de um 1.

E importante notar que V' gasta apenas O(n) bits e pode ser construido em tempo O (B log B) €
O(n), pois a ordenagdo de L para construir L’ é necessdria para a constru¢éo de V. Em relagio
ao espago, L' ocupa apenas O(Blogn) € O(n) bits.

O seguinte lema mostra como € possivel inferir a distribui¢dao dos sufixos curtos utilizando
consultas sobre V.

Lema 4.1 ((HLST07])
Pra qualquer sufixo curto S de U, sejar = Pos(S,8S U LS) e " = Pos(S,SS). Entdo
r = Selecty(V,r" + 1) e v’ = Ranky(V,r) — 1.

Demonstracao ([HLS™07])
Por defini¢ao V[r] = 0. No subarranjo V[0, ...,r], o niimero de 0’s é igual ao niimero de
sufixos curtos lexicograficamente menores do que S , que € igual a v'.No mais, V'[r] contém o
r’-ésimo zero, logo, 1’ = Ranky(V,r) — 1.

Consequentemente Selecty(V,r' + 1) seleciona o r'-ésimo sufixo curto em relagdo a todos
os sufixos (longos e curtos), pela propria definicdo de V.

0

Apds computado V, todas as informacdes necessdrias para a computagdo de Wy estdo
disponiveis. A proxima observacdo é crucial para computar ¥, (k): se Pos(Uy, SSULS) =r
entdo Yy (r) = Pos(Upy1,SS U LS). A partir dos proximos lemas, a computagdo de Uy se
torna clara, dependendo apenas de Uy, ser sufixo longo ou curto.

Lema 4.2 ([HLS™07]])
Considere Uy, tal que Uy, € SS. Além disso, suponha que Pos(Uy,SS U LS) = r. Entdo, as
seguintes propriedades valem:

1) Pos(Uyy1,8S) = Up/(Ranky(V,r) — 1).
2) Pos(Ug1SS U LS) = Selecty(V, U (Ranky(V,r) — 1) + 1).

Demonstracao ([HLS07])
A primeira propriedade vale, pois como r = Rankq(V,r) — 1 pelo lema{.1|e pela hipdtese que
U foi calculado corretamente o resultado Pos(Uyy1,SS) = Vr/(Ranky(V,r) — 1) é obtido.
A segunda propriedade também é verdadeira. Peloe pela propriedade anterior, Pos(Uy1, SSU

LS) = Selecty(V, Y (Ranko(V,r) — 1) + 1).

O

Lema 4.3 ([HLST07])
Considere Uy, tal que Uy, € LS. Além disso, suponha que Pos(Uy,SS U LS) = r. Entdo as
seguintes propriedades valem:

1) k= M[Rank,(V,r) — 1]

2) Se k < B — 1 entdo Pos(Uy+1,SS U LS) = Mk + 1] + L[k + 1], caso contrdrio, se
k = B — 1 entdo Pos(Uy11,8S U LS) = Selecty(V,VY7:(0) 4+ 1). Como Uy, é um sufixo
longo, k € [0,B —1].
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Demonstra¢ao ([HLS07]) )
Como Uy, é um sufixo longo, e pela defini¢do de V, Pos(Uy, LS) = r'. Pela definicdo de M,

k = M][r'], como enunciado.

Se k < B—1, entdo, Pos(Uy4+1,SSULS) = M[k+ 1]+ L[k + 1], pois M|k + 1] armazena
Pos(Uyy1, LS), enquanto L[k + 1] armazena Pos(Ug,1,SS).

Se k = B — 1, Ugry = T}, o maior dos sufixos curtos. Logo, pelos lemas e
Pos(Uy41,SS U LS) = Selecty(V, ¥ (0) + 1).

O

Os Lemas {.2] e {.3] fornecem uma maneira de calcular W, para finalizar a iteragdo do
algoritmo. O cdlculo de Wy, € ilustrado pelo Algoritmo (4]

Algoritmo 4 Computagao de Vy;.
Input Wy, L. M, M,V
Output ¥

Uy [0] «— M[0] + L[0]

forr < 1tom — 1do

if V[i] = 0 then

r" < Ranko(V,r) — 1

p < Upr]

Uy lr] = Selecto(V,p+ 1)
else

r" < Rank,(V,r) —1

k < MIr']

if kK < B — 1 then
Uyr] <~ Mk + 1]+ Lk + 1]

else
p <+ U [0]
Uy r] <= Selecty(V,p + 1)
end if
end if
end for

Teorema 4.1
A construgdo de um arranjo comprimido baseado no método de Hon et al. [HLS'07|] usa uma
memdria de trabalho de apenas O(nHy) bits e leva tempo O(nlogn), no pior caso.

Demonstracao
Os arranjos adicionais para computar V; em cada iteracdo sdo M,M,L, L' e V. Todos eles
tem um custo de O(n) € (nHy) bits. O espago necessdrio para manter V. e Uy, tem um custo
de O(nH,) bits, o que justifica a cota do teorema.

Como visto, a computagdo dos arranjos adicionais levam apenas tempo O(n), bem como a
computacdo de Vy, jd que consultas de V., Rank e Select levam tempo constante. Logo, o
Algoritmo [} também leva tempo O(n).
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Como o texto foi dividido em B' = n/B € ©(logn) blocos, entdo o tempo necessdrio é
O(nlogn) para a computagdo do arranjo de sufixos comprimidos, visto que cada iteragdo leva
tempo O(n).

U

Uma vez que V¥ foi computado, para calcular A, o arranjo de sufixos comprimidos, basta
iterar j = W¥[0] para 1 < k < n e armazenar o valor A[j] = k sempre que j for miltiplo de K.
Desta forma a informacdo de .4 estarda amostrada em todas as entradas mdltiplas de K.

4.3 Arranjos de sufixos comprimidos enriquecidos

Como visto, a constru¢do da informagdo de LC P segundo a Secdo requer o uso de
informagdo extra como o arranjo de sufixos inverso A e portanto, requer O(n log n) bits.

No entanto, é possivel adaptar o Algoritmo [2| para trabalhar apenas aplicando a funcao W
e o arranjo de sufixos comprimido A, gastando assim apenas O(nH,) bits para a computagdo
da informacdo de LC'P comprimida. Basta notar que o tnico valor necessério de A é o valor
A[A[i] + 1] = W (4).

O Algoritmo [5] ilustra as modifica¢des necessdrias para adaptar o algoritmo anterior. Este
algoritmo foi utilizado na implementacg@o proposta.

Algoritmo 5 Computacdo de LC'P de acordo com os métodos de Kasai er al. [KLAT01] e
Sadakane [Sad02]].
Input A, ¥, T
Output LC'P
function COMPARA(z, 7, h)
return max{k|Ti+h =k T‘j—&-h}
end function

function COMPUTALCP
h<+0
rank < 0
for i<+ Oton—1do //Computa LC'P [Ali]]
rank < V[rank]
if rank < n — 1 then
k « A[rank + 1]
prefix < prefiz + COMPARA(i, k, prefizx)
LCPrank] < prefiz + A[rank]
if prefiz > 1 then
prefix — —
end if
else
LCP|rank] <0
end if
end for
end function
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Como o método de Kasai et al. [KLAT01]] computa os valores de LC' P na ordem do texto,
ele se encaixa perfeitamente na metodologia da compressao da informagdo de LC'P vista na
Secao pois essa informagdo segue uma ordem crescente se as entradas A[i] + LCPJi]
forem inspecionadas na ordem do texto.

A representagdo da informagdo de LC'P requer 2n bits de acordo com o Teorema 3.7

O Algoritmo [5|leva tempo O(n - t4), pelo mesmo motivo da anélise do Algoritmo [2|e pelo
fato do tempo de acesso ao arranjo A ndo ser constante, isto €, levar tempo ¢ 4.

Como a informagdo de LC'P esta codificada segundo a ordem do texto, € necessario um
acesso a A[i] para descobrir o valor de LC PJ[i], isto é, se A[i] = k, entdo o valor codificado de
Ali] + LC P[i] estd na posi¢do k da lista ordenada. Tal valor pode ser recuperado com consulta
de Select;, como demonstrado pelo Algoritmo [6]

Algoritmo 6 Recuperagio do valor LC P[i].
Input A,V cp,i
Output LCPJi]

return Select;(Vieop, Ali] + 1) — Ali]

No Algoritmo [6] V7cp € o vetor de bits codificado de acordo com o mesmo esquema pro-
posto para a codificacdo de W, notando-se que esse gasta apenas 2n bits.

Como o tempo do Algoritmo [6|é dominado por um acesso a .A e uma consulta de Select,
trop = O(ta)

O resultado acima, juntamente com a constru¢do usando o método incremental de Hon et
al. [HLST07], foi publicado no Brazilian Symposium on Bioinformatics 2012 pelos autores
[SAR12].

4.4 Arvores de sufixos comprimidas

Para tratar com as consultas de RMQ, NSV e PSV apenas uma estrutura, proposta por
Canovas e Navarro [CN10], € necessédria. Essa mesma estrutura foi adotada na implementagao
proposta e ela corresponde a uma arvore de ordem £ completa. Desta forma, cada né tem £
filhos. As folhas dessa arvore correspondem a prépria informagdo de LC' P. Cada né interno
¢ rotulado com a posi¢ao mais a esquerda dentre as posi¢des as quais ocorre 0 menor valor de
LCP considerando apenas os filhos deste n6. Cada conjunto de £ folhas representando um
intervalo [i, j] que ddo origem a um ancestral é denominado de bloco.

Notacao 4.4 (L)
Sempre que L for usado no texto, estard se referindo a ordem da drvore completa proposta por
Cdnovas e Navarro [[CN10].

Tomando os valores de LC' P da Tabela[3.6] a estrutura de dados proposta tomando £ = 3 é
ilustrada pela Figura[d. 1| Note que assim como na figura, na pratica nao é necessario representar
todos os nos da arvore completa, desta forma € possivel obter uma economia de espaco desde
que cada folha possua a mesma altura.
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10

A

Figura 4.1: Estrutura de dados proposta por Canovas e Navarro [[CN10]].

Como existem no maximo O(7) nés internos, a estrutura em arvore gasta O(% logn) bits.
Se £ = Q(logn), entdo a estrutura final gasta O(n) bits.

Para obter RM(Q)(i, j), caso o intervalo [i, j] estiver no mesmo bloco, basta realizar uma
inspecdo linear, que leva tempo O(t cp - £) para encontrar RMQ(i, j), pois cada inspecdo
individual em um bloco com L folhas leva tempo ¢;,p. Caso contrdrio, para realizar consultas
de RM (@ sobre o intervalo [4, j], € necessdrio achar trés valores:

e RMQ;: A posigdo de RMQ do intervalo [i, L[21] —1].
e RMQ; A posigio de RMQ do intervalo [£|Z], j].
e RMQ;; a Posigdo de RMQ do intervalo [C[ZL], L[4 ] — 1].

As posi¢oes RM@Q); e RM(); podem ser encontradas em tempo O(t.cp - £) com uma
inspecdo linear sobre os blocos de 7 e j, respectivamente.

A posicdo RM Q);; pode ser encontrado com uma pesquisa bottom-up da arvore, partindo do
no v, pai do bloco em que 7 se encontra e partindo do n6 w, pai do bloco em que j se encontra.
A partir dos nds v e w, ao realizar uma pesquisa bottom-up alternando entre as duas origens, €
possivel descobrir o valor de RM () de um intervalo cada vez maior ao examinar os filhos dos
ancestrais durante o percurso, desde que estes filhos alcancem apenas blocos dentro de [i, j].
Ao examinar o rétulo dos filhos, atualiza-se a posi¢ao k& mais a esquerda que contém o valor de
minimo LC P[k]. Eventualmente, o ancestral comum mais baixo v = LC'A(v, w), que também
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¢ o critério de parada, é alcancado pela drvore ser completa e pela busca ser alternante entre as
origens. De acordo com defini¢do da estrutura proposta, RM(Q);; = k. Esse processo € descrito
no Algoritmo

Algoritmo 7 Obtencdo de RMQ(3, j).
Input LCP
Output RMQ(i,j)
if 2 e j estdo no mesmo bloco then
Pesquisa linear por [i, j]
else
Ache RM(@); com base no bloco de i
Ache RM@); com base no bloco de j
Sejam v e w os pais dos blocos de i e 7
repeat
for all Filhos de v que alcancem blocos contidos em [7, j| do
Atualize o valor de minimo
end for
for all Filhos de w que alcancem blocos contidos em [i, j] do
Atualize o valor de minimo
end for
v <— PARENT(v)
w <— PARENT(w)
until v # w
end if
return RMQ(i, j)

Ap6s determinar as trés posi¢des, basta tomar a que possui o menor valor LC' P dentre eles.
Em caso de empate, a posicao mais a esquerda € escolhida.

Como a érvore € completa, a altura da drvore € dada por ©(log 7). Como cada né durante
o percurso da arvore € acompanhado pela examinagdo de no maximo L filhos para obten¢ao de
RMQ;, a consulta de RM Q5 leva tempo tryg = O(trep - £-1og 7).

Para responder consultas de N SV (i), primeiramente, a solugdo é procurada a direita de ¢ ao
examinar somente o bloco em que ¢ se encontra. Esta inspe¢do linear leva tempo O(trcp - £).
Caso a busca falhe em encontrar k£ > i tal que LCP[k] < LCPJi], a estrutura de dados é
utilizada por meio de uma busca bottom-up sucedida por uma busca fop-down. Seja v 0 n6 pai
do bloco de i. A partir de v a arvore é percorrida de baixo para cima seguindo os ancestrais.
Durante esse percurso, para cada ancestral, os filhos que alcancam somente os blocos a direita
do bloco de ¢ sdo examinados. Se em algum dos filhos, o rétulo presente possuir um valor
menor que LC P[i| a busca é encerrada. Caso contrério, a busca é efetuada até chegar a raiz.

Ap0s isso, um percurso fop-down € efetuado ao examinar os descendentes do n6 encontrado
na etapa anterior. Para cada descendente, os filhos que alcancam somente os blocos a direita do
bloco de ¢ sdo examinados. Caso haja mais de um filho cujo valor de LC' P seja menor que o
valor de LC'P(i), a posi¢do a esquerda é escolhida. O critério de parada é quando se alcanga
um bloco. A partir disto, uma inspeg¢do linear € feita dentro do bloco para encontrar o valor
NSV (1), caso exista. Este processo é descrito pelo Algoritmo
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Algoritmo 8 Obtencdo de NSV (7).
Input LCP
Output PSV (i)
Pesquisa linear no bloco de ¢
if NSV (i) ndo estd no bloco de i then
Seja v o pai do bloco de ¢
while v ## ROOT do
for all Filhos de v que alcancem blocos a direita do bloco de 7 do
Escolha o filho mais a esquerda rotulado por k tal que LC P[k] < LC Pi]
Saia do While
end for
v < PARENT(v)
end while
while v nao for pai de um bloco do
for all Filhos de v que alcancem blocos a direita do bloco de i do
Escolha o filho mais a esquerda rotulado por & tal que LC P[k] < LC PJi]
Atualize v para o filho escolhido
end for
if v ndo foi atualizado then
NSV(i)=n—1
end if
end while
Faca uma busca linear no bloco filho de v
end if
return NSV (7)

A consulta de PSV/ (i) é simétrica, basta maximizar a posi¢ao em vez de minimizar. Como
exposto pelo Algoritmo. [9]

Da mesma maneira que tgy¢, 0 tempo das consultas de NSV (i) e PSV (i) é dominado
pelas pesquisas bottom-up e top-down da drvore, que levam tempo tpysy = O(trop - L1og 7).
Esse tempo € justificado pois a drvore tem altura ©(7%) e para cada né durante o percurso da
arvore, sdo inspecionados L filhos.

As operagdes da arvore de sufixos comprimida segundo a implementagcdo proposta, foram
implementadas como descrito na Se¢@o[3.4] A complexidade de cada operagdo na implementagdo
comprimida € descrita em funcao das consultas utilizadas e é sumarizada pela tabelad.1l Como
forma de contraste, a complexidade das mesmas operagdes em uma arvore de sufixos comum €
exposta na mesma tabela.
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Algoritmo 9 Obtengdo de PSV/ (7).

Input LC'P
Output PSV (i)
Pesquisa linear no bloco de ¢
if NSV (i) ndo esta no bloco de i then
Seja v o pai do bloco de ¢
while v # ROOT do
for all Filhos de v que alcancem blocos a esquerda do bloco de ¢ do
Escolha o filho mais a direita rotulado por k tal que LC P[k] < LC PYi]
Saia do While
end for
v <— PARENT(v)
end while
while v nao for pai de um bloco do
for all Filhos de v que alcancem blocos a direita do bloco de ¢ do
Escolha o filho mais a direita rotulado por k tal que LC' P[k] < LC P]i]
Atualize v para o filho escolhido
end for
if v ndo foi atualizado then
PSV (i) = -1
end if
end while
Faca uma pesquisa linear no bloco filho de v
end if
return PSV (i)
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Tabela 4.1: Complexidade das operacOes suportadas.

Operacao Implementacdo comprimida | Arvore de sufixos comum
RooT O(1) O(1)
LEAF(v) O(1) O(1)
LOCATE(v) O(ta) O(1)
PARENT(v) O(tpnsv) o)!
CHILDREN(v) O(0 - trumq) O(o)
CHILD(v, ¢) O(o - trumq) O(o)
DEPTH(v) O(truo) O(1)!
EDGE(u, v) O(ta+15]) O(1)?
LCA(u,v) O(trmq) O(1)*
SLINK(v) O(trumo) o)!

'Desde que haja espago extra para armazenar a informacio.
2Desde que o texto esteja armazenado em meméria principal.
3Desde que haja espago extra para armazenar a informagio e um pré-processamento tenha sido realizado.
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Capitulo 5

Experimentos e comparacoes

Experimentos foram realizados com a implementacdo do indice. Além disso foram feitas
comparacdes com outros indices. Mais especificamente, compararam-se:

e A implementagdo proposta por este trabalho que, conforme citado no Capitulo [} é com-
posta pelo método de Gonzdles e Navarro [GGMNOS] para as consultas de Rank e
Select, pelo algoritmo incremental de constru¢do de arranjos de sufixos comprimidos
de Hon et al. [HLST07], pelos métodos de Kasai et.al [KLAT01] e Sadakane [Sad02]]
para construcdo de LC'P e pela estrutura de dados de Canovas e Navarro para responder
as consultas de RM(Q, NSV e PSV;

e Um indice ndo-comprimido implementado pelos autores a fim de servir de controle para
os testes. Este indice foi baseado em arranjo de sufixos ndo-comprimido enriquecido com
informacdo de LC'P ndo-comprimida e adicionado com a estrutura proposta por Canovas
e Navarro [CN10]] para responder as consultas de RM(Q, PSV e NSV. O arranjo de
sufixos foi construido com a biblioteca 1ibdivsufsort [MorO7]. O método de Kasai et
al. [KLAT01], abordado na Se¢ao foi implementado para calcular a informagao de
LCP nao-comprimida. A implementacdo da estrutura de [CN10] é a mesma do indice
comprimido implementado;

e Um indice comprimido implementado pelo grupo SuDS (Succinct Data Structures) da
universidade de Helsinque [V. 13]. A implementagdo € baseada no trabalho de Sadakane
[Sad07], onde a topologia da arvore € codificada sucintamente na forma de parénteses
balanceados. As operacdes basicas também agem sobre essa representacao de parénteses.
Portanto, este indice difere da implementacdo do nosso trabalho por usar outra técnica
para realizag¢do de percursos na arvore de sufixos.

A implementacdo foi codificada em C++ para um arquitetura de 32-bits, portanto a manipulacao
de arquivos extremamente grandes € impossibilitada por este fator, devido a capacidade de
enderecamento das estruturas de dados que compdem o indice. Desta forma, a implementagdo
apenas permite a manipulacdo de textos da ordem de centenas de megabytes. Todos os testes
foram realizados em um computador core i7-3700k com 8 GB de memoria RAM sobre o sistema
operacional GNU/Linux Ubuntu 12.10.

Os indices foram avaliados e comparados segundo 3 quesitos:

1. Tempo de construcdo: tempo necessario para construg¢do do indice.
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2. Espaco: espaco final necessario para representar o indice e o pico de memdria usado
durante a constru¢do do mesmo.

3. Custo de operagdo: tempo de operagdes basicas sobre o indice tal como:

e Tempo de acesso a Ai]. Obtido através da média aritmética do tempo de 10° acessos
em posicdes arbitrarias de A.

e Tempo de acesso a LC'PJi] para algum i. Obtido através da média aritmética do
tempo de 10° acessos em posi¢des arbitrdrias de LC'P.

e Tempo de acesso a RMQ(i, 7). Obtido através da média aritmética do tempo de 10°
acessos em intervalos arbitrérias.

e Tempo de acesso a NSV (i). Obtido através da média aritmética do tempo de 10°
acessos em posicoes arbitrarias i.

e Tempo de acesso a PSV (i) para algum . Obtido através da média aritmética do
tempo de 10° acessos em posi¢des arbitrdrias i.

e Tempo de acesso a LC' A(u, v). Obtido através da média aritmética do tempo de 10°
acessos em folhas arbitrarias u e v quaisquer.

Para verificar diferentes configuragdes do indice proposto, os pardmetros ', £ e K, men-
cionados em capitulos anteriores, foram ajustados. Desta forma, o indice pode gastar menos
(mais) espaco para a sua representacao e gastar mais (menos) tempo para consulta e construcao,
isto €, ao diminuir o uso de um recurso, aumenta-se o tempo do outro, ja que o indice com-
primido baseia-se na troca de espago por tempo. Foram criados quatro cendrios para testar o
comportamento da implementacdo proposta:

1) Cenario pior espago-eficiente e mais rapido com pardmetros B’ = 60, L = 10e L = 8.
2) Cendrio intermediario com parametros B’ = 60, L = 20 e £ = 16.
3) Cendrio melhor espago-eficiente e mais lento com parametros B’ = 60, L = 20 e £ = 32.

4) Cenario melhor espago-eficiente com parametros 5’ = 60, K = 20 e £ = 32. A memdria
neste cendrio foi limitada a 580MB de memédria RAM.

Em todos os cenarios B’ foi configurado com o valor 60 em todos os cendrios pois demon-
strou empiricamente ser uma boa escolha para balancear o tempo de constru¢do e memoria de
pico utilizada.

Para mensurar o tempo gasto, o comando de sistema time foi utilizado. Cada operacgao foi
executada 10° vezes em posigdes aleatdrias e a média foi calculada.

Para obter a memoria de pico, um shellscript que monitora periodicamente a memoria
utilizada pelo processo foi usado.

A informacdo do espaco final requerido pela estrutura foi coletada usando o préprio sistema
de arquivos, visto que ele informa o tamanho final do indice. Uma vez que o indice era con-
struido, ele era salvo em disco para que, quando fosse utilizado novamente, bastasse carrega-lo
deste local sem necessidade da reconstrucao do indice.

Para os testes geraram-se aleatoriamente textos contendo o alfabeto de ADN ¥ = {a, ¢, t, g}
com um programa codificado em C++.
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Até o momento da defesa, os seguintes resultados foram submetidos para a Conferencia
Latinoamericana en Informdtica (CLEI 2013).

A Tabela[5.T|expde a nomenclatura adotada para o entendimento dos gréficos apresentados.
Além disso, em cada grafico uma legenda foi colocada indicando o espaco final, em bits por
simbolo, que cada estrutura ocupa.

Tabela 5.1: Nomenclatura adotada para os graficos.

Nome Significado

CST Implementacao proposta

SuDS CST | Implementacdo do indice SuDS

Raw ST Implementacio da estrutura ndo-comprimida

5.1 Tempo de construcao

O primeiro critério avaliado foi o tempo de construcdo. O grafico da Figura[5.1]ilustra o cendrio
mais rapido e pior espago-eficiente da implementacdo para este quesito. Por sua vez o gréfico
da Figura|5.2|ilustra o cenario intermedidrio. Por fim, o grafico da Figura|5.3|ilustra o compor-
tamento do cendrio melhor espaco-eficiente da implementagao.

Ap06s a observacdo destes graficos fica claro a troca de espago por tempo mesmo na constru¢ao
do indice proposto.

O cendrio pior espago-eficiente € o mais rapido, visto que os fatores de amostragem X e £
sdo os menores. Isso pode ser explicado pois a constru¢do da informacgdo de LC' P depende do
acesso a A. Por sua vez, a montagem da estrutura de Canovas e Navarro [CN10], depende de
acessos a LC'P.

O cendrio intermedidrio perde do cendrio melhor espago-eficiente pois o fator de amostragem
KC é o mesmo, diferindo no fator £ que € menor no cendrio intermediario. Com isso, a arvore
proposta por Canovas e Navarro [[CN10] tem mais nds internos, e logo, demora mais tempo
para ser construida, enquanto no cenario melhor espacgo-eficiente esta mesma estrutura possui
menos nds. No entanto, o cendrio intermedidrio ganha do melhor espaco-eficiente pelo fator de
amostragem K ser maior.

Em comparagdo a outros indices, temos que o tempo de constru¢do do indice proposto é
maior do que os dois comparados. A implementagdo proposta € pelo menos duas vezes mais
lenta que o indice SuDS. O tempo de construcio do indice nao-comprimido € desprezivel com-
parado tanto a implementa¢do proposta quanto ao indice SuDS.

No entanto, para diversas aplicacdes, como mapeamento de reads em um genoma de re-
feréncia, visto na Se¢ao[I.1.2] o tempo de constru¢do do indice ndo € crucial, visto que o indice
do genoma s necessita ser construido uma vez para possibilitar o mapeamento de quantas reads
forem necessarias. Esta € a ideia por tras de diversos software de mapeamento, como o0 BWA
[LDO9], Bowtie [LTPS09] e Segemelh [HOK™09]. Logo, nossa implementagido pode ser mais
util para aplicacdes cujo indice necessite ser construido uma dnica vez, como no mapeamento
de reads.
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Figura 5.2: Tempo de construgdo para K = 20 e £ = 16. ~ 14 bits por simbolo.
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Figura 5.3: Tempo de construgdo para K = 20 e £ = 32. ~ 13 bits por simbolo.

5.2 Espaco

Ao analisar o recurso de espaco foram considerados o espaco final que a estrutura ocupa e a
memoria de pico, isto €, a maior quantidade de memoria que a estrutura ocupa considerando
todo o seu tempo de vida.

O grifico da Figura expde o cendrio pior espago-eficiente. O grafico da Figura
ilustra o cendrio intermedidrio. Finalmente, o grifico da Figura [S.6|refere-se ao cendrio melhor
espaco-eficiente e mais lento.

E observado que a implementagio proposta possui a menor memdria de pico dentre todos
os cendrios, requerendo um pouco mais na construcao do que o necessario para a representacao
final da estrutura. Considerando o indice SuDS um fator pouco maior que 4 x sobre a entrada é
observado ao considerar a memoria de pico.

No primeiro cendrio, ilustrado pelo gréifico da Figura[5.4] os fatores de amostragem /C e £
sdo os menores utilizados no experimento, portanto a implementacdo mostra-se pior espago-
eficiente em relacao aos outros cendrios. Para este cendrio, o pico de memoria possui um fator
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de ~ 2.5x sobre o tamanho da entrada. Ao considerar o espago de representacdo da estrutura,
a implementacdo proposta gasta mais espago que o indice SuDS.

No segundo cendrio, ilustrado pelo grifico da Figura[5.5] a implementagéo proposta é equiv-
alente em termos de espaco de representagdo final da estrutura em relacio ao indice SuDS, um
fator um pouco menor que 1.8x em relagdo ao tamanho da entrada. A memoria de pico da
implementagdo requer pouco espago adicional em comparagdo ao espaco final utilizado pela
mesma.

No terceiro cendrio, ilustrado pelo gréfico da Figura[5.6 a implementacdo proposta demon-
stra ser mais espaco eficiente do que nos outros cendrios. O espaco utilizado pela estrutura
possui um fator de ~ 1.5x sobre o tamanho da entrada, gastando menos espaco que o indice
SuDS. A memdria de pico também representa os menores valores dentre os trés cendrios.

Nota-se que o indice ndo-comprimido requer um uso enorme de espaco, pouco importando
a escolha de L. Ele requer um fator de 12x de memdria de pico e um fator de ~ 10x para
representacdo final da estrutura nos cendrios utilizados. Este fator torna a manipulagdo de textos
grandes invidvel na prética quando ndo hd memoria suficiente.
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Figura 5.4: Espaco e pico de memoria para K = 10 e £ = 8. ~ 19 bits por simbolo.
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Memoria de pico e espaco
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Figura 5.5: Espaco e pico de memoria para K = 20 e £ = 16. ~ 14 bits por simbolo.

68



Memoria de pico e espaco
Tamanho(MB) vs Espaco(MB)
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Figura 5.6: Espaco e pico de memoria para K = 20 e £ = 32. ~ 13 bits por simbolo.

O griéfico da Figura[5.7]ilustra o espaco consumido apenas pela implementagdo proposta nos
trés diferentes cendrios. O cendrio mais rapido, com K = 10 e £ = 8; o cendrio intermedidrio,
com/C = 20 e L = 16 e o cendrio mais lento, com K = 20 e £ = 32.
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Figura 5.7: Espaco e pico de memoria para os cendrios.

5.3 Custo de operacoes

O custo de operacdes foi medido para realizar uma comparagdo entre a implementacao proposta
e o indice ndo-comprimido, visto que ambos baseiam-se em operacdes de RM (), PSV e NSV.
Além dessas operagdes, foram analisados o tempo de acesso a A, LC' P, e a consulta de ancestral
comum mais baixo (LC'A) entre duas folhas.

O gréfico da Figura expde o cendrio pior espago-eficiente e mais rapido. O gréafico da
Figura[5.9]ilustra o cendrio intermedidrio. Finalmente, o grafico Figura[5.10|refere-se ao cendrio
melhor espaco-eficiente.

Nos trés cendrios fica evidente a troca de espagco por tempo. Quanto maior o fator de
amostragem, menor o espago, mas o tempo de computagdo aumenta para recuperagdo das en-
tradas ndo amostradas. Isso influencia diretamente no custo de operagdes, que baseiam-se em
acessosa V¥V, Ae LCP.

O custo de operagdes mais simples na implementacdo comprimida, como acessos a A e a
LC'P, gasta apenas alguns microssegundos, a mesma ordem do que operagdes mais complexas
no indice ndo-comprimido, como a operagao de RM () e LC'A. Ja as operagdes mais complexas
na implementacao proposta estdo na ordem de centenas de microssegundos (como consultas de
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PSV e NSV) e na ordem de milissegundos para as operagdes mais complexas RM Q) e LC'A.
O preco da economia do espaco reflete-se em um custo de operacgdo basica maior.

Custo de operacéo

Tamanho(MB) vs Custo de operacdo(microssegundo)
1000 T | T | T | T | T

- .9
V@/Q\n

~—
[=)
k]
c
>
7}
@ 100p
8 N
S I O sacst
é [ SARawsST
= A LCP CST
LCP Raw ST S
b
S, R ps B B B RMQ CST
g s RMQ Raw ST
g > NsvcsT
o NSV Raw ST
() 101 X PSVCST
© H PSV Raw ST
o] G—-©Oueacst |
g [F—F] LcaArRaw ST N7
O

Fd
paay

. T . | . | . | .
0 20 40 60 80 100
Arquivo de ADN(MB)

Figura 5.8: Custo de operacdo para L = 10 e £ = 8. ~ 19 bits por simbolo.
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Custo de operacao(microssegundo)
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Figura 5.9: Custo de operacdo para L = 20 e £ = 16.
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Custo de operacéo

Tamanho(MB) vs Custo de operacgdo(microssegundo)
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Figura 5.10: Custo de operacdo para L = 20 e £ = 32. &~ 13 bits por simbolo.

No entanto, estes cendrios ndo refletem a importancia dos indices comprimidos quando a
memoria é escassa. O Grafico[5.11]ilustra o cendrio melhor espago-eficiente quando a memoria
disponivel ndo € suficiente para armazenar o indice ndo-comprimido inteiramente em memoria.

No experimento, a memoria foi definida para 580N B para simular uma situacdo em que
pouca memoria estivesse disponivel. Como o indice ndo-comprimido ndo cabe em memodria,
muitas paginas tem que ser recuperadas do disco e portanto, muitos acessos a disco come¢cam
a ser realizados em vez de acessos a memoria. Este fendmeno causa uma degradacdo do custo
de operagdo do indice ndo-comprimido, conforme o tamanho de entrada aumenta, o custo de
operacoes fica excessivo, até que o custo das operacdes do indice nao-comprimido seja superior

ao custo de operacdo da implementacao proposta.
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Custo de operacéo

Tamanho(MB) vs Custo de operacdo(microssegundo)
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Figura 5.11: Custo de operagdo para K = 20 e £ = 32 com 580M B disponiveis de memoria
RAM. = 13 bits por simbolo.

5.4 Analise

Conforme visto, devido ao algoritmo incremental proposto por Hon ez al. [HLS™07], aimplementagio
proposta mostra-se muito eficiente quanto a memoria de pico utilizada durante a construgdo, re-
querendo pouco mais que o espaco final para representacdo da estrutura. Em comparaciao ao
indice SuDS, a implementacdo neste trabalho mostra-se muito mais eficiente caso haja pouca
memoria disponivel, visto que este indice requer um fator maior que 4 x de memoria em relagao

ao tamanho da entrada para sua constru¢do. Ja o indice ndo-comprimido usa um fator de 12 x

de pico de memdria em relagdo ao tamanho da entrada, o que pode tornar o seu uso invidvel
quando pouca memdria estd disponivel.

O tempo de constru¢do da estrutura na implementacdo proposta € o maior em todos 0s
cendrios, tendo um fator de ~ 2x sobre o indice SuDS. Por sua vez, o indice nao-comprimido
possui um tempo de construciao substancialmente menor que os demais em todos os cenarios.
No entanto, o tempo de constru¢@o nao € critico para algumas aplicagdes, conforme mencionado
anteriormente, uma vez que a estrutura necessita ser construida apenas uma vez. J4 o espago
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pode ser crucial para algumas aplicacdes de modo que é essencial que a estrutura caiba em
memoria principal durante o seu uso e durante a sua construgao.

Por fim, o indice nao-comprimido possui um custo menor de operacao que a implementacao
proposta devido a troca de espago por tempo da implementacao proposta. No entanto, quando
pouca memoria estd disponivel, a implementacdo proposta demonstra ser de grande valia em
pratica, pois ela cabe inteiramente em memdria principal e evita acessos a disco, o que evita
uma degradacdo do desempenho, ao contrdrio do que ocorre com o indice ndo-comprimido,
que quando nao cabe em memoria principal, € totalmente degradado pelas operacdes em disco.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Neste trabalho, propusemos uma implementagao espago-eficiente baseada em arvores de sufixos
comprimidas.

Ap6s experimentos, foi observado o valor pratico da implementacao proposta em comparagao
a outros indices existentes na literatura. Varios mecanismos podem ser incorporados ao indice
para melhorar seu desempenho de tempo e espago bem como a sua flexibilidade. Além disso,
novas comparacOes deverdo ser feitas para ratificar a eficiéncia da implementagdo proposta em
trabalhos futuros.

6.1 Discussao

Os indices desenvolvidos se mostram extremamente uteis por serem capazes de manipular
informacdo de maneira eficiente para a resolucdo de varios problemas essenciais tais como,
mapeamento de fragmentos em Bioinformaética, codificacio Huffman em processamento de
sinais ou até mesmo casamento de padrdoes em Mineracdo de Dados. Portanto, estas estruturas
de dados ddo origem a uma vasta gama de aplicag¢des praticas que compreendem varios campos
da Ciéncia da Computagao

Como visto no Capitulo [5} a implementagdo proposta demonstra ser muito eficiente com
respeito ao uso de memoria de pico.

e Enquanto o indice SuDS requer um fator de mais de 4x sobre o tamanho da entrada,
a implementacao proposta requer um fator menor que 2x em um cendrio mais espaco-
econdmico. A memoria de pico do indice comprimido requer um fator de x 12 em relacao
ao tamanho da entrada, muito maior que o fator dos indices comprimidos.

e Outro ponto notdvel da implementacdo é que a memoria de pico ndo € muito maior do
que o espago final para representar a estrutura, ou seja, ndo € necessdrio uma quantia
considerdvel de memoria adicional durante a construg@o da estrutura de dados o que a
diferencia do indice SuDS e do indice ndo-comprimido.

A implementacdo também demonstra ser espaco-eficiente quanto ao espacgo final da estru-
tura.

e Em cenarios menos espago-econdmicos, ela perde por pouco em relagdo ao indice SuDS.

e Em cendrios mais espaco econdmicos, a implementacdo supera o indice SuDS.
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Em relacdo ao tempo de construgdo, a implementacdo possui um fator de ~ 2x em relacao
ao indice SuDS. O indice ndo-comprimido possui um tempo de constru¢do desprezivel em
relacdo aos indices comprimidos, tanto ao indice SuDS quanto ao da implementacao proposta.
No entanto, para algumas aplicagdes, a estrutura final s6 precisa ser construida uma vez, tor-
nando o tempo de constru¢ao em um fator nao crucial.

Experimentos realizados com relagdo ao custo de operacao demonstraram que a implementacdo
proposta leva mais tempo para cada operacdo em relacdo ao indice ndo-comprimido, um preco
que se paga pela compressao. No entanto, quando a méaquina dispde de pouca memoria a
implementa¢do mostra-se extremamente util. Neste caso, o indice ndo-comprimido ndo cabe em
memoria principal, observando-se que o desempenho do mesmo se degrada completamente e se
torna inferior a da implementac@o proposta, que ndo sofre degradagdo, pois cabe em memoria
principal.

Sendo assim, o presente trabalho oferece uma alternativa espago-econdmica competitiva em
relacdo aos indices comparados, tornando seu uso muito util em pratica.

6.2 Progresso e trabalhos futuros

Diversas caracteristicas € mecanismos podem ser incorporados a implementagcdo proposta para
melhorar os recursos de tempo de construcao, custo de operagao e espago utilizado e a manipulacao
de textos. Estas melhorias sao:

Arranjos de sufixos comprimidos: A implementacio constitui do arranjo de sufixos com-
primido descrito por Grossi e Vitter [GV0S] e construido de acordo com o algoritmo
incremental de Hon er al. [HLSTQ7]]. Outras formas de arranjos de sufixos comprimidos,
como a proposta em [MNOS] por Mikinen e Navarro, podem ser implementadas futura-
mente para possivel melhoria de espaco e tempo. Além disso, testes realizados com o
indice-FM como estrutura equivalente ao arranjo de sufixos comprimidos podem apre-
sentar resultados mais rapidos e melhor espago-eficientes, como sugerido em [HLS™04].

Arquitetura de 64-bits: Como a implementacdo foi criada para uma arquitetura de 32-bits
textos grandes da ordem de gigabytes ndo podem ser manipulados. Ao portd-la para uma
arquitetura de 64-bits serd possivel manipular textos ainda maiores dando origem a uma
gama maior de aplicacdes.

Consultas de Rank e Select : De acordo com Navarro e Providel [NP12]], o método proposto
para as consultas mostra-se bem mais eficiente do que o trabalho de Gonzéles e Navarro
[GGMNOS], o qual nosso trabalho foi baseado. Uma implementa¢do do método mais
recente forneceria uma melhora significante no tempo de acesso a W e a LC'P. Pois se
o acesso de LC'P fosse mais eficiente, as consultas de RM(@Q, PSV e NSV também
seriam, visto que dependem do acesso a LC'P. O tempo de construcdo também seria

reduzido gracas a melhora dos tempos de acesso ao arranjo de sufixos comprimidos, a W
ea LCP.

Representacao de U: No trabalho de Hon et al. [HLST04], os autores mencionam que o uso
do cddigo v de Elias para codificar a fun¢do W gasta menos espaco em relacdo ao cédigo
de Rice, usado em nossa implementacdo. Desta forma, ao implementar esse cddigo, tanto
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a memoria de pico quanto o espago final da estrutura tem potencial para serem reduzidos
ainda mais.

Construcao de LC'P: Os métodos apresentados em [KMPQ9], [Fis11]] e [BGOS11], mostram-
se mais rapidos na pratica do que os métodos de Kasai er al. [KLAT01] e Sadakane
[Sad02], usados em nossa implementagdo, para constru¢ao de uma informacao espago-
eficiente de LC'P. Com tais métodos, o tempo de construgdo total diminuiria ja que a
construcdo da informagdo de LC'P seria mais rapida.

Com a adicdo destas melhorias, a implementagdo proposta poderd obter resultados ainda
mais eficientes e interessantes na pratica, dando origem a uma variedade maior de aplicacdes.

Comparagdes foram realizadas com um indice baseado na biblioteca 1ibdivsufsort [Mor(Q7]
e com o indice SuDS [V. 13]]. Outros indices tais como os expostos em [CN10] e [OFG10] serdao
comparados em trabalho posterior com proposito de identificar as vantagens e desvantagens da
implementagdo proposta em relacdo a eles. A figura |3.1|ilustra os trabalhos que podem con-
tribuir para melhoria da implementacao proposta.
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