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Resumo

A teoria de Kaluza-Klein nao abeliana, proposta em 1963 para a unificagao das interagoes
fundamentais é modificada, utilizando a topologia de imersao do espago-tempo no
lugar da topologia produto original. A acao de Einstein-Hilbert aplicada ao espaco-
tempo total € mantida, mas o ansatz da métrica é derivado apenas usando a imersao.
O espaco interno nao é compacto, mas sim gerado pelas dimensoes extras requeridas
pela imersao e o grupo de isometria desempenha o papel da simetria de calibre. Os
potenciais de calibre sdo de origem geométrica, dada pela terceira forma fundamental
do espaco-tempo quadridimensional. A agcao de Einstein-Hilbert do espaco de imersao
se decompde na agao gravitacional usual do espago-tempo mais a acao de Yang-Mills,
adicionado de um termo de interacao determinado pela segunda forma fundamental
(ou curvatura extrinseca do espacgo-tempo). Uma vantagem sobre a teoria de Kaluza-
Klein original € que o problema da quiralidade fermidnica na escala eletrofraca é re-
solvido, juntamente com o problema da hierarquia das interacoes fundamentais.
Palavras-chave: kaluza-Kiein, Imerso, Unificacao
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Abstract

The non abelian Kaluza-Klein theory, from 1963 for the unification of the fundamental
interactions is modified, using the embedding topology of space-times in place of the
original product topology. The Einstein-Hilbert action applied to the higher dimensional
embedding space is maintained, but the metric ansatz is derived from the embedding.
The internal space is not compact as generated by the extra dimensions of the em-
bedding and its isometry group plays the role of the gauge symmetry. The gauge po-
tentials are of geometrical origin, given by the third fundamental form of the embedded
space-time. The Lagrangian of the total space decomposes in the gravitational plus
the Yang-Mills plus an interaction term determined by the second fundamental form (or
extrinsic curvature). The advantage over the original Kaluza-Klein is that the problem
associated with the fermions chirality at the electroweak scale is resolved, together
with the the hierarchy of the fundamental interactions.
Keywords: Kaluza-Klein, Embedding, Unification
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Capitulo 1

Introducao

O esforgo para o conhecimento, por sua propria natureza, nos impele ao mesmo
tempo para a compreensao da extrema variedade da experiéncia e para o dominio da

simplicidade econémica das hipoteses fundamentais.

Como Vejo o Mundo. Albert Einstein.

O conhecimento cientifico, em sua busca por compreender a natureza de forma
Unica e simples, sugere que fendbmenos naturais genéricos sejam explicados por ape-
nas uma unica teoria. A historia da ciéncia esta repleta de exemplos que mostram
a necessidade de descrever a natureza através da uniao de teorias antes consider-
adas distintas . Abdus Salam e Steve Weinberg, ganhadores do prémio nobel, tiveram

sucesso na tentativa de unificacao do eletromagnetismo com a forca nuclear fraca.



Salam nos lembra em livro de sua publicacao [1] de pelo menos 2 marcos importantes
na direcao da unificacdo: 1- A unificagao feita por Issac Newton no século XVII na
qual sua teoria descrevia tanto fendémenos terrestres como celestes, que até a época
eram vistos como distintos; 2- a unificagao da Eletricidade e do Magnetismo concluida
por Maxwell na segunda metade do século XIX, resultando na teoria Eletromagnética;
Kant, no seu memoravel trabalho Critica da Razao Pura [2], ja tratava o espaco e o
tempo como pertencentes a uma mesma classe ontoldgica de formas de percepgao.
Einstein descreveu o espaco e o tempo como elementos analogos na Teoria da Rela-

tividade Especial.

Atualmente, o Modelo Padrao de particulas descreve de forma satisfatoria trés
das quatro interacdes fundamentais conhecidas: a for¢a nuclear fraca, a forga eletro-
magnética e a forca nuclear forte (todas conhecidas como interacoes de calibre). A
Unica forga fundamental que nao pertence a este conjunto é a da gravitagdo. Um
grande esfor¢o para inclui-la foi dispensado pelos cientistas nos ultimos anos, sem
conclusao final. A maior dificuldade encontrada para incluir a gravidade no modelo
padrao é a sua aparente incompatibilidade com a teoria quantica, pois ainda nao se
conseguiu desenvolver uma teoria testavel na qual a gravidade é quantizada. Isto €
devido a grande quantidade de energia necessaria para realizar tal teste (o problema

da hierarquia gravitacional).

Vale ressaltar a importancia de teorias unificatérias para uma compreensao mais
aprofundada dos fenémenos naturais. Quando combinam-se duas ou mais teorias, o
resultado € uma nova teoria que possua mais generalidade ( aplica-se a mais fenémenos)
e simplicidade. Além disso, o resultado deve apresentar a possibilidade de observacao
de fendmenos novos. E o caso da teoria Eletromagnética, que explicou as carac-
teristicas ondulatorias da luz (incluindo sua velocidade) e previu a existéncia de outras
ondas de mesma natureza em uma vasta faixa de frequéncias . Este fato foi obser-
vado posteriormente através de experimentos realizados por Hertz. Da mesma forma,

a RG prevé o fendmeno de ondas gravitacionais, que sao perturbagdes periddicas
transmissoras de energia que sao causadas por deformacdes no espago-tempo. Um

exemplo de tais fontes seria um sistema binario de estrelas.

De acordo com Pierre de Maupertuis, fildsofo e matematico belga do século XVIII

e diretor da Faculdade de Ciéncias de Berlin, a natureza, na produgao de seus efeitos,
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sempre age de maneira mais simples. Ele se inspirou nos trabalhos de Fermat, que
explicava os padroes de refracao da luz pelo postulado de que esta deveria se propa-
gar entre dois pontos no menor tempo possivel. Concebeu assim o calculo variacional
com base nos valores minimos de uma fungao chamada acao. A acao de Maupertuis
era muito simples, dada pelo produto Matéria x Movimento x EspaGo (da massa pela
velocidade e pela distancia percorrida por um corpo) que hoje, generalizada, é vista
como a integral de uma fungcao chamada Lagrangeana. Esta simplicidade possibilita
uma compreengao aprofundada das sutilezas inerentes as teorias. Um exemplo disso
€ a teoria Newtoniana, que expde de uma forma muito mais concisa e geral as leis
de Kepler (as quais sao apenas casos particulares da teoria de Newton) e pode ser

derivada de principios variacionais.

A motivacado para se buscar uma teoria unificada é variada. Em relagao a idéia de
Maupertuis, pode-se dizer que o intuito é descrever uma Lagrangeana que contenha
em si todas as caracteristicas dos fendmenos observaveis possiveis. Hoje em dia ex-
iste uma corrente de pensamento que afirma que o objetivo da ciéncia é chegar a uma
resposta final que explique todos os fendmenos perceptiveis. A corrente contraria,
também muito difundida, diz que o projeto de unificacdo € uma ilusao, pois mesmo
que se chegue a tal teoria, nao se pode provar sua veracidade. De acordo com essa
ultima corrente, poderiam existir varias destas teorias com cada uma partindo de ax-
iomas diferentes. A posicao que se adota no presente trabalho é claramente aquela
que busca uma teoria unificada, pois pretende-se descrever todas as forcas funda-
mentais em uma sé teoria. Porém a teoria a ser apresentada nao tem a pretencao
de ser ultima e acabada, mas sim passivel de constante revisdo . Uma teoria que
unifica todas as forcas esta longe de ser a explicacao final, uma vez que provavel-
mente ainda existirdo inUmeros problemas inerentas a propria teoria, a sua aplicabil-
idade e a questao filosofica de certeza. De acordo com Poincaré [3], nao se pode
provar a veracidade de uma teoria cientifica, apenas verificar suas limitagdes (que sao
as discordancias com a experiéncia). Neste sentido sera impossivel dizer que uma

dada teoria é a explicagao final da natureza.

A RG foi desenvolvida por Einstein em 1916 com o objetivo de descrever de maneira
satisfatoria a interagao gravitacional, de modo compativel com a RE de 1905. Para

isso, ele usou a geometria Riemanniana como ferramental matematico no qual a teo-
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ria deveria ser fundamentada. Com o uso desta geometria, o espaco-tempo fisico a
ser estudado € uma variedade dotada de uma métrica, que fornece informacdes so-
bre a medida espacial e temporal realizada dentro da variedade, de modo intrinseco,
sem a necessidade de realizar nenhuma medida fora da mesma. As equacdes que de-
screvem a evolucao da métrica (esta também conhecida, em geometria, como primeira
forma fundamental) a partir de uma dada distribuicdo de matéria sdo derivadas de
uma principio variacional, no qual a agao é a integral de uma fungao, que é definida
em toda a variedade, e é chamada de Lagrangeana de Einstein-Hilbert, construida

com a curvatura escalar da variedade.

Ao longo dos anos, a RG conseguiu descrever fendmenos gravitacionais de maneira
satisfatoria, pois explicou observagdes que nao eram consistentes com a teoria New-
toniana da gravitagao (como o desvio do periélio de mercurio) e até recentemente
nenhuma evidéncia experimental direta permitiu descarta-la. Entretato em astrofisica
e cosmologia a teoria de Einstein ndo explica 0 movimento de estrelas em galaxias
espirais e nem a expansao acelerada do universo (sdo os problemas da matéria es-
cura e energia escura, respectivamente). Portanto, inimeras tentativas de modifica-la
ou substitui-la vém sendo propostas. Isso se da porque ela possui uma dificuldade de
se integrar com a mecanica quantica, bem como dificuldade em explicar a energia e

matéria escuras e o problema da hierarquia.

O presente trabalho propde a modificacao da teoria da gravitagao de Einstein em
alguns aspectos com o objetivo de solucionar o problema da unificacao. A modificacao
sugerida leva em conta criticas a geometria Riemanniana em sua formulagao original

[4], feitas antes mesmo da RG existir.

Para compreender essas criticas, basta notar que Riemann redefiniu o conceito
de variedade (este conceito ja era usado por Kant como o conjunto de todas as
percepgdes objetivas) sem nenhuma referéncia a um espago maior em que esta es-
teja contida, ou seja, em termos puramente intrinsecos. Disso resulta que a geometria
Riemanniana nao tem meios para diferenciar localmente um plano de um cilindro, de
um cone ou de uma telha qualquer. Portanto, a formulagao de Riemann da geome-
tria nao leva em conta informacoes topoldgicas importantes, necessarias para a plena
compreensao das formas dos objetos que ela se propde a descrever. A solucao deste

complexo problema de geometria teve seu apice com o teorema de Nash de 1956,
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afirmando que para uma variedade Riemanniana qualquer, existe sempre uma outra
com dimensao superior em que aquela esta imersa. O teorema usa condigdes menos
restitivas possiveis a esta imersao (mais especificamente, impondo apenas a diferen-
ciabilidade da mesma). A idéia usada por Nash para provar o teorema € bem intuitiva:
toma-se uma imersao de uma variedade particular e aplica-se uma deformagao (local)
nas diregdes das dimensodes extras. Obtém-se assim uma outra variedade com uma

dada métrica qualquer.

Na imersao, aparecem outros objetos (além da métrica) que sdo necessarios para
caracterizar completamente a variedade, conhecidos como segunda e terceira formas
fundamentais. Existe uma versao do teorema de Nash para as variedades usadas na

RG (chamadas variedades semi-Riemannianas).

O segundo capitulo desta disertacao apresenta uma revisao historica e conceitual
de geometria. O terceiro capitulo trata da imersao de variedades Riemannianas. Apds
este capitulo, sera feita uma descricao dos campos de calibre e do campo gravita-
cional. Sera visto que estes campos permitem uma descricdo geométrica, sendo que
o campo gravitacional define a métrica do espacgo-tempo e os campos de calibre de-
terminam a conexao afim do espaco interno. Isso refor¢a a escolha de uma unificacao
geométrica, concordando com a conjectura feita por Ne’eman, na qual as simetrias
de calibre do espaco interno teriam uma origem fisica nas simetrias das dimensoes

extras.

Sera visto que as equacdes dos campos de calibre s6 fazem sentido em 4 di-
mensdes. A RG ndo é uma teoria de calibre, portanto ndo possui esta limitagao di-
mensional, podendo se propagar nas dimensoes extras. Em face as criticas (feitas
inclusive pelo proprio Riemann) quanto a ambiguidade da forma exata das variedades,
pode-se postular que o espaco-tempo € uma sub-variedade de uma espago com di-

mensao maior que 4, no qual ele esta imerso.

A descricao da imersao isométrica (através das formas fundamentais) resolve o
problema da forma exata da variedade espacgo-temporal. Além disso, os conjuntos
abertos usados para assegurar a propriedade de ser 0 espago-tempo um espago
topologico (fato este ja contido no paper original de Riemann de 1854, mas somente
esclarecido em 1931 por Whitehead e Veblen [5]), se extende ao espaco de imersao.

Isto significa que se a gravidade se propaga nas dimensoes extras, entao a topologia
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do espaco-tempo também possue extensao natural para além das 4 dimensoes pos-
tuladas na RE. Isto assegura a possibilidade de que os campos gravitacionais possam
acessar continuamente as dimensodes extras, dando origem a foliagbes do espago de

imersao no qual cada folha € um espaco-tempo.

Desta forma, o teorema de Nash prové um forte embasamento matematico para
a imersao e aplica-se aos espacos-tempo quadridimensionais usados na relatividade
geral, que podem entao ser imersos em uma variedade com dimensao superior. Va-
mos ver que isto também resolve o problema da hierarquia, uma vez que a constante
gravitacional Newtoniana G, que aparece na equacao de Einstein nao € mais uma
constante fundamental da natureza, pois sua dimensionalidade é adaptada a trés
dimensodes espaciais, isto sugere que esta seja modificada. Com o formalismo de
imersao justifica-se o uso de uma nova constante G*, adaptavel a solugao do prob-

lema da hierarquia, que corresponda a escala de energia das demais interacoes.

Outras teorias admitem a existéncia de dimensdes extras. Apds o surgimento da
teoria de Kaluza-Klein, apareceram a Teoria de Cordas e a Teoria de Branas-Mundo
(que serao apresentadas - a primeira e a ultima - no capitulo 5). A teoria de Kaluza-
Klein admite que o principio de Einstein-Hilbert vale para o espag¢o de maior dimensao,
obtém-se assim equagdes que descrevem tanto a gravidade quanto as outras forgas
fundamentais da natureza (as interacdes de calibre). Isso seria suficiente para realizar
a unificacao, porém em 1984 descobriu-se que a teoria de Kaluza-Klein contradiz cer-
tas observacoes, como a quiralidade dos férmions a baixas energias. Vale lembrar
que este problema surgiu porque se admitia uma topologia bem particular, na qual
as dimensoes extras eram compactas. A Teoria de Cordas nao guarda semelhancas
diretas com a Relatividade Geral, uma véz que parte de outro principio variacional (o
principio de Nambu-Goto) para obter as equagdes de movimento. Por outro lado,
a teoria de branas-mundo usa a hip6tese de imersao de variedades e o principio
de Einstein-Hilbert, porém usa também uma condi¢ao de contorno conhecida como
Israel-Darmois-Lanczos, que ndo é consequéncia das outras hipéteses, mas decorre

do axioma de simetria de espelho, que tem sua motivagao na teoria de cordas.

Na teoria a ser desenvolvida aqui ( apresentada no sexto capitulo), mostra-se que
somente com a hipotese de imersao e o principio de Einstein-Hilbert, obtem-se uma

métrica semelhante a de Kaluza-Klein, porém, como a topologia € diferente, ela nao
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contém os mesmos problemas da teoria original. Sera visto que a terceira forma fun-
damental faz o papel de campo de calibre, que se transforma de acordo com o grupo
de rotacdes nas dimensdes extras, respondendo a conjectura de Ne‘emam, de que
as simetrias das dimensodes extras poderiam ser geradoras de simetrias internas que
descrevem as forgcas de calibre. A diferenca principal em relacao a teoria de Kaluza-
Klein é o surgimento do termo de interagao envolvendo a segunda forma fundamental
do espaco-tempo, o qual faz o papel de campo intermediario entre a gravitacao e os

campos de calibre.



Capitulo 2

Fisica e Geometria

Riemann, tomando a medida como operagcdao geométrica fundamental, mostrou a
necessidade de preceder toda a discucdo dos principios de geometria pelo estudo

das variedades, suceptiveis de serem medidas.

Elie Cartan

A idéia de que a geometria esta intimamente ligada a descrigdo da natureza, foi
efetivada com o advento da Teoria da Relatividade Geral, ainda que esta associacao
seja muito mais antiga. De fato, a propria palavra geometria ja nos remete a uma
nocao de medida pois seu significado vém do grego e é a juncao de dois radicais: geo
(terra) e metria (medida). Além da referéncia a medida, que € um conceito essencial

a fisica, este significado tem relagdo com o surgimento independente em varias cul-
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turas antigas de um conjunto pratico de conhecimentos sobre comprimentos, areas e
volumes, geralmente ligados a agricultura.

A descricao da realidade através da geometria também & muito antiga. Anaximan-
dro, discipulo de Tales, sugeriu que a Terra estivesse no centro do universo e esta
teria uma forma cilindrica. Aristételes descreveu uma teoria na qual os constituintes
fundamentais da natureza eram formados por cinco elementos diferentes: terra, fogo,
ar, 4gua e éter (este Ultimo era a matéria-prima do céu). A cada um desses ele-
mentos, Aristételes associou um sélido platénico (ver figura 2.1), afirmando que aos
constituintes fundamentais desses elementos correspondiam cada um a um sélido

platénico especifico.

Figura 2.1: Sélidos Platénicos como Elementos Fundamentais da Natureza.

Este trabalho tem como propdsito reafirmar a uniao entre fisica e geometria de
forma que ela leve nao s6 a descricdo das interagdes fundamentais mas sim a uma
unificacdo das mesmas por meio da imersao. Estes topicos serdo, desta forma, de-

senvolvidos neste capitulo.

2.1 O Surgimento das Geometrias Nao Euclideanas

O livro “Elementos” de Euclides (330-277 a.C.) é responsavel pela sistematizacao de
todo o saber geométrico disponivel em sua época, reunindo proposicoes e demonstracoes
tomadas das fontes mais diferentes e apresentando uma estrutura dedutiva.

No primeiro livro dos Elementos, Euclides fixa vinte e trés definigcdes, cinco postu-

lados (axiomas) e algumas nog¢des comuns . Os postulados representavam verdades
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“indubitaveis” (e estao esquematizados na figura 2.2 abaixo): I- pode-se levar uma
reta de qualquer ponto a qualquer outro ponto; - uma reta finita pode ser prolongada
a vontade; IT- pode-se tragar um circulo de qualquer centro e raio; #- todos os angulos
retos sao iguais; V- Se uma reta, encontrando outras duas retas, produz dois angulos
internos localizados na mesma parte, menores do que dois angulos retos, aquelas
retas, prolongadas ao infinito se encontram na mesma parte em que estao os angulos

menores dessas duas retas.

Figura 2.2: Postulados de Euclides

Apos definir os conceitos e axiomas, Euclides apresenta teoremas que constituem
a base do conhecimento geométrico da época, hoje conhecido como sistema Eu-
clideano. Este modelo de saber dedutivo influenciou o pensamento cientifico du-
rante séculos. Sendo os teoremas corretamente deduzidos a partir das proposicoes
primeiras (tidas como auto-evidentes), eles também pareciam como indubitavelmente
verdadeiros. Porém o conceito de evidéncia € algo muito subjetivo e desde a antigu-
idade o quinto postulado nao féra totalmente aceito como tal. Este postulado nos diz
que dada uma reta e um ponto fora dela existe no plano somente uma reta que passa
por este ponto e ndo intersecta a primeira reta , chamada de reta paralela (parte V'’
da figura 2.2 abaixo).

Esta proposicao nao é necessariamente verdadeira, podendo se mostrar falsa em
outras situagdes. De fato, se considerarmos os objetos limitados a uma area finita do
plano (como um circulo), entao podem existir infinitas retas que passam pelo ponto e
nao intersectam a primeira reta ( ver figura 2.3 abaixo). Que tipo de intuicao ou auto-
evidéncia permitiria dizer que este mesmo fato ndo ocorre quando o plano é ilimitado?

Estas consideragbes sao suficientes para ilustrar o incbmodo que o quinto pos-
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Figura 2.3: Contra-Exemplo ao Postulado de Euclides

tulado provocou nos pensadores gregos, arabes e renascentistas. Por nao possuir
a simplicidade dos outros, este postulado se assemelha mais a um teorema, dai a

tentativa desses pensadores em demonstra-lo a partir dos quatro anteriores.

Foi Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855) que percebeu a nao demonstrabilidade do
quinto postulado e a possibilidade da existéncia de sistemas geométricos diferentes
do Euclidiano. Gauss nao publicou suas idéias com medo das possiveis reacdes neg-
ativas dos seus contemporaneos . Isto, contudo ndo impediu Lobachevski e Bolyai
de construirem, por volta de 1826, independentemente, uma geometria na qual o
quinto postulado nao valeria mais. A nova geometria € conhecida como hiperbdlica
e 0 quinto postulado é substituido pelo postulado que enunciava que nao apenas uma
reta paralela passaria em um ponto exterior a uma dada reta, mas sim uma infinidade
delas. Poucos anos depois Bernhard Riemann (1826 - 1866) construira um sistema
geométrico (antes da criagao da teoria conhecida hoje como geometria Riemanniana)
no qual o axioma das paralelas era substituido pelo axioma (de Riemann), no qual
“duas retas quaisquer tém pelo menos um ponto em comum”. Para se ter uma idéia
de tal geometria (chamada de eliptica), basta tomar o modelo de uma esfera em que
as reta sao representadas por circulos maximos. Nao é possivel obter duas retas que
nao se encontrem. Os teoremas Euclideanos também deixam de ser todos validos.
Por exemplo, a soma dos angulos internos de um triangulo deixa de ser exatamente
180° para ser um valor maior que este no caso eliptico (ver figura 2.4). Existem também
modelos para o espaco hiperbdlico, como a pseudo esfera (desenhada na figura 2.4)
e a sela de cavalo, onde todos os tridangulos possuem angulos internos cuja soma é

inferior a 180°.

Com o desenvolvimento das geometrias nao Euclideanas fica evidente que os ax-

iomas sao uma questao de escolha, e ndo uma verdade imposta pela natureza. Assim,
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Figura 2.4: Soma dos Angulos internos de triangulos em espacos ndo Euclideanos

surge a distingao entre geometria matematica e geometria fisica: a primeira apresenta
suas premissas sem nenhuma ambicao em relaciona-las com os objetos do mundo,
enquanto a segunda se mostra como um ramo da fisica e procura traduzir aspectos

da experiéncia sensivel, com particular destaque a experiéncia espacial.

A questao da geometria fisica foi investigada por Gauss, em seu trabalho [6], no
qual propbe a medida da distancia entre trés montes, com o intuito de demonstrar a
natureza do espaco fisico: se hiperbdlica, eliptica ou Euclideana. Isso poderia ser
verificado ao se calcular a soma dos angulos internos do triangulo cujas extremidades

sa0 os picos dos montes e compara-los com o angulo de 180°.

A partir de 1816 Gauss fez um levantamento de agrimensura de certas areas da
Alemanha e percebeu que para se calcular areas, angulos e comprimentos de su-
perficies nao era necessario fazer nenhuma referéncia ao espaco tridimensional no
qual esta estaria imersa. Suas pesquisas relacionadas a este assunto (propriedades
matematicas das superficies imersas no espaco Euclideano tridimensional) sdo o que
hoje é conhecido como Geometria Diferencial Classica de Superficies.

O estudo de superficies imersas no espacgo Euclideano IR? (SIE) é de fundamental
importancia para a plena compreensao da Geometria Diferencial [7]. Isto também
se da no estudo da evolucdo historia desta disciplina, uma vez que Gauss e seus
antecessores estudavam as superficies como objetos bidimensionais pertencentes a
um espaco euclidiano tridimensional, o ?3. Em cada ponto ¢ da superficie S existe

um plano tangente 7,5 e o produto interno < -, - > neste plano fornece uma aplicagao

g:T,SxT,S— R, g(u,v)=<u,v>

denominada métrica, ou primeira forma fundamental. Se v, (1 = 1,2) é uma base
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de 7,5 usa-se a seguinte notagao: g,, = g(v,,v,). Com este objeto, obtido intrin-
secamente (calculado somente com instrumentos de medida localizados na prépria
superficie) € possivel calcular quantidades que nao dependem da maneira em que a
superficie estd imersa no IR?, tais como areas de regides da superficie encerradas
por uma curva simples, comprimentos de curvas cujo trago esteja contido na mesma,
angulo entre duas curvas na superficie, etc.

A contribuicao de Gauss consiste na prova de que existe uma quantidade (hoje
denominada curvatura Gaussiana) que depende somente da métrica, fato este visto
como contraintuitivo, uma véz que esta quantidade € construida com objetos extrinsecos
(somente depois € que Gauss mostrou que esta € expressa em termos envolvendo
somente a métrica, fornecendo uma relagao matematica que prova a afirmacgao - vide
formula (3.21) a ser derivada logo mais).

Para entender melhor como construir a curvatura Gaussiana, observa-se que dado
um ponto ¢ da superficie S, pode-se associar um vetor normal N, que é perpendicular
ao plano tangente 7,5, calculavel através do produto exterior % = N ,onde v; €
vy SA0 vetores ndo proporcionais que geram o espaco tangente a S. Uma maneira de
calcular a curvatura Gaussiana é quantificar a maneira na qual o vetor normal varia na

direcao de cada vetor tangente a superficie (ver figura 2.5).

Gl

ol

| o

L~

Figura 2.5: Variacdo da Normal em relagdo a uma curva «(t)

Ao se considerar a interseccao do plano formado por um vetor tangente e a normal
com a superficie, obtemos uma curva chamada de secgao normal na diregao tangente
considerada (figura 2.6).

A curvatura direcional associada a cada direcao tangente é medida pelo inverso
do raio da circunferéncia que possua maior contato com a sec¢ao normal no ponto ¢
considerado (k = 4, ver figura 2.7).

E creditado & Euler a descoberta de que existem duas diregdes em que esta quan-
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Figura 2.6: Secgao Normal

Figura 2.7: Circunferéncia de maior contato

tidade é extrema, estas chamadas de dire¢des principais, as curvaturas associados
sdo chamadas de principais e denotadas por k; e k.. A curvatura Gaussiana K é o
produto das curvaturas principais, K = ki k, € a curvatura média H é a metade da
soma das curvaturas principais, H = @ O conhecimento das duas quantidades K
e H permite a recuperacao das quantidades k; e k, através da solucao da equacao
de segundo grau 2> — 2Hz + K = 0. Portanto, é necessario o conhecimento de ambas
as curvaturas, média e Gaussiana, para obter a forma local de uma superficie. Basta
que pelo menos uma das duas curvaturas principais se anule para que a curvatura

Gaussiana seja nula.

Gauss descobriu que, apesar de K ser definido com o uso do vetor normal (com
referéncia ao espaco de imersao IR?), este poderia ser expresso apenas com o uso da

métrica, atribuindo um carater intrinseco a quantidade K. Este é o resultado principal
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do seu famoso Teorema Egregium [6] e sera provado adiante, na formula (3.21).

Do ponto de vista computacional, pode-se calcular a curvatura Gaussiana e média
com o uso da 2* forma fundamental [8]. Para um ponto ¢ da superficie e um vetor
tangente a este ponto que aponte para a direcao 1, deriva-se a normal N nesta direcao
e obtem-se assim um vetor NV, pertencente ao espaco tangente. A projecédo deste
vetor em um outro vetor tangente v;, feita atraves do produto interno cartesiano define
a aplicagéo bilinear k : 7,5 x T,,S — IR dada por k(v,,v,) = — < N,,v, >, chamada
segunda forma fundamental. Denota-se k,, = k(v,,v,). Esta aplicacdo induz uma
transformacéo linear no espaco tangente (que associa v, a N,) com as seguintes
propriedades (que nao dependem de escolha de uma base no espaco tangente): os
autovalores sao precisamente as curvaturas principais, o determinante é a curvatura
Gaussiana e a metade do traco ¢ a curvatura média. E importante notar que a segunda
forma é uma quantidade que depende do vetor normal e, portanto, extrinseca (apesar

de seu determinante ser intrinseco).

Uma transformagao ® que leva uma superficie em outra € dita isométrica se ela
preserva distancia medidas dentro de tais superficies. Um vez que as distancia nao
mudam, os coeficientes da métrica em um dado sistema de coordenadas para uma su-
perficie ttm que ser o mesmo no sistema de coordenadas induzido por ® na outra su-
perficie. Como estes coeficientes ndo mudam e a curvatura Gaussiana sé depende da
métrica, superficies isométricas possuem necessariamente a mesma curvatura Gaus-
siana. O Teorema Egregium garante entao que o conhecimento da primeira forma fun-
damental (a métrica) determina a superficie a menos de isometrias (transformacdes
qgue preservam distancias intrinsecas entre pontos na superficie). O problema é que

esta classe de isomerias é muito grande.

Considere um plano. E evidente que o mesmo tem curvatura Gaussiana nula, pois
o vetor normal nao muda quando o mesmo é deslocado em qualquer direcao do plano.
Se este plano for uma folha de papel, por exemplo, pode-se deforma-lo sem estica-
lo. Qualquer uma destas deformagdes manteria constante a distancia de uma curva
desenhada nesta folha, portanto a curvatura Gaussiana desta classe de superficies é
nula. Exemplos de tais superficies sao o cilindro, o cone e a telha (figura 2.8). Nessas
figuras existe uma diregao principal na qual a normal nao muda, o que confirma o

fato de terem estas superficies curvatura Gaussiana nula. O que diferencia estas trés
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figuras é a curvatura média (que no caso do plano também é nula, mas nesses casos

nao).

(a) Cilindro (b) Cone

\

\ S

\_/"\f“‘ sl

(c) Telha

Figura 2.8: Superficies planas isométricas

Antes de terminar esta secg¢ao, vamos falar um pouco sobre geometria de cur-
vas imersas no espago tridimensional. Uma curva € convenientemente descrita por
uma aplicagéo a : IR — IR® parametrizada pelo comprimento de arco (s). A derivada
de a(s) € um vetor que aponta na direcdo tangente i(s) (portanto @ '(s) = #(s)). A
derivada deste vetor tangente aponta na diregcdo normal e pode-se fazer com que o
seu modulo se torne unitario e obter o vetor normal 7i(s). O coeficiente de propor-
cionalidade entre estes vetores é denominado k(s) (portanto ¢ (s) = k(s)7i(s)) & uma
medida da curvatura, pois o inverso de seu valor indica o raio da circunferéncia de
maior contato com o trago desta curva. Os vetores tangente e normal estao contidos
no plano osculador e seu produto vetorial gera um vetor que pode ser unitarizado e é
chamado de vetor bi-normal 5(5). O coeficiente de proporcionalidade entre a derivada
do vetor binormal e o vetor tangente, 7(s) (portanto b '(s) = 7(s)#(s)) é um indicador
da mudanca do plano osculador e é chamado de tor¢cao. As formulas que resumem

estas observagoes sao chamadas de equagoes de Frenet [9]:

{ =kn (2.1)

n' = —kt—r1b
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b =mn

Para exemplificar, considere a hélice da figura 2.9 abaixo, de raio a e distancia
periddica vertical de comprimento b. O vetor tangente @ ' esta desenhado. O vetor
normal aponta sempre para o cento. Juntos, eles formam uma base para o plano
osculador. O vetor binormal € perpendicular a este plano. A curvatura, sendo o inverso
do raio de maior contato com a curva é dada por k = %, e a torgao ¢ igual a distancia
periddica vertical de 7 = b. Isso concorda com a nogao intuitiva de tor¢ao, pois quanto

maior esta quantidade, mais torcida sera a curva e mais ela se afastara do plano zy.

Figura 2.9: Hélice

Além da curvatura Gaussiana, outra quantidade intrinseca importante das superficies
€ a exiséncias de varias curvas chamadas de geodésicas, as quais minimizam a
distancia entre dois pontos, analogas as retas do espaco Euclideano. A partir de

trés pontos pode-se construir um triangulo geodésico 7. Gauss obteve a formula

3
Z(pi—ﬂ://[(da
i=1 T

gue relaciona a soma dos angulos internos ¢, deste triangulo com a curvatura
Gaussiana (Gauss nao chegou a demonstra-lo, o que foi feito por Bonet, e € conhecido
hoje como teorema de Gauss-Bonet ). Esta férmula pode ser interpretada com a
afirmacgao de que o excesso da soma dos angulos internos de um triangulo geodésico
T em relagdo a w € igual a integral da curvatura gaussiana K sobre T. Eis entao

um ferramental matematico que permite determinar de forma concisa a natureza do
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espaco, possivelmente revelada por medidas experimentais.

Em 1854 Riemann almejava uma posi¢cao de conferencista em Gottingen, e en-
tregou trés propostas, das quais Gauss escolheu para Riemann a terceira, “Sobre as
Hipoteses que Formam os Fundamentos da Geometria” , no qual Riemann propunha
a adocao de uma geometria puramente intriseca, generalizavel para qualquer nimero
de dimensdes. Na realidade, este trabalho é o fundamento do que hoje se conhece
como geometria Riemanniana, que no fundo, € uma tentativa de extender os resulta-

dos de Gauss para um numero arbitrario de dimensoes.

2.2 Geometria Riemanniana

Riemann lancou os fundamentos do que é hoje conhecido como geometria Riemanni-
ana, cujo estudo foi posteriormente detalhado e expandido por personalidades como
Christoffel, Levi-Civita e Cartan. Os conceitos basicos desta geometria sdo a var-
iedade V' e a métrica desta, g . A variedade representa um espacgo formado por um
conjunto de pontos, sendo que para cada ponto € possivel encontrar uma vizinhanca
que permita uma parametrizacao por algum sistema de coordenadas. E cada ponto
q pode-se definir o espaco tangente 7,1/, e um produto interno para cada um desses
pontos é chamada métrica, denotada por ¢, ou seja g : T,V x T,V — IR bilinear
e simétrica nos argumentos. A definicao precisa de Variedade Riemanniana pode
ser encontrada em qualquer manual sobre o assunto, por exemplo [7]. Geralmente
especifica-se o numero de dimensao da variedade a ser estudada (sendo a mesma
definida como o nimero minimo de fungdes coordenadas independentes necessarias

para parametrizar qualquer vizinhanga ).

Em SIE nao tinhamos dificuldades em definir os vetores do espaco tangente, uma
vez que eles eram vetores que pertenciam ao espacgo de imersao I?®. Mas em Ge-
ometria Riemanniana nao temos esta referéncia ao espaco maior em que a variedade
esteja imersa. E necessario obter um espaco vetorial intrinseco associado ao espago
tangente da variedade, sem fazer referéncia a nenhum espaco maior em que esta
variedade esteja imersa. Isto pode ser superado se considerarmos um sistema de

coordenadas z* e notarmos que uma base e, adequada para o espaco tangente é a
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base formada delas derivadas direcionais' ¢, = 9, e a métrica passa a ser um produto
interno positivo definido e ndo degenerado neste espaco vetorial de operadores difer-
enciais. Assim, a nogao intuitiva de espago tangente como sendo um vetor que aponta
na dire¢cado considerada é estabelecida intrinsecamente (ver figura 2.10), represen-
tando uma grande mudanca conceitual com relacao as SIE, que destaca a motivagao

de Riemann de se definir tudo intrinsecamente.

Figura 2.10: Coordenadas em uma Variedade

Se o produto interno nao for positivo definido, obtém-se uma variedade semi-
Riemanniana (estas sao usadas na RG e tém dimensao 4, sdo chamadas de espaco-
tempo quando solugao das equagdes de Einstein, que sera vista no capitulo 4).

Dado um sistema de coordenadas (z*) , denota-se os coeficientes da métrica neste
sistema por g,,, = g(e,, e,). O espago vetorial dual ao espago tangente {e, } € o espago
das 1-formas {dz"} (ou {e"} ), pois dz* aplicado em 9 é dz*(Js) = d5 , mas esta
associagdo nao é natural 2. Para obter um isomorfismo natural, usa-se a métrica,
gue por ser nao degenerada, fornece um tal isomorfismo (ndo depende do sistema
de coordenadas) entre o espaco tangente e seu espaco dual, o cotangente, dado por
e, — gudx’. O isomorfismo inverso é dado por dz* — ¢"”e,, onde a matriz g"” é
a matriz inversa de g,,. Vamos ver que muitas quantidades que qualificam aspectos
impotantes da variedade, como sua curvatura, sao tensores, obtidos ao se considerar
o produto tensorial® ® de vetores e* = 9, do espago tangente e de vetores ¢ = dz”
do espaco cotangente. Assim, um tensor geral 7' pode ser escrito como (a notacao

de Einstein € usada no decorrer da dissertacao e significa que indices que aparecem

of

Par

A definigdo de derivada direcional de f na dire¢éo e, é e,[f] =
compacta para o operador %

20 isomorfismo 9, — dz* depende do sistema de coordenadas

30 produto tensorial de dois espacos vetoriais de bases b',..,b™ e ¢!, .., ¢" é um outro espago veto-
rial, cuja base podem ser denotada b' ® c',..,b™ ® ¢". Este espago vetorial tem dimensao dada pelo

produto das dimensdes dos espagos que 0 originaram: m x n

= d,f, onde 9, é a notagao
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repetidos estao sendo somados):

T=T"" e,®eR®.0e,Qe'Re Q.. Qe (2.2)

20N

As funcoes ij;f sdo chamadas de coeficientes do tensor 7' na base de coorde-
nadas*. Dependendo das simetrias dos indices, pode-se ter tipos muito especiais de
tensores. Um tensor muito importante € o tensor n-forma, que é formado pelo pro-
duto tensorial de vetores do espaco cotangente, e sao antissimétricas sobre qualquer
permutacao de dois indices adjacentes. Com o auxilio das formas fundamentais e
de operadores convenientes que atuam neste espaco é possivel descrever geomet-
ricamente a mecanica classica , a termodinamica, a mecanica quantica, a teoria de
Yang-Mills, a Geometria Riemanniana, e muitas outras disciplinas estudadas em fisica
[10].

Num espaco Euclideano sabemos que se um dado vetor aponta numa certa diregao
ele continuara a apontar para a mesma dire¢ao caso desloquemos sua origem através
de uma curva qualquer. Existe portanto um isomorfismo natural entre os espacos ve-
toriais de pontos diferentes. No caso de uma variedade arbitraria tal isomorfismo nao
existe. Vamos exemplificar com um caso em que a variedade é uma esfera. Se o
ponto inicial € (§ = 7/2,¢ = 0) e o0 vetor aponta para o polo norte, uma maneira
intuitiva de transporta-lo até o polo norte pelo meridiano (¢ = 0) mudando “minima-
mente“ seria 0 considerado na figura 2.11. Intuitivamente para um observador que
perceba somente 0 mundo esférico esta seria a maneira de transporta-lo mudando-o
minimamente possivel (ou em termos técnicos, fazendo um transporte paralelo). Ao
se escolher outro caminho, como por exemplo, uma composigao de uma viagem pelo
equador de ¢ = 0 até ¢ = /2 seguida de uma viagem pelo meridiano deste ponto
até o polo norte, o resultado do transporte paralelo do mesmo vetor através deste

outro caminho resulta num vetor final diferente. Isto indica que para uma variedade

4Sendo T' um objeto geométrico, ndo depende do sistema de coordenadas. De fato, se z* é um
outro sistema de coordenadas, existirdo fungdes inversiveis z#(z”) que transformam as coordenadas
do novo sistema nas do antigo. A base do espaco cotangente se transformara de acordo com o ja-
cobiano da transformagao (e por isso seus indices sdo chamados de covariantes): dz* = g%,-fdxf’ e
sendo a base do espago tangente escolhida de forma dz*e, = 6¥, os vetores do espago tangente se
transformam com o o inverso do Jacobiano da transformacao (por isso seus indices sao chamados de
contravariantes). Portanto, substituindo as tranformag6es das bases na representagao tensorial 2.2, 0s
coeficientes do tensor no novo sistema de coordenadas se relacionam com os do antigo da seguinte

e O _ 9z 9z dx” Jx” pB..8
maneira: T ﬁ‘_;_axﬁ..axéaxﬂ..wT "

p
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genérica nao existe um isomorfismo natural entre vetores tangentes pertencentes a
pontos diferentes. Veremos adiante que isto € um efeito da curvatura nao trivial desta

variedade.

Figura 2.11: Exemplo de transporte paralelo na esfera

Fica claro que precisamos obter uma regra matematica que, especificados dois
pontos e um caminho que una estes, fornega um isomorfismo entre 0os espagos tan-
gentes a estes pontos. Isto esclareceria o problema de encontrar um vetor numa
extremidade de um caminho sendo que s6 sabemos o seu valor numa outra extrem-
idade. Tal regra € chamada de transporte paralelo de vetores através de uma dada

curva (figura 2.12).

Deixa o Vetor Constante

Figura 2.12: Transporte paralelo

Iremos mostrar que a existéncia de um transporte paralelo é equivalente a ex-
isténcia de uma conexao, a qual pode ser pensada como o analogo diferencial do
transporte paralelo. De fato, a conexdo € um operador diferencial V que, utilizando
o vetor W = W*e,, fornece o operador derivada covariante na dire¢ao 1V, denotado
por V. Assim, a derivada covariante V de um campo vetorial « (um campo vetorial
€ uma aplicagcdo que associa a cada ponto ¢ da variedade um vetor u(q) do espago

tangente a este ponto) na diregcao do vetor v € denotada por por V,(u) é definida pelas
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seguintes propriedades para qualisquer vetores v campos vetoriais v € w e funcdes
escalares f e g:

1. V,(u) é algebricamente linear em v, ou seja: Vi gu(u) = fV,(u) + gV (u)

2. V,(u) é distributivo em u, ou seja: V,(u+w) = V,(u) + V,(w)

3. V,(u) obedece a regra do produto V,(fu) = fV,(u) + ud, f

Quando V, é aplicada a um vetor qualquer, o objeto restante continua sendo um
vetor, portanto quando aplicada a um vetor da base de coordenadas ¢, o resultado
pode ser expresso como uma combinagao linear dos vetores da base , Ve, = FfweA,
onde I'}, sdo os coeficientes de conexdo na base ¢, de coordenadas®. Um campo
vetorial sobre uma curva é dito ser transportado paralelamente aquela curva se a sua
derivada covariante na direcao tangente a curva é nula em todos os pontos da mesma.
Uma vez que a derivada covariante € um operador diferencial de primeira ordem, dado
um vetor V. em um ponto, para transporta-lo paralelamente através de uma curva «
basta resolver a equagéo V_V = 0, que junto com a condi¢ao inicial (o vetor V' no
ponto inicial) pode ser resolvida unicamente. Para exemplificar, vamos pegar uma
curva coordenada, ou seja, uma curva em que o vetor tangente é algum vetor da
base de coordenadas e,. Escrevendo o vetor VV na base de coordenadas {¢,}, temos

V = Vte, e entdo

V.,V =V, (Vte,) = (V,V"e, + V*V,e,) = (V) + V'T), e

Denotando 1/3 como o componente de V,V na base {e,}, ou seja , (1{3)@ =

(V, V) ey, teremos que®

Vo=V, V" (2.3)

SPode-se definir derivadas covariantes para tensores aplicando a regra de Leibniz para o produto
tensorial e demandando que a derivada covariante de um tensor seja um tensor de mesma natureza,
e para escalares usando a derivada parcial usual. Aplicando V em &5 = eg(dz®), obtém-se V dz# =

—Fﬁ,,dx”. Com as formulas obtidas para a derivada covariante de escalares, vetores tangentes e
cotangentes, € possivel obter através da regra de Leibniz a férmula geral para a derivada covariante de
qualquer tensor

6A férmula 2.3 pode se generalizada para qualquer componente T“'LHA de um tensor arbitrario.
Usando a definicao de derivada covariante, chega-se a seguinte férmula geral para as componentes:
T o =T+ TOT, + T3 T, =T T*,  — . = T9,T*7, . Porém s6 faz
sentido se a quantidade 7”7, , for o coeficiente de um tensor. Isso pode ser verificado fazendo uma
transformacao de coordenadas e notar que esta quantidade se transforma como os coeficientes de um
tensor do respectivo tipo.
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portanto igualando a equacao acima a zero, obtém-se uma férmula que pode ser
resolvida unicamente para V*, dado o valor desta fungdo num ponto. Uma dada regra
equivale portanto a um transporte paralelo na curva coordenada. Reciprocamene, um
transporte paralelo para V' ao longo da curva coordenada fornece uma solugao Unica

para os simbolos de Christoffel.

Uma geodésica é uma curva cujo vetor tangente é transportado paralelamente a
si mesmo. Assim, dado um ponto e um vetor tangente, pode-se construir uma Unica

geodésica que possua este vetor como o seu vetor tangente neste ponto.

Existem varios tipos de conexdes que se pode atribuir a uma variedade. Na
concepcao de Riemann, a conexao deveria ser obtida unicamente a partir da métrica.
Ele exigiu isto porque queria que todas as quantidades geométricas relevantes depen-
dessem apenas das medidas feitas dentro da prépria variedade. Isso € feito exigindo-
se que o produto escalar de dois vetores em um ponto tenha 0 mesmo valor se estes
forem transportados paralelamente para um outro ponto qualquer (ou seja, a medida
de quandidades transportadas paralelamente permanecem a mesma), fornecendo um
critério preciso para a frase “ transportar um vetor mudando-o minimamente” utilizada
acima. Em termos de conexao, isto equivale a dizer que a métrica (a medida) € trans-

portada paralelamente. Ou seja:

Juvx = Guvx — Ffj)\gow - Pf\yygua =0

Subtraindo da equacao acima duas equacao semelhantes , porém utilizando a

segunda e terceira permutagao ciclica dos coeficientes (uv)\), resulta

(Fi\w + Fl)/\,u,)g>\5 = G5u,v + 9sv,p — Guus

Para que os coeficientes de conexao sejam completamente determinados pela
métrica, basta exigir que sejam simétricos nos indices uv e fazer uso da métrica in-
versa € isolar o coeficiente de conexaa. Com esta exigéncia, chamada de condigao

de simetria, os coeficientes de conexao sao dados por

/\o'(

1
F;);y = 59 9opw T Govu — g;w,a> (24)
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e sédo chamados de simbolos de Christofel” e a conexdo métrica é chamada de
Levi-Civita.

Dado um ponto da variedade, pode-se utilizar um sistema de coordenadas chamado
de geodésico (ou normal), no qual os vetores tagentes da base sao os vetores tan-
gentes a geodésica considerada. Como estes sao transportados paralelamente a si
mesmos, os coeficientes de Christoffel sao nulos neste ponto.

O proximo passo é uma definicao de curvatura para a variedade. Observando a
esfera da figura 2.13 , pode-se notar que dado um vetor inicial no ponto q que aponte
para o sul, transpotando-o paralelamente atravéz de um loop comegando pelo ponto
P em direcao ao leste, o vetor que retorna ao ponto g ndo € mais 0 mesmo, pois apos
percorrer o loop ele aponta para o leste. Isso se da pela presenca da curvatura na

variedade.

Bl

/kf _

Figura 2.13: Curvatura na esfera

Intuitivamente, para o calculo da curvatura numa variedade geral, pode-se consid-

erar o paralelogramo infinitesimal formado pelos vetores ¢, e e, 2.14.

mwmw’:‘t &WW f

Figura 2.14: Paralelogramo de Riemann

Tome um vetor e, e transporte-o paralelamente, fazendo um loop no paralelo-

gramo. O novo vetor é o resultado da aplicagdo do operador de curvatura R(e,,e,)

"Note que sobre uma tranformagéo de coordenadas estes coeficientes ndo se transformam como
um tensor
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(que contém os vetores do paralelogramo como argumento) ao vetor e, € sua compo-

nente lambda é o tensor de Riemman R} . Uma andlise da situagéo descrita acima

ouv*

fornece uma férmula explicita para o tensor de Riemann em termos dos simbolos de
Christoffel.

R =TP TP FerﬁU - rgkrjw

oY oV, o JTR%

Este tensor generaliza a curvatura Gaussiana e a formula obtida coincide com a
de Gauss para o caso bidimensional.

Uma maneira analoga de se consider o tensor de curvatura € transportar parale-
lamente um vetor de componentes v,, através de dois lados de um paralelogramo ,
depois transporta-lo pelos lados opostos e comparar a diferenca entre os tensores as-
sim obtidos. Infinitesimalmente, queremos obter v, — v,.,,.. O resultado é conhecido

como identidade de Ricci®

Vpy — Upyy = U,\Rﬁy,Y (2.5)

O operador de curvatura pode ser pensado abstratamente (sem o uso de indices e
de referéncia as coordenadas) como um operador definido pelo comutador de derivadas

covariantes

R(e,ua 6,,) = [v,ua vu] (2.6)

E importante ressaltar que Riemann distinguia a existéncia de uma espaco basico
da métrica deste espaco, justamente pelo fato de a métrica ser relacionada a medida.
Como diz Mario Schemberg [12]: “A geometria de Euclides era uma geometria métrica,
mas Riemann introduziu uma geometria métrica mais generalizada. Achava que a
existéncia do espago era uma coisa e a existéncia da métrica, da medida, era outra.
Segundo Riemann, a métrica resultaria da matéria e das forgas entre as particulas
materiais”.

A geomeria de Riemann é muito geral e contém os espacos hiperbdlicos e elipticos

como subcasos, fornecendo portanto um ferramental matematico poderoso para es-

& Observamos que v,y = 040w — vawlp, — vl € que vy, = vy, — val'),. Substituindo estas

formulas na expresao desejada, obtemos o resultado.
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tudar os tipos de espacgos possiveis para o nosso mundo. Einstein percebeu este
fato e firmou a idéia de que € possivel descrever a geometria fisica com esta técnica
puramente intrinseca. Veremos a partir do quinto capitulo que é possivel considerar
também efeitos da geometria extrinseca no nosso mundo quadridimensional.

Até o final do capitulo sera derivado um conjunto de formulas bem conhecido em
Geometria Riemanniana.

O tensor de Riemann possui varias simetrias. Uma maneira de obté-las € escrever

explicitamente o tensor de Riemann

1 o 1 o
R)\/wn = §an<g)\ag p{gpu,u + Gov,u — guu,p}) - 59/\081/(9 p{gpu,n + Gpr,u — g/m,p})

+gro {7 L7, — T 19 }

v K pK vn

Usando a relagéo gx.9% = =97 grox = =977 (L'} \gno + Iy gn) Obtemos:

1

R/\;wn = 5[9)\1/,;{“ - guu,ﬁ)\ — g)\n,z//,L + g,un,u)\} + gno [FZ)\FZK - FZ)\FZV] (27)

Com esta equacao (2.7), fica facil de ver as propriedades algébricas do tensor de

curvatura:

Simetria:

R)\N,VH, = RI/H)\;,L (28)
Antissimetria:
R)\,uun = _R,u/\w@ = _R/\;mzz = +R,LL)\H1/ (29)
Ciclicidade:
R)\},LV:‘{ + R/\/iuu + R/\Vnu =0 (21 0)

Esta ultima expressao é chamada também de primeira identidade de Bianchi. Para

derivar a segunda identidade de Bianchi, basta considerar a equacao (2.7) num sis-
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tema de coordenadas geodésico e deriva-la com relagao a n:

N | —

0
R)\,uun;'r] - %(g)\y,np, = Juv,k) T Grk,uv + g;m,u)\)

Permutando ciclicamente (v, x,n) obtemos a segunda identidade de Bianchi:

R/\uun;n + R)\myu;n + R)\unn;l/ =0 (21 1)

Apenas para titulo de esclarecimento, pois no decorrer da dissertagao iremos usar
uma base {é,} para o espaco tangente que ndo provém de um sistema de coorde-
nadas com o intuito de simplificar os calculos do tensor de curvatura, em tal sistema a

expresao para os simbolos de Christoffel e para o tensor de Riemann é mais geral.

1 o
F;pu/ = §gp (gl/a,u + Guow — Guv,o — C,[)\,La'gl/)\ - Cﬁagu)\) + écfw

A A A
R = cupl'sy = 1o+ T = Tnls, + 131,

As fungdes ¢, s@o os coeficients de comutacao® e sdo definidas por [¢,,¢é,] =

C,’\“,é)\- No caso de uma base provinda de um sistema de coordenadas, estes coefi-

cientes se anulam [11] e recupera-se as férmulas obtidas anteriormente.

9A comutacdo, ou o parénteses de Lie entre dois vetores arbitrarios é definida por [u,v]

[u"d,,v"d,] = utd,(vd,) — v’0,(u'd,) € um outro vetor. Calcular esta quantidade resulta [u,v] =
(u’vh, —v¥uh,)0,
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Capitulo 3

Geometria Riemanniana Imersa

..superficies arbritarias conicas e cilindricas contam como equivalentes a um plano..

B. Riemann

Existe uma classe muito grande de objetos caracterizados pela mesma métrica (ou
por uma transformagao de coordenadas na qual os mesmos coeficientes da métrica
sao iguais), que porém diferenciam-se em quantidades extrinsecas, nao consideradas
por Riemann. Neste sentido, para a geometria Riemanniana nao existe diferenca lo-
cal entre um cilindro, um cone' e um plano, pois sdo superficies que possuem uma
transformacao isométrica que leva uma na outra .

Para resolver esta indeterminacao, L. Schlaefli [13] conjecturou que este problema

0 cone é considerado variedade as se retirar o vértice, cujo plano tagente ndo é bem definido
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poderia ser resolvido ao se admitir que qualquer variedade Riemanniana V,, de di-
mens&do n e métrica g,, seja imersa isométricamente em uma outra variedade maior
Vb (D > n) com métrica G 45. A formulagdo matematica para esta conjectura € predi-
zer a existéncia de uma fungdo de imersdo isométrica, X : V,, — Vp tal que, se X4 é a
funcao X expressa num sistema de coordenadas de Vp, entao o produto interno dos
vetores tangentes X! em V) satisfaz a condi¢édo de isometria?

ll1e

Gap X[, X[, = g (3.1)

Assim como a métrica, pode-se definir uma segunda forma fundamental e uma
terceira forma fundamental de maneira analoga as SIE, com o uso de D — n vetores

normais N, escolhidos de forma a serem ontonormais, ou seja: .

GapX[,NJ =0 (3.2)
GapNg Ny = dap (3.3)

Estas trés ultimas equacgdes (3.1), (3.2) e (3.3) caracterizam de modo mais com-
pleto a geometria de Riemann, que leva em conta apenas a primeira forma, ja que
agora podemos distinguir a forma local de duas variedades com mesma métrica. A

figura a seguir ilustra a fungcao de imersao X:

Figura 3.1: Fungao de Imersao

A segunda forma fundamental e a terceira forma fundamental (denotada por A) da

imersao precedente pode ser escrita em componetes como

kwa ==X NJ,Gap Ay = NN Gap (3.4)

allp

2Aqui || significa a derivada covariante com respeito & mérica do espago de imersao
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Posteriormente sera dada uma interpretacdo para essas quantidades. Por en-
quanto basta dizer que elas ja foram definidas para uma variedade unidimensional
imersa no IR? (vide equacoes de Frenet (2.1) da pagina 16), onde fica claro que k é
o produto interno da derivada da normal com o vetor tangente e = € o produto interno
do vetor binormal na direcdo normal. Com os trabalhos de Cartan [14], Janet [15] e
Burstin [16], ficou provada a conjectura de Schlaefli de que dada uma variedade Rie-
manniana € sempre possivel achar outra maior em que a primeira € uma subvariedade
descrita por uma funcao de imersao analitica nas coordenadas x*.

O mesmo resultado foi obtido também por Nash [17], na qual a hip6tese de analitici-
dade foi substituida pela de diferenciabilidade da imersao (uma condigao bem menos
restritiva). A extensao do teorema de Nash para variedades semi-Riemannianas foi
obtida por Greene [18]. A estratégia de Nash foi comecar com uma imersao inicial
conhecida de uma dada variedade e entdao deforma-la na direcao normal. No capitulo
final iremos ver que os coeficientes da métrica serao perturbados na direcao normal
também, e sua derivada nesta direcao é dada pela equacao de Nash (a ser obtida no

capitulo final):

109
“ 3oy = Kywi (3.5)

Assim, escolhendo o coeficiene da segunda forma convenientemente, € possivel
fazer uma série de perturbagdes infinitesimais até se chegar ao coeficiente g,, da
métrica desejada. Com este resultado a condigao de analiticidade é dispensada. A
imersao feita por Nash foi num espago Euclideano, e a dimensao minima requerida foi
de "t

O problema da imersao de espacos-tempo € enunciado de forma analoga: dada
uma variedade semi-Riemmaniana V; com métrica g,,, achar uma variedade Vj, (D =
4 + n, onde n € o numero de dimensdes extras) com métrica G5 € uma funcao X :

V, — Vp, chamada fungao de imersao, que satisfaca

Gap X[, X[} = g (3.6)

Um ponto P de V, de coordenadas z* possui vizinhanga® U C V, e pode, através

30 conceito de vizinhanga também foi introduzido por Riemann, referindo-se aos deslocamentos
realizados na variedade, e isto emprestou o nome de espago topoldgico as variedades Riemannianas
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da imersao X, ser descrita em V) por um conjunto de D fungdes, as coordenadas
XA(z*) de X(U) em Vp. A expressdo acima é a condigdo de isometria (3.1). Isto
estabelece que a imagem local de X, aqui denotada por X (U), € um subconjunto
de Vp, e além disso, pode-se achar vetores tangentes a este subespaco tais que o
produto interno destes (vistos como vetores do espaco tangente maior) resulte nos
coeficientes da métrica do espaco menor. Esta maneira de estabelecer o problema
é derivado do problema semelhante de SIE . De fato, a superficie & vista como um
subconjunto tal que o produto interno dos vetores tangentes fornece a métrica desta
variedade bidimensional. Uma outra motivacao para se estabelecer esta relagao é que

ela implica que a geometria do espac¢o maior induz a geometria do espago menor.

Como em cada ponto ¢ € X(V,) o espago tangente 7, X (V,) formado pelos ve-
tores X, tem dimensdo 4 e o espago tangente de V), tem dimensao D, a codi-
mensao, definida por D — 4 = n, é diferente de zero e podemos atribuir a i-ésima
dimenséo extra o vetor normal N;. Por questdao de conveniéncia, usando o método
de ortonormalizagao de Gram-Schmidt pode-se admitir uma condicao de ortonormali-

dade para estes N vetores normais, que se traduzem nas duas equacoes seguintes:

GapX[, N2 =0 (3.7)

NiAN]BGAB = gij (38)

onde g;; = €0;; € ¢, = £1, a depender da assinatura da dimenso extra consid-
erada. Estas equacdes sao analogas a (3.2) e (3.3) respectivamente, s6 que agora
definidas para a imersao do espago-tempo. Vale notar que, além da primeira forma
fundamental, outra duas formas fundamentais aparecem: a segunda (denotada por
k) € a terceira forma fundamental (denotada por A,,.;), que ja foram definidas ante-

riormente na férmula (3.4).

A segunda forma é simétrica nos dois primeiros indices e a terceira forma é antis-

simétrica nos dois ultimos indices. Isso sera demonstrado na seccao seguinte.
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3.1 Importancia da Segunda e Terceira Formas Funda-

mentais

Para compreender o significado dos coeficientes da segunda e terceira formas funda-
mentais e sua importancia no entendimento de geometria de variedades (em particu-
lar do espago-tempo) é conveniente verificar um caso mais intuitivo, que € o caso da
geometria de SIE. Assim, se (u,v) € um sistema de coordenadas para a superficie
S e (z,y,2z) o sistema de coordenadas cartesiano para ?* , a fungdo de imersao
X : S — IR? pode ser escrita em coordenadas como X (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u, v))
(ver figura 3.2). A condicao de isometria é fornecida pelo produto cartesiano dos ve-

tores tangentes, uma vez que a métrica do /?* é a Euclideana .

Figura 3.2: Descri¢cao de Superficies

As equacodes 3.2 e 3.3 estao implicitas no desenvolvimento, pois para encontrar
o vetor normal € s6 fazer o produto vetorial de dois vetores tangentes linearmente
independentes e dividir pelo mddulo. Vale notar que nos livros de geometria diferencial
classica (por exemplo [9] [19]), os coeficientes da primeira forma fundamental sao
denotados da seguinte maneira (mesma feita por Gauss): g, = F, guw = gou = F €
Jguw = G. O produto escalar de dois vetores Y e Z é denotado por Y - Z. Nesta notacao,

a condicao de isometria (3.1) se escreve :

e as equacgoes (3.2) e (3.3):
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Xy -N=0 Xy, N=0 N-N=1

Sendo N um vetor definido em R? |, diferente de zero somente na superficie e
dependendo das coordenadas (u,v) da superficie, para se ter uma idéia da forma
da superficie pode-se derivar este vetor em relacdo a uma destas coordenadas. O
resultado serd um outro campo vetorial, N, (¢ € {u,v}), que serd necessariamente
tangente a superficie * : N, - N = 0. Portanto, este campo vetorial pode ser escrito

como combinagao linear dos vetores tangentes da base de coordenadas X ,:

N,=-I,X,

II; € o coeficiente da combinagao linear e o sinal de menos € tomado por conveniéncia.
Isso quer dizer que se o coeficiente I, € diferente de zero, existe uma inclinagao da
normal na direcao o quando sua base percorre uma caminho na diregao u. Estes
coeficientes permitem entao descobrir como o plano osculador (tangente a superficie
e perpendicular a normal) varia em cada dire¢ao, fornecendo uma nogao da forma
em que a superficie esta imersa no espaco tridimensinal Euclideano. Fazendo o pro-
duto interno do vetor IV, com o vetor X, , usando a condi¢ao de isometria e baixando
o primeiro indice de I'; com a métrica g,,, obtém-se I, = —N, - X,. Uma vez
que a métrica do espago IR® é Euclideana, seus coeficientes no sistema de coorde-
nadas cartesiano sao dados por Gz = 045, OU Seja, € uma matriz 3 x 3 identidade.
Desta forma, pode-se escrever I, = —NﬁXfG 45- Comparando com a definicdo da
segunda forma fundamental® dada pela férmula 3.4, obtem-se que o tensor 7, é a
segunda forma fundamental &, € portanto a interpretagao que foi dada para ele neste
paragrafo € a interpretacdo da segunda forma fundamental.

Tém-se assim a seguinte expressao:

N, =—9¢"k,uXp (3.9)

Pode-se ver que a segunda forma é um tensor simétrico da seguinte maneira: a

equacao (3.2) é inNBGAB = 0 e como G 4p tem coeficientes constantes no sistema

“Para ver isso, basta derivar com relagdo a ;. a equacdo N - N = 1 e usar a regra de Leibniz e a
simetria do produto interno Euclideano
SAqui a codimenséo é 1 e o indice que a representa sera suprimido
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de coordenadas Euclideano, derivando esta equagao com relagao a uma diregao tan-
gente, obtém-se que X, N®Gap = —X/ ,NJG 4. Portanto k,, = X/, N?G4p. Uma
vez que a funcdo de imersdo X é bem definida e possui derivadas até de terceira
ordem continua, X ,, = X ,,, 0 que resulta em k,, = k,,.

Em vista do que foi dito, pode-se dar outra interpretagao para a segunda forma
fundamental. Em geometria diferencial classica, o conjunto de vetores X ,, X , forma
uma base para o estago tangente, apesar de estarem definidos no I?* 6. Tomando-
se a derivada parcial de cada um deles em uma dire¢ao tangente, o resultado em
geral sera um outro campo vetorial definido na superficie, porém nao mais neces-
sariamente tangente a esta. Este campo possuira tanto componentes normais como
componentes tangentes. Quando se escreve este campo como uma combinagao lin-
ear na base dos vetores tangentes e da normal, os coeficientes associados a base
tangente sdo os simbolos de Christoffel desta superficies’, e segue do paragrafo an-
terior que os coeficientes associados a dire¢ao normal sao os coeficientes da segunda

forma fundamental. Assim,

X, = FjWXA + kN (3.10)

Vale observar que pela equagao N, = —I; X, a terceira forma se anula (A, = 0),
uma vez que NﬁNBGAB = 0. Portanto nao faz sentido interpretar a terceira forma
fundamental em geometria se SIE, pois a mesma € identicamente nula. Sera visto
que sempre que a codimensao da imersao for 1, a terceira forma fundamental se
anula.

Antes de passar para a interpretacao das formas fundamentais em geometria Rie-
manniana, convém reescrever as equacaoes para as formas fundamentais de uma
maneira um pouco diferente. Isso acontece porque em geometria Riemanniana os
simbolos de Christoffel (aqui denotado por YT4.) para o espago de imersiao nao sio
geralmente iguais a zero. Somente em espacos planos pode-se achar um sistema

de coordenadas em que os simbolos de Christoffel se anulam num conjunto aberto®.

6Eles s6 sdo diferentes de zero na superficie

"Seré visto adiante que isso é verdade para qualquer variedade Riemanniana, incluindo portanto as
superficies aqui descritas

8Num espago plano, pode-se transportar um conjunto de vetores tangentes paralelamente, e esta
associagao entre espacgos tangentes diferentes nao dependera do caminho, indicando que estes podem
ser tomados como base em qualquer ponto (se formarem uma base no ponto inicial). Como os coe-
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Em geral, a derivada parcial de um campo vetorial nao pode ser interpretada como um
outro campo vetorial, pois suas coordenadas nao se transformam como tal. A derivada
parcial tem que ser substituida pela derivada covariante.

Numa variedade Riemanniana imersa, tanto o espaco de imersao como 0 espaco
imerso tém seus proprios simbolos de Christoffel. Apesar de um induzir o outro
(através da inducao da métrica contida na relagao de imersao isométrica), seus co-
eficientes se referem a espacos diferentes e portanto em geral sao diferentes. Assim,
a derivada covariante do espaco imerso sera denotada por ” ; ” e a derivada covariante

do espago de imersao por uma barra dupla ”

No caso do estudo de superficies analisado, usamos um sistema de coordenadas
no IR? (cartesiano) em que os simbolos de Christoffel se iguala a zero. Portanto a
derivada parcial de qualquer campo vetorial do IR?? (inclusive aqueles definidos so-
mente na superficie) é equivalente a derivada covariante (em relacao ao espaco de
imersao). Porém isso nao seria verdade se fosse usado outro sistema de coordenadas
do IR? (por exemplo o esférico, onde os simbolos de Chistoffel sdo diferentes de zero).
Esta observagao é importante, porque em geometria Riemanniana nao pode-se admi-
tir de antemao que exista um sistema de coordenadas cartesiano em que os simbolos
de Christoffel se anulem num aberto. Desta maneira, usando um sistema de coorde-
nadas curvilineo em IR? a formula (3.10) ndo faz mais sentido pois a derivada parcial
comum de X , na diregdo tangente ndo é mais um campo de vetores®. A substituicdo
a ser feita para aplicar a mesma interpretagao é derivar covariantemente em relagao a
direcdo tangente o vetor X , (que pode ser escrito X, uma vez que X* é um escalar),
portanto a formula que se busca é X, = FijA + k. N, e || é a derivada covariante
com respeito ao sitema de coordenadas curviineos em IR3. Se ; denota a derivada co-
variante do sistema de coordenadas no espago imerso e notando que N4 e X4 podem
ser vistos como escalares nesta variedade, resultaque N, = N, e X , = X,, = X)|,..

Esclarecido o significado da segunda forma fundamental no caso de SIE, em ge-
ometria Riemmaniana a interpretagdo da segunda e terceira forma fundamental sera

feita a seguir de maneira analoga, porém antes vamos demonstrar a afirmacao quanto

ficientes da métrica sdo transportados paralelamente, basta conhecé-los em um Unico ponto que eles
nao mudarao na base considerada. Sendo constantes os coeficientes da métrica, o tensor de Riemann
se anulara, por causa da anulacao dos simbolos de Christoffel, que dependem da derivada da métrica,
que é nula

%lsso ndo que dizer que no possa ser definida essa quatidade, o que é feito, por exemplo em [20]
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a simetria dos indices da segunda e terceira forma fundamentais referida anterior-
mente. A segunda forma é simétrica nos dois primeiros indices e a terceira forma é

antissimétrica nos dois Ultimos indices. Isso pode ser demonstrado da seguinte forma:

Derivando-se covariantemente (3.2) em relagao a v com respeito a métrica G 43,

pode-se escrever a segunda forma fundamental como £, = XﬁVNfGAB = X”AWNfGAB =

k... Fazendo a mesma coisa para (3.8) e substituindo na definigdo da terceira forma

fundamental, A4,,,, = N;“‘WNZFGAB = —Nngﬁ”

tria da segunda forma acima foi usado que XHAW = Xﬁy,

Gap = —A,p.- Na explicitacao da sime-
0 que é verdade devido a
simetria do simbolo de Christoffel e da seguinte simetria X ,, = X ,,, (vide equagéo
3.15). Sera visto adiante que esta condicao é nao trivial e fundamental para garantir a

imersao.

Pode-se entao definir a segunda forma de maneira alternativa:

ki = X, N'Gap (3.11)

Agora vamos a interpretacdo das formas fundamentais em geometria Riemanni-
ana. Como o conjunto de vetores (X ,, INV;) forma um referencial (ou uma base) para
0 espaco tangente de V, em cada ponto de X (V))), as derivadas covariantes desses
campos vetoriais nas diregdes tangentes a X (V)'® com respeito a metrica G 45 sdo
outros campos vetoriais e podem ser escritos como combinacao linear desses proprios

vetores da base (os coeficientes serdo denotados por =, I, I e II) :

A _ = A a pTA
Xiw = HZVXHP + I, N, (3.12)

A 7P A b
Nalln = L puaXijp + 1

allp pa

NA (3.13)

Derivando parcialmente (3.1) na direcao X, obtém-se a equagao

G AB,CXQX;,‘;XE +G AB(XﬁX}fA + XﬁAXf ) = G

Subtraindo desta equacao a soma das duas equagodes obtidas fazendo duas permutagoes

%numa aplicagao fisica, D = 4 +n e V, é 0 espago-tempo
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ciclicas dos indices uv\, obtem-se
Gap XA\ X[, = Taw (3.14)

onde

X, = X5, + TepX X7 (3.15)

é a derivada covariante de X , na dire¢gdo v com respeito a métrica G 4.

Multiplicando a equacao (3.12) por gf"’GABXE, e usando (3.14), (3.1) e (3.2), obtem-
se que =/, = I'" . Multiplicando esta mesma equacéo (3.12) por GsN,” e fazendo
uso da definicao da segunda forma (3.11) e das equacdes (3.2) e (3.8), obtem-se
I, 900 = K.

Para a equacao (3.13), multiplica-se por GABXﬁ e usa-se a equacao (3.1) e (3.2)
e a definicao de da segunda forma (3.4) para obter ]NI,M = —k,... Multiplicando esta
mesma equacgao por G5 N?Z e utilizando (3.2) e (3.8) e a definicdo da terceira forma
(3.4), obtém-se I}, g, = Apab

E conveniente colocar ki, = 9%k, € A, = g A,..b, POiS desta maneira os resul-
tados apresentados nos paragrafos anteriores podem ser resumidos pelas seguintes

equacoes:

A A a A

XH!“’ - FZVXHP + k,u,l/Na (31 6)
A _ A b A

Nl = =M X + ANy (3.17)

A interpretacao dos coeficientes das formas fundamentais € analoga a feita no caso
de superficies do IR3. Variando-se um ponto da superficie numa direcao p, observa-se
gue se a base de um vetor normal N, se encontra nesses pontos, sua direcao muda.
A medida dessa mudanga em cada componete da base {X,,, N;} (que s&o justamente
os coeficientes que aparecem na combinagao linear de (3.17)) fornece a taxa em que
esta normal passa a inclinar-se para tal diregcao. Conhecer esses coeficientes (que sao
a segunda e terceira forma fundamentais) permite conhecer a direcao que as normais

variam, e portanto a maneira em que a subvariedade esta imersa.
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E importante notar que todo o desenvolvimento feito aqui segue naturalmente das
equacoes (3.1),(3.2) e (3.8). Veremos na seccao seguinte que é sempre possivel
achar uma subvariedade se forem fornecidas quantidades g¢,,., k,.; € A,;;, desde que

essas mesmas satisfagcam condi¢des de integrabilidade para essas equagoes.

3.2 Condicao de Integrabilidade da Imersao

Queremos obter as condi¢coes de integrabilidade para a funcao de imersao. A primeira
pergunta que se faz € quando existe solugdo para uma dada EDP. A resposta para
este problema esta contida no Teorema de Frobenius, que fornece uma condicao
matematica sobre as fungdes envolvidas, condi¢cao esta que se satisfeita garante a
existéncia de uma solugao. Isto pode ser visto por exemplo em [10].

Para se ter umaidéia , pode-se imaginar um exemplo simplificado de termodinamica,
na qual existem dois tipos de formas diferenciais, chamadas de exatas e inexatas.
As diferenciais exatas derivam de um potencial, e as inexatas nao (assim como em
mecanica podem existir forcas conservativas e nao conservativas). Supodo que nos
¢ dado uma forma diferencial w, que num sistema de coordenadas z* é escrita como
w = wudr®, onde cada conponente w4 € uma fungéo dos z*. O teorema de Frobenius
garante que esta forma diferencial provém de um potencial se as componetes safisfiz-
erem uma equacao que ja € bem conhecida nos livros de termodinamica (por exemplo

[21]) mas que valem em geral:

UJA7B:UJB’A (318)

Caso esta condicao seja satisfeita, a forma w é exata e pode-se escrever w = df,
onde f é alguma fungéo de z*.

Dito de outra forma, a equagéo w4 = f 4 s6 tem uma solugéo f (admitindo que os
w4 sejam funcoes) se os w, safisfizerem (3.18).

Para o estudo que sera feito aqui, esta forma de entendimento do teorema de
Frobenius basta. No restante desta seccao sera visto como aplicar este teorema na

geometria diferencial classica e na geometria Riemmaniana, respectivamente'.

1 De fato, o teorema é mais geral. Ele afirma que se A é uma distribuicdo, ou seja uma aplicacéo
que associa a cada ponto da variedade um conjunto de vetores linearmente independentes do espaco
tangente a este ponto, com o0 mesmo numero de dimensdes independente em cada ponto, entao ex-
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No estudos de superficies imersas no espaco Euclideano, para garantir que a
funcdo de imers3o exista, bastaria achar um conjunto de equagbes da forma X , = ¢,,,
para algum conjunto de funcdes ¢, e entdo aplicar a condicdo de existéncia de um
potencial X (que neste caso seria a funcao de imersao) tal que: (®,), = (®,) ,. Isso
sé seria satisfatorio se tivessemos equacgdes da forma X, = ®,, porém somente a
condicao de isometria nao fornece essas fungdes. Teremos que procurar condi¢coes
de integrabilidade também para cada uma das fungées X ,,, X , e N (as duas primeiras
geram o espaco tangente e a Ultima o espaco normal). Isso seria possivel se existis-

sem um conjunto de fungdes O, ¥, e €, que satisfacam as equagdes:

Neste caso, a condi¢cdo de integrabilidade para o triedro X ,, X, e N seria (0,), =
(Ou) s By = (20) € () = (). De fato, as fungdes 0,, £, e 2, podem
ser obtidas. Pelo que foi dito na secao anterior, a condicao de isometria garante a
existéncia da segunda forma fundamental (a terceira nao aparece porque sé existe
uma dimensao extra) e isso implica que, pelas equacoes (3.9) e (3.10) (escolhendo

por conveniéncia um sistema de coordenadas Euclideano para o I?%),
Xpw =T0,X,+ kN N, =-kiX, (3.19)

sdo justamente as fungdes ©,, £, e Q,. usa-se a seguinte notagao: k,, = e,
kuw, = kvw = [ € kyy = g. Em vista da equagao acima, as condi¢oes de integrabilidade

para o triedro sao :

(X,uu),v = (X,uv),ua (X,vv>,u = (X,vu>,v (N,u),v = (N,fu),u (320)

Como sao trés equacgoes vetoriais, e os vetores do triedo sao linearmente indepen-
dentes, estas sao na realidade nove equacgoes envolvendo os coeficientes da primeira
e segunda forma e os simbolos de Christoffel. Destas nove equagdes, trés sao inde-

pendentes [19]:

istira uma folheacdao (um conjunto de subvariedades de mesma dimensao que a distribuicao e que
preenchem a variedade) cujos vetores tangentes geram a distribuicdo se, e somente se, [A,A] C A (0
comutador de quaisquer dois vetores da distribuicao tém que ser linearmente dependentes dos vetores
da distribuicao)
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K=g™@ —T¢ 41?17 _T%T) (3.21)

pp,v KV,p ou pv po v

€ov — f,u - 6FZ® + f(FZU + FZu) - gPZu (322)

fo=gu=ely + F(Iy, +T0,) — gLy, (3.23)

onde K = det(k,,) = eg— f* & a curvatura Gaussiana. A equagao (3.21) é chamada
de equacao de Gauss (usada por Gauss para provar que a curvatura Gaussiana so
depende da primeira forma fundamental) e (3.22) e (3.23) sao chamadas de equacoes
de Codazzi-Mainardi.

Elas permitem dizer se o triedro existe. Podem ser resolvidas para ¢, f, g € assim,
obtém-se as funcdes ©,, ¥, e ,,, que agora podem ser integradas, fornecendo uma
solucao explicita para o triedro. Obtém-se assim as fungdes ¢, tais que X , = ¢, e a
condigdo para que exista um potencial X é: (®,), = (®,), . Isto & automaticamente
safisfeito em decorrencia da simetria da segunda forma fundamental e da simetria do
simbolo de Christéffel, pois X ,, = X ,,, pode ser verificado em (3.19).

Dadas fungoes E, I', G , e, f € g (OU seja, a primeira e segunda formas fundamen-
tais) que satisfagcam as equagoes acima, o teorema de Frobenius garante que exista
uma superficie com tais formas (a menos de movimenos rigidos). Este resultado é
conhecido como Teorema Fundamental das Superficies.

Uma vez entendido a resolugcao do problema da imersao para a geometria difer-
encial classica de superficies imersas no I3, sua extensao para variedades Riemma-
nianas surge naturalmente. O problema adicional em relacdo ao anterior € que os
simbolos de Christoffel da métrica G 45 ja ndo sdo mais necessariamente nulos num
aberto. Este problema sera contornado mostrando uma equacgao analoga a condicao
de integrabilidade (3.18). A primeira analogia a ser feita € com relagao a condigao de
Frobenius. Assim como no caso anterior nao se pode utilizar a condicao de Frobenius
diretamente em X, pois ndo se tem a sua forma funcional. Porém, como foi visto na
segao anterior, a condi¢cao de isometria (3.1) e ortonormalidade (3.3) e (3.2) implicam
que as equacoes (3.16) e (3.17) sejam verdadeiras. Mas elas envolvem derivadas co-

variantes, enquanto que a condi¢ao de Frobenius s6 envolve derivadas parciais. Para
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poder aplicar o teorema de Frobenius , podemos usar a identidade de Ricci (2.5) para

X, naqual X, =X, € safisfeito se e somente se

X — Xi, = XAR] (3.24)

SHVA HAY U2

Se quisermos usar esta identidade sera conveniente escrever (3.16) e (3.17) em
termos da derivadas covariantes da métrica g,,,. Primeiro é importante observar que
sobre uma transformacao de coordenadas de V, a quantidade X,j‘ se transforma como
uma 1-forma, portanto X}, = X4, —I') X{. Isolando X, desta Ultima equagéo e
substituindo em (3.15) resulta que X, = X, + T, X3! + Y, XX, Substituindo

este resultado em (3.16) obtemos:

Xfw = —Tgcxfxf + k;VN;‘ (3.25)

Para os vetores normais, nota-se que seus componentes N podem ser vistos

como campos escalares para Vj, pois ndao mudam sobre uma transformagao de co-

ordenadas desta variedade. Porém para um observador em V" temos Njj, = N, +
TG X !NJP. Assim, (lembrando que N, = N, e fazendo uso de 3.17)
Nj, = =k X} — TR XENE + AJ N (3.26)

A condigdo de integrabilidade para os N/ é N = NAN, que em decorréncia da

Y iV,

simetria dos simbolos de Christoffel fica:

N{ . = Ni

(0% Ly

(3.27)

Substituindo (3.25) e (3.26) na identidade de Ricci, obtem-se uma equacao que, se

contraida com G 45X} fornece (3.28) e se contraida com G,z N/ obtém-se (3.29):
Reguw = (Kyukavi — Kiyksu) + Rapep X aX5XG XD (3.28)
kw/a;)\ - ku)\a;u = (Ag\akuui - Aiyak)\m') + RABC’DX,//;N@BXSX,? (329)

Estas equagOes sao conhecidas como equagoes de Gauss e Codazzi, respectiva-
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mente. O tensor R 4zcp € 0 tensor de Riemman para a métrica G 45

Uma terceira equagao surge com a equagao (3.27), ao se fazer a substituicao das

funcoes (3.25) e (3.26) e contrair com G 4z N®:

Aipij — Agiaij = — (A Agry — A Aai) — 9" (Kuaikvgy — Kusikvad) + Rapeo N NP X G X5
(3.30)

Esta equacao é chamada de equacéao de Ricci.

Resolver este conjunto de equacoes, (3.28), (3.29) e (3.30) resulta na obtencgao
das formas fundamentais, bem como a existéncia de um referencial mével (X, ;).
Analogamente ao teorema fundamental das superficies, pode-se enunciar o teorema
fundamental das variedades: dadas fungées Gap, g,u, k), € A,; que satisfagam as
equacgdes de Gauss, Codazzi e Ricci, € garantida a existéncia de duas variedades,
uma com primeira forma G 45 contendo uma subvariedade imersa que tenha o restante

das fungdes como formas fundamentais .

Para o caso de curvas imersas no IR?, tém-se apenas um indice para a diregéo
tangente. Da equacao de Gauss resulta que o Unico componente da curvatura, Ry11,
se anula identicamente (isso pode ser visto levando em conta a antissimetria do tensor
de Riemann (2.9). Isto indica que um nao ha meios para se descobrir intrinsicamente
a curvatura desta variedade unidimensional, o que € intitivo uma véz que se modificar-
mos um fio sem estica-lo, 0 seu comprimento nao irda mudar, portanto todas as curvas

sao localmente isométricas.

Uma véz que apenas a primeira forma fundamental ndo caracteriza completa-
mente a variedade, esta é totalmente descrita quando se tém uma imersdo'?. Mas

€ nessesario escolher o espaco de imersao, que nao € unico. O teorema de Greene

n(n+3)
2

garante que existe umaimersao de V,, emum V,,, plano se m = , porém em casos
especificos geralmente o nimero de dimensdes requerido € muito menor. Pode-se re-
querer que para um dado espaco-tempo a imersao a ser considera € aquela em que
o numero de dimensodes seja 0 menor possivel. Mas mesmo assim, isso nao fixa a
métrica do espago maior, que nao necessariamente sera plana. Fala-se, neste caso

qgue o formato de uma variedade é relativa ao espaco de imersao, assim como na RE

12Este é o problema fundamental na aplicagao fisica a ser feita na dissertagéo
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o comprimento de um objeto é relativo a um observador.

Com os resultados obtidos neste capitulo fica evidente que o significado da equacgdes
de Gauss, Codazzi e Ricci é garantir a existéncia de uma imersao, justamente porque
estas equacgdes sao equivalentes a condicao de Frobenius para o referencial movel
(X,,N;). Uma maneira de se entender estas equacdes é notar que elas fornecem
uma expressao para o tensor de Riemann R apcp da variedade de imersao em ter-
mos do tensor de Riemann R,,,.3 da variedade imersa e da segunda e terceira formas
fundamentais. A derivacao feita aqui para estas equacoes € semelhante a feita por
Eisenhart [20]. Este capitulo tenta suprir a dificuldade encontrada na interpretagao

dessas equacoes.
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Capitulo 4

Interacoes Fundamentais

As coisas visiveis sao uma espiral sobre o invisivel

Demécrito e Anaxagoras.

Uma vez que o objetivo desta dissertacao é sugerir uma unificagao das interagdes
fundamentais, faz-se necessario uma exposi¢ao das teorias que descrevem essa interagoes,
a saber: Teoria da Gravitacao e Teoria de Yang-Mills. A primeira sera tratada na
proxima secao e é responsavel pela descricao da forca gravitacional, enquanto que
a segunda (que sera tratada na se¢ao seguinte) é responsavel pela descricdo das
forcas de calibre: nuclear forte, eletromagnética e nuclear fraca. Sera visto que as
equacgodes que governam a dinamca de ambos os campos provém de principios varia-

cionais diferentes, ou seja, com Lagrangeanas diferentes.
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4.1 Gravitacao

A Teoria da RG foi desenvolvida por Einstein nos anos de 1907 até 1915. Sua intengao
era generalizar a RE e incluir a intergcao gravitacional, até entao descrita pela Lei da
Gravitagao Universal, de Isaac Newton. No séc. XIX a crenga na validade da lei de
atracdo de Newton era tdo grande que o planeta Netuno teve sua existéncia postu-
lada somente para poder explicar desvios nao previstos pela teoria Newtoniana na
orbita de Urano ao redor do Sol. Sua observacao direta, através de um telescopio foi
feita um ano depois, em 1846. Em 1859 Le Verrier observou que o planeta Mercurio
também apresentava tais desvios (conhecidos como precessao do periélio), porém to-
das as hipdteses feitas para explicar tais desvios puramente com o arcabolso tedrico
fornecido pela Gravitagao Newtoniana se mostrou inconcludente. Os planetas mais
proximos de mercurio ndao poderiam provocar a precessao medida. Este problema s6
veio a ser explicado com a introducao de uma nova teoria gravitacional (a RG), testada
por observcao direta na cidade de Sobral, em 1919, pela equipe de Eddington.

No discurso de recebimento do seu prémio nobel (pelo efeito fotoelétrico), Einstein
disse que a primeira motivacao para a RG foi o fato de que na RE existem referenci-
ais privilegiados (os referenciais inerciais), sendo que uma teoria mais satisfatoria nao
deveria assumir de antemao a existécnia de tais referenciais (foi levado a postular as-
sim a chamada Covariancia Generalizada, na qual todos os sistemas de coordenadas
deveriam possuir a mesma equacao dinamica). No artigo de 1907 Einstein mostra
que um referencial em queda livre é equivalente a um referencial inercial da RE (na
RG é chamado de principio da equivaléncia). Em 1914 ele publica outro artigo que
faz uma discusao, baseada na equivaléncia de massa inercial e gravitacional, sobre a
impossibilidade de diferenciar localmente um referencial uniformemente acelerado de
um referencial parado sobre a acao de um campo gravitacional uniforme.

Uma experiéncia de pensamento proposta por Einstein ajuda a explicar o porqué
da necessidade de usar a geometria Riemanianna. Um observador que esteja na
circunferéncia de um disco em rotacao tera o comprimento de sua régua contraido,
entdo ira medir um valor para a circunferéncia maior do que 27r, onde r é o raio
(que nao sofre variagcdo em seu comprimento). Isso indica claramente uma incom-
patibilidade com a geometria Euclideana. Uma vez que o observador esta acelerado,

e pelas consideracgdo anteriores, ndo ha como diferenciar a acereragao uniforme da
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aceleracao causada por um campo gravitacional, pode-se concluir que a presenca de
uma fonte de campo gravitacional muda a natureza Euclideana do espaco. O préximo
passo trilhado por Einstein era descobrir uma teoria geométrica que servisse como
ferramental matematico para a descricao dos campos gravitacionais. Com auxilio de
Marcel Grossmann estudou geometria Riemanniana e também por conselho de Tullio
Levi-Civita comecou a estudar a algebra tensorial, com vistas a aplicacao o principio
da covariancia generalizada.

O ultimo passo era obter a equacao que governasse a geometria a partir de uma
dada distribuicdo de matéria (ou energia - o tensor energia momento). Einstein pos-
tulou entao que o espacgo-tempo fisico era uma variedade pseudo-Riemanniana e
primeiramente pensou na possibilidade de que o tensor de curvatura R, se igualasse
ao tensor energia-momento 7, porém isso leva a ndo conservagao do tensor energia
momento’ uma vez que R*,, ndo é necessariamente nulo. Através de um estudo da
identidade contraida de Bianchi é possivel descobrir que a equagao compativel com a
conservagao da energia é

1 8rG

R,uzz - §guuR = FT/LV (41)

conhecida como equagao de Einstein. Para ver que o lado direito é conservado,

tome a segunda identidade de Bianchi 2.11 e contraia com ¢*":

Rywin = Ryme = By, = 0

(a%

Contraindo de novo temos

Ry — Ry — Ry, =0

ou

1
(RZ - éfng);u =0

Uma forma mais familiar da equacao acima é

A conservagéo do tensor energia-momento é escrita como T} = 0 e pode ser interpretada como

uma equagéo de continuidade semelhante a j4, = 0 da relatividade especial (ou seja, % =V - (pD)),

porém tomando a derivada covariante. Ela permite dizer que a energia e o momento da fonte do campo
graviacional sdo consevados.
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1
(R = ¢ R}, = 0

gue € justamente a férmula que prova a conservacao do lado esquerdo da equacgao
de Einstein (4.1). Resolvida esta equacdo para uma dada distribuicdo de matéria e
energia, descobre-se a métrica g,,. Um percurso de uma particula em queda-livre
u’(s) sera descrito pela equagao da geodésica

d?u’ , dut du”

ds? M ds ds

cujo comprimento entre dois pontos € o menor possivel (generalizagdo da linha
reta Euclideana).

Por ser nao-linear, nao existe um procedimento geral para resolver a equacao de
Einstein de maneira explicita e geral. Entetanto, um numero limitado de solugoes ex-
atas sao conhecidas, entre elas, a solugao de Schwarzschild, de Raisner-Nordstron,
Kerr, de Siter e Robertson-Walker. Consideragdes cosmoldgicas levam Einstein a
adigao do termo g, A no lado esquerdo da equagao de Einstein, onde a fungao con-
stante A é chamada de constante cosmologica.

Dentre as previsdes observadas, destacam-se a ja citada precessao do periélio de
mercurio, o desvio da trajetéria da luz e o desvio para o vermelho (conhecidos como

testes classicos da teoria).

4.1.1 Acao de Einstein-Hilbert

Como em toda Fisica, a equacao de Einstein pode e deve ser obtida de um principio
variacional, e de fato foi obtida por Hilbert em 1915, curiosamente antes que o préprio
Einstein a publicasse. Hilbert usou o célculo variacional ao admitir que a agao S é

dada por

S = /E\/—gd4x

onde L é a Lagrangeana da teoria, ,/—gd*z é o elemento de volume? (g é o deter-

20 elemento de volume é escolhido desta maneira porque se assim definido ele independe do sis-
tema de coordenadas

47



minante da métrica® g,,). Usualmente, a Lagrangeana da teoria é a soma da parte
geométrica, a Lagrangeana de Einstein-Hilbert (£z_y) que da origem a parte es-
querda (geométrica) da equacao de Einstein (4.1), com a Lagrangeana £,,; provinda
da fonte de matéria e que dé origem ao termo 7),,. Para obter as equacdes de Ein-
stein impOe-se que a Lagrangeana de Einstein-Hilbert seja proporcional ao escalar de
curvatura da variedade £L;_y = £, onde x = 87Gc™*, G é a constante gravitacional de

Newton e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Assim, evoca-se o principio variacional:

055 = /5{[ R+ Laly/=g}d'z = 0

Estabelecendo que a integral da curvatura R € maxima ou minima. Isto implica

o= [T | AT,

2k OgMv dgH

_ 1 OR R 0v/—g L 6(V=9LM) 1 w
_/[5(59‘” \/_59“")+\/—_9 sg 109V med

Como esta equacao é verdadeira para qualquer §¢* temos:

S V=g og =g g

A variagao do determinante é 6g = g - ¢"/0g,, = g - g 0g*”. Assim* 5 g, =0 Gu, €

6R , R 5= _ , 1 6(/=9Lu) “2)

o lado direito da equagdo acima fica iqual a x7,,, onde define-se 7}, por:

def —2 6(/=9)Lu 0Ly
T, _ 9 , .
w /_g 59“'/ 59 + M ‘CM ( 3)

Para a parte geométrica, vamos considerar primeiro a variagcao do tensor de Rie-

mann:

3Uma maneira de calcular o determinante é denotar por M a matriz cujos coeficientes mg sejam
1, uvpo

i _ B 5 ppo
os elementos gas € tomar o determinante como g = jwy, 5" sm;m,mimg, onde os valores de wy, "

dependem da relag&o entre (uvpo) e (376). E igual & 1 se um for uma permutagéo par do outro, —1 se
for uma permutacao impar, zero se nao tiverem elementos em comum ou se qualquer um deles tiverem
pelo menos dois elementos repetidos

1

* Para provar isso, basta calcular dg = do(gwhptsmemimyms) = ;,wgggg(am mpm)ymd +

mesmEmims + membomIms + membm7oms) = Agémf, onde a matriz A é a matriz cofator de

M, dada por A% = (éwggggmﬂmgm ). Usando o resultado de algebra linear, no qual a matriz cofator

€ a mariz inversa multiplicada pelo determinante g, segue o resultado
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OR’ ., = 0,010, — 0,017, + 5%@0 + rﬁkar,éa — 5rgArfw —TI9,6I

po

Notando que 0T/, se transforma como um tensor® obtemos:

5RP ouy = (6Flp/o);ﬂ - (5FZU)§V

Podemos entao escrever

OR = Ry6g"™ + g" Ry = Rudg" + (9" 83, — "ol ).,

O ultimo termo, quando for multiplicado por /—g serd uma derivada total®, portanto
pelo teorema de Stokes, € um termo de fronteira e nao conta para a variagao da

integral.

Podemos considerar entao que

OR
dgHv = I (4.4)
Para finalizar, so resta o termo
R 0/— 1
N W (4.5)

V=g g 2

A equacao de Einstein (4.1) € obtida ao se substituir as equacoes (4.4), (4.5) e

(4.3) na equagao (4.2) .

5 Escrevendo a definicdo 2.4 do simbolo de Christoffel em um outro sistema de coordenadas
e notando que os coeficientes da métrica se trasformam como um tensor, obtém-se a féormula de
transformagéo dos coeficientes de Christoffel para dois sistemas de coordenadas diferentes: 'y, =

o X b 2, .7 ~ sagr . .
9a? 927 gr_pr Jr- 0z Se nao fosse pelo Ultimo termo, este coeficiente se tranformaria como um
cHh OxV Qx™ ~ pe OxT OxFOx

tensor. Porém fazendo a diferenga 6I" de dois simbolos de Christoffel diferentes, este ultimo termo se

cancela e a quantidade 4T se transformard como um tensor, assim sua derivada covariante faz sentido

8Para ver isso, considere o componente A® de um vetor qualquer. Temos ﬁ(\/—gA“)ﬂ =

%A“ + A%,. O termo (g) . pode ser calculado de maneira analoga a feita no rodapé 4 da pagina

48 e resulta g, = AL(m);) .0 = g 9" guw,o que € igual a ngﬁa (é so verificar pela substituicao direta

em 2.4). Portanto \/1_7(\/—914“),04 = A%, ou 0u(v—gA®) = /—gA?,
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4.2 Campos de Calibre

Comecaremos com uma breve retrospectiva histérica do desenvolvimento da teoria
de Yang-Mills [22]. Houveram trés fases importantes no desenvolvimento da teoria:
a descoberta inicial de Weyl em 1919 [23], depois o resurgimento da mesma, porém
com uma interpretacao quantica, em 1929 [24] e finalmente a teoria de Yang-Mills
propriamente dita, desenvolvida em 1954 [25].

O essencial de qualquer teoria de calibre € o grupo’ de simetria de calibre e o
papel crucial que ele desempenha na determinacao da dinamica da teoria. Um outro
aspecto marcante € que a simetria de calibre nao € uma transformacao fisica de co-
ordenadas no espago-tempo da RE, mas sim do chamado espago interno® (de fato, o
nome calibre foi dado por Weyl para distinguir as transformacdes de coordenadas das
transformagdes do potencial). Veremos que isto pode ser revisto quando se leva em
conta as teorias cujas transformacoes de calibre ficam associadas a transformacoes
de coordenadas nas dimensoes extras.

Outra contribuicao importante veio com o teorema de Noether de 1919, que afirma
gue o conhecimento da Lagrangeana e das transformagdes que a deixam invariante
permite a obtencao de quantidades conservadas. Por exemplo, se a Lagrangeana é
invariante por translagéo, entdo o momento linear é conservado [26]. Se for invari-
ante por rotagoes, entdo o momento angular € que é conservado. Caso seja também

invariante por uma translagao temporal, a energia é conservada®. Pode-se consider

"Para a fisica, € comum conceber um grupo como o conjunto das opercdes que deixam invariante
uma certa estrutura, como por exemplo o grupo de transformagdes ortogonais no espaco IR", denotado
por O(n), que deixam o produto interno canénico invariante. De maneira abstrata, um grupo € um
conjunto munido de uma multiplicagao associativa, contendo a identidade e para cada elemento dado,
0 seu inverso (aquele que se multiplicado pelo elemento inverso se iguala a identidade). Os grupos
de Lie contém numero infinito de elementos e seus elementos podem ser parametrizados como numa
variedade. No exemplo fornecido, uma parametrizacéo seria obtida pelas variaveis independentes que
parametrizam as matrizes ortogonais (no caso de trés dimensodes os angulos de Euler servem para este
proposito)

8E comum estudar os vetores tangentes a identidade (denotados por ¢; ), que é um espago vetorial
que parametriza os elementos do grupo de Lie (e por isso chamados de geradores). Isto permite
estudar as propriedades dos grupos com muito mais facilidade, e foi sugerido primeiramente por Lie,
que forneceu uma parametrizacao do grupo pela algebra, chamada de aplicagcao exponencial. Esta
parametrizagao sé alcanca a componente conexa da identidade do grupo, mas outras parametrizagoes
sao possiveis, que alcangem qualquer elemento do grupo. Para provar isso, Lie sou o fato de que para
conhecer a estrutura multiplicativa de um grupo, basta conhecer as constantes de estrutura da algebra
cfj, definida por [¢;, €;] = cfjé'k. Como os elementos do grupo atuam de forma natural nos elementos da
algebra, pode-se considerar que o espaco interno na qual um dado grupo atua é justamenteo espaco
da algebra, que fornece uma representacgao linear para o grupo, chamada de representacao adjunta

%lsto € uma motivagéo para se considerar na mecénica quantica a energia como o auto valor de um
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também transformacdes nao apenas nas coordenadas, mas também nas fungdes,
como € o caso da tansformagao de calibre, que transforma o potencial, mas deixa a
lagrangeana invariante. Para transformagoes locais , dadas as transformacoes que
deixam a Lagrangeana invariante (este conjunto € um grupo de Lie) e a Lagrangeana,
Noether obtém uma quantidade T} que é conservada por uma derivada generalizada,
D,T! =0,onde D, = 9, + C,, para um operador C,. Posteriormente verificou-se que
tal operador correspondia a uma derivada covariante D, cuja conexdo C,, € anéloga a

conexao do grupo visto como grupo de calibre, pois se transforma como tal.

4.2.1 Teoria de Calibre de Weyl

Na época em que esta teoria foi desenvolvida, 1919, as Unicas particulas elementares
gue se tinha conhecimento eram o elétron e o préton. A motivagao de Weyl em propor
a idéia de invariancia de calibre veio com a confirmacao do desvio da trajetdria da luz,
prevista pela RG.

Weyl se perguntou: se o campo gravitacional pode ser descrito por uma conexao
que fornece as orientacoes relativas entre dois sistemas de referencial locais no espaco-
tempo, poderia também o eletromagnetismo ser associado com uma conexao similar?
Sugeriu entao que a norma de um vetor fisico ndo seja uma quantidade absoluta, mas
dependa da sua localizagao no espaco-tempo. Para visualizar esta idéia considere
um campo vetorial qualquer que em um ponto fixo = dado tenha norma f(z). A norma
deste vetor no ponto = + dz é f(x + dz) ~ f(x) + (0,.f)dz" . Agora introduz-se uma
mudanca de calibre atravéz de um fator multiplicativo S , que é uma funcao das coor-
denadas e unitario no ponto x, ou seja: S(x+dx) = 1+ (0,.5)dx". Agora a nova norma
do vetor no ponto = + dx sera S(z + dx)f(x + dz) ~ f(x) + (0,5) f dx* + (0,.f)dz",
ou seja, 0f = (0, + (9,9))f dz*. Isso funciona como uma conexao, pois a derivada
parcial é substituida por uma outra que difere desta por um termo aditivo.

Weyl interpretou a quantidade 0,5 como o quadri-potencial eletromagnético A,
porque uma segunda transformagao de calibre com um novo fator de escala 6 trans-
formard a conexdo da seguinte maneira: A, — A, + 0,0, que é a transformacéo de
calibre do eletromagnetismo (deixam as equacdes de Maxwell invariantes, portanto

sao simetrias de calibre). Aqui 6(x*) representa o parametro local de transformacgéao

operador proporcional a derivada temporal, € 0 momento linear como proporcional a derivada espacial
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de calibre do eletromagnetismo.

Alguns anos depois Bergman (para um relato deste acontecimento, ver [27]) notou
gue esta interpretacao era incorreta, por estar em conflito com a mecanica quantica,
na qual o comprimento de onda Compton A\ = % € uma escala de comprimento
natural associada a uma particula e além disso ndo depende da posigdo da mesma.
Desconsiderando esta falha inicial, a idéia de invariancia de calibre sobreviveu, porém

era vista como um acidente matematico que permitia simplificar os célculos.

4.2.2 Renascimento da Teoria de Calibre

Para contornar a observagao de Bergmann , em 1929 Weyl propés uma nova interpretacao
para a sua idéia original, mas agora motivado pela teoria quantica (a sugestao foi
dada por V.Fock [28] e London [29]). Ao invés de transformar as normas dos ve-
tores, a modificagao é feita na fase da funcao de onda ¥ , solugcdo da equacao de
Schrodinger'® na presenga de um campo eletromagnético 4,. Se a nova fungéo de
onda ¥ e~} for solugdo da mesma equagéo de Schrodinger isto implicard que o A,
deve mudar para A, — 9, \.

A objecao a teoria original de Weyl nao se aplica mais porque uma mudanga na
fase nao altera o valor medido para a densidade de probabilidade (que € a norma da
funcao de onda). Fixando um calibre para o campo eletromagnético (fazendo uma es-
colha para A, possibilita que se fixe a quantidade 9,6, e portanto permite que se tenha
uma noc¢ao de como a fungao de onda varia de ponto a ponto, conseguentemente o
campo A, funciona como uma conexao para a fase de onda. Portanto, apesar das
equacdes de Maxwell serem classicas a simetria de calibre tém justificativa quantica.
O grupo de simetria aqui considerado seria o U(1), 0 grupo unitério de um parametro,
correspondente a simetria de calibre do campo eletromagnético.

Um experimento que vem reforgar ainda mais esta relagao entre potencial eletro-
magnético e fungao de onda é o proposto por Aharonov-Bohm, no qual observa-se
a possibilidade de medir o potencial eletromagnético diretamente, dando uma im-

portancia mais fundamental a estes do que ao campo eletromagnético propriamente

19A equacgéo de Schrodinger z’h%w(ﬁ t) = [5—562 + V (7, t)] (7, t)para um potencial V (¥, t) € obtida
pela lei de conservacao de energia nao relativistica F = ;% + V, substituindo a energia E por um

operador proporcional a derivada temporal £ = ih% e 0 momento linear p'por um operador proporcional
a derivada espacial p = —ihV
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dito. O experimento de Aharonov-Bohm mostra a interferéncia na fungao de onda
do elétron (figura 4.1) causada pelo potencial. Se colocarmos um solendide entre as
fendas os campos elétrico e magnéticos nao mudam na regido exterior ao solendide,
porém ocorre uma mudancga no potencial e uma consequente mudancga no padrao de

interferéncia observado. Isto implica que potencial em si € um observavel.

Caminha |

//\\\
T~ t //
\/

Caminho 2

% Solendide

Figura 4.1: Aharonov-Bohn

Apesar disto, a inerpretagdo da invariancia de calibre feta por Weyl continuou
sendo subestimada e vista apenas como uma propriedade matematica da mecanica
quantica, e nao como um propriedade fundamental da natureza. Isso s6 veio a ocorrer
com o desenvolvimento da teoria de Yang-Mills, que generaliza o eletromagnetismo
para as outras forgas de calibre, levando em conta a propriedade de invariancia de

calibre da teoria eletromagnetica e estendendo-a para as interacoes nucleares.

4.2.3 A Teoria de Yang-Mills

Dois conceitos basicos foram importantes para o desenvolvimento da teoria de Yang-
Mills. O primeiro era a idéia proposta por Yukawa, de que a forca nuclear fosse
intermediada por uma particula, chamada de méson = (assim como a forga eletro-
magnética é intermediada por fétons). A segunda idéia veio com a observacao de que
a forga nuclear independia da carga elétrica. Assim, Heisenberg sugeriu que o neu-
tron e o préton pudessem ser considerados como estados diferentes de uma mesma
particula (em analogia com os estados "up” e "down” do spin). A invariancia da carga
€ obtida quando se observa a invariancia da forga nuclear sobre a acao de um novo
grupo de simetria, o SU(2). Entretanto, diferentemente do U(1) considerado ante-

riormente, que € uma simetria global (os parametros independem das coordenadas),
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corresponde a propriedade interna chamada de isospin. O méson  seria o carregador

da forga nuclear e auto-estado do isospin.

Em 1954 Yang e Mills propuseram uma teoria na qual a interagcdo nuclear é de-
scrita por uma teoria de campo que possua uma invariancia de calibre, postulando
que o grupo de calibre fosse o SU(2), atuando localmente (em cada ponto do espago-
tempo). A escolha de uma conexao fornece uma regra para determinar como o es-
tado avaliado em um ponto (neste caso, o estado pode ser interpretado como uma

combinagao linear de proton e néutron) influencia o estado numa vizinhanga deste.

No eletromagnetismo, o potencial eletromagnético A, fornece uma conexao entre
a fase da funcao de onda em posicdes proximas. Na teoria de Yang-Mills a fase é sub-
stituida por uma variavel local mais complicada, que especifica a diregao do isospin. O
potencial de Yang-Mills gera uma rotagao no espaco de simetria interna (assim como
o grupo SU(2) ~ SO(3) gera rotagdes no IR*) , esta rotagdo tem geradores que aqui
serdo denotados por L, em analogia com o momento angular, que gera rotacdes es-

—

paciais. Assim, um elemento do grupo de simetria R(f) gera uma rotagao no espaco
interno dado por R(@)\If = e~ L\ indicando que a forma mais geral para um potencial
de Yang-Mills A,, € uma combinagao linear de geradores de rotagdo no espaco interno
A, = Al(x)L; . Neste caso, o grupo de simetria tem trés geradores independentes
(que correspondem a trés parametros independentes de SU(2)), e assim como no
caso do momento angular, pode-se escolher L., L_ e L3 como base e pode-se in-
terpretar, por exemplo, o operador L, como uma transformacao que muda um préton

para um néutron.

Hoje em dia sabe-se que o préton e o néutron nao sao mais particulas fundamen-
tais, sendo os mesmos constituidos por quarks. Assim, a teoria de Yang-Mills teve que
se adaptar ao novo modelo de interacao forte. O espago interno ndo é mais nece-
sariamente o do isospin, mas sim da algebra de Lie de SU(3), cujos parametros sao
locais e que correspondem a estrutura dos quarks. Dado um grupo de Lie, escolhe-se
uma representacao linear no mesmo espaco que sera representada a funcao de onda.
Os geradores desta transformacgao serao denotados por Fj, e qualquer elemento do
grupo pode ser alcangado por uma aplicagao exponencial, escolhidos os parametros
0%(x) em cada ponto » do espago-tempo. Assim, dado um elemento arbitrario g do

grupo de Lie, ele atua numa fungao de onda da seguinte maneira: g¥ = (e‘iq@k(I)Fk)\D,
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onde a constante iq € tomada por conveniéncia e os geradores da algebra satisfazem

a equacao de estrutura de Lie,

[F“Fj] = ijFk

€ 0s cfj sdo constantes de estrutura da Algebra de Lie do grupo considerado.

Se denotarmos os vetores do espaco interno por u;, poderemos separar a funcao
de onda em sua parte interna e externa ¥ (z) = ¥,;(z)u’. Ao se aplicar uma transformagao
de calibre e se analisar a diferenga da funcao de onda entre dois pontos que diferem
infinitesimalmente, percebe-se que ndo apenas a parte externa V;(x) muda, mas

também a parte do espaco interno u; .

d¥ = U(z + dr) — ¥(x) = (0,¥;)dxtu’ + V,du’

Levando em conta o fato de que o grupo atua somente no espacgo interno e que
os geradores Fj, sao transformagoes lineares neste espaco (e sao, portanto, matrizes
(Fy);), obtem-se du’ = e~ (" +d0") iyt — o=iaO" Py ~ —jq(9,0%)da(Fy,) v’ (foi tomado
até a primeira ordem na expansé&o). Denotando (4,)"; = (9,6")(F})’, resulta que dy) =
(D, ¥;)dz"u’, onde D, é a derivada covariante de calibre, D, U; = (8,0, — iq(A,)’,)¥;.

Numa notacao mais compacta,

D,V = (8, —igA,)¥

Para uma transformacao de calibre geral U, a conexao se transforma da seguinte

maneira'':

' 40 _
A,=UAU 1 5(8MU)U ! (4.6)
No eletromagnetismo, o campo eletromagnetico € dado pelo tensor de Maxwell

F., =10, —iqA,, 0, —iqA,]

Por generalizagao, os campos provindos dos potenciais de calibre serao dados por:

"lsto é obtido impondo que a derivada covariante D, comute com a ag&do do grupo U, que pela
equacéo 4.2.3, (9, —igA,)(U¥) = U(0,—1iqA,)¥ resulta na equagéo para a transformacéo da conexéo
depois de um pouco de manipulagao
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FHV = [Dua Dl/] = A,LL,Z/ - Az/”u — ’iQ[AH, Au]

Note que esta é uma expressao para a curvatura F,, associada a conexao A,
(compare com a expressao 2.6 da pagina 25). Portanto, na teoria de Yang-Mills, fala-
se de curvatura referindo-se a F,,.

Na notacao covariante, a Lagrangeana do campo eletromagnético é proporcional a
F,,F*. No caso da teoria de Yang-Mills a quantidade F),, ['* & a soma de produtos de
operadores, sendo entao um operador. Uma escolha para uma fungdo Lagrangeana
gue nao dependa da base escolhida para a representacao matricial deste operador é
o trago desta quantidade, 7'r(F,, F*"). Portanto a Lagrangeana para o potencial de

Yang-Mills é dada por'?

1
Ly = —7Tr(F ")

Impondo o principio de variagao minima da agao com respeito a variagao de A,,

obtém-se uma generalizacao das equacdes de Maxwell nAo homogéneas

8#-F/w - ZQ[Au7 F,uu] = jV

onde j, é a quadricorrente associada a Lagrangeana da fonte. Aqui diferente da
RG, a conexao é solucao das equacodes de Yang-Mills e ndo sao dadas por uma ex-
pressdao em termos da métrica. Outra diferenca € que a Lagrangeana é quadratica
na curvatura, enquanto que na RG ¢€ linear na curvatura. As outras equagdes ho-
mogéneas sao identidades e nao provém da Lagrangeana.

O sucesso da teoria veio com a observacao que a mesma é quantizavel e que os
grupos SU(3) e SU(2) sao os grupos de calibre das interacoes forte e fraca, respecti-
vamente. O U(1), como j& vimos é o grupo de calibre do eletromagnetismo. Vale notar
que, apesar do modelo padrao de particulas abarcar as trés interacoes de calibre,
ele s6 descreve de maneira unificada duas delas, a eletromagnética e a nuclear fraca,

sendo esta unificacao conhecida como unificacao eletrofraca. Uma teoria que unifique

12Se um campo presente na Lagrangeana minimiza a ag&o, entdo é possivel mostrar a equagéo

de Euler-Lagrange é satisfeita [26]. No caso da Lagrangeana de Yang-Mills considerada, a equacao

de Euler-Lagrange do potencial de calibre que gera a equacao de Yang-Mills é a seguinte: 65(23")” =

OLy _

56



todas as interagdes de calibre esta sendo buscada ainda, e € chamada de GUT (sigla
em inglés para Grand Unified Theory). O caminho trilhado é achar um grupo que con-
tenha como subgrupo o U(1) x SU(2) x SU(3). Os candidato mais estudados até agora
s80 o0s grupos de cobertura de SU(5) e de SO(10), ou mesmo 0S grupos exepcionais
Es, E;, e Ex.

4.2.4 Formulacao Geométrica da Teoria de Yang-Mills

Conforme ja foi comentado anteriormente, muitas area da fisica admitem uma descrigao
geométrica. Para a teoria de Yang Mills isso nao deixa de ser verdade.

E comum nessas teorias o uso de formas diferenciais'® e seus operadores associ-
ados, como o produto exterior'*, produto de Hodge'®, e a derivada exterior'®

Com o uso de tais operadores, escrevemos as equacoes de Yang-Mills de uma
maneira abstrata, que nao depende do sistema de coordenadas. Para isso, definimos
abstratamente o operador derivada exterior covariante como D = d + A, onde d é a
derivada exterior e A uma forma de conexao A = A,dx", cujos coeficientes pertengam
a algebra de Lie do grupo de simetria considerado. Definimos abstratamente o tensor

de curvatura como

F=DANA={d+ANA=dNA+ANA

Escrevendo F' = F,,dz" A dz” e com o uso das definicbes dadas, obtém-se a ja

conhecida expressao dos coeficientes da curvatura

FW = AWI - Awu - [Aw AV]

13Uma p-forma diferencial é um tensor de p indices F = F,u adztdz” ..dz> antissimétrico ao se trocar
dois indices consecutivos quaisquer, portanto, num espaco de dimensao m, o espaco de n-formas tém
dimens&o

40 produto exterior de uma p-forma w com uma g-forma n é uma (p+q)-forma de-
notada por w A 7, que se aplicadas os vetores (ei,..,epiq) € w A 7n(er,..,€prq) =
ZUGSN (to)w(ea(1)s s €o(p))N(€a(pr1)s -+ Ea(ptq))- O cONjunto S, é o das permutagdes de n nimeros
naturais, € o nimero «,, indica qual é o sinal da permutagao

SPelo ndimero de dimens&o das n-formas, é possivel descobrir que estas sdo isomorfas as (m-n)
formas, e o produto de Hodge fornece este isomorfismo. Aplicar o produto de Hodge a uma n-forma
w definida num espago m-dimensional é transforma-la numa (m-n)-forma w* cujos coeficiententes séo
Wh = €bybnarsam W0, ONAE 0 0 NUMENO €, é o tensor de Levi-Civita, que é
nulo caso dois ou mais coeficientes sejam iguais e +1 conforme a paridade da permutacao dos indices

16| eva uma (p)-forma numa (p+1)forma. Atuando numa fungéo f fornece df = (9, f)dz* e atuando
numa p-formaF, dF =5 dFa,,..a, N dz®..dzo.

n Q1 ,m—n

a1 <..<ap
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Segue também diretamente das definicdes feitas que a parte homogénea da equacao

de Yang-Mills & dada por

DANF =0

e a parte nao homogénea é dada por

DANF* =4nJ*

onde J é o tensor quadricorrente (uma 1-forma), F* # = 7 F,, e J* A7 = M7 J .
Para uma derivacao detalhada ver [30].

A figura 4.2 a seguir exemplifica o quadro de descricdo geométrica dos campos de
calibre. O espago-tempo é representado pelo plano horizontal, enquanto que o espaco
interno € desenhado verticalmente a cada ponto. A linha desenhada indica a trajetoria
de alguma particula tanto no espago-tempo como em algum espacgo interno, como o
U(1). Os gedbmetras modernos chamam este espago que descreve tanto o espago-
tempo como o espaco interno de fibrado. Nesta figura, o espaco-tempo é a base do
fibrado, e todas as fibras ( cada uma delas é o espaco interno associado a um ponto)
sao isomorfas a um Unico espaco que é chamado de fibra tipica. Este fibrado pode ser
visto localmente como o produto cartesiano do espaco-tempo pela fibra tipica (que é
0 espaco interno). A localizagao de uma particula no espago-tempo é representada
por um ponto no plano horizontal e sua orientacdo no espacgo interno € especificada

por um ponto na fibra.

_____
Particula
espaco-tempo

Figura 4.2: Fibrado Principal
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Pela equacao (4.2.4), a hipétese de que os campos de Yang-Mills sa confinados
a quadridimensionalidade é necessaria. Se o espago-tempo em que vivemos tém
dimensao 4 , entdo o tensor F' é necessariamente uma 2-forma (isso € um dado ex-
perimental), e D A F* sera uma 3-forma. No lado direito, J € um vetor covariante (o
mesmo que 1-forma) também por medidas experimentais, e portanto J* sé sera uma
3-forma se a dimensionalidade do espaco for quatro, porque ai entdo uma 1-forma é
isomorfa a uma 3-forma e o produto de Hodge fornece tal isomorfismo. Portanto, uma
véz que as quadricorrentes e campos sao medidas experimentalmente, as equacgao
de Yang-Mills sé fazem sentido em 4 dimensdes, caso contrario ndo teriamos como
igualar quantidades que pertengam a espagos nao isomorfos. Um argumento Fisico a
favor da afirmacao de que somente a gravitacao pode se propagar nas dimensoes ex-
tras é levar em conta o fato de que os campos de calibre sao blindaveis (para o caso
eletromagnético, basta considerar a gaiola de Faraday) enquando que é impossivel
blindar uma fonte de campo gravitacional.

Note que o campo de Yang-Mills é originalmente definido no espago-tempo da
RE, ou seja, sua métrica é a de Minkowski. Como tal, ele ndo afeta a geometria
do espaco-tempo, uma vez que tém sua métrica (Minkowski) previamente definida.
Como o campo de Yang-Mills possue energia (e um tensor de energia-momento nao
trivial), pode-se considerar o efeito de tal campo na RG, e assim introduzir o tensor
energia momento deste campo no lado direito da equacao de Einstein, e obter assim
uma métrica para o espaco-tempo que nao seja necessariamente plana. O efeito da
métrica ndo plana nas equacoes de Yang-Mills € a substituicdo da derivada parcial
pela derivada covariante com respeito a nova métrica.

O efeito de um campo de Yang-Mills na estrutura do espaco-tempo é obtido ao
considerar seu efeito na parte da fonte do campo gravitacional e substituir o tensor de
energia-momento 7, provindo da Lagrangeana de Yang-Mills £y _,, (substitui-se para
isso a métrica de Minkowski por uma métrica geral). Fazendo uso de 4.3, obtemos o

tensor energia-momento associado ao campo de Yang-Mills:

1
(TYf]\/I),uZ/ =Tr (FuaFVﬁgaﬁ - §gMVFaﬁFaB>

gue é uma generalizagao do tensor energia-momento do campo eletromagnético.

E interessante notar que tanto a acéo de Einstein-Hilbert como a acdo de Yang-
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Mills referem-se a cuvatura e portanto sao primeiramente afirmacdes sobre a na-
tureza da geometria. Mas enquanto Einstein-Hilbert é linear na curvatura, Yang-Mills
€ quadratica. A teoria de Kaluza-Klein parte do principio de Einstein-Hilbert em um
namero maior de dimensdes (maior que 4), resultando que a agao multidimensional

contém a agao de Einstein-Hilbert usual de 4-dimensoes e a agao de Yang-Mills.
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Capitulo 5

Exemplos de Unificacao

O que é essencial é invisivel aos olhos

Antoine de Saint-Exupéry

Este capitulo sera dedicado a dois exemplos de unificacdo em espacos de di-
mensao maior que 4 com base na acao de Einstein-Hilbert que sao as teorias de

Kaluza-Klein (descrito em [31]) e a teoria de branas-mundo (descrita em [32] ).

5.1 Teoria de Kaluza-Klein

5.1.1 Inicio da Teoria de Kaluza-Klein

O propdsito da teoria em sua forma original era unir a Gravitacao e o Eletromagnetismo
através da introducao de uma dimensao a mais do tipo espaco na teoria de Einstein

(isto €, em 5 dimensodes).
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Antes mesmo do advento da Relatividade Geral, Nordstrén [33] em 1914 propds
uma teoria na qual a gravidade & descrita por um campo escalar acoplado ao traco
do tensor energia-momento. Ele adiciona uma dimensao extra ao espago-tempo 4-
dimensional, obtendo uma variedade 5-dimensional. Introduziu um campo vetorial de
calibre de 5 componentes, identificando a quinta componente com o campo escalar
e as 4 restantes com o potencial eletromagnético. Se as variaveis dinamicas nao de-
pendessem da quinta dimensao, as equagdes provenientes desta teoria se reduzem
as eletromagnética e gravitacional. Esta teoria surgiu antes do desenvolvimento com-
pleto da RG, e s6 reproduzia os resultados da gravitacdo Newtoniana , sendo, portanto
descartada logo apos o surgimento da RG. Porém a idéia de que a quinta componente
€ um campo escalar, e ndo uma constante, foi incorporada ap6s os trabalhos originais

de Kaluza-Klein.

Em 1921, Theodor Kaluza [34] considera um espaco-tempo 5-dimensional, com

uma métrica dada por:

dS? = yap(z", y®)dz*da®

Onde

Guv  Gus
YAB =

950 955
Uma vez que as quantidades fisicas usuais dependem apenas do espago-tempo 4-

dimensional usual, a métrica nao deve depender da coordenada da quinta dimensao:

YaBs =0

gue é conhecida como condicao de cilindricidade de Kaluza. A quantidade gs; foi
posta igual a unidade por Kaluza, porém os calculos feitos por ele podem também
ser feitos considerando esta quantidade como um campo escalar, gs5 = 2¢. Em
seguida, Kaluza calcula os simbolos de Christoffel de primeira espécie da métrica
vap (aqui denotado por T), percebendo que existe uma semelhanga entre gs5, € A, ,

pela comparagao das seguintes quantidades
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1
TSaﬁ = §(Qsﬁ,a - 95a,5)

e o tensor de Maxwell

F;w = AM,I/ _AV

M

idéia esta sugerida anteriormente por Hans Thirring no paper [35] (citado também
por Kaluza) intitulado “Uma Analogia Formal Entre As Equac¢des Fundamentais do
Eletromagnetismo e as Equacgdes de Einstein da Gravidade em Primeira Aproximacao”,
bastando para isso fazer g, proporcional ao quadritensor do potencial eletromagnético

A, com uma constante de proporcionalidade 2« resultando

TaﬂS == Ta55 = Ck(Aa”g — A[g,a) = OéFa/g
Uma consequéncia desta definigdo para o tensor de Maxwell F,, é a seguinte
equacao:

Fuvy + Foyp+ Fypp =0

que corresponde ao conjunto geométrico das equacdes de Maxwell na forma co-
variante. Na sequéncia, Kaluza propde uma solugao aproximadamente linear para as

equacoes de Einstein em 5D

Y = N + Ry onde by, | << 1

nw = diag(1,1,1,—1) & a métrica de Minkowski. Na ultima parte do seu paper, Kaluza
escreve a equacgao da geodésica em sua versao 5-dimensional (denotando a veloci-

dade quadridimensional por u* ). Colocando 2ac; = -, ele obtém

E%—T“ uﬁu7+iF u’ 4 ¢ o(c5)? =0
dr l m P o

Portanto, chega-se a conclusdo que um mundo 5-dimensional em que apenas a
gravitacdo esta presente equivale ao mundo 4-dimensional em que estao presentes
a gravitacao e o eletromagnetismo. Isso fica evidente ao se notar o termo %Fikui na

equacgao da geodésica acima, que equivale a forga de Lorentz.
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Na versao de Klein [36] [37] da proposta de Kaluza, foi considerado inicialmente
que a métrica era 5-dimensional dS? = ~,,dz"dx”. Porém Klein modificou alguns
aspectos que considerava incompletos na teoria precedente, mantendo entretanto a
condicao de cilindricidade. Uma pergunta importante refere-se a aplicagao do principio
de covariancia generalizada ao espaco total. A resposta dada por Klein é negativa.
Uma meneira simples de ver isso é considerar uma transformagao de coordenadas
arbitraria z*' (z*,y) e y'(«*,y), cujas novas coordenadas (z*',y’) sejam fungdes in-
versiveis das antigas (z*,y). Uma vez que a covariancia generalizada é um principio
experimental e as experiéncia sao todas feitas em quatro dimensoes, € natural de se
supor que este principio seja valido somente em 4 dimensdes. Isso significa que z*
depende somente de z*. Dito de outra maneira, %“”7”5/ =0

No novo sistema de coordenadas a condicao de cilindricidade deve também valer
(ya's 5 = 0). Em particular, considerando a componente A’ = 1/ e B’ = 5’ da métrica

o A B v o9 5
vaB, que se transforma como /5 = #g;y Yap = 25 ooz s +

dy® dy®
Sar? 5,7 551 temos que

a derivada desta quantidade com respeito a 5 deve ser zero. Isso ja é verdade para

0s componetes ;5 € 7,5, Mas ndo necessariamente para seus coeficientes, especifi-

oyP
Ak

. s 5 . . . ™ . s
camente os coeficientes % e Para respeitar a condicao de cilindricidade deve-se

impor que:
82 5 2,5
7Y _y % _
oy® Oy° oy® dy+
A primeira equagéo tem solugéo y° = a(z*)y® + b(z*') ( onde a(z*') e b(z*') s&o
fungbes arbitrarias), que se substituida na segunda obtem-se que a(z*') é constante
(por conveniéncia coloca-se igual a unidade.). Portanto a transformacao de coorde-

nadas mais geral para esta teoria é:

y> — y5l =9° + ®(z"), 2" — i WH (") (5.1)

Esclarecido as possiveis transformacdes de coordenadas, Klein percebeu que a
escolha da métrica feita por Kaluza (,,, = ¢,., onde g,,, € a métrica do espago-tempo
quadridimensional) ainda € inconsistente com a covariancia generalizada quadridi-
mensional. Isso se deve ao fato de que o elemento de linha restrito ao espaco-tempo

quadridimensional ds* = v, dz*dz” ndo é invariante sobre as transformagdes acima.
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O ponto a se chegar agora € impor que o elemento de linha do espacgo tempo 4-D
usual se torne invariante. Neste momento, o caminho trilhado por Klein fica mais evi-
dente ao se fazer uma analogia. Olhando apenas para a gravitagao quadridimensional,
uma pergunta € sugerida: como construir um elemento de linha di apenas espacial
(sem incluir a parte temporal) que seja invariante? A resposta ja € bem conhecida.
Para acompanhar o raciocinio a convencao de indices é temporariamente substituida
(os indices gregos variam na parte espacial, . = 1 a 3, os indices latinos minusculos
representam a parte temporal , : = 4 e os indices latinos mailsculos variam em todos
0os componentes A = 1..4), até que se diga 0 momento de retorno a convencgao usual
seguida nesta dissertacao). Para determinar o elemento di, a distancia espacial entre
dois pontos, supde-se que um sinal de luz é direcionado de um ponto Q (que possua
coordenadas z* + dz*) do espago para um ponto P infinitamente proximo a ele =+ e
depois disso volte pelo mesmo caminho. Obviamente o tempo préprio gasto neste
processo (para o observador em Q) quando multiplicado por ¢ fornece duas vezes a

distancia entre estes pontos. O intervalo sera do tipo luz, e portanto [70]

0 = ds? = gapda?da® = gydeide’ + 2gwdasid3:“ + g datdz”

Resolvendo esta equacdo de segundo grau para dx' (que aqui corresponde a dz*),

tem-se duas raizes (+ e —):

4
d$?+) = —gu {941/de + \/(g4ug4u - guyg44)dx“da:’/]

4
dm?_) = _g44 [g4yd$l/ - \/<g4ug4lj - guyg44)d$”d1"’]

Como z* € o momento em que o sinal chegou a P, o momento em que ele deixou
Q e chegou a ele foi 2% + dx‘(lﬂ ext+ dx‘({), respectivamente. Assim, a duragcao desta

viagem foi

2
dx?‘i’) - dxé(l*) = - <g4,ug4u - guyg44>dxudxy
944

O intervalo de tempo proprio deste processo (para um observador em Q) € obtido

notando que neste ponto nao houve mudancga de posi¢cao espacial e que a diferenga
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de tempo medida foi dz(, ) — dz{_,. Assim,
ds* = c*dr* = —g44(d:1:‘(1+) — daz‘(l_))z

Implica que
1
dr = E\/—g44(dx‘(1+) — dx%_))z
Substituindo (dx(,, — dx{_,)* obtem-se o tempo proprio. A distancia invariante d!
entre estes dois pontos é calculada multiplicando o tempo préprio de ida e volta por £,

resultando:

di? = g — 2299 g o (5.2)
gaa

Este é o elemento de linha espacial entre dois pontos infinitesimais. Ele € in-
variante sobre a transformacao de coordenadas quaisquer pois foi construido pela
multiplicagéo do tempo préprio por 3, sendo estas duas quantidades invariantes. Outro
aspecto interessante é que se a métrica espacial depender do tempo, nao faz sentido
falar de distancia entre dois objetos separados por uma distancia nao infinitesimal ,
pois a integral de dl dependera da escolha da linha mundo. Caso contrario tem-se que
a métrica espacial ndo depende do tempo, ou seja, d4g,,, = 0, condi¢cdo anéloga a de
cilindricidade. Somente com esta condicao faz sentido falar sobre distancia puramente

espacial entre dois pontos em RG.

Assim, numa analise espacial da RG, em que a métrica espacial nado dependa da

coordenada temporal, basta trabalhar com o seguinte elemento de linha espacial:

_ YapGav
44

dli? = Ywdxtdx”, onde v, = g

e ., caracteriza a métrica invariante 3-D espacial.

Agora volta-se a convencao de indices adotada nesta dissertacao. Klein, ao con-
struir sua teoria, tinha em mente justamente a seguinte analogia (em que a dimensao
extra faz o papel do tempo na analise anterior) : que a métrica do espago-tempo usual
seja independente da quinta dimensao e que o intervalo do espago-tempo 4-D usual
seja um invariante sob transformacao de coordenadas (5.1). Pela analogia exposta, a
melhor forma de realizar isto é relacionar a métrica espago-temporal 4-D g,, com a do

espaco total 5-D v, da seguinte forma
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_ %5%5]

I = (Y
g [” V55

Certamente g, dz"dz" assim definido é invariante sobre as transformagdes definidas
por Klein, porém pode-se também verificar esta afirmacao aplicando a transformacao
de coordenadas proposta por Klein diretamente no elemento de linha acima. O fato de
valer a condicao de cilindricidade indica que faz sentido também falar sobre intervalos
do espaco-tempo 4-D usual, salvando assim o pricipio da covariancia generalizada
para os observadores restritos a esta variedade. A componente quadriminesional da

métrica 5-D é obtida isolando v,, na equagao acima.

YusVvs
’Y,LLV — g/JJI _|_ M—
V55

A escolha feita for Klein neste ponto é semelhante a feita por Kaluza: v,; = SA;(z")
e vs5 = « (esta Ultima, constante) (para simplificar as contas, sera feito o = 1). Isto

justifica a métrica escolhida por Klein.

A métrica escolhida por Klein ficou, portanto

uv + 52/4#141/ ﬁAu
BA, 1

YAB =

Os calculos envolvidos para mostrar que tal métrica € consequéncia da imposicao
de invariancia do elemento de linha quadridimensional pela transformagao geral (5.1)

nao foi explicitado por Klein no seu trabalho.

Para descrever o movimento de uma particula neste campo, considera-se sua la-

grangeana, L = 1m(%)2, onde ds é o elemento de linha
ds® = (g, + AL A,)dxtdx” + 2B A, dx"dz® + (dz®)?

O momento é calculado de forma usual:

oL

pa = W = myap(dz® /dr)

67



A quinta componete fica (denotando dz* /dr por ;%)
ps = mBA " +mz°
e a p-ésima componente de momento (quadridimensional)

Py = MGz’ + mﬁQAMAVZ” + mﬁAuz’s =mz, + BA,ps

Esta ultima expressao € aquela de uma particula carregada se movimentando num
campo eletromagnético, desde que se tenha p; = ¢/3. A quantidade ¢ é interpretada
como a carga da particula. Ao atribuir propriedade quanticas a teoria, Klein usa a
relacao de de Broglie, que relaciona o comprimento de onda A5 (da quinta dimensao,
no caso presente) da particula com o momento (aqui sera ps) ps = 2nh/\s. Para que
este comprimento seja finito, € natural de se supor que este seja uma circulo (figura
5.1, onde V, representa o espacgo-tempo quadridimensional usual e S o circulo que
representa o espaco compacto da dimensao extra). Einstein foi o apresentador do
trabalho de Kaluza, chegando a contribuir para a teoria. A figura abaixo € conhecida

como cilindro de Einstein.

Figura 5.1: Cilindro de Einstein

O circulo tem um perimetro dado por 27r; = N5 (onde N € um inteiro) uma vez
gue apenas um numero inteiro de comprimentos de onda pode ocupa-lo, assim a

quantizacdo da carga elétrica € explicada, pois:

q:Nﬁh/r5
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Logo em seguida, Klein nota que uma transformacao de coordenadas da quinta

dimensao respeitando (z*,v°) — (z*,y° + ®(x*)) resulta:

_ Oz* 9aP oy oy° N Ozt Oy°
’YH/E)/ = 81"”‘/ ay5/ YAB = ax#/ ay5/ V55 81"[”‘/ ay5/ 7#5

Substituindo os valores correspondentes em ~ps:

Ay =A,—B70.f

Que ¢é o tipo de transformacgao do potencial de calibre do campo eletromagnético.
Isto indica que na teoria de Klein a invariancia de calibre esta diretamente relacionada
com a transformacao de coordenadas na quinta dimensao, atribuindo uma justificacao

geométrica a esta propriedade de invariancia.
Outra diferenca em relagao ao artigo de Kaluza é o fato de Klein ter calculado a

acao S de Einstein-Hilbert da teoria, extendida a 5 dimensoes:

03

S

= — | &P/ AR
167TG/ K

onde v € o determinande da métrica 5-D, que coincide com o da métrica 4-D do
espaco-tempo, R é o escalar de curvatura do espago total e G é um parametro
livre, equivalene a constante Newtoniana, s6 que agora definida para o espaco total.
Como R e v s6 dependem das coordenadas 4-dimensionais (uma vez que a condicao
de cilindricidade & mantida), pode-se separar o integrando (0 que € garantido pela
suposicao de que a topologia da variedade é um produto da variedade quadridiman-

sional com a dimensao extra):

A3
S = ~/dx5/d4x\/— R
167G 7

Considerando que a dimensao extra seja periddica e possua um raio constante
5, tem-se que [dxz® = 2nr;. A agdo pode ser decomposta na soma da agao do

eletromagnetismo e da gravitacao [38],

1 v
R=R— 1 F"F,
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, como demonstrado no artigo citado e na secg¢ao seguinte para 0 caso nao-

abelianano, no qual este é um caso particular. Assim,

3

c
167G

1
S = Sgr + Sel = /d4x\/ —gR — m/d4$\/ —gFMVFM,/
0

desde que os parametros livres Gep sejam escolhidos como G=2mr:Gef =
(167G / oc*) /2.

Percebe-se, portanto, que as duas teorias, isto €, a versao de Kaluza e versao
de Klein, apesar de parecidas diferem na parte geométrica de suas formulagdes. De
fato, Kaluza adicionou a quinta dimensdo sem fazer nenhuma mudanga na métrica
quadridimensional (ndo adimitindo que o elemento de linha das quatro dimensdes
seja invariante por transformacao de coordenadas). Por outro lado, na modificacao de
Klein a métrica é diferente, porque ha aquela suposicao (invariancia do elemento de
linha).

A. Einstein e P. Bergmann [39] mostraram que a teoria de Kaluza-Klein (nome dado
a teoria posteriormente) sao consistentes, porém com a condi¢ao de cilindricidade a
introdugdo de uma dimensao a mais torna-se in6cua, pois a teoria nao acrescenta
nenhum fato observavel novo quando comparada a teoria de Einstein-Maxwell usual
em 4 dimensodes. Veremos que isso nao prevalece na generalizacao nao-abeliana da
teoria de Kaluza-Klein, na qual fenémenos passiveis de observacao e comprovagcao

experimental se mostram incompativeis.

5.1.2 Teoria de Kaluza-Klein Nao Abeliana

A generalizacao da Teoria de Kaluza-Klein para incluir os outros campos de Yang-Mills
além do eletromagnético (chamada de generalizagao nao abeliana) surgiu numa lista
de exercicios escrita por B.S. DeWitt em 1965 no curso denominado Teoria Dinamica
de Grupos e Campos, lecionado em Les Houches [40]. No problema 77 ele propés aos
alunos que a teoria dindmica de combinagao dos campos de Yang-Mills e gravitacional
poderia ser obtida através de uma interpretagao puramente geométrica, possivelmente
em um espaco de D=n+4 dimensodes pseudo-Riemanniano V. Uma solucao do prob-
lema proposto por DeWitt foi fornecida por Kerner [41], que calculou o escalar de

curvatura associada a métrica do espaco total, mostrando que a agcao de Einstein-
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Hilbert para o espaco total se decompde na acao gravitacional adicionada a acao do
campo de Yang-Mills. Cho fornece um sistema de coordenadas no qual os calculos se
simplificam enormemente [42]. Vamos aqui resumir e simplficar estes resultados.

O ponto de patida adotado por estes dois autores € feito considenrando que o
grupo de calibre G atua no espaco total V), no qual cada ponto do espaco-tempo
usual é visto como uma classe de equivaléncia, dada pela orbita da agdo do grupo
(ou seja V; = Vp /G, ou localmente Vp, = V; x G). A orbita € isomorfa ao grupo e é
chamada de fibra tipica do fibrado. Em linguagem de geometria diferencial moderna
isso significa que o espago total € um fibrado principal com o espago-tempo como
base e o grupo de calibre como o grupo de estrutura'. A seguir, escolhe-se uma base
de vetores tangentes ao espago total (¢4), onde os primeiros quatro vetores (e;,) sao
tangentes ao espacgo-tempo e os seguintes (¢;) sdo os geradores da algebra de Lie na
representacao induzida pela agao do grupo no espacgo total. Estes geradores devem
satisfazer uma relagdo de comutagao [e;, €;] = cfjék, onde cfj sao as constantes de
estrutura da algebra. Uma escolha para a métrica deste espaco é a forma de Cartan-
Kiling g;; = ci,c},, € se esta for inversivel, isto equivale a escolha de um grupo G
chamado de semi-simples.

Localmente o espaco total pode ser visto como um produto cartesiano do espaco-
tempo (chamado de espago horizontal ) pelo grupo de calibre (chamado de espago
vertical), assim um sistema de coordenadas para ambos ((z*) e (y), respectivamente)
induz um sistema de coordendas no espago total (denotada por(z*,y'), ou seja, o
produto cartesiano das duas variedades precedentes). Um requerimento adicional é
que a métrica v, do espaco total fagca os subespacos vertical e horizontal ortogonais

entre si, afim de compatibilizar as respectivas métricas. Assim, temos:

VABELE, = G (5.3)
Yapdlet =0 (5.4)
V488, € = gi; (5.5)

onde denotamos por ¢ e &' as componentes das bases de coordenadas das re-

G ser o grupo de estrutura significa dizer que ele atua transitivamente na fibra (pode conectar
quaisquer dois pontos) e nao deixa nenhum ponto fixo. Assim a fibra tipica é isomorfa ao grupo. Este
fibrado principal pode ser escrito localmente como o produto cartesiano do espago-tempo pelo grupo

71



spectivas variedades. Assim como em geometria Riemanniana, em que uma conexao
fornece um regra de associagao entre espagos tangentes infinitesimalmente proximos,
no fibrado principal, a conexao fornece uma maneira de relacionar dois pontos de fi-
bras infinitesimalmente prdximas. Isto seria especificado por um vetor tangente ao
fiborado que aponte na diregao horizontal. A escolha de uma conexao para o fibrado
principal equivale portanto a escolha de um vetor nao vertical (ndo € gerado pelos ¢€;).
Este vetor ndo vertical é o vetor €, que em geral ndo é 0,,, mas pode ter componentes
nas direcoes de ¢;. Se o coeficientes de ¢, nas diregbes ¢; forem denotados pelas

fungbes A’, teremos (o sinal negativo é convencional):

&, =0, — Alé, (5.6)

Calculando o comutador [¢,, €,] resulta [¢,,, €,] = F* &, onde

ju2

k _ gk k k piopj
By = Apy = v+ AL A

Como se percebe por (5.6), AL faz o papel de conexao e pode claramente ser
interpretada como potencial de Yang-Mills, cuja curvatura F};, faz o papel de campo
de Yang-Mills.

Obtem-se a métrica para o espaco total escrevendo-a numa base, como por ex-
emplo, a base do produto direto local (9,,¢;). Para v,,, basta considerar ~,, =
v45(9,)4(0,)B, que é obtido ao se substituir 5.6 em 5.3, o resultado é v,, = g, +
9;; A1, A]. De forma anéloga, substituindo 5.6 em 5.4 obtem-se v,; = AJ,g;;.

Portanto, a métrica pode ser escrita da seguinte maneira:

S + gijALA?, 9i; A, (5.7)
9ii A, Gij
gue é uma métrica muito parecida com a de Kaluza-Klein orginal de 5 dimensoes,
porém agora generalizada pela presenca da matriz AL, que fara o papel de campo de
Yang-Mills.
Vamos agora calcular o escalar de curvatura do espaco total da teoria de Kaluza-
Klein. O tensor de Riemann e o simbolo de Christoffel para o espaco V), serdo deno-

tados por R4, e T4, respectivamente, enquanto que para o espago-tempo V, serdo
BCD BC
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denotados da forma usual: I'* e RA

v

A primeira coisa a se notar é que a métrica (5.10) ndo € uma métrica provinda de
um sistema de coordenadas. Isso se da porque os vetores tangentes provindos de
um sistema de coordenadas comutam (uma vez que sao derivadas parciais nadirecao
de crescimento da fungao coordenada considerada), e no caso aqui considerado 0s
vetores da base correspondentes a dimensao extra ¢;, ndo comutam (tém cfj Como co-

eficientes de comutacgao (as constantes de estrutura), que geralmente sao nao-nulos).

Neste caso, a expressao para o simbolo de Christoffel e para o tensor de Riemann

€ um pouco mais complicada :

1 1
TABC = §7AD(VCD,B +YBD,C — VBC,D — CgD'YCE - CgDVBE) + 56?30

ROpe = cipThe — Th CA+TAC’B T2sThc + T Thc

onde o coeficiente 5 ; s6 é diferente de zero nas componentes extra-dimensionais.

A métrica inversa é dada pela condicdo 7*Zypc = 64 :

AB g“l/ _g#VAIZ/
—g’uVAZL Gij + ngALA,];
Depois de calculados, os simbolos de Christoffel sdo expressos
ik = 9%k
T, =0

i Lo af A
kp — §(CJ‘/€Ai + g9 ﬁAaFéu)

1
Tzk = EgklgaﬁF/iﬁ

4 1 1 , ,
Th, = 5 (AL, + L) + Soug™ AL(ALF, + ALFY,) — T3, 4

1 A ,
a _ 7o af i 1k i 1k
T F,U,l/ + Engg ( ,u,FVﬁ + AVF,LI,,B)

e o tensor de Ricci

73



1 1 o B i
Rix = 1k + Zgijgklg” g ﬁFﬁyFolz,@

1 1 o 1
Ruk = 79004, + 705909" 9" AL FLaFls + 5909 DaFlg

1 i 1 fe" 0 At j
Ry = Ry + ;lgz'kAuAff + 1 9ii9k9 TP ALAGF G F s

1 « % 1 @ % %
—5Yikg PF. Fls + 59k P(Al Do Fly + AL Do Fls)

onde D, é a derivada covariante e de calibre D, = V,, — A! V¢,. Segue que

ko k 8 ik 8 1k k Ai 1
DoFE, = 0, FF, — T8 FE — T8 Fr 4 kAl F

a” pv

O escalar de curvatura resulta em

1 iJ 1 o v 7
R =R+ 19795 — 709""9" Fl o (5.8)

O primeiro termo é o escalar de curvatura do espago-tempo quadridimensional,
0 segundo o escalar de curvaura do grupo de calibre G e o terceiro é a densidade

Lagrangeana associado ao campo de Yang-Mills.

Como foi comentado, os calculos precedentes se mostram muito trabalhosos com
esta escolha de base (0,,¢;). Existe uma outra escolha de base em que eles se
simplificam muito. Esta base é (¢,.¢,) ( ¢, € definido em (5.6)), e a métrica e sua

inversa fica

G 0 g 0
yap=| , = )
0 gi 0 g¥
Nessa base os vetores tangentes associados ao espago-tempo ¢, sao ortogonais

ao vetores associados a dimensao extra ¢;.

As componentes dos simbolos de Christoffel da métrica 45 nesta base ortogonal
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T
uk_o

(0% 1 (6%
e ==9"guF,

2
Tl =—3F,
T =15
Calculando o tensor de Ricci obtem-se
Rir = igik + igijgkzgaﬁnginéa

1
Rk = §gklga6DaFL[3

1 )
R = R = 5080 o

E o escalar de curvatura resulta exatamente como em (5.8):

1 ] 1 o v 7
R =R+ 29" — 70wg""9" F, Foi

0 que é esperado, ja que uma quantidade escalar nao depende da escolha de uma
base.

Portanto, a Lagrangeana L = \/— /R, fica®:

v o % j 1 ij
L=+=AR = =gR+v=99" 9" 9;;F ., F25 + V=979" 9 (5.9)

Que é a soma da lagrangeana da gravitacao usual de 4 dimensbes mais a La-
grangeana do campo de Yang-Mills, e o terceiro termo corresponde a uma constante
cosmoldgica (pois sao formados pelas constantes de estrutura do grupo).

Nota-se que na derivagao deste resultado nao se usou a compacticidade das di-
mensdes extras como hipotese. No contexto da generalizagao nao abeliana, esta idéia
foi implementada por Cremmer e Scherk [43], no qual o espaco total é visto como um
produto do espaco-tempo por um esfera bidimensional com raio da ordem do raio
de Planck. A esfera é considerada como um espago homegéneo, no qual um grupo

G atua. Explica-se esta escolha tendo em conta a nao observabilidade direta das

20 determinante da métrica v4zé 0 mesmo determinante da métrica g,,,, pois a matriz deste é obtida
da matriz daquele (5.10) por repetidas operagds de multiplicagdo de uma linha por constante e posterior
soma em outra linha, e estas opera¢des nao mudam o determinante.
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dimensdes extras. Uma outra exigéncia feita por eles é que a relatividade especial
(espago-tempo quadridimensional cuja métrica &€ a de Minkowski) deve ser recuper-
ada no limite plano (na auséncia de matéria) e estavel (perturbatiamente) da RG. Isto
gera a imagem em que no nivel fundamental da teoria, o espago total € um produto
topologico do espaco de Minkowski por um espago compacto (conforme ilustrado na
figura 5.2)

Figura 5.2: Espaco total como o produto topologico

Uma vez que a Lagrangeana do espaco total é a de Einstein-Hilbert, pode-se fazer
a variacao desta com respeito a métrica do espaco total. No vacuo (na auséncia de
matéria, ou quando o tensor energia-momento € trivialmente nulo), a equacao resul-

tante reproduz as equacoes de Einstein em N+4 dimensoes:

1
Rap — §R”YAB =0=Rap=0

Assim, R;; = 0, mas isso nao pode acontecer se 0 espago interno for curvo,
como € o caso dos espacos homogéneos compactos, como a esfera bidimensional
considerada (isto € provado por [44]). Este problema ocorre mesmo colocando uma
constante cosmoldgica no espaco maior.

Uma solucao para este problema foi buscada por Cremmer e Scherk, e consiste em
fazer as componentes da métrica v,z dependerem de todas as coordenadas, inclusive
das dimensdes extras (em particular a métrica das dimensdes extras g;;, que até entao
era visto como constante, passa a depender das coordenadas). Com isso a métrica
derivada por Cho e Kerner passa a ser generalizada e tomada como um anzatz, pois
as quantidades g,,, A} e g; dependem a partir de entdo de (z*,2*). Luciani [45]
extendeu o trabalho de Cremmer e Sherk para o caso em que o espaco das dimensdes
extras € compacto (ndo necesariamente esférico) e homogéneo. O anzatz da métrica

entao torna-se:

76



ap = Guv + gijf"lLAi gz-in; (5.10)
9ij A, Gij

e as quantidades g, g;; € AZ dependem das coordenadas {z*,y'}, ou seja, pas-
sam a depeder das coordenadas das dimensodes extras (algo contrario a cilindricidade
de Kaluza).

Com esta alteracdo, torna-se necessario calcular a decomposi¢cdo da acdo de
Einstein-Hilbert do espacgo total V, na parte gravitacional (4-D) adicionada ao termo de
Yang-Mills. Para isso, usa-se o fato de que qualquer funcdo num espago homogéneo
compacto B (geralmente descrito como o espago quociente® B = G/H de um grupo
G por um de seus subgrupos normais H) pode ser escrita em expansdes harménicas.
O espaco total passa a ser visto como Vp, = V; x B.

A série de Fourier € um exemplo de tal expansao para uma funcao definida no
circulo e os harmonicos esféricos formam uma base para a expansao das funcoes
definidas na esfera. Para exemplificar, vamos considerar o caso em que existe so-
mente uma dimensao extra, do tipo circular, como ja foi descrito por Klein, porém ele
nao considerou a dependéncia da métrica do espago maior nas coordenadas da di-
mensao extra (em particular, Klein considerou gs5; constante) . Jordan apontou para as
contradicdes que esta escolha levou [46], entre elas a anulagdao da Lagrangeana de
Yang-Mills F,,, F** = 0. Mas no caso em que gs; seja fungdo das coordenadas, faz-se
a expansdao de Fourrier na coordenada periédica y°. No geral, para qualquer fungéo

definida no espaco 5-dimensional:

Q(z*,y) = Z Q" (z)e iny/l

n=-—oo
onde [ é o perimetro do circulo.
Pode-se usar esta expressao para cada uma das fungoes g, g;; € Ajb. Considere

em seguida a equagao de Klein-Gordon* para o espago maior sem massa associada

3A esfera é um exemplo de tal espago. Por exemplo, a esfera bidimensional é o quociente do grupo
SO(3) pelo subgrupo normal SO(2)

4A equacéo de Klein-Gordon é obtida como uma generalizacdo da equacgéo de Schrodinger, uma vez
que esta é obtida da equagao de conservagao de energia nao relativistica a equacao de Klein-Gordon é
obtida da equacéo de conservacgao de energia relativistica £? = p? +m?c Quando esta dltima equagéo
€ quantizada, pela mesma perscrlgao do rodapé 10 da pagina 52,0btem-se 02 Ww V2 + m C P = 0.

De forma covariante, (—n**9,,0, + 7)1/1 = 0, onde n,,,, € a métrica de Minkowski. A equacao pode ser
considerada no contexto de espagos curvos, basando pora isso substituir a métrica plana de Minkowski
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ao espaco total :

(9" 0,0, + 35)Q(x",y) = 0
Entao obtemos para cada termo de ordem n as equagoes:

n2
(g"0,0, + l—2)Q” =0

Observamos que cada componente (2" adquire uma massa m, = 7 N0 espago-
tempo quadridimensional (apesar de nao possuir massa quando visto no espago maior).
Uma vez que o diametro | do espago compacto é muito pequeno, esta massa sera
muito grande. Entretanto, no modo principal da expansao (modo zero) n = 0 a massa
€ nula. Como no modo zero as fungdes ndo dependem das dimensdes exiras, a
decomposicao da acao é recuperada em primeira aproximacao, pois somente com
a hipétese de que as quantidades nao dependem das dimensdes extras é que se
chega a tal conclusdo. Para incluir as outras ordens da expansao basta considerar
perturbacdes de ordem superior no calculo da Lagrangeana.

Salam [47] considera o caso geral em que as dimensodes extras sao formadas por
espagos homogéneos (B = (G/H) compactos para o calculo da contribuicdo de or-
dens mais elevadas da expansao e mostra que estas correspondem a campos com
uma massa proporcional ao inverso do diametro do espaco compacto, portanto muito
grandes e que nao desaparecem, dado que o raio do espago compacto € muito pe-
queno. O conjunto das massas geradas pelas expansoes, e das particulas associ-
adas, ficou conhecido como torre de Kaluza-Klein.

Uma observacao que se faz € que, somente os campos de interacao fundamental
sao descritos de forma unificada na teoria de Kaluza-Klein (que recebe a qualidade
de teoria de unificacdo das interacdes fundamentais). Os termos na Lagrangeana en-
volvendo a distribuigao de matéria (em particular as suas massas) nao sao fornecidos
por esta teoria, e portanto devem ser inseridos como hipdteses adicionais (como por
exemplo o campo de Higgs, que da massa as particulas).

Muitas tentativas foram propostas para explicar porqué algumas dimensdes se

por uma métrica g qualquer. No texto fez-se a simplificagdo ¢ = 1 e & = 1 por simplicidade. Percebe-se
que o operador de Laplace [ = ¢g*¥9,0v quando aplicado num campo que satisfaga a equagéo de
Klein-Gordom tém como auto-valor uma quantidade proporcional ao quadrado da massa

78



compactificaram e outras permaneceram nao-compactas. Uma resposta foi sugerida
pela solucao de Kasner das equacdes de Einstein em 5-dimensdes no vacuo (ver, por

exemplo em [48]) :

ds® = —dt* + %(dac2 +dy® + d2*) + %OdWQ

gue descreve um universo na qual trés dimensdes expandem enquando um en-
colhe no tempo, propondo assim uma expansao cosmoldgica e uma contragcao do
espaco interno. Mas € necessario explicar o mecanismo fisico pela qual a dimensao
extra encolhe e eventualmente para de encolher. Uma explicacao possivel para o en-
colhimento das dimensdes extras é atribuida ao efeito Casimir®, entendido como um
efeito quantico do vacuo gravitacional, o qual teria ocorrido no regime de Planck (este
regime sera discutido na secgao seguinte). A compactificagdo da dimensao extra seria
portanto um efeito topoldgico (classico) resultante daquele regime quantico

Finalmente, Witten mostra que, usando argumentos topoldgicos e adimitindo ser o
espaco das dimensodes extras compacto, o operador de Dirac® em qualquer nimero de
dimensodes nao pode admitir um espectro quiral [49]. Assim como a equagao de Klein-
Gordon considerada anteriormente, pode-se considerar a equacao de Dirac extendida
as dimensodes extras’. A equacgao de Dirac descreve corretamente as propriedades de
spin das particulas. Os férmions sao paticulas que tém spin semi-inteiro. A quiralidade
pode ser pensada como o sentido do spin (ou helicidade) na direcao do movimento
em relacao a um observador. Se o férmion previsto pela teoria de Kaluza-Klein nao
apresenta quiralidade em decorréncia da compactificacao, isto significa que ele nao
apresenta spin, e isso esta em contradicao com a experiéncia, conclui Witten.

Este resultado representou um golpe fatal para a teoria, apesar das boas perspec-
tivas criadas por ela para a unidade da Fisica. Desde entao o interesse na teoria foi
diminuindo (chega a exaurir por volta de 1984), apesar de algumas tentativas de su-

perar tal problema. Entre elas, pode-se destacar a tentativa feita por Wetterich [50],

5Quando se considera flutuagdes quanticas, o vacuo passa a ter estrutura e o efeito Casimir explica
porque duas placas condutoras préximas e paralelas se atraem mesmo estando neutras e no vacuo

60 operador de Dirac de um espago é um operador cujo quadrado fornece o operador de Laplace,
e foi obtido por Dirac primeiramente para um espaco de Minkowski como uma tentativa te tornar a
equacao de Klein-Gordon uma equacao diferencial de primeira ordem nas derivadas, e resultou numa
descricao completa do elétron (inclusive sua antiparticula)

"Que é —ihMA04v + mecy, onde M4 sdo matrizes chamadas de matrizes de Dirac e satisfazem
MAMB + MBMA = 2448
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no qual argumenta-se que se o0 espaco das dimensoes extras nao for compacto o teo-
rema de Witten ndo se aplica. E mostrado um exemplo em que o espago extra nio
€ compacto, porém tem um volume finito (chamado de ”onion”). Outro exemplo foi
mostrado por Weinberg , no qual propde-se a ado¢cao de uma geometria chamada de
“quase-Riemanniana”, no qual a equacao da geodésica & modificada [51]. Segundo
Weinberg, com isso os férmions da teoria podem ser quirais. Entretanto, por volta
de 1984, nenhuma dessas medidas salvadoras pareceu convincente e a teoria de

Kaluza-Klein foi abandonada em favor da teoria das cordas.

5.2 A Hierarquia Gravitacional

Um grande empecilho para se testar uma teoria de unificagao da gravitagao com as
demais interacdes é o problema da hierarquia do campo gravitacional. A escala de
energia da teoria eletrofraca é da ordem de 103 Gev, enquanto que a escala de energia
para a Gravidade é dada por 10! Gev. Nao ha nenhuma maneira conhecida para a
construcao de um aparato que alcance tal nivel de energia para que se possa testar
a efetividade da unificagdo. Para piorar, entre estes dois limites de energia nao existe
nenhuma outra interagao fundamental, sendo chamado as vezes de “Grande Deserto”.

Vale resaltar que este ultimo nivel de energia surgiu de uma hipdtese sugerida por
Planck [52], que definiu um sistema de unidades na qua todas as constantes fossem
medidas em centimetros. Para isso postulou que a energia potencial (E) de duas
particulas de massa m fosse igual a energia de uma fungao de onda com comprimento

de onda ), sendo este comprimento de onda a distancia entre tais particulas:

E— Gm® _ he
A A
De onde ele extraiu Myp = %’3 gue é conhecida como a massa de Planck da

teoria quadridimensional. Pode-se notar que ela € inversamente proporcional a raiz
da constante gravitacional Newtoniana. Percebendo que a energia na RE de uma
particula também é dada por £ = mc?, pode-se isolar A na equacgao acima e obter
o comprimento de onda quantico A = Z—? ~ 10733¢m (chamado de comprimento de
Planck), bem como a energia de Planck E ~ 109GeV . E dificil explicar a realidade

fisica do regime de Planck, exceto por uma analogia do ponto triplice de uma transicao
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de fase em fisica de estado sélido [53]. Neste ponto temos uma configuracao em que
o elemento esta nos 3 estados ao mesmo tempo (sélido, liquido e gasoso). Analoga-
mente, a particula em regime de Planck deve satisfazer as leis de gravitacao Newtoni-
ana, de dinamica relativistica e de regime quantico somente neste ponto triplice.

Como os laboratdrios de hoje em dia ndo conseguem atingir um nivel de energia
da ordem de 10GeV (e nem existem condigdes de existéncia para tal laboratério - o
LHC deve chegar a 14 - 103GeV em breve), fica impossivel, a0 menos com a descrigao
fornecida pela Relatividade Geral, produzir um experimento que comprove diretamente
os efeitos de uma fisica em que a gravitagao esta em pé de igualdade com as outras
forcas . Tal experimento é necessario para a comprovagao de varios modelos de
unificagao. A hipodtese feitas por Planck era de que a gravitagao Newtoniana deveria
valer nesta ordem de comprimento de Plank. Isto esta longe de ser comprovado, o
méaximo que se chegou foi de 10~ *cm [54].

Uma tentativa séria de se entender a origem do regime de Planck apareceu com
um artigo de Arkani-Hamed et al [57] no contexto de teoria de branas-mundo®. Assu-
mindo que somente a gravitacao, por nao ser uma teoria de calibre, possa se propagar
nas dimensoes extras, foi feito uma analogia com o potencial Newtoniano quadridi-
mensional. Mas se a gravitagao pode se propagar nas dimensoes extras, entao a con-
stante gravitacional deve ser diferente da constante gravitacional Newtoniana. Uma
nova constante de proporcionalidade G* foi definida tal que a energia potencial de

duas massas m resulte na lei de Newton com maior niUmero de dimensoes:

G*m?

b= TnJrl

Repetindo o procedimento anterior, como ’%C = mc?, isolando o comprimento r,
temos que r = % Substituindo esta Ultima expressio e a expressdo £ = mc? na
equacao do potencial Newtoniano generalizado acima, isolando o numero G* resulta
G* = % Denotando m por M, (11,), € Notando que a expressao anterior se
reduz a ja conhecida no caso n = 0, obtemos o potencial Newtoniano generalizado

para um espaco de n+4 dimensoes:

8 Vale esclarecer que a teoria de branas-mundo ndo surgiu como uma proposta unificadora, mas
em desenvolvimentos mais recentes que usam a correspondéncia ADS/CFT [55], procura estabelecer
uma quantizagdo da gravitagado induzida pela quantizagdo do campode calibre (revivendo a idéia de
Ashtekar [56]). Assim, no nivel quantico desta teoria obteriamos uma unificagao
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m?2 1

n+2 n+1
M e "

V(r) ~

O fato de s6 observarmos o decaimento Newtoniano % (para n = 0) resulta da
suposicao de que as dimensodes extras sao espaciais e compactas (diferente da teoria
de Kaluza-Klein, podem ser toros planos) de raio R maior que o raio de Plank. As-
sim, se duas massas estiverem a uma distancia r << R, o potencial sera o escrito
acima, mas caso r >> R as linhas de fluxo gravitacional ndo conseguirdao penetrar

nas dimensoes extras e obtém-se

m 1

n+2 n
M (44n) R

V(r) ~

Uma forma analoga para explicar o argumento acima é notar que pela periodi-
cidade das dimensodes extras® tém-se que matematicamente o problema é idéntico
ao de uma massa na origem de um espaco euclideano multidimensional, junto com
a presenca de varias outras massas dispostas nos pontos de coordenadas 0,0 + R,
0+ 2R, 0 + kR das dimensodes extras onde k & qualquer nimero inteiro, ou seja, uma
infinidade de massas nas dimensdes extras a uma distancia R uma das outras. Muito
proximo a origem, sO a presencga da primeira massa conta, e teremos entao a situagao
acima. Longe da origem pode-se considerar que a distribuicao de massa nao é mais
discreta, mas sim continua, analogamente ao que se faz na eletrostatica. Teriamos
uma ’linha’ de n dimensodes que num espaco euclideano de 3 + n dimensoes produz
um potencial do tipo newtoniano classico.

Desta maneira, pela equagéo (5.2) acima a massa de Planck M, se relacionaria
com a nova massa multidimensional da seguinte forma: (My)?* ~ (M (14n))* ™ R".
Assumindo que a massa de Planck multidimensional seja da escala de energia da

interacao eletrofraca, M,; ~ 1Tev, ou em comprimento (m_; ~ 10~*7c¢m) resulta (para

n # 0)

R~ 10" Y¢em

o caso n=1 resulta R ~ 10%cm, o que implicaria desvio da gravitacdo Newtoniana

9Foram consideradas do tipo toroidais planas, ou seja, um espaco euclideano na qual os pontos
(z,9,.,2) e (x+ R,y+ R,..z + R) sdo identificados

82



além da distancia do sistema solar, o que é obviamente inobservavel. Para todos
outros n > 2 a modificacao na gravitagao so6 se torna verificavel a distancias menores
do que as ja verificadas por experimentos.

A licao mais importante que pode-se tirar com este exemplo de teoria que usa
o formalismo de imersao € que a constante gravitacional G que aparece na Rela-
tividade Geral, nao precisa ser a constante Newtoniana usual se existirem campos
gravitacionais se propagando nas dimensodes extras, podendo ser usada outra con-
stante G*, cuja energia correspondente seja da mesma ordem da energia da interacao
eletrofraca. O trabalho de Arkani-Hamed (ADD)[57] abriu espago para outros dois
modelos de gravitagao extra-dimensional conhecido como modelos de Randall-Sundrum
[58][59]. Ambos os modelos resolvem o problema da hierarquia, mas tém inspiacao
na teoria de cordas (o que justifica 0 uso da simetria de espelho 7;), sendo que em
um deles a dimensao extras nao € compacta. Pode-se resumir os modelos de branas-
mundo usual através das seguintes caracteristicas:

(1) As interagdes de calibre estao confinadas a quadridimensionalidade, e a var-
iedade em que vivemos esta imersa em uma variedade de dimensao maior .

(2) A escala de energia da gravitagao é comparavel as outras energias das interacds
de calibre, uma vez que somente a gravitagao se propaga nas dimensoes extras.

(3) A acao da teoria é dada pela acao de Einstein-Hilbert, somada a agao da tensao
na brana

(4) Todas as quantidades definidas no espago ambiente tém uma simetria Z,, 0
gue significa que o valor destas quantidades num ponto P + y é igual ao valor desta
qguantidade no ponto P — y, onde P é um ponto na brana (como é chamado o espaco-
tempo imerso) e y € uma coordenada na dimensao extra. Assim, o espaco-tempo faz

o papel de um espelho ou contorno fixo separando dois lados do espaco de imersao
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Capitulo 6

Unificacao Geomeétrica

Uma vida sem busca nao é digna de ser vivida

Sécrates

De acordo com Ne’eman [60], até 1965 o estudo de imersdes de variedades Rie-
mannianas tinha motivagao unicamente matematica (a saber, a explicacao da am-
biguidade do tensor de Riemann segundo Schlaefli). Por exemplo, usando imersoes
C. Fronsdal [61] chega a uma solucao de Schwarschild geodésicamente completa.
Porém trata-se apenas de um artificio matematico, uma vez que o mesmo resultado
pode ser obtido sem usar imersao [62]. O uso da imersao em RG ganhou impulso
com o seminario realizado por Ne’eman, no qual ele propde que o grupo de isometrias

simetria de calibre tem origem nas imersoes isométricas do espago-tempo’. Com isso,

"Mas na época em que foi proposta, a idéia de Ne’eman n&o avangou muito, pois conhecia-se muito
pouco sobre as interagdes nucleares
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tanto a simetria do espacgo-tempo quanto a simetria interna passam a ser obtidas de
uma transformagao de coordenadas do espaco de imersao, abrindo espago para uma

unificagdo verdadeiramente geométrica das interagdes.

De fato, todos os ingredientes basicos da teoria de Kaluza-Klein sao obtidos ape-
nas com a hipdtese de imersao, ou seja, que o0 espago-tempo usual quadridimensional
V, € imerso isometricamente em uma variedade Vp, que possui dimensao superior a
5 (para que a terceira forma exista e possa ser interpretada como potencial de cali-
bre) [63]. Desta maneira, a forma da métrica obtida € um pouco mais geral que a de
Kaluza-Klein classica e prové um forte embasamento tedrico ndo somente a conjec-
tura de Ne’eman, mas também para a de Salam, sobre a existéncia de um campo de
spin 2 que intermedia as interacdes gravitacionais e de calibre. Aqui mostraremos que
ambas as propostas se realizam atravéz da imersao. A terceira forma fundamental faz
o papel de potencial de calibre e a segunda forma o de campo intermediario entre a

gravitacao e a interacao de calibre. Este € a tese principal desta dissertacao.

Na exposicao a ser desenvolvida a seguir, considera-se que observadores e ob-
servaveis permanegam nas quatro dimensodes usuais, uma vez que as forgas de cal-
ibre s6 fazem sentido em 4 dimensdes. Entretanto a gravitacdo pode ser propagar
nas dimensodes extras, pois ela ndo é gerada por um campo de calibre e ndao possue
a necessidade de se confinar as quatro dimensodes. Isto poderia explicar o porqué
da forga gravitacional nao ser blindavel, como € o caso das outras forgas . Admitindo
gue 0 espago-tempo em que vivemos € uma variedade imersa isometricamente numa
outra variedade de dimensao maior na qual a gravitacao pode se propagar, nos per-
guntamos se existem efeitos gravitacionais adicionais que possam ser medidos pelos

observadores restritos as quatro dimensaoes.

Considere um espacgo-tempo V, da Teoria Gravitacional de Einstein como uma
variedade semi-Riemanniana com métrica g,, imersa localmente e isometricamente
numa variedade Vp, que possui assinatura (r + 3)(+) + (s + 1)(—), métrica G, € 0

numero de dimensoes extras € denotado porn =D —4 .

Um ponto P do espago-tempo V, de coordenadas z* possui vizinhanga U C V, . A
imersao local X de V; em V}, é definida por um conjunto de D fungdes, as coordenadas
XA(z#) de X (U), que satisfazem a condi¢ao de isometria, dada pela expresséo (3.1

da pagina 29)
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_ A
G = X||uXﬁgAB

Com n vetores normais a V, satisfazendo

NZANJBQAB = gij = €i0ij € NZAXEQAB =0

, onde ¢; = +1, a depender da assinatura da métrica na dire¢cao considerada.

Por definicao (3.4), os coeficientes da segunda e terceira forma quadratica de V,

sao eXpressos como.

Apgap = QABNfN;fﬁg

Fopi = —GapXANE,

Assumindo o principio de Einstein-Hilbert para a métrica da variedade V), vamos
calcular o escalar de curvatura, pois a Lagrangeana é obtida a partir desta. Para este
calculo faremos uma escolha particular de um sistema de coordenadas.

No sistema de coordenadas admitido inicialmente para o espaco maior, pode-se
considerar que a variedade quadridimensional é descrita localmente pelos pontos X“.
Se considerarmos pequenos deslocamentos ' nas diregdes das normais N7, obte-
mos (note que se fixamos y' a seguinte fungéo descreve uma nova variedade V; - 0s i
fornecem entao uma parametrizagao para as variedade 4-dimensionais que folheiam

0 espaco de imersao) :

Z4(ay') = XA (") +y' N (2") (6.1)

Esta fungcao descreve um novo sistema de coordenadas para Vp (que pode ser
diferente do considerado inicialmente e que deu origem a métrica G,5), parametrizado
agora pelas quantidades (z*,y'). Neste novo sistema de referéncia, os coeficientes da
métrica serao diferentes do antigo, os novos serao denotados por G 45, € terao sua

expresao dada por

Gap = Z{xZ[{pGcp (6.2)
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Seu calculo sera feito adiante 6.8, pois antes necessitaremos de algumas formulas
simplificatorias.

O espago de imersao V), tem assinatura (r + 3,s + 1) e grupo de Lorentz SO(r +
3,s+ 1), que tem um subgrupo invariante (entende-se subgrupo normal, no sentido de
teoria dos grupos?) SO(r, s), das transformagdes ortonormais no espago gerado pelos
vetores normais ;.

No apéndice A mostra-se que a terceira forma fundamental se transforma como
uma conexao de um campo de calibre para o grupo SO(r, s) . Primeiro vamos notar
gue os numeros y° além de fornecerem uma complemento para as coordenadas z*,
eles mesmos fornecem uma base para o espaco vetorial gerado pelos vetors normais
N; através da seguinte aplicagao (y') — y*N;. Assim qualquer vetor normal a um ponto
do espacgo tempo V, pode ser parametrizado pelas coordenadas y. Ao invés de fazer
os elementos da algebra de Lie atuarem nos vetores normais, pode-se admitir uma
transformacgao passiva, em que os operadores da algeba atuem nas coordenadas '
do espaco vetorial normal. Portanto, os geradores da algebra de Lie deste subgrupo

SO(r, s) atuam nas coordenadas ¥’ e sd0 expressos em termos das mesmas °

LV = 5(9”'“?/% — "y o) (6.3)

e a relacao de comutacao de Lie deste operador € tipica de um SO, dada por

I:L’L]’ Lmn] — §(g]mLZTL o g]anm _ g’LTTLL]n _'_ gZTLL]m)

Como posteriormente vamos mostrar que a terceira forma € um campo de calibre,
nada mais natural de que escrevé-la como um operador formado por uma combinagao
linear dos geradores da algebra de Lie de SO(r,s), pois na representacdo dessa
algebra no espaco interno, o espago em que a algebra atua coincide com o espaco
em que o operador do grupo atua (que neste caso é o espaco gerado pelos vetores

normais, e entdo o operador A, sera escrito na base da élgebra acima) :

Ay = A LY

2Um subgrupo normal é uma subgrupo Nor de G tal que dado um elemento g do grupo G, se con-
siderarmos o conjunto formado pelos elementos gn, onde n € Nor denotado por gNor entao teremos
gNor = Nor g, onde Nor g € o conjunto formado pelos elementos ng

30s operadores 9; s&0 72
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O coeficiente deste operador linear € obtido ao aplica-lo no espaco vetorial de uma
coordenada conveniente v, definida por v, = gny' (Usaremos L (y;,) = %(yiéi — y;01),

obtida de (6.3) aplicada a y;):

Aﬂk e AmjLij (yk) = gklA,uijLij (yl) = Aﬂjkyj’

Portanto a derivada covariante associada a conexao A, é D, = J, + A, e a cur-

vatura associada a esta conexdo A, é

wa = [Dua DV]ijLij = [&L + Al“ Oy + Au]

o qual é também um operador no espago das coordenadas y, que se avaliado na

coordenada y; tem como coeficiente

Ful/k: == F/u/(yk) == Al/k,,u - Auk,u + gmn<ApmAVnk - AVmA;m,k:) (64)

Vamos agora calcular os componentes G 45 da métrica no novo sistema de coor-

denadas com o uso de (6.1) e (6.2), e das quantidades obtidas acima

_ A 7B _ A a nTA B baTB
G = Zj, 21948 = (X, + y* Noj, ) (X5 + v Nyj, )G an

= X, X{(1Gas + ' X{, Nyl Gap + y* XN, Gas + vy N Nit,.Gas

o primeiro termo é g,,,, 0 segundo e terceiro sdo (levando em conta a definigdo da

segunda forma (3.11)) —y“k,.. (a barra na segunda forma fundamental indica que
ela é avaliada no ponto ' = 0) e o Ultimo (levando em conta (3.13)) resulta em

Y (9P K ppakuob + 94 A caAua)- Portanto

Gul/ - g,u,u - an]%,uz/a + yayb(gpg%,upa]%yab + g(:dA,ucaAubd) (65)

O componente G ,; fica:

Gui = 21, 2,Gan = (X + v N (NP )Gap = ¥ Ayjs = Aui (66)

Fllp
O componentes restantes resultam em
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Gij = 223948 = N[iN[;Ga5 = g 6.7)

Portanto , para o sistema de coordenadas considerado, a métrica obtida é escrita

da seguinte forma

gu—i_gijA iAu' Az
Gap — it pillvj  Ap (6.8)
Ay Gij

Onde foi denotado:

Gv = Guv — 29 ki + Y'Y (57 kpupikivo;) (6.9)

A partir deste ponto, € importante esclarecer que cada nova variedade da folheagao
possui sua prépria forma fundamental. Por exemplo, escolhendo uma folheacao es-
pecifica (ou seja, escolhendo os y*), temos que G,,, € a métrica desta nova variedade
V4. A segunda forma fundamental de V, sera denotada por k,,,. Note que a expresséao

para a segunda forma desta variedade é k,,; € que no ponto (z*,y") é dada por

kul/i = _ZZ‘HVNZB = l%,um' - yj(gpglzjupi%yaj + gmnA,umAz/jm)

Derivando G, com relagao a y’ obtemos:

106,
2 Oyt

- ];;,uui - yj(gpglgupil%yaj + gmnA,uniijm)

Comparando esta equagao com a de cima, obtemos a equacgao de Nash:

10G,,
— 5 = ks (6.10)

Note que a primeira e segunda forma fundamental foram perturbadas nas dimensoes
extras. Isso nao ocorre para os coeficientes da terceira forma fundamental (uma vez
que a expressao para os vetores normais nao mudam em V).

Pode-se observar que a métrica obtida (6.8) coincide com o anzatz métrico da teo-
ria classica de Kaluza-Klein, ndo fosse pela presenca de termos contendo a segunda
forma fundamental k,,,. Observe também que existe uma dependéncia explicita nas

coordenadas das dimensodes extras. Lembramos que no caso da teoria de Kaluza-
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Klein, fazia-se uma primeira aproximagao na qual ndo havia esta dependéncia, pois
as dimensoes extras eram compactas e tomava-se apenas o termo zero da expansao
harménica. Se quisermos uma expressao exata para a curvatura (R) do espago de
imersao, temos que necessariamente calcular as derivadas da métrica nas direcdes
das dimensoes extras (um calculo da curvatura utilizando expansoes para pequenos
y' foi feita pelo autor no artigo [64]). A relacdo de Nash 6.10 prové um auxilio nesta
direcao, uma vez que ela nos fornece a segunda forma fundamental expressa em ter-
mos da derivada da métrica na diregcao das dimensoes extras, fato nao considerado
na teoria de Kaluza-Klein (e que complica um pouco mais o calculo da curvatura ).
Uma vantagem € que com as hipdteses aqui assumidas, esta maneira de escrever a
métrica surge de forma natural, ou seja, como consequéncia da hip6tese de imersao.
Vamos agora calcular o escalar de curvatura R associado a métrica do espaco de
imersao Vp.

Existe uma base na qual os calculos para a obtencdo do escalar de curvatura se
simplificam de maneira significativa. Vamos seguir o caminho sugerido inicialmente
por Cho no contexto da teoria de Kaluza-Klein [42], e também por Sepangi et al [65]
no contexto de imersdes. Nesta base, os vetores tangentes tornam-se ortogonais as
normais, diferente da base de vetores normais usada acima (6.8), que tém compo-
nente ndo nula na diregdo normal devido a presenga de A,,. Se mudarmos os vetores
tangentes Zﬁ da seguinte maneira (retirando dos vetores tangentes as componentes

normais):

Vi, = 2, + g7 AN (6.11)

A expressao para os coeficientes da métrica de Vp nessa base sera diferente,
denotada por vy 5 = y@y@,gm (agora o produto interno do vetor tangente ylf; como

vetor normal sera zero, como vamos ver adiante).
Primeiro vamos calcular v, :

T = (Zﬁ + gijAMjNiA)(Zf + gmnAunNﬁ)gAB

Os calculos dos produtos dessas quantidades ja foram feitos antes (o termo Zﬁ ZHBVQ AB
foi feito na férmula (6.5), o termo Z N”G.s em (6.6) e N/'N’G,p em (6.7)). O

[l
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primeiro termo € g, + ¢ A4,;A,;. O segundo e terceiro é —g’A,;A,; e o0 quarto &
—g7A,;A,;. Resulta que v, = g,

Agora o termo v,,;:

Yk = VNS Gap = (Z), + g7 Ay N/ VNP Gap

= (Xf + ' Nij, + 97 AN YNP Gas

illp

=y Ak + 97 A9 =0

Portanto +,; = 0. Finalmente ~;; = N/'N"Gp = g;; . Potanto a nova métrica vz

fica:

G 0O
YAB =

0 g

E importante notar que os coeficientes Gap, Gap € vap SA0 0S coeficientes da
mesma métrica (do espaco V) sé que escritos em bases diferentes. Antes de comecar
o calculo do escalar de curvatura , vamos obter algumas identidades importantes que
serao usadas para tal. Neste novo sistema de coordenadas (com métrica 45, 0S
coeficientes da segunda forma mudam, pois os vetores tangentes ZHI‘L a variedade V}
mudou para y”f}, Assim vamos denotar os coeficientes da segunda forma de V, neste
novo sistema por k,,,;, 0u seja com um ~ (til) em cima desta quantidade. Portanto:

_ 109,

];:,uz/i - _gAByﬁLNzﬁy - ]%,um' - ngpgagupjkuai) - _2 aya (612)

Uma vez que a curvatura que queremos calcular contém derivadas segundas na
métrica, e a derivada primeira da métrica com relagao a dimenséao extra é proporcional
a segunda forma (pelo teorema de Nash), teremos que obter uma féormula para a
derivada da segunda forma fundamental com relacdo a dimensao extra. Isso é feito

derivando diretamente a equagao acima com relagcao a dimensao extra:

/;’Wi,j = _gaﬁl%a,ujlgﬁui (6.13)
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Porém esta expressao ainda é indesejavel porque nao queremos que a Lagrangeana
(e portanto a curvatura) contenha termos envolvedo k,,; e l%u,,i, Ou seja, a segunda
forma fundamental da variedade inicial V; e deformada V, respectivamente. Isso se da
porque é dificil de se interpretar numa mesma lagrangeana formas fundamentais que
se refiram a espacos diferentes. Para remover este problema, vamos expressar k em
termos de k:

ki = =X, Nj,Gas = —(Vi, = ¥ Nij,, — 9" Aun NN G ap

Jllw

ou seja:

]%;wi = ];'/wi + ykgaﬁl%uaklzuﬂi (61 4)

Somando esta equacgao (6.14) com a equagao (6.12) resulta:

ngaﬁ]%uaj];uﬁi = ngp(’(]%upj ]%uai)

Como isso vale para qualquer 3/,

9 kpajkusi = %% (Kpajkusi) (6.15)

Usando esta equacao (6.15) em (6.13) obtemos finalmente

];#Vi,j = —gaﬁl%a‘uj]%gyi (616)

gue é 0 que queriamos, ou seja, expressar a derivada extradimensional da segunda
forma fundamental perturbada (de V,) em termos de quantidade de V.

O préximo passo para a obtengdo de R € calcular os coeficientes de comutacao.
Para isso é necesario obter uma expressao para os vetores da base nesta nova coor-
denada.

Pela expressao (6.11), os vetores tangentes desta nova base sao dados por ¢, =
d,.+ g A,;0;, uma véz que eles foram deslocados para a diregdo normal para que nao
tenham mais componentes nesta diregao. Os vetores normais continuam a ser dados
por ¢; = ¢; = 0;. O célculo dos coeficientes de comutagao ¢S € obtido considerando

os comutadores [¢4, ep] = ¢4 zéc. O resultado é
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A _ _Ai A _ _Ai A
Cuu_fY FHVi7 C,uk_’y Aﬂ’ik7 Cij_o

Os simbolos de Christoffel quadridimensional da métrica g, serdo denotados por
Ffw e os simbolos de Christoffel da métrica multidimensional v45 na nova base seao

denotados por TS ;. Calculando estes Ultimos, resulta que:

ko _ ko_

= 1
T = —g" kuxi + EQWFVM

7 7 1. 1 i A A
THV = g]klﬂ/j — §g]FuVj7 TILV = F/LV

Onde usamos a relacao ne Nash na quarta e quinta expressao.

O tensor de Ricci do espago maior com relagdo a métrica v,z sera denotado por

R ap € para o espago V, com relacdo a métrica g, denotaremos R,,,, :

1 v oo 1 vV o 7 1 1o 1.
Rz’j - _z_lgu g ﬁFuajFﬁ,ui + 59“ g BFﬁﬂjkuai + §gﬂ g BFI/O{jkBHi (617)
v 7. 1 v v I
Rix = _g,u DukyAk‘ + 59# Dqu\k + g,u D)\k/i’/k (618)

. ~ o~ . ~ o~ 1 .. ~ 1 ..
R;uz - R;u/ +g”gaﬁko¢mk6uj - g”gaﬁkaﬁikwfj + _gwgaﬁFuujkaﬁi - _gzjgaﬁFﬁmFan (61 9)
2 2

Nas trés equacdes (6.17), (6.18) e (6.19) usou-se a relacao de Nash e a expresao
para a derivada extra dimensional da segunda forma (6.16). Além disso foi utilizado a
definicao de derivada total D, = V, + A, que inclui a derivada covariante do espago-

tempo V, adicionada da conexao A, do grupo de calibre.

O escalar de curvatura do espaco total fica:

g - - 1 4
R=R + g”gw’gaﬁ(kuaikzxﬁj - kaﬂikuy]’) - ZLFMWF/WZ' (620)
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Da hipétese de que a acao Zp_y que fornece as equacde de movimento é a de

Einstein-Hilbert do espaco total* resulta:

1
Ton =5~ / Ry/d"V
K

Apenas para completar a agao, considararemos também a densidade Lagraneana
da fonte L com sua respectiva acao L ateric = | Liyareriar/ 747V, que dara origem

materia

ao tensor energia-momento 77 ; do espago de imersao Vp,.

As equagOes de movimento sao encontradas ao se aplicar o principio variacional
para a acao total Z = Zr_y + Znateria» COM relacao a variagao da métrica do espaco
de imersdo. O resultado é analogo ao caso quadridimensional e é dado por uma
equacao de Einstein multidimensional (note que na sua derivagcao no capitulo 4 a
partir do principio variacional nao foi usado como hipétese a quadridimensionalidade
da variedade em que a acao € definida, portanto ela pode ser considerada como
valendo para um numero arbitario de dimensoes desde que a acao de Einstein-Hilbert

valha para o espaco considerado), que escrito na base y4p:

1
'RAB — 57,4373 = H*TZB

E resultam em 3 equagdes ° desde que separemos as partes (uv), (\k) e (ij), e

além disso fagamos a substituicdo das equacgdes (6.17), (6.18) e (6.19):

1 G

R, — -Rgu, — QW -bB,,=—"T. (6.21)

2 ct

. 1 N
— 9" Dykun + §guuDMFV/\k + 9" Dk = KT, (6.22)

e
1;“/ af 1/w ap I 1#1/ ap I

- Z_lg g FuoszB,ui + 59 g Fﬁﬂjkllai + 5{] g Fuozjkﬁ,ui (623)

4k* é uma constante adaptada ao espaco total, e assim pode conter uma constante gravitacional G*
diferente da Newtonian: «* = 87G*¢~*

SPode-se impor x*T; = kTap, onde k e Tap sd0 a constante de proporcionalidade e o tensor
energia momento adaptados a quadridimensionalidade, de maneira a recuperar o lado direito usual da
equagao de Einstein e resolver assim o problema da hierarquia
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1 mn uv aBr7 7 7. 7. 1 mn vn
_§gm<R + g g,u g ﬁ<kuankllﬁm - kaﬁnkuym> - Zg F* F,uum) = Kﬂj

Conhecidas como equacao gravi-tensorial (ou equacao de Einstein modificada),
gravi-vetorial (uma equacao do tipo Yang-Mills) e gravi-escalar respectivamente.
Na equagdo gravi-tensorial (6.21), o termo (), é dado por [66]

(kapikpoj — Kagikipo;)

N | —

Quv = gij(];?u)\i/%w\j - %uviﬁj) -

onde H;, = ¢*kapi, K> = g99* 9" koyikse; € H> = g H;H;. Por outro lado, o
termo E,, é o tensor energia-momento associado ao campo de Yang-Mills (ou seja,

associado a terceira forma fundamental A, vista como campo de Yang-Mills):

i B 1 v ot
E,, = (g F'"F 59aﬁ—§g” FPF i)

Finalmente, o Gltimo termo que aparece na equacao de Einstein modificada é es-

colhido como sendo 87G1,,, = x*T};,, onde T}, € obtida do da acao Z,,.qteria -

Por construgéo, 7, e E,, se consevam. Vamos mostrar que isso também é ver-

dade para @,,,.. De fato,

) ij o (1. 7. 7, 7, 7, 1. 7, 1.
Ql ) =g ]g Bglﬁ\gp (k))\ai;pkaﬁj + kkaikaﬁj;p - kkai;pkaﬁj - kkaikjaﬂj;p)

1 .. o7 ~ ~ o~ ~ ~ -~
- égljgaﬁgu)\gp (kapi;/\kﬁﬂj + Kapiksojn — kapinkpo; — kaﬁikpﬂj;k> (6.24)

Definindo Tix = kuwin — ki SEQUE que

k,uzli;)\ = k,u)\z';z/ + T/J,l/i)\ (625)

E facil notar que este tensor é antissimétrico sobre uma permutagéo do segundo
e quarto indices: T),,ix = —T)\,- Substituindo 6.25 nos trés primeiros termos de 6.24
resulta (as partes com termos envolvendo 7),,;, se anulam individualmente devido a

referida antissimetria):

5 _ ija o i P P a
Q" 5 = 9797 9" 9" (kapinkoss + Kraikopiis — Kopinkags — koikapsip)

95



1 ij o (7. 7. 7. I 1. 1. 1 7.
—59 T9%0 G297 (kapisnkes + kapikpojn — kaginkpos — Kagikpojn)

Fazendo na expressao acima as seguintes permutagdes (af) < (po) no quarto
termo, este se cancela com o segundo resulta na expresao:

1 .. ~ ~ ~ o~ - - -
) ij o
QM ¥ _59 Jg 5gu)\gp (kapi;kkﬁaj + kapikﬁaj;/\ - kaﬁi;)\kpaj - kaﬁikpaj;)\)

E fazendo as seguintes permutacdes na expressao acima: («) < (8), (p) « (o)
e (i) < (j) no primeiro termo; (a) < (p), (6) «< (o) e (i) < (j) no terceiro; esta
expressao se anula, pois o primeiro termo cancela o segudo e o terceiro termo cancela

o quarto. Portanto obtemos a conservacao de @,

J
Q" 5 =0

i

O fato de que nesta formulagao de unificacao nao ha problemas com quiralidade
fermibnica é visto por dois motivos: o primeiro € que em geral as dimensdes extras nao
sdo compactas (evitando assim o resultado de Witten). O segundo é que os campos
de calibre (e os campos que sao fontes para tais) nao se propagam nas dimensoes
extras, significando que nao ha necessidade de considerar a equagao de Dirac em
todas as dimensodes do espaco total.

Com o intuito de exemplificar a teoria desenvolvida neste capitulo, foi feito um mod-
elo em Maple, em que um buraco negro neutro é carregado eletricamente por meio da

deformacao de Nash. O resultado esta contido no apéndice B.
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Conclusao

Mostramos que as interagdes fundamentais sao convenientemente descritas com o
uso da geometria. Partimos de criticas a formulagao original da geometria Riemanni-
ana, devidamente solucionada atravéz da introducao de dimensdes extras . Uma vez
que a RG apresenta problemas como o da unificagao , mostramos duas teorias de
unificacao que utilizam dimensdes extras. O principal resultado aqui apresentado diz
respeito a decomposicao da Lagrangeana de Einstein-Hibert para o espaco total como
a soma do termo envolvendo a Lagrageana de Yang-Mills usual, o termo contendo a
Lagrangeana gravitacional usual 4-dimensional e um termo adicional dependente da
primeira e segunda formas fundamentais. Outro resultado € a prova de que a ter-
ceira forma fundamental se comporta como um campo de calibre sobre agao do grupo
SO(r, s), satisfazendo uma equacao de Yang-Mills. As principais caracteristicas de
unificagao ja eram previstas pela teoria de Kaluza-Klein, mas o problema que causou
seu abadono foi resolvido, pois as dimensoes extras nao sao mais compactas. Outra
vantagem é que a forma da métrica é obtida de uma maneira natural, e ndo como um

axioma.

De posse desse conhecimento, usamos o argumento de ADD (branas-mundo) para
justificar a unificagao das for¢cas fundamentais de forma efetiva, no sentido que a
gravitagao pode ter uma escala de energia tao forte como as demais interagoes (provo-
cando a quebra da hierarquia). Portanto, as consideracoes da dinamica extrinseca do
espaco-tempo enriquecem consideravelmente a RG, resolvendo o problema da hier-
arquia e provendo-nos com um embasamento fisico e matematico para uma descrigao
unificada dos campos de inter¢des fundamentais. A consequéncia disso é uma realizagao
da conjectura de Ne‘eman de que o campo de calibre é tdo geométrico quanto o campo
gravitacional (na verdade € um componente deste), e onde as simetrias de calibre sao

geradas pelas rotagdes das normais. A segunda forma fundamental faz o papel de
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intermediario entre a gravitacao e as interacoes de calibre.

Ainda falta muito a ser feito, considerando que nem mesmo as interacoes de cal-
ibre foram completamene unificadas por uma teoria GUT. A unificagdo eletrofraca é
descrita de maneira satisfatéria, porém ainda assim alguns parametros tém que ser
medidos e a teoria ndo os fornece, como € o caso do angulo de Weinberg. Sobre os
estudos desta dissertacao, pretende-se publicar o programa desenvolvido em Maple
num banco de dados da Internet para que mais pessoas tenham ascesso a este ferra-
mental que permite calcular as quantidades que determinam de maneira mais precisa
0 universo em que vivemos.

Teremos que fornecer uma explicagdo dinamica para o confinamento dos campos
de Yang-Mills em 4 dimensdes. Explicamos que as equagdes de Yang-Mills sé fazem
sentido em quatro dimensdes. Mas isso é porque medimos 0s campos e as quadri-
correntes no mundo quadridimensional. Isso quer dizer que o motivo de rejeitamos a
versao multidimensional das equagdes de Yang-Mills € puramente fisico. Matematica-
mente elas fazem sentido. Uma tentativa de explicar o porqué do confinamento dos
observadores a quadridimensionalidade é fornecida por Rubakov et al (ver [67]), que
considera a possibilidade do espaco-tempo ser uma solugao de equilibrio de potencial
criado por uma parede de dominio.

Outro passo adicional a ser feito futuramente é estudar a versao quatica da teoria
apresentada. Um importante avanco nesta diregao é apresentado em [68], que aplica
a quantizacao ADM ao espago-tempo imerso.

Por ultimo, € imprescindivel fazer um modelo da teoria aqui desenvolvida (mod-
elo este apresentado no apéndice B, por envolver uso de programacao em Maple).
O modelo € importante porque pode revelar situacdes passiveis de comprovagao ex-
perimental da teoria , como por exemplo a criagcao de mini-buracos negros no LHC
[69].
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Apéndice A

Transformacao da Terceira Forma

Fundamental

Intuitivamente, as rotacoes nas dimensdes extras sao transformacdes que deixam
o mundo quadridimensional invariante. Uma vez que existem efeitos possivelmente
observaveis atravez dos termos envolvendo as formas fundamentais que sao adi-
cionadas a equacao de Einstein, vamos calcular a maneira em que a terceira forma se

transforma sobre estas rotacoes. A figura A.1 a seguir ilustra esta simetria:

Figura A.1: Simetria de calibre

E possivel mostrar que a terceira forma fundamental se transforma como um campo
de calibre da Teoria de Yang-Mills, em relagao ao grupo SO(r, s). Esta caacteristica
foi sugerida primeiramente por Holdon [71]. Vamos mostrar isso de duas maneias
diferentes. Na primeira parte sera considerado uma ransformacgao infinitesimal, e na

segunda esta hipdtese ndo sera considerada.
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A.1 Transformacao Infinitesimal da Terceira Forma Fun-

damental

Sob uma transformagéao infinitesimal de SO(p — 3,¢ — 1),

vt =t y' =y +E (YY)
onde &' = @(z")y’. Ja que A,; = aazu;, para obter a transformacao basta calcular
Ay = %ijs. Comegando com ;.

81‘*’4 81‘3 aZL’/\ ay] ayk ayj

[ —_— = — . —_— = . A.1
Vi Ot (‘3yﬂ YAB O ayﬂ’}/)\] + Y 8y71 Vij ( )

3,7 ok -
2v e 92 Notando que as transformagdes
P

Para prosseguir € necessario calcular os termos Do

sdo infinitesimais e portanto basta tomar os termos até primeira ordem em &, obtém-se
oy’ oy*

R < ) 7 ¢k
oy’ ! . oz S

Substituindo o resultado acima em (1), obtém-se:

Vi = (6] — 5,]1')%1]‘ - figij

Segue que a transformacao da terceira forma fundamental é:

a’y’n’ 8yk a’y’i k k 1 1 1
Am'j - ayl,j - Oy ay’Z = (53‘ - ej)[((si - ei)Aulk - 9k7ugil]

Tomando os termos de primeira ordem em 6, resulta

A= Ay — 05 Ay — 08 Ay — 05 i

) J

gue é o tipo de transformacao de calibre referente as transformacoes nas normais

pelo grupo das pseudo-rotagoes.
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A.2 Transformacao da Terceira Forma Fundamental

Nesta teoria, a conexao é fornecida pelo operador A, = A,;;L" que atua nas coor-
denadas y’. O operado A, tém representacdo matricial (A,)¥, definida por A, (y") :=
(A,)Fy’ e dada por

Auyh) = A L9 (") = ;Am'j ("' — g™ y") = y'g"" A

Portanto (A,)fF = g A;;.

Conforme comentado, o grupo pode atuar ativamente, transformando os vetores
normais (que num sistema de coordenadas w* qualquer do espago maior pode ser
expresso como 9; = N/ 83 ), OU passivamente, atuando nas coordenadas dos vetores.
Esta ultima convengdo € a adotada. Um elemento U qualquer do grupo SO(p,q),
quando atua nos vetores é representado pelo operador linear R e quando atua nas
coordenadas 3’ € dado pelo operador inverso R~ (isto € uma convencgao).

Para ver como o operador de conexao se transforma sobre acao de U, ou melhor,
sua representagdo matricial (4,)%, precisamos saber como A,;; se transforma. Mas
esta quantidade € formada a partir dos coeficientes N;‘. Portanto, vamos ver como o

elemento U atua nos coeficientes N/

Sendo um operador linear R , tém representagdo matricial R}, e como € o seu

inverso que atua nas coordenadas,

Derivando esta expressao com relagao a ¢’

» Loy oy .
i 1\2 Dt

Usando a regra da cadeia,

o oy o .0

oyl N oyl Oyt Y oy’

No novo sistema de coordenadas produzido por R, o coeficiente da normal N/
0 _ nNA
oyt — N;

i BwA

Pela equagao anterior,
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Comparando esta ultima expressao com 831- = N{‘aiA, resulta:
y w

A —1\J ATA A _ pipnTA
N =(R )gNj ou N = R:N;

1

Vale notar que o operador U é justamente o que deixa a métrica do espagco normal

¢" invariante. Isso quer dizer que uma vez que N/'NG4p = g;;, temos

9ij = N{*NPGap = (RI"'N2)(RIN)G ap

Ou seja:

Agora estamos em condigoes de avaliar a transformagao para A,;;:

Ay = (NiL)(NP)Gap = (RENG)(RENP )G ap

iflp

= (R, N + RiNG,) (RGN Gap

[l

= R}, RININPGap + RYRINY) NP Gap

it
= R}, Rig + R R Ay

A transformagéo para a matriz (A4,)* fica:

= +9" R} ,R.gu + " RI RS A,

Fazendo uso de duas equagoes
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R RS Gmn = R" R Gmn

LU )

(R)Y, = 9" R} gn

Obtidas da férmula (A.2), a primeira derivando-a e a segunda fazendo uso das

inversas e R e g;;. Substiuindo estas duas equagdes na expressao obtida para (4,,)*

79

resulta:

(A)F = (R (g™ Apn) (RT) — (R R

Jik

Uma vez que a matriz acima atua nas coordenadas 3¢, o0 elemento U do grupo pode
ser realizado como sendo a matriz (R~'). Assim a expressdo acima torna-se uma

realizacao da equacao geral de transformacao de calibre (4.6) mostrada na pagina 55:

(A)F = ()AL (U = (U)k, (U]
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Apéndice B — Exemplo de Imerséo e Unificacao

O programa se dividira em 3:a Primeira Parte A sera feita para mostrar que é possivel
deformar uma imersdo inicial de buraco negro para um buraco negro carregado. A Parte
B sera feita para mostrar uma funcéo de imerséo que forneca as formas usadas. A parte
C sera feita para mostrar que as condicdes de integrabilidade sdo satisfeitas.

Nesta primeira parte A apresentaremos um modelo no qual mostra-se que, com a
perturbacdo de Nash, é possivel obter um potencial de Yang-Mills. Uma possibilidade
explicita observada € que, a partir de uma solucdo de um buraco negro ndo carregado €
possivel, atravéz da perturbacdo nas dimensdes extras, obter uma solucéo do buraco
negro carregado.

Neste exemplo, iremos usar o resultado (6.19), da pagina 93:

§?=R+g"-’g“"g°‘ﬂ'[k" oo ) - ieevip
po i v py b opwg) 4 pwd

Vemos claramente que a Lagrangeana total <" se decompde em 3:

JzJRG-i_Jj;-I_Jm

Onde

¢ a Lagrangeana da Relatividade Geral (de Einstein-Hilbert), que da origem a parte
geométrica das equacdes de Einstein.

=z'j|.w-::|3!‘~ ~ g o
gf‘? £EE8E 'kkumikvﬁj kmﬁikuw’)

¢ a Lagrangeana que depende da segunda forma fundamental, ¥, e da origem ao termo
Buv na equacdo de Einstein.

L phvi g

Jﬂﬂ:_ E TRIN

é o termo de Yang-Mills, que aqui, depende da terceira forma.

A acdo é escrita
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.5'=J £ g dE

Considerando que apenas a primeira forma £'" e terceira forma Ay aparecem na

Lagrangeana =" com termos envolvendo derivadas, consideraremos as equagdes
provindas dos seguintes principios variacionais:

95— %5&0
agh’ e pi
Estas equacdes sdo:
1 TR e _
E -—-FRg -¢g -E =1 £ Fvlz';u A ’Ful]_ 0
pv 2 p T pw e i

Que sdo as equacOes de Einstein e Maxwell, respectivamente. Porém, como a
Lagrangeana

gue consideramos ndo contem termos de fonte, é importante adicionar a ela o termo

- ni
Jf— Lo+ T Am_
Cuja primeira componente permite introduzir o termo Ter de fonte na equacéo de

Einstein, e a segunda componente permite introduzir o termo de fonte Jui da equacéo de
Yang-Muills. Com esta prescrigdo, as resulta nas equagdes

F -Lrg -p -g -3rG;,
TRE 2 TN TR TRE {:4 L
e
g 'F - AN F ]=J _
vhiu Lh LR

;
No modelo que vamos considerar, haverdo 2 dimensdes extras (pois queremos simular
uma fonte carregada eletricamente), de forma que a equacdo de Yang-Mills € uma

equacdo de Maxwell. Vamos considerar a solu¢do de um buraco negro neutro e tentar
perturba- la para um buraco-negro carregado.

> restart, with| DiferentalGeometry | - with( Tensor | - with | LinearAlmebra)
With [ Tools | with( FDEfools ) - with DEfools )

A coordenada do espago menor sera denotada por vars.
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> wvars = (r, 8,4 ),

vars =r, B, Q)
No proximo comando sera definido a variedade do espaco menor inicial (ndo
perturbado) , denotada V4.
> DiFsefup([vars], ¥4,

frame name: Vi (2)

Vamos agora definir a métrica do espaco menor, denotada por " 2™ | pois 0 exemplo
considerado serd a métrica de Schwarzchild. (Lembre-se que esta métrica é a ndo-
perturbada). Ela sera escrita em um sistema de coordenadas diferentes, de uma forma
que aparecam termos fora da diagonal, para que os célculos se simplifiquem. (uma

derivacdo desta forma de apresentar a métrica de Schwarzchild pode ser vista no livro
do Anderson, Principles of Relativity, pg 387)

V' s = evaDG| [1- 28 ) varprar— (14 2% v star + (-2 ) varpear + (-2
4 WA d A d k 4

n h r 4
>

& ofr - ("2 * dtheta &F dihefa - (»"2)% ((sinl8) ) "2) * dykn &4 dpfn ~.|;

Fochwl = DiGnfo ( Fichw, "CoefficientList”, "all") :
Fiehws = comvarf( Fichw, DEArray |

Fichwin = mverselefic(Gichw) ;
Fichwimel = DiGnfo | Flehmwimn, "CoefficientlList", "all")
Fhchwinvg = converf| Eichwine, DiGArray)

i = - (r+2midrdr 2dmdrdl
' r

. — +* diheta dtheta — v sin| E.I:l2 dply dpln — E!mrﬂ

_l-r+32m) didt
r

106



_rtdm o i _im
¥ ¥
0 - 0 0
Flhwd = . a
0 0 -r"sin(8) 0
_imo g i Zr+dm
¥ ¥
Vamos definir a assinatura das dimensdes extras como do tipo espaco.
V4 > c:= (-1,-1);, D¥mM := nops[e]) + 4; fory ﬁ'nmjtnﬂ'denE:i = Ei_4ﬂﬂ;
e=-1,-1
Dimhf =4
By = -1
g; = -1 (4)

Vamos definir a métrica do espaco deformado , que pela equacéo (6,8) é dada por

= gt iJ P
By T B RE L TPIETE R

onde as quantidades em vermelho se referema primeira e segunda forma fundamentais

da variedade ndo perturbada (no texto estas quatidades estdo denotadas com uma barra

em cima, mas no Maple esta denotacdo ndo é possivel). Esta métrica serd denotada por
GF
v

V' for i from | to < do
4  forvirom 1 to 4 do

> GF, = Glchwd | -Dadd(k, | (r)p|Li=5.6) 4+ expand[add(rzdd[.}' ||: - "J

) add(add[GScthnvE'p‘ﬁ- kp.l-l-.i[ﬂ . kﬁv‘j.[r], p=1 4:| ag=1 _.4;],1- =5 --6],_3: 3 _.rﬁ] ];
od:
od:
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Uma escolha possivel para a segunda forma fundamental cuja perturbacéo acima
fornega Reisner-Nordtron € a seguinte:

1
Tar

powi

para i=5 e Kk (ou ¥) iguais a umdos elementos do seguinte conjunto:
{1,4}. Caso contrério a segunda forma fundamental serd nula. A constante "a" sera
determinada logo mais, e dependera da carga elétrica dentro do buraco negro.
Vamos entdo fazer a substituicdo acima (chamaremos de SubsRN).

V4 > (GFPsag = |.seg|:seg(GPl_w,v= 1 4:| =1 ..4] :

V' SubsRI =

seq| seg|seq| i [ (i=6)and ((x=1and =4 ) or (x=dandf=1)or (x=1andf=1),
S U

'Y

5 7

_ _ o 1 e
_43]"'15_4”";:.1,5,:'”]__m’km,ﬂ,il-”_n

4

B=1 ..4*|, x=1 ..4”|,:' =5 Dimif

.

V4 > GTFPsaqd := subs(SubsEN, FFlaeq)

Com os coeficientes da métrica prontos, vamos definir a métrica da variedade
perturbada VP4, que terd métrica chamada de RN (com termos fora da diagonal)

V = Toels-DiGEnfo( "FrameBaseForms" |, 55 '= GenarafeTensors( [, Q) # = GenarafeTensors([Q])
4
>

Q= [dr, deheta, dphd, df) (5)

V4 > pe= Difay (FFseqd, 55, "plus"),
REMZ = comvarf( RN, DiZdrray),
RMmv = InverselMefic (RN
Rhmed 1= converf| Biinv, DGArray)
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R = a2t +2armz—_y6]drdr _ |2arm—§}lﬁ|drdf —rzdfhgfadfhefa—rzsm[ﬁjgdphdph

ar av
_ ldarm—yo)didr I:—ar2+2arm—y|5:|dfdf
ar art
2
_ar +2a;m—y6 i q _2arm2—36
ar ar
0 - 0 0 6
RMN2 = . 2 (
0 0 -*sin(8) 0 )
_darm-—pi i q _ -ar2+2arm—_}uﬁ
] 2
ar ar

Fica evidente que a métrica de Reissner-Nordstron pdde ser obtida pela perturbacéo, na
qual a distancia da perturbagéo y6 fornece a carga. Mas temos que verificar se a
equacdo de Einstein modificada € satisfeita. Para isso, temos que calcular todos 0s
termos que aparecem nela. Como que ja foi feito até agora, é possivel calcular o tensor
de Einstein, que denotaremos por TERN.

V4 > CRM:= Chrisfaffel RN :

CurvaturaTensor | CRMN)

V4 > RRN:

V4 > ETRNI = FnstanTensor (RN, RRN)
V4 > ETRMNZ '= RaseLowerIndices (RN ETRNI, [1,21):

V4 forpfrom 1 to 4 do for v from | to 4 do TERNH” = comearf ETRMN , DGAJ‘M‘}I]I_“ Cod: ol
>

E possivel também definir o tensor e Ele é dado por

PT . . . 1 i . B 2
—dr (¥ ¥ -k K -2y - Tk J
QTR B LK i T E i eei) 2 i 5% B %) B
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Mas vale lembrar que

E esta Gltima quantidade chamaremos de "kp", pois é a segunda forma perturbada.

V' for pu from | to 4 do
4 forvfrom! o ddo

> fori from 5 1o 6 do

I:pibw‘i = I:“J‘z.lrl —expand[adﬂ’[ ¥ _j' : add[add[GScthnvé'p‘ﬁ- I:p‘H.lrl - kﬁ.'-'.'-ilr Lp=1 ..4],g=
..4],;’=5..6J'| B
od:
od:
od:
V4 > fori from 5 to 6 do S2qEp ": = |seg|:seg|:kpil_“1i, wv=1 4J p=1 ..4:| od:

v4 > fori from 5 to & do SegEp2 ||7 1= subs (Subs BN, SeqFp |11) ; od:

v4 > forifrom 5t édo kp||f = DFgp(legkpl |1, 55, "plus") ; od:

O termo Ehv Se7é calelade. o nrimeiro termo sera denotado por Q1, o segundo Q2 e 0
ultimo termo entre parénteses serd denotado por Q3 . Como kp5=0, s consideraremos
kp6 ;

V4 > (ia = evalDG(| RNnv & lps &t lpé | -
(1= Confractindices((a, [[1,4L [2,611):
2B = Confractimdices (Ola, [[1,5L [2, 6111 :
O = comvertf( D1, DGArray )
(2 1= converf| (20, DGEArray )
V4 > jiny = RegseLowerIndices | BMnv, kpt, [1,27) :
(= avlDF | [Env &f fpd &8 RN )
(38 = Confractimdices (53a, [[1,3L [2, 4111 :
(Ma = avalDVGF | RMnv &f RNnv Eflp S EF po Sf RN ) -
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(M = Confraciindices (Cda, [[1,5L [26L [ TL[4 211
(I3 1= converf( (3D, DEArray )
(M = comvert( O4h , DGEArray )

V4 > forviom! to 4 do
for L froma 1 1o 4 do

_ _ 1y . .
g, =10l , -9, + -\EJ (1Q31,, - Q4,0
od:
od:

via > .segi.seg[_@PJ, v=1 4:| =1 ..4:|

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 (7)

Isto indica que Huv énulo

O ultimo termo que falta para completar a equacdo de Einstein é o tensor energia
momento do campo de calibre

E —-gig"fFr F o+ 1l F gfF 0
TR pxi Pvj 4 By Tl Bri

Como s6 iremos considerar duas dimensdes extras,

J& que estamos interessados na simulacdo de um campo Coulombiano, e a terceira
forma faz papel de potencial de calibre, faremos

A 1
pii = r

V4 > forpfrom] te 4de
for v from 1 to 4 do

fori from 5 1o & do _ - _
va‘i = add "J -.ﬂ'mp.ﬁ;ﬂlirifiﬂ_ll‘j‘i[rj, wars| i) —dﬁ'(ﬂmjljr] . vcz:l‘.s|1.r.J ) =3 _.6J;
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od:
od:
od:

V' forvfrom 1 to 4 do
4 fory from | 1o 4 de

> E = -add(add(add(e, BNm2, p - F i Fy,pi=5.6),%=1.4),B=1.4) + }Tmm
- add(add | add(add(add(e, - RNmv2_y RNw2 o F, -y i=5.6),8=1.4),n=1.4), x=1
Al B=1.4);
od:
od:

Vamos verificar se a equacdo de Einstein é satisfeita. Para isso, faremos

EQE =R - LRg -0 -E
TRY TRY 2 TRY L pw
V  for v from 1 o 4 dofor p from 1 to 4 do EQEF =TERN -0 +E od: od:
4 W K TR v
>

Vamos substituir agora o campo Coulombiano

V' AantiDiag = |seg|:.seg[.seg|: ‘zj"[i=j,Ap_Lj|r| = D’Ap.j,i i =_‘A|-L.Lj'” Jod =1 ..D’mMJ,:’ =5..D’mM:|, 1t
4

1
4

f f [ _ . _1 ) _ b _ k1 o b o \'.
Coulomb = |.segk.segk.segk:_Jf“lmcx—ﬁi,A‘L.‘j.[r]— r—,Am‘z.J.lr]—EIJ,D-:—I..dJ,J—rﬁ ,:—5)|.,

AaniDiag = |}1Lj‘j|rl =0,4) g 5lr1=-A) 5500 LAy g glr1 =04y 5 slx1=04; ¢ 5lr)= -4 5 507)
.ﬂgj‘ﬁ[:"l =I:I,f131515|_rj =EI,A31515|_:"| = —Aliﬁl_rj,ﬂlﬁjlrl=D,A41515|r| =D,A41ﬁ15|rl = 'A4,5,6""=

A,hﬁ‘ﬁl_rl =I:I:
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Coufomb = ALiﬁl'r] =|:|,A2151ﬁl'?‘] =U,A3151E|'r] =I:I,A4‘iﬁ|'r] = :— )(8

AR

V4 > eog = expand | subs | Coulomb, subs [ Aani Diag, |.seg (seq(EQE  w=1.4%u=1.41]1]);
L ! L K ¥ J

h h L Py

s |26 2pbm o & L pE w18 L ps pFm o 186 g
. rZJ‘q' ﬂ?‘j ﬂgJ‘ﬁ 4 3‘4 J‘j 2 ﬂ?‘ﬁ 4 1‘4 J‘j 2 [2:"6 T
_4yom 28" _.Pﬁgm _,_1_.1'53 _.P-jgm _,_1_.1'-52.2”5 n. 28 _,_1_.&2_,_1_ s 00,00
ar a r 2 gt r 2 oasf art 2 42 2 42
. 2 . .2 N
sin(8)" pd +1_ sinf 8] yﬁz +1_ sin(8) yﬁz 0 _dyim + Juﬁg _}Iégm +1_ y53 _ngm ©
art 4 rt 2 r T gy a r 2 a2, r )
2 2 3 3 3 2 2
+1—-"5-§'5,n,n, o _ Byﬁjm 4 .:"2'56 +1_£4_L5m+1_&6+1_£4_L5m
4 ar ar ar a’r 2 5 ¥ 2 ar 4y r
4
+é_£.§£
iy
O proximo comando fornece uma solugdo para as constantes "a", "y5" e "y6".
V4 > clfvalues(solveieg, [p5,161))
H}I.E: { JAybAyia 6: il Lpo=pi ,H}n5=— { _Aye4yia 6: i e JpE=p6 (10)
W 11 ! 11

Sendo y6 a carga, faremos

yo=gpi=g e a=- L
g
Que fornece uma solugdo possivel para o sistema acima

v4 > subsry6=g,y5=g,a= - ;—-,eg|

A £
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(0,0,0,0,0,0,000,0.000000) (11)

Isto indica que a equacdo de Einstein modificada € satisfeita, desde que se escolha as
constantes adequadamente.

O proximo passo é verificar se a equacao de Maxwell é valida.

WV _
£ Fvlz';u_n

Para isso, vamos calcular primeiro Fovaa

V4 > Fi:= exp:md“.sub.s “G:-uiomb subs “Aanﬂﬂ:zg, |.::eg seq( F w=1 ..4“|, p=1.4111):

‘\", 5, & ) ) )

Fi = expand .::uEJ.:: Coulomb, .::uEJ.:: Aanﬂﬂ:zg, |.seg .seg“F 6 v=1. 4| p=1. 4| | | |:
v4 > forifromSto & do FT|i = DFap(F |1, 55, "plas") ; od:
v4 > forifrom 5to & de FCDV|i = CovarianiDerivalive (FT||i, CRN) , od:
V4 > fori from 5 to 6 do

EMa i = evalDF| EMav EFCD|T )

EM i = Confractlndices (EMa i, [[1,3L [2,4]11):

od:
A equacdo de Maxwell esta contida no tensor EM5 e EM5:
v4 > EMS

0 dr (12)
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v4 > EMS

0 dr (13)

Isto indica que as equacdes de Maxwell séo satisfeitas;

Vamos para a parte B, no qual vamos mostrar uma funcdo de imerséo X que forneca a
segunda e terceira forma fundamentais usadas na parte A. Isso sera feitpo usnado as
equacdes

k =—zAuAfB

F
Az g, v AE

e

A !_J_=NA!_,LLNBJ_GAE

I

Mas antes vamos definir a variedade do espago maior, denotada por M6 , com métrica
GM

V4 > Vardf = (r, 8, 4,55 p8);, DiSsetup (| Vard 1, M5),

Farl =r, 8,4, &35 06

frame name: Ma (14)

M  for 1 from | to 4 do

6 forvfrom ! io 4 do
> e = (Fichwd —Q-Qdd(.i:
Mo Mo H

W

S |i=56)+ expand | add | add (p "1 -y "J
. add(add[GScthnvE'p‘G- j:p.l-l-.!'[ﬂ - Irmw.l_r], p=1 4] g=1 ..4],:’ =5 ..6],;’= 3 6]] + expand(add(a;

'add(‘qp..m.i[ﬂ -y||m,m=5..ﬂ-mM] 'ﬂfidI:A\.‘x‘j[” -}I"n,n=5..ﬂ-mM:|,i=j..[}-mM:|:|;

od:
od:
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M6 > forpfrom 1 toddo

for: from 5 to Dimid do

Fifa wil= rzdd( i) _}'"J_j 5. DmM],
GM&LH = ﬂddl:‘qw ; ]
od:
od;

M fori from > to Dimif do for ] from 5 io Limbf do ifi =7 then Gz, ;= e else GMa; ;= 0 end if od: oc
6
>

M6 > GMseq = [seq(seq( FMay 5, 5=1.LimM), A=1 Dimi) |

M6 > oM := Tools-DiFEnf | "FramePaseForms" |, sslf 1= Generafe Tensors | [ 20, 20]) :

= [dr, diheta, dpld, df, dpJ, dy i) (15)

M6 > Thseqld '= subs(SubsRN, (subs(Coulomb, subs(dantDiap, FMeeq)11)

M6 > zif:= Dizap( FMzeql, ssbf, "plus" ),
Chf = Cheisfoffel | GM )
M = CurvalureTensor (CM) :
Fiold 1= Rocd Tansor (R
Fscl = RealSealar( GM, RM)

GM:=_I:ar2+2arm—y6]drdr i2arm—ps) drdf

! - J — * dtheta dtheta —r* sin(8)° dpit dpii
ar ar
_ i2arm—pbdidr (-arl+2arm+pfa+36 a —p6) dide _ pedidps | pIdidyt (16
2 2
ar ar F F )

yﬁdyﬁdf b5 dpS + E.Friylﬁdf b6 dpé
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M6 > Fhild := Tools-DGinf ("FrameBaseForms") : Fiwl = Tools-DGinfo ("FrameBaseVectors" )

Vamos agora definir as funcdes de imersda e ver se ela satisfaz a isometria.

Al i= jvars) =r A2 = (vars) =845 = (vars) =, 54 = (vars) =1, 55 = (vars) =0, 56 = [vars) -

vVoR

Kl =vars —r

K2 =vars —f

K3 = vars -

K4 = vars —f

K5 =wvars =0

Ao=vars =0 a7

M6 > Transfl:= |seg|'var.s“= vars . = 1 ..4],}!5= 0,pé=101:

M6 > Transf:= Transformafon|Fd, Mo, Transfl);

Transf=|r=r B=0¢=f f=£p5=0p6=0] (18)

M6 > iTransf:= Tools-DGinfo( Transf, "lacchiand/latrix" )
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TTransf = Transpose (FTransf)

Fila 1= subs( Transfl, convert | TM, DiZArrar )
FMb = converf| TMa, Matix)

Amplf amplf ( TTransf FMb TTransf ) )

_r+dm i 0
¥
0 - 0
a2
0 0 -r'sin(g)
_im i 0
.

(19)

Esta ultima conta foi feita apenas para mostrar que a condicdo de isometria € satisfeita.

O que indica que a imersdo é de Schwarzschild.

A proxima tarefa e definir os vetores tangentes (denotados por Ti, onde i é a direcao
considerada,com respeito a ordem de definicdo de variaveis) e normais (denotados por

N). Primeiro os tangentes.

M6 > ChangeFrame(¥i),

&

v4 > FlE = Tools-DEnfo | "FrarmePaseVectors" )

(20)

V  Ideni = |seq |:v:zr.::F= vars, . k= 1 ..4] :;fur Lirom ltoddo g, = Pu.shforw:zrd[ Transf, FEWWH, Idenf:

4
>

doni = [r=r,8=089p=pi={]
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g, = 11 thefa

g, =D f (21)

O comando a seguir seleciona vetores que, adicionados aos tangentes geram o espaco
tangente total.

M6 > Tglects := |seqfe,,,. . n=1 ..4“| |2 Compl = ComplementarpBads( Tg¥acts, Fowl ),

h K ry

Compl = [D p3, D 6] (22)

M6 > CoDital] = Diral — 4,

Col¥mif =2 (23)

M6 > normalloct = |seg(t3:|mpii d=1 ..G:uHmM] I

normallact = [D 5, D 6] (24)

O préximo passo é somente para verificacdo da métrica do espago maior.

M6 > Ferif:= [op(TeFecks), op (normalVect) | :

M6 > fori from | to Dimif do

for; from 1 to Dimid do
=i — G:-nﬁ‘acffnd’ces(evaé‘ﬂl?( G & Verif, &4 Venﬁ-j, [11,37, [2, 4] :j;
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od:
od:

M > MafrixiDimh, £

2

_ar +2a;m—}l6 q i _2arm2—36 q q
¥ ar

0 - 0 0 o0

0 0 —Pain(e)? 0 00

darm—yi 0 i —ar2+2arm+y52a+y62a—y6 pi oy (25)

i ﬂ?'z ) arz B ¥ r

0 0 0 L 10
r

0 0 0 ” 0 -1

A
gﬂamaremos o simbolo de Christofell ™ 4 do espaco maior de Taze A quantidade
Z, .
-n de "4

i)
M6 > for A froma 1 o Dy do for L froma 1 4o 4 do Z

A’ B vars,

X“A[ Vars od: od:

M6 > ford from 1 to Dimf do
for 5 from | to D¥mid do
for Z from 1 to Dvmid do

TJLB, o= AmpEf (suEJ.s(Tmn.gﬂ, convarf(CM, DiEdrray )y 5 o)):
od:

od:
od:

Definiremos o tensor hfu ,onde i indica qual € a normal (escolhidas entre as

codimensdo normais), A indica qual ¢ a componente deste vetor no espaco M e p indica

qual a direcéo (tangente) de derivacdo. Este objeto sera denotado por

Nygpirondeasfetrasdie b a0 oq indicadas anteriormente.
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O objeto W, serd denotado por "4i

M6 > fors from 5 to Dimf do
for & from 1 to DimD do
ny = Smplf | FefComponents ( Compl[1 - 41, Feweld ) (A7)
od:
od;

fori from 5 w0 Dimid do

for B from 1 to Diml de
for L froma 1 1o 4 do

NB.M = Smphfy | ﬁvar.su

vV oo

ngi + add[add[TiB‘C-E&H -n,:.‘z.,C=1..Q-mM:|,A=1_D'mM:I .

]

od:
od:
od:

Vamos obter a segunda forma fundamental,

i =—XALLNB

i
v av 4B

M6 > fori from 5 to Dimif do
for p from 1 to 4 do
for v from 1 to 4 do

kp,v,z' = .ﬂ'mp.ﬁﬁli.add[add[. - Z_.le . NB,w,i CFMay 5, A=1 ..D'mM‘_|,B= 1 ..D'mM] :|',
od:

od:
od:

A segunda forma é

M6  fori from 5 to Dymbif do JT; = [, v) — .i:p_'v ; + od: for1 from 5 to Dimbf dok |1 := Matix(4, 1) 0d:
>

M6 >k
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M6 > kb

oooao
oooao
2
oooao (6)
oooao
1 1
_ 0o -
Jar Tar
1] 0o 1]
1] oo 1] (27)
1 1
Tar Tar

Isto esta de acordo com a segunda forma utilizada na parte A.

Agora vamos obter a terceira forma fundamental

O objeto

M6 > fori from 5 to Dymif do

for; from 5 to Dimdd do
for 1 from | to 4 do
g .ﬂ'mp.ﬁ_’,ﬁ:(add{add( Nﬂ,p,i
od:

od:

od:

A

A

i serd denotado por "4:

_=N‘1,LLNBJ.GAB

wij

M6 > fori from 5 o J¥mhf do for; from 5 to D’denA"z’ ".,i' 1= |.seg (A, n=1.4) Dod: od:

M6 > Al
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0,00, L] (28)

:F .

Esta é exatamente a terceira forma que usamos na parte A. Encerra-se aqui o calculo das
formas fundamentais.

Agora vamos a Parte C, dedicada ao calculo das condi¢des de integrabilidade. Como
estas condicOes (equacdes de Gauss, Codazzi e Ricci) envolvem derivadas covariantes,
vamos definir os tensores segunda e terceira forma fundamentais, denotados por ,
respectivamente.

M6 > ChangeFrame V),

M6 (29)

V4 > & := Tools-DiFnf | "FrameBaseForms" ), Four = GenerateTensors( (6, 8,8, &)

@ = [dr, dtheta, dph, df) (30)

V4 > fori from 5 to Dimif do
= |seg |:.seg (k. L B=1.4), x=1.4) ,
od:
fori from 5 to Dymif do
Il »= DiFgp sy 55, "plus")
od:

V4 > fori from 5 to Dimbf do
for; from 5 to Dimif do
for; ;1= 539':‘4”,3" p=1.4) ,
od:
od;
fori from 5 to Dvmid do
for; from 5 to Dymid do

HI!-J- t= DiFgp (er;

g B,
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od:
od:

Agora vamos escrever a equacao de Gauss,

R =[;c’;.:_—k"k J+z  x ¥ x~ xP
oBuy e Bvi av  Bui) | T ARCDT & BT nT v

o termo do lado esquerdo sera denotado por TGL1 e os termos do lado direito serdo
denotados por TG2 e TG3, respectivamente.

M6 > CESehw = Chrisfoffel( FSchw) :

v4 > REichud

Curvafure Tensor ( CESW ) :
V4 > RES:hwE = Rasalowerlndicas(Fichw, RESchwA, [17)

V4 > forpfrom ] to 4 do
for v from 1 1o 4 do
for = from | to 4 do
for f from 1 1o 4 do

TG1 1= comverf| RENME | DEArrap)
- E, v -
od:

od:
od:
od:

Popv

V4 > RME := Rgselowerlndices| GM, BM, [1]):

M6 > for Ffrom 1 to 6 do
for 5 from 1 1o & do
for  from 1 1o 6 do
for F from 1 1o 6 do

PMCy g ¢ g = comverf(RME , DGAap g g ¢ g
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od:
od:
od:
od:

M for p from 1 to 4 do
6 forvfrom 1 io4do
> for oifrom 1 o 4 do

for f from 1 1o 4 do

TGEE‘ Bov = add(.addl:add[add(RIVIC& E.C.E 'ZJL-:. 'ZB,E- 'Zli‘»,u -EEJ LA=1 ..D’mM:|,B= 1.0

C=1.DimM), E=1.Dimdf) :

od:
od:
od:
od;

M6 > forpfrom 1 to 4 do
for v from 1 1o 4 do
for = from | to 4 do
for f from 1 1o 4 do

T2, B = wdd(e; -k
od;
od:
od:
od:

i i T8 g ik e T LM

M  Epauss = dmplfi | subs [ [pF=0,p6=0]
6

> AL u=l4)p=14) a=1.4)])):

seg|:seg|'lseg|:.seg|:TGI‘1 Bow " TGEE‘ Bow " TGEE‘ v ¥

A equacao de Gauss esta contida no sistema Egauss,

Agora vamos escrever a equacdo de Codazzi,

g -k =

Lwi,h LA, w
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O tensor Fuvi:x serd denotado por A i

M6 > CESehw = Chrsfoffel | FSchw) :

V4 > fori from 5 to Dymif do
dila; = Covan’anfDﬂn'vaﬁve(Hi, CG.'S‘chw]
od:

fori from 5 to Dvmif do
dllb; = comvert(dila;, DGArray) :

od:

for! from 5 to Jymif do
dife : = dllhy
od:

fori from 5 to Dvmid do
for L froma 1 1o 4 do
fox v from. 1 1o 4 do
for & from 1 to 4 do
dIII.L. i = (dle |7 ||-L.v.l
od:
od;
od:
od:

Agora vamos escrever as equacoes de Codazzi.

V' for o from 1 to 4 do
4 fori from 5 to 6 do
> for xfrom 1 io 4 do

for f fromy 1 to 4 do

TCE‘LE‘H‘!. = add[.add[add(add[mc_ﬁhﬁ E,E'Z £

e Zap 2y, Mp A= Dimif),B=1 Dim

=1._Dimly, E=1_Dimdfy:

od:
od:
od:
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od:

V'  Eeodazm = Smplfy|subs [ [pF=0,p6=0]
4

> g )
E':?. ki..p,.r'

seg | seg |;sgg [ seq ':de.. P dﬂp,}.,z', . add[ g kp.. i AT:.

A

o i

=5 Db )-TC3,, o0=5 Dimb), h=14),v=1.4),u=1.4)]));

W, A 3

Eeodged =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,¢

I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IF I:IJ (31

0,o0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,00,0,0,0,0,00,00,00000]

A equacdo de Codazzi estd contida no sistema Ecodazzi, e a equacao de Ricci consiste
emquatro termos:

44 = (4 A A )
olf B Poj, o ol By fj ol

ng _ \ C
€[k, E g ) Fynen N NE;X , D‘XD, :
O tensor “i:¢ sera denotado por A.iir 0 penulktimo termo da equacdo de Codazzi,

& (Fumi®upy ~ Fupiuos) | seré denotado por T
TRI

=i7. B . \Vamos ao primeiro termo

=47 B, de tensor de Ricci. O ultimo sera

V4 > fori from 5 to Dimif do

for; from 5 to Dymid do
dIH:z!-J- = CovariantDervaive |:Hfz',_r' .
od:
od:

foxri from 5 to Dvmid do

for; from 5 to Dimif do
dIHEJLJ- = converf(dﬂfau i
od:
od:

fori from 5 to Dymif do

for; from 5 to Dymid do
dile "z "_j = dIHEJ!-J

CF S ‘|

DiFArrapy
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od:

od:
fori from 5 to DV do
for; from 5 to Dymi do
for o fromu | to 4 do

for P from 1 to 4 do
T = (dllI 4115],

aig B
od:
od:

od:
od:

Vamos agora ao TR1

V' fori from 5 to Dimif do
4 for; from 5 to Dimif do
> TRI&LJ- 1= |zeg(seq| seg(seg |k

i

-k

Eepd ™ Fup

4]

od:
od:
for7 from 5 to Dymdd do
for 7 from 5 to DymbdS do
TRIb; ;= DGap(TRIg; ;
od:
od:
fori from 5 to Dimid do
for; from 5 to Dimif do
TRL:E-J- = evaIDG( Fhzhwinw &f TRJ’EJE-J-j :
od:
od:
for7 from 5 to Dymdd do
for 7 from 5 to DymbdS do
TRId; i= Confracimdices { TRIg; P
od:
od:

Four, "plus"" :

[L3L12,51]):

V4 > fori from 5 to Dimbf do
for; from 5 to Dymi do
TRIELJ- = converf( TRM!-J .
od:
od:
fori from 5 to Dimbif do
foxr; from 5 to Dimif do

DiFArray)
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TRJ:,f'Hz' :_j' = TRlg, ;
od;
od:
fori from 5 to Dvmif do
foxr; from 5 to Dimif do
for = from | to 4 do
for f from 1 to 4 do
TRI = (TRIf || IIJ'IG‘E
od:
od:
od:
od;

240 B

Vamos agora ao TR2

V' for; from 5 1o & do
4 fori from 5 to 6 do
> for cifrom | to 4 do

for { from 1 to 4 do

Tlum.i,j,ﬂ = add[.add[add[.add[RI\a'IC& B.C.E Mai "By Eam 'EE,E- LA=1 ..D’mM‘_|,E= 1.Dim

=1_Dimhy, E=1_Dimdfy:
od:
od:

od:
od:

ERfed = amplf [ subs |: [pi=0,p6=07 |seq |:seg | seg |:.seg ( dﬂfm g dIHE‘ i add[ By Am' i plvar

vaeg

<A [var ] —E.E-AMJW(:H -Ammlvaﬂ ,I:=5..D'mM] + TRIG‘. . —TRE‘M.‘LF B=1..4] =35

) iy B

L¥mbf )i =5 DimM), =1 .4) ”

ERiedi =1(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,C (32

)

0.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,00]

Como os valores das equacdes de Gauss, Codazzi e Ricciséo identicamente nulos, fica
provado que as condigOes de integrabilidade sdo satisfeitas.
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