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Resumo

A teoria de Kaluza-Klein não abeliana, proposta em 1963 para a unificação das interações

fundamentais é modificada, utilizando a topologia de imersão do espaço-tempo no

lugar da topologia produto original. A ação de Einstein-Hilbert aplicada ao espaço-

tempo total é mantida, mas o ansatz da métrica é derivado apenas usando a imersão.

O espaço interno não é compacto, mas sim gerado pelas dimensões extras requeridas

pela imersão e o grupo de isometria desempenha o papel da simetria de calibre. Os

potenciais de calibre são de origem geométrica, dada pela terceira forma fundamental

do espaço-tempo quadridimensional. A ação de Einstein-Hilbert do espaço de imersão

se decompõe na ação gravitacional usual do espaço-tempo mais a ação de Yang-Mills,

adicionado de um termo de interação determinado pela segunda forma fundamental

(ou curvatura extrı́nseca do espaço-tempo). Uma vantagem sobre a teoria de Kaluza-

Klein original é que o problema da quiralidade fermiônica na escala eletrofraca é re-

solvido, juntamente com o problema da hierarquia das interações fundamentais.

Palavras-chave: Kaluza-Klein, Imersão, Unificação
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Abstract

The non abelian Kaluza-Klein theory, from 1963 for the unification of the fundamental

interactions is modified, using the embedding topology of space-times in place of the

original product topology. The Einstein-Hilbert action applied to the higher dimensional

embedding space is maintained, but the metric ansatz is derived from the embedding.

The internal space is not compact as generated by the extra dimensions of the em-

bedding and its isometry group plays the role of the gauge symmetry. The gauge po-

tentials are of geometrical origin, given by the third fundamental form of the embedded

space-time. The Lagrangian of the total space decomposes in the gravitational plus

the Yang-Mills plus an interaction term determined by the second fundamental form (or

extrinsic curvature). The advantage over the original Kaluza-Klein is that the problem

associated with the fermions chirality at the electroweak scale is resolved, together

with the the hierarchy of the fundamental interactions.

Keywords: Kaluza-Klein, Embedding, Unification
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Capı́tulo 1

Introdução

O esforço para o conhecimento, por sua própria natureza, nos impele ao mesmo

tempo para a compreensão da extrema variedade da experiência e para o domı́nio da

simplicidade econômica das hipóteses fundamentais.

Como Vejo o Mundo. Albert Einstein.

O conhecimento cientı́fico, em sua busca por compreender a natureza de forma

única e simples, sugere que fenômenos naturais genéricos sejam explicados por ape-

nas uma única teoria. A história da ciência está repleta de exemplos que mostram

a necessidade de descrever a natureza através da união de teorias antes consider-

adas distintas . Abdus Salam e Steve Weinberg, ganhadores do prêmio nobel, tiveram

sucesso na tentativa de unificação do eletromagnetismo com a força nuclear fraca.
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Salam nos lembra em livro de sua publicação [1] de pelo menos 2 marcos importantes

na direção da unificação: 1- A unificação feita por Issac Newton no século XVII na

qual sua teoria descrevia tanto fenômenos terrestres como celestes, que até a época

eram vistos como distintos; 2- a unificação da Eletricidade e do Magnetismo concluı́da

por Maxwell na segunda metade do século XIX, resultando na teoria Eletromagnética;

Kant, no seu memorável trabalho Crı́tica da Razão Pura [2], já tratava o espaço e o

tempo como pertencentes à uma mesma classe ontológica de formas de percepção.

Einstein descreveu o espaço e o tempo como elementos análogos na Teoria da Rela-

tividade Especial.

Atualmente, o Modelo Padrão de partı́culas descreve de forma satisfatória três

das quatro interações fundamentais conhecidas: a força nuclear fraca, a força eletro-

magnética e a força nuclear forte (todas conhecidas como interações de calibre). A

única força fundamental que não pertence à este conjunto é a da gravitação. Um

grande esforço para incluı́-la foi dispensado pelos cientistas nos últimos anos, sem

conclusão final. A maior dificuldade encontrada para incluir a gravidade no modelo

padrão é a sua aparente incompatibilidade com a teoria quântica, pois aı́nda não se

conseguiu desenvolver uma teoria testável na qual a gravidade é quantizada. Isto é

devido à grande quantidade de energia necessária para realizar tal teste (o problema

da hierarquia gravitacional).

Vale ressaltar a importância de teorias unificatórias para uma compreensão mais

aprofundada dos fenômenos naturais. Quando combinam-se duas ou mais teorias, o

resultado é uma nova teoria que possua mais generalidade ( aplica-se a mais fenômenos)

e simplicidade. Além disso, o resultado deve apresentar a possibilidade de observação

de fenômenos novos. É o caso da teoria Eletromagnética, que explicou as carac-

terı́sticas ondulatórias da luz (incluindo sua velocidade) e previu a existência de outras

ondas de mesma natureza em uma vasta faixa de frequências . Este fato foi obser-

vado posteriormente através de experimentos realizados por Hertz. Da mesma forma,

a RG prevê o fenômeno de ondas gravitacionais, que são perturbações periódicas

transmissoras de energia que são causadas por deformações no espaço-tempo. Um

exemplo de tais fontes seria um sistema binário de estrelas.

De acordo com Pierre de Maupertuis, filósofo e matemático belga do século XVIII

e diretor da Faculdade de Ciências de Berlin, a natureza, na produção de seus efeitos,
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sempre age de maneira mais simples. Ele se inspirou nos trabalhos de Fermat, que

explicava os padrões de refração da luz pelo postulado de que esta deveria se propa-

gar entre dois pontos no menor tempo possı́vel. Concebeu assim o cálculo variacional

com base nos valores mı́nimos de uma função chamada ação. A ação de Maupertuis

era muito simples, dada pelo produto Matéria×Movimento×Espaço (da massa pela

velocidade e pela distância percorrida por um corpo) que hoje, generalizada, é vista

como a integral de uma função chamada Lagrangeana. Esta simplicidade possibilita

uma compreenção aprofundada das sutilezas inerentes às teorias. Um exemplo disso

é a teoria Newtoniana, que expõe de uma forma muito mais concisa e geral as leis

de Kepler (as quais são apenas casos particulares da teoria de Newton) e pode ser

derivada de princı́pios variacionais.

A motivação para se buscar uma teoria unificada é variada. Em relação à idéia de

Maupertuis, pode-se dizer que o intuito é descrever uma Lagrangeana que contenha

em sı́ todas as caracteristicas dos fenômenos observáveis possı́veis. Hoje em dia ex-

iste uma corrente de pensamento que afirma que o objetivo da ciência é chegar a uma

resposta final que explique todos os fenômenos perceptı́veis. A corrente contrária,

também muito difundida, diz que o projeto de unificação é uma ilusão, pois mesmo

que se chegue a tal teoria, não se pode provar sua veracidade. De acordo com essa

última corrente, poderiam existir várias destas teorias com cada uma partindo de ax-

iomas diferentes. A posição que se adota no presente trabalho é claramente aquela

que busca uma teoria unificada, pois pretende-se descrever todas as forças funda-

mentais em uma só teoria. Porém a teoria a ser apresentada não tem a pretenção

de ser última e acabada, mas sim passı́vel de constante revisão . Uma teoria que

unifica todas as forças está longe de ser a explicação final, uma vez que provavel-

mente aı́nda existirão inúmeros problemas inerentas à propria teoria, à sua aplicabil-

idade e à questão filosófica de certeza. De acordo com Poincaré [3], não se pode

provar a veracidade de uma teoria cientı́fica, apenas verificar suas limitações (que são

as discordâncias com a experiência). Neste sentido será impossı́vel dizer que uma

dada teoria é a explicação final da natureza.

A RG foi desenvolvida por Einstein em 1916 com o objetivo de descrever de maneira

satisfatória a interação gravitacional, de modo compatı́vel com a RE de 1905. Para

isso, ele usou a geometria Riemanniana como ferramental matemático no qual a teo-
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ria deveria ser fundamentada. Com o uso desta geometria, o espaço-tempo fı́sico a

ser estudado é uma variedade dotada de uma métrica, que fornece informações so-

bre a medida espacial e temporal realizada dentro da variedade, de modo intrı́nseco,

sem a necessidade de realizar nenhuma medida fora da mesma. As equações que de-

screvem a evolução da métrica (esta também conhecida, em geometria, como primeira

forma fundamental) a partir de uma dada distribuição de matéria são derivadas de

uma princı́pio variacional, no qual a ação é a integral de uma função, que é definida

em toda a variedade, e é chamada de Lagrangeana de Einstein-Hilbert, construı́da

com a curvatura escalar da variedade.

Ao longo dos anos, a RG conseguiu descrever fenômenos gravitacionais de maneira

satisfatória, pois explicou observações que não eram consistentes com a teoria New-

toniana da gravitação (como o desvio do periélio de mercúrio) e até recentemente

nenhuma evidência experimental direta permitiu descartá-la. Entretato em astrofı́sica

e cosmologia a teoria de Einstein não explica o movimento de estrelas em galáxias

espirais e nem a expansão acelerada do universo (são os problemas da matéria es-

cura e energia escura, respectivamente). Portanto, inúmeras tentativas de modificá-la

ou substituı́-la vêm sendo propostas. Isso se dá porque ela possui uma dificuldade de

se integrar com a mecânica quântica, bem como dificuldade em explicar a energia e

matéria escuras e o problema da hierarquia.

O presente trabalho propõe a modificação da teoria da gravitação de Einstein em

alguns aspectos com o objetivo de solucionar o problema da unificação. A modificação

sugerida leva em conta crı́ticas à geometria Riemanniana em sua formulação original

[4], feitas antes mesmo da RG existir.

Para compreender essas crı́ticas, basta notar que Riemann redefiniu o conceito

de variedade (este conceito já era usado por Kant como o conjunto de todas as

percepções objetivas) sem nenhuma referência à um espaço maior em que esta es-

teja contida, ou seja, em termos puramente intrı́nsecos. Disso resulta que a geometria

Riemanniana não tem meios para diferenciar localmente um plano de um cilindro, de

um cone ou de uma telha qualquer. Portanto, a formulação de Riemann da geome-

tria não leva em conta informações topológicas importantes, necessárias para a plena

compreensão das formas dos objetos que ela se propõe a descrever. A solução deste

complexo problema de geometria teve seu ápice com o teorema de Nash de 1956,

4



afirmando que para uma variedade Riemanniana qualquer, existe sempre uma outra

com dimensão superior em que aquela está imersa. O teorema usa condições menos

restitivas possı́veis à esta imersão (mais especificamente, impondo apenas a diferen-

ciabilidade da mesma). A idéia usada por Nash para provar o teorema é bem intuitiva:

toma-se uma imersão de uma variedade particular e aplica-se uma deformação (local)

nas direções das dimensões extras. Obtém-se assim uma outra variedade com uma

dada métrica qualquer.

Na imersão, aparecem outros objetos (além da métrica) que são necessários para

caracterizar completamente a variedade, conhecidos como segunda e terceira formas

fundamentais. Existe uma versão do teorema de Nash para as variedades usadas na

RG (chamadas variedades semi-Riemannianas).

O segundo capı́tulo desta disertação apresenta uma revisão histórica e conceitual

de geometria. O terceiro capı́tulo trata da imersão de variedades Riemannianas. Após

este capı́tulo, será feita uma descrição dos campos de calibre e do campo gravita-

cional. Será visto que estes campos permitem uma descrição geométrica, sendo que

o campo gravitacional define a métrica do espaço-tempo e os campos de calibre de-

terminam a conexão afim do espaço interno. Isso reforça a escolha de uma unificação

geométrica, concordando com a conjectura feita por Ne’eman, na qual as simetrias

de calibre do espaço interno teriam uma orı́gem fı́sica nas simetrias das dimensões

extras.

Será visto que as equações dos campos de calibre só fazem sentido em 4 di-

mensões. A RG não é uma teoria de calibre, portanto não possui esta limitação di-

mensional, podendo se propagar nas dimensões extras. Em face às crı́ticas (feitas

inclusive pelo próprio Riemann) quanto à ambiguidade da forma exata das variedades,

pode-se postular que o espaço-tempo é uma sub-variedade de uma espaço com di-

mensão maior que 4, no qual ele está imerso.

A descrição da imersão isométrica (através das formas fundamentais) resolve o

problema da forma exata da variedade espaço-temporal. Além disso, os conjuntos

abertos usados para assegurar a propriedade de ser o espaço-tempo um espaço

topológico (fato este já contido no paper original de Riemann de 1854, mas somente

esclarecido em 1931 por Whitehead e Veblen [5]), se extende ao espaço de imersão.

Isto significa que se a gravidade se propaga nas dimensões extras, então a topologia
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do espaço-tempo também possue extensão natural para além das 4 dimensões pos-

tuladas na RE. Isto assegura a possibilidade de que os campos gravitacionais possam

acessar continuamente as dimensões extras, dando origem à foliações do espaço de

imersão no qual cada folha é um espaço-tempo.

Desta forma, o teorema de Nash provê um forte embasamento matemático para

a imersão e aplica-se aos espaços-tempo quadridimensionais usados na relatividade

geral, que podem então ser imersos em uma variedade com dimensão superior. Va-

mos ver que isto também resolve o problema da hierarquia, uma vez que a constante

gravitacional Newtoniana G, que aparece na equação de Einstein não é mais uma

constante fundamental da natureza, pois sua dimensionalidade é adaptada à três

dimensões espaciais, isto sugere que esta seja modificada. Com o formalismo de

imersão justifica-se o uso de uma nova constante G∗, adaptável à solução do prob-

lema da hierarquia, que corresponda à escala de energia das demais interações.

Outras teorias admitem a existência de dimensões extras. Após o surgimento da

teoria de Kaluza-Klein, apareceram a Teoria de Cordas e a Teoria de Branas-Mundo

(que serão apresentadas - a primeira e a última - no capı́tulo 5). A teoria de Kaluza-

Klein admite que o princı́pio de Einstein-Hilbert vale para o espaço de maior dimensão,

obtém-se assim equações que descrevem tanto a gravidade quanto as outras forças

fundamentais da natureza (as interações de calibre). Isso seria suficiente para realizar

a unificação, porém em 1984 descobriu-se que a teoria de Kaluza-Klein contradiz cer-

tas observações, como a quiralidade dos férmions à baixas energias. Vale lembrar

que este problema surgiu porque se admitia uma topologia bem particular, na qual

as dimensões extras eram compactas. A Teoria de Cordas não guarda semelhanças

diretas com a Relatividade Geral, uma vêz que parte de outro princı́pio variacional (o

princı́pio de Nambu-Goto) para obter as equações de movimento. Por outro lado,

a teoria de branas-mundo usa a hipótese de imersão de variedades e o princı́pio

de Einstein-Hilbert, porém usa também uma condição de contorno conhecida como

Israel-Darmois-Lanczos, que não é consequência das outras hipóteses, mas decorre

do axioma de simetria de espelho, que tem sua motivação na teoria de cordas.

Na teoria a ser desenvolvida aqui ( apresentada no sexto capı́tulo), mostra-se que

somente com a hipótese de imersão e o princı́pio de Einstein-Hilbert, obtem-se uma

métrica semelhante à de Kaluza-Klein, porém, como a topologia é diferente, ela não
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contém os mesmos problemas da teoria original. Será visto que a terceira forma fun-

damental faz o papel de campo de calibre, que se transforma de acordo com o grupo

de rotações nas dimensões extras, respondendo à conjectura de Ne‘emam, de que

as simetrias das dimensões extras poderiam ser geradoras de simetrias internas que

descrevem as forças de calibre. A diferença principal em relação à teoria de Kaluza-

Klein é o surgimento do termo de interação envolvendo a segunda forma fundamental

do espaço-tempo, o qual faz o papel de campo intermediário entre a gravitação e os

campos de calibre.
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Capı́tulo 2

Fı́sica e Geometria

Riemann, tomando a medida como operação geométrica fundamental, mostrou a

necessidade de preceder toda a discução dos princı́pios de geometria pelo estudo

das variedades, suceptı́veis de serem medidas.

Élie Cartan

A idéia de que a geometria está intimamente ligada à descrição da natureza, foi

efetivada com o advento da Teoria da Relatividade Geral, aı́nda que esta associação

seja muito mais antiga. De fato, a própria palavra geometria já nos remete à uma

noção de medida pois seu significado vêm do grego e é a junção de dois radicais: geo

(terra) e metria (medida). Além da referência à medida, que é um conceito essencial

à fı́sica, este significado tem relação com o surgimento independente em várias cul-
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turas antigas de um conjunto prático de conhecimentos sobre comprimentos, áreas e

volumes, geralmente ligados à agricultura.

A descrição da realidade através da geometria também é muito antiga. Anaximan-

dro, discı́pulo de Tales, sugeriu que a Terra estivesse no centro do universo e esta

teria uma forma cilı́ndrica. Aristóteles descreveu uma teoria na qual os constituı́ntes

fundamentais da natureza eram formados por cinco elementos diferentes: terra, fogo,

ar, água e éter (este último era a matéria-prima do céu). À cada um desses ele-

mentos, Aristóteles associou um sólido platônico (ver figura 2.1), afirmando que aos

constituı́ntes fundamentais desses elementos correspondiam cada um à um sólido

platônico especı́fico.

Figura 2.1: Sólidos Platônicos como Elementos Fundamentais da Natureza.

Este trabalho tem como propósito reafirmar a união entre fı́sica e geometria de

forma que ela leve não só à descrição das interações fundamentais mas sim à uma

unificação das mesmas por meio da imersão. Estes tópicos serão, desta forma, de-

senvolvidos neste capı́tulo.

2.1 O Surgimento das Geometrias Não Euclideanas

O livro “Elementos” de Euclides (330-277 a.C.) é responsável pela sistematização de

todo o saber geométrico disponı́vel em sua época, reunindo proposições e demonstrações

tomadas das fontes mais diferentes e apresentando uma estrutura dedutiva.

No primeiro livro dos Elementos, Euclides fixa vinte e três definições, cinco postu-

lados (axiomas) e algumas noções comuns . Os postulados representavam verdades

9



“indubitáveis” (e estão esquematizados na figura 2.2 abaixo): I - pode-se levar uma

reta de qualquer ponto a qualquer outro ponto; II- uma reta finita pode ser prolongada

à vontade; III- pode-se traçar um cı́rculo de qualquer centro e raio; IV - todos os ângulos

retos são iguais; V - Se uma reta, encontrando outras duas retas, produz dois ângulos

internos localizados na mesma parte, menores do que dois ângulos retos, aquelas

retas, prolongadas ao infinito se encontram na mesma parte em que estão os ângulos

menores dessas duas retas.

Figura 2.2: Postulados de Euclides

Após definir os conceitos e axiomas, Euclides apresenta teoremas que constituem

a base do conhecimento geométrico da época, hoje conhecido como sistema Eu-

clideano. Este modelo de saber dedutivo influenciou o pensamento cientı́fico du-

rante séculos. Sendo os teoremas corretamente deduzidos a partir das proposições

primeiras (tidas como auto-evidentes), eles também pareciam como indubitavelmente

verdadeiros. Porém o conceito de evidência é algo muito subjetivo e desde a antigu-

idade o quinto postulado não fôra totalmente aceito como tal. Este postulado nos diz

que dada uma reta e um ponto fora dela existe no plano somente uma reta que passa

por este ponto e não intersecta a primeira reta , chamada de reta paralela (parte V
′

da figura 2.2 abaixo).

Esta proposição não é necessariamente verdadeira, podendo se mostrar falsa em

outras situações. De fato, se considerarmos os objetos limitados à uma área finita do

plano (como um cı́rculo), então podem existir infinitas retas que passam pelo ponto e

não intersectam a primeira reta ( ver figura 2.3 abaixo). Que tipo de intuição ou auto-

evidência permitiria dizer que este mesmo fato não ocorre quando o plano é ilimitado?

Estas considerações são suficientes para ilustrar o incômodo que o quinto pos-
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Figura 2.3: Contra-Exemplo ao Postulado de Euclides

tulado provocou nos pensadores gregos, árabes e renascentistas. Por não possuir

a simplicidade dos outros, este postulado se assemelha mais à um teorema, daı́ a

tentativa desses pensadores em demonstrá-lo a partir dos quatro anteriores.

Foi Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855) que percebeu a não demonstrabilidade do

quinto postulado e a possibilidade da existência de sistemas geométricos diferentes

do Euclidiano. Gauss não publicou suas idéias com medo das possı́veis reações neg-

ativas dos seus contemporâneos . Isto, contudo não impediu Lobachevski e Bolyai

de construirem, por volta de 1826, independentemente, uma geometria na qual o

quinto postulado não valeria mais. A nova geometria é conhecida como hiperbólica

e o quinto postulado é substituı́do pelo postulado que enunciava que não apenas uma

reta paralela passaria em um ponto exterior à uma dada reta, mas sim uma infinidade

delas. Poucos anos depois Bernhard Riemann (1826 - 1866) construı́ra um sistema

geométrico (antes da criação da teoria conhecida hoje como geometria Riemanniana)

no qual o axioma das paralelas era substituido pelo axioma (de Riemann), no qual

“duas retas quaisquer têm pelo menos um ponto em comum”. Para se ter uma idéia

de tal geometria (chamada de elı́ptica), basta tomar o modelo de uma esfera em que

as reta são representadas por cı́rculos máximos. Não é possı́vel obter duas retas que

não se encontrem. Os teoremas Euclideanos também deixam de ser todos válidos.

Por exemplo, a soma dos ângulos internos de um triângulo deixa de ser exatamente

180o para ser um valor maior que este no caso elı́ptico (ver figura 2.4). Existem também

modelos para o espaço hiperbólico, como a pseudo esfera (desenhada na figura 2.4)

e a sela de cavalo, onde todos os triângulos possuem ângulos internos cuja soma é

inferior à 180o.

Com o desenvolvimento das geometrias não Euclideanas fica evidente que os ax-

iomas são uma questão de escolha, e não uma verdade imposta pela natureza. Assim,
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Figura 2.4: Soma dos Ângulos internos de triângulos em espaços não Euclideanos

surge a distinção entre geometria matemática e geometria fı́sica: a primeira apresenta

suas premissas sem nenhuma ambição em relacioná-las com os objetos do mundo,

enquanto a segunda se mostra como um ramo da fı́sica e procura traduzir aspectos

da experiência sensı́vel, com particular destaque à experiência espacial.

A questão da geometria fı́sica foi investigada por Gauss, em seu trabalho [6], no

qual propôe a medida da distância entre três montes, com o intuito de demonstrar a

natureza do espaço fı́sico: se hiperbólica, elı́ptica ou Euclideana. Isso poderia ser

verificado ao se calcular a soma dos ângulos internos do triângulo cujas extremidades

são os picos dos montes e compará-los com o ângulo de 180o.

A partir de 1816 Gauss fez um levantamento de agrimensura de certas áreas da

Alemanha e percebeu que para se calcular áreas, ângulos e comprimentos de su-

perfı́cies não era necessário fazer nenhuma referência ao espaço tridimensional no

qual esta estaria imersa. Suas pesquisas relacionadas a este assunto (propriedades

matemáticas das superfı́cies imersas no espaço Euclideano tridimensional) são o que

hoje é conhecido como Geometria Diferencial Clássica de Superfı́cies.

O estudo de superfı́cies imersas no espaço Euclideano IR3 (SIE) é de fundamental

importância para a plena compreensão da Geometria Diferencial [7]. Isto também

se dá no estudo da evolução história desta disciplina, uma vez que Gauss e seus

antecessores estudavam as superfı́cies como objetos bidimensionais pertencentes à

um espaço euclidiano tridimensional, o IR3. Em cada ponto q da superfı́cie S existe

um plano tangente TqS e o produto interno < ·, · > neste plano fornece uma aplicação

g : TqS × TqS → IR , g(u, v) =< u, v >

denominada métrica, ou primeira forma fundamental. Se vµ(µ = 1, 2) é uma base
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de TqS usa-se a seguinte notação: gµν = g(vµ, vν). Com este objeto, obtido intrin-

secamente (calculado somente com instrumentos de medida localizados na própria

superfı́cie) é possı́vel calcular quantidades que não dependem da maneira em que a

superfı́cie está imersa no IR3, tais como áreas de regiões da superfı́cie encerradas

por uma curva simples, comprimentos de curvas cujo traço esteja contido na mesma,

ângulo entre duas curvas na superfı́cie, etc.

A contribuição de Gauss consiste na prova de que existe uma quantidade (hoje

denominada curvatura Gaussiana) que depende somente da métrica, fato este visto

como contraintuitivo, uma vêz que esta quantidade é construı́da com objetos extrı́nsecos

(somente depois é que Gauss mostrou que esta é expressa em termos envolvendo

somente a métrica, fornecendo uma relação matemática que prova a afirmação - vide

fórmula (3.21) a ser derivada logo mais).

Para entender melhor como construir a curvatura Gaussiana, observa-se que dado

um ponto q da superfı́cie S, pode-se associar um vetor normal N , que é perpendicular

ao plano tangente TqS, calculável através do produto exterior v1×v2
|v1×v2| = N ,onde v1 e

v2 são vetores não proporcionais que geram o espaço tangente à S. Uma maneira de

calcular a curvatura Gaussiana é quantificar a maneira na qual o vetor normal varia na

direção de cada vetor tangente à superfı́cie (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Variação da Normal em relação à uma curva α(t)

Ao se considerar a intersecção do plano formado por um vetor tangente e a normal

com a superfı́cie, obtemos uma curva chamada de secção normal na direção tangente

considerada (figura 2.6).

A curvatura direcional associada à cada direção tangente é medida pelo inverso

do raio da circunferência que possua maior contato com a secção normal no ponto q

considerado (k = 1
R

, ver figura 2.7).

É creditado à Euler a descoberta de que existem duas direções em que esta quan-
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Figura 2.6: Secção Normal

Figura 2.7: Circunferência de maior contato

tidade é extrema, estas chamadas de direções principais, as curvaturas associados

são chamadas de principais e denotadas por k1 e k2. A curvatura Gaussiana K é o

produto das curvaturas principais, K = k1k2 e a curvatura média H é a metade da

soma das curvaturas principais, H = k1+k2
2

. O conhecimento das duas quantidades K

e H permite a recuperação das quantidades k1 e k2 através da solução da equação

de segundo grau x2− 2Hx+K = 0. Portanto, é necessario o conhecimento de ambas

as curvaturas, média e Gaussiana, para obter a forma local de uma superfı́cie. Basta

que pelo menos uma das duas curvaturas principais se anule para que a curvatura

Gaussiana seja nula.

Gauss descobriu que, apesar de K ser definido com o uso do vetor normal (com

referência ao espaço de imersão IR3), este poderia ser expresso apenas com o uso da

métrica, atribuindo um caráter intrı́nseco à quantidade K. Este é o resultado principal
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do seu famoso Teorema Egregium [6] e será provado adiante, na fórmula (3.21).

Do ponto de vista computacional, pode-se calcular a curvatura Gaussiana e média

com o uso da 2a forma fundamental [8]. Para um ponto q da superfı́cie e um vetor

tangente à este ponto que aponte para a direção µ, deriva-se a normalN nesta direção

e obtem-se assim um vetor N,µ pertencente ao espaço tangente. A projeção deste

vetor em um outro vetor tangente vj, feita atraves do produto interno cartesiano define

a aplicação bilinear k : TqS × TqS → IR dada por k(vµ, vν) = − < N,µ, vν >, chamada

segunda forma fundamental. Denota-se kµν = k(vµ, vν). Esta aplicação induz uma

transformação linear no espaço tangente (que associa vµ à N,µ) com as seguintes

propriedades (que não dependem de escolha de uma base no espaço tangente): os

autovalores são precisamente as curvaturas principais, o determinante é a curvatura

Gaussiana e a metade do traço é a curvatura média. É importante notar que a segunda

forma é uma quantidade que depende do vetor normal e, portanto, extrı́nseca (apesar

de seu determinante ser intrı́nseco).

Uma transformação Φ que leva uma superfı́cie em outra é dita isométrica se ela

preserva distância medidas dentro de tais superfı́cies. Um vez que as distância não

mudam, os coeficientes da métrica em um dado sistema de coordenadas para uma su-

perfı́cie têm que ser o mesmo no sistema de coordenadas induzido por Φ na outra su-

perfı́cie. Como estes coeficientes não mudam e a curvatura Gaussiana só depende da

métrica, superfı́cies isométricas possuem necessariamente a mesma curvatura Gaus-

siana. O Teorema Egregium garante então que o conhecimento da primeira forma fun-

damental (a métrica) determina a superfı́cie a menos de isometrias (transformações

que preservam distâncias intrı́nsecas entre pontos na superfı́cie). O problema é que

esta classe de isomerias é muito grande.

Considere um plano. É evidente que o mesmo tem curvatura Gaussiana nula, pois

o vetor normal não muda quando o mesmo é deslocado em qualquer direção do plano.

Se este plano for uma folha de papel, por exemplo, pode-se deformá-lo sem esticá-

lo. Qualquer uma destas deformações manteria constante a distância de uma curva

desenhada nesta folha, portanto a curvatura Gaussiana desta classe de superfı́cies é

nula. Exemplos de tais superfı́cies são o cilindro, o cone e a telha (figura 2.8). Nessas

figuras existe uma direção principal na qual a normal não muda, o que confirma o

fato de terem estas superfı́cies curvatura Gaussiana nula. O que diferencia estas três
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figuras é a curvatura média (que no caso do plano também é nula, mas nesses casos

não).

(a) Cilı́ndro (b) Cone

(c) Telha

Figura 2.8: Superfı́cies planas isométricas

Antes de terminar esta secção, vamos falar um pouco sobre geometria de cur-

vas imersas no espaço tridimensional. Uma curva é convenientemente descrita por

uma aplicação ~α : IR → IR3 parametrizada pelo comprimento de arco (s). A derivada

de ~α(s) é um vetor que aponta na direção tangente ~t(s) (portanto ~α
′
(s) = ~t(s)). A

derivada deste vetor tangente aponta na direção normal e pode-se fazer com que o

seu módulo se torne unitário e obter o vetor normal ~n(s). O coeficiente de propor-

cionalidade entre estes vetores é denominado k(s) (portanto ~t ′(s) = k(s)~n(s)) é uma

medida da curvatura, pois o inverso de seu valor indica o raio da circunferência de

maior contato com o traço desta curva. Os vetores tangente e normal estão contidos

no plano osculador e seu produto vetorial gera um vetor que pode ser unitarizado e é

chamado de vetor bi-normal ~b(s). O coeficiente de proporcionalidade entre a derivada

do vetor binormal e o vetor tangente, τ(s) (portanto ~b ′(s) = τ(s)~t(s)) é um indicador

da mudança do plano osculador e é chamado de torção. As fórmulas que resumem

estas observações são chamadas de equações de Frenet [9]:

t
′
= kn (2.1)

n
′
= −kt− τb
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b
′
= τn

Para exemplificar, considere a hélice da figura 2.9 abaixo, de raio a e distância

periódica vertical de comprimento b. O vetor tangente ~α
′ está desenhado. O vetor

normal aponta sempre para o cento. Juntos, eles formam uma base para o plano

osculador. O vetor binormal é perpendicular à este plano. A curvatura, sendo o inverso

do raio de maior contato com a curva é dada por k = 1
a
, e a torção é igual à distância

periódica vertical de τ = b. Isso concorda com a noção intuitiva de torção, pois quanto

maior esta quantidade, mais torcida será a curva e mais ela se afastará do plano xy.

Figura 2.9: Hélice

Além da curvatura Gaussiana, outra quantidade intrı́nseca importante das superfı́cies

é a exisências de várias curvas chamadas de geodésicas, as quais minimizam a

distância entre dois pontos, análogas às retas do espaço Euclideano. A partir de

três pontos pode-se construir um triângulo geodésico T . Gauss obteve a fórmula

3∑
i=1

ϕi − π =

∫ ∫
T

Kdσ

que relaciona a soma dos ângulos internos ϕi deste triângulo com a curvatura

Gaussiana (Gauss não chegou a demonstrá-lo, o que foi feito por Bonet, e é conhecido

hoje como teorema de Gauss-Bonet ). Esta fórmula pode ser interpretada com a

afirmação de que o excesso da soma dos ângulos internos de um triângulo geodésico

T em relação à π é igual à integral da curvatura gaussiana K sobre T . Eis então

um ferramental matemático que permite determinar de forma concisa a natureza do
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espaço, possı́velmente revelada por medidas experimentais.

Em 1854 Riemann almejava uma posição de conferencista em Göttingen, e en-

tregou três propostas, das quais Gauss escolheu para Riemann a terceira, “Sobre as

Hipóteses que Formam os Fundamentos da Geometria” , no qual Riemann propunha

a adoção de uma geometria puramente intrı́seca, generalizável para qualquer número

de dimensões. Na realidade, este trabalho é o fundamento do que hoje se conhece

como geometria Riemanniana, que no fundo, é uma tentativa de extender os resulta-

dos de Gauss para um número arbitrário de dimensões.

2.2 Geometria Riemanniana

Riemann lançou os fundamentos do que é hoje conhecido como geometria Riemanni-

ana, cujo estudo foi posteriormente detalhado e expandido por personalidades como

Christoffel, Levi-Civita e Cartan. Os conceitos básicos desta geometria são a var-

iedade V e a métrica desta, g . A variedade representa um espaço formado por um

conjunto de pontos, sendo que para cada ponto é possı́vel encontrar uma vizinhança

que permita uma parametrização por algum sistema de coordenadas. E cada ponto

q pode-se definir o espaço tangente TqV , e um produto interno para cada um desses

pontos é chamada métrica, denotada por g, ou seja g : TqV × TqV → IR bilinear

e simétrica nos argumentos. A definição precisa de Variedade Riemanniana pode

ser encontrada em qualquer manual sobre o assunto, por exemplo [7]. Geralmente

especifica-se o número de dimensão da variedade a ser estudada (sendo a mesma

definida como o número mı́nimo de funções coordenadas independentes necessárias

para parametrizar qualquer vizinhança ).

Em SIE não tinhamos dificuldades em definir os vetores do espaço tangente, uma

vez que eles eram vetores que pertenciam ao espaço de imersão IR3. Mas em Ge-

ometria Riemanniana não temos esta referência ao espaço maior em que a variedade

esteja imersa. É necessário obter um espaço vetorial intrı́nseco associado ao espaço

tangente da variedade, sem fazer referência a nenhum espaço maior em que esta

variedade esteja imersa. Isto pode ser superado se considerarmos um sistema de

coordenadas xµ e notarmos que uma base eµ adequada para o espaço tangente é a
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base formada delas derivadas direcionais1 eµ = ∂µ e a métrica passa a ser um produto

interno positivo definido e não degenerado neste espaço vetorial de operadores difer-

enciais. Assim, a noção intuitiva de espaço tangente como sendo um vetor que aponta

na direção considerada é estabelecida intrinsecamente (ver figura 2.10), represen-

tando uma grande mudança conceitual com relação às SIE, que destaca a motivação

de Riemann de se definir tudo intrinsecamente.

Figura 2.10: Coordenadas em uma Variedade

Se o produto interno não for positivo definido, obtém-se uma variedade semi-

Riemanniana (estas são usadas na RG e têm dimensão 4, são chamadas de espaço-

tempo quando solução das equações de Einstein, que será vista no capı́tulo 4).

Dado um sistema de coordenadas (xµ) , denota-se os coeficientes da métrica neste

sistema por gµν = g(eµ, eν). O espaço vetorial dual ao espaço tangente {eν} é o espaço

das 1-formas {dxµ} ( ou {eµ} ), pois dxα aplicado em ∂β é dxα(∂β) = δαβ , mas esta

associação não é natural 2. Para obter um isomorfismo natural, usa-se a métrica,

que por ser não degenerada, fornece um tal isomorfismo (não depende do sistema

de coordenadas) entre o espaço tangente e seu espaço dual, o cotangente, dado por

eµ → gµνdx
ν . O isomorfismo inverso é dado por dxµ → gµνeν , onde a matriz gµν é

a matriz inversa de gµν . Vamos ver que muitas quantidades que qualificam aspectos

impotantes da variedade, como sua curvatura, são tensores, obtidos ao se considerar

o produto tensorial3 ⊗ de vetores eµ = ∂µ do espaço tangente e de vetores eν = dxν

do espaço cotangente. Assim, um tensor geral T pode ser escrito como (a notação

de Einstein é usada no decorrer da dissertação e significa que ı́ndices que aparecem

1A definição de derivada direcional de f na direção eµ é eµ[f ] = ∂f
∂xµ = ∂µf , onde ∂µ é a notação

compacta para o operador ∂
∂xµ

2O isomorfismo ∂µ → dxµ depende do sistema de coordenadas
3O produto tensorial de dois espaços vetoriais de bases b1, .., bm e c1, .., cn é um outro espaço veto-

rial, cuja base podem ser denotada b1 ⊗ c1, .., bm ⊗ cn. Este espaço vetorial tem dimensão dada pelo
produto das dimensões dos espaços que o originaram: m× n
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repetidos estão sendo somados):

T = Tαβ..γµν..λeα ⊗ eβ ⊗ ..⊗ eγ ⊗ e
µ ⊗ eν ⊗ ..⊗ eλ (2.2)

As funções Tαβ..γµν..λ são chamadas de coeficientes do tensor T na base de coorde-

nadas4. Dependendo das simetrias dos ı́ndices, pode-se ter tipos muito especiais de

tensores. Um tensor muito importante é o tensor n-forma, que é formado pelo pro-

duto tensorial de vetores do espaço cotangente, e são antissimétricas sobre qualquer

permutação de dois ı́ndices adjacentes. Com o auxı́lio das formas fundamentais e

de operadores convenientes que atuam neste espaço é possı́vel descrever geomet-

ricamente a mecânica clássica , a termodinâmica, a mecânica quântica, a teoria de

Yang-Mills, a Geometria Riemanniana, e muitas outras disciplinas estudadas em fı́sica

[10].

Num espaço Euclideano sabemos que se um dado vetor aponta numa certa direção

ele continuará a apontar para a mesma direção caso desloquemos sua origem através

de uma curva qualquer. Existe portanto um isomorfismo natural entre os espaços ve-

toriais de pontos diferentes. No caso de uma variedade arbitrária tal isomorfismo não

existe. Vamos exemplificar com um caso em que a variedade é uma esfera. Se o

ponto inicial é (θ = π/2, φ = 0) e o vetor aponta para o polo norte, uma maneira

intuitiva de transportá-lo até o polo norte pelo meridiano (φ = 0) mudando “minima-

mente“ seria o considerado na figura 2.11. Intuitivamente para um observador que

perceba somente o mundo esférico esta seria a maneira de transportá-lo mudando-o

minimamente possı́vel (ou em termos técnicos, fazendo um transporte paralelo). Ao

se escolher outro caminho, como por exemplo, uma composição de uma viagem pelo

equador de φ = 0 até φ = π/2 seguida de uma viagem pelo meridiano deste ponto

até o pólo norte, o resultado do transporte paralelo do mesmo vetor através deste

outro caminho resulta num vetor final diferente. Isto indica que para uma variedade

4Sendo T um objeto geométrico, não depende do sistema de coordenadas. De fato, se xµ̄ é um
outro sistema de coordenadas, existirão funções inversı́veis xµ(xν̄) que transformam as coordenadas
do novo sistema nas do antigo. A base do espaço cotangente se transformará de acordo com o ja-
cobiano da transformação (e por isso seus ı́ndices são chamados de covariantes): dxµ = ∂xµ

∂xν̄ dx
ν̄ e

sendo a base do espaço tangente escolhida de forma dxµeν = δµν , os vetores do espaço tangente se
transformam com o o inverso do Jacobiano da transformação (por isso seus ı́ndices são chamados de
contravariantes). Portanto, substituindo as tranformações das bases na representação tensorial 2.2, os
coeficientes do tensor no novo sistema de coordenadas se relacionam com os do antigo da seguinte
maneira: T ᾱ..γ̄

µ̄..λ̄
= ∂xᾱ

∂xβ
..∂x

γ̄

∂xδ
∂xν

∂xµ̄ ..
∂xρ

∂xλ̄
T β..δν..ρ
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genérica não existe um isomorfismo natural entre vetores tangentes pertencentes à

pontos diferentes. Veremos adiante que isto é um efeito da curvatura não trivial desta

variedade.

Figura 2.11: Exemplo de transporte paralelo na esfera

Fica claro que precisamos obter uma regra matemática que, especificados dois

pontos e um caminho que una estes, forneça um isomorfismo entre os espaços tan-

gentes à estes pontos. Isto esclareceria o problema de encontrar um vetor numa

extremidade de um caminho sendo que só sabemos o seu valor numa outra extrem-

idade. Tal regra é chamada de transporte paralelo de vetores através de uma dada

curva (figura 2.12).

Figura 2.12: Transporte paralelo

Iremos mostrar que a existência de um transporte paralelo é equivalente à ex-

istência de uma conexão, a qual pode ser pensada como o análogo diferencial do

transporte paralelo. De fato, a conexão é um operador diferencial ∇ que, utilizando

o vetor W = W µeµ, fornece o operador derivada covariante na direção W , denotado

por ∇W . Assim, a derivada covariante ∇ de um campo vetorial u (um campo vetorial

é uma aplicação que associa à cada ponto q da variedade um vetor u(q) do espaço

tangente à este ponto) na direção do vetor v é denotada por por∇v(u) é definida pelas
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seguintes propriedades para qualisquer vetores v campos vetoriais u e w e funções

escalares f e g:

1. ∇v(u) é algebricamente linear em v, ou seja: ∇fv+gw(u) = f∇v(u) + g∇w(u)

2. ∇v(u) é distributivo em u, ou seja: ∇v(u+ w) = ∇v(u) +∇v(w)

3. ∇v(u) obedece a regra do produto ∇v(fu) = f∇v(u) + u∂vf

Quando ∇ν é aplicada à um vetor qualquer, o objeto restante continua sendo um

vetor, portanto quando aplicada à um vetor da base de coordenadas eµ, o resultado

pode ser expresso como uma combinação linear dos vetores da base , ∇νeµ = Γλµνeλ,

onde Γλµν são os coeficientes de conexão na base eµ de coordenadas5. Um campo

vetorial sobre uma curva é dito ser transportado paralelamente àquela curva se a sua

derivada covariante na direção tangente à curva é nula em todos os pontos da mesma.

Uma vez que a derivada covariante é um operador diferencial de primeira ordem, dado

um vetor V em um ponto, para transporta-lo paralelamente através de uma curva α

basta resolver a equação ∇α′V = 0, que junto com a condição inicial (o vetor V no

ponto inicial) pode ser resolvida unicamente. Para exemplificar, vamos pegar uma

curva coordenada, ou seja, uma curva em que o vetor tangente é algum vetor da

base de coordenadas eν . Escrevendo o vetor V na base de coordenadas {eµ}, temos

V = V µeµ e então

∇νV = ∇ν(V
µeµ) = ((∇νV

µ)eµ + V µ∇νeµ) = (V λ
,ν + V µΓλµν)eλ

Denotando V λ
;ν como o componente de ∇νV na base {eλ}, ou seja , (V λ

;ν )eλ =

(∇νV )λeλ, teremos que6

V λ
;µ = V λ

,µ + ΓλµνV
ν (2.3)

5Pode-se definir derivadas covariantes para tensores aplicando a regra de Leibniz para o produto
tensorial e demandando que a derivada covariante de um tensor seja um tensor de mesma natureza,
e para escalares usando a derivada parcial usual. Aplicando ∇λ em δαβ = eβ(dxα), obtém-se ∇λdxµ =

−Γλµνdx
ν . Com as fórmulas obtidas para a derivada covariante de escalares, vetores tangentes e

cotangentes, é possı́vel obter através da regra de Leibniz a fórmula geral para a derivada covariante de
qualquer tensor

6A fórmula 2.3 pode se generalizada para qualquer componente Tα..γµ..λ de um tensor arbitrário.
Usando a definição de derivada covariante, chega-se a seguinte fórmula geral para as componentes:
Tα..γµ..ρ;λ = Tα..γµ..ρ,λ + ΓαβλT

β..γ
µ..ρ + .. + ΓγδλT

α..δ
µ..ρ − ΓνµλT

α..γ
ν..ρ − .. − ΓσρλT

α..γ
µ..σ. Porém só faz

sentido se a quantidade Tα..γµ..λ for o coeficiente de um tensor. Isso pode ser verificado fazendo uma
transformação de coordenadas e notar que esta quantidade se transforma como os coeficientes de um
tensor do respectivo tipo.
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portanto igualando a equação acima à zero, obtêm-se uma fórmula que pode ser

resolvida unicamente para V λ, dado o valor desta função num ponto. Uma dada regra

equivale portanto à um transporte paralelo na curva coordenada. Reciprocamene, um

transporte paralelo para V ao longo da curva coordenada fornece uma solução única

para os sı́mbolos de Christoffel.

Uma geodésica é uma curva cujo vetor tangente é transportado paralelamente à

sı́ mesmo. Assim, dado um ponto e um vetor tangente, pode-se construir uma única

geodésica que possua este vetor como o seu vetor tangente neste ponto.

Existem vários tipos de conexões que se pode atribuir à uma variedade. Na

concepção de Riemann, a conexão deveria ser obtida unicamente a partir da métrica.

Ele exigiu isto porque queria que todas as quantidades geométricas relevantes depen-

dessem apenas das medidas feitas dentro da própria variedade. Isso é feito exigindo-

se que o produto escalar de dois vetores em um ponto tenha o mesmo valor se estes

forem transportados paralelamente para um outro ponto qualquer (ou seja, a medida

de quandidades transportadas paralelamente permanecem a mesma), fornecendo um

critério preciso para a frase “ transportar um vetor mudando-o minimamente” utilizada

acima. Em termos de conexão, isto equivale a dizer que a métrica (a medida) é trans-

portada paralelamente. Ou seja:

gµν;λ = gµν,λ − Γαµλgαν − Γαλνgµα = 0

Subtraı́ndo da equação acima duas equação semelhantes , porém utilizando a

segunda e terceira permutação cı́clica dos coeficientes (µνλ), resulta

(Γλµν + Γλνµ)gλδ = gδµ,ν + gδν,µ − gµν,δ

Para que os coeficientes de conexão sejam completamente determinados pela

métrica, basta exigir que sejam simétricos nos ı́ndices µν e fazer uso da métrica in-

versa e isolar o coeficiente de conexãa. Com esta exigência, chamada de condição

de simetria, os coeficientes de conexão são dados por

Γλµν =
1

2
gλσ(gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ) (2.4)
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e são chamados de sı́mbolos de Christofel7 e a conexão métrica é chamada de

Levi-Civita.

Dado um ponto da variedade, pode-se utilizar um sistema de coordenadas chamado

de geodésico (ou normal), no qual os vetores tagentes da base são os vetores tan-

gentes à geodésica considerada. Como estes são transportados paralelamente à sı́

mesmos, os coeficientes de Christoffel são nulos neste ponto.

O próximo passo é uma definição de curvatura para a variedade. Observando a

esfera da figura 2.13 , pode-se notar que dado um vetor inicial no ponto q que aponte

para o sul, transpotando-o paralelamente atravéz de um loop começando pelo ponto

P em direção ao leste, o vetor que retorna ao ponto q não é mais o mesmo, pois após

percorrer o loop ele aponta para o leste. Isso se dá pela presença da curvatura na

variedade.

Figura 2.13: Curvatura na esfera

Intuitivamente, para o cálculo da curvatura numa variedade geral, pode-se consid-

erar o paralelogramo infinitesimal formado pelos vetores eµ e eν 2.14.

Figura 2.14: Paralelogramo de Riemann

Tome um vetor eσ e transporte-o paralelamente, fazendo um loop no paralelo-

gramo. O novo vetor é o resultado da aplicação do operador de curvatura R(eµ, eν)

7Note que sobre uma tranformação de coordenadas estes coeficientes não se transformam como
um tensor
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(que contém os vetores do paralelogramo como argumento) ao vetor eσ e sua compo-

nente lambda é o tensor de Riemman Rλ
σµν . Uma análise da situação descrita acima

fornece uma fórmula explicita para o tensor de Riemann em termos dos sı́mbolos de

Christoffel.

Rρ
σµν = Γρσν,µ − Γρσµ,ν + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ

Este tensor generaliza a curvatura Gaussiana e a fórmula obtida coincide com a

de Gauss para o caso bidimensional.

Uma maneira análoga de se consider o tensor de curvatura é transportar parale-

lamente um vetor de componentes vµ através de dois lados de um paralelogramo ,

depois transportá-lo pelos lados opostos e comparar a diferença entre os tensores as-

sim obtidos. Infinitesimalmente, queremos obter vµ;νγ − vµ;γν . O resultado é conhecido

como identidade de Ricci8

vµ;νγ − vµ;γν = vλR
λ
µνγ (2.5)

O operador de curvatura pode ser pensado abstratamente (sem o uso de ı́ndices e

de referência às coordenadas) como um operador definido pelo comutador de derivadas

covariantes

R(eµ, eν) = [∇µ,∇ν ] (2.6)

É importante ressaltar que Riemann distinguia a existência de uma espaço básico

da métrica deste espaço, justamente pelo fato de a métrica ser relacionada à medida.

Como diz Mário Schemberg [12]: “A geometria de Euclides era uma geometria métrica,

mas Riemann introduziu uma geometria métrica mais generalizada. Achava que a

existência do espaço era uma coisa e a existência da métrica, da medida, era outra.

Segundo Riemann, a métrica resultaria da matéria e das forças entre as partı́culas

materiais”.

A geomeria de Riemann é muito geral e contém os espaços hiperbólicos e elı́pticos

como subcasos, fornecendo portanto um ferramental matemático poderoso para es-

8 Observamos que vµ;νγ = ∂γvµ;ν − vλ;νΓλµγ − vµ;λΓλνγ e que vµ;ν = vµ,ν − vλΓλµν . Substituı́ndo estas
fórmulas na expresão desejada, obtemos o resultado.
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tudar os tipos de espaços possı́veis para o nosso mundo. Einstein percebeu este

fato e firmou a idéia de que é possı́vel descrever a geometria fı́sica com esta técnica

puramente intrı́nseca. Veremos a partir do quinto capı́tulo que é possı́vel considerar

também efeitos da geometria extrı́nseca no nosso mundo quadridimensional.

Até o final do capı́tulo será derivado um conjunto de fórmulas bem conhecido em

Geometria Riemanniana.

O tensor de Riemann possui várias simetrias. Uma maneira de obtê-las é escrever

explicitamente o tensor de Riemann

Rλµνκ =
1

2
∂κ(gλσg

σρ{gρµ,ν + gρν,µ − gµν,ρ})−
1

2
gλσ∂ν(g

σρ{gρµ,κ + gρκ,µ − gµκ,ρ})

+gλσ{ΓηµνΓσκη − ΓηµκΓ
σ
νη}

Usando a relação gλσgσρ,κ = −gσρgλσ,κ = −gσρ(Γηκλgησ + Γηκσgηλ) obtemos:

Rλµνκ =
1

2
[gλν,κµ − gµν,κλ − gλκ,νµ + gµκ,νλ] + gησ[ΓηνλΓ

σ
µκ − ΓηκλΓ

σ
µν ] (2.7)

Com esta equação (2.7), fica fácil de ver as propriedades algébricas do tensor de

curvatura:

Simetria:

Rλµνκ = Rνκλµ (2.8)

Antissimetria:

Rλµνκ = −Rµλνκ = −Rλµκν = +Rµλκν (2.9)

Ciclicidade:

Rλµνκ +Rλκµν +Rλνκµ = 0 (2.10)

Esta última expressão é chamada também de primeira identidade de Bianchi. Para

derivar a segunda identidade de Bianchi, basta considerar a equação (2.7) num sis-
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tema de coordenadas geodésico e derivá-la com relação à η:

Rλµνκ;η =
1

2

∂

∂xη
(gλν,κµ − gµν,κλ − gλκ,µν + gµκ,νλ)

Permutando ciclicamente (ν, κ, η) obtemos a segunda identidade de Bianchi:

Rλµνκ;η +Rλµην;κ +Rλµκη;ν = 0 (2.11)

Apenas para tı́tulo de esclarecimento, pois no decorrer da dissertação iremos usar

uma base {ẽµ} para o espaço tangente que não provém de um sistema de coorde-

nadas com o intuito de simplificar os cálculos do tensor de curvatura, em tal sistema a

expresão para os sı́mbolos de Christoffel e para o tensor de Riemann é mais geral.

Γρµν =
1

2
gρσ(gνσ,µ + gµσ,ν − gµν,σ − cλµσgνλ − cλνσgµλ) +

1

2
cρµν

R α
µβν = cλµβΓαλν − Γαβν,µ + Γαµν,β − ΓαµλΓ

λ
βν + ΓαβνΓ

λ
µν

As funções cλµν são os coeficients de comutação9 e são definidas por [ẽµ, ẽν ] =

cλµν ẽλ. No caso de uma base provinda de um sistema de coordenadas, estes coefi-

cientes se anulam [11] e recupera-se as fórmulas obtidas anteriormente.

9A comutação, ou o parênteses de Lie entre dois vetores arbitrários é definida por [u, v] =
[uµ∂µ, v

ν∂ν ] = uµ∂µ(vν∂ν) − vν∂ν(uµ∂µ) é um outro vetor. Calcular esta quantidade resulta [u, v] =
(uνvµ,ν − vνuµ,ν)∂µ
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Capı́tulo 3

Geometria Riemanniana Imersa

..superfı́cies arbritárias cônicas e cilı́ndricas contam como equivalentes à um plano..

B. Riemann

Existe uma classe muito grande de objetos caracterizados pela mesma métrica (ou

por uma transformação de coordenadas na qual os mesmos coeficientes da métrica

são iguais), que porém diferenciam-se em quantidades extrinsecas, não consideradas

por Riemann. Neste sentido, para a geometria Riemanniana não existe diferença lo-

cal entre um cilindro, um cone1 e um plano, pois são superfı́cies que possuem uma

transformação isométrica que leva uma na outra .

Para resolver esta indeterminação, L. Schlaefli [13] conjecturou que este problema

1O cone é considerado variedade as se retirar o vértice, cujo plano tagente não é bem definido
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poderia ser resolvido ao se admitir que qualquer variedade Riemanniana Vn de di-

mensão n e métrica gµν seja imersa isométricamente em uma outra variedade maior

VD (D > n) com métrica GAB. A formulação matematica para esta conjectura é predi-

zer a existência de uma função de imersão isométrica, X : Vn → VD tal que, se XA é a

função X expressa num sistema de coordenadas de VD, então o produto interno dos

vetores tangentes XA
‖µ em VD satisfaz a condição de isometria2

GABX
A
‖µX

B
‖ν = gµν (3.1)

Assim como a métrica, pode-se definir uma segunda forma fundamental e uma

terceira forma fundamental de maneira análoga às SIE, com o uso de D − n vetores

normais Na escolhidos de forma a serem ontonormais, ou seja: .

GABX
A
‖µN

B
a = 0 (3.2)

GABN
A
a N

B
b = δab (3.3)

Estas três últimas equações (3.1), (3.2) e (3.3) caracterizam de modo mais com-

pleto a geometria de Riemann, que leva em conta apenas a primeira forma, já que

agora podemos distinguir a forma local de duas variedades com mesma métrica. A

figura a seguir ilustra a função de imersão X:

Figura 3.1: Função de Imersão

A segunda forma fundamental e a terceira forma fundamental (denotada por A) da

imersão precedente pode ser escrita em componetes como

kµνa = −XA
µN

A
a‖νGAB Aµab = NA

a‖µN
B
b GAB (3.4)

2Aqui ‖ significa a derivada covariante com respeito à mérica do espaço de imersão
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Posteriormente será dada uma interpretação para essas quantidades. Por en-

quanto basta dizer que elas já foram definidas para uma variedade unidimensional

imersa no IR3 (vide equações de Frenet (2.1) da página 16), onde fica claro que k é

o produto interno da derivada da normal com o vetor tangente e τ é o produto interno

do vetor binormal na direção normal. Com os trabalhos de Cartan [14], Janet [15] e

Burstin [16], ficou provada a conjectura de Schlaefli de que dada uma variedade Rie-

manniana é sempre possı́vel achar outra maior em que a primeira é uma subvariedade

descrita por uma função de imersão analı́tica nas coordenadas xµ.

O mesmo resultado foi obtido também por Nash [17], na qual a hipótese de analitici-

dade foi substituı́da pela de diferenciabilidade da imersão (uma condição bem menos

restritiva). A extensão do teorema de Nash para variedades semi-Riemannianas foi

obtida por Greene [18]. A estratégia de Nash foi começar com uma imersão inicial

conhecida de uma dada variedade e então deformá-la na direção normal. No capitulo

final iremos ver que os coeficientes da métrica serão perturbados na direção normal

também, e sua derivada nesta direção é dada pela equação de Nash (a ser obtida no

capı́tulo final):

− 1

2

∂gµν
∂yi

= kµνi (3.5)

Assim, escolhendo o coeficiene da segunda forma convenientemente, é possı́vel

fazer uma série de perturbações infinitesimais até se chegar ao coeficiente gµν da

métrica desejada. Com este resultado a condição de analiticidade é dispensada. A

imersão feita por Nash foi num espaço Euclideano, e a dimensão mı́nima requerida foi

de n(n+3)
2

.

O problema da imersão de espaços-tempo é enunciado de forma análoga: dada

uma variedade semi-Riemmaniana V4 com métrica gµν achar uma variedade VD (D =

4 + n, onde n é o número de dimensões extras) com métrica GAB e uma função X :

V4 → VD, chamada função de imersão, que satisfaça

GABX
A
‖µX

B
‖ν = gµν (3.6)

Um ponto P de V4 de coordenadas xµ possui vizinhança3 U ⊂ V4 e pode, através

3O conceito de vizinhança também foi introduzido por Riemann, referindo-se aos deslocamentos
realizados na variedade, e isto emprestou o nome de espaço topológico às variedades Riemannianas
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da imersão X, ser descrita em VD por um conjunto de D funções, as coordenadas

XA(xµ) de X(U) em VD. A expressão acima é a condição de isometria (3.1). Isto

estabelece que a imagem local de X, aqui denotada por X(U), é um subconjunto

de VD, e além disso, pode-se achar vetores tangentes à este subespaço tais que o

produto interno destes (vistos como vetores do espaço tangente maior) resulte nos

coeficientes da métrica do espaço menor. Esta maneira de estabelecer o problema

é derivado do problema semelhante de SIE . De fato, a superfı́cie é vista como um

subconjunto tal que o produto interno dos vetores tangentes fornece a métrica desta

variedade bidimensional. Uma outra motivação para se estabelecer esta relação é que

ela implica que a geometria do espaço maior induz a geometria do espaço menor.

Como em cada ponto q ∈ X(V4) o espaço tangente TqX(V4) formado pelos ve-

tores X,µ tem dimensão 4 e o espaço tangente de VD tem dimensão D, a codi-

mensão, definida por D − 4 = n, é diferente de zero e podemos atribuir à i-ésima

dimensão extra o vetor normal Ni. Por questão de conveniência, usando o método

de ortonormalização de Gram-Schmidt pode-se admitir uma condição de ortonormali-

dade para estes N vetores normais, que se traduzem nas duas equações seguintes:

GABX
A
‖µN

B
a = 0 (3.7)

NA
i N

B
j GAB = gij (3.8)

onde gij = εiδij e εa = ±1, a depender da assinatura da dimensão extra consid-

erada. Estas equações são análogas à (3.2) e (3.3) respectivamente, só que agora

definidas para a imersão do espaço-tempo. Vale notar que, além da primeira forma

fundamental, outra duas formas fundamentais aparecem: a segunda (denotada por

kµνa) e a terceira forma fundamental (denotada por Aµab), que já foram definidas ante-

riormente na fórmula (3.4).

A segunda forma é simétrica nos dois primeiros ı́ndices e a terceira forma é antis-

simétrica nos dois últimos ı́ndices. Isso será demonstrado na secção seguinte.

31



3.1 Importância da Segunda e Terceira Formas Funda-

mentais

Para compreender o significado dos coeficientes da segunda e terceira formas funda-

mentais e sua importância no entendimento de geometria de variedades (em particu-

lar do espaço-tempo) é conveniente verificar um caso mais intuitivo, que é o caso da

geometria de SIE. Assim, se (u, v) é um sistema de coordenadas para a superfı́cie

S e (x, y, z) o sistema de coordenadas cartesiano para IR3 , a função de imersão

X : S → IR3 pode ser escrita em coordenadas como X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

(ver figura 3.2). A condição de isometria é fornecida pelo produto cartesiano dos ve-

tores tangentes, uma vez que a métrica do IR3 é a Euclideana .

Figura 3.2: Descrição de Superfı́cies

As equações 3.2 e 3.3 estão implı́citas no desenvolvimento, pois para encontrar

o vetor normal é só fazer o produto vetorial de dois vetores tangentes linearmente

independentes e dividir pelo módulo. Vale notar que nos livros de geometria diferencial

clássica (por exemplo [9] [19]), os coeficientes da primeira forma fundamental são

denotados da seguinte maneira (mesma feita por Gauss): guu = E, guv = gvu = F e

gvv = G. O produto escalar de dois vetores Y e Z é denotado por Y ·Z. Nesta notação,

a condição de isometria (3.1) se escreve :

X,u ·X,u = E X,u ·X,v = F X,v ·X,v = G

Ou, em forma matricial

gµν = X,µ ·X,ν =

 E F

F G


e as equações (3.2) e (3.3):

32



Xu ·N = 0 Xv ·N = 0 N ·N = 1

Sendo N um vetor definido em IR3 , diferente de zero somente na superfı́cie e

dependendo das coordenadas (u, v) da superfı́cie, para se ter uma idéia da forma

da superfı́cie pode-se derivar este vetor em relação a uma destas coordenadas. O

resultado será um outro campo vetorial, N,µ (µ ∈ {u, v}), que será necessariamente

tangente à superfı́cie 4 : Nµ · N = 0. Portanto, este campo vetorial pode ser escrito

como combinação linear dos vetores tangentes da base de coordenadas X,µ:

N,µ = −IIαµX,α

IIαµ é o coeficiente da combinação linear e o sinal de menos é tomado por conveniência.

Isso quer dizer que se o coeficiente IIαµ é diferente de zero, existe uma inclinação da

normal na direção α quando sua base percorre uma caminho na direção µ. Estes

coeficientes permitem então descobrir como o plano osculador (tangente à superfı́cie

e perpendicular à normal) varia em cada direção, fornecendo uma noção da forma

em que a superfı́cie está imersa no espaço tridimensinal Euclideano. Fazendo o pro-

duto interno do vetor N,µ com o vetor Xν , usando a condição de isometria e baixando

o primeiro ı́ndice de IIαµ com a métrica gαν , obtém-se IIµν = −N,µ · X,ν . Uma vez

que a métrica do espaço IR3 é Euclideana, seus coeficientes no sistema de coorde-

nadas cartesiano são dados por GAB = δAB, ou seja, é uma matriz 3 × 3 identidade.

Desta forma, pode-se escrever IIµν = −NA
,µX

B
,νGAB. Comparando com a definição da

segunda forma fundamental5 dada pela fórmula 3.4, obtem-se que o tensor IIµν é a

segunda forma fundamental kµν , e portanto a interpretação que foi dada para ele neste

paragrafo é a interpretação da segunda forma fundamental.

Têm-se assim a seguinte expressão:

N,ν = −gαβkναX,β (3.9)

Pode-se ver que a segunda forma é um tensor simétrico da seguinte maneira: a

equação (3.2) é XA
,µN

BGAB = 0 e como GAB tem coeficientes constantes no sistema

4Para ver isso, basta derivar com relação à µ a equação N · N = 1 e usar a regra de Leibniz e a
simetria do produto interno Euclideano

5Aqui a codimensão é 1 e o ı́ndice que a representa será suprimido
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de coordenadas Euclideano, derivando esta equação com relação à uma direção tan-

gente, obtém-se que XA
,µνN

BGAB = −XA
,µN

B
,νGAB. Portanto kνµ = XA

,µνN
BGAB. Uma

vez que a função de imersão X é bem definida e possui derivadas até de terceira

ordem contı́nua, X,µν = X,νµ, o que resulta em kµν = kνµ.

Em vista do que foi dito, pode-se dar outra interpretação para a segunda forma

fundamental. Em geometria diferencial clássica, o conjunto de vetores X,u, X,v forma

uma base para o estaço tangente, apesar de estarem definidos no IR3 6. Tomando-

se a derivada parcial de cada um deles em uma direção tangente, o resultado em

geral será um outro campo vetorial definido na superfı́cie, porém não mais neces-

sariamente tangente à esta. Este campo possuirá tanto componentes normais como

componentes tangentes. Quando se escreve este campo como uma combinação lin-

ear na base dos vetores tangentes e da normal, os coeficientes associados à base

tangente são os sı́mbolos de Christoffel desta superfı́cies7, e segue do parágrafo an-

terior que os coeficientes associados à direção normal são os coeficientes da segunda

forma fundamental. Assim,

X,µν = ΓλµνXλ + kµνN (3.10)

Vale observar que pela equação N,µ = −IIαµX,α a terceira forma se anula (Aµ = 0),

uma vez que NA
,µN

BGAB = 0. Portanto não faz sentido interpretar a terceira forma

fundamental em geometria se SIE, pois a mesma é identicamente nula. Será visto

que sempre que a codimensão da imersão for 1, a terceira forma fundamental se

anula.

Antes de passar para a interpretação das formas fundamentais em geometria Rie-

manniana, convém reescrever as equaçãoes para as formas fundamentais de uma

maneira um pouco diferente. Isso acontece porque em geometria Riemanniana os

sı́mbolos de Christoffel (aqui denotado por ΥA
BC) para o espaço de imersão não são

geralmente iguais à zero. Somente em espaços planos pode-se achar um sistema

de coordenadas em que os sı́mbolos de Christoffel se anulam num conjunto aberto8.

6Eles só são diferentes de zero na superfı́cie
7Será visto adiante que isso é verdade para qualquer variedade Riemanniana, incluı́ndo portanto as

superfı́cies aqui descritas
8Num espaço plano, pode-se transportar um conjunto de vetores tangentes paralelamente, e esta

associação entre espaços tangentes diferentes não dependerá do caminho, indicando que estes podem
ser tomados como base em qualquer ponto (se formarem uma base no ponto inicial). Como os coe-
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Em geral, a derivada parcial de um campo vetorial não pode ser interpretada como um

outro campo vetorial, pois suas coordenadas não se transformam como tal. A derivada

parcial tem que ser substituı́da pela derivada covariante.

Numa variedade Riemanniana imersa, tanto o espaço de imersão como o espaço

imerso têm seus próprios sı́mbolos de Christoffel. Apesar de um induzir o outro

(através da indução da métrica contida na relação de imersão isométrica), seus co-

eficientes se referem à espaços diferentes e portanto em geral são diferentes. Assim,

a derivada covariante do espaço imerso será denotada por ” ; ” e a derivada covariante

do espaço de imersão por uma barra dupla ”‖” .

No caso do estudo de superfı́cies analisado, usamos um sistema de coordenadas

no IR3 (cartesiano) em que os sı́mbolos de Christoffel se iguala à zero. Portanto a

derivada parcial de qualquer campo vetorial do IR3 (inclusive aqueles definidos so-

mente na superfı́cie) é equivalente à derivada covariante (em relação ao espaço de

imersão). Porém isso não seria verdade se fosse usado outro sistema de coordenadas

do IR3 (por exemplo o esférico, onde os sı́mbolos de Chistoffel são diferentes de zero).

Esta observação é importante, porque em geometria Riemanniana não pode-se admi-

tir de antemão que exista um sistema de coordenadas cartesiano em que os sı́mbolos

de Christoffel se anulem num aberto. Desta maneira, usando um sistema de coorde-

nadas curvilı́neo em IR3 a fórmula (3.10) não faz mais sentido pois a derivada parcial

comum de X,µ na direção tangente não é mais um campo de vetores9. A substituição

a ser feita para aplicar a mesma interpretação é derivar covariantemente em relação à

direção tangente o vetor X,µ (que pode ser escrito X‖µ uma vez que XA é um escalar),

portanto a formula que se busca é X‖µν = ΓλµνXλ + kµνN , e ‖ é a derivada covariante

com respeito ao sitema de coordenadas curviı́neos em IR3. Se ; denota a derivada co-

variante do sistema de coordenadas no espaço imerso e notando que NA e XA podem

ser vistos como escalares nesta variedade, resulta que N,µ = N;µ e X,µ = X;µ = X‖µ.

Esclarecido o significado da segunda forma fundamental no caso de SIE, em ge-

ometria Riemmaniana a interpretação da segunda e terceira forma fundamental será

feita a seguir de maneira análoga, porém antes vamos demonstrar a afirmação quanto

ficientes da métrica são transportados paralelamente, basta conhecê-los em um único ponto que eles
não mudarão na base considerada. Sendo constantes os coeficientes da métrica, o tensor de Riemann
se anulará, por causa da anulação dos sı́mbolos de Christoffel, que dependem da derivada da métrica,
que é nula

9Isso não que dizer que não possa ser definida essa quatidade, o que é feito, por exemplo em [20]
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à simetria dos ı́ndices da segunda e terceira forma fundamentais referida anterior-

mente. A segunda forma é simétrica nos dois primeiros ı́ndices e a terceira forma é

antissimétrica nos dois últimos ı́ndices. Isso pode ser demonstrado da seguinte forma:

Derivando-se covariantemente (3.2) em relação à ν com respeito à métrica GAB,

pode-se escrever a segunda forma fundamental como kµνa = XA
‖µνN

B
a GAB = XA

‖νµN
B
a GAB =

kνµa. Fazendo a mesma coisa para (3.8) e substituindo na definição da terceira forma

fundamental, Aµab = NA
a‖µN

B
b GAB = −NA

a N
B
b‖µGAB = −Aµba. Na explicitação da sime-

tria da segunda forma acima foi usado que XA
‖νµ = XA

‖µν , o que é verdade devido à

simetria do sı́mbolo de Christóffel e da seguinte simetria X,µν = X,νµ (vide equação

3.15). Será visto adiante que esta condição é não trivial e fundamental para garantir a

imersão.

Pode-se então definir a segunda forma de maneira alternativa:

kµνi = XA
‖µνN

B
i GAB (3.11)

Agora vamos à interpretação das formas fundamentais em geometria Riemanni-

ana. Como o conjunto de vetores (X,µ, Ni) forma um referencial (ou uma base) para

o espaço tangente de VD em cada ponto de X(VD)), as derivadas covariantes desses

campos vetoriais nas direções tangentes à X(VD)10 com respeito à metrica GAB são

outros campos vetoriais e podem ser escritos como combinação linear desses próprios

vetores da base (os coeficientes serão denotados por Ξ, II, ĨI e III) :

XA
‖µν = Ξρ

µνX
A
‖ρ + IIaµνN

A
a (3.12)

NA
a‖µ = ĨI

ρ

µaX
A
‖ρ + IIIbµaN

A
b (3.13)

Derivando parcialmente (3.1) na direção Xλ, obtêm-se a equação

GAB,CX
C
,λX

A
,µX

B
,ν +GAB(XA

,µX
B
,νλ +XA

,µλX
B
,ν ) = gµν,λ

Subtraindo desta equação a soma das duas equações obtidas fazendo duas permutações

10numa aplicação fı́sica, D = 4 + n e V4 é o espaço-tempo
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cı́clicas dos ı́ndices µνλ, obtem-se

GABX
A
,λX

B
‖µν = Γλµν (3.14)

onde

XB
‖µν = XB

,µν + ΥB
CDX

C
,µX

D
,ν (3.15)

é a derivada covariante de X,µ na direção ν com respeito à métrica GAB.

Multiplicando a equação (3.12) por gρσGABX
B
,σ , e usando (3.14), (3.1) e (3.2), obtem-

se que Ξρ
µν = Γρµν . Multiplicando esta mesma equação (3.12) por GABN

B
b e fazendo

uso da definição da segunda forma (3.11) e das equações (3.2) e (3.8), obtem-se

IIaµνgab = kµνb.

Para a equação (3.13), multiplica-se por GABX
B
,σ e usa-se a equação (3.1) e (3.2)

e a definição de da segunda forma (3.4) para obter ĨIµνa = −kµνa. Multiplicando esta

mesma equação por GABN
B
c e utilizando (3.2) e (3.8) e a definição da terceira forma

(3.4), obtém-se IIIcµagcb = Aµab

É conveniente colocar kaµν = gabkµνb e Acµa = gcbAµab, pois desta maneira os resul-

tados apresentados nos parágrafos anteriores podem ser resumidos pelas seguintes

equações:

XA
‖µν = ΓρµνX

A
‖ρ + kaµνN

A
a (3.16)

NA
a‖µ = −kρµaXA

‖ρ + AbµaN
A
b (3.17)

A interpretação dos coeficientes das formas fundamentais é analoga à feita no caso

de superfı́cies do IR3. Variando-se um ponto da superfı́cie numa direção µ, observa-se

que se a base de um vetor normal Na se encontra nesses pontos, sua direção muda.

A medida dessa mudança em cada componete da base {Xµ, Ni} (que são justamente

os coeficientes que aparecem na combinação linear de (3.17)) fornece a taxa em que

esta normal passa a inclinar-se para tal direção. Conhecer esses coeficientes (que são

a segunda e terceira forma fundamentais) permite conhecer a direção que as normais

variam, e portanto a maneira em que a subvariedade está imersa.
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É importante notar que todo o desenvolvimento feito aqui segue naturalmente das

equações (3.1),(3.2) e (3.8). Veremos na secção seguinte que é sempre possı́vel

achar uma subvariedade se forem fornecidas quantidades gµν , kµνi e Aµij, desde que

essas mesmas satisfaçam condições de integrabilidade para essas equações.

3.2 Condição de Integrabilidade da Imersão

Queremos obter as condições de integrabilidade para a função de imersão. A primeira

pergunta que se faz é quando existe solução para uma dada EDP. A resposta para

este problema está contida no Teorema de Frobenius, que fornece uma condição

matemática sobre as funções envolvidas, condição esta que se satisfeita garante a

existência de uma solução. Isto pode ser visto por exemplo em [10].

Para se ter uma idéia , pode-se imaginar um exemplo simplificado de termodinâmica,

na qual existem dois tipos de formas diferenciais, chamadas de exatas e inexatas.

As diferenciais exatas derivam de um potencial, e as inexatas não (assim como em

mecânica podem existir forças conservativas e não conservativas). Supodo que nos

é dado uma forma diferencial w, que num sistema de coordenadas xA é escrita como

w = wAdx
A, onde cada conponente wA é uma função dos xA. O teorema de Frobenius

garante que esta forma diferencial provém de um potencial se as componetes safisfiz-

erem uma equação que já é bem conhecida nos livros de termodinâmica (por exemplo

[21]) mas que valem em geral:

wA,B = wB,A (3.18)

Caso esta condição seja satisfeita, a forma w é exata e pode-se escrever w = df ,

onde f é alguma função de xA.

Dito de outra forma, a equação wA = f,A só tem uma solução f (admitindo que os

wA sejam funções) se os wA safisfizerem (3.18).

Para o estudo que será feito aqui, esta forma de entendimento do teorema de

Frobenius basta. No restante desta secção será visto como aplicar este teorema na

geometria diferencial clássica e na geometria Riemmaniana, respectivamente11.
11 De fato, o teorema é mais geral. Ele afirma que se Λ é uma distribuição, ou seja uma aplicação

que associa a cada ponto da variedade um conjunto de vetores linearmente independentes do espaço
tangente a este ponto, com o mesmo número de dimensões independente em cada ponto, então ex-
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No estudos de superfı́cies imersas no espaço Euclideano, para garantir que a

função de imersão exista, bastaria achar um conjunto de equações da forma X,µ = Φµ,

para algum conjunto de funções Φµ, e então aplicar a condição de existência de um

potencial X (que neste caso seria a função de imersão) tal que: (Φµ),ν = (Φν),µ. Isso

só seria satisfatório se tivessemos equações da forma X,µ = Φµ, porém somente a

condição de isometria não fornece essas funções. Teremos que procurar condições

de integrabilidade também para cada uma das funções X,u, X,v e N (as duas primeiras

geram o espaço tangente e a última o espaço normal). Isso seria possı́vel se existis-

sem um conjunto de funções Θµ, Σµ e Ωµ que satisfaçam as equações:

(X,u),µ = Θµ (X,v),µ = Σµ N,µ = Ωµ

Neste caso, a condição de integrabilidade para o triedro X,u, X,v e N seria (Θµ),ν =

(Θν),µ, (Σµ),ν = (Σν),µ e (Ωµ),ν = (Ων),µ. De fato, as funções Θµ, Σµ e Ωµ podem

ser obtidas. Pelo que foi dito na seção anterior, a condição de isometria garante a

existência da segunda forma fundamental (a terceira não aparece porque só existe

uma dimensão extra) e isso implica que, pelas equações (3.9) e (3.10) (escolhendo

por conveniência um sistema de coordenadas Euclideano para o IR3) ,

X,µν = ΓρµνX,ρ + kµνN N,µ = −kνµX,ν (3.19)

são justamente as funções Θµ, Σµ e Ωµ. usa-se a seguinte notação: kuu = e,

kuv = kvu = f e kvv = g. Em vista da equação acima, as condições de integrabilidade

para o triedro são :

(X,uu),v = (X,uv),u, (X,vv),u = (X,vu),v (N,u),v = (N,v),u (3.20)

Como são três equações vetoriais, e os vetores do triedo são linearmente indepen-

dentes, estas são na realidade nove equações envolvendo os coeficientes da primeira

e segunda forma e os sı́mbolos de Christoffel. Destas nove equações, três são inde-

pendentes [19]:

istirá uma folheação (um conjunto de subvariedades de mesma dimensão que a distribuição e que
preenchem a variedade) cujos vetores tangentes geram a distribuição se, e somente se, [Λ,Λ] ⊂ Λ (o
comutador de quaisquer dois vetores da distribuição têm que ser linearmente dependentes dos vetores
da distribuição)
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K = gµν(Γρµρ,ν − Γρµν,ρ + ΓρσµΓσρν − ΓρρσΓσµν) (3.21)

e,v − f,u = eΓuuv + f(Γvuv + Γuuu)− gΓvuu (3.22)

f,v − g,u = eΓuvv + f(Γvvv + Γuuv)− gΓvuv (3.23)

ondeK = det(kµν) = eg−f 2 é a curvatura Gaussiana. A equação (3.21) é chamada

de equação de Gauss (usada por Gauss para provar que a curvatura Gaussiana só

depende da primeira forma fundamental) e (3.22) e (3.23) são chamadas de equações

de Codazzi-Mainardi.

Elas permitem dizer se o triedro existe. Podem ser resolvidas para e, f, g e assim,

obtém-se as funções Θµ, Σµ e Ωµ, que agora podem ser integradas, fornecendo uma

soluçao explı́cita para o triedro. Obtêm-se assim as funções Φµ tais que X,µ = Φµ e a

condição para que exista um potencial X é: (Φµ),ν = (Φν),µ . Isto é automaticamente

safisfeito em decorrencia da simetria da segunda forma fundamental e da simetria do

sı́mbolo de Christóffel, pois X,µν = X,νµ pode ser verificado em (3.19).

Dadas funções E, F , G , e, f e g (ou seja, a primeira e segunda formas fundamen-

tais) que satisfaçam as equações acima, o teorema de Frobenius garante que exista

uma superfı́cie com tais formas (a menos de movimenos rı́gidos). Este resultado é

conhecido como Teorema Fundamental das Superfı́cies.

Uma vez entendido a resolução do problema da imersão para a geometria difer-

encial clássica de superfı́cies imersas no IR3, sua extensão para variedades Riemma-

nianas surge naturalmente. O problema adicional em relação ao anterior é que os

sı́mbolos de Christoffel da métrica GAB já não são mais necessariamente nulos num

aberto. Este problema será contornado mostrando uma equação analoga à condição

de integrabilidade (3.18). A primeira analogia a ser feita é com relação à condição de

Frobenius. Assim como no caso anterior não se pode utilizar a condição de Frobenius

diretamente em Xµ, pois não se tem a sua forma funcional. Porém, como foi visto na

seção anterior, a condição de isometria (3.1) e ortonormalidade (3.3) e (3.2) implicam

que as equações (3.16) e (3.17) sejam verdadeiras. Mas elas envolvem derivadas co-

variantes, enquanto que a condição de Frobenius só envolve derivadas parciais. Para
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poder aplicar o teorema de Frobenius , podemos usar a identidade de Ricci (2.5) para

X, na qual X,µνλ = X,µλν é safisfeito se e somente se

XA
;µνλ −XA

;µλν = XA
,τR

τ
;µνλ (3.24)

Se quisermos usar esta identidade será conveniente escrever (3.16) e (3.17) em

termos da derivadas covariantes da métrica gµν . Primeiro é importante observar que

sobre uma transformação de coordenadas de V4 a quantidade XA
µ se transforma como

uma 1-forma, portanto XA
µ;ν = XA

,µν − ΓλµνX
A
λ . Isolando XA

,µν desta última equação e

substituı́ndo em (3.15) resulta que XB
‖µν = XA

;µν + ΓλµνX
A
λ + ΥB

CDX
C
,µX

D
,ν . Substituindo

este resultado em (3.16) obtemos:

XA
;µν = −ΥA

BCX
B
µ X

C
ν + kiµνN

A
i (3.25)

Para os vetores normais, nota-se que seus componentes N i
A podem ser vistos

como campos escalares para V4, pois não mudam sobre uma transformação de co-

ordenadas desta variedade. Porém para um observador em V D temos NC
i‖µ = NC

i,µ +

ΥC
ABX

A
µN

B
i . Assim, (lembrando que NC

i,µ = NC
i;µ e fazendo uso de 3.17)

NA
i;µ = −kνµiXA

ν −ΥA
BCX

B
,µN

C
i + AjµiN

A
j (3.26)

A condição de integrabilidade para os NA
i é NA

i,µν = NA
i,νµ, que em decorrência da

simetria dos sı́mbolos de Christoffel fica:

NA
i;µν = NA

i;νµ (3.27)

Substituindo (3.25) e (3.26) na identidade de Ricci, obtem-se uma equação que, se

contraı́da com GABX
B
νρ fornece (3.28) e se contraı́da com GABN

B
j obtêm-se (3.29):

Rαβµν = (kiαµkβνi − kiανkβµi) +RABCDX
A
,αX

B
,βX

C
,µX

D
,ν (3.28)

kµνa;λ − kµλa;ν = (Aiλakµνi − Aiνakλµi) +RABCDX
A
,µN

B
a X

C
,νX

D
,λ (3.29)

Estas equações são conhecidas como equações de Gauss e Codazzi, respectiva-
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mente. O tensor RABCD é o tensor de Riemman para a métrica GAB

Uma terceira equação surge com a equação (3.27), ao se fazer a substituição das

funções (3.25) e (3.26) e contrair com GABN
b:

Aα;βij−Aβ;αij = −(AkαiAβkj−AkβjAαki)− gµν(kµαikνβj−kµβikναj) +RABCDN
A
i N

B
j X

C
,αX

D
,β

(3.30)

Esta equação é chamada de equação de Ricci.

Resolver este conjunto de equações, (3.28), (3.29) e (3.30) resulta na obtenção

das formas fundamentais, bem como a existência de um referencial móvel (Xµ, Ni).

Analogamente ao teorema fundamental das superfı́cies, pode-se enunciar o teorema

fundamental das variedades: dadas funções GAB, gµν , kiµν e Aµij que satisfaçam as

equações de Gauss, Codazzi e Ricci, é garantida a existência de duas variedades,

uma com primeira formaGAB contendo uma subvariedade imersa que tenha o restante

das funções como formas fundamentais .

Para o caso de curvas imersas no IR3, têm-se apenas um ı́ndice para a direção

tangente. Da equação de Gauss resulta que o único componente da curvatura, R1111,

se anula identicamente (isso pode ser visto levando em conta a antissimetria do tensor

de Riemann (2.9). Isto indica que um não há meios para se descobrir intrinsicamente

a curvatura desta variedade unidimensional, o que é intitivo uma vêz que se modificar-

mos um fio sem esticá-lo, o seu comprimento não irá mudar, portanto todas as curvas

são localmente isométricas.

Uma vêz que apenas a primeira forma fundamental não caracteriza completa-

mente a variedade, esta é totalmente descrita quando se têm uma imersão12. Mas

é nessesário escolher o espaço de imersão, que não é único. O teorema de Greene

garante que existe uma imersão de Vn em um Vm plano sem = n(n+3)
2

, porém em casos

especı́ficos geralmente o número de dimensões requerido é muito menor. Pode-se re-

querer que para um dado espaço-tempo a imersão a ser considera é aquela em que

o número de dimensões seja o menor possı́vel. Mas mesmo assim, isso não fixa a

métrica do espaço maior, que não necessariamente será plana. Fala-se, neste caso

que o formato de uma variedade é relativa ao espaço de imersão, assim como na RE

12Este é o problema fundamental na aplicação fı́sica a ser feita na dissertação
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o comprimento de um objeto é relativo à um observador.

Com os resultados obtidos neste capı́tulo fica evidente que o significado da equações

de Gauss, Codazzi e Ricci é garantir a existência de uma imersão, justamente porque

estas equações são equivalentes à condição de Frobenius para o referencial móvel

(Xµ, Ni). Uma maneira de se entender estas equações é notar que elas fornecem

uma expressão para o tensor de Riemann RABCD da variedade de imersão em ter-

mos do tensor de Riemann Rµναβ da variedade imersa e da segunda e terceira formas

fundamentais. A derivação feita aqui para estas equações é semelhante à feita por

Eisenhart [20]. Este capı́tulo tenta suprir a dificuldade encontrada na interpretação

dessas equações.

43



Capı́tulo 4

Interações Fundamentais

As coisas visı́veis são uma espiral sobre o invisı́vel

Demócrito e Anaxágoras.

Uma vez que o objetivo desta dissertação é sugerir uma unificação das interações

fundamentais, faz-se necessário uma exposição das teorias que descrevem essa interações,

a saber: Teoria da Gravitação e Teoria de Yang-Mills. A primeira será tratada na

próxima seção e é responsável pela descrição da força gravitacional, enquanto que

a segunda (que será tratada na seção seguinte) é responsável pela descrição das

forças de calibre: nuclear forte, eletromagnética e nuclear fraca. Será visto que as

equações que governam a dinâmca de ambos os campos provêm de princı́pios varia-

cionais diferentes, ou seja, com Lagrangeanas diferentes.
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4.1 Gravitação

A Teoria da RG foi desenvolvida por Einstein nos anos de 1907 até 1915. Sua intenção

era generalizar a RE e incluir a interção gravitacional, até então descrita pela Lei da

Gravitação Universal, de Isaac Newton. No séc. XIX a crença na validade da lei de

atração de Newton era tão grande que o planeta Netuno teve sua existência postu-

lada somente para poder explicar desvios não previstos pela teoria Newtoniana na

órbita de Urano ao redor do Sol. Sua observação direta, através de um telescópio foi

feita um ano depois, em 1846. Em 1859 Le Verrier observou que o planeta Mercúrio

também apresentava tais desvios (conhecidos como precessão do periélio), porém to-

das as hipóteses feitas para explicar tais desvios puramente com o arcabolso teórico

fornecido pela Gravitação Newtoniana se mostrou inconcludente. Os planetas mais

próximos de mercúrio não poderiam provocar a precessão medida. Este problema só

veio a ser explicado com a introdução de uma nova teoria gravitacional (a RG), testada

por observção direta na cidade de Sobral, em 1919, pela equipe de Eddington.

No discurso de recebimento do seu prêmio nobel (pelo efeito fotoelétrico), Einstein

disse que a primeira motivação para a RG foi o fato de que na RE existem referenci-

ais privilegiados (os referenciais inerciais), sendo que uma teoria mais satisfatória não

deveria assumir de antemão a existêcnia de tais referenciais (foi levado a postular as-

sim a chamada Covariância Generalizada, na qual todos os sistemas de coordenadas

deveriam possuir a mesma equação dinâmica). No artigo de 1907 Einstein mostra

que um referencial em queda livre é equivalente à um referencial inercial da RE (na

RG é chamado de princı́pio da equivalência). Em 1914 ele publica outro artigo que

faz uma discusão, baseada na equivalência de massa inercial e gravitacional, sobre a

impossibilidade de diferenciar localmente um referencial uniformemente acelerado de

um referencial parado sobre a ação de um campo gravitacional uniforme.

Uma experiência de pensamento proposta por Einstein ajuda a explicar o porquê

da necessidade de usar a geometria Riemanianna. Um observador que esteja na

circunferência de um disco em rotação terá o comprimento de sua régua contraı́do,

então irá medir um valor para a circunferência maior do que 2πr, onde r é o raio

(que não sofre variação em seu comprimento). Isso indica claramente uma incom-

patibilidade com a geometria Euclideana. Uma vez que o observador está acelerado,

e pelas consideração anteriores, não há como diferenciar a acereração uniforme da
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aceleração causada por um campo gravitacional, pode-se concluir que a presença de

uma fonte de campo gravitacional muda a natureza Euclideana do espaço. O próximo

passo trilhado por Einstein era descobrir uma teoria geométrica que servisse como

ferramental matemático para a descrição dos campos gravitacionais. Com auxilio de

Marcel Grossmann estudou geometria Riemanniana e também por conselho de Tullio

Levi-Civita começou a estudar a álgebra tensorial, com vistas à aplicação o principio

da covariância generalizada.

O último passo era obter a equação que governasse a geometria a partir de uma

dada distribuição de matéria (ou energia - o tensor energia momento). Einstein pos-

tulou então que o espaço-tempo fı́sico era uma variedade pseudo-Riemanniana e

primeiramente pensou na possibilidade de que o tensor de curvatura Rµν se igualasse

ao tensor energia-momento Tµν , porém isso leva à não conservação do tensor energia

momento1 uma vez que Rµν
;ν não é necessariamente nulo. Através de um estudo da

identidade contraı́da de Bianchi é possı́vel descobrir que a equação compatı́vel com a

conservação da energia é

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν (4.1)

conhecida como equação de Einstein. Para ver que o lado direito é conservado,

tome a segunda identidade de Bianchi 2.11 e contraia com gλν :

Rµκ;η −Rµη;κ −Rν
µκη;ν = 0

Contraı́ndo de novo temos

R;η −Rµ
η;µ −Rν

η;ν = 0

ou

(Rµ
η −

1

2
δµηR);µ = 0

Uma forma mais familiar da equação acima é

1A conservação do tensor energia-momento é escrita como Tµν;ν = 0 e pode ser interpretada como
uma equação de continuidade semelhante à jµ,µ = 0 da relatividade especial (ou seja, ∂ρ

∂t = ~∇ · (ρ~v)),
porém tomando a derivada covariante. Ela permite dizer que a energia e o momento da fonte do campo
graviacional são consevados.
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(Rµν − 1

2
gµνR);µ = 0

que é justamente a fórmula que prova a conservação do lado esquerdo da equação

de Einstein (4.1). Resolvida esta equação para uma dada distribuição de matéria e

energia, descobre-se a métrica gµν . Um percurso de uma partı́cula em queda-livre

uσ(s) será descrito pela equação da geodésica

d2uσ

ds2
+ Γσµν

duµ

ds

duν

ds
= 0

cujo comprimento entre dois pontos é o menor possı́vel (generalização da linha

reta Euclideana).

Por ser não-linear, não existe um procedimento geral para resolver a equação de

Einstein de maneira explı́cita e geral. Entetanto, um número limitado de soluções ex-

atas são conhecidas, entre elas, a solução de Schwarzschild, de Raisner-Nordstron,

Kerr, de Siter e Robertson-Walker. Considerações cosmológicas levam Einstein à

adição do termo gµνΛ no lado esquerdo da equação de Einstein, onde a função con-

stante Λ é chamada de constante cosmológica.

Dentre as previsões observadas, destacam-se a já citada precessão do periélio de

mercúrio, o desvio da trajetória da luz e o desvio para o vermelho (conhecidos como

testes clássicos da teoria).

4.1.1 Ação de Einstein-Hilbert

Como em toda Fı́sica, a equação de Einstein pode e deve ser obtida de um princı́pio

variacional, e de fato foi obtida por Hilbert em 1915, curiosamente antes que o próprio

Einstein a publicasse. Hilbert usou o cálculo variacional ao admitir que a ação S é

dada por

S =

∫
L
√
−gd4x

onde L é a Lagrangeana da teoria,
√
−gd4x é o elemento de volume2 (g é o deter-

2O elemento de volume é escolhido desta maneira porque se assim definido ele independe do sis-
tema de coordenadas
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minante da métrica3 gµν). Usualmente, a Lagrangeana da teoria é a soma da parte

geométrica, a Lagrangeana de Einstein-Hilbert (LE−H) que dá origem à parte es-

querda (geométrica) da equação de Einstein (4.1), com a Lagrangeana LM provinda

da fonte de matéria e que dá origem ao termo Tµν . Para obter as equações de Ein-

stein impõe-se que a Lagrangeana de Einstein-Hilbert seja proporcional ao escalar de

curvatura da variedade LE−H = R
2κ

, onde κ = 8πGc−4, G é a constante gravitacional de

Newton e c é a velocidade da luz no vácuo. Assim, evoca-se o princı́pio variacional:

0 = δS =

∫
δ{[ 1

2κ
R + LM ]

√
−g}d4x = 0

Estabelecendo que a integral da curvatura R é máxima ou mı́nima. Isto implica

0 =

∫
[

1

2κ

δ(
√
−gR)

δgµν
+
δ(
√
−gLM)

δgµν
]δgµνd4x

=

∫
[

1

2κ
(
δR

δgµν
+

R√
−g

δ
√
−g

δgµν
) +

1√
−g

δ(
√
−gLM)

δgµν
]δgµν

√
−gd4x

Como esta equação é verdadeira para qualquer δgµν temos:

δR

δgµν
+

R√
−g

δ
√
−g

δgµν
= −2κ

1√
−g

δ(
√
−gLM)

δgµν
(4.2)

A variação do determinante é δg = g · gµνδgµν = g · gµνδgµν . Assim4 δg
δgµν

= g · gµν , e

o lado direito da equação acima fica iqual à κTµν , onde define-se Tµν por:

Tµν
def
=
−2√
−g

δ(
√
−g)LM
δgµν

= −2
δLM
δgµν

+ gµνLM (4.3)

Para a parte geométrica, vamos considerar primeiro a variação do tensor de Rie-

mann:

3Uma maneira de calcular o determinante é denotar por M a matriz cujos coeficientes mα
β sejam

os elementos gαβ e tomar o determinante como g = 1
4!ω

µνρσ
αβγδm

α
µm

β
νm

γ
ρm

δ
σ, onde os valores de ωµνρσαβγδ

dependem da relação entre (µνρσ) e (αβγδ). É igual à 1 se um for uma permutação par do outro, −1 se
for uma permutação ı́mpar, zero se não tiverem elementos em comum ou se qualquer um deles tiverem
pelo menos dois elementos repetidos

4 Para provar isso, basta calcular δg = δ( 1
4!ω

µνρσ
αβγδm

α
µm

β
νm

γ
ρm

δ
σ) = 1

4!ω
µνρσ
αβγδ(δm

α
µm

β
νm

γ
ρm

δ
σ +

mα
µδm

β
νm

γ
ρm

δ
σ + mα

µm
β
ν δm

γ
ρm

δ
σ + mα

µm
β
νm

γ
ρδm

δ
σ) = ∆α

βδm
β
α, onde a matriz ∆ é a matriz cofator de

M , dada por ∆µ
α = ( 1

3!ω
µνρσ
αβγδm

β
νm

γ
ρm

δ
σ). Usando o resultado de álgebra linear, no qual a matriz cofator

é a mariz inversa multiplicada pelo determinante g, segue o resultado
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δRρ
σµν = ∂µδΓ

ρ
νσ − ∂νδΓρµσ + δΓρµλΓ

λ
νσ + ΓρµλδΓ

λ
νσ − δΓσνλΓλµσ − ΓσνλδΓ

λ
µσ

Notando que δΓρνµ se transforma como um tensor5 obtemos:

δRρ
σµν = (δΓρνσ);µ − (δΓρµσ);ν

Podemos então escrever

δR = Rµνδg
µν + gµνδRµν = Rµνδg

µν + (gµνδΓσνµ − gµσδΓρρµ);σ

O último termo, quando for multiplicado por
√
−g será uma derivada total6, portanto

pelo teorema de Stokes, é um termo de fronteira e não conta para a variação da

integral.

Podemos considerar então que

δR

δgµν
= Rµν (4.4)

Para finalizar, só resta o termo

R√
−g

δ
√
−g

δgµν
= −1

2
gµνR (4.5)

A equação de Einstein (4.1) é obtida ao se substituir as equações (4.4), (4.5) e

(4.3) na equação (4.2) .

5 Escrevendo a definição 2.4 do sı́mbolo de Christoffel em um outro sistema de coordenadas
e notando que os coeficientes da métrica se trasformam como um tensor, obtêm-se a fórmula de
transformação dos coeficientes de Christoffel para dois sistemas de coordenadas diferentes: Γ̄λ̄µ̄ν̄ =
∂xρ

∂xµ̄
∂xσ

∂xν̄
∂xλ̄

∂xτ Γτρ%
∂xλ̄

∂xτ
∂2xτ

∂xµ̄∂xν̄ . Se não fosse pelo último termo, este coeficiente se tranformaria como um
tensor. Porém fazendo a diferença δΓ de dois sı́mbolos de Christoffel diferentes, este último termo se
cancela e a quantidade δΓ se transformará como um tensor, assim sua derivada covariante faz sentido

6Para ver isso, considere o componente Aα de um vetor qualquer. Temos 1√
−g (
√
−gAα),α =

(g),α
2g Aα + Aα,α. O termo (g),α pode ser calculado de maneira análoga à feita no rodapé 4 da página

48 e resulta g,α = ∆µ
ν (mν

µ),α = g · gµνgµν,α que é igual à 2gΓββα (é só verificar pela substituição direta
em 2.4). Portanto 1√

−g (
√
−gAα),α = Aα;α ou ∂α(

√
−gAα) =

√
−gAα;α
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4.2 Campos de Calibre

Começaremos com uma breve retrospectiva histórica do desenvolvimento da teoria

de Yang-Mills [22]. Houveram três fases importantes no desenvolvimento da teoria:

a descoberta inicial de Weyl em 1919 [23], depois o resurgimento da mesma, porém

com uma interpretação quântica, em 1929 [24] e finalmente a teoria de Yang-Mills

propriamente dita, desenvolvida em 1954 [25].

O essencial de qualquer teoria de calibre é o grupo7 de simetria de calibre e o

papel crucial que ele desempenha na determinação da dinâmica da teoria. Um outro

aspecto marcante é que a simetria de calibre não é uma transformação fı́sica de co-

ordenadas no espaço-tempo da RE, mas sim do chamado espaço interno8 (de fato, o

nome calibre foi dado por Weyl para distinguir as transformações de coordenadas das

transformações do potencial). Veremos que isto pode ser revisto quando se leva em

conta as teorias cujas transformações de calibre ficam associadas à transformações

de coordenadas nas dimensões extras.

Outra contribuição importante veio com o teorema de Noether de 1919, que afirma

que o conhecimento da Lagrangeana e das transformações que a deixam invariante

permite a obtenção de quantidades conservadas. Por exemplo, se a Lagrangeana é

invariante por translação, então o momento linear é conservado [26]. Se for invari-

ante por rotações, então o momento angular é que é conservado. Caso seja também

invariante por uma translação temporal, a energia é conservada9. Pode-se consider

7Para a fı́sica, é comum conceber um grupo como o conjunto das operções que deixam invariante
uma certa estrutura, como por exemplo o grupo de transformações ortogonais no espaço IRn, denotado
por O(n), que deixam o produto interno canônico invariante. De maneira abstrata, um grupo é um
conjunto munido de uma multiplicação associativa, contendo a identidade e para cada elemento dado,
o seu inverso (aquele que se multiplicado pelo elemento inverso se iguala à identidade). Os grupos
de Lie contém número infinito de elementos e seus elementos podem ser parametrizados como numa
variedade. No exemplo fornecido, uma parametrização seria obtida pelas variaveis independentes que
parametrizam as matrizes ortogonais (no caso de três dimensões os ângulos de Euler servem para este
propósito)

8É comum estudar os vetores tangentes à identidade (denotados por ~ei ), que é um espaço vetorial
que parametriza os elementos do grupo de Lie (e por isso chamados de geradores). Isto permite
estudar as propriedades dos grupos com muito mais facilidade, e foi sugerido primeiramente por Lie,
que forneceu uma parametrização do grupo pela álgebra, chamada de aplicação exponencial. Esta
parametrização só alcança a componente conexa da identidade do grupo, mas outras parametrizações
são possı́veis, que alcançem qualquer elemento do grupo. Para provar isso, Lie sou o fato de que para
conhecer a estrutura multiplicativa de um grupo, basta conhecer as constantes de estrutura da álgebra
ckij , definida por [~ei, ~ej ] = ckij~ek. Como os elementos do grupo atuam de forma natural nos elementos da
álgebra, pode-se considerar que o espaço interno na qual um dado grupo atua é justamenteo espaço
da álgebra, que fornece uma representação linear para o grupo, chamada de representação adjunta

9Isto é uma motivação para se considerar na mecânica quântica a energia como o auto valor de um
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também transformações não apenas nas coordenadas, mas também nas funções,

como é o caso da tansformação de calibre, que transforma o potencial, mas deixa a

lagrangeana invariante. Para transformações locais , dadas as transformações que

deixam a Lagrangeana invariante (este conjunto é um grupo de Lie) e a Lagrangeana,

Noether obtém uma quantidade T µi que é conservada por uma derivada generalizada,

DµT
µ
i = 0, onde Dµ = ∂ν + Cµ, para um operador Cµ. Posteriormente verificou-se que

tal operador correspondia à uma derivada covariante Dµ cuja conexão Cµ é análoga à

conexão do grupo visto como grupo de calibre, pois se transforma como tal.

4.2.1 Teoria de Calibre de Weyl

Na época em que esta teoria foi desenvolvida, 1919, as únicas partı́culas elementares

que se tinha conhecimento eram o elétron e o próton. A motivação de Weyl em propor

a idéia de invariância de calibre veio com a confirmação do desvio da trajetória da luz,

prevista pela RG.

Weyl se perguntou: se o campo gravitacional pode ser descrito por uma conexão

que fornece as orientações relativas entre dois sistemas de referencial locais no espaço-

tempo, poderia também o eletromagnetismo ser associado com uma conexão similar?

Sugeriu então que a norma de um vetor fı́sico não seja uma quantidade absoluta, mas

dependa da sua localização no espaço-tempo. Para visualizar esta idéia considere

um campo vetorial qualquer que em um ponto fixo x dado tenha norma f(x). A norma

deste vetor no ponto x + dx é f(x + dx) ≈ f(x) + (∂µf)dxµ . Agora introduz-se uma

mudança de calibre atravéz de um fator multiplicativo S , que é uma função das coor-

denadas e unitário no ponto x, ou seja: S(x+dx) = 1 + (∂µS)dxµ. Agora a nova norma

do vetor no ponto x + dx será S(x + dx)f(x + dx) ≈ f(x) + (∂µS) f dxµ + (∂µf)dxµ,

ou seja, δf = (∂µ + (∂µS))f dxµ. Isso funciona como uma conexão, pois a derivada

parcial é substituı́da por uma outra que difere desta por um termo aditivo.

Weyl interpretou a quantidade ∂µS como o quadri-potencial eletromagnético Aµ

porque uma segunda transformação de calibre com um novo fator de escala θ trans-

formará a conexão da seguinte maneira: Aµ → Aµ + ∂µθ, que é a transformação de

calibre do eletromagnetismo (deixam as equações de Maxwell invariantes, portanto

são simetrias de calibre). Aqui θ(xµ) representa o parâmetro local de transformação

operador proporcional à derivada temporal, e o momento linear como proporcional à derivada espacial
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de calibre do eletromagnetismo.

Alguns anos depois Bergman (para um relato deste acontecimento, ver [27]) notou

que esta interpretação era incorreta, por estar em conflito com a mecânica quântica,

na qual o comprimento de onda Compton λ = h
mc

é uma escala de comprimento

natural associada à uma partı́cula e além disso não depende da posição da mesma.

Desconsiderando esta falha inicial, a idéia de invariância de calibre sobreviveu, porém

era vista como um acidente matemático que permitia simplificar os cálculos.

4.2.2 Renascimento da Teoria de Calibre

Para contornar a observação de Bergmann , em 1929 Weyl propôs uma nova interpretação

para a sua idéia original, mas agora motivado pela teoria quântica (a sugestão foi

dada por V.Fock [28] e London [29]). Ao invés de transformar as normas dos ve-

tores, a modificação é feita na fase da função de onda Ψ , solução da equação de

Schrodinger10 na presença de um campo eletromagnético Aµ. Se a nova função de

onda Ψ e−ieλ(x) for solução da mesma equação de Schrodinger isto implicará que o Aµ

deve mudar para Aµ − ∂µλ.

A objeção à teoria original de Weyl não se aplica mais porque uma mudança na

fase não altera o valor medido para a densidade de probabilidade (que é a norma da

função de onda). Fixando um calibre para o campo eletromagnético (fazendo uma es-

colha paraAµ) possibilita que se fixe a quantidade ∂µθ, e portanto permite que se tenha

uma noção de como a função de onda varia de ponto a ponto, conseguentemente o

campo Aµ funciona como uma conexão para a fase de onda. Portanto, apesar das

equações de Maxwell serem clássicas a simetria de calibre têm justificativa quântica.

O grupo de simetria aqui considerado seria o U(1), o grupo unitário de um parâmetro,

correspondente à simetria de calibre do campo eletromagnético.

Um experimento que vem reforçar aı́nda mais esta relação entre potencial eletro-

magnético e função de onda é o proposto por Aharonov-Bohm, no qual observa-se

a possibilidade de medir o potencial eletromagnético diretamente, dando uma im-

portância mais fundamental à estes do que ao campo eletromagnético propriamente

10A equação de Schrodinger i~ ∂
∂tψ(~r, t) = [−~

2

2m
~∇2 + V (~r, t)]ψ(~r, t)para um potencial V (~r, t) é obtida

pela lei de conservação de energia não relativı́stica E = p2

2m + V , substituindo a energia E por um
operador proporcional à derivada temporal E = i~ ∂

∂t e o momento linear ~p por um operador proporcional
à derivada espacial ~p = −i~~∇
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dito. O experimento de Aharonov-Bohm mostra a interferência na função de onda

do elétron (figura 4.1) causada pelo potencial. Se colocarmos um solenóide entre as

fendas os campos elétrico e magnéticos não mudam na região exterior ao solenóide,

porém ocorre uma mudança no potencial e uma consequente mudança no padrão de

interferência observado. Isto implica que potencial em sı́ é um observável.

Figura 4.1: Aharonov-Bohn

Apesar disto, a inerpretação da invariância de calibre feta por Weyl continuou

sendo subestimada e vista apenas como uma propriedade matemática da mecânica

quântica, e não como um propriedade fundamental da natureza. Isso só veio a ocorrer

com o desenvolvimento da teoria de Yang-Mills, que generaliza o eletromagnetismo

para as outras forças de calibre, levando em conta a propriedade de invariância de

calibre da teoria eletromagnetica e estendendo-a para as interações nucleares.

4.2.3 A Teoria de Yang-Mills

Dois conceitos básicos foram importantes para o desenvolvimento da teoria de Yang-

Mills. O primeiro era a idéia proposta por Yukawa, de que a força nuclear fosse

intermediada por uma partı́cula, chamada de méson π (assim como a força eletro-

magnética é intermediada por fótons). A segunda idéia veio com a observação de que

a força nuclear independia da carga elétrica. Assim, Heisenberg sugeriu que o neu-

tron e o próton pudessem ser considerados como estados diferentes de uma mesma

partı́cula (em analogia com os estados ”up” e ”down” do spin). A invariância da carga

é obtida quando se observa a invariância da força nuclear sobre a ação de um novo

grupo de simetria, o SU(2). Entretanto, diferentemente do U(1) considerado ante-

riormente, que é uma simetria global (os parâmetros independem das coordenadas),
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corresponde à propriedade interna chamada de isospin. O méson π seria o carregador

da força nuclear e auto-estado do isospin.

Em 1954 Yang e Mills propuseram uma teoria na qual a interação nuclear é de-

scrita por uma teoria de campo que possua uma invariância de calibre, postulando

que o grupo de calibre fosse o SU(2), atuando localmente (em cada ponto do espaço-

tempo). A escolha de uma conexão fornece uma regra para determinar como o es-

tado avaliado em um ponto (neste caso, o estado pode ser interpretado como uma

combinação linear de próton e nêutron) influencia o estado numa vizinhança deste.

No eletromagnetismo, o potencial eletromagnético Aµ fornece uma conexão entre

a fase da função de onda em posições próximas. Na teoria de Yang-Mills a fase é sub-

stituı́da por uma variável local mais complicada, que especifica a direção do isospin. O

potencial de Yang-Mills gera uma rotação no espaço de simetria interna (assim como

o grupo SU(2) ≈ SO(3) gera rotações no IR3) , esta rotação tem geradores que aqui

serão denotados por ~L, em analogia com o momento angular, que gera rotações es-

paciais. Assim, um elemento do grupo de simetria R(~θ) gera uma rotação no espaço

interno dado por R(~θ)Ψ = e−i
~θ·~LΨ, indicando que a forma mais geral para um potencial

de Yang-Mills Aµ é uma combinação linear de geradores de rotação no espaço interno

Aµ = Aiµ(x)Li . Neste caso, o grupo de simetria tem três geradores independentes

(que correspondem à três parâmetros independentes de SU(2)), e assim como no

caso do momento angular, pode-se escolher L+, L− e L3 como base e pode-se in-

terpretar, por exemplo, o operador L+ como uma transformação que muda um próton

para um nêutron.

Hoje em dia sabe-se que o próton e o nêutron não são mais partı́culas fundamen-

tais, sendo os mesmos constituı́dos por quarks. Assim, a teoria de Yang-Mills teve que

se adaptar ao novo modelo de interação forte. O espaço interno não é mais nece-

sariamente o do isospin, mas sim da álgebra de Lie de SU(3), cujos parâmetros são

locais e que correspondem à estrutura dos quarks. Dado um grupo de Lie, escolhe-se

uma representação linear no mesmo espaço que será representada a função de onda.

Os geradores desta transformação serão denotados por Fk, e qualquer elemento do

grupo pode ser alcançado por uma aplicação exponencial, escolhidos os parâmetros

θk(x) em cada ponto x do espaço-tempo. Assim, dado um elemento arbitrário ĝ do

grupo de Lie, ele atua numa função de onda da seguinte maneira: ĝΨ = (e−iqθ
k(x)Fk)Ψ,
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onde a constante iq é tomada por conveniência e os geradores da álgebra satisfazem

a equação de estrutura de Lie,

[Fi, Fj] = ckijFk

e os ckij são constantes de estrutura da Álgebra de Lie do grupo considerado.

Se denotarmos os vetores do espaço interno por ui, poderemos separar a função

de onda em sua parte interna e externa Ψ(x) = Ψi(x)ui. Ao se aplicar uma transformação

de calibre e se analisar a diferença da função de onda entre dois pontos que diferem

infinitesimalmente, percebe-se que não apenas a parte externa Ψi(x) muda, mas

também a parte do espaço interno ui .

dΨ = Ψ(x+ dx)−Ψ(x) = (∂µΨi)dx
µui + Ψidu

i

Levando em conta o fato de que o grupo atua somente no espaço interno e que

os geradores Fk são transformações lineares neste espaço (e são, portanto, matrizes

(Fk)
j
i ), obtem-se dui = e−iq(θ

k+dθk)Fkui− e−iq(θkFk)ui ≈ −iq(∂µθk)dxµ(Fk)
i
j u

j (foi tomado

até a primeira ordem na expansão). Denotando (Aµ)ij = (∂µθ
k)(Fk)

i
j resulta que dψ =

(DµΨi)dx
µui, onde Dµ é a derivada covariante de calibre, DµΨi = (δji∂µ − iq(Aµ)ji)Ψj.

Numa notação mais compacta,

DµΨ = (∂µ − iqAµ)Ψ

Para uma transformação de calibre geral U , a conexão se transforma da seguinte

maneira11:

A
′

µ = UAµU
−1 − i

q
(∂µU)U−1 (4.6)

No eletromagnetismo, o campo eletromagnetico é dado pelo tensor de Maxwell

Fµν = [∂µ − iqAµ, ∂ν − iqAν ]

Por generalização, os campos provindos dos potenciais de calibre serão dados por:

11Isto é obtido impondo que a derivada covariante Dµ comute com a ação do grupo U , que pela
equação 4.2.3, (∂µ−iqAµ)(UΨ) = U(∂µ−iqAµ)Ψ resulta na equação para a transformação da conexão
depois de um pouco de manipulação
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Fµν = [Dµ, Dν ] = Aµ,ν − Aν,µ − iq[Aµ, Aν ]

Note que esta é uma expressão para a curvatura Fµν associada à conexão Aµ

(compare com a expressão 2.6 da página 25). Portanto, na teoria de Yang-Mills, fala-

se de curvatura referindo-se à Fµν .

Na notação covariante, a Lagrangeana do campo eletromagnético é proporcional à

FµνF
µν . No caso da teoria de Yang-Mills a quantidade FµνF µν é a soma de produtos de

operadores, sendo então um operador. Uma escolha para uma função Lagrangeana

que não dependa da base escolhida para a representação matricial deste operador é

o traço desta quantidade, Tr(FµνF µν). Portanto a Lagrangeana para o potencial de

Yang-Mills é dada por12

LY−M = −1

4
Tr(FµνF

µν)

Impondo o princı́pio de variação mı́nima da ação com respeito à variação de Aµ,

obtém-se uma generalização das equações de Maxwell não homogêneas

∂µFµν − iq[Aµ, Fµν ] = jν

onde jν é a quadricorrente associada à Lagrangeana da fonte. Aqui diferente da

RG, a conexão é solução das equações de Yang-Mills e não são dadas por uma ex-

pressão em termos da métrica. Outra diferença é que a Lagrangeana é quadrática

na curvatura, enquanto que na RG é linear na curvatura. As outras equações ho-

mogêneas são identidades e não provêm da Lagrangeana.

O sucesso da teoria veio com a observação que a mesma é quantizável e que os

grupos SU(3) e SU(2) são os grupos de calibre das interações forte e fraca, respecti-

vamente. O U(1), como já vimos é o grupo de calibre do eletromagnetismo. Vale notar

que, apesar do modelo padrão de partı́culas abarcar as três interações de calibre,

ele só descreve de maneira unificada duas delas, a eletromagnética e a nuclear fraca,

sendo esta unificação conhecida como unificação eletrofraca. Uma teoria que unifique

12Se um campo presente na Lagrangeana minimiza a ação, então é possı́vel mostrar a equação
de Euler-Lagrange é satisfeita [26]. No caso da Lagrangeana de Yang-Mills considerada, a equação
de Euler-Lagrange do potencial de calibre que gera a equação de Yang-Mills é a seguinte: ∂LY−M

∂(Aiµ) =

∂ν [ ∂LY−M
∂(∂νAiµ) ]
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todas as interações de calibre está sendo buscada aı́nda, e é chamada de GUT (sigla

em inglês para Grand Unified Theory). O caminho trilhado é achar um grupo que con-

tenha como subgrupo o U(1)×SU(2)×SU(3). Os candidato mais estudados até agora

são os grupos de cobertura de SU(5) e de SO(10), ou mesmo os grupos exepcionais

E6, E7, e E8.

4.2.4 Formulação Geométrica da Teoria de Yang-Mills

Conforme já foi comentado anteriormente, muitas área da fı́sica admitem uma descrição

geométrica. Para a teoria de Yang Mills isso não deixa de ser verdade.

É comum nessas teorias o uso de formas diferenciais13 e seus operadores associ-

ados, como o produto exterior14, produto de Hodge15, e a derivada exterior16

Com o uso de tais operadores, escrevemos as equações de Yang-Mills de uma

maneira abstrata, que não depende do sistema de coordenadas. Para isso, definimos

abstratamente o operador derivada exterior covariante como D = d + A, onde d é a

derivada exterior e A uma forma de conexão A = Aµdx
µ, cujos coeficientes pertençam

à algebra de Lie do grupo de simetria considerado. Definimos abstratamente o tensor

de curvatura como

F = D ∧ A = (d+ A) ∧ A = d ∧ A+ A ∧ A

Escrevendo F = Fµνdx
µ ∧ dxν e com o uso das definições dadas, obtêm-se a já

conhecida expressão dos coeficientes da curvatura

Fµν = Aµ,ν − Aν,µ − [Aµ, Aν ]

13Uma p-forma diferencial é um tensor de p ı́ndices F = Fµν..λdx
µdxν ..dxλ antissimétrico ao se trocar

dois ı́ndices consecutivos quaisquer, portanto, num espaço de dimensão m, o espaço de n-formas têm
dimensão m!

n!(m−n)!
14O produto exterior de uma p-forma ω com uma q-forma η é uma (p+q)-forma de-

notada por ω ∧ η, que se aplicadas os vetores (e1, .., ep+q) é ω ∧ η(e1, .., ep+q) =∑
σ∈Sp+q

(ισ)ω(eσ(1), .., eσ(p))η(eσ(p+1), .., eσ(p+q)). O conjunto Sn é o das permutações de n números
naturais, e o número ισ indica qual é o sinal da permutação

15Pelo número de dimensão das n-formas, é possı́vel descobrir que estas são isomorfas às (m-n)
formas, e o produto de Hodge fornece este isomorfismo. Aplicar o produto de Hodge à uma n-forma
ω definida num espaço m-dimensional é transformá-la numa (m-n)-forma ω∗ cujos coeficiententes são
w∗a1,..,am−n

= εb1,..,bn,a1,..,am−nω
b1,..,bn , onde o o número εb1,..,bn,a1,..,am−n é o tensor de Levi-Civita, que é

nulo caso dois ou mais coeficientes sejam iguais e ±1 conforme a paridade da permutação dos ı́ndices
16Leva uma (p)-forma numa (p+1)forma. Atuando numa função f fornece df = (∂µf)dxµ e atuando

numa p-forma F, dF =
∑
a1<..<ap

dFa1,..,ap ∧ dxa1 ..dxap .
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Segue também diretamente das definições feitas que a parte homogênea da equação

de Yang-Mills é dada por

D ∧ F = 0

e a parte não homogênea é dada por

D ∧ F ∗ = 4πJ∗

onde J é o tensor quadricorrente (uma 1-forma), F ∗ µν = εµνρσFρσ e J∗ λρσ = ελρστJτ .

Para uma derivação detalhada ver [30].

A figura 4.2 a seguir exemplifica o quadro de descrição geométrica dos campos de

calibre. O espaço-tempo é representado pelo plano horizontal, enquanto que o espaço

interno é desenhado verticalmente à cada ponto. A linha desenhada indica a trajetória

de alguma partı́cula tanto no espaço-tempo como em algum espaço interno, como o

U(1). Os geômetras modernos chamam este espaço que descreve tanto o espaço-

tempo como o espaço interno de fibrado. Nesta figura, o espaço-tempo é a base do

fibrado, e todas as fibras ( cada uma delas é o espaço interno associado à um ponto)

são isomorfas à um único espaço que é chamado de fibra tı́pica. Este fibrado pode ser

visto localmente como o produto cartesiano do espaço-tempo pela fibra tı́pica (que é

o espaço interno). A localização de uma partı́cula no espaço-tempo é representada

por um ponto no plano horizontal e sua orientação no espaço interno é especificada

por um ponto na fibra.

Figura 4.2: Fibrado Principal
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Pela equação (4.2.4), a hipótese de que os campos de Yang-Mills sã confinados

à quadridimensionalidade é necessária. Se o espaço-tempo em que vivemos têm

dimensão 4 , então o tensor F é necessáriamente uma 2-forma (isso é um dado ex-

perimental), e D ∧ F ∗ será uma 3-forma. No lado direito, J é um vetor covariante (o

mesmo que 1-forma) também por medidas experimentais, e portanto J∗ só será uma

3-forma se a dimensionalidade do espaço for quatro, porque aı́ então uma 1-forma é

isomorfa à uma 3-forma e o produto de Hodge fornece tal isomorfismo. Portanto, uma

vêz que as quadricorrentes e campos são medidas experimentalmente, as equação

de Yang-Mills só fazem sentido em 4 dimensões, caso contrário não terı́amos como

igualar quantidades que pertençam à espaços não isomorfos. Um argumento Fı́sico a

favor da afirmação de que somente a gravitação pode se propagar nas dimensões ex-

tras é levar em conta o fato de que os campos de calibre são blindáveis (para o caso

eletromagnético, basta considerar a gaiola de Faraday) enquando que é impossı́vel

blindar uma fonte de campo gravitacional.

Note que o campo de Yang-Mills é originalmente definido no espaço-tempo da

RE, ou seja, sua métrica é a de Minkowski. Como tal, ele não afeta a geometria

do espaço-tempo, uma vez que têm sua métrica (Minkowski) previamente definida.

Como o campo de Yang-Mills possue energia (e um tensor de energia-momento não

trivial), pode-se considerar o efeito de tal campo na RG, e assim introduzir o tensor

energia momento deste campo no lado direito da equação de Einstein, e obter assim

uma métrica para o espaço-tempo que não seja necessariamente plana. O efeito da

métrica não plana nas equações de Yang-Mills é a substituição da derivada parcial

pela derivada covariante com respeito à nova métrica.

O efeito de um campo de Yang-Mills na estrutura do espaço-tempo é obtido ao

considerar seu efeito na parte da fonte do campo gravitacional e substituir o tensor de

energia-momento Tµ provindo da Lagrangeana de Yang-Mills LY−M (substitui-se para

isso a métrica de Minkowski por uma métrica geral). Fazendo uso de 4.3, obtemos o

tensor energia-momento associado ao campo de Yang-Mills:

(TY−M)µν = Tr (F µαF νβgαβ −
1

2
gµνFαβFαβ)

que é uma generalização do tensor energia-momento do campo eletromagnético.

É interessante notar que tanto a ação de Einstein-Hilbert como a ação de Yang-
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Mills referem-se à cuvatura e portanto são primeiramente afirmações sobre a na-

tureza da geometria. Mas enquanto Einstein-Hilbert é linear na curvatura, Yang-Mills

é quadrática. A teoria de Kaluza-Klein parte do princı́pio de Einstein-Hilbert em um

número maior de dimensões (maior que 4), resultando que a ação multidimensional

contém a ação de Einstein-Hilbert usual de 4-dimensões e a ação de Yang-Mills.
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Capı́tulo 5

Exemplos de Unificação

O que é essencial é invisı́vel aos olhos

Antoine de Saint-Exupéry

Este capı́tulo será dedicado à dois exemplos de unificação em espaços de di-

mensão maior que 4 com base na ação de Einstein-Hilbert que são as teorias de

Kaluza-Klein (descrito em [31]) e a teoria de branas-mundo (descrita em [32] ).

5.1 Teoria de Kaluza-Klein

5.1.1 Inı́cio da Teoria de Kaluza-Klein

O propósito da teoria em sua forma original era unir a Gravitação e o Eletromagnetismo

através da introdução de uma dimensão a mais do tipo espaço na teoria de Einstein

(isto é, em 5 dimensões).
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Antes mesmo do advento da Relatividade Geral, Nordströn [33] em 1914 propôs

uma teoria na qual a gravidade é descrita por um campo escalar acoplado ao traço

do tensor energia-momento. Ele adiciona uma dimensão extra ao espaço-tempo 4-

dimensional, obtendo uma variedade 5-dimensional. Introduziu um campo vetorial de

calibre de 5 componentes, identificando a quinta componente com o campo escalar

e as 4 restantes com o potencial eletromagnético. Se as variáveis dinâmicas não de-

pendessem da quinta dimensão, as equações provenientes desta teoria se reduzem

às eletromagnética e gravitacional. Esta teoria surgiu antes do desenvolvimento com-

pleto da RG, e só reproduzia os resultados da gravitação Newtoniana , sendo, portanto

descartada logo após o surgimento da RG. Porém a idéia de que a quinta componente

é um campo escalar, e não uma constante, foi incorporada após os trabalhos originais

de Kaluza-Klein.

Em 1921, Theodor Kaluza [34] considera um espaço-tempo 5-dimensional, com

uma métrica dada por:

dS2 = γAB(xµ, y5)dxAdxB

Onde

γAB =

 gµν gµ5

g5ν g55


Uma vez que as quantidades fı́sicas usuais dependem apenas do espaço-tempo 4-

dimensional usual, a métrica não deve depender da coordenada da quinta dimensão:

γAB,5 = 0

que é conhecida como condição de cilindricidade de Kaluza. A quantidade g55 foi

posta igual à unidade por Kaluza, porém os calculos feitos por ele podem também

ser feitos considerando esta quantidade como um campo escalar, g55 = 2φ. Em

seguida, Kaluza calcula os sı́mbolos de Christoffel de primeira espécie da métrica

γAB (aqui denotado por Υ), percebendo que existe uma semelhança entre g5β,α e Aν,µ

pela comparação das seguintes quantidades
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Υ5αβ =
1

2
(g5β,α − g5α,β)

e o tensor de Maxwell

Fµν = Aµ,ν − Aν,µ

idéia esta sugerida anteriormente por Hans Thirring no paper [35] (citado também

por Kaluza) intitulado “Uma Analogia Formal Entre As Equações Fundamentais do

Eletromagnetismo e as Equações de Einstein da Gravidade em Primeira Aproximação”,

bastando para isso fazer g5α proporcional ao quadritensor do potencial eletromagnético

Aα, com uma constante de proporcionalidade 2α resultando

Υαβ5 = Υα5β = α(Aα,β − Aβ,α) = αFαβ

Uma consequência desta definição para o tensor de Maxwell Fµν é a seguinte

equação:

Fµν,γ + Fνγ,µ + Fγµ,ν = 0

que corresponde ao conjunto geométrico das equações de Maxwell na forma co-

variante. Na sequência, Kaluza propõe uma solução aproximadamente linear para as

equações de Einstein em 5D

γµν = ηµν + hµν onde |hµν | ≤≤ 1

ηµν = diag(1, 1, 1,−1) é a métrica de Minkowski. Na última parte do seu paper, Kaluza

escreve a equação da geodésica em sua versão 5-dimensional (denotando a veloci-

dade quadridimensional por uα ). Colocando 2αc5 = q
m

, ele obtém

duα

dτ
+ Υα

βγu
βuγ +

q

m
Fβαu

β + φ,α(c5)2 = 0

Portanto, chega-se a conclusão que um mundo 5-dimensional em que apenas a

gravitação está presente equivale ao mundo 4-dimensional em que estão presentes

a gravitação e o eletromagnetismo. Isso fica evidente ao se notar o termo q
m
F ikui na

equação da geodésica acima, que equivale à força de Lorentz.
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Na versão de Klein [36] [37] da proposta de Kaluza, foi considerado inicialmente

que a métrica era 5-dimensional dS2 = γµνdx
µdxν . Porém Klein modificou alguns

aspectos que considerava incompletos na teoria precedente, mantendo entretanto a

condição de cilindricidade. Uma pergunta importante refere-se à aplicação do princı́pio

de covariância generalizada ao espaço total. A resposta dada por Klein é negativa.

Uma meneira simples de ver isso é considerar uma transformação de coordenadas

arbitrária xµ
′
(xµ, y) e y

′
(xµ, y), cujas novas coordenadas (xµ

′
, y
′
) sejam funções in-

versı́veis das antigas (xµ, y). Uma vez que a covariância generalizada é um princı́pio

experimental e as experiência são todas feitas em quatro dimensões, é natural de se

supor que este princı́pio seja válido somente em 4 dimensões. Isso significa que xµ
′

depende somente de xµ. Dito de outra maneira, ∂xµ
′

∂y5
= 0

No novo sistema de coordenadas a condição de cilindricidade deve também valer

(γA′B′,5′ = 0). Em particular, considerando a componente A′ = µ′ e B′ = 5′ da métrica

γAB, que se transforma como γµ′5′ = ∂xA

∂xµ′
∂xB

∂y5′
γAB = ∂xν

∂xµ′
∂y5

∂y5′
γν5 + ∂y5

∂xµ′
∂y5

∂y5′
γ55, temos que

a derivada desta quantidade com respeito à y5′ deve ser zero. Isso já é verdade para

os componetes γ55 e γµ5, mas não necessariamente para seus coeficientes, especifi-

camente os coeficientes ∂y5

∂y5′
e ∂y5

∂xµ′
. Para respeitar a condição de cilindricidade deve-se

impor que:

∂2y5

∂y5′∂y5′
= 0

∂2y5

∂y5′∂yµ′
= 0

A primeira equação tem solução y5 = a(xµ
′
)y5′ + b(xµ

′
) ( onde a(xµ

′
) e b(xµ

′
) são

funções arbitrárias), que se substituida na segunda obtem-se que a(xµ
′
) é constante

(por conveniência coloca-se igual à unidade.). Portanto a transformação de coorde-

nadas mais geral para esta teoria é:

y5 −→ y5′ = y5 + Φ(xν), xµ −→ xµ
′
= Ψµ(xν) (5.1)

Esclarecido as possı́veis transformações de coordenadas, Klein percebeu que a

escolha da métrica feita por Kaluza (γµν = gµν , onde gµν é a métrica do espaço-tempo

quadridimensional) aı́nda é inconsistente com a covariância generalizada quadridi-

mensional. Isso se deve ao fato de que o elemento de linha restrito ao espaço-tempo

quadridimensional ds2 = γµνdx
µdxν não é invariante sobre as transformações acima.
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O ponto a se chegar agora é impor que o elemento de linha do espaço tempo 4-D

usual se torne invariante. Neste momento, o caminho trilhado por Klein fica mais evi-

dente ao se fazer uma analogia. Olhando apenas para a gravitação quadridimensional,

uma pergunta é sugerida: como construir um elemento de linha dl apenas espacial

(sem incluir a parte temporal) que seja invariante? A resposta já é bem conhecida.

Para acompanhar o raciocı́nio a convenção de ı́ndices é temporariamente substituı́da

(os ı́ndices gregos variam na parte espacial, µ = 1 à 3, os ı́ndices latinos minúsculos

representam a parte temporal , i = 4 e os ı́ndices latinos maiúsculos variam em todos

os componentes A = 1..4), até que se diga o momento de retorno à convenção usual

seguida nesta dissertação). Para determinar o elemento dl, a distância espacial entre

dois pontos, supõe-se que um sinal de luz é direcionado de um ponto Q (que possua

coordenadas xµ + dxµ) do espaço para um ponto P infinitamente próximo à ele xµ e

depois disso volte pelo mesmo caminho. Obviamente o tempo próprio gasto neste

processo (para o observador em Q) quando multiplicado por c fornece duas vezes a

distância entre estes pontos. O intervalo será do tipo luz, e portanto [70]

0 = ds2 = gABdx
AdxB = giidx

idxi + 2giµdx
idxµ + gµνdx

µdxν

Resolvendo esta equação de segundo grau para dxi (que aqui corresponde à dx4),

tem-se duas raı́zes (+ e −):

dx4
(+) =

4

−g44

[g4νdx
ν +

√
(g4µg4ν − gµνg44)dxµdxν ]

dx4
(−) =

4

−g44

[g4νdx
ν −

√
(g4µg4ν − gµνg44)dxµdxν ]

Como x4 é o momento em que o sinal chegou à P, o momento em que ele deixou

Q e chegou à ele foi x4 + dx4
(+) e x4 + dx4

(−), respectivamente. Assim, a duração desta

viagem foi

dx4
(+) − dx4

(−) =
2

−g44

√
(g4µg4ν − gµνg44)dxµdxν

O intervalo de tempo próprio deste processo (para um observador em Q) é obtido

notando que neste ponto não houve mudança de posição espacial e que a diferença
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de tempo medida foi dx4
(+) − dx4

(−). Assim,

ds2 = c2dτ 2 = −g44(dx4
(+) − dx4

(−))
2

Implica que

dτ =
1

c

√
−g44(dx4

(+) − dx4
(−))

2

Substituindo (dx4
(+) − dx4

(−))
2 obtem-se o tempo próprio. A distância invariante dl

entre estes dois pontos é calculada multiplicando o tempo próprio de ida e volta por c
2
,

resultando:

dl2 = [gµν −
g4µg4ν

g44

]dxµdxν (5.2)

Este é o elemento de linha espacial entre dois pontos infinitesimais. Ele é in-

variante sobre a transformação de coordenadas quaisquer pois foi construido pela

multiplicação do tempo próprio por c
2
, sendo estas duas quantidades invariantes. Outro

aspecto interessante é que se a métrica espacial depender do tempo, não faz sentido

falar de distância entre dois objetos separados por uma distância não infinitesimal ,

pois a integral de dl dependerá da escolha da linha mundo. Caso contrário tem-se que

a métrica espacial não depende do tempo, ou seja, ∂4gµν = 0, condição análoga à de

cilindricidade. Somente com esta condição faz sentido falar sobre distância puramente

espacial entre dois pontos em RG.

Assim, numa análise espacial da RG, em que a métrica espacial não dependa da

coordenada temporal, basta trabalhar com o seguinte elemento de linha espacial:

dl2 = γµνdx
µdxν , onde γµν = gµν −

g4µg4ν

g44

e γµν caracteriza a métrica invariante 3-D espacial.

Agora volta-se a convenção de ı́ndices adotada nesta dissertação. Klein, ao con-

struir sua teoria, tinha em mente justamente a seguinte analogia (em que a dimensão

extra faz o papel do tempo na análise anterior) : que a métrica do espaço-tempo usual

seja independente da quinta dimensão e que o intervalo do espaço-tempo 4-D usual

seja um invariante sob transformação de coordenadas (5.1). Pela analogia exposta, a

melhor forma de realizar isto é relacionar a métrica espaço-temporal 4-D gµν com a do

espaço total 5-D γµν da seguinte forma
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gµν = [γµν −
γµ5γν5

γ55

]

Certamente gµνdxµdxν assim definido é invariante sobre as transformações definidas

por Klein, porém pode-se também verificar esta afirmação aplicando a transformação

de coordenadas proposta por Klein diretamente no elemento de linha acima. O fato de

valer a condição de cilindricidade indica que faz sentido também falar sobre intervalos

do espaço-tempo 4-D usual, salvando assim o pricı́pio da covariância generalizada

para os observadores restritos à esta variedade. A componente quadriminesional da

métrica 5-D é obtida isolando γµν na equação acima.

γµν = gµν +
γµ5γν5

γ55

A escolha feita for Klein neste ponto é semelhante à feita por Kaluza: γµ5 = βAi(x
µ)

e γ55 = α (esta última, constante) (para simplificar as contas, será feito α = 1). Isto

justifica a métrica escolhida por Klein.

A métrica escolhida por Klein ficou, portanto

γAB =

 gµν + β2AµAν βAµ

βAν 1


Os cálculos envolvidos para mostrar que tal métrica é consequência da imposição

de invariância do elemento de linha quadridimensional pela transformação geral (5.1)

não foi explicitado por Klein no seu trabalho.

Para descrever o movimento de uma partı́cula neste campo, considera-se sua la-

grangeana, L = 1
2
m( ds

dτ
)2, onde ds é o elemento de linha

ds2 = (gµν + β2AµAν)dx
µdxν + 2βAµdx

µdx5 + (dx5)2

O momento é calculado de forma usual:

pA =
∂L

∂(dxA/dτ)
= mγAB(dxB/dτ)
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A quinta componete fica (denotando dxA/dτ por żA)

p5 = mβAµż
µ +mż5

e a µ-ésima componente de momento (quadridimensional)

pµ = mgµν ż
ν +mβ2AµAν ż

ν +mβAµż
5 = mżµ + βAµp5

Esta última expressão é aquela de uma partı́cula carregada se movimentando num

campo eletromagnético, desde que se tenha p5 = q/β. A quantidade q é interpretada

como a carga da partı́cula. Ao atribuir propriedade quânticas à teoria, Klein usa a

relação de de Broglie, que relaciona o comprimento de onda λ5 (da quinta dimensão,

no caso presente) da partı́cula com o momento (aqui será p5) p5 = 2π~/λ5. Para que

este comprimento seja finito, é natural de se supor que este seja uma cı́rculo (figura

5.1, onde V4 representa o espaço-tempo quadridimensional usual e S o cı́rculo que

representa o espaço compacto da dimensão extra). Einstein foi o apresentador do

trabalho de Kaluza, chegando a contribuir para a teoria. A figura abaixo é conhecida

como cilindro de Einstein.

Figura 5.1: Cilindro de Einstein

O cı́rculo tem um perı́metro dado por 2πr5 = Nλ5 (onde N é um inteiro) uma vez

que apenas um número inteiro de comprimentos de onda pode ocupá-lo, assim a

quantização da carga elétrica é explicada, pois:

q = Nβ~/r5
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Logo em seguida, Klein nota que uma transformação de coordenadas da quinta

dimensão respeitando (xµ, y5)→ (xµ, y5 + Φ(xµ)) resulta:

γµ′5′ =
∂xA

∂xµ′
∂xB

∂y5′
γAB =

∂y5

∂xµ′
∂y5

∂y5′
γ55 +

∂xµ

∂xµ′
∂y5

∂y5′
γµ5

Substituindo os valores correspondentes em γB5:

Aµ′ = Aµ − β−1∂µf

Que é o tipo de transformação do potencial de calibre do campo eletromagnético.

Isto indica que na teoria de Klein a invariância de calibre está diretamente relacionada

com a transformação de coordenadas na quinta dimensão, atribuindo uma justificação

geométrica à esta propriedade de invariância.

Outra diferença em relação ao artigo de Kaluza é o fato de Klein ter calculado a

ação S de Einstein-Hilbert da teoria, extendida à 5 dimensões:

S =
c3

16πG̃

∫
d5x
√
−γ R

onde γ é o determinande da métrica 5-D, que coincide com o da métrica 4-D do

espaço-tempo, R é o escalar de curvatura do espaço total e G̃ é um parâmetro

livre, equivalene à constante Newtoniana, só que agora definida para o espaço total.

Como R e γ só dependem das coordenadas 4-dimensionais (uma vez que a condição

de cilindricidade é mantida), pode-se separar o integrando (o que é garantido pela

suposição de que a topologia da variedade é um produto da variedade quadridiman-

sional com a dimensão extra):

S =
c3

16πG̃

∫
dx5

∫
d4x
√
−γ R

Considerando que a dimensão extra seja periódica e possua um raio constante

r5, tem-se que
∫
dx5 = 2πr5. A ação pode ser decomposta na soma da ação do

eletromagnetismo e da gravitação [38],

R = R− 1

4
β2F µνFµν
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, como demonstrado no artigo citado e na secção seguinte para o caso não-

abelianano, no qual este é um caso particular. Assim,

S = Sgr + Sel =
c3

16πG

∫
d4x
√
−gR− 1

4µ0c

∫
d4x
√
−gF µνFµν

desde que os parâmetros livres G̃ e β sejam escolhidos como G̃ = 2πr5G e β =

(16πG/µ0c
4)1/2.

Percebe-se, portanto, que as duas teorias, isto é, a versão de Kaluza e versão

de Klein, apesar de parecidas diferem na parte geométrica de suas formulações. De

fato, Kaluza adicionou a quinta dimensão sem fazer nenhuma mudança na métrica

quadridimensional (não adimitindo que o elemento de linha das quatro dimensões

seja invariante por transformação de coordenadas). Por outro lado, na modificação de

Klein a métrica é diferente, porque há aquela suposição (invariância do elemento de

linha).

A. Einstein e P. Bergmann [39] mostraram que a teoria de Kaluza-Klein (nome dado

à teoria posteriormente) são consistentes, porém com a condição de cilindricidade a

introdução de uma dimensão a mais torna-se inócua, pois a teoria não acrescenta

nenhum fato observável novo quando comparada à teoria de Einstein-Maxwell usual

em 4 dimensões. Veremos que isso não prevalece na generalização não-abeliana da

teoria de Kaluza-Klein, na qual fenômenos passı́veis de observação e comprovação

experimental se mostram incompatı́veis.

5.1.2 Teoria de Kaluza-Klein Não Abeliana

A generalização da Teoria de Kaluza-Klein para incluir os outros campos de Yang-Mills

além do eletromagnético (chamada de generalização não abeliana) surgiu numa lista

de exercı́cios escrita por B.S. DeWitt em 1965 no curso denominado Teoria Dinâmica

de Grupos e Campos, lecionado em Les Houches [40]. No problema 77 ele propôs aos

alunos que a teoria dinâmica de combinação dos campos de Yang-Mills e gravitacional

poderia ser obtida através de uma interpretação puramente geométrica, possivelmente

em um espaço de D=n+4 dimensões pseudo-Riemanniano VD. Uma solução do prob-

lema proposto por DeWitt foi fornecida por Kerner [41], que calculou o escalar de

curvatura associada à métrica do espaço total, mostrando que a ação de Einstein-
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Hilbert para o espaço total se decompõe na ação gravitacional adicionada à ação do

campo de Yang-Mills. Cho fornece um sistema de coordenadas no qual os cálculos se

simplificam enormemente [42]. Vamos aqui resumir e simplficar estes resultados.

O ponto de patida adotado por estes dois autores é feito considenrando que o

grupo de calibre G atua no espaço total VD, no qual cada ponto do espaço-tempo

usual é visto como uma classe de equivalência, dada pela órbita da ação do grupo

(ou seja V4 = VD/G, ou localmente VD = V4 × G). A órbita é isomorfa ao grupo e é

chamada de fibra tı́pica do fibrado. Em linguagem de geometria diferencial moderna

isso significa que o espaço total é um fibrado principal com o espaço-tempo como

base e o grupo de calibre como o grupo de estrutura1. A seguir, escolhe-se uma base

de vetores tangentes ao espaço total (~eA), onde os primeiros quatro vetores (~eµ) são

tangentes ao espaço-tempo e os seguintes (~ei) são os geradores da álgebra de Lie na

representação induzida pela ação do grupo no espaço total. Estes geradores devem

satisfazer uma relação de comutação [~ei, ~ej] = ckij~ek, onde ckij são as constantes de

estrutura da álgebra. Uma escolha para a métrica deste espaço é a forma de Cartan-

Kiling gij = cminc
n
jm, e se esta for inversı́vel, isto equivale a escolha de um grupo G

chamado de semi-simples.

Localmente o espaço total pode ser visto como um produto cartesiano do espaço-

tempo (chamado de espaço horizontal ) pelo grupo de calibre (chamado de espaço

vertical), assim um sistema de coordenadas para ambos ((xµ) e (yi), respectivamente)

induz um sistema de coordendas no espaço total (denotada por(xµ, yi), ou seja, o

produto cartesiano das duas variedades precedentes). Um requerimento adicional é

que a métrica γAB do espaço total faça os subespaços vertical e horizontal ortogonais

entre sı́, afim de compatibilizar as respectivas métricas. Assim, temos:

γAB~e
A
µ~e

A
ν = gµν (5.3)

γAB~e
A
µ~e

A
i = 0 (5.4)

γAB~e
A
i ~e

A
j = gij (5.5)

onde denotamos por ~eA e ~eAi as componentes das bases de coordenadas das re-

1G ser o grupo de estrutura significa dizer que ele atua transitivamente na fibra (pode conectar
quaisquer dois pontos) e não deixa nenhum ponto fixo. Assim a fibra tı́pica é isomorfa ao grupo. Este
fibrado principal pode ser escrito localmente como o produto cartesiano do espaço-tempo pelo grupo
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spectivas variedades. Assim como em geometria Riemanniana, em que uma conexão

fornece um regra de associação entre espaços tangentes infinitesimalmente próximos,

no fibrado principal, a conexão fornece uma maneira de relacionar dois pontos de fi-

bras infinitesimalmente próximas. Isto seria especificado por um vetor tangente ao

fibrado que aponte na direção horizontal. A escolha de uma conexão para o fibrado

principal equivale portanto à escolha de um vetor não vertical (não é gerado pelos ~ei).

Este vetor não vertical é o vetor ~eµ, que em geral não é ∂µ, mas pode ter componentes

nas direções de ~ei. Se o coeficientes de ~eµ nas direções ~ei forem denotados pelas

funções Aiµ teremos (o sinal negativo é convencional):

~eµ = ∂µ − Aiµ~ei (5.6)

Calculando o comutador [~eµ, ~eν ] resulta [~eµ, ~eν ] = F k
µν~ek, onde

F k
µν = Akµ,ν − Akν,µ + ckijA

i
µA

j
ν

Como se percebe por (5.6), Aiµ faz o papel de conexão e pode claramente ser

interpretada como potencial de Yang-Mills, cuja curvatura F k
µν faz o papel de campo

de Yang-Mills.

Obtem-se a métrica para o espaço total escrevendo-a numa base, como por ex-

emplo, a base do produto direto local (∂µ, ~ei). Para γµν , basta considerar γµν =

γAB(∂µ)A(∂ν)
B, que é obtido ao se substituir 5.6 em 5.3, o resultado é γµν = gµν +

gijA
i
µA

j
ν . De forma análoga, substituindo 5.6 em 5.4 obtem-se γµi = Ajµgij.

Portanto, a métrica pode ser escrita da seguinte maneira:

γAB =

 gµν + gijA
i
µA

j
ν gijA

j
µ

gijA
i
ν gij

 (5.7)

que é uma métrica muito parecida com a de Kaluza-Klein orginal de 5 dimensões,

porém agora generalizada pela presença da matriz Aiµ, que fará o papel de campo de

Yang-Mills.

Vamos agora calcular o escalar de curvatura do espaço total da teoria de Kaluza-

Klein. O tensor de Riemann e o sı́mbolo de Christoffel para o espaço VD serão deno-

tados porRA
BCD e ΥA

BC , respectivamente, enquanto que para o espaço-tempo V4 serão
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denotados da forma usual: Γλµν e Rλ
µνσ.

A primeira coisa a se notar é que a métrica (5.10) não é uma métrica provinda de

um sistema de coordenadas. Isso se dá porque os vetores tangentes provindos de

um sistema de coordenadas comutam (uma vez que são derivadas parciais nadireção

de crescimento da função coordenada considerada), e no caso aqui considerado os

vetores da base correspondentes à dimensão extra ei, não comutam (têm ckij como co-

eficientes de comutação (as constantes de estrutura), que geralmente são não-nulos).

Neste caso, a expressão para o sı́mbolo de Christoffel e para o tensor de Riemann

é um pouco mais complicada :

ΥA
BC =

1

2
γAD(γCD,B + γBD,C − γBC,D − cEBDγCE − cECDγBE) +

1

2
cABC

RD
ABC = cEABΥD

EC −ΥD
BC,A + ΥD

AC,B −ΥD
AEΥE

BC + ΥD
BCΥE

AC

onde o coeficiente cCAB só é diferente de zero nas componentes extra-dimensionais.

A métrica inversa é dada pela condição γABγBC = δAC :

γAB =

 gµν −gµνAiν
−gµνAjµ gij + gµνAiµA

j
ν


Depois de calculados, os sı́mbolos de Christoffel são expressos

Υi
jk =

1

2
cijk

Υµ
jk = 0

Υi
kµ =

1

2
(cijkA

j
µ + gklg

αβAiαF
l
βµ)

Υα
µk =

1

2
gklg

αβF l
µβ

Υi
µν =

1

2
(Aiν,µ + Aiµ,ν) +

1

2
gikg

αβAiα(AkνF
j
βµ + AkµF

j
βν)− ΓαµνA

i
α

Υα
µν = Γαµν +

1

2
gikg

αβ(AiµF
k
νβ + AiνF

k
µβ)

e o tensor de Ricci
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Rik =
1

4
gik +

1

4
gijgklg

µαgνβF j
µνF

l
αβ

Rµk =
1

4
gklA

l
µ +

1

4
gijgklg

αγgβδAiµF
j
αβF

l
γδ +

1

2
gklg

αβDαF
l
µβ

Rµν = Rµν +
1

4
gikA

i
µA

k
ν +

1

4
gijgklg

αγgβδAiµA
k
νF

j
αβF

l
γδ

−1

2
gikg

αβF i
µαF

k
νβ +

1

2
gikg

αβ(AiµDαF
k
νβ + AiνDαF

k
µβ)

onde Dµ é a derivada covariante e de calibre Dµ = ∇µ − Aiµ∇~ei. Segue que

DαF
k
µν = ∂αF

k
µν − ΓβαµF

k
βν − ΓβανF

k
µβ + ckijA

i
αF

j
µν

O escalar de curvatura resulta em

R = R +
1

4
gijgij −

1

4
gikg

µαgνβF i
µνF

k
αβ (5.8)

O primeiro termo é o escalar de curvatura do espaço-tempo quadridimensional,

o segundo o escalar de curvaura do grupo de calibre G e o terceiro é a densidade

Lagrangeana associado ao campo de Yang-Mills.

Como foi comentado, os cálculos precedentes se mostram muito trabalhosos com

esta escolha de base (∂µ, ~ei). Existe uma outra escolha de base em que eles se

simplificam muito. Esta base é (~eµ, ~eν) ( ~eµ é definido em (5.6)), e a métrica e sua

inversa fica

γAB =

 gµν 0

0 gij

 , γAB =

 gµν 0

0 gij


Nessa base os vetores tangentes associados ao espaço-tempo ~eµ são ortogonais

ao vetores associados à dimensão extra ~ei.

As componentes dos sı́mbolos de Christoffel da métrica γAB nesta base ortogonal

fica

Υk
ij =

1

2
ckij

Υµ
ij = 0
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Υi
µk = 0

Υα
µk =

1

2
gαβgklF

l
µβ

Υi
µν = −1

2
F i
µν

Υα
µν = Γαµν

Calculando o tensor de Ricci obtem-se

Rik =
1

4
gik +

1

4
gijgklg

αβgγδF j
αγF

l
βδ

Rµk =
1

2
gklg

αβDαF
l
µβ

Rµν = Rµν −
1

2
gikg

αβF i
µαF

k
νβ

E o escalar de curvatura resulta exatamente como em (5.8):

R = R +
1

4
gijgij −

1

4
gikg

µαgνβF i
µνF

k
αβ

o que é esperado, já que uma quantidade escalar não depende da escolha de uma

base.

Portanto, a Lagrangeana L =
√
−γR, fica2:

L =
√
−γR =

√
−gR +

√
−ggµνgαβgijF i

µαF
j
νβ +

√
−g1

4
gijgij (5.9)

Que é a soma da lagrangeana da gravitação usual de 4 dimensões mais a La-

grangeana do campo de Yang-Mills, e o terceiro termo corresponde à uma constante

cosmológica (pois são formados pelas constantes de estrutura do grupo).

Nota-se que na derivação deste resultado não se usou a compacticidade das di-

mensões extras como hipótese. No contexto da generalização não abeliana, esta idéia

foi implementada por Cremmer e Scherk [43], no qual o espaço total é visto como um

produto do espaço-tempo por um esfera bidimensional com raio da ordem do raio

de Planck. A esfera é considerada como um espaço homegêneo, no qual um grupo

G atua. Explica-se esta escolha tendo em conta a não observabilidade direta das

2O determinante da métrica γAB é o mesmo determinante da métrica gµν pois a matriz deste é obtida
da matriz daquele (5.10) por repetidas operaçõs de multiplicação de uma linha por constante e posterior
soma em outra linha, e estas operações não mudam o determinante.

75



dimensões extras. Uma outra exigência feita por eles é que a relatividade especial

(espaço-tempo quadridimensional cuja métrica é a de Minkowski) deve ser recuper-

ada no limite plano (na ausência de matéria) e estável (perturbatiamente) da RG. Isto

gera a imagem em que no nı́vel fundamental da teoria, o espaço total é um produto

topológico do espaço de Minkowski por um espaço compacto (conforme ilustrado na

figura 5.2)

Figura 5.2: Espaço total como o produto topológico

Uma vez que a Lagrangeana do espaço total é a de Einstein-Hilbert, pode-se fazer

a variação desta com respeito à métrica do espaço total. No vácuo (na ausência de

matéria, ou quando o tensor energia-momento é trivialmente nulo), a equação resul-

tante reproduz as equações de Einstein em N+4 dimensões:

RAB −
1

2
RγAB = 0⇒ RAB = 0

Assim, Rij = 0 , mas isso não pode acontecer se o espaço interno for curvo,

como é o caso dos espaços homogêneos compactos, como a esfera bidimensional

considerada (isto é provado por [44]). Este problema ocorre mesmo colocando uma

constante cosmológica no espaço maior.

Uma solução para este problema foi buscada por Cremmer e Scherk, e consiste em

fazer as componentes da métrica γAB dependerem de todas as coordenadas, inclusive

das dimensões extras (em particular a métrica das dimensões extras gij, que até então

era visto como constante, passa a depender das coordenadas). Com isso a métrica

derivada por Cho e Kerner passa a ser generalizada e tomada como um anzatz, pois

as quantidades gµν , Aij e gij dependem a partir de então de (xµ, xi). Luciani [45]

extendeu o trabalho de Cremmer e Sherk para o caso em que o espaço das dimensões

extras é compacto (não necesariamente esférico) e homogêneo. O anzatz da métrica

então torna-se:
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γAB =

 gµν + gijA
i
µA

j
ν gijA

j
µ

gijA
i
ν gij

 (5.10)

e as quantidades gµν , gij e Aiµ dependem das coordenadas {xµ, yi}, ou seja, pas-

sam a depeder das coordenadas das dimensões extras (algo contrário à cilindricidade

de Kaluza).

Com esta alteração, torna-se necessário calcular a decomposição da ação de

Einstein-Hilbert do espaço total VD na parte gravitacional (4-D) adicionada ao termo de

Yang-Mills. Para isso, usa-se o fato de que qualquer função num espaço homogêneo

compacto B (geralmente descrito como o espaço quociente3 B = G/H de um grupo

G por um de seus subgrupos normais H) pode ser escrita em expansões harmônicas.

O espaço total passa a ser visto como VD = V4 ×B.

A série de Fourier é um exemplo de tal expansão para uma função definida no

cı́rculo e os harmônicos esféricos formam uma base para a expansão das funções

definidas na esfera. Para exemplificar, vamos considerar o caso em que existe so-

mente uma dimensão extra, do tipo circular, como já foi descrito por Klein, porém ele

não considerou a dependência da métrica do espaço maior nas coordenadas da di-

mensão extra (em particular, Klein considerou g55 constante) . Jordan apontou para as

contradições que esta escolha levou [46], entre elas a anulação da Lagrangeana de

Yang-Mills FµνF µν = 0. Mas no caso em que g55 seja função das coordenadas, faz-se

a expansão de Fourrier na coordenada periódica yi. No geral, para qualquer função Ω

definida no espaço 5-dimensional:

Ω(xµ, y) =
+∞∑

n=−∞

Ωn(xµ)einy/l

onde l é o perı́metro do cı́rculo.

Pode-se usar esta expressão para cada uma das funções gµν , gij e Aiµ. Considere

em seguida a equação de Klein-Gordon4 para o espaço maior sem massa associada

3A esfera é um exemplo de tal espaço. Por exemplo, a esfera bidimensional é o quociente do grupo
SO(3) pelo subgrupo normal SO(2)

4A equação de Klein-Gordon é obtida como uma generalização da equação de Schrodinger, uma vez
que esta é obtida da equação de conservação de energia não relativı́stica a equação de Klein-Gordon é
obtida da equação de conservação de energia relativistica E2 = ~p2+m2c4. Quando esta última equação
é quantizada, pela mesma perscrição do rodapé 10 da página 52,obtem-se 1

c2
∂2

∂t2ψ−∇
2ψ+ m2c2

~2 ψ = 0.
De forma covariante, (−ηµν∂µ∂ν + m2c2

~2 )ψ = 0, onde ηµν é a métrica de Minkowski. A equação pode ser
considerada no contexto de espaços curvos, basando pora isso substituir a métrica plana de Minkowski
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ao espaço total :

(gµν∂µ∂ν + ∂2
5)Ω(xµ, y) = 0

Então obtemos para cada termo de ordem n as equações:

(gµν∂µ∂ν +
n2

l2
)Ωn = 0

Observamos que cada componente Ωn adquire uma massa mn = n
l

no espaço-

tempo quadridimensional (apesar de não possuir massa quando visto no espaço maior).

Uma vez que o diâmetro l do espaço compacto é muito pequeno, esta massa será

muito grande. Entretanto, no modo principal da expansão (modo zero) n = 0 a massa

é nula. Como no modo zero as funções não dependem das dimensões extras, a

decomposição da ação é recuperada em primeira aproximação, pois somente com

a hipótese de que as quantidades não dependem das dimensões extras é que se

chega à tal conclusão. Para incluir as outras ordens da expansão basta considerar

perturbações de ordem superior no cálculo da Lagrangeana.

Salam [47] considera o caso geral em que as dimensões extras são formadas por

espaços homogêneos (B = G/H) compactos para o cálculo da contribuição de or-

dens mais elevadas da expansão e mostra que estas correspondem à campos com

uma massa proporcional ao inverso do diâmetro do espaço compacto, portanto muito

grandes e que não desaparecem, dado que o raio do espaço compacto é muito pe-

queno. O conjunto das massas geradas pelas expansões, e das partı́culas associ-

adas, ficou conhecido como torre de Kaluza-Klein.

Uma observação que se faz é que, somente os campos de interação fundamental

são descritos de forma unificada na teoria de Kaluza-Klein (que recebe a qualidade

de teoria de unificação das interações fundamentais). Os termos na Lagrangeana en-

volvendo a distribuição de matéria (em particular as suas massas) não são fornecidos

por esta teoria, e portanto devem ser inseridos como hipóteses adicionais (como por

exemplo o campo de Higgs, que dá massa às partı́culas).

Muitas tentativas foram propostas para explicar porquê algumas dimensões se

por uma métrica g qualquer. No texto fez-se a simplificação c = 1 e ~ = 1 por simplicidade. Percebe-se
que o operador de Laplace �2 = gµν∂µ∂ν quando aplicado num campo que satisfaça a equação de
Klein-Gordom têm como auto-valor uma quantidade proporcional ao quadrado da massa
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compactificaram e outras permaneceram não-compactas. Uma resposta foi sugerida

pela solução de Kasner das equações de Einstein em 5-dimensões no vácuo (ver, por

exemplo em [48]) :

ds2 = −dt2 +
t

t0
(dx2 + dy2 + dz2) +

t0
t
dω2

que descreve um universo na qual três dimensões expandem enquando um en-

colhe no tempo, propondo assim uma expansão cosmológica e uma contração do

espaço interno. Mas é necessário explicar o mecanismo fı́sico pela qual a dimensão

extra encolhe e eventualmente pára de encolher. Uma explicação possı́vel para o en-

colhimento das dimensões extras é atribuı́da ao efeito Casimir5, entendido como um

efeito quântico do vácuo gravitacional, o qual teria ocorrido no regime de Planck (este

regime será discutido na secção seguinte). A compactificação da dimensão extra seria

portanto um efeito topológico (clássico) resultante daquele regime quântico

Finalmente, Witten mostra que, usando argumentos topológicos e adimitindo ser o

espaço das dimensões extras compacto, o operador de Dirac6 em qualquer número de

dimensões não pode admitir um espectro quiral [49]. Assim como a equação de Klein-

Gordon considerada anteriormente, pode-se considerar a equação de Dirac extendida

às dimensões extras7. A equação de Dirac descreve corretamente as propriedades de

spin das partı́culas. Os férmions são patı́culas que têm spin semi-inteiro. A quiralidade

pode ser pensada como o sentido do spin (ou helicidade) na direção do movimento

em relação à um observador. Se o férmion previsto pela teoria de Kaluza-Klein não

apresenta quiralidade em decorrência da compactificação, isto significa que ele não

apresenta spin, e isso está em contradição com a experiência, conclui Witten.

Este resultado representou um golpe fatal para a teoria, apesar das boas perspec-

tivas criadas por ela para a unidade da Fı́sica. Desde então o interesse na teoria foi

diminuindo (chega a exaurir por volta de 1984), apesar de algumas tentativas de su-

perar tal problema. Entre elas, pode-se destacar a tentativa feita por Wetterich [50],

5Quando se considera flutuações quânticas, o vácuo passa a ter estrutura e o efeito Casimir explica
porque duas placas condutoras próximas e paralelas se atraem mesmo estando neutras e no vácuo

6O operador de Dirac de um espaço é um operador cujo quadrado fornece o operador de Laplace,
e foi obtido por Dirac primeiramente para um espaço de Minkowski como uma tentativa te tornar a
equação de Klein-Gordon uma equação diferencial de primeira ordem nas derivadas, e resultou numa
descrição completa do elétron (inclusive sua antipartı́cula)

7Que é −i~MA∂Aψ + mcψ, onde MA são matrizes chamadas de matrizes de Dirac e satisfazem
MAMB +MBMA = 2γAB
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no qual argumenta-se que se o espaço das dimensões extras não for compacto o teo-

rema de Witten não se aplica. É mostrado um exemplo em que o espaço extra não

é compacto, porém tem um volume finito (chamado de ”onion”). Outro exemplo foi

mostrado por Weinberg , no qual propõe-se a adoção de uma geometria chamada de

”quase-Riemanniana”, no qual a equação da geodésica é modificada [51]. Segundo

Weinberg, com isso os férmions da teoria podem ser quirais. Entretanto, por volta

de 1984, nenhuma dessas medidas salvadoras pareceu convincente e a teoria de

Kaluza-Klein foi abandonada em favor da teoria das cordas.

5.2 A Hierarquia Gravitacional

Um grande empecilho para se testar uma teoria de unificação da gravitação com as

demais interações é o problema da hierarquia do campo gravitacional. A escala de

energia da teoria eletrofraca é da ordem de 103 Gev, enquanto que a escala de energia

para a Gravidade é dada por 1019 Gev. Não há nenhuma maneira conhecida para a

construção de um aparato que alcançe tal nı́vel de energia para que se possa testar

a efetividade da unificação. Para piorar, entre estes dois limites de energia não existe

nenhuma outra interação fundamental, sendo chamado às vezes de “Grande Deserto”.

Vale resaltar que este último nı́vel de energia surgiu de uma hipótese sugerida por

Planck [52], que definiu um sistema de unidades na qua todas as constantes fossem

medidas em centı́metros. Para isso postulou que a energia potencial (E) de duas

partı́culas de massa m fosse igual à energia de uma função de onda com comprimento

de onda λ, sendo este comprimento de onda a distância entre tais partı́culas:

E =
Gm2

λ
=

~c
λ

De onde ele extraiu MMP =
√

~c
G

que é conhecida como a massa de Planck da

teoria quadridimensional. Pode-se notar que ela é inversamente proporcional à raiz

da constante gravitacional Newtoniana. Percebendo que a energia na RE de uma

partı́cula também é dada por E = mc2, pode-se isolar λ na equação acima e obter

o comprimento de onda quântico λ = ~G
c3
≈ 10−33cm (chamado de comprimento de

Planck), bem como a energia de Planck E ≈ 1019GeV . É difı́cil explicar a realidade

fı́sica do regime de Planck, exceto por uma analogia do ponto trı́plice de uma transição
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de fase em fı́sica de estado sólido [53]. Neste ponto temos uma configuração em que

o elemento está nos 3 estados ao mesmo tempo (sólido, lı́quido e gasoso). Analoga-

mente, a particula em regime de Planck deve satisfazer as leis de gravitação Newtoni-

ana, de dinâmica relativı́stica e de regime quântico somente neste ponto trı́plice.

Como os laboratórios de hoje em dia não conseguem atingir um nı́vel de energia

da ordem de 1019GeV (e nem existem condições de existência para tal laboratório - o

LHC deve chegar à 14 · 103GeV em breve), fica impossı́vel, ao menos com a descrição

fornecida pela Relatividade Geral, produzir um experimento que comprove diretamente

os efeitos de uma fı́sica em que a gravitação está em pé de igualdade com as outras

forças . Tal experimento é necessário para a comprovação de vários modelos de

unificação. A hipótese feitas por Planck era de que a gravitação Newtoniana deveria

valer nesta ordem de comprimento de Plank. Isto está longe de ser comprovado, o

máximo que se chegou foi de 10−4cm [54].

Uma tentativa séria de se entender a origem do regime de Planck apareceu com

um artigo de Arkani-Hamed et al [57] no contexto de teoria de branas-mundo8. Assu-

mindo que somente a gravitação, por não ser uma teoria de calibre, possa se propagar

nas dimensões extras, foi feito uma analogia com o potencial Newtoniano quadridi-

mensional. Mas se a gravitação pode se propagar nas dimensões extras, então a con-

stante gravitacional deve ser diferente da constante gravitacional Newtoniana. Uma

nova constante de proporcionalidade G∗ foi definida tal que a energia potencial de

duas massas m resulte na lei de Newton com maior número de dimensões:

E =
G∗m2

rn+1

Repetindo o procedimento anterior, como ~c
r

= mc2, isolando o comprimento r,

temos que r = ~
mc

. Substituindo esta última expressão e a expressão E = mc2 na

equação do potencial Newtoniano generalizado acima, isolando o número G∗ resulta

G∗ = ~n+1

cn−1mn+2 . Denotando m por Mpl (4+n), e notando que a expressão anterior se

reduz à já conhecida no caso n = 0, obtemos o potencial Newtoniano generalizado

para um espaço de n+4 dimensões:

8 Vale esclarecer que a teoria de branas-mundo não surgiu como uma proposta unificadora, mas
em desenvolvimentos mais recentes que usam a correspondência ADS/CFT [55], procura estabelecer
uma quantização da gravitação induzida pela quantização do campode calibre (revivendo a idéia de
Ashtekar [56]). Assim, no nı́vel quântico desta teoria obterı́amos uma unificação
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V (r) ∼ m2

Mn+2
pl (4+n)

1

rn+1

O fato de só observarmos o decaimento Newtoniano 1
r

(para n = 0) resulta da

suposição de que as dimensões extras são espaciais e compactas (diferente da teoria

de Kaluza-Klein, podem ser toros planos) de raio R maior que o raio de Plank. As-

sim, se duas massas estiverem à uma distância r << R, o potencial será o escrito

acima, mas caso r >> R as linhas de fluxo gravitacional não conseguirão penetrar

nas dimensões extras e obtêm-se

V (r) ∼ m2

Mn+2
pl (4+n)R

n

1

r

Uma forma análoga para explicar o argumento acima é notar que pela periodi-

cidade das dimensões extras9 têm-se que matematicamente o problema é idêntico

ao de uma massa na origem de um espaço euclideano multidimensional, junto com

a presença de várias outras massas dispostas nos pontos de coordenadas 0,0 + R,

0 + 2R, 0 + kR das dimensões extras onde k é qualquer número inteiro, ou seja, uma

infinidade de massas nas dimensões extras à uma distância R uma das outras. Muito

próximo à origem, só a presença da primeira massa conta, e teremos então a situação

acima. Longe da origem pode-se considerar que a distribuição de massa não é mais

discreta, mas sim contı́nua, análogamente ao que se faz na eletrostática. Terı́amos

uma ’linha’ de n dimensões que num espaço euclideano de 3 + n dimensões produz

um potencial do tipo newtoniano clássico.

Desta maneira, pela equação (5.2) acima a massa de Planck Mpl se relacionaria

com a nova massa multidimensional da seguinte forma: (Mpl)
2 ∼ (Mpl (4+n))

2+nRn.

Assumindo que a massa de Planck multidimensional seja da escala de energia da

interação eletrofraca, Mef ' 1Tev, ou em comprimento (m−1
ef ∼ 10−17cm) resulta (para

n 6= 0)

R ∼ 10
32
n
−17cm

o caso n=1 resulta R ∼ 1015cm, o que implicaria desvio da gravitação Newtoniana

9Foram consideradas do tipo toroidais planas, ou seja, um espaço euclideano na qual os pontos
(x, y, .., z) e (x+R, y +R, ..z +R) são identificados
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além da distância do sistema solar, o que é obviamente inobservável. Para todos

outros n ≥ 2 a modificação na gravitação só se torna verificável à distâncias menores

do que as já verificadas por experimentos.

A lição mais importante que pode-se tirar com este exemplo de teoria que usa

o formalismo de imersão é que a constante gravitacional G que aparece na Rela-

tividade Geral, não precisa ser a constante Newtoniana usual se existirem campos

gravitacionais se propagando nas dimensões extras, podendo ser usada outra con-

stante G∗, cuja energia correspondente seja da mesma ordem da energia da interação

eletrofraca. O trabalho de Arkani-Hamed (ADD)[57] abriu espaço para outros dois

modelos de gravitação extra-dimensional conhecido como modelos de Randall-Sundrum

[58][59]. Ambos os modelos resolvem o problema da hierarquia, mas têm inspiação

na teoria de cordas (o que justifica o uso da simetria de espelho Z2), sendo que em

um deles a dimensão extras não é compacta. Pode-se resumir os modelos de branas-

mundo usual através das seguintes caracterı́sticas:

(1) As interações de calibre estão confinadas à quadridimensionalidade, e a var-

iedade em que vivemos está imersa em uma variedade de dimensão maior .

(2) A escala de energia da gravitação é comparável às outras energias das interaçõs

de calibre, uma vez que somente a gravitação se propaga nas dimensões extras.

(3) A ação da teoria é dada pela ação de Einstein-Hilbert, somada à ação da tensão

na brana

(4) Todas as quantidades definidas no espaço ambiente têm uma simetria Z2, o

que significa que o valor destas quantidades num ponto P + y é igual ao valor desta

quantidade no ponto P − y, onde P é um ponto na brana (como é chamado o espaço-

tempo imerso) e y é uma coordenada na dimensão extra. Assim, o espaço-tempo faz

o papel de um espelho ou contorno fixo separando dois lados do espaço de imersão
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Capı́tulo 6

Unificação Geométrica

Uma vida sem busca não é digna de ser vivida

Sócrates

De acordo com Ne’eman [60], até 1965 o estudo de imersões de variedades Rie-

mannianas tinha motivação unicamente matemática (a saber, a explicação da am-

biguidade do tensor de Riemann segundo Schlaefli). Por exemplo, usando imersões

C. Fronsdal [61] chega à uma solução de Schwarschild geodésicamente completa.

Porém trata-se apenas de um artifı́cio matemático, uma vez que o mesmo resultado

pode ser obtido sem usar imersão [62]. O uso da imersão em RG ganhou impulso

com o seminário realizado por Ne’eman, no qual ele propõe que o grupo de isometrias

simetria de calibre tem origem nas imersões isométricas do espaço-tempo1. Com isso,

1Mas na época em que foi proposta, a idéia de Ne’eman não avançou muito, pois conhecia-se muito
pouco sobre as interações nucleares
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tanto a simetria do espaço-tempo quanto a simetria interna passam a ser obtidas de

uma transformação de coordenadas do espaço de imersão, abrindo espaço para uma

unificação verdadeiramente geométrica das interações.

De fato, todos os ingredientes básicos da teoria de Kaluza-Klein são obtidos ape-

nas com a hipótese de imersão, ou seja, que o espaço-tempo usual quadridimensional

V4 é imerso isometricamente em uma variedade VD, que possui dimensão superior à

5 (para que a terceira forma exista e possa ser interpretada como potencial de cali-

bre) [63]. Desta maneira, a forma da métrica obtida é um pouco mais geral que a de

Kaluza-Klein classica e provê um forte embasamento teórico não somente à conjec-

tura de Ne’eman, mas também para a de Salam, sobre a existência de um campo de

spin 2 que intermedia as interações gravitacionais e de calibre. Aqui mostraremos que

ambas as propostas se realizam atravéz da imersão. A terceira forma fundamental faz

o papel de potencial de calibre e a segunda forma o de campo intermediário entre a

gravitação e a interação de calibre. Este é a tese principal desta dissertação.

Na exposição a ser desenvolvida a seguir, considera-se que observadores e ob-

serváveis permaneçam nas quatro dimensões usuais, uma vez que as forças de cal-

ibre só fazem sentido em 4 dimensões. Entretanto a gravitação pode ser propagar

nas dimensões extras, pois ela não é gerada por um campo de calibre e não possue

a necessidade de se confinar às quatro dimensões. Isto poderia explicar o porquê

da força gravitacional não ser blindável, como é o caso das outras forças . Admitindo

que o espaço-tempo em que vivemos é uma variedade imersa isometricamente numa

outra variedade de dimensão maior na qual a gravitação pode se propagar, nos per-

guntamos se existem efeitos gravitacionais adicionais que possam ser medidos pelos

observadores restritos às quatro dimensões.

Considere um espaço-tempo V̄4 da Teoria Gravitacional de Einstein como uma

variedade semi-Riemanniana com métrica ḡµν imersa localmente e isometricamente

numa variedade VD, que possui assinatura (r + 3)(+) + (s + 1)(−), métrica GAB, e o

número de dimensões extras é denotado por n = D − 4 .

Um ponto P do espaço-tempo V̄4 de coordenadas xµ possui vizinhança U ⊂ V̄4 . A

imersão localX de V̄4 em VD é definida por um conjunto deD funções, as coordenadas

XA(xµ) de X(U), que satisfazem a condição de isometria, dada pela expressão (3.1

da página 29)
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ḡµν = XA
‖µX

B
‖νGAB

Com n vetores normais à V̄4 satisfazendo

NA
i N

B
j GAB = gij = εiδij e NA

i X
B
µ GAB = 0

, onde εi = ±1, a depender da assinatura da métrica na direção considerada.

Por definição (3.4), os coeficientes da segunda e terceira forma quadratica de V̄4

são expressos como:

Aβab = GABNA
a N

B
b‖β

e

k̄αβi = −GABXA
αN

B
i‖β

Assumindo o princı́pio de Einstein-Hilbert para a métrica da variedade VD, vamos

calcular o escalar de curvatura, pois a Lagrangeana é obtida a partir desta. Para este

cálculo faremos uma escolha particular de um sistema de coordenadas.

No sistema de coordenadas admitido inicialmente para o espaço maior, pode-se

considerar que a variedade quadridimensional é descrita localmente pelos pontos XA.

Se considerarmos pequenos deslocamentos yi nas direções das normais NA
i , obte-

mos (note que se fixamos yi a seguinte função descreve uma nova variedade V4 - os yi

fornecem então uma parametrização para as variedade 4-dimensionais que folheiam

o espaço de imersão) :

ZA(xµ, yi) = XA(xµ) + yiNA
i (xµ) (6.1)

Esta função descreve um novo sistema de coordenadas para VD (que pode ser

diferente do considerado inicialmente e que deu origem à métrica GAB), parametrizado

agora pelas quantidades (xµ, yi). Neste novo sistema de referência, os coeficientes da

métrica serão diferentes do antigo, os novos serão denotados por GAB, e terão sua

expresão dada por

GAB = ZC
‖AZ

D
‖BGCD (6.2)
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Seu cálculo será feito adiante 6.8, pois antes necessitaremos de algumas fórmulas

simplificatórias.

O espaço de imersão VD tem assinatura (r + 3, s + 1) e grupo de Lorentz SO(r +

3, s+ 1), que tem um subgrupo invariante (entende-se subgrupo normal, no sentido de

teoria dos grupos2) SO(r, s), das transformações ortonormais no espaço gerado pelos

vetores normais Ni.

No apêndice A mostra-se que a terceira forma fundamental se transforma como

uma conexão de um campo de calibre para o grupo SO(r, s) . Primeiro vamos notar

que os números yi além de fornecerem uma complemento para as coordenadas xµ,

eles mesmos fornecem uma base para o espaço vetorial gerado pelos vetors normais

Ni através da seguinte aplicação (yi)→ yiNi. Assim qualquer vetor normal à um ponto

do espaço tempo V̄4 pode ser parametrizado pelas coordenadas yi. Ao invés de fazer

os elementos da álgebra de Lie atuarem nos vetores normais, pode-se admitir uma

transformação passiva, em que os operadores da álgeba atuem nas coordenadas yi

do espaço vetorial normal. Portanto, os geradores da álgebra de Lie deste subgrupo

SO(r, s) atuam nas coordenadas yi e são expressos em termos das mesmas 3

Lij =
1

2
(gjkyi∂k − gikyj∂k) (6.3)

e a relação de comutação de Lie deste operador é tı́pica de um SO, dada por

[Lij, Lmn] =
1

2
(gjmLin − gjnLim − gimLjn + ginLjm)

Como posteriormente vamos mostrar que a terceira forma é um campo de calibre,

nada mais natural de que escrevê-la como um operador formado por uma combinação

linear dos geradores da álgebra de Lie de SO(r, s), pois na representação dessa

álgebra no espaço interno, o espaço em que a álgebra atua coincide com o espaço

em que o operador do grupo atua (que neste caso é o espaço gerado pelos vetores

normais, e então o operador Aµ será escrito na base da álgebra acima) :

Aµ = AµijL
ij

2Um subgrupo normal é uma subgrupo Nor de G tal que dado um elemento g do grupo G, se con-
siderarmos o conjunto formado pelos elementos gn, onde n ∈ Nor denotado por gNor então teremos
gNor = Nor g, onde Nor g é o conjunto formado pelos elementos ng

3Os operadores ∂i são ∂
∂yi
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O coeficiente deste operador linear é obtido ao aplicá-lo no espaço vetorial de uma

coordenada conveniente yk, definida por yk = gkly
l (usaremos Lij(yk) = 1

2
(yiδ

j
k − yjδik),

obtida de (6.3) aplicada à yk):

Aµk = AµijL
ij(yk) = gklAµijL

ij(yl) = Aµjky
j.

Portanto a derivada covariante associada à conexão Aµ é Dµ = ∂µ + Aµ e a cur-

vatura associada à esta conexão Aµ é

Fµν = [Dµ, Dν ]ijL
ij = [∂µ + Aµ, ∂ν + Aν ]

o qual é também um operador no espaço das coordenadas y, que se avaliado na

coordenada yk tem como coeficiente

Fµνk = Fµν(yk) = Aνk,µ − Aµk,ν + gmn(AµmAνnk − AνmAµnk) (6.4)

Vamos agora calcular os componentes GAB da métrica no novo sistema de coor-

denadas com o uso de (6.1) e (6.2), e das quantidades obtidas acima

Gµν = ZA
‖µZ

B
‖νGAB = (XA

‖µ + yaNA
a‖µ)(XB

‖ν + ybNB
b‖ν)GAB

= XA
‖µX

B
‖νGAB + ybXA

‖µN
B
b‖νGAB + yaXB

‖νN
A
a‖µGAB + yaybNA

a‖µN
B
b‖νGAB

o primeiro termo é ḡµν , o segundo e terceiro são (levando em conta a definição da

segunda forma (3.11)) −yak̄µνa (a barra na segunda forma fundamental indica que

ela é avaliada no ponto yi = 0) e o último (levando em conta (3.13)) resulta em

yayb(gρσk̄µρak̄νσb + gcdAµcaAνbd). Portanto

Gµν = ḡµν − 2yak̄µνa + yayb(ḡρσk̄µρak̄νσb + gcdAµcaAνbd) (6.5)

O componente Gµi fica:

Gµi = ZA
‖µZ

B
,i GAB = (XA

,µ + yjNA
j‖µ)(NB

j )GAB = yjAµji = Aµi (6.6)

O componentes restantes resultam em
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Gij = ZA
‖iZ

B
‖jGAB = NA

‖iN
B
‖jGAB = gij (6.7)

Portanto , para o sistema de coordenadas considerado, a métrica obtida é escrita

da seguinte forma

GAB =

 gµν + gijAµiAνj Aµi

Aνj gij

 (6.8)

Onde foi denotado:

gµν = ḡµν − 2yik̄µνi + yiyj(ḡρσk̄µρik̄νσj) (6.9)

A partir deste ponto, é importante esclarecer que cada nova variedade da folheação

possui sua própria forma fundamental. Por exemplo, escolhendo uma folheação es-

pecı́fica (ou seja, escolhendo os yi), temos que Gµν é a métrica desta nova variedade

V4. A segunda forma fundamental de V4 será denotada por kµνi. Note que a expressão

para a segunda forma desta variedade é kµνi e que no ponto (xµ, yi) é dada por

kµνi = −ZA
µ‖νN

B
i = k̄µνi − yj(gρσk̄µρik̄νσj + gmnAµniAνjm)

Derivando Gµν com relação à yi obtemos:

−1

2

∂Gµν

∂yi
= k̄µνi − yj(gρσk̄µρik̄νσj + gmnAµniAνjm)

Comparando esta equação com a de cima, obtemos a equação de Nash:

− 1

2

∂Gµν

∂yi
= kµνi (6.10)

Note que a primeira e segunda forma fundamental foram perturbadas nas dimensões

extras. Isso não ocorre para os coeficientes da terceira forma fundamental (uma vez

que a expressão para os vetores normais não mudam em V4).

Pode-se observar que a métrica obtida (6.8) coincide com o anzatz métrico da teo-

ria classica de Kaluza-Klein, não fosse pela presença de termos contendo a segunda

forma fundamental k̄µνi. Observe também que existe uma dependência explı́cita nas

coordenadas das dimensões extras. Lembramos que no caso da teoria de Kaluza-
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Klein, fazia-se uma primeira aproximação na qual não havia esta dependência, pois

as dimensões extras eram compactas e tomava-se apenas o termo zero da expansão

harmônica. Se quisermos uma expressão exata para a curvatura (R) do espaço de

imersão, temos que necessariamente calcular as derivadas da métrica nas direções

das dimensões extras (um cálculo da curvatura utilizando expansões para pequenos

yi foi feita pelo autor no artigo [64]). A relação de Nash 6.10 provê um auxı́lio nesta

direção, uma vez que ela nos fornece a segunda forma fundamental expressa em ter-

mos da derivada da métrica na direção das dimensões extras, fato não considerado

na teoria de Kaluza-Klein (e que complica um pouco mais o cálculo da curvatura ).

Uma vantagem é que com as hipóteses aqui assumidas, esta maneira de escrever a

métrica surge de forma natural, ou seja, como consequência da hipótese de imersão.

Vamos agora calcular o escalar de curvatura R associado à métrica do espaço de

imersão VD.

Existe uma base na qual os cálculos para a obtenção do escalar de curvatura se

simplificam de maneira significativa. Vamos seguir o caminho sugerido inicialmente

por Cho no contexto da teoria de Kaluza-Klein [42], e também por Sepangi et al [65]

no contexto de imersões. Nesta base, os vetores tangentes tornam-se ortogonais às

normais, diferente da base de vetores normais usada acima (6.8), que têm compo-

nente não nula na direção normal devido à presença de Aµi. Se mudarmos os vetores

tangentes ZA
‖µ da seguinte maneira (retirando dos vetores tangentes as componentes

normais):

YA‖µ = ZA
‖µ + gijAµjN

A
i (6.11)

A expressão para os coeficientes da métrica de VD nessa base será diferente,

denotada por γAB = YC‖AYD‖BGCD (agora o produto interno do vetor tangente YA‖µ com o

vetor normal será zero, como vamos ver adiante).

Primeiro vamos calcular γµν :

γµν = (ZA
‖µ + gijAµjN

A
i )(ZB

,ν + gmnAνnN
B
m)GAB

Os cálculos dos produtos dessas quantidades já foram feitos antes (o termo ZA
‖µZ

B
‖νGAB

foi feito na fórmula (6.5), o termo ZA
‖µN

B
i GAB em (6.6) e NA

i N
B
j GAB em (6.7)). O
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primeiro termo é gµν + gijAµiAνj. O segundo e terceiro é −gijAµiAνj e o quarto é

−gijAµiAνj. Resulta que γµν = gµν .

Agora o termo γµk:

γµk = YA‖µNB
k GAB = (ZA

‖µ + gijAµjN
A
i )NB

k GAB

= (XA
‖µ + yiNA

i‖µ + gijAµjN
A
i )NB

k GAB

= yiAµki + gijAµjgik = 0

Portanto γµi = 0. Finalmente γij = NA
i N

B
j GAB = gij . Potanto a nova métrica γAB

fica:

γAB =

 gµν 0

0 gij


É importante notar que os coeficientes GAB, GAB e γAB são os coeficientes da

mesma métrica (do espaço VD) só que escritos em bases diferentes. Antes de começar

o cálculo do escalar de curvatura , vamos obter algumas identidades importantes que

serão usadas para tal. Neste novo sistema de coordenadas (com métrica γAB, os

coeficientes da segunda forma mudam, pois os vetores tangentes ZA
‖µ à variedade V4

mudou para YA‖µ. Assim vamos denotar os coeficientes da segunda forma de V4 neste

novo sistema por k̃µνi, ou seja com um ∼ (til) em cima desta quantidade. Portanto:

k̃µνi = −GABYA‖µNB
i‖ν = k̄µνi − yj ḡρσ(k̄µρj k̄νσi) = −1

2

∂gµν
∂ya

(6.12)

Uma vez que a curvatura que queremos calcular contém derivadas segundas na

métrica, e a derivada primeira da métrica com relação à dimensão extra é proporcional

à segunda forma (pelo teorema de Nash), teremos que obter uma fórmula para a

derivada da segunda forma fundamental com relação à dimensão extra. Isso é feito

derivando diretamente a equação acima com relação à dimensão extra:

k̃µνi,j = −ḡαβk̄αµj k̄βνi (6.13)
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Porém esta expressão aı́nda é indesejável porque não queremos que a Lagrangeana

(e portanto a curvatura) contenha termos envolvedo k̄µνi e k̃µνi, ou seja, a segunda

forma fundamental da variedade inicial V̄4 e deformada V4 respectivamente. Isso se dá

porque é difı́cil de se interpretar numa mesma lagrangeana formas fundamentais que

se refiram à espaços diferentes. Para remover este problema, vamos expressar k̄ em

termos de k̃:

k̄µνi = −XA
‖µN

B
i‖νGAB = −(YA‖µ − yjNA

j‖µ − gmnAµmNA
n )NB

i‖νGAB

ou seja:

k̄µνi = k̃µνi + ykgαβk̃µαkk̃νβi (6.14)

Somando esta equação (6.14) com a equação (6.12) resulta:

yjgαβk̃µαj k̃νβi = yj ḡρσ(k̄µρj k̄νσi)

Como isso vale para qualquer yj,

gαβk̃µαj k̃νβi = ḡαβ(k̄µαj k̄νβi) (6.15)

Usando esta equação (6.15) em (6.13) obtemos finalmente

k̃µνi,j = −gαβk̃αµj k̃βνi (6.16)

que é o que querı́amos, ou seja, expressar a derivada extradimensional da segunda

forma fundamental perturbada (de V4) em termos de quantidade de V4.

O próximo passo para a obtenção de R é calcular os coeficientes de comutação.

Para isso é necesário obter uma expressão para os vetores da base nesta nova coor-

denada.

Pela expressão (6.11), os vetores tangentes desta nova base são dados por ẽµ =

∂µ + gijAµj∂i, uma vêz que eles foram deslocados para a direção normal para que não

tenham mais componentes nesta direção. Os vetores normais continuam a ser dados

por ẽi = ei = ∂i. O cálculo dos coeficientes de comutação cCAB é obtido considerando

os comutadores [ẽA, ẽB] = cCAB ẽC . O resultado é
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cAµν = γAiFµνi, cAµk = γAiAµik, cAij = 0

Os sı́mbolos de Christoffel quadridimensional da métrica gµν serão denotados por

Γλµν e os sı́mbolos de Christoffel da métrica multidimensional γAB na nova base seão

denotados por ΥC
AB. Calculando estes últimos, resulta que:

Υk
ij = 0, Υµ

ij = 0, Υk
µi = 0

Υµ
iλ = −gµν k̄νλi +

1

2
gµνFνλi

Υi
µν = gij k̄µνj −

1

2
gijFµνj, Υλ

µν = Γλµν

Onde usamos a relação ne Nash na quarta e quinta expressão.

O tensor de Ricci do espaço maior com relação à métrica γAB será denotado por

RAB e para o espaço V4 com relação à métrica gµν denotaremos Rµν :

Rij = −1

4
gµνgαβFναjFβµi +

1

2
gµνgαβFβµj k̃ναi +

1

2
gµνgαβFναj k̃βµi (6.17)

Rkλ = −gµνDµk̃νλk +
1

2
gµνDµFνλk + gµνDλk̃µνk (6.18)

Rµν = Rµν + gijgαβk̃αµik̃βνj− gijgαβk̃αβik̃µνj +
1

2
gijgαβFννj k̃αβi−

1

2
gijgαβFβµiFανj (6.19)

Nas três equações (6.17), (6.18) e (6.19) usou-se a relação de Nash e a expresão

para a derivada extra dimensional da segunda forma (6.16). Além disso foi utilizado a

definição de derivada total Dµ = ∇µ +Aµ, que inclui a derivada covariante do espaço-

tempo V4 adicionada da conexão Aµ do grupo de calibre.

O escalar de curvatura do espaço total fica:

R = R + gijgµνgαβ(k̃µαik̃νβj − k̃αβik̃µνj)−
1

4
F µνiFµνi (6.20)
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Da hipótese de que a ação IE−H que fornece as equaçõe de movimento é a de

Einstein-Hilbert do espaço total4 resulta:

IE−H =
1

2κ∗

∫
R√γdDV

Apenas para completar a ação, considararemos também a densidade Lagraneana

da fonte L∗materia com sua respectiva ação Imateria =
∫
L∗materia

√
γdDV , que dará origem

ao tensor energia-momento T ∗AB do espaço de imersão VD.

As equações de movimento são encontradas ao se aplicar o princı́pio variacional

para a ação total I = IE−H + Imateria, com relação à variação da métrica do espaço

de imersão. O resultado é análogo ao caso quadridimensional e é dado por uma

equação de Einstein multidimensional (note que na sua derivação no capı́tulo 4 a

partir do princı́pio variacional não foi usado como hipótese a quadridimensionalidade

da variedade em que a ação é definida, portanto ela pode ser considerada como

valendo para um número arbitário de dimensões desde que a ação de Einstein-Hilbert

valha para o espaço considerado), que escrito na base γAB:

RAB −
1

2
γABR = κ∗T ∗AB

E resultam em 3 equações 5 desde que separemos as partes (µν), (λk) e (ij), e

além disso façamos a substituição das equações (6.17), (6.18) e (6.19):

Rµν −
1

2
Rgµν −Qµν − Eµν =

8πG

c4
Tµν (6.21)

− gµνDµk̃νλk +
1

2
gµνDµFνλk + gµνDλk̃µνk = κTλk (6.22)

e

− 1

4
gµνgαβFναjFβµi +

1

2
gµνgαβFβµj k̃ναi +

1

2
gµνgαβFναj k̃βµi (6.23)

4κ∗ é uma constante adaptada ao espaço total, e assim pode conter uma constante gravitacional G∗

diferente da Newtonian: κ∗ = 8πG∗c−4

5Pode-se impor κ∗T ∗AB = κTAB , onde κ e TAB são a constante de proporcionalidade e o tensor
energia momento adaptados à quadridimensionalidade, de maneira à recuperar o lado direito usual da
equação de Einstein e resolver assim o problema da hierarquia
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−1

2
gij(R + gmngµνgαβ(k̃µαnk̃νβm − k̃αβnk̃µνm)− 1

4
gmnF µνnFµνm) = κTij

Conhecidas como equação gravi-tensorial (ou equação de Einstein modificada),

gravi-vetorial (uma equação do tipo Yang-Mills) e gravi-escalar respectivamente.

Na equação gravi-tensorial (6.21), o termo Qµν é dado por [66]

Qµν = gij(k̃ λ
µ ik̃νλj − k̃µνiH̃j)−

1

2
(k̃αρik̃βσj − k̃αβik̃ρσj)

onde H̃i = gαβkαβi, K̃2 = gijgαβgρσk̃αρik̃βσj e H̃2 = gijH̃iH̃j. Por outro lado, o

termo Eµν é o tensor energia-momento associado ao campo de Yang-Mills (ou seja,

associado à terceira forma fundamental Aµ vista como campo de Yang-Mills):

Eµν = (gijF
µαiF νβigαβ −

1

2
gµνFαβiFαβi)

Finalmente, o último termo que aparece na equação de Einstein modificada é es-

colhido como sendo 8πGTµν = κ∗T ∗µν , onde T ∗µν é obtida do da ação Imateria .

Por construção, Tµν e Eµν se consevam. Vamos mostrar que isso também é ver-

dade para Qµν . De fato,

Qµδ
;δ = gijgαβgµλgρσ(k̃λαi;ρk̃σβj + k̃λαik̃σβj;ρ − k̃λσi;ρk̃αβj − k̃λσik̃αβj;ρ)

− 1

2
gijgαβgµλgρσ(k̃αρi;λk̃βσj + k̃αρik̃βσj;λ − k̃αβi;λk̃ρσj − k̃αβikρσj;λ) (6.24)

Definindo Tµνiλ = k̃µνi;λ − k̃µλi;ν segue que

kµνi;λ = kµλi;ν + Tµνiλ (6.25)

É fácil notar que este tensor é antissimétrico sobre uma permutação do segundo

e quarto ı́ndices: Tµνiλ = −Tµλiν . Substituindo 6.25 nos três primeiros termos de 6.24

resulta (as partes com termos envolvendo Tµνiλ se anulam individualmente devido à

referida antissimetria):

Qµδ
;δ = gijgαβgµλgρσ(k̃αρi;λk̃σβj + k̃λαik̃σρj;β − k̃σρi;λk̃αβj − k̃λσik̃αβj;ρ)
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−1

2
gijgαβgµλgρσ(k̃αρi;λk̃βσj + k̃αρik̃βσj;λ − k̃αβi;λk̃ρσj − k̃αβik̃ρσj;λ)

Fazendo na expressão acima as seguintes permutações (αβ) ↔ (ρσ) no quarto

termo, este se cancela com o segundo resulta na expresão:

Qµδ
;δ = −1

2
gijgαβgµλgρσ(k̃αρi;λk̃βσj + k̃αρik̃βσj;λ − k̃αβi;λk̃ρσj − k̃αβik̃ρσj;λ)

E fazendo as seguintes permutações na expressão acima: (α) ↔ (β), (ρ) ↔ (σ)

e (i) ↔ (j) no primeiro termo; (α) ↔ (ρ), (β) ↔ (σ) e (i) ↔ (j) no terceiro; esta

expressão se anula, pois o primeiro termo cancela o segudo e o terceiro termo cancela

o quarto. Portanto obtemos a conservação de Qµν

Qµδ
;δ = 0

O fato de que nesta formulação de unificação não há problemas com quiralidade

fermiônica é visto por dois motivos: o primeiro é que em geral as dimensões extras não

são compactas (evitando assim o resultado de Witten). O segundo é que os campos

de calibre (e os campos que são fontes para tais) não se propagam nas dimensões

extras, significando que não há necessidade de considerar a equação de Dirac em

todas as dimensões do espaço total.

Com o intuito de exemplificar a teoria desenvolvida neste capı́tulo, foi feito um mod-

elo em Maple, em que um buraco negro neutro é carregado eletricamente por meio da

deformação de Nash. O resultado está contido no apêndice B.
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Conclusão

Mostramos que as interações fundamentais são convenientemente descritas com o

uso da geometria. Partimos de crı́ticas à formulação original da geometria Riemanni-

ana, devidamente solucionada atravéz da introdução de dimensões extras . Uma vez

que a RG apresenta problemas como o da unificação , mostramos duas teorias de

unificação que utilizam dimensões extras. O principal resultado aqui apresentado diz

respeito à decomposição da Lagrangeana de Einstein-Hibert para o espaço total como

a soma do termo envolvendo a Lagrageana de Yang-Mills usual, o termo contendo a

Lagrangeana gravitacional usual 4-dimensional e um termo adicional dependente da

primeira e segunda formas fundamentais. Outro resultado é a prova de que a ter-

ceira forma fundamental se comporta como um campo de calibre sobre ação do grupo

SO(r, s), satisfazendo uma equação de Yang-Mills. As principais caracterı́sticas de

unificãção já eram previstas pela teoria de Kaluza-Klein, mas o problema que causou

seu abadono foi resolvido, pois as dimensões extras não são mais compactas. Outra

vantagem é que a forma da métrica é obtida de uma maneira natural, e não como um

axioma.

De posse desse conhecimento, usamos o argumento de ADD (branas-mundo) para

justificar a unificação das forças fundamentais de forma efetiva, no sentido que a

gravitação pode ter uma escala de energia tão forte como as demais interações (provo-

cando a quebra da hierarquia). Portanto, as considerações da dinâmica extrı́nseca do

espaço-tempo enriquecem consideravelmente a RG, resolvendo o problema da hier-

arquia e provendo-nos com um embasamento fı́sico e matemático para uma descrição

unificada dos campos de interções fundamentais. A consequência disso é uma realização

da conjectura de Ne‘eman de que o campo de calibre é tão geométrico quanto o campo

gravitacional (na verdade é um componente deste), e onde as simetrias de calibre são

geradas pelas rotações das normais. A segunda forma fundamental faz o papel de

97



intermediário entre a gravitação e as interações de calibre.

Aı́nda falta muito a ser feito, considerando que nem mesmo as interações de cal-

ibre foram completamene unificadas por uma teoria GUT. A unificação eletrofraca é

descrita de maneira satisfatória, porém ainda assim alguns parâmetros têm que ser

medidos e a teoria não os fornece, como é o caso do ângulo de Weinberg. Sobre os

estudos desta dissertação, pretende-se publicar o programa desenvolvido em Maple

num banco de dados da Internet para que mais pessoas tenham ascesso à este ferra-

mental que permite calcular as quantidades que determinam de maneira mais precisa

o universo em que vivemos.

Teremos que fornecer uma explicação dinâmica para o confinamento dos campos

de Yang-Mills em 4 dimensões. Explicamos que as equações de Yang-Mills só fazem

sentido em quatro dimensões. Mas isso é porque medimos os campos e as quadri-

correntes no mundo quadridimensional. Isso quer dizer que o motivo de rejeitamos a

versão multidimensional das equações de Yang-Mills é puramente fı́sico. Matematica-

mente elas fazem sentido. Uma tentativa de explicar o porquê do confinamento dos

observadores à quadridimensionalidade é fornecida por Rubakov et al (ver [67]), que

considera a possibilidade do espaço-tempo ser uma solução de equilı́brio de potencial

criado por uma parede de domı́nio.

Outro passo adicional a ser feito futuramente é estudar a versão quâtica da teoria

apresentada. Um importante avanço nesta direção é apresentado em [68], que aplica

a quantização ADM ao espaço-tempo imerso.

Por último, é imprescindı́vel fazer um modelo da teoria aqui desenvolvida (mod-

elo este apresentado no apêndice B, por envolver uso de programação em Maple).

O modelo é importante porque pode revelar situações passı́veis de comprovação ex-

perimental da teoria , como por exemplo a criação de mini-buracos negros no LHC

[69].
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Apêndice A

Transformação da Terceira Forma

Fundamental

Intuitivamente, as rotações nas dimensões extras são transformações que deixam

o mundo quadridimensional invariante. Uma vez que existem efeitos possivelmente

observáveis atrávez dos termos envolvendo as formas fundamentais que são adi-

cionadas á equação de Einstein, vamos calcular a maneira em que a terceira forma se

transforma sobre estas rotações. A figura A.1 a seguir ilustra esta simetria:

Figura A.1: Simetria de calibre

É possı́vel mostrar que a terceira forma fundamental se transforma como um campo

de calibre da Teoria de Yang-Mills, em relação ao grupo SO(r, s). Esta caacterı́stica

foi sugerida primeiramente por Holdon [71]. Vamos mostrar isso de duas maneias

diferentes. Na primeira parte será considerado uma ransformação infinitesimal, e na

segunda esta hipótese não será considerada.
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A.1 Transformação Infinitesimal da Terceira Forma Fun-

damental

Sob uma transformação infinitesimal de SO(p− 3, q − 1),

x,µ = xµ y,i = yi + ξi(xµ, yi)

onde ξi = θij(x
µ)yj. Já que Aµij =

∂γµi
∂yj

, para obter a transformação basta calcular

A,µab =
∂γ,µa
∂y,b

. Começando com γ,µa.

γ,µi =
∂xA

∂x,µ
∂xB

∂y,i
γAB =

∂xλ

∂x,µ
∂yj

∂y,i
γλj +

∂yk

∂x,µ
∂yj

∂y,i
γkj (A.1)

Para prosseguir é necessario calcular os termos ∂yj

∂y,i
e ∂yk

∂x,µ
. Notando que as transformações

são infinitesimais e portanto basta tomar os termos até primeira ordem em ξ, obtém-se

∂yj

∂y,i
= δji − ξ

j
,i

∂yk

∂x,µ
= −ξk,µ

Substituindo o resultado acima em (1), obtém-se:

γ,µi = (δji − ξ
j
,i)γµj − ξk,µgij

Segue que a transformação da terceira forma fundamental é:

A,µij =
∂γ,µi
∂y,j

=
∂yk

∂y,j
∂γ,µi
∂yk

= (δkj − θkj )[(δli − θli)Aµlk − θlk,µgil]

Tomando os termos de primeira ordem em θ, resulta

A,µij = Aµij − θkjAµik − θkiAµkj − θkj,µgik

que é o tipo de transformação de calibre referente às transformações nas normais

pelo grupo das pseudo-rotações.
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A.2 Transformação da Terceira Forma Fundamental

Nesta teoria, a conexão é fornecida pelo operador Aµ = AµijL
ij que atua nas coor-

denadas yi. O operado Aµ têm representação matricial (Aµ)ki , definida por Aµ(yk) :=

(Aµ)ki y
i e dada por

Aµ(yk) = AµijL
ij(yk) =

1

2
Aµij(g

jkyi − gikyj) = yigjkAµij

Portanto (Aµ)ki = gkjAµij.

Conforme comentado, o grupo pode atuar ativamente, transformando os vetores

normais (que num sistema de coordenadas wA qualquer do espaço maior pode ser

expresso como ∂i = NA
i

∂
∂wA

), ou passivamente, atuando nas coordenadas dos vetores.

Esta última convenção é a adotada. Um elemento U qualquer do grupo SO(p, q),

quando atua nos vetores é representado pelo operador linear R e quando atua nas

coordenadas yi é dado pelo operador inverso R−1 (isto é uma convenção).

Para ver como o operador de conexão se transforma sobre ação de U , ou melhor,

sua representação matricial (Aµ)ki , precisamos saber como Aµij se transforma. Mas

esta quantidade é formada a partir dos coeficientes NA
µ . Portanto, vamos ver como o

elemento U atua nos coeficientes NA
i .

Sendo um operador linear R , têm representação matricial Ri
j, e como é o seu

inverso que atua nas coordenadas,

ȳi = (R−1)ijy
j

Derivando esta expressão com relação à yj

δij = (R−1)ik
∂yk

∂ȳj
⇒ ∂yi

∂ȳj
= Ri

j

Usando a regra da cadeia,

∂

∂ȳj
=
∂yi

∂ȳj
∂

∂yi
= Ri

j

∂

∂yi

No novo sistema de coordenadas produzido por R, o coeficiente da normal N̄A
i

será definido por ∂
∂ȳi

= N̄A
i

∂
∂wA

. Pela equação anterior,

101



Ri
j

∂

∂yi
= N̄A

i

∂

∂wA
⇒ ∂

∂yi
= (R−1)ji N̄

A
j

∂

∂wA

Comparando esta última expressão com ∂
∂yi

= NA
i

∂
∂wA

, resulta:

NA
i = (R−1)ji N̄

A
j ou N̄A

j = Ri
jN

A
i

Vale notar que o operador U é justamente o que deixa a métrica do espaço normal

gij invariante. Isso quer dizer que uma vez que NA
i N

B
j GAB = gij, temos

gij = N̄A
i N̄

B
j GAB = (Rm

i N
A
m)(Rn

jN
B
j )GAB

Ou seja:

gij = Rm
i R

n
j gmn (A.2)

Agora estamos em condições de avaliar a transformação para Aµij:

Āµij = (N̄A
i‖µ)(N̄B

j )GAB = (Rk
iN

A
k )‖µ(Rl

jN
B
l )GAB

= (Rk
i,µN

A
k +Rk

iN
A
k‖µ)(Rl

jN
B
l )GAB

= Rk
i,µR

l
jN

A
k N

B
l GAB +Rk

iR
l
jN

A
k‖µN

B
l GAB

= Rk
i,µR

l
jgkl +Rk

iR
l
jAµkl

A transformação para a matriz (Āµ)ki fica:

(Āµ)ki = gkjĀµij

= +gkjRk
i,µR

l
jgkl + gkjRk

iR
l
jAµkl

Fazendo uso de duas equações
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Rm
i,µR

n
j gmn = Rm

i R
n
j,µgmn

e

(R−1)km = gijRn
j gmn

Obtidas da fórmula (A.2), a primeira derivando-a e a segunda fazendo uso das

inversas e R e gij. Substiuindo estas duas equações na expressão obtida para (Āµ)ki ,

resulta:

(Āµ)ki = (R−1)kl (g
lnAµnm)(Rm

i )− (R−1)kj,µR
j
i

Uma vez que a matriz acima atua nas coordenadas yi, o elemento U do grupo pode

ser realizado como sendo a matriz (R−1). Assim a expressão acima torna-se uma

realização da equação geral de transformação de calibre (4.6) mostrada na página 55:

(Āµ)ki = (U)kl (Aµ)lm(U−1)mi − (U)kj,µ(U−1)ji

103



104 
 

Apêndice B – Exemplo de Imersão e Unificação  

 

 

O programa se dividirá em 3: a Primeira Parte A será feita para mostrar que é possível 
deformar uma imersão inicial de buraco negro para um buraco negro carregado. A Parte 

B será feita para mostrar uma função de imersão que forneça as formas usadas. A parte 
C será feita para mostrar que as condições de integrabilidade são satisfeitas.  

Nesta primeira parte A apresentaremos um modelo no qual mostra-se que, com a 

perturbação de Nash, é possível obter um potencial de Yang-Mills. Uma possibilidade 
explícita observada é que, a partir de uma solução de um buraco negro não carregado é 
possível, atravéz da perturbação nas dimensões extras, obter uma solução do buraco 

negro carregado.   

Neste exemplo, iremos usar o resultado (6.19), da página 93:  

  

Vemos claramente que a Lagrangeana total se decompõe em 3:   

  

Onde  

  

  

é a Lagrangeana da Relatividade Geral (de Einstein-Hilbert), que dá origem à parte 

geométrica das equações de Einstein.  

  

é a Lagrangeana que depende da segunda forma fundamental, , e dá origem ao termo 

na equação de Einstein.  

  

é o termo de Yang-Mills, que aqui, depende da terceira forma.  

A ação é escrita  
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Considerando que apenas a primeira forma e terceira forma aparecem na 
Lagrangeana com termos envolvendo derivadas, consideraremos as equações 
provindas dos seguintes princípios variacionais:  

   e     

Estas equações são:  

 e      

Que são as equações de Einstein e Maxwell, respectivamente. Porém, como a 
Lagrangeana   

que consideramos não contem termos de fonte, é importante adicionar à ela o termo  

  

Cuja primeira componente permite introduzir o termo de fonte na equação de 

Einstein, e a segunda componente permite introduzir o termo de fonte da equação de 
Yang-Mills. Com esta prescrição, as resulta nas equações  

   

    e   

     

No modelo que vamos considerar, haverão 2 dimensões extras (pois queremos simular 
uma fonte carregada eletricamente), de forma que a equação de Yang-Mills é uma 

equação de Maxwell. Vamos considerar a solução de um buraco negro neutro e tentar 
perturbá- la para um buraco-negro carregado.  

>   
 

 

A coordenada do espaço menor será denotada por vars.  
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>  
 

 

 
(1) 

  

No próximo comando será definido a variedade do espaço menor inicial (não 

perturbado) , denotada  V4.  

>  
 

 

 (2) 

  

Vamos agora definir a métrica do espaço menor, denotada por "  , pois o exemplo 
considerado será a métrica de Schwarzchild. (Lembre-se que esta métrica é a não-

perturbada). Ela será escrita em um sistema de coordenadas diferentes, de uma forma 
que apareçam termos fora da diagonal, para que os cálculos se simplifiquem. (uma 
derivação desta forma de apresentar a métrica de Schwarzchild pode ser vista no livro 

do Anderson, Principles of Relativity, pg 387 )  

V

4 

>   
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(3
) 

  

Vamos definir a assinatura das dimensões extras como do tipo espaço.  

V4 >  
 

 

 

 

  

 

  

 

 

(4) 

 

Vamos definir a métrica do espaço deformado  , que pela equação (6,8) é dada por   

  

onde as quantidades em vermelho se referem à primeira e segunda forma fundamentais 

da variedade não perturbada (no texto estas quatidades estão denotadas com uma barra 
em cima, mas no Maple esta denotação não é possível). Esta métrica será denotada por 

  

V

4 

>  
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Uma escolha possível para a segunda forma fundamental cuja perturbação acima 
forneça Reisner-Nordtron é a seguinte:  

para e (ou ) iguais a um dos elementos do seguinte conjunto: 
{1,4}. Caso contrário a segunda forma fundamental será nula. A constante "a" será 

determinada logo mais, e dependerá da carga elétrica dentro do buraco negro.  

Vamos então fazer a substituição acima (chamaremos de SubsRN).  

V4 >  
 

  

V

4 

>   

 

 

 

V4 >   

 

Com os coeficientes da métrica prontos, vamos definir a métrica da variedade 
perturbada VP4, que terá métrica chamada de RN (com termos fora da diagonal)  

V

4 

>  

 

 

 
(5) 

  

V4 >   
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(6
) 

  

Fica evidente que a métrica de Reissner-Nordstron pôde ser obtida pela perturbação, na 
qual a distância da perturbação y6 fornece a carga. Mas temos que verificar se a 

equação de Einstein modificada é satisfeita. Para isso, temos que calcular todos os 
termos que aparecem nela. Com o que já foi feito até agora, é possível calcular o tensor 

de Einstein, que denotaremos por TERN.  

V4 >   

  

V4 >   

  

V4 >   

  

V4 >   

  

V4 

>  
 

 

È possível também definir o tensor . Ele é dado por 

:   
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Mas vale lembrar que   

  

E esta última quantidade chamaremos de "kp", pois é a segunda forma perturbada.  

V

4 

>  

 
 

 

 

 

 
 

 

  

V4 >  
 

  

V4 >  
 

  

V4 >  
 

 

O termo O primeiro termo será denotado por Q1, o segundo Q2 e o 

último termo entre parênteses será denotado por Q3 . Como kp5=0, só consideraremos 
kp6 ;  

V4 >   
 

 
 

 

  

V4 >   
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V4 >   

 

 
 

 

  

V4 >  
 

  

 (7) 

 

Isto indica que é nulo  

O último termo que falta para completar a equação de Einstein é o tensor energia 
momento do campo de calibre   

  

Como só iremos considerar duas dimensões extras,  

  

   

Já que estamos interessados na simulação de um campo Coulombiano, e a terceira 
forma faz papel de potencial de calibre, faremos   

=   

V4 >   
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V

4 

>  

 

 

 

 

 

 

 

 

Vamos verificar se a equação de Einstein é satisfeita. Para isso, faremos   

  

V

4 

>  

 

 

Vamos substituir agora o campo Coulombiano   

V

4 

>  
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(8
) 

  

V4 >  
 

  

 

 

 

 

 

(9
) 

  

O próximo comando fornece uma solução para as constantes "a", "y5" e "y6".  

V4 >   

  

 

(10) 

  

Sendo y6 a carga, faremos  

 

Que fornece uma solução possível para o sistema acima  

V4 >  
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 (11) 

  

Isto indica que a equação de Einstein modificada é satisfeita, desde que se escolha as 
constantes adequadamente.  

O próximo passo é verificar se a equação de Maxwell é válida.  

  

Para isso, vamos calcular primeiro   

  

V4 >  
 

 

 

V4 >  
 

  

V4 >  
 

  

V4 >   
 

 
 

  

A equação de Maxwell está contida no tensor EM5 e EM5:  

V4 >   

  

 (12) 
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V4 >   

  

 (13) 

  

Isto indica que as equações de Maxwell são satisfeitas;  

Vamos para a parte B, no qual vamos mostrar uma função de imersão X que forneça a 
segunda e terceira forma fundamentais usadas na parte A. Isso será feitpo usnado as 
equações  

    

e   

  

Mas antes vamos definir a variedade do espaço maior, denotada por M6 , com métrica 
GM  

V4 >  
 

  

  

 

 (14) 

  

M

6 

>  
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M6 >   

 
 

 
 
 

  

M

6 

>  

 

  

M6 >  
 

  

M6 >  
 

  

 
(15) 

  

M6 >   

  

M6 >   

 
 

 
 

  

 

 

 

(16

) 
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M6 >  
 

 

Vamos agora definir as funções de imersãa e ver se ela satisfaz a isometria.  

M

6 

>  

 

  

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

 (17) 

  

M6 >  
 

  

M6 >   

  

 
(18) 

  

M6 >   
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(19) 

 

Esta última conta foi feita apenas para mostrar que a condição de isometria é satisfeita. 
O que indica que a imersão é de Schwarzschild.  

A próxima tarefa é definir os vetores tangentes (denotados por Ti, onde i é a direção 
considerada,com respeito à ordem de definição de variáveis) e normais (denotados por 

N). Primeiro os tangentes.  

M6 >   

  

 (20) 

  

V4 >   

  

V

4 

>  
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(21) 

  

O comando a seguir seleciona vetores que, adicionados aos tangentes geram o espaço 
tangente total.  

M6 >  
 

  

 (22) 

  

M6 >   

 

 (23) 

  

M6 >  
 

  

 (24) 

 

O próximo passo é somente para verificação da métrica do espaço maior.   

M6 >   

  

M6 >   
 

 



120 
 

 

 

  

M >   

  

 

(25) 

  

Chamaremos o símbolo de Christofell do espaço maior de . A quantidade 

de   

M6 >  

 

  

M6 >   
 

 
 

 
 

 
 

 

Definiremos o tensor , onde i indica qual é a normal (escolhidas entre as 

codimensão normais), A indica qual é a componente deste vetor no espaço M e μ indica 
qual a direção (tangente) de derivação. Este objeto sera denotado por 

são as indicadas anteriormente.  
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O objeto será denotado por   

M6 >   
 

 

 
 

  

M

6 

>  

 

 
 

 

 
 

 

 

Vamos obter a segunda forma fundamental,   

  

M6 >   
 

 
 

 
 
 

 

A segunda forma é  

M6 

>  
 

  

M6 >   
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(26) 

  

M6 >   

  

 

(27) 

 

Isto está de acordo com a segunda forma utilizada na parte A.  

Agora vamos obter a terceira forma fundamental  

   

O objeto será denotado por   

M6 >   

 
 

 

 
 

 

  

M6 >  
 

  

M6 >   
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(28) 

  

  

Esta é exatamente a terceira forma que usamos na parte A. Encerra-se aqui o cálculo das 

formas fundamentais.   

Agora vamos à Parte C, dedicada ao cálculo das condições de integrabilidade. Como 
estas condições (equações de Gauss, Codazzi e Ricci) envolvem derivadas covariantes, 

vamos definir os tensores segunda e terceira forma fundamentais, denotados por , 
respectivamente.  

M6 >   

  

 (29) 

  

V4 >  
 

  

 
(30) 

  

V4 >   

 
 

 
 

 

  

V4 >   
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Agora vamos escrever a equação de Gauss,  

   

o termo do lado esquerdo será denotado por TG1 e os termos do lado direito serão 

denotados por TG2 e TG3, respectivamente.  

M6 >   

  

V4 >   

  

V4 >   

  

V4 >   

 
 
 

 
 

 
 
 

 

  

V4 >   

 

M6 >   
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M

6 

>  

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

  

M6 >   
 

 
 

 

 
 
 

 
 

  

M

6 

>  
 

 

 

A equaçao de Gauss está contida no sistema Egauss,  

Agora vamos escrever a equação de Codazzi,  
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O tensor será denotado por   

M6 >   

  

V4 >   
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

  

  

Agora vamos escrever as equações de Codazzi.  

V

4 

>  
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V

4 

>  
 

 

  

 

 

 

(31
) 

  

A equação de Codazzi está contida no sistema Ecodazzi, e a equação de Ricci consiste 
em quatro termos:  

  

  

  

O tensor será denotado por  ,o penúltimo termo da equação de Codazzi, 

 , será denotado por , de tensor de Ricci. O último será 

. Vamos ao primeiro termo  

  

V4 >   
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 



128 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 

Vamos agora ao TR1  

V

4 

>  

 
 

 

 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

V4 >   
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Vamos agora ao TR2  

V

4 

>  

 
 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

  

V

4 

>  
 

 

 

  

 

 

(32
) 

 

Como os valores das equações de Gauss, Codazzi e Ricci são identicamente nulos, fica 
provado que as condições de integrabilidade são satisfeitas.  
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