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Resumo

Uma versao da Conjectura de Artin afirma que para um sistema homogéneo com duas
equacoes diagonais de grau k, cujos coeficientes sao inteiros, ter solucao p-adica nao trivial
é suficiente que o niimero de variaveis seja maior que 2k?. Nesse trabalho, vamos mostrar
que a conjectura é verdadeira quando o grau é 27 -3 ou 3" - 2, para T > 2.

Palavras-chaves: Conjectura de Artin; par de equagoes diagonais; par de formas aditi-
vas; p-normalizagao; solucao p-adica; solucao nao trivial.
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Abstract

One version of Artin’s Conjecture states that for a homogeneous system with two diagonal
equations of degree k, whose coefficients are integers, exists a nontrivial p-adic solution
provided the number of variables is greater than 2k2. In this paper, we show that the
conjecture is true when the degree is 27 -3 or 37 - 2, for 7 > 2.

Key words: Artin’s conjecture; pair of diagonal equations; pair of additive forms; p-
normalization; p-adic solution; nontrivial solution.
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INTRODUCAO

A existéncia, ou nao, de solucoes para equacoes é um tema frequente na matemaética.
Alguns desses problemas ja desafiaram matematicos por séculos até serem provados, como
o Ultimo Teorema de Fermat, e outros desafiam até hoje. Existe inclusive um instituto
localizado em Massachusetts, Clay Mathematics Institute, que premia quem desvenda
determinados problemas.

O tema desse trabalho é a busca de condigoes suficientes para que um par de formas
aditivas de grau 3 -27 ou 37 - 2, com 7 = 2, tenha zero nao trivial dentro do corpo dos
numeros p-adicos, teoria proposta por Kurt Hensel em 1897.

Contextualizacao histérica do problema

Em 1920, o matematico austriaco Artin fez a seguinte conjectura

Conjectura 1. Seja F' ¢ um corpo completo com respeito a um valor absoluto discreto,
cujo corpo residual € finito. Entao toda forma homogénea com coeficientes inteiros de F
e de grau k com pelo menos k* + 1 varidveis tem zero ndo trivial.

Sendo F' um corpo de série de poténcias, Lang |22] mostrou que a conjectura é valida.
No entanto, se F' é um corpo p-adico ja nao podemos dizer o mesmo como mostrou o
francés Terjanian em [26]. Em 1966, ele exibiu um exemplo de uma forma de grau 4 com
18 variaveis e sem solucoes nao triviais sobre Qs.

Muitos outros contra-exemplos, todos de grau par, foram encontrados depois. Mas,
um ano antes do trabalho de Terjanian, Ax e Kochen [1] tinham mostrado que quando
[FF: Q)] = n < oo, para qualquer grau k > 1, existe um namero p(k,n) tal que a
conjectura vale para todo p > p(k,n), sem explicitar os valores de p(k,n). Assim, um
novo desafio estava lancado: dados k£ e n, determinar precisamente para quais primos a
conjectura de Artin falha em corpos p-adicos.
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Antes do resultado de Ax e Kochen ja tinhamos a validade da conjectura para graus
2 e 3. O primeiro foi mostrado por Hasse [20] em 1924 e o segundo por Demyanov [12]
(quando os corpos residuais tem caracretistica diferente de 3) em 1950 e por Lewis [23]
em 1952.

Ja em 1963, Davenport e Lewis [8], provaram a seguinte versao da conjectura

Toda forma aditiva (ou diagonal) de grau k em n > k? varidveis possui
zeros p-ddicos nao triviais.

Esses dois autores ainda estudaram os pares de formas aditivas de grau 3 e, em 1966,
eles publicaram que 18 variaveis eram suficientes para garantir solu¢ao p-adica nao trivial
nesse caso (ver [9]). Anos mais tarde, ambos provaram a validade da versao da conjectura
para duas formas aditivas quando o grau é impar [10]. Para grau par, eles mostraram que
n > 7k? variaveis ¢ suficiente para que se tenha solucdo nao trivial.

Com isso, temos a seguinte releitura da conjectura

Conjectura 2. Um sistema com r formas aditivas de grau k com n varidveis sobre um
corpo p-ddico F' tem zeros ndo triviais em F sen = rk?* + 1.

Nesse sentido, temos resultados que dao cotas inferiores para o numero de variaveis,
mesmo que ainda distantes da proposta pela conjectura. Alguns desses resultados foram
obtidos por Davenport e Lewis [11]

- [9r?k log(3rk)], se k é impar
~ | [48r2k3 log(3rk?)], se k é par diferente de 2

Knapp [21]
n >’k onde k=p"m e N =[F:Q)]

e Brink, Godinho e Rodrigues [2]
n > 4Nr’k?, onde N =[F:Q,]

ou
n > (rk)>*°, onde k= p'm.

Quando temos um par de forma aditivas os resultados sao mais animadores. Nos seus
trabalhos [13], [14] e [15], Godinho mostrou que, para uma par de formas aditivas de grau
4, n > 33 ¢é suficiente para que haja solucao p-adica nao trivial desde que p # 2. No caso
em que p ¢ 2, precisamos de n = 61 variaveis. E se o grau for uma poténcia de 2, com
expoente maior que 1, entdo o nimero de variaveis deve ser n > 16k? — 26k + 1. Por
tltimo, se o grau for da forma k = p™(p — 1)ky onde (ko,p) = 1 ele provou que devemos
ter n = 2k*T<®7) onde

1

1 , se kg <27
w(p,7) =4 logp+ —log(p—1)
0, seky=2"
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Observe que para p suficientemente grande essa cota é bem préxima a da conjectura.
Pouco tempo depois, Godinho e Ripoll [17] chegaram a n > 2k°2.

Em 1999, Briidern e Godinho 3|, utilizando a teoria combinatoéria e os resultados de
Olson [24] e [25] para sequéncias de soma zero em grupos finitos, provaram que se o grau
nao é poténcia de 2 entdo n > 6k? variaveis é condicao suficiente para termos a solucio
desejada.

Até aqui temos que, em geral, o niimero minimo de variaveis no par de formas deve
ser

. 6k, se k # 27
Z 1 16k2 — 26k +1, se k=2

o que ainda nao ¢ o resultado esperado, mas note que pelo menos ja temos a ordem de
grandeza k? como aparece na conjectura.

Alguns anos depois, Briidern e Godinho [4] melhoraram a sua cota e mostraram que
n > 2k? é suficiente a menos que k= p"(p—1) ou k =27 - kg com 7 = 1 e kg € {1,3}. Se
k = p"(p— 1) entao eles mostraram que n > 4k? variaveis ¢ suficiente, se k = 27 - 3, basta
que n = %kQ e se k = 27 entao devemos ter n = 8k%. A tnica interseccao desses dois casos
para os quais nao foi provada a conjectura por eles é k = 6. E, para esse caso particular,
temos a prova de Godinho, Knapp e Rodrigues [16].

Por fim, Godinho e Souza, ver [18] e [19], mostraram que para o grau k = p™(p — 1)
quando p € {3,5} oup =7 com T = (p—1)/2, entdo n > 2 (ﬁ) k? — 2k variaveis para
um par de forma aditivas é suficiente para que haja zero p-adico nao trivial.

Existem trabalhos que mostram que o ntimero minimo de varidveis para um par de
formas, 2k + 1, exigido pela Conjectura 2 nem sempre é o melhor possivel. Vaughan [27]
provou que bastam 16 variaveis para que um par de grau 3 tenha solucao nao trivial e esse
sim seria o melhor resultado para esse caso uma vez que Davenport e Lewis [9] exibiram
um par de grau 3 com 15 variaveis que possui apenas a solucao trivial. E se considerarmos
p # 7 entdo Cook [5] mostrou que um par de grau 3 tem solugdo ndo trivial desde que
possua pelo menos 13 varidveis, para os pares com 12 varidveis o resultado falha para
infinitos primos. Cook [6] ainda mostrou que um par de formas aditivas de grau 5 tem
solucao nao trivial se n > 31, a menos de um nimero finito de corpos p-adicos.

O problema

Considere o sistema de equacoes
f=axy+- +aak =

0
g="bixk + -+ bzl =0" (1)

onde a;, b; € Z, para todo 1 < i < n.

Como dito inicialmente, a nossa proposta é demonstrar os seguintes resultados:
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Teorema 1. O par de equagoes (1) possui solu¢ao p-ddica nao trivial para qualquer primo
psek=2"-3comT>=2en=2k*+1.

Teorema 2. O par de equagoes (1) possui solu¢io p-ddica nao trivial para qualquer primo
psek=3"-2comT=2en=2k*+1.

As provas desses teoremas se resumirao aos casos p = 2se k =27 -3 e p = 3 se
k = 37-2, uma vez que os resultados de Briidern e Godinho [4] garantem a sua veracidade
para os outros casos, como podemos verificar a seguir.

Teorema. Seja p = 3 um primo. Entao o par (1) tem solugdo p-ddica nao trivial desde
quen = 2k*+1 ek # p"(p—1). Para os demais casos, a condi¢io n > 4k* garante a
existéncia de solugao p-ddica nao trivial para o par (1).

Teorema. Suponha que k = 27ky com 7 = 0 e ko impar. Entao o par (1) tem solugao
2-ddica nao trivial desde que n > max{8k?ky*, 2k* + 1}.

Lema. Sep / k en > 2k*>+1, o par de equagoes (1) tem solugao nao trivial em Q, para
qualquer escolha de coeficientes racionais.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos, dos quais os dois primeiros sao dedi-
cados a apresentacao da base tedrica a ser utilizada nas provas dos Teoremas 1 e 2 e nos
dois ultimos capitulos detalhamos as demonstracoes dos teoremas.

No primeiro capitulo definimos o que sao sistemas p-normalizados e obtemos informa-
¢oes interessantes como a divisao das variaveis dos pares em niveis. Falamos ainda de
solucao nao singular para o sistema, o que nos indicard um caminho a ser seguido.

No capitulo 2, faremos um breve estudo de sequéncias de elementos de grupos abeli-
anos finitos com o objetivo de obter condigoes suficientes para termos subsequéncias de
soma zero. Isso serd importante pois os coeficientes do sistema serao identificados como
elementos de Z/p"Z @ 7Z/p™Z e definiremos elementos primarios e secundéarios que serao
fundamentais na prova. Por fim, veremos formas de construir tais elementos utilizando
as subsequéncias de soma zero.

No Capitulo 3, mostramos o resultado para o Teorema 1, ja no Capitulo 4, fazemos
a demonstracdo para o Teorema 2. As duas provas seguem a mesma linha, reducao
da cota superior do niimero minimo de varidveis no primeiro nivel que tém coeficientes
nao divisiveis por p em qualquer combinagao linear do par f,g (obviamente desde que
as constantes dessa combinacdo nao sejam ambas divisiveis por p), entdo colocamos o
caso k = 27 - 3 primeiro pois essa reducao é mais simples, com poucos casos a serem
considerados, o que nos permite fazer a prova em seis lemas. Para o caso k = 37 - 2 temos
o auxilio de vinte e sete lemas para a demonstracao pois a reducao da cota nesse caso é
mais lenta e precisamos considerar mais casos, no entanto, uma vez entendido o que foi

feito no Capitulo 3 a leitura do dltimo capitulo se torna mais facil.



CAriTULO 1

p-NORMALIZACAO

Os resultados apresentados ao longo deste capitulo sao cléssicos, mas as demonstracoes
serao apresentadas somente para manter este trabalho o mais autossuficiente possivel.

Seja
flay, ... x,) = ayah + - + a2k
; i (1.1)
g(x, ... my) = biaf + -+ byt
um par de formas aditivas cujos coeficientes sao todos racionais.

Dizemos que dois pares de formas aditivas como em (1.1) sdo p-equivalentes se um
pode ser obtido a partir do outro através de uma combinagao finita das seguintes operacoes

filwy, . m,) = f(pM oy, .. p* )
o o\ (1.2)
gi(x1, .. x) = g(p™ay, ..., p"xy,)
onde ay,...,q, sao inteiros; e
fo(zy,...,x,) = Af + Byg (1.3)

g2(x1,...,x,) =Cf+ Dg”’

onde A, B,C' e D sao nimeros racionais com AD — BC # 0.

Note que se existir um zero p-adico nao trivial para um par f, g entao todo par p-
equivalente a ele também possuird um zero p-adico nao trivial.

A cada par de equacoes f, g associamos um nimero racional

I(f.9) = [] (aib; —a;by).
1<i,j<n
i#E]

Se f1, g1 é dado por (1.2), temos

flzclx’f—i----—i-cnme
gl=d1$]f+“'+dn$§7
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com ¢; = pF®a; e d; = p**ib;, daf

cidy — ¢jd; = pMT (aib; — azhy).

Cada o aparece em 2(n—1) termos de ¥(f1, g1). Somando os n(n—1) (a;+c;)’s referentes
aos pares de indices 7, j em 1, temos

I(fr 1) = P (f, ), para = ai 4 -+ ag.
E se f2, g2 € dado por (1.3), temos

fgzclx’f—i----—i-cnmij
ggzd1x1f+---+dn:cf§’

com ¢; = Aa; + Bb; e d; = Ca; + Db;, dai
c;d; — cjd; = (AD — BC')(a;b; — a;b;).
Como em 9 existem n(n — 1) termos, segue que
I(f: g2) = (AD — BC)""D9(f, g).
Portanto, 9(f, g) # 0 se, e somente se, ﬁ(f, g) # 0 para todo par f, g p-equivalente a f, g.

Um par de formas aditivas f, g cujos coeficientes sao inteiros é dito p-normalizado se
¥(f,g) # 0 e a poténcia de p que divide ¥(f,g) é menor ou igual a poténcia de p que
divide 19(f, g) para todo par f,G p-equivalente a f,g. Observe que todo par f,g com
U(f,g) # 0 é p-equivalente a um par p-normalizado.

Nesse ponto, é importante explicarmos o nosso interesse em p-normalizacao. Essa
teoria nos diz que é suficiente provarmos os Teoremas 1 e 2 para pares p-normalizados e
isso se deve ao seguinte fato, que pode ser encontrado em [10]:

Lema 1.1. Se todos os pares de formas p -normalizadas dados por

clx’f —i—---—i—cnxﬁ

dlx’f 4+ -+ dnxﬁ

possuirem zeros p-ddicos nao triviais, entdo, para quaisquer coeficientes racionais a;, b;, o
par de equagoes (1.1) tem zeros p-ddicos nao triviais;

Demonstracao. Suponha que ja tenhamos mostrado os Teoremas 1 e 2 para os casos em
que ¥ # 0. Tome um par f,g como em (1.1) tal que J(f,g) = 0. Para cada inteiro p,
existem formas

FO =Wk 4 gk
g(“) = bg“)xlf + -4 b;“)xfj

com coeficientes inteiros racionais tais que J(f®, gi") # 0 e, para cada i, p* divide
a; — ag’”) e b — bg“). Pela nossa suposicdo inicial, o sistema f* = ¢ = 0 possui solucao

p-adica nao trivial €. Como o sistema é homogéneo, podemos supor que todas as
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coordenadas de £ sdo inteiros p-adicos e que pelo menos uma delas ndo é divisivel por
p. O conjunto dos inteiros p-adicos é compacto, entdo existe uma subsequéncia (£() ueN
convergente, com N; < N infinito. Se £ é o limite dessa subsequéncia entao £ é diferente
da origem, uma vez que supomos que pelo menos uma coordenada de £#) nio é divisivel
por p, para todo p inteiro. Assim, tomando p € Ny temos

n

D (ai— a(-”))f-(“)k

=1

|FEUN], = [ £(EW) — fU (M), =

<p

p

onde | - |, denota o valor absoluto p-adico. Segue pela continuidade de f que f(§) = 0.
Analogamente, g(§) = 0. Logo £ é uma solugao p-adica ndo trivial para o sistema f =
g = 0. Assim, é suficiente provar os resultados com a hipotese adicional ¥(f,g) # 0. W

Além disso, para um par de formas aditivas p-normalizadas temos algumas propri-
edades importantes e bem tteis ao nosso trabalho descritas no Lema 1.2 que veremos
adiante.

Dizemos que uma variavel z; esta no nivel [ se p! divide a; e b;, mas p'*! nao divide a;
ou nao divide b;. Num sistema p-normalizado todas a varidveis estao em niveis menores
que k. De fato, se algum z; estivesse no nivel [ > k, entao as formas

f
g

f(xlv e 7:Cj717p_1xj7xj+17 see 7‘rn)
= g(xlu s ,,Tj_l,p_1$j,$j+1, R 7‘7;”) ’

teriam coeficientes inteiros e 9(f, g) seria igual a

p2=DY(f, g)

contradizendo a p-normalidade de f, g. Isso demonstra a primeira afirmacao do resultado
a seguir.

Lema 1.2 (Davenport & Lewis). Suponha que o par de formas aditivas (1.1) seja p -
normalizado. Podemos reescrever os polindmios f e g como

k—1 ' k—1 '
F=>0f 9=>py (1.4)
j=0 Jj=0

onde para cada j, as fungoes f; e g; sao formas aditivas com coeficientes inteiros e para
cada varidvel envolvida no par f;,g; o coeficiente dessa varidvel nao é divisivel por p em
pelo menos uma das formas. Para cada j, m; representa o nimero total de varidveis no
par fj,g; e q; representa o numero minimo de varidveis com coeficientes nao divisiveis
por p em qualquer combinagao linear \f; +pg; com X\, i nao ambos divisiveis por p. Entao
podemos assumir, para 0 < j < k —1, que

n

G0 = 5 mo+---+m; = (j+1)

(1.5)

> 3

n
m0+---+mj_1+qj>(2j+1)

o (1.6)



Capitulo 1. p-normalizagao 8

Mais que 1sso, podemos assumir que gy contém exatamente qy varidveis com coeficientes
nao divisivers por p, e que se t representa o numero de varidveis em go com coeficientes
divistveis por p?, entdo
Mo — qo n
——=<t<mo+ulg) -, (1.7)
P k
onde u(gy) representa o nimero de varidveis em g, cujos coeficientes sao nao nulos modulo
p.

Demonstracao. Como reescrever as formas em k niveis ja foi mostrado anteriormente.
Entdo vamos supor f,g escritas como em (1.4), com xy,...,%,,, variaveis em fy, go €
Tingtotm; 1415 -+ Tmg-tm; Variaveis em f;, g;, e comegar a prova demonstrando as de-
sigualdades (1.5). Considere as formas

pf(]:Jrl)f(pJ?l, c. ,pl’m0+...+mj,Im0+...+mj+1, c. ,xn) j —0...  k—1
pi(j+1)g(p$l> s apxmoJr"-erj ’ .Tm0+...+mj+1, s axn) ’ ’ ’ ’
obtidas por uma combinagao das operagoes (1.2) e (1.3), com o = mg + --- + m; e

(AD — BC) = p~20*D. Entao o valor de ¥ das novas formas ¢ igual a

p72(j+1)n(n71)+2k(n71)a19(f, g) .

Como os coeficientes das novas formas sao inteiros e f, g é p-normalizado, temos
—2(j+1)nn—1)+2k(n—1)a =0
e, portanto,
n

m0+---+mj>(j+1)k.

. C ' ' 5o divisiv .
Agora, considere uma combinacao linear A\f; + pg; com A ou p nao divisivel por
ja ¢; o nimer varidveis em Af; ; com ientes nao divisivei rop. | =
Seja qj o ero de variaveis em Af; + pug; com coeficientes nao divisiveis po Se 0
entao vamos supor que T, --- , T4, Sa0 tais varidveis e se j = 1,...,k — 1 entao supomos
QUE Tyngtotm; 1415+ -+ Tmgtotm;_1+q; S0 as varidveis de Af; + pg; com coeficientes nao
divisiveis por p. Vamos supor que p f A. Considere o par

p_l()‘f + :U’g)(pxh <5 PTgps Lgot1y - - - 71'71)
g(Px1, . DTy, Tggt1s - -5 Ti)

com a = qy e (AD — BC) = p~' ). Entdo o valor de 9 desse novo par é
p?k(n—l)qo—n(n—l))\71(71—1)19(]67 q).
Como os coeficientes do novo par sao inteiros e f, g é p-normalizado,
2k(n—1)ggp—n(n—1) =0

o que implica em
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Se A é multiplo de p entao tomamos o par f,p~ (A\f + ug) e procedemos de forma analoga.

Se tivermos

pi(jJrl)(/\f + Mg) (pxlv s ’pl’m()+"'+mj—l+Qj7 xm()+"'+mj—1+Qj+17 s ,ZL‘n)

pijg(pxlv co sy PTmg+etmy_1+qj ) Tmo+e+mj_1+q;+1s - - - axn)

com a =mg+-mj 1 +qje(AD — BC) = p~&*D) paraj =1,....k — 1. Entdo o
valor de ¥ desse ultimo par é

ka(nfl)ozf(ZjJrl)n(nfl))\n(nfl)ﬁ(f’ g)
Novamente, os coeficientes do novo par sao inteiros e f, g é p-normalizado, assim

mo+---mj_1 +q; = (25 + 1)%.

Cada par de formas aditivas com 1 # 0 é p-equivalente a um par p-normalizado. Se
f,g é um par p-normalizado, entao existe g, 1o com p } Ag ou p f o tal que A\of + pog
contém exatamente ¢y variaveis com coeficientes nao divisiveis por p. Nesse caso, um dos
dois pares p-equivalentes f, A\of + pog ou Ao f + pog, g também é p-normalizado. Assim,
renomeando as formas aditivas, se necessario, podemos assumir que gy tem exatamente
qo variaveis com coeficientes nao divisiveis por p.

Agora, podemos supor

fr— k DY k k e k
fO = a1ry + + Armo—q0Lmo—qo + Amo—qo+1%mo—go+1 + + Amo L,

_ k k k k
9o = p(C1®] + - F Crg—go Ty —g0) F Pmo—aor 1Ty gor1 + 7+ bmg T,

onde ai, ..., amy—gos bmg—go+1s - - - » by 10 s80 divisiveis por p. As razoes ¢;/a; (mod p)
estao em, no maximo, p blocos. Renomeando as variaveis, se necessario, podemos supor
que ¢i/ay, ..., c/a; € o bloco com maior cardinalidade. Assim,
Mo — qo
t > ——.
p

Além disso, f,¢' = a1g—cipf € um par p-normalizado que é p-equivalente a f, g e g tem
exatamente ¢p variaveis com coeficientes nao divisiveis por p. A forma g} tem a forma

t mo—qo mo
! 2 k k k
gh=p"> uxf+p Y Bab+ D> gl
i=1 i=t+1 t=mo—qo+1
com pa; = (a1c; — a;ct), para i = 1,....t, e By = (a1¢41 — @31€1), -+ -5 Bmp—go =
(alcmoﬂm - amoﬂlocl)? Ymo—qo+1 = (albm()*qwrl _pam0*q0+lcl)? sy Tme T (albmo _p@mocl)

nao divisiveis por p. Multiplicamos as mg —t + u(g;) variaveis por p, onde t +1 < i < my
ou x; é uma das u(g;) variaveis com coeficientes em ¢} nao divisiveis por p. Entao

/ 2 n

g =rg,;
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onde ¢g"” é uma forma aditiva com coeficientes inteiros e
19(](-’ g//) _ p72n(n71)+2k(n71)(m07t+u(g1))ﬁ(f, g)
Como f,g é um par de forma p-normalizado, segue que
—2n(n—1) +2k(n —1)(mo —t +u(g1)) =0
entao
n
t <mo+u(g) — T
|

O Lema acima nos da um perfil de um par p-normalizado, mas nao nos diz nada sobre
solucao das equacoes. Para facilitar a busca por solucao p-adica nao trivial, vamos utilizar
uma versao do Lema de Hensel que pode ser encontrada no artigo de Davenport e Lewis
[10] e a enunciaremos a seguir, logo apés definirmos solu¢ao nao singular.

O posto de uma matriz é definido como o ntimero méaximo de linhas linearmente
independentes ou , equivalentemente, de colunas linearmente independentes. Uma matriz
M x N ¢é ndo singular se tiver posto igual a min{M, N}.

Dizemos que a solucao (&1, ...,&,) para o sistema

f=azh +- +aak =0
g="bixh + -+ bk =0

(cn& anén)
b€ - bpén

tem posto 2. Isto quer dizer que existem indices i, j para os quais

(1.8)

é nao singular se a matriz

(aibj — Cljbi)&fj # 0.

Lema 1.3. Considere o sistema (1.8) com coeficientes inteiros racionais. Fize um primo
p e escreva k = pTko, onde (p, ko) = 1. Defina o nimero v = v(k,p) por

) T+2 sep=2 e 7>0
) 7+ 1 caso contrdrio.

Suponha que exista uma solugao nao singular modulo p para o sistema
f=9g=0 (mod p”) (1.9)
ou seja, tal que existam indices i,j com
(a;bj —ajb;)x;z; #0 (mod p).

Entao essa solucao de congruéncia pode ser levantada a uma solugao p-ddica nao trivial
do sistema.
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Demonstracao. Para essa prova utilizaremos o resultado abaixo que pode ser encontrado
em [7].

Afirmagao. A solubulidade de 2% = m (mod p?), com « definido anteriormente e p | m,

implica na solubilidade de y* =m (mod p*) para todo inteiro v com y = (mod p).

Seja & uma solugdo ndo singular das congruéncias (1.9), entdo existem i,j tais que
&i€;(a;bj —ajb;) # 0 (mod p), digamos i = 1 e j = 2. Faca
ff=bif —ag e ¢ =bof —asyg
entao £ é solucao das congruéncias f'=¢ =0 (mod p?) e
k

[ = coxh + csab + -+ cpak
g = diak + dgak + - + dpak

onde cod; # 0 (mod p). Considere

c3Th + -+ cpak R dsxh + -+ d,a*
_ , = — _
C2 dy

my =

Obviamente, m; # 0 (mod p) e mg # 0 (mod p). Portanto, podemos encontrar n, 7z,
para cada inteiro v, tais que

f/(77177727§37 s 7571) = 9/(7717772,537 s 75”) =0 (HlOd pl/)

com 1 =& (mod p) e ny = & (mod p). Pela compacidade dos inteiros p-adicos, segue
que as equacoes f' =0, ¢’ = 0 tem solug@o nao trivial nos inteiros p-adicos que também
é solucao para f =0, g =0. ]

Esse resultado é interessante pois, junto com o Lema 1.2, nos diz que o problema de
encontrar uma solugdo nao trivial em Q, para o sistema

fzalx’f—l—---—i—anxfl

=0
g=biab + -+ bk =0" (1.10)

cujos coeficientes sao inteiros racionais, é equivalente ao de buscar por solucao nao singular
modulo p para o sistema

fotpfi+--+p 1 f,.1=0 (mod p?)

1.11
go+pg+--+p"lg,1 =0 (mod p?) (111)

para o qual podemos assumir que o nimero de varidveis em cada par de subformas f;, g;
satisfaz as desigualdades (1.5), (1.6) e (1.7). Portanto, ja sabemos que vamos buscar uma
solucao envolvendo pelo menos duas variaveis do par fy, go.

Para o proximo capitulo, vamos identificar o sistema (1.10) pela matriz de coeficientes

a; ay - Qan,
(51 by - bn) (1.12)
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e considerar a sequéncia das submatrizes colunas

o) (o) () -

a fim de obter propriedades de suas subsequéncias que nos auxiliarao na demostracao dos
resultados principais.



CAPITULO 2

SEQUENCIAS DE ELEMENTOS DE GRUPOS
ABELIANOS

Seja G = (G, +) um grupo abeliano finito e S = (¢g1,...,9,) = g1 - ... g, uma sequéncia
de elementos de G, com possiveis repeticoes. Definimos v,(S) como sendo o nimero de
vezes em que g aparece na sequéncia S, para cada g € GG. Assim, utilizando a notacao
multiplicativa, descrevemos a sequéncia S como

S = Hg”g(s)'

geG

Se tivermos uma sequéncia 7" de forma que v,(T") < v,(S), para todo g € G, entao diremos
que T é subsequéncia de S e denotamos isso por T[S.

Definimos também o suporte de S em GG como o conjunto de todos os elementos distin-
tos de G que aparecem em S, ou seja, supp(S) = {g € G; v,(S) # 0}. E o comprimento
de S, |S|, € o nimero de elementos da sequéncia, considerando as multiplicidades, logo

S| = D vy(5).

geG
Convencionamos para a sequéncia vazia que seu comprimento é zero.

Considere S = ¢y - ... - g, uma sequéncia de G. A soma de S é dada por

U(S) = Zgz‘,

e o conjunto das somas de subsequéncias nao vazias de S por

N(S) = {o(D@):; TS e T+

= {6lgl+---+5rg,~;5ie{0,1} e 25i>0}‘

i=1

13
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Note que o(S)e G e X(S) € G.

Se o(S) = 0, dizemos que S é uma sequéncia de soma zero e se, além de disso, o
comprimento de S é no maximo o expoente de G (exp(G)) dizemos que S é uma sequéncia
curta de soma zero. E, para o caso em que 0 ¢ 3(5), dizemos que S é uma sequéncia livre
de soma zero.

A constante de Davenport de G, D(G), é o menor inteiro positivo r de forma que toda
sequéncia S de comprimento 7 em G possui uma subsequéncia nao vazia de soma zero. E
o invariante n(G) é o menor inteiro r tal que toda sequéncia S de comprimento r possui
uma subsequéncia curta de soma zero.

Em [24] e [25] podemos encontrar o seguinte resultado:

Lema 2.1 (Olson). Seja p um primo fizo e C, um grupo ciclico de ordem p. Entéo

(i) D(C,®C,) =2p— 1;
(i) n(C, ®C,) = 3p — 2.

2.1 Sequéncias inteiras

Se S = (¢y,...,¢.) € uma sequéncia de niimeros inteiros, diremos que S é uma sequén-
cia inteira.

Para p primo e m natural, tome o epimorfismo canénico w,, = Z — Z/p"Z,
Tm(a) =a (mod p™),

e defina a sequéncia imagem de S = g¢; - ... - g, onde S é uma sequéncia inteira, por
Wm(S) = Wm(gl) teeet Wm(gr)‘

Sejam A e B subconjuntos nao vazios de um grupo abeliano G. Vamos definir o
conjunto-soma de A e B por

A+B={a+b;acA e be B}.

Se m = 3, definimos o conjunto-soma de forma recursiva

A1+"'+Am=(A1+"'+Am—1)+Am:{Zai;aiEAi}‘

i=1

A seguir, enunciamos uma generalizagao do Teorema de Cauchy-Davenport que nos
serd util em algumas demonstragoes. O teorema original é para m = 2 e a prova para
m > 2 segue por inducao sobre o nimero de conjuntos.
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Lema 2.2. Seja m > 2, p um primo e Ay, ..., A, subconjuntos ndo vazios de Z/pZ.

Entao
|Ay + -+ Ap| = mln{p,Z|Ai|—m+1}.
i=1
Lema 2.3. Seja S = (cy, ..., ¢.) uma sequéncia de inteiros coprimos com p e comprimento
r > p. Se pelo menos p elementos de S sao congruentes mddulo p, entao eriste uma
subsequéncia T|S tal que m(T) é uma sequéncia curta de soma zero mas mo(T) nao €
sequéncia de soma zero.

Demonstragao. Suponha m(c;) = -+ = m(c,). Entao temos uma subsequéncia curta de
soma zero modulo p. Se tivermos ma(cq) = - -+ = ma(c,), entao

o($0)-2

pois m(¢;j) # 0 para todo ¢; € supp(S). E segue o resultado.

(¢j) = pma(c1) # 0,

I
&Mv

Agora, suponha ma(cy) # ma(ca). Se mi(cpr1) = mi(c,), entdo T = cic3...cpcp1 OU
T = cycy...cpcp1 tem as propriedades desejadas. Assim, suponha m(cpi1) # mi(c,).
Definimos os conjuntos Ay = {m(cp+1)} e A; = {0, m(c;)}, para i =2,...,p, e aplicamos
o Teorema 2.2 para A; + --- + A,. Entao existe t € {2,...,p} para o qual m(T) seja
sequéncia de soma zero com

t
T = Cp+1 1_[ Cj.
j=2

Se mo(T) for sequéncia de soma zero entdo trocamos cs por ¢; na sequéncia 7. [ |
Lema 2.4. Sep =5 e m(S) € uma das sequintes sequéncias
(1,1,1,2,2), (1,1,3,3,3), (3,3,4,4,4), ou (1,1,1,2,4,4)

entao eziste uma subsequéncia T|S tal que m (T) € uma sequéncia curta de soma zero
mas mo(T) nao € sequéncia de soma zero.

Demonstra¢ao. Vamos exibir a demonstragdo apenas para a sequéncia (1,1,1,2,2), uma
vez que as outras se dao de forma analoga. Considere as subsequéncias T7|S e T»|S tais
que m(T1) = (1,1,1,2) e m(T3) = (1,2,2). Entao m1(T1) e m(Ts) sdo sequéncias curtas
de soma zero.

Vamos supor que nao exista subsequéncia T'|.S com o(m2(T)) # 0. Escreva ¢; = a;+5b;,
com a; = ay =az =1 e ay = ay = 2. Para que m(T}) e m(T3) sejam sequéncias de soma
zero, independente das escolhas dos seus termos, devemos ter 71 (by) = m1(by) = m1(b3) = b
e m(by) = mi(bs) = . Assim, mo(0(T1)) =5+ 5Bb+ V) e mo(o(T2)) =5+ 5(b+2V) e

temos o seguinte sistema

54 5(3b+ 1)
5+5(b+20) =

(mod 25) - 5(3b+b)=20 (mod 25)

(mod 25) 5(+2b) =20 (mod 25)
3b+b0 =4 (mod 5)
b+ 20 =4 (mod 5)

0
0
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Se multiplicarmos a primeira equagao por 2, obtemos b + 2b' = 3 (mod 5), o que con-
tradiz a segunda equagao. Portanto, ndo podemos ter, simultaneamente, mo(77) e mo(T3)
sequéncias de soma zero. [ |

Proposicao 2.5. Seja p = 3 ou 5. Se S € uma sequéncia de inteiros coprimos com p e
|S| = 2p — 1, entao m1(S) tem uma subsequéncia m(T) que € sequéncia curta de soma
zero mas mo(T) nao é sequéncia de soma zero.

Demonstracao. Se p = 3, entao toda sequéncia de elementos nao nulos de tamanho 5
tem pelo menos 3 elementos congruentes modulo 3. Neste caso, o resultado segue pelo
Lema 2.3.

Suponha p = 5. Podemos assumir que o elemento ¢ com maior frequéncia em S
satisfaz m(c) = 1, entao, pelo Lema 2.3, podemos supor que ele ocorre 3 ou 4 vezes.
Nessas condi¢oes, S possui subsequéncia T com m1(T) tendo uma das seguintes formas

(1,1,1,2,2), (1,1,3,3,3), (3,3,4,4,4), ou (1,1,1,2,4,4).

O resultado segue pelo Lema 2.4. ]

2.2 Sequéncias em Z/p"7Z ® 7L/p"Z

Seja f,g um par de formas aditivas, como em (1.4), p-normalizado e com todas as
propriedades descritas no Lema 1.2. Como falado no final do capitulo anterior, vamos
identificar esse par pela matriz de coeficientes (1.12). Considere a sequéncia das subma-

trizes
ay a2 Qn
d e « e
b1/ \b2 bn
dos coeficientes do par de formas. Podemos reescrevé-la como
o = ,//0%1 fee '//k:—la
a; . N . ., , .
onde estd na subsequéncia . se a variavel x; esta no nivel [.
i
Estamos fazendo esse paralelo entre pares de formas aditivas e sequéncias pois 0 nosso

proposito neste capitulo é construir elementos primarios e secundarios, a serem definidos
na proxima secao, a partir de sequéncias de soma zero.

2 () re )]
PN e

Defina

e,parai=1,...,p,
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Observe que IFIQJ\{(O,O)} pode ser escrito como uma unido disjunta dos p + 1 conjuntos
definidos acima.

Agora, considere o epimorfismo

Om LXxT—LIp"LBL/p"T

a Tm(a
o) = (@)Y
b Tm (D)
Seja S uma subsequéncia de .#,. Defina a subsequéncia de S

Li(S) = [ [ 9%, onde B; = {g e M; 1(g) € L5},

gGBj

definido por

para j = 0,...,p. Temos que

1=

L;(S) e [SI= 2 1(9),

p
5-1]
j=0

J 7=0

para i;(S) = [;(S)]. Além disso, dizemos que o elemento g de S tem cor j se g € B;.
Usaremos a mesma notagdo [;(S) para subsequéncias S de 4, com [ = 1,...,k — 1.
Dessa forma, se S é uma subsequéncia de .#;, definimos

Li(S) =[] 9, onde C; = {ge 1 ¢:1(p7'g) € L},

gECj

e dizemos que o elemento g tem cor j (no nivel [) se g € C;. Este pequeno abuso de
notacao nao causara prejuizos pois sempre estara claro em que nivel estamos.

Para uma subsequéncia S de .#}, podemos assumir
io(5) = 1,(S) = 1;(5), para todo j € {1,2,...,p— 1}, (2.1)

uma vez que todo par p-normalizado pode ser transformado em um p-equivalente, pelas
transformacoes (1.2) e (1.3).

Com isso, temos por (2.1)

q=u(A)+- - +i,(4)

my = || =i (A) + a,
paral=0,1,...,k —1 (ver Lema 1.2).
Lema 2.6. Seja v definido como no Lema 1.3. Se duas cores distintas no nivel zero

possuem subsequéncias 11| By, e Ty|By, (k1 # k2), tais que @, (T1) e o, (Ts) sao sequéncias
de soma zero, entio temos uma solucdo néao singular para o sistema (1.9).
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Demonstracao.  Suponha (Z’) de cor k| e (27) de cor ko, com ki # ko. Temos duas
(3 J
situacoes:

(i) k1 - ko # 0: Nesse caso,

a;\ ]fl a;\ ]{?2
() 2ot) e« 5) <o) o
para A\,0 € {1,...,p — 1}. Entao,
(aib]- — ajbi)gigj = ()\kld — (Skg)\)&f] = )\(S(kl — kg)gzgj §é O (mod p)
(ii) k1 = 0: Analogo. -

Além disso, a partir dessas defini¢oes, podemos concluir que uma sequéncia formada
por dois elementos de cores distintas (num determinado nivel [) é livre de soma zero em
Z/p 2@ Z/p' 7. De fato, tome a sequéncia S = g - g no nivel [ com g; da cor k; e go
da cor ko, k1 # ko. Temos as seguintes situacoes:

(i) k1 = 0: Entao

gol(plS)z)\((l))-é(kf), onde X\ def{l,....p—1},

e obviamente a soma desses elementos nao é zero em Z/pZ @ Z/pZ. Consequente-
mente, g; + g ndo é zero em Z/p" M Z @ Z/p L.

(ii) k- ko # 0: Entao

©1(p'9) z)\(?) -6(1{;2), onde A\ def{l,...,p—1},

ks k)\ (ki + Ok
(1) #(3) = (5257)

Supondo S sequéncia de soma zero médulo p!*!, temos A + 5 = M\k; + dky = 0 em
Z/pZ. Logo, A = —¢ e, substituindo na outra igualdade, obtemos

e temos

—5k71+5k}2=0<:>5(—k1+k}2)=O<:>—k31+k’2=0<:>k52:k1a

o que contradiz a hipoétese inicial. Portanto, ¢;,1(S) é livre de soma zero.

Nesses termos, podemos reescrever o Lema 2.1 da seguinte forma:

Lema 2.7 (Olson). Sejam p um primo fizo e S uma subsequéncia de #;. Temos

(i) se |S| = 2p — 1, entao S tem subsequéncia T tal que @, .1(T) € uma sequéncia de
soma zero;
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(ii) se |S| = 3p—2, entao S tem subsequéncia T tal que v 1(T') é uma sequéncia curta
de soma zero.

O Lema 1.2 nos da uma cota inferior para valor de ¢y enquanto o resultado a seguir,
encontrado em [4], nos fornece uma cota superior de gy para a qual as provas dos Teoremas
1 e 2 ainda sao necessarias. Esse lema é importante pois a nossa demostragao utiliza a
reducao dessa cota superior de ¢y, assim, o Lema 2.8 ser4 um dos nossos pontos de partida.

Lema 2.8. Se qo = 2p” — 1 entao o sistema (1.11) possui uma solu¢ao nao singular
madulo p.

A fim de provar esse lema, vamos admitir um caso especial do Teorema de Olson em
[24].

Lema 2.9. Sejamt >0 > 1,5 =2 p"+p°—1 ea;,b; € Z. Entao, o sistema de congruéncias
Z gja; = (mod p") Z g;ib; =0 (mod p?)
tem solugdo com e; € {0,1} para 1 < j <sed;_ g >0,

Demonstracao do Lema 2.8.  Se duas cores distintas tiverem subsequéncias de soma zero
modulo p7, entdo nao ha o que provar. Primeiro, suponha que apenas a cor u € {0, ..., p}
possua tal subsequéncia e tome a sequéncia

S=J L(s).

O<v<p
vFEU

Assim, |S| = mo — 1, (A) = mo — io(Ap) = qo.

Agora, suponha que nao haja nenhuma cor com subsequéncia que some zero médulo

p7 e tome a sequéncia
S= | L)

0<v<p
Entao |S| = my > qo.
Em todo caso, |S| = 2p” — 1 e, pelo Lema 2.9,
ZCLJ] be =0 (mod p), parajf:{j;(Zj)eS},
jex jext J
tem solu¢ao nao trivial com z; € {0, 1}. [ |

Lema 2.10 (Godinho & Souza Neto). Sejam p um primo fizo e S uma subsequéncia de

M.
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(i) Se tivermos i;(S) = p para algum j, entdo para qualquer elemento v da sequéncia,
podemos encontrar T'|S que inclua o elemento v tal que 1,1(T) € sequéncia de soma
zero.

(it) Sep=2,3 ou b e temos i;(S) = 2p—1 para algum j, entdo podemos encontrar T'|S
tal que o1 (T) € sequéncia curta de soma zero, mas ppo(T) nao é sequéncia de
soma zero.

Demonstracao.

(i) Podemos supor iy(S) = p e consideramos a subsequéncia

pi(p'9) = (%1) (Cg’),

de forma que " contenha v. Para ¢1(p~'v) = (9), defina os conjuntos A; = {a,} ¢
A; ={0,a;}, com ¢ = 2,...,p. Pelo Lema 2.2, temos

p
|A1+---+Ap|Zmin{p,ZAi—p—i—l} =p,
i—1

ou seja, Ay +---+ A, = Z/pZ e podemos encontrar uma subsequéncia que contém a,
e soma zero. Portanto, existe uma subsequéncia T'|S’, contendo v, que é sequéncia
de soma zero modulo [ + 1

(ii) Novamente, vamos supor i(S) = 2p — 1 e considerar a subsequéncia

pr(p'S) = (Cg) (“gl).

Se p = 3 ou 5, basta aplicarmos a Proposicao 2.5 & sequéncia (ay, ..., ag—1), para

obtermos o resultado.
1o a1 a2 as
S ==
P2(pS) (bl) <bz> (bs)’

coma; =1 ou3eb =0ou2 Como existem trés elementos na sequéncia acima,
devemos ter dois com a; = a;. Somando esses dois elementos, temos uma soma zero
modulo 2, mas que nao é soma zero modulo 4. m

Se p = 2 entao

2.3 Elementos primarios e secundarios

Vimos que, pelo Lema 1.3, para encontrar solugao p-adica nao trivial para o sistema
(1.10) é suficiente encontrar solu¢do nao singular para o sistema (1.9). Se uma solugao
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(&1,...,&,) para o par de congruéncia (1.9) tiver pelo menos dois elementos &; e §; co-

i ; ] b b a; aj 3
primos com p cujos coeficientes a;, b; e a;,b; formam elementos (b) e (bj) que estao em
My e tém cores distintas, entao essa solu¢ao é nao singular.

Esse fato nos motiva a fazer as defini¢oes seguintes.

Seja S uma subsequéncia de &/ = #y M - -+ My_1. Dizemos que S é uma sequéncia
nao singular de soma zero modulo p’ se ¢;(S) é sequéncia de soma zero e supp(p1(S)) N
supp(1(Ay)) contém pelo menos dois elementos de cores distintas.

Se S ¢ uma sequéncia nao singular de soma zero modulo p!, dizemos que o(S) é um
elemento primario no nivel [, ou superior. Se S é uma sequéncia de soma zero (que nao seja
nao singular) modulo p’ de forma que ;.1(S) nao seja sequéncia de soma zero, dizemos
que o(S) é um elemento secundario no nivel [. Note que para S = g € . essa condigao
é satisfeita, logo todo elemento de .#] é um elemento secundario no nivel [.

Dessa forma, se conseguirmos construir um elemento primério o(S) no nivel v ou
superior, basta tomarmos z; = 1, para todo ¢ tal que (‘;) faz parte de S, para termos
uma solucao do sistema (1.11) nao singular modulo p.

Denotamos por P; a sequéncia de elementos primarios no nivel [ e por §; a sequéncia
de elementos secundérios no nivel [. Lembrando que em S; temos todos os elementos de
M), mais os elementos o(S) tais que S contenha apenas elementos de . ... .#;_;. Tome

P = |P[| e S = |Sl|

Lema 2.11 (Davenport & Lewis). Seja § = (k,p —1). Entao

p1 = min o , o .
20 +1 0+1

Mais que isso, em cada uma dessas construcoes, utilizamos no mdrimo 6 + 1 elementos
da cor com maior numero de elementos no nivel 0.

2.3.1 Resultados para p = 2

Nosso interesse é construir um elemento primario no nivel v, como ja foi dito anteri-
ormente. Mas quando tomamos uma sequéncia de soma zero nao temos muito controle
sobre qual o maior nivel em que ela pode estar. Assim, sempre vamos trabalhar com o
pior caso que ¢é estar com uma sequéncia no nivel [ e termos o elemento primario de nivel
superior gerado por ela exatamente no nivel [ + 1. J4 no caso da construcao de elemen-
tos secundarios, precisamos saber exatamente onde eles estdo, sem fazer suposicoes, pois
estes serao utilizados como auxiliares na construcao dos elementos primarios em niveis
superiores.

Proposicao 2.12. Suponha que pp = 2 e sy = 1, para |l = 1. Entao podemos construir
um elemento primdrio no nivel (pelo menos) [ + 1.
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Demonstra¢ao. Pelo Lema 2.7 (i), essa sequéncia possui subsequéncia de soma zero
modulo [ + 1. Como essa subsequéncia envolve pelo menos dois elementos, um deles tem
que ser priméario, entdo o resultado é um elemento primario no nivel [ + 1 (ou maior). B

Proposicao 2.13 (Godinho, Knapp & Rodrigues). Suponha que existam dois elementos
secunddrios de cores distintas e um primdrio no nivel . Entdo podemos construir um
elemento primdrio no nivel (pelo menos) | + 1.

Demonstracao. Se o elemento primario tem a mesma cor de um dos secundarios, entao a
soma desses dois elementos forma um elemento primério no nivel [ + 1 (ou maior). Caso
contrario, temos uma sequéncia de trés elementos com cores distintas e a soma desses
elementos produz um elemento primario no nivel [ + 1 (ou maior). |

Proposicao 2.14. Se tivermos trés vetores cujos coeficientes sao da forma {Z} (mod 4)
no nivel 0, onde o asterisco representa qualquer niumero impar e pode assumir valores
diferentes para vetores diferentes, entdao podemos contruir um elemento tendo cor 0 e no
nivel exatamente 1. E essa construcao utiliza dois desses vetores.

Demonstracao. Durante toda a demonstracao vamos considerar os vetores moédulo 4. Os
vetores que compoem a sequéncia sao da forma {i} ou {Z} Como temos trés deles, pelo
menos dois devem ser iguais. Entao somamos esses dois elementos o que nos da

1 3
2 2
que esta no nivel 1 e tem cor 0. |

Proposicao 2.15. Se tivermos um vetor cujo coeficiente é da forma {Z} (mod 4) no
nivel 0 e também um vetor de cor 0 que nao € dessa forma, entdo podemos construir um
elemento no nivel exatamente 1 que nao tem cor 0.

Demonstracao. Um vetor da cor 0 que nao é da forma {Z}, deve ser da forma {;} modulo
4. Pelo Lema 2.10, esses dois elementos somam zero médulo 2. Como a entrada inferior de
um dos vetores nao é divisivel por 4, o coeficiente inferior do vetor soma também nao sera
divisivel por 4. Assim, produzimos um elemento no nivel 1 (exatamente) de cor diferente

de 0. [ |

2.3.2 Resultados para p =3

O proximo resultado pode ser encontrado em [18|, de qualquer forma apresentaremos
uma demonstracao aqui.

Lema 2.16. Seja l = 1. Suponha p; = 3 e s; = 2, entao podemos construir um elemento
) p P ; p

primdrio no nivel | + 1 (ou superior) utilizando no mdzximo 3 elementos primdrios e 2

secunddrios.
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= ()6 6 G ()

uma subsequéncia cujos trés primeiros elementos sao primérios e os outros dois sao se-

cundarios, todos no nivel .
C1 Cy 0
al(a) () ()

Se
entdo a subsequéncia T de S que é sequéncia de soma zero médulo 3!, garantida pelo
Lema 2.7 (i), deve conter pelo menos um elemento primario. Assim, ¢(7") é um elemnto
primario no nivel [ + 1 (ou superior).

s ((3) () = )

entao os elementos secundarios devem ser da mesma cor. Podemos supor que eles sejam
elementos de cor 0, ou seja, fazem parte de [y(.S). Tome

- Ar\ (A2 (A3 (Cr) (O
3719) =
9= (32) () (&) (0)(5)
uma sequéncia em Z/3Z @ Z/3Z. Note que Cy, Cy € {1,2}, com C; # Cy pois eles somam
zero em Z/37.

Demonstracao. Seja

Caso exista algum 7 para o qual B; = 0, devemos ter —A; = C; ou —A; = (5, o que
nos dé o elemento primario no nivel [ 4+ 1, ou superior. E se B; # 0, para todo 7, entao
existem &1, &9 € {0, 1} tais que &1 + 9 > 0 e —B3 = 1By + €385, Assim,

/() =)+ ()= (0)

Se A = 0, ja temos o elemento primario no nivel [ + 1. Caso contrario, temos —A = C;,
para algum i, e procedemos como anteriormente. |

Os resultados a seguir podem ser encontrados em [16], mas exibimos suas demonstra-
¢oes nas proximas linhas.

Proposicao 2.17. Suponha que tenhamos uma sequéncia de trés elementos nao nulos no
nivel | que nao tem subsequéncia de soma zero. Se adicionarmos dois elementos primdrios
a essa sequéncia, entao podemos construir um elemento primdrio no nivel pelo menos [+1.

Demonstragao. Segue diretamente do Lema 2.7 parte (i). |

Proposicao 2.18. Suponha que tenhamos uma sequéncia de quatro elementos no mesmo
nivel. Se essa sequéncia contém elementos de pelo menos trés cores distintas, entao po-
demos achar uma subsequéncia com trés elementos que nao tem subsequéncia de soma
2ero.
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Demonstracao. Primeiro vamos analisar o caso em que a sequéncia possui um elemento
de cada cor. Escolhemos para a nossa subsequéncia os elementos da forma ((1]) e ((1)) Se
somarmos esses elementos, os resultados possiveis sao (}) e (f) Entao completamos a
nossa subsequéncia escolhendo o elemento que nao seja o resultado dessa soma.

Agora vamos considerar que a sequéncia tenha exatamente trés cores. Podemos supor
que dois elementos sao da forma ((1]), o terceiro é ((1)) e o quarto pode ser qualquer um entre
(}) e (f) Se os elementos da cor zero tém os mesmos coeficientes entao eles nao somam
zero e podemos coloca-los na subsequéncia junto com qualquer um dos outros elementos.
Caso contrario, escolhemos para a nossa subsequéncia o terceiro elemento (((1))) e 0 quarto
((}) ou (f)) Apenas um dos elementos de cor zero forma uma sequéncia de soma zero
com esses dois elementos. Assim, escolhemos o outro para compor nossa subsequéncia.

Proposicao 2.19. Suponha que tenhamos uma sequéncia de quatro elementos no mesmo
nivel e que essa sequéncia possua elementos de exatamente duas cores distintas. Fniao
existe uma subsequéncia de trés elementos nao contendo soma zero ou se adicionarmos
qualquer elemento a essa sequéncia entao podemos fazer uma soma zero utilizando esse
novo elemento.

Demonstracao. Vamos supor que nossa sequéncia S, no nivel [, seja formada por ele-
mentos das cores zero e trés, ou seja, que tenham a forma ((1)) e ((1]) Além disso, podemos
supor que ip(S) = i3(5). Se tivermos trés elementos da cor zero em S, entdo temos pelo
menos dois deles com os mesmos coeficientes, logo nao somam zero. Escolhemos para a

subsequéncia esses dois elementos e o de cor 3.

Agora, considere S com dois elementos de cor zero e dois de cor trés. Se existir dois
elementos com os mesmos coeficientes, procedemos como anteriormente. Caso contrério,

A= () (0) () )

Para qualquer elemento no nivel [ que adicionarmos a essa sequéncia, basta escolhermos

(no maximo) dois elementos da sequéncia original que teremos uma soma zero modulo
pl—&-l. [ ]

Proposicao 2.20. Suponha que tenhamos pelo menos quatro elementos secunddrios no
nivel | e que q; = 1. Se consequirmos produzir dois elementos primdrios de nivel [, entao
podemos construir um elemento primdrio no nivel pelo menos [ + 1.

Demonstracao. Se ¢q; = 1, isso quer dizer que temos elementos secundarios de pelo me-
nos duas cores distintas no nivel [. Pelas Proposicoes 2.18 e 2.19, podemos escolher uma
subsequéncia livre de soma zero com trés elementos. Essa subsequéncia junto com os dois
elementos primérios no nivel [ nos ddo um elemento primario no nivel [ 4+ 1 (ou superior),
de acordo com a Proposicao 2.17. Ou podemos escolher no méaximo dois elementos se-
cundarios para, junto com um dos elementos priméarios, formamos uma subsequéncia de
soma zero, ou seja, temos um elemento priméario no nivel [ 4+ 1 ou (superior). [ |
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Proposicao 2.21. Suponha que tenhamos cinco vetores no nivel 0 cujos coeficientes tem
a forma {;} (mod 9), onde o asterisco representa qualquer nimero que é nao nulo mdédulo
3 e pode assumir valores diferentes para vetores diferentes. Entao podemos construir um
elemento tendo cor 0 e no nivel (exatamente) 1. E essa construg¢do utiliza no mdzimo
lrés desses vetores.

Demonstracao. Durante toda a demostragao, vamos considerar os vetores modulo 9.
. . . 1
Podemos assumir que o vetor que mais aparece é da forma, {9}. Se ele aparece pelo menos

trés vezes, entao
1 N 1 N n 5 1
9 9 9f 19’

que esta no nivel 1 e tem cor 0.

Suponha que o vetor {é} aparece exatamente duas vezes. Se qualquer um dos vetores
{g}, {g} ou {g} estd entre os cinco entao podemos escolher trés cuja a soma esti exata-
mente no nivel 1 e tem cor 0. Caso contrario, os vetores {g} e {S} estao entre os cinco e

7 81 _ afb . .
temos {9} + {9} = 3{6}, que estd no nivel 1 e tem cor 0.

Agora, suponha que {é} aparece uma Unica vez, entdao cada um dos outros vetores
aparece uma vez também. Assim, pelo Principio da Casa dos Pombos, um dos vetores
{3} ou {3} deve estar entre os cinco. Somando esse vetor com {é} produzimos um elemento
de cor 0 no nivel 1 (exatamente). [ |

Proposicao 2.22. Suponha que tenhamos dois vetores no nivel 0 da forma {;} (mod 9) e
também um vetor de cor 0 que nao é dessa forma. Entao podemos construir um elemento
no nivel 1 que nao € da cor 0.

Demonstracao. Um vetor da cor 0 que ndo é da forma {;}, deve ser da forma {;} ou {Z}
modulo 9. Pelo Lema 2.10, existe uma subsequéncia que soma zero modulo 3, incluindo
esse elemento. Como a entrada inferior desse vetor nao é divisivel por 9, o coeficiente
inferior do vetor soma também nao serd divisivel por 9. Assim, produzimos um elemento
no nivel 1 (exatamente) de cor diferente de 0. [ |



CAPITULO 3

PARES DE FORMAS DE GRAU 27 - 3

Nos capitulos anteriores vimos que para mostrar a existéncia de solucao nao trivial
para o sistema (1) é suficiente mostrar que esse mesmo sistema modulo p? possui solugao
nao singular médulo p, segundo o Lema 1.3. Além disso, garantimos tal solu¢ao nao
singular médulo p no caso em que temos um elemento primario no nivel v ou superior.
Portanto, a fim de provarmos o Teorema 1, vamos mostrar que sempre existe um elemento
primario no nivel v. Com esse objetivo, vamos construir elementos priméarios e secundarios
de niveis superiores utilizando os resultados do Capitulo 2.

Neste capitulo vamos considerar que o sistema (1) com k = 27 -3 (7 = 2) é 2-
normalizado. Entao, pelo Lema 1.2, assumimos que

QG =2"-3+1,

m0+---+mj>(j+1)27+1-3+1

mo—l----—i—mj_l—i—qu(2j+1)27-3—|—1.

Além disso, o Lema 2.8 garante solu¢ao nao singular moédulo 2 para o sistema (1) quando
considerado modulo 27 se o = 2772 — 1. Logo, pelo Lema 1.3, podemos assumir que
QU < 2T+3 _ 2

Pelo Lema 2.11, temos que

< i myo 40
P1 = min ? 5 E .
Além disso, definimos s; como o nimero de elementos secundarios no nivel j entao

S1 = My + 51,

51 = max{o, {10('///0);2171 _ 1“ _ max{o, {mo—QOz—Qm — 1|}’

onde

26
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e, para j = 2,

Si_1 —6
> my+
S m; + 5
j—1 j—1
mj_ L |mo—qo—2p1—1 1
> I — —6y =
i Z 2j_1{ 2 ;122
1< qo + 2p1 + 2 3
S P R T A

Observe que na cota de s; aparece ¢y e, quanto menor esse valor, mais elementos se-
cundérios conseguimos produzir no nivel 1. Por isso, nossa prova do Teorema 1 utiliza
a reducao da cota superior de ¢g, uma vez que quanto menor o valor de gy, menos ele-
mentos priméarios o Lema 2.11 nos da e se faz necessario um nimero grande de elementos
secundarios para levantarmos os primarios ao nivel ~.

Ao longo desse capitulo, toda vez que provarmos o Teorema 1 para ¢y = M, nos
resultados seguintes vamos considerar ¢y < M — 1.

Lema 3.1. Se qp = 27 -6 — 2 entao € possivel construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstra¢ao. Temos que mgy = 3(27 -3 — 1) entdo p; = 27 - 3 — 1. Utilizando o Lema
2.7 (ii) e (i), respectivamente e sucessivamente, obtemos

.3 A
s R e AR L)
Assim, p;.1 = 2. Além disso,
(r+2)271.3+1 (273 —2)+(27-6—2) +2 3
Srp1 = — -6+
2T+1 27+1 27—1
= 3r—T7+ it > 0,8,

onde essa tltima desigualdade provém do fato que 7 > 2. Portanto, s,.1 = 1 e entao é
possivel construir um elemento primario no nivel v = 7 + 2, pela Proposicao 2.12. |

Lema 3.2. Se qy = 27 -5—2 entao € possivel construir um elemento primdrio no nivel ~y.

Demonstragdo. Temos que mg > 3(27 1 -5 —1) entdao p; =27 ! -5 — 1. Pelo Lema 2.7
(ii) e (i), obtemos

szjj%_Z))—i-lZT_j-S—l.
Assim, p, = 4. Além disso,
(T+1)27+1'3+1—(27'6_3)+(2T'5_2)+2—6+ 3
T = or or T2
= 67'—11—|—L>5

2774
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[§]
(r4+2)271-341 (27-6—-3)+(2"-5—2)+2 3
Sry1 = or+1 - o1 —6+ 971
L
= T 9 27_73 .

Entao formamos dois conjuntos disjuntos com dois elementos primérios e um secundério
no nivel 7. Cada conjunto desse produz um elemento primério no nivel 7 + 1 que, junto
com o elemento secundério no nivel 7 + 1, nos d4 um elemento priméario no nivel v. W

Lema 3.3. Se qp = 2" -4—2 equ = 1 entao € possivel construir um elemento primdrio
no nivel .

Demonstragdo. Temos que mg > 3(2771 — 1), m; = 2 e p; = 277! — 1. Suponha que
51 23,8 =2, para2<j<r,e s = 1. Construimos elementos priméarios no nivel 2
até que nos restem trés no nivel 1, pelo Lema 2.7 (ii), entdo formamos um conjunto com
dois secundarios de cores distintas e um primario no nivel 1 e outro conjunto com dois
primarios e um secundario no nivel 1. Cada conjunto desse nos da um primario no nivel
2 pelas Proposi¢oes 2.13 e 2.12, respectivamente. Assim,
T+1
P = oty
2
Para 2 < j < 7, utilizamos o Lema 2.7 (ii) para construir priméarios no nivel j + 1 até que
nos restem quatro primarios no nivel j. Entao formamos dois conjuntos disjuntos com
dois elementos priméarios e um secundario no nivel j. Cada conjunto desse nos da um
elemento primario no nivel j. Assim,

S Pi1 —4

pj = 2 + 2 > 2T+27j

e temos p,,1 = 2. Esses dois elementos priméarios com o secundario no nivel 7+1 produzem
um primario no nivel ~.

Falta mostrar que temos os elementos secundarios necessarios. De fato,

272341 (27-5-3)+ (27 —2) +2

S1 = 9 9
= 2771.342>8,
G+D2-3+41 (2-5-3)+@*F2-9+2 3
%z 2 - 2 BRT=
= 97J. i 1) —
= 27732~ 1)~ 6+ 5y > T
[§]
9 1
ST+1>3(7‘+2)—§—6—|—2773>2.
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Lema 3.4. Se qp = 2" -4—2 e ¢u = 0 entao € possivel construir um elemento primdrio
no nivel .

Demonstracgo. Temos que my =2"-9+1ep; =27 — 1.

caso 1: Suponha m; > 1.

1.1) Se o elemento no nivel 1 & da cor 0 entao u(g;) =0 e

(27-9+41)—(27-5—3)
2

2Tt 42 = <t<me— (277134 1).

Como io(Ay) = mo—(27-5—3) > mg— (2771 -3+ 1), existem elementos da cor 0 que nio
sao da forma {7} (mod 4). E existem elementos da cor 0 que sido da forma {¥} (mod 4).
Pela Proposicao 2.15, podemos construir 1 elemento secundario no nivel exatamente 1 e
cor diferente de 0. Logo,

my=2"-9—1, mi>2 ¢g;=>1e ¢gg=>2"-4-2.

Os novos valores mg, mi e ¢f sao 6bvios, mas precisamos mostrar que ¢; continua com
a mesma cota inferior de antes. Antes da construcao do elemento secundario no nivel 1
tinhamos ig(.#y) = 272 +4 e gy = 27 -4 — 2. Apobs a construgao ficamos com i (.#) =
272 1 2 > gy e as outras duas cores ainda somam gq.

Basta mostrar que s; = 3, s; = 2, para 2 < j < 7, e 5,41 = 1 para o resultado seguir
como no Lema 3.3. De fato,

(mg +m} —2) —q5 — 2p1 — 2

S1 Z 2+ 2
2T+2_ _2_ 27—_ _ _ T+2 _
> o4 3 ( 5—-3)—(2 2)—2
2
7—1 1
= 242 -3+§>8,
. z‘A=0m;ﬁ7i_QS‘+2p1+2_ 3
s; = 5 5 6+—2j_2
i+ 1)27F1 .3 27.5—-3 272 92 2 3
_ D23 (@534 (P42
27 27 272
: i 15
= (2j—-1)2"7-3—-6+— >3
9
¢ 9 15 9 15
ST+1>(T+2)-3—§—6+2T+1=3T—§+2T+1>

1.2) Se o elemento no nivel 1 ¢ de cor diferente de 0 entdo ainda temos ¢ > 27! + 2.
Logo, existem trés elementos no nivel 0 de cor 0 que sao da forma {Z} (mod 4) e podemos
utilizar dois deles para construir 1 elemento secundario no nivel exatamente 1 e cor 0,
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pela Proposicao 2.14. Assim, m§ > 27-9—1, m{ =22, ¢f =2 1leq} >22"-4—-2.eo0
resultado segue como no caso 1.1.

caso 2: Suponha m; = 0. Entao u(g;) =0, mg =>2""2-3+1e

(272.34+1)— (27 -5 —3)

T L7492 =
+ 2

N

t<mp— (27734 1).

Como ig(y) = mg — (27 -5 —3) > mg — (277! - 3 + 1), existem elementos da cor 0
que nao sao da forma {Z} (mod 4). E existem, pelo menos, 16 elementos da cor 0 que
sao da forma {Z} (mod 4). Pelas Proposigoes 2.14 e 2.15, podemos construir 1 elemento
secundario no nivel exatamente 1 e cor 0 e outro também no nivel 1 e cor diferente de 0,
respectivamente. Logo,

meg=2""2.3-3 mi=2 ¢=1eq¢=2"-4-2.

Antes da construcao dos elementos secundarios no nivel 1 tinhamos ig(.#y) = 27 -7 + 4
e qo=2"-4—2. Apos a construcdo ficamos com i} (.#y) = 27 -7 > qy e as outras duas
cores ainda somam q.

Basta mostrar que s; = 3, s; = 2, para 2 < j < 7, e 5,41 = 1 para o resultado seguir
como no Lema 3.3. De fato,

(mf§ +mi —2) —qf — 2p) — 2

S1 Z 2+ 2
27+2.3 -3 —-(27.5—-3)—(27t2 —2) =2
. Z5-9-@ -3
= 2427 1.3>8,
j ES 3
oMy gy +2p1 + 2 3
5j 2 25 2 —0+ 5=
. 127’4—1_ -1 27_ _ 27’+2_2 2
Gl 5oyt @ERogre 3
27 27 i—2
, 7
__ s T—=7 . _ .
= (2127 3-6+ 5= >3
¢ 9 7 9 7
>(74+2)-3—° 64— =3r—-+ 52
Srp1 = (T+2)-3 5 6—|—QT 3T 5t >

Lema 3.5. Seqy=2"-3+1eq = 27! entdo € possivel construir um elemento primdrio
no nivel .

Demonstragio. Temos que p; = 2771+ 3. Suponha s; > 27, s; > 2, para 2 < j < T,
e s,41 = 1. Construimos elementos primarios no nivel 2 até que nos restem 27! no
nivel 1, pelo Lema 2.7 (ii), entao formamos 27! conjuntos disjuntos com dois elementos
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secundarios de cores distintas e um priméario no nivel 1. Cada conjunto desse nos da um

primério no nivel 2 pela Proposicao 2.13. Assim,

27’—1 .3 — 27——1
2

Do 2 + 27‘71 _ 27"

Para 2 < j < 7, utilizamos o Lema 2.7 (ii) para construir primérios no nivel j + 1 até que
nos restem quatro primarios no nivel j. Entao formamos dois conjuntos disjuntos com
dois elementos priméarios e um secundario no nivel j. Cada conjunto desse nos da um
elemento primario no nivel j + 1. Assim,

o pi1—4

+2—j
j = 5 +2=27

e temos p,.1 = 2. Esses dois elementos primarios com o secundario no nivel 7+1 produzem
um primario no nivel ~.
Falta mostrar que temos os elementos secundarios necessarios. De fato,

272.3+1 (2772 -3)+27-3+2
2 2
= 27541 > 9,

S1 =2

(G+1)27.3+1—-27 (2772 —-3)+2"-3+2 6 3
5 Z 9 B 2 BT
; 7
THl—g(a,; _ _
2B = 1) =6+ 5 >4
‘ 7
sT+1>3(r+2)—4—6+2—7>2.

|
Lema 3.6. Se gy = 2"-3+1eq <271 —1 entdo € possivel construir um elemento
primdrio no nivel 7.
Demonstracao. Temos que

me=2"-9+1— (271 —-1)=2""1.17+2

pp =271 3.
caso 1: Suponha m; =27 — 1. Como ¢; < 27 ! — 1, temos pelo menos 27! elementos da
mesma cor no nivel 1.

1.1) Se os m; — 27! + 1 elementos no nivel 1 que sdo da mesma cor siao da cor 0 entdo
u(g) <27 t—1e

271945 (277117 42) — (272 - 3)

. <t<me+ (27 —1)— (27 -3+ 1),
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ou seja,
2772943 <t <my— (277111 +2).

Como io( ) = mo — (2772 — 3) > mg — (277! - 11 + 2), existem pelo menos 2771 -3 +5
elementos da cor 0 que nao sao da forma {Z} (mod 4). E existem, pelo menos,
2772 .9 + 3 elementos da cor 0 que sdo da forma {Z} (mod 4). Pela Proposicao 2.15,
podemos construir 27! elementos secundéarios no nivel exatamente 1 e cor diferente de 0.
Logo,

me =271 17T4+2-2"=2""1.15+2

mi=>2" 14271 =2""1.3 -1,
G =2""e ¢ =2"-3+1.

Antes da construcgao dos elementos secundarios no nivel 1 tinhamos io(.#Zp) > 271-9+5
e qo =273+ 1. Apos a construgao ficamos com i%(.#) =271 -7+ 5 > g e as outras
duas cores ainda somam .

Temos ainda, para 2 < j < 7,

J

' oM =27 @ A2 +2 3
5 2 27 9 0+ 5=
. 127+1' 1_27'71_ 2T+2_ 27‘_ 2
, Grrideloyy @Royeridey 3
27 27 2i—2
, 7
_ o T=1—j5 _
= (12] 5)2 6+2j71>3
¢ 17 7 17 7
1= (TH2) 83— 64— =37+ —>2
Sre1 = (T +2) 1 tor =Tty >

O resultado segue pelo Lema 3.5.

1.2) Se os m; —27 ' +1 elementos no nivel 1 que sdo da mesma cor sdo de cor diferente de
0, ainda temos ¢t = 2772 -9 4+ 3. Pela Proposicao 2.14, podemos construir 27! elementos
secundérios no nivel exatamente 1 e cor 0. Logo, m§ > 271 -15+2 m} > 271 .3 -1,
¢t =271 eqt =273+ 1. O resultado segue como no caso 1.1.

caso 2: Suponha m; <27 — 2 entdo u(g;) <27 — 2

Y

me=>2""2. 341 (27 -2)=2"-11+3

) (M) =27 11 +3 (2772 -3)=2"-7+6.
Portanto,

WT+6<t<mo+(27—2)—(2”1-3+1),
ou seja,

27T 43<t<mo—(27-5+3).

Como ig(#y) = mo— (2772 —3) > me—(27-5+3), existem pelo menos 27 +6 elementos da
cor 0 que nao sao da forma {Z} (mod 4). E existem, pelo menos, 27~!-7+ 3 elementos
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da cor 0 que sao da forma {Z} (mod 4). Pelas Proposigoes 2.14 e 2.15, podemos construir
271 elementos secundarios no nivel exatamente 1 e cor 0 e outros 27! no nivel exatamente
1 e cor diferente de 0, respectivamente. Logo,

my=2"-11+3—-2""1=27.9+3,

mi=2", qf =27 e i =273+ 1.

Vamos verificar o limite inferior de ¢f. Inicialmente tinhamos i(.#y) > 27 -7+ 6 ¢
Go = 27 -3+ 1. Apoés a construgao dos elementos secundarios no nivel 1 ficamos com
i6(AMy) =27 546 > qp e as outras duas cores ainda somam ¢p.

Ja temos que s; = 27, entao basta mostrar que s; > 2, para 2 < j < 7, e 5,41 > 1
para o resultado seguir como no Lema 3.5. De fato,

J *

_ i:()mj_i_QT q§+2p1+2 3
5j 2 27 - 2 — 0+ 5
i+ 1)27F .3 41— 27! 27+2 _ 3 27 -3+ 2 3
> U+ il _{ )+ 342 o,
27 27 272
, 7
_ y T . _ _
— (-3 -6+ 5 >3
¢ 9 7 9 7
4l = 2)-3—=-— — =37T— =+ — > 2.
Srp1 = (T7+2)-3 5 6+ZT 37 5 T 5



CAPITULO 4

PARES DE FORMAS DE GRAU 37 -2

Como feito no capitulo anterior, para completar a demonstracao do Teorema 2, é
suficiente provar que sempre ¢ possivel construirmos um elemento primério no nivel
pois isso implica na existéncia de uma solugao nao singular modulo p o que, pelo Lema
1.3, garante solucao nao trivial.

A demonstracao feita aqui é similar a do Capitulo 3, mas como a analise deve ser
feita agora em relacao ao primo 3, mais varidveis sao necessirias para a construcao dos
elementos primarios e secundarios, logo uma anéalise mais detalhada se faz necessaria.

Podemos considerar que o par (1) com k = 37-2 (7 > 2) ¢ 3-normalizado. Entéo, pelo
Lema 1.2, assumimos que
Q=3 -2+1,

mo+---+m; = (+1)37-44+1

mo—l—---—i—mj,l—l—qj)(2j+1)37-2—|—1.

Além disso, se qo = 2-3""! — 1 o Lema 2.8 garante solucio ndo singular médulo 3
para o sistema (1) quando considerado modulo 37. Portanto, podemos assumir que gy <
2-37"1 — 2 pelo Lema 1.3.

Pelo Lema 2.11, temos que

p=min {525
12 bl
51713
Além disso, definimos s; como o ntimero de elementos secundarios no nivel j entao

S1 = Mmy + 51,

o> {0 [ ML 2 | et =2

onde

34
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e, para j = 2,

— 16
Sj Z mj"i‘SJ 13
.
> “+——16
2 Ot
j—1
8
© % 12)7”“ I
Caso s1 > 0, segue que
1 J qo+3p1+4 8
SOE Gty St

No decorrer desse capitulo, toda vez que provarmos o Teorema 2 para gy = M, nas
contas seguintes ja consideraremos qo < M — 1.

Lema 4.1. Se qp = 37117 —3 e my = 5(3772- 17 — 1) entao é possivel construir um
elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Nessas condicoes temos

7—2_1 -1 7'—1.1 —
plzmin{r(g ! )J,f’ ! 3J}=3T—2-17—1.

5 3
Pelo Lema 2.7 (ii) e (i), respectivamente, podemos construir
372.17—-1-5
3

elementos primarios no nivel 2. Utilizando esse mesmo lema sucessivamente, chegamos a
16 primarios no nivel 7 — 1 e, consequentemente, a 4 primérios no nivel 7, nos restando 4
priméarios no nivel 7 — 1.

+1=3"7.17-1

(i) Se s, =1 entdo o resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

(ii) Se s, 1 = 1 entdo construimos mais 1 elemento primario no nivel 7, pelo Lema 2.7
(i). E o resultado segue por esse mesmo lema.

Vamos supor m, =m,_ 1 =0entdo mg+ -+ m, o= (7+1)37-4+ 1e

(r+1)37-4+1 (3.2-2)4+332-17—1)+4 8
37’—1 - 37’—1 - 8 + 37’—2

> 1,

Sr—1 =&

= 127 —

3771

onde essa tltima desigualdade se deve ao fato de que 7 = 2. Assim, temos o caso (ii). H
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Lema 4.2. Seqo =31 17—-3e3772-68 -4 <mg <3 2-85—6 entio é possivel
construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Nessas condicoes temos

Pl?{

372.68 — 4 >3T—2-68—8
5 - 5 '

Aplicando o Lema 2.7 (ii) sucessivamente, encontramos

T—j . 68 2
pia—4 3 T hsge—2-4 5 68 2
= = =377 =+ — — 2.
! 3 3 ) 5-3i—1
Assim,
68 2
pr = —2>25.

— +
=
715 5.371
Ou seja, conseguimos produzir 3 elementos primarios no nivel 7. Temos também

my+--+m,=(T+1)37-4-372.854+7

Portanto,
1 & 8
Sr 2 37—1 Z Mr—i — 8 + 37’—1
i=0
(14+1)37-4—-3"72.85+7 8
2 37‘—1 - 8 + 37’—1
1 )
= 1271 —24— - + > 4.
T 3 3772
O resultado segue pelo Lema 2.16. |

Lema 4.3. Se qo =37 '-16 —3 e mg = 5(372-16 — 1) entao é possivel construir um
elemento primdrio no nivel .

Demonstragdo. Nessas condigoes temos p; > 372 - 16 — 1. Aplicando o Lema 2.7 (ii) e
(i) sucessivamente, encontramos

=5 377.16—1—5 .
pj>p“T+1> ; +1=3""1.16 1.

Assim, p,_; > 15.

(i) Se s, 1 = 4 entdo utilizamos o Lema 2.7 (ii) para produzir 3 elementos primarios
no nivel 7, nos restando 6 no nivel 7 — 1. Formamos dois conjuntos disjuntos com
3 elementos primérios e 2 secundarios. Pelo Lema 2.16, cada conjunto desse nos da
1 primério no nivel 7. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).
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(ii) Se s, = 1 entdo utilizamos o Lema 2.7 (ii) e (i) para produzir 4 elementos priméarios
no nivel 7. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Vamos supor m, 1 <3em, =0entdomo+---+m, 1 = (7+1)37-4+1e

s > 2 Zm ST RIS
> (17 a1 @7 4332 16-1) 44 o8
3t 31 372
= 127—29+%>4.
Logo, temos o caso (i). -

Lema 4.4. Se gy > 3" 1-16—-3¢e372-64—4<mg <3 2-80—6 entiao € possivel
construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Nessas condicoes temos

_|3rea—a| 326438
b= 5 = 5 '

Aplicando o Lema 2.7 (ii) sucessivamente, encontramos

Jrisd 4 2 94 64 2
> 5 ' 5372 _ gr—i—12% _
Pi 3 5 T5ogi
Assim,
4 2
D, > 0 —2>272,

— +
=
715 5.371
ou seja, conseguimos produzir 3 elementos primarios no nivel 7. Temos também

my+ - +m,=(T+1)37-4-372.80+7

Portanto,
1 & 8
Sr 2 37—1 Z Mr—i — 8 + 37’—1
i=0
(14+1)37-4—-3"72.80+7 8
= 371 -8+ 37’—1
12 22 2 + > 6
= T—22—— .
3 3772
O resultado segue pelo Lema 2.16. ]

Lema 4.5. Se qo = 37 '-15—3 e mg = 5(37 2 - 15 — 1) entao é possivel construir um
elemento primdrio no nivel .
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Demonstracdo. Nessas condigoes temos p; = 372 - 15 — 1. Aplicando o Lema 2.7 (ii) e
(i) sucessivamente, encontramos

377.15-1-5
3

pj = +1=3"7".15-1.

Assim, p, 1 > 14.

(1)

(i)

Se s, = 1 entdo utilizamos o Lema 2.7 (ii) para construir 3 elementos primarios no
nivel 7 e em seguida o Lema 2.7 (i) para construir mais 1 elemento primario no nivel
7. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Se s,_1 = 6 entdo construimos 3 elementos primarios no nivel 7 pelo Lema 2.7 (ii),
nos restando 5 no nivel 7 — 1. Se pelo menos 5 dos 6 elementos secundérios no
nivel 7 — 1 forem da mesma cor, construimos 1 elemento secundario no nivel 7, pelo
Lema 2.10 (ii), caindo no caso (i). Caso contrario, podemos formar um conjunto
com 4 elementos secundarios de pelo menos duas cores distintas e um conjunto com
2 secundéarios de cores distintas. Ao primeiro conjunto acrescentamos 2 elementos
primarios e ao segundo 3 primérios. Cada conjunto nos da 1 elemento primario no
nivel 7, segundo a Proposicao 2.20 e o Lema 2.16, respectivamente. O resultado
segue pelo Lema 2.7 (i).

Vamos supor m, 1 <5em, =0entdomo+---+m, 1 = (7+1)37-4+1e

Sr1 3711 277%11' - qo—i-;—pll—l-ll — 8+ 3782
y (T+Z1_)3T-4+1 CBT6-4) 332 15— 44 8
371 371 32
— 12727+ ;i > 6.
Logo, temos o caso (ii). [ |

Lema 4.6. Se gy > 3" 1-15—-3¢e372-60—4<mg <3 2-75—6 entdo € possivel
construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Nessas condigoes temos

o> {372-60—4
1=\ ¢

|=372-12—1.
5

Aplicando o Lema 2.7 (ii) e (i) sucessivamente, obtemos

3777.12—-1-5
3

p; = +1=3"71.12-1.

Assim,

pr=31.12—1=3.
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Temos também
my+ - +m.=(T+1)37-4-32. 7547,

logo
1 & 8
Sr 2 37‘—1 Z Mr—i — 8 + 37’—1
i=0
(T4+1)37-4—-3"2.75+7 8

2 3T—1 - 8 + 37’—1

= 127 —21+ 32 > 8.
O resultado segue pelo Lema 2.16. |

Lema 4.7. Se qp = 37114 —3 e my = 5(37"%- 14 — 1) entao é possivel construir um
elemento primdrio no nivel .

Demonstragao. Nessas condigdes temos p; > 372 - 14 — 1. Aplicando o Lema 2.7 (ii) e
(i) sucessivamente, encontramos
377.14—-1-5 ,
pj = 3 +1=3"7"1.14-1.
Assim, p,_; = 13. Pelo Lema 2.7 (ii), construimos 3 elementos primarios no nivel T,
restando 4 priméarios no nivel 7 — 1.

(i) Se s, = 2, entdo o resultado segue pelo Lema 2.16.

(ii) Se s,—1 = 8 e pelo menos 5 desses elementos sao da mesma cor entao construimos
1 elemento secundario no nivel exatamente 7, pelo Lema 2.10 (ii). Juntamos 1
elemento secundério aos 4 primarios de nivel 7 — 1 e construimos mais 1 priméario
no nivel 7, pelo Lema 2.7 (i). O resultado segue por esse mesmo lema.

Se s._1 = 8 e no maximo 4 desses elementos secundaries sdo da mesma cor entao
formamos dois conjuntos disjuntos com 4 elementos secundarios de pelo menos duas
cores distintas e 2 primarios. Cada conjunto desse nos di 1 elemento primério no
nivel 7, pela Proposi¢ao 2.20. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Vamos supor m, <lem, ; <Tentdomg+---+m, 1 = (T+1)37-4e

1 = qo + 3]?1 +4 8
Sr—1 = 31 ;) A 8+ 52
T, T—1 _ T—2 _
_ DI (3T 43E M- 8
37'71 37'71 37'72

9
= 127 -2+ 5 > 8.

caindo no caso (ii). [ |
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Lema 4.8. Seqy > 3""1-14—-3e372-56—-4<mg <3 2-70—6 entdao é possivel
construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Nessas condicoes, temos

37 56-4] 372 568
pr= 5 = 5 '

Aplicando o Lema 2.7 (ii) sucessivamente, obtemos

Jrd.8y 2214 . 56 2
> 5 5-37 2 =31, = 4 - 9.
D; 3 5 5.3/-1
Assim,
46 2
> — 4+ ———o =92
bra 2 5 ¥ 53

Ou seja, temos 10 elementos priméarios no nivel 7 — 1. Construimos 2 elementos primaérios
no nivel 7, restando 4 primarios no nivel 7 — 1, pelo Lema 2.7 (ii).

(i) Suponha m, = 2. Temos

mi 4 d+me =7-3-4-3"72.70+7,

logo
1 S 8
Sr—1 = 52 Z Mmr_1—; — 8+ 32
i=0
- T-37-4-32.704+7 8
= 37—2 - 8 + 37—2
15
= 367 — 78+ 32 = 0.

Assim, juntamos 1 elemento secundério no nivel 7 — 1 com os 4 primarios restantes
nesse nivel para produzir mais 1 elemento primério no nivel 7, pelo Lema 2.7 (i). O
resultado segue pelo Lema 2.16.

(ii) Suponha m, < 1. Temos

my+ o +my g = (T +1)37-4—372-70 + 6,

logo
(T+1)37-4-3"72.70+6 8
Sr-1 = 37’72 - 8 + 37’72
14
= 36(7’4‘1)—784‘? 244

Produzimos 1 elemento primario como no caso anterior, ficando com s* ; > 43.
Desses elementos secundéarios, pelo menos 11 sao da mesma cor, entao podemos
construir 2 elementos secundérios no nivel exatamente 7, pelo Lema 2.10 (ii). O
resultado segue pelo Lema 2.16.
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Lema 4.9. Se qo = 37!'-13 -3 emg = 5(372- 13 — 1) entao € possivel construir um
elemento primdrio no nivel .

Demonstragdo. Nessas condigoes temos p; > 372 - 13 — 1. Aplicando o Lema 2.7 (ii) e
(i) sucessivamente, encontramos

377.13—1-5
3

Assim, p,_; = 12. Construimos 2 elementos primarios no nivel 7, utilizando 6 dos 12
elementos primarios no nivel 7 — 1, pelo Lema 2.7 (ii).

+1=3"71.13-1.

Dj =

(i) Se s, > 2 entdo utilizamos o Lema 2.7 (i) para produzir mais 1 primério no nivel 7
a partir dos b restantes no nivel 7 — 1. O resultado segue pelo Lema 2.16.

(ii) Se s,_; = 11 e pelo menos 5 desses elementos secundérios sao da mesma cor entao
construimos 1 secundario no nivel exatamente 7, pelo Lema 2.10, restando 8 secun-
darios no nivel 7—1. Formamos dois conjuntos disjuntos com 3 elementos primarios
e 2 secundarios no nivel 7 — 1. Cada conjunto desse nos da 1 elemento primério de
nivel 7, pelo Lema 2.16. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Se s;_; = 11 e no maximo 4 desses elementos secundarios sao da mesma cor entao
podemos formar dois conjuntos disjuntos com 4 elementos secundarios de pelo me-
nos trés cores distintas e um conjunto com 3 elementos secundarios de pelo menos
duas cores distintas. A cada conjunto desses acrescentamos 2 elementos primarios
no nivel 7—1. Os dois primeiros nos dao 2 primarios de nivel 7 e deixam 1 elemento
secundério no nivel 7 — 1, pela Proposicao 2.18. Juntamos 1 desses elementos se-
cundérios restantes ao terceiro conjunto o que nos da mais 1 elemento primario no
nivel 7, pela Proposi¢ao 2.20. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Vamos supor m,_; < 10 e m, =0entdo mg+---+m, 1= (7+1)37-4+1e

1S qo + 3p; + 4 8
Sr-1 31 D M = 3 8t3o
=0
(t+1)37-4+1 (371 14—4)+3(32-13—-1)+4 8
2 37’71 - 37’71 - 8 + 37’72
= 12r=23+ = >10.

Portanto, s,_; > 11 e temos o caso (ii).

Agora, vamos supor m,_1 < 10 e m, = l entdo mg+---+m,_1 = (7 +1)37 -4 e

(r+1)37-4 (37" 14—4)+3(32-13—1) +4 8
37’71 B 37’71 -8 + 37’72

Sr—1 =

Portanto, temos a primeira parte do caso (ii). [ |
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Lema 4.10. Se gy > 371 -13 -3 €37 2-52 -4 <mg < 372-65—6 entdo é possivel
construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Nessas condicoes temos

372-52—4| >37*2-52—8

= =
b1 { 5 5

Aplicando o Lema 2.7 (ii) e (i) sucessivamente, obtemos

3Tz 2 94 52 2
i 2 5 5-37—2 — 37’7]71_ + : o
Pi 3 5 5.1

Assim, p, 1 = 9.

(i)

Suponha m, > 2. Temos

my 4 dme_y =7-3-4-3"72.65+7,

logo
R 8
Sro1 = 52 Z Mr_1—; — 8+ 32
i=0
T3 4-326547 8
= 372 —8+ 372
15
= 367 — 73+ = > 14.

Pelo Lema 2.7 (ii), construimos 1 elemento primério no nivel 7, restando 6 priméarios
no nivel 7 — 1. Formamos dois conjuntos disjuntos com 3 elementos primérios e 2
secundarios de nivel 7 —1. Cada conjunto desse nos da 1 elemento priméario no nivel
7, pelo Lema 2.16. O resultado segue por esse mesmo lema.

Suponha m, < 1. Temos

my+ - +my = (7 +1)37-4-372.65+6,

logo
(14+1)-37-4-3"72.65+6 8
Sr—1 = 37’—2 - 8 + 37—2
14
= 367 — 37+ 52 > 49.

Pelo menos 13 desses 49 elementos secundarios sao da mesma cor, entao podemos
construir 2 elementos secundarios no nivel exatamente 7 pelo Lema 2.10 (ii) e ainda
temos s’ ; = 43. Procedemos como no caso anterior. -
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Lema 4.11. Se qo = 371 -12—3 e mg = 5(3772-12 — 1) entdo é possivel construir um
elemento primdrio no nivel .

Demonstragdo. Nessas condigoes temos p; = 372 -12 — 1. Aplicando o Lema 2.7 (ii) e
(i) sucessivamente, encontramos

377.12—-1-5 ,
p; = ; +1=3"7""12-1

Assim, p, 1 = 11.

(i) Se s, = 2 entdo construimos 3 elementos primarios no nivel 7, pelo Lema 2.7. O
resultado segue pelo Lema 2.16.

(ii) Se s,—1 = 13 e pelo menos 8 desses elementos secundérios sdo da mesma cor entao
construimos 2 elementos secundérios no nivel exatamente 7, pelo Lema 2.10 (ii),
caindo no caso anterior.

Se s;_1 = 13 e pelo menos 5 (e no maximo 7) desses elementos secundarios sdo da
mesma cor entao construimos 1 elemento secundario no nivel exatamente 7, pelo
Lema 2.10 (ii). Nos restam 10 secundérios no nivel 7 — 1 dos quais no méaximo 7 sao
da mesma cor. Pelo Lema 2.7 (ii), construimos 2 elementos primérios no nivel 7,
nos restando 5 no nivel 7— 1. Formamos dois conjuntos disjuntos com 4 secundarios
de pelo menos duas cores distintas e 2 priméarios de nivel 7— 1. Cada conjunto desse
nos dé 1 elemento primério no nivel 7, pela Proposicao 2.20. O resultado segue pelo
Lema 2.7 (i).

Se s,_; = 13 e no maximo 4 desses elementos secundarios sao da mesma cor entao
construimos 1 primario no nivel 7, pelo Lema 2.7 (ii). Formamos trés conjuntos
disjuntos com 4 elementos secundarios de pelo menos trés cores distintas, deixando
o secundéario de cor minoritaria. Acrescentamos 2 primérios no nivel 7 — 1 a cada
conjunto desse, o que nos da 3 primarios no nivel 7 e deixa 3 secundarios no nivel
T — 1, pela Proposicao 2.18. Assim, ficamos com 4 secundarios de pelo menos duas
cores distintas e 2 primérios no nivel 7 — 1. Pela Proposicao 2.20, temos mais um
elemento primario no nivel 7. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Vamos supor m,_; < 12em, = lentdo mg+---+m,_1 = (1 +1)3" -4 e

1 = qo + 3]?1 +4 8
Z M j————> —38
=0

St-1 37’—1 : 37‘—1 + 37’—2
T, T—1 _ T2 _
_ DI F B4 43E 2 2o+ 8
37’—1 37’—1 37’—2
9
= 127 -2+ > 12

Portanto, temos o caso (ii) primeira ou segunda parte.
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Agora, vamos supor m, 1 < 12em, =0entdomo+---+m, 1 = (7+1)37-4+1e

(r+1)37-44+41 (3™ 1-13—-4)+3(372-12—1)+4 8
Sr—1 =2 gr—1 - 3r—1 — 8+ 372
= 127 =20+ g > 12,
Ou seja, s,—; = 13, caindo no caso (ii). [ |

Lema 4.12. Se gy > 3"1-12—-3e372-48—-4<my <3 2-60—6 entdao é possivel
construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Nessas condicoes temos

|3 as—4| 3774838
pr= 5 = 5 '

Aplicando o Lema 2.7 (ii) sucessivamente, obtemos

I8 2 94 48 2
) 5 5.37 2 — qm—j-1 —
pj = 3 3 5 + 531 2.

(i) Para 7 = 2 temos p; > 8. Além disso, m; = 19 e ¢ = 1. Desses 19 elementos
secundarios, pelo menos 5 sao da mesma cor entao construimos 1 secundario no
nivel exatamente 2, pelo Lema 2.10(ii), nos restando 16 secundarios no nivel 7 — 1.
Construimos 1 primario no nivel 2, pelo Lema 2.7 (ii), nos restando 5 priméarios
no nivel 1. Formamos um conjunto com 4 secundarios de pelo menos duas cores
distintas e 2 primarios. Esse conjunto nos da 1 elemento priméario no nivel 2, pela
Proposicao 2.20. Juntamos os 3 primarios restantes com 2 secundérios produzindo
mais 1 elemento priméario no nivel 2. Como

me = 109 — (mg +mq) =109 — 2 - 54 = 1,

onde a segunda desigualdade se deve ao fato que m; < myg, o resultado segue pelo
Lema 2.16.

(ii) Para 7 = 3 temos p, o > 27. Pelo Lema 2.7 (ii), produzimos 7 elementos priméarios
no nivel 7 — 1, sobrando 6 primarios no nivel 7 — 2. Temos também

my+ -t me_o=(1—1)37-4-372.60+7

[§]
mp+---+me =7-37-4-3"2.6047,
assim
1 S 8
Sr2 = 373 Z M o ; — 8+ 373
=0
(1—1)37-4-3"2.60+7 8
= 37’—3 -8 + 37’—3
15

— 108(r —1)— 188 + > 43.

37'73 =
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\

1 S 8
Sr1 = Z M1 —8+
=0

3772 : 37’72
T-37-4-3"2.60+7 8
= 3772 — 8 + 3772
15
= 36r— 68+ 5 > 45.

Utilizamos 4 elementos secundarios no nivel 7 — 2 para, junto com os 6 primérios
desse mesmo nivel, produzir mais 2 priméarios no nivel 7 — 1. Essas construcoes sao
feitas apOs a obtencao dos elementos secundérios no nivel 7 — 1. Assim, esses 4
secundarios estdo entre os 16 deixados para tras (s, 1 = m, 1 + %) Dos 45
secundarios no nivel 7—1, pelo menos 12 sao da mesma cor entao podemos produzir
2 secundarios no nivel exatamente 7 pelo Lema 2.10 (ii). A cada 3 priméarios no
nivel 7 —1 juntamos 2 secundérios no mesmo nivel, produzindo 3 primarios no nivel
7, pelo Lema 2.16. O resultado segue pelo Lema 2.16. m

Lema 4.13. Se qo > 37! -11 =3 emg = 5(3"72-11 — 1) entao é possivel construir um
elemento primdrio no nivel .

Demonstragao. Nessas condigoes temos p; = 372+ 11 — 1. Aplicando o Lema 2.7 (ii) e
(i) sucessivamente, temos

377.11—-1-5

+1=3"71.11-1.
3

Dj =

Assim, p,_; > 10.

(1)

(i)

Se s, = 2 e s,—1 = 1 entdo pelo Lema 2.7 (ii) construimos 2 elementos primarios
no nivel 7, nos restando 4 primarios no nivel 7 — 1. Esses 4 primarios junto com o
secundario no nivel 7 — 1 nos da mais 1 primario no nivel 7, pelo Lema 2.7 (i). O
resultado segue pelo Lema 2.16.

Se s;_1 = 14 e pelo menos 8 desses elementos secundérios sao da mesma cor entao
construimos 2 secundarios no nivel 7, pelo Lema 2.10 (ii), ficando com s* | > 8 ¢
s* > 2, caindo no caso (i).

Se s,—1 = 14 e pelo menos 5 (no maximo 7) desses elementos secundérios sao da
mesma cor entao construimos 1 secundario no nivel 7, pelo Lema 2.10 (ii), nos
restando 11 secundéarios no nivel 7 — 1 dos quais no maximo 7 sao da mesma cor.
Construimos 2 priméarios de nivel 7, pelo Lema 2.7 (ii), nos restando 4 no nivel
7 — 1. Formamos dois conjuntos disjuntos com 4 secundérios de pelo menos duas
cores distintas e 2 primérios. Cada conjunto desse nos da 1 primdrio no nivel 7,
pela Proposi¢ao 2.20. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Se s,_1 = 14 e no maximo 4 desses elementos secundérios sao da mesma cor entao
temos as quatro cores representadas (44+4+44+2 ou 4+4+3+3). Como p, 1 = 10,
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pelo menos 2 elementos primarios sao da mesma cor a. Entao juntamos esses 2
primarios com 1 secundério de cor a e o Lema 2.10 (i) diz que esses 3 elementos
produzem 1 primério no nivel 7. Assim, ficamos com 8 primarios no nivel 7 — 1 e
13 secundarios que ainda representam as quatro cores (4+4+441 ou 4+4+3+2 ou
4+3+3+3). Dos 8 priméarios, pelo menos 2 sao da mesma cor b, entao juntamos esses
2 primérios com 1 secundario de cor b, produzindo 1 primario no nivel 7, pelo Lema
2.10 (i). Nos restam no nivel 7 — 1, 6 priméarios e 12 secundérios que representam
pelo menos trés cores. Formamos trés conjuntos disjuntos com 4 secundarios de pelo
menos duas cores distintas e 2 priméarios. Cada conjunto desse nos da 1 elemento
primario, pela Proposi¢ao 2.20. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Vamos supor m, 1 < 13em, < lentdomo+---+m, 1= (7+1)37-4e

- qo + 3p1 + 4 8
Sr—1 37-1 Z Mr—1—i = g1 8+ 372
i=0
137 -4 T—1.12 -4 T—2.11-1 4
. (t+1)3 G )+ 3(3 )+ g4 8
37—_1 37’—1 37’—2
= 127 —19 + 52 > 14.

Logo, temos o caso (ii).

Agora, vamos supor m, 1 =0em, =2entdo mg+---+m, o =7-3"-4+1e

LT3 Al (31244332 11— 1) +4 8
Sr—1 = 371 - 371 —8+ 372
28
= 127 -23 -8+ >2,
Logo, temos o caso (i). [ |

Lema 4.14. Se gy =37 '-11 -3 e 37 2-44—4<my <3 2-55—6 entao é possivel
construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao.

(i) Suponha 7 =2 ou 3. Nessas condigoes, temos

S 3772.44 — 4 [ 8 se T=2
b= 5 | 25 se T=3"

Q=3 23255+ T =372 (=1) + 7,
mp =37-8—3"2.554+7=3"2.174+7

my =3 441 -2(37%.55-6) =377 (-2) + 13.
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Se 7 = 2, podemos formar quatro conjuntos disjuntos com 4 secundérios de pelo
menos duas cores distintas e 2 primarios no nivel 1. Pela Proposicao 2.20, cada
conjunto desse nos da 1 primério no nivel 2. Como my > 1, o resultado segue pelo
Lema 2.7 (i).

Se 7 = 3, construimos 5 primarios no nivel 2 pelo Lema 2.7 (ii), nos restando 10
primarios no nivel 1. Formamos quatro conjuntos disjuntos com 4 secundérios de
pelo menos duas cores distintas e 2 priméarios no nivel 1. Pela Proposicao 2.20, cada
conjunto nos da 1 primario no nivel 2. Pelo Lema 2.7 (ii), construimos 1 primario
no nivel 3 nos restando 6 no nivel 2. Formamos dois conjuntos disjuntos com 3
primarios e 2 secundéarios de nivel 2 que nos dao 2 primarios no nivel 3 pelo Lema
2.16. Como os elementos secundarios sao construidos antes dos elementos primérios,
temos

>m3—|—mg+m1 8>33'16+1—159_

e 32 B 9

8
8+ ° =93
9

Entao o resultado segue pelo Lema 2.16.

Suponha 7> 4e 37 2.534+2<my <3 2-55—6. Nessas condicdes, temos

37_2-53+2J 37253 -2
= .

= =
D1 { 5 5

Aplicando o Lema 2.7 (ii) sucessivamente, encontramos

3rixs 4 8 924 53 8
S 5 5352 _ gr—i—129 _
Pi 3 5 5.3 1

Assim, p, 1 = 9. Além disso,
mp+---+me =7-37-4-3"2.5547,

logo

R 8
Sr—1 = Z Mmr_1—; — 8 +
=0

3772 : 37’72
T-37.4—-3"2.554+7 8
= 37'72 — 8 + 3772
15
= 36r—63+ 5 > 82

Desses 82 elementos secundéarios, pelo menos 21 sao da mesma cor entao podemos
construir 2 secundarios no nivel exatamente 7, pelo Lema 2.10 (ii). Formamos trés
conjuntos disjuntos com 3 primarios e 2 secundarios no nivel 7 — 1. Cada conjunto
produz 1 primario no nivel 7 pelo Lema 2.16. O resultado segue por esse mesmo
lema.
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(iii) Suponha 7 >4 e 37244 —4 <mg < 372-53 + 1. Nessas condigoes, temos

- 372.44 — 4 >3T_2-44—8
b1 = 5 = 5 )

¢ > 3T+1 .9 37’72 .53 = 37’72

m; =>3"-8—372.53=372.10.

Aplicamos o Lema 2.7 (ii) para produzir os elementos priméarios no nivel 2 até que nos
restem entre 37"2-2 e 37722 + 2 primérios no nivel 1, daf formamos 37~2 conjuntos
disjuntos com 4 secundarios de pelo menos duas cores distintas e 2 primérios no
nivel 1. Cada conjunto nos da 1 primario no nivel 2, pela Proposicao 2.20. Assim,

372.44-8 T—2
=== _3 -2—2 49 6
Z 5 + 3772 _ 37’73_ .
b2 3 5 5

Utilizamos o Lema 2.7 (ii) sucessivamente, obtendo

3T_j%+5.5%_2_4:37ﬁ71@+ :
3 5 ' 5.3i2

pj =
Logo p,_o = 28. Além disso,

my+ -+ me_g = (7 —1)37-4 37253,

consequentemente
1S 8
Sr—o = 33 Z Mr_o_; — 8+ 33
i=0
(r—1)37-4—-372.53 8
= 37’—3 — 8 + 37—3
= 108(7 —1) — 167 + 33 > 159.

Desses 159 elementos secundarios, pelo menos 40 sao da mesma cor. Entao, pelo
Lema 2.10 (ii), podemos construir 12 secundéarios no nivel exatamente 7 — 1, nos
restando 123 secundarios no nivel 7 — 2. Desses 123 elementos secundarios, pelo
menos 31 sao da mesma cor. Entdao podemos construir, pelo Lema 2.10 (ii), mais 9
secundérios no nivel exatamente 7 — 1 nos restando 96 secundarios no nivel 7 — 2.

Pelo Lema 2.7 (ii), produzimos 8 elementos primarios no nivel 7 — 1, nos restando
4 primarios no nivel 7 — 2. A esses 4 primarios juntamos 1 secundério do mesmo
nivel, produzindo o nono priméario no nivel 7 — 1. Pelo Lema 2.7 (ii), produzimos 1
primario no nivel 7, nos restando 6 primarios no nivel 7 — 1.

Dos 21 elementos secundarios no nivel 7 — 1, pelo menos 5 sao da mesma cor entao
podemos produzir 1 secundéario no nivel exatamente 7 pelo Lema 2.10 (ii), nos
restando 18 secundarios no nivel 7 — 1. Desses 18 secundérios, pelo menos 5 sao da
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mesma cor entao podemos produzir mais 1 secundario no nivel exatamente 7, pelo
Lema 2.10 (ii). Ainda nos restam 15 secundarios no nivel 7 — 1.

Formamos dois conjuntos disjuntos com 3 primérios e 2 secundarios de nivel 7 — 1.
Cada conjunto desse produz 1 priméario no nivel 7, pelo Lema 2.16. O resultado
segue por esse mesmo lema. |

Lema 4.15. Se qo =37 '-10—3 e mg = 5(37 210 — 1) entdo € possivel construir um
elemento primdrio no nivel .

Demonstragdo. Nessas condigoes temos p; > 372 - 10 — 1. Aplicando o Lema 2.7 (ii) e
(i) sucessivamente, obtemos

377.10—1-5
3

pj = +1=3"7".10-1.

Assim, p, 1 = 9.

(1)

(i)

Se s,_1 = 4 e s; = 2 entao construimos 1 primario no nivel 7, pelo Lema 2.7 (ii),
nos restando 6 no nivel 7 — 1. A cada 3 desses primarios juntamos 2 secundarios o
que nos da mais 2 primérios no nivel 7, pelo Lema 2.16. O resultado segue por esse
mesmo lema.

Se s;_1 = 17 entao pelo menos 5 desses elementos secundérios sao da mesma cor,
logo podemos construir 1 secundario no nivel 7, pelo Lema 2.10 (ii). Se dos 14
elementos secundarios restantes pelo menos 5 forem da mesma cor, construimos
mais 1 secundério no nivel 7, caindo no caso (i).

Caso contrario, temos as quatro cores representadas (4+4+4-+2 ou 4+4+3-+3).
Construimos 1 primério no nivel 7, pelo Lema 2.7 (ii), nos restando 6 no nivel
7 — 1. Formamos trés conjuntos disjuntos com 4 secundarios de pelo menos trés
cores distintas e 2 priméarios. Cada conjunto desse nos da 1 primario no nivel 7,
pela Proposi¢ao 2.20. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Vamos supor m, 1 <3em,; =>2entaomg+---+m; 1 =>7-3"-44+1e

1 & Qo +3p1 + 4 8
Sr—1 31 DM = 31 8t
=0
7-37 441 (311 -4) 4332 10—1)+4 8
> - — 8+
37'71 37'71 37'72
28
= 127 -21 -8+ >4

Portanto, temos o caso (i).

Vamos supor m, 1 < 16 e m, = lentdo mo+---+m, 1 = (1 +1)37 -4 e

(r+1)37-4 (371 11—-4)+3(32-10—1) +4 8
87-71 = - - 8 +
37’—1 37’—1 37’—2
= 12r—17+ > 16.

372 -
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Portanto, temos o caso (ii).

Vamos supor m,_1 < 1l6em,=0entaomg+---+m,_1 =27-3" -4+ 1e

(r+1)37-44+1 (31 11-4)+3(32-10—-1)+4 8
Sr-1 2 e - e —8t35
= 12— 17+ o > 16.
Portanto, temos o caso (ii). [ |

Lema 4.16. Se qp =37 1-10—-3 e 37 2-40 -4 <mg <3 2-50— 6 entao é possivel
construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Nessas condigoes temos

- {37_2-40—4
hhz|——F—

=37%2.8-1
7 |

G =3"".2-372.5047=3"2.447

m; =3 -8—3"2.50+7=3"2.2247.

Formamos 37 2 -4 — 1 conjuntos disjuntos com 4 secundérios de pelo menos duas cores

distintas e 2 primarios no nivel 1. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto nos da 1 primério

no nivel 2. Assim, py > 372 -4 — 1. Aplicando o Lema 2.7 (ii) e (1) sucessivamente,

encontramos )

3TItl.4—1-5
3

Assim, p; = 3. Se m, > 2 entao a prova segue pelo Lema 2.16. Caso contrério,

+1=3"7.4-1.

D =

mi+---+m,=(7+1)37-4-372.50+6

e
j— my —4(372-4-1) 8
St Z 372 Z Mr—i + 371 —8+ 371
i=0
1 S 43724 —1) 8
> 371 Z(]) T i_T_8+3771
(14+1)37-4-3"72-50+6 16 4
= - — =8+
37'71 3 3772
6
= 127—184‘@ 212
O resultado segue pelo Lema 2.16. |

Lema 4.17. Seqy>3"1-9-3 €37 -44+1<my <37 2-45—6 entdo é possivel construir
um elemento primdrio no nivel .
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Demonstracao. Nessas condicoes temos

- 37-4+1
b1 = 5 )

=3 232 454+7=3"4T7,
>37.8-3"2.454+7=3"" 47,
=3 -10+1—(mg+my)=3"-10+1-2(372.45-6) =13

my =3 A+ 1 —(mo+my) =34 +1-2(372-45-6) =37-2+ 13,

T, . ’ . . .
Formamos [%J conjuntos com 4 secundarios de pelo menos duas cores distintas e 2

primarios no nivel 1. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto nos da 1 primério no nivel 2.

Assim, py > [%J.

Se 7 =2 entao py = 3 e my = 31. O resultado segue pelo Lema 2.16.

Se 7 = 3 entao py = 10, my = 67 € g3 = 13. Podemos formar 5 conjuntos disjuntos
com 4 secundarios e 2 primarios no nivel 2. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto nos da
1 elemento priméario no nivel 3. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i).

Se 7 = 4 entao utilizamos o Lema 2.7 (ii) para produzir elementos primarios no nivel 3
até que nos restem de 26 a 28 primérios no nivel 2. Dai formamos treze conjuntos disjuntos
com 4 secundarios de pelo menos duas cores distintas e 2 primarios. Cada conjunto desse
nos da 1 primario no nivel 3 pela Proposicao 2.20. Assim,

3T4-8 1

nglO—8+13=3T_lg+
3 5 5.3°3

Aplicando o Lema 2.7 (ii) sucessivamente, encontramos

T—j+32 1
JIti 4 L —2—4 _ 377j+22 1

3 5536

pj =
Assim, p,_1 = 9. Temos também

my+ - b me_ =7-37-4-372.4547,

consequentemente
T—4 37441
Mo  mo—4-13  my —4(5) 8
1 = 4 + — 84+ —
St-1 =~ 31 37’—3 37—2 37’—2
O M 52 2(37-4+41) g, 8
B = 3i -3 5. 372 r—2
73743724547 52 72 2 8
= — —— == — 8+
372 373 5 5.37-2 3r—2
2
= 367 —67— - — 77 > 60.

5 5-372
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Desses 60 elementos secundéarios no nivel 7 — 1 pelo menos 15 sao da mesma cor entao
podemos construir 2 secundéarios no nivel exatamente 7, pelo Lema 2.10 (ii). Formamos
trés conjuntos disjuntos com 3 primarios e 2 secundérios no nivel 7 — 1. Cada conjunto
desse produz 1 priméario no nivel 7 segundo o Lema 2.16. O resultado segue por esse
mesmo lema. |

Lema 4.18. Seqp >3"1-9-3, ¢1 =1 emg > 5(372-9—1) entdo é possivel construir
um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Temos que my =2 e p; =37 — 1.

Suponha s; = 6, s, 22es; >4 (para2 < j <7—1e7 > 3). Aplicamos o Lema
2.7 (ii) para produzir 37! — 2 elementos primérios no nivel 2, nos restando 5 no nivel 1.
Formamos um conjunto com 4 secundarios de pelo menos duas cores distintas e 2 primérios
no nivel 1 e outro conjunto com 3 priméarios e 2 secundarios. Cada conjunto produz 1
elemento priméario no nivel 2 pela Proposicao 2.20 e pelo Lema 2.16, respectivamente.
Entdo p, > 371

Aplicamos o Lema 2.7 (ii) para produzir elementos primarios no nivel maior até que nos
restem 6 no nivel em questao. Entao formamos dois conjuntos disjuntos com 3 primarios
e 2 secundérios que nos dao mais 2 priméarios no nivel maior pelo Lema 2.16. Assim,

p] > 3T*j+l
e temos p, = 3. O resultado segue pelo Lema 2.16.
Falta mostrar que temos os elementos secundarios necessarios. De fato,

(mo +mq —2) —qo—3p1 — 4

S1 Z 2+ 3
T.Q __ _ T—1 _ _ T _
Ly, BB (3T 10-4) 33 ~1) 4
3
T—2 2
= 243 -5+§>7.
Para2<j<7—-1le7 >3
J
, im0 Mj—i — 2 2 q@+t3p;m+4 8
5j 2 3 31 3 8+ 3
)+ 1)37-4—1 3771 10—-4) +3(37 -1 4 10
Gy a1 R G R S
37 37 3i—1
T—1—j . 32
= 312 =T =8+ > 12
‘ 19 32
372(7'4—1)4—?—8—1—3721,2.
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Lema 4.19. Se qo = 3""1-9—-3 e g, = 0 entdo € possivel construir um elemento primdrio
no nivel .

Demonstracao. Temos que mg = 371 -2 4+ 1.

(i)

(i)

Vamos supor ¢y = 37! e 7 = 3, uma vez que para 7 = 2 temos 3"t = 27 e esse
caso ja foi considerado nos Lemas 4.15 e 4.16. Entao p; > 37 e temos também, para
I1<y<7-1,

1< qo + 3p1 + 4 8
B G umes Ty St
'+ 1)37-4+1 3 1.10—-4 3T+ 4
S GHD3a+l | )+3:37+4 o8
37 37 371
T—1—7 . 25
Ry
¢ 19 25
;2(r+1)d—— -8+ —>2.
S (1 ) 3 E

Aplicamos o Lema 2.7 (ii) para produzir elementos priméarios no nivel maior até
que nos restem 6 primarios no nivel em questao. Entao formamos dois conjuntos
disjuntos com 3 primarios e 2 secundérios que nos dao mais 2 primérios no nivel
maior pelo Lema 2.16. Assim,

377j+2 -6

mz——g——+2zyﬁ“

e temos p, = 3. O resultado segue pelo Lema 2.16.

Suponha 37t —3 < ¢y <37 — 1, entdo p; = 37 — 1.

caso 1: Suponha m; > 5. Como ¢; = 0, todos os m; elementos no nivel 1 sao da
mesma, Cor.

1.1) Se esses elementos sao da cor 0 entdo u(g;) = 0 e temos

3T+l + 2 - (3T+l ) + 1) _ (37+1 _ 1)

3 < 3 <t<m0—2<m0—(37-4+1),

k

isto é,

F+1<t<myg—(3"-4+1).
Como ig(Ay) = mo—qo = mo — (3”rl 1) > mo— (37 -4+ 1), existem elementos da
cor 0 que nao sao da forma { (mod 9). E existem, pelo menos, 37 + 1 elementos
da cor 0 que sao da forma { %; mod 9). Pela Proposigao 2.22, podemos construir

1 elemento secundario no nivel exatamente 1 que nao tem cor 0. Assim, mj =
3722 mi=6,¢f=1leq =3 -3

Os novos valores m#, m¥ e ¢ sao 6bvios, mas devemos verificar que ¢F > 371 — 3.
De fato, inicialmente tinhamos ig(.#p) = 3™ +2e 3™ —3 < gy < 377 — 1. Apos
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a construgao do elemento secundério no nivel 1 ficamos com i#(.#) > 371 —1 = qq
e as outras trés cores ainda somam qo.

56 precisamos mostrar que s; = 4, para 2 < j < 7—1le7 >3, e s, = 2 queo
resultado seguird como no Lema 4.18. Temos

1, g +3p+4 8
Sj = ﬁgm]’i_T_S—i_ﬁ
3J 3J 3i—1
+1)37-4—-1 T 1 T—1)+4
L GHDIA-1 T oD+3E -4 8
37 3J 3i-1
, 23
= 3774j—-2)—-8+—=10
RY
¢ 23
&Z(T+D4—M+§:>Z
E, para 7 = 2, se my < 1 temos
P AT RO S
100 —26 —24 — 4
= 6+ > 21.
3
Logo, podemos construir 2 elementos secundérios no nivel exatamente 2, pelo Lema

2.10 (ii).

1.2) Se esses elementos sao de cor diferente de 0 entao construimos 1 elemento
secundario no nivel exatamente 1 e cor 0 pela Proposicao 2.21, uma vez que t >
37+ 1. Assim, m# >3 -2—-2 m¥ =26, ¢f =1eq >3 —3. Analogamente ao
caso 1.1, chegamos a s, >2es; >4 (para2 <j<7—1e7 >3), caindo no Lema
4.18.

caso 2: Suponha m; <4, entdo u(gy) <4 e mgy =37 -8 — 3. Temos

37-5—-2 37-8-3)— (3" —-1
g( ) )<t<nm+4—@“4+n,
3 3
ou seja,
375 <t <mg— (37 -4—3).

Como io(Ao) = mo— (37 —1) > mg — (37 -4 — 3), existem elementos da cor 0 que
nao sao da forma {;} (mod 9). E existem, pelo menos, 377! - 5 elementos da cor 0
que sao da forma {;} (mod 9). Pelas Proposicoes 2.22 e 2.21, podemos construir 2
elementos secundarios no nivel exatamente 1 cujas cores sao: diferente de 0 e igual
a 0, respectivamente. Assim, m >37-8—9, mf >2,¢f > 1leq: =37 —3.

De fato, inicialmente tinhamos ig(.#Zy) = 37-5—2e 3™ -3 < qp < 371 —1. Apos a

construcao dos elementos secundarios no nivel 1 ficamos com i (#) = 37-5—8 > ¢
e as outras trés cores ainda somam ¢.
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Temos ainda

(mg+mi —2) —qy —3p1—4
3
3T.8—5— (37 —1)—3(3"—1)—4
3

51>2+

> 2+

5
— 2+3T_1-2—§>6

e;para2 <j<7—1let >3,

1, @ +3p+4 8
j x
. izomj,i—él q0+3p1+4 8
- 3J B 3J _8+3j71
) 4+ 1)37 -4 — T 1 T—1 4
L GHDFA-3 @ oD4sE oD+ 8
3J 3J 371
— 3Ti(4i —9) —
= 374 —2) =8+ 5 =10

Se 7 = 3 entao -
STZ(T+1)4—14+F>2

e temos o Lema 4.18.

Se 7 = 2 entao p; = 8. Temos my = 2 ou mg + mq = 108 e

(mg +mi —2) —q5 —3p1 —4

3

(108—6)—26—24—4_

3 =

$1>2+

> 2+ 18.

Desses 18 elementos secundarios, pelo menos 5 sao da mesma cor, logo podemos
produzir 1 elemento secundério no nivel exatamente 2, pelo Lema 2.10 (ii). Se
dos 15 elementos secundarios restantes pelo menos 5 forem da mesma cor entao
produzimos mais um secundario no nivel exatamente 2 e o resultado segue pelo Lema
4.18. Caso contrario, as quatro cores estao representadas (4+4-+4+3). Formamos
trés conjuntos disjuntos com 4 secundarios de pelo menos trés cores distintas, de
forma que sobre o elemento cuja cor tem menos representantes, e 2 primarios no nivel
1. Cada conjunto desse nos da 1 elemento primério no nivel 2 e deixa 1 secundario
no nivel 1. Formamos um conjunto com 4 secundarios de pelo menos duas cores
distintas e 2 primarios no nivel 1. Esse conjunto produz o quarto elemento primério
no nivel 2 pela Proposicao 2.20. O resultado segue pelo Lema 2.7 (i). n

Lema 4.20. Se7>3,qy=>3""1-8-3€e37-44+1<mg<32-40— 6 entio ¢ possivel
construir um elemento primdrio no nivel .
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Demonstracao. Nessas condicoes temos

- 3T-4+1
p1 = 5 9

=3 2-372.404+7=3"2.14+47,

m;=3"-8-3"2.404+7=3"2-3247,

G=3"-10+1—-2(372-40—-6)=3"2.10 + 13,
37441237240 —6) =37 %28 + 13,

my =
>3- 144+1-3(37%-40-6)=3"""1.2+19

a3

ms=>3"-16+1—-3(3"2-40—-6)=3""".8+19.

7. . « . .. . .
Formamos [3 ﬁ)ﬂj conjuntos disjuntos com 4 secundérios de pelo menos duas cores distin-

tas e 2 primarios no nivel 1. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto desse nos da 1 primério
no nivel 2. Assim, py > [37'1%“] Podemos formar [%J conjuntos com 4 secundarios
de pelo menos duas cores distintas e 2 primarios no nivel 2. Pela Proposicao 2.20, cada
conjunto desse produz 1 priméario no nivel 3. Entao p3 > [yé;‘g”lj. Formamos [%‘aﬂj
conjuntos disjuntos com 4 secundéarios de pelo menos duas cores distintas e 2 primarios no

nivel 3. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto desse produz 1 primario no nivel 4. Portanto,

37-4+1J 3" -4 — 38
= .

>
ba { 40 40

Se 7 = 3 entdo py = 2 e temos o resultado. Se 7 = 4 entdo aplicamos o Lema 2.7 (ii)
sucessivamente, obtendo

T—j+5 1 21
Tt — 2l 21

— — 2.
3 10+20-39_4

Dj =
Assim, p'y = Pr+1 = 1. .
Lema 4.21. Se ¢y >3"'-8—-3, 1 =23 2+1e¢

5(3772.8—1), se 7>=3
mOZ{ 374 +1, se T =2

entao € possivel construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracido. Temos que p; = 3772 -8 — 1. Além disso,

(mo +mq) —qo—3p1 — 4
3
(37-8+1)— (37"t —4)—-3(372.8—1)—4
3

4
= 3727+ 3> 4(377% 4+ 1).

A\

S1

A\
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para2<j<7—1lerT>3:

S

< gzomj,i—4(3T_2+1)_qo+3p1+4_8+ 8
- RY RY 3j—1
(G+1)37 - 4+1-4(32+1) (371 —4)+3(372-8—1)+4 8

= - — - — 8+ —

3 3 31

» 8
— Q72— i —
= 37736j —19) — 8+ o > 12,
95 8
s> (TH A= =84 5 218,

e, para 7 = 2:

(i)

(i)

(mo+my +mg) —qo—3p1 —4 16
Sy = - —
9 3
109 — 23 — 21 —
09 —23—21 4_48>1’4.
9 9

A\

Suponha 7 = 2 entao p; > 7, s1 = 8 com q; = 2 e sy = 2. Pelo Lema 2.7
(ii), construimos 1 elemento priméario no nivel 2, restando 4 no nivel 1. Formamos
dois conjuntos disjuntos com 4 secundérios de pelo menos duas cores distintas e 2
primérios no nivel 1. A Proposicao 2.20 nos garante que cada conjunto desse produz
1 primério no nivel 2. O resultado segue pelo Lema 2.16.

Suponha 7 > 3 entdo p; =37 2-8—1,8 >4(37 2+ 1) comq =37 2+1,s; >4
(para2<j<7—1)es, =2

Aplicamos o Lema 2.7 (ii) para produzir 3™ 2 -2 — 1 elementos primérios no nivel
2 nos restando 2(37% + 1) primarios no nivel 1. Formamos (37 2 + 1) conjuntos
disjuntos com 4 secundéarios de pelo menos duas cores distintas e 2 primérios no
nivel 1. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto desse produz 1 primario no nivel 2.
Assim,

(3772.8—1)—2(3" 2 +1)

3

Aplicamos o Lema 2.7 (ii) para produzir primarios em um nivel maior até que nos
restem 6 primarios no nivel em questao. Formamos dois conjuntos disjuntos com 3
primarios e 2 secundarios. Cada conjunto desse nos da 1 primario no nivel maior,
pelo Lema 2.16. Assim,

+ (372 +1)=3""

P2 =

37—j+2 -6 )
D = T + 2= 377]+1

e temos p, = 3. O resultado segue pelo Lema 2.16. -

Lema 4.22. Se gy = 37 ' -8 —3 e q1 < 372 entdo ¢ possivel construir um elemento
primdrio no nivel 7.
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Demonstracio. caso 1: Suponha m; = 3772-2 + 1. Como ¢; < 372, temos pelo menos
372 + 1 elementos da mesma cor no nivel 1.

1.1) Se os m; — 37 2 elementos no nivel 1 que tem as mesma cor sao da cor 0 entao
u(gr) <3772

Parat>3e3 "1 +1<¢ <3 Vcom2<I<7—1 temos

me=3"1.2-3"141

e
10(//0) = 374—1 -2 — 3T—l +1— (37’4—1 _ 4) _ 37._,_1 _ 37—1 L5
Assim,
3T+1 _ 37’7[ 5 .
- + <m03 QO<t<mo+u(g1)_%<m0+37—2_(37_4+1)’
ou seja,

3T -3 2Kt <my— (372-35+1).

Como ig(#y) = mo — (37 —4) > mg — (372 - 35 + 1), existem pelo menos 372 -
8 + 5 variaveis da cor 0 que nao sao da forma {;} (mod 9). E existem, pelo menos,
37 — 37771 + 2 elementos da cor 0 que sdo da forma {}} (mod 9). Pela Proposicdo 2.22,
podemos construir 372 — 37'~! elementos secundarios no nivel exatamente 1 que ndo
tem cor 0. Assim,

me =32 -3 41 - 332 -3 ) =37 1T+ 1,

mt =372 24 14 (372 -3y =3 _griel 4
¢ =3"74+1e q=3""1.8-3.

Vamos verificar que ¢f > 377! -8 — 3. De fato, inicialmente tinhamos io(.#y) =
37+ 3+ 5e371.8-3< q <3 —4. Apés a construcao dos 3772 — 37711
elementos secundérios no nivel 1 ficamos com i*(.#p) > 3" 1-8+5>3"1.8 -3 e as
outras trés cores ainda somam ¢q.

S6 precisamos mostrar que s; = 4(3772 + 1), sjz4,para2<j<T7-—1es >2que
o resultado seguird como no Lema 4.21. De fato,

mg — qy — 3p1 — 4
3

S1 = mf—i—

(37-8+1—2(37 23711 — (371 — 3711 4 1))
3

> 37’—1 o 37—[—1 +1+

BT -4)+33%-8-1)+4
3
3725 42> 4(37 2 4+ 1),
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J 437241 .
s > i=0 T1Vj—i ( + )_q0+3p1+4_8+ 8
¥ 37 3i-1
L lom (32587 ) —aE 2 )
37'71 _ STflfl +1 x4 304 N
+ » S S
SJ_I 3] 3]—1
(J+1)37-4+1-3"+ gr=t gr-1 _gr—i-1 11
3J 3]—1
(3T+1 _ 4) 4 3(37—2 .8 — 1) +4 19
N ] - + -
3] 3]
; 26
= 3717 (12j —5) -8 + 3=
) 17 26
;2 (TH )4 — — -8+ —>2
S (t+1) ; =
Para7>2e 0 < ¢ <1 temos u(g;) < 1. Assim,
mo =372,
io(%o) Z 3T+1 . 2 _ (3T+1 _ 4) — 3T+1 + 4
‘ 3 +1 4
T+<t<mo+1—(37-4+1),
ou seja,

3 +2<t<myg—3 -4

Temos ig(#y) = mo— (371 —4) > mg—37-4. Entdo existem pelo menos 37 +2 elementos
da cor 0 no nivel 0 que sao da forma {;} e 37 +4 elementos da cor 0 no nivel 0 que nao sao
da forma {;} Pela proposicao 2.22, podemos construir 37=2 + 1 elementos secundérios
no nivel exatamente 1 e cor diferente de 0. Assim,

my=3""1.2-3(3"2+1)=3""1.17-3,
mf=3"2.24+14+ 3" 2+1)=3""1+2,

p=3"?+1e ¢ =31.8-3

De fato, inicialmente tinhamos io(/#) = 3™ +4e 37 1.8 -3 < gy < 3™ — 4. Apés a
construgao dos 372 + 1 secundarios ficamos com if(#y) > 37-8+1>371.8 -3 ¢ as
outras trés cores ainda somam ¢q.

S6 precisamos mostrar que s; = 4(3772 + 1), sjz4,para2<j<T7-—1es >2que
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o resultado seguird como no Lema 4.21. De fato,

mg — qy — 3p1 — 4
3
37-84+41-2(37241)— (37142
3
(371 —4) +3(372-8—1)+4
3
3725 42> 43724 1)

S1 Z m;‘—l—

> 371424

oM —ABT D) g3 rd L8
37 3i 3i-1
T oy i — (3725 +4) — 4372 + 1) . 37149

39 3i-1
C]E)k + 3]91 + 4 8
e 8t

(G+1)37-4+1-3" 37 1+2
3 M
(371 —4) +3(372.8—1) +4 16
3 —8t g
26

_ T—1—j ;o _ -~
= 3 12j -5 —8+ =1L

\%

A\

Se T = 3, entao

17 26
STZ(T+1)4—§—8+§>2.

E para 7 = 2, se my < 1 entao

(m§+mf—5)—q0—3p1—4
3
(109 —10) — 23 —21—4
3

Logo podemos construir 2 secundéarios no nivel exatamente 2 pelo Lema 2.10 (ii), nos
restando 16 secundarios no nivel 1 com ¢ > 2.

81>5+

= 5+ = 22.

1.2) Se os my — 3772 elementos no nivel 1 que tém a mesma cor sdo de cor diferente de 0
entao:

Para7>3e3" "1 +1<q¢g <3 'com2<I<7—1temost >3" —37 141,
Pela Proposicao 2.21 podemos construir 372 — 371 elementos secundarios no nivel
exatamente 1 e cor 0. Analogamente ao caso 1.1, chegamos a ¢ff > 3771-8—3, ¢f > 37 2+1,
s1 240372+ 1), s, =22es; =4 (para2 < j <7 —1), caindo no Lema 4.21.

Para7>2e 0 < ¢ <1 temost >3 + 2. Pela Proposicao 2.21, podemos construir
372 + 1 elementos secundarios de cor 0 e nivel exatamente 1. Analogamente ao caso 1.1,
o resultado segue pelo Lema 4.21.
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caso 2: Suponha m; < 37722, entdo u(g;) < 372-2,

me=3"-8—-372.241=3"2.70+1

(M) =372 70+1— (37" —4) =3""2.43 + 5.

Desta maneira,

372.43+5
%<t<m0+37—2-2—(37-4+1),

ou seja,
3743+ B<t<my— (37 234+ 1),

com = 1,se 7 =2 e = 2 caso contrario. Como ig(Ay) = mo — (37 —4) >
mo — (372 - 34 + 1), existem pelo menos 372 - 7 + 4 elementos da cor 0 que nao sao
da forma {;} (mod 9). E existem, pelo menos, 373 - 43 + 1 elementos da cor 0 que
sao da forma {;} (mod 9). Pelas Proposigoes 2.21 e 2.22, podemos construir 3772 + 1
elementos secundarios no nivel exatamente 1 e cor 0 e outros 372 4 1 secundarios no nivel
exatamente 1 e cor diferente de 0, respectivamente. Assim,

me=3"2.70+1-6(3"2+1)=3"2.64—5,

mi = 2377+ 1),
¢t =3"2+1e ¢ =>3""8-3.
De fato, inicialmente tinhamos ig(.#y) > 3" 2-43+5e 37 1.8 -3 < qo <3 — 4.

Apos a construgiao dos secundarios no nivel 1 ficamos com if () = 377237 —1> qg e
as outras trés cores ainda somam q.

Temos ainda

mé+mi—203"2+1)—qt —3p — 4

s1 = 203774 1) +

3
T 1-6(32+1)— (3t —-4)-3(32.8—-1)—4
> g L8100 HD (33 e
4
= 37243754 o> 43T 4
e,para2<j<7t-—lert >3,
y > D 00 At it s
3J 31 3J 3i—1
> ?:()my'ﬂ'—10(37_2+1)Jr6(37_2+1)—q‘3“r3pl+4—8+i
(j+1)374+1-43+1) @ -4)+332-8-1)+4 s
> ‘ _ : — 8+ —
RY 3 3

, 8
_ T—2—j ;o _
= 3 (365 —19) — 8 + 51 > 1L
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Se 7 = 3 entao . 50
STZ(T+1)4—§—8+3—T>2

e temos o Lema 4.21.
Se 7 =2 entao mg = 2 ou mj +mi =100 e

(mg +mi—4) —q5 —3p —4

s1 = 4+ 3
> 44 96 —-23—-21—-4 _ 9.
3
Podemos construir 2 elementos secundarios no nivel exatamente 2 pelo Lema 2.10 (ii) e
ainda nos restam 14 secundarios no nivel 1. |
37L.7-3, se T=3

Lema 4.23. Seqy > eqr = 37 2.2+1 entdo € possivel construir

19,5 7 =2
um elemento primdrio no nivel .

Demonstracao. Temos que my =37 3-8+ 1ep; =37 2-7—1. Além disso,

(m0+m1—37_3-8—1)—q0—3p1—4

s1 = (377841 +

3
37-84+1-33.8-1)—(31t.8-4)-3(32.7-1)—4
= 371.97+2>4(372.2+1),
para2<j<7—let>=3:
J T—2
' izomj,i—4(3 2+1) q0+3p1+4 8
S5j 2 3 - 3 — 843
- G+1)3"-4+1-4(3"2-2+41) (3 '1-8—-4)+3(32-7—1)+4
= 3 B 3
8
—8+3j_1
; 8
T—2— :
= 3 ](36]—17)—8—%%213,
53 8
st(r+1)4—§—8+37_1>2
e, para 7 = 2:
(m0+m1+m2)—q0—3p1—4 16
So = -
9 3
109 —20-18—-4 48
> - — > 2.
9 9

(i) Se 7 = 2 entao p; = 6, s; = 12 com ¢ = 3 e s, > 2. Formamos trés conjuntos
disjuntos com 4 secundarios de pelo menos duas cores distintas e 2 primérios no
nivel 1. Cada conjunto desse nos da 1 primério no nivel 2 pela Proposicao 2.20. O
resultado segue pelo Lema 2.16.
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(i) Suponha 7 = 3 entao p; > 372-7—1,5 =>4(372-2+1)com ¢ = 372-2+1,
sjz4,para2<j<Tt-—1es.>2.

Aplicamos o Lema 2.7 (ii) para produzir 372 — 1 elementos primérios no nivel 2,
nos restando 2(37 2 -2 + 1) primérios no nivel 1. Formamos 372 -2 + 1 conjuntos
disjuntos com 4 secundarios de pelo menos duas cores distintas e 2 primérios no
nivel 1. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto desse produz 1 primario no nivel 2.
Assim,

3727 —-1-2(3"72.2+1)

3

Aplicamos o Lema 2.7 (ii) para produzir elementos primarios no nivel maior até que
nos restem 6 primdrios no nivel em questao. Formamos dois conjuntos disjuntos
com 3 primarios e 2 secundarios. Cada conjunto desse produz 1 primario em um
nivel maior pelo Lema 2.16. Assim,

p2 = +(37%2+1)=3""1

37——j+2 -6 )
Pz g+ 2= SN

e temos p, = 3. O resultado segue pelo Lema 2.16. m
37L.7-3, se T=3

19,se 7 =2
um elemento primdrio no nivel .

Lema 4.24. Se ¢y = e qi <3722 entdo € possivel construir

Demonstracao. Nessas condigoes temos

me=3"1.241-32.2=3"2.52+1

pp =327 —1.
caso 1: Suponha m; =37 2-4+ 1. Como ¢; < 3™ 2.2, temos pelo menos 37 2.2+ 1
elementos da mesma cor no nivel 1.

1.1) Se os m; — 372 - 2 elementos no nivel 1 que tem as mesma cor sdo da cor 0 entdo
u(g) <372 2e

372.28+5 (372.52+1)— (37 1-8—4)
3 B 3

<t<me+372-2—(37-44+1),

ou seja,
37+ B<t<my— (37 234+ 1),

com 3 =1,se T =2 e =2 caso contrario. Como ig(.#y) = mg— (3771-8 —4) >
mo — (3772 - 34 + 1), existem pelo menos 3772 - 10 + 5 elementos da cor 0 que nio sao
da forma {;} (mod 9). E existem, pelo menos, 3773 - 28 + 1 elementos da cor 0 que sao
da forma {;} (mod 9). Pela Proposi¢ao 2.22, podemos construir 372 - 2 + 1 elementos
secundarios no nivel exatamente 1 que nao tem cor 0. Assim,

me=3"2524+1-3(3"2-2+41)=3"2.46 -2,



Capitulo 4. Pares de formas de grau 37 - 2 64

mf =32 44+14+(3"2-2+1)=3""1.2+2,

37173, se 7=3
ko T—2 * o~ ) =
q1/3 2+1eq0/{197 se T =29
Vamos verificar o limite inferior de ¢&. Inicialmente tinhamos io(.#y) = 372-28 +5 e
3717 -3<qo <3 '-8—4. Apos a construcio dos 372 -2 + 1 elementos secundérios
no nivel 1 ficamos com i%(.#) = 37222+ 2 > gy e as outras trés cores ainda somam .

Basta mostrar que s; > 4(372-2+1),s; >4, para2 < j<7—1,es, =2parao
resultado seguir como no Lema 4.23. De fato,

my —qy — 3p1 — 4

S1 = m’f—i—

3
T 1-2(372.24+1)— (371242
(318 —-4)+3(32-7-1)+4
3
377%.354+2>4(37%-2+1)
e,paraT=>3e2<7<T17—1,
G > DhambAETONY gednid o 8
BY 3 31
- gzomj,i—6(37_2-2+1)_q§+3p1+4_8+ 8
- 37 37 351
- (J+1)37-4+1-3"1.4-6
(3 1-8—4)+3(32-7T-1)+4 g 8
B 30 BT
. 22
= 377125 - 7) -8+ = > 0.
RY
Se 7 = 3 entao 19 -
STZ(T+1)4—§—8+§>2.

E para 7 = 2, se my < 1 entao

(m§+mf—8)—q0—3p1—4
3
(108 —14) ~20 18 —4
3

Entao podemos construir 2 elementos secundarios no nivel exatamente 2 pelo Lema 2.10
(ii), nos restando 20 secundérios no nivel 1 com ¢ > 3.

81>8+

> 8+ 25.

1.2) Se 0s my; —372-2 elementos no nivel 1 que tém a mesma cor sao de cor diferente de 0,
ainda temos t > 37 3-28 + 1. Entéo, pela Proposicao 2.21, podemos construir 37 2-2 41
secundérios de cor 0 e nivel exatamente 1. O resultado segue analogo ao caso 1.1.
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caso 2: Suponha m; < 37?4, entdo u(g;) < 372 - 4,

me=>3"-8—3"2.44+1=3"2.68+1

) (M) =37 2-684+1—(371-8-4)=3"2.44+5.
Logo,

Tz'gﬂ<t<mo+3f2-4—(3ﬂ4+1),
ou seja,

3744 +2<t<mp— (37 2-32+1).

Como ig(Ay) = mo— (37718 —4) > mg— (37234 + 1), existem pelo menos 3772-8+5
elementos da cor 0 no nivel 0 que nao sao da forma {;} (mod 9). E existem, pelo menos,
373.44+2 elementos da cor 0 no nivel 0 que sdo da forma {;} (mod 9). Pelas Proposi¢es
2.21 e 2.22, podemos construir 372 - 2 + 1 elementos secundarios no nivel exatamente 1
e cor 0 e outros 3772 -2 4+ 1 secundarios no nivel exatamente 1 e cor diferente de 0,
respectivamente. Assim,

mi=>3"2-68+1—-6(3"2-2+1)=3"2.56—5,
mi>2(37%-2+1),

371.7-3, se 7>=3

ko T—2 ko
=324 1 e %/{ 19, se 7 =2

De fato, inicialmente tinhamos ig(.#) > 3"2-44+5e 371 7T—-3 < gy <371-8—4.
Apoés a construgio dos secundarios no nivel 1 ficamos com i (#) = 3772-32 -1 > g e
as outras trés cores ainda somam ¢q.

Para 7 > 3, basta mostrarmos que s; > 4(3772-2+1),s; 24 (2<j<7—1)es, = 2.
De fato,

iy *_2(372.241)—qF —3p; — 4
s > 2(37_2'2+1)+m0+m1 ( +1)— ¢ —3m

3
. 37_2_4+2+37-8+1—6(37‘2-2+1)—(37_1-8—4)—3(3T_2-7—1)—4
- 3
2
= 3T*2-4+2+37*2-5—§>4(3T*2+1),
para2 < j <71 —1,
s > z‘v=0m;‘—i_4(3T*2'2+1)_QS+3P1+4_8+ 8
Iz 30 37 3i-1
- Zgzomj_i—8l(37*2-2+1)_q5‘+3p1+4_8+ g
37 39 375—-1
- (G+1)37-4+1-83"2-24+1) (3 1-8-4)+332-7-1)+4
= 37 N 3
8
—8+F

‘ 20
= 377%79(365 —25) — 8 + 5 =9
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61 20
5r = (T+1)4—§—8+3—T >1,2.

SeT=2eqy>=1,entdo p; = 6 e my = 2. Se my > 4, entao construimos 2 elementos
primarios no nivel 2 a partir dos priméarios no nivel 1 e 4 secundarios no nivel 1 (pois
s1 = 8, como vimos acima), pelo Lema 2.16. O resultado segue pela Proposigao 2.20.
Caso contrario, 2 < my < 3, temos my + my = 109 — 3 = 106 e, consequentemente,

106 —20 — 18 — 4
812 3 > 21.

Podemos construir 2 secundéarios de nivel exatamente 2 nos restando 16 no nivel 1. Caimos
no caso anterior.

Agora, vamos supor 7 = 2, ¢; < 2 e qgo = 0. Apos as construcoes de secundarios de
cores distintas feitas acima, temos mg + mj > 91 — 12 = 79,

(m§ +m} —6) —q5 —3p1 — 4

$1>6+

3
> 6+ 73_203_18_4 > 16.
E, caso mge <1, mg +mj =108 -12 =96 e
s > 64 90—203—18—4 _99
Podemos construir 2 elementos secundarios no nivel exatamente 2 pelo Lema 2.10 (ii) e
ainda nos restam 16 secundarios no nivel 1. Logo, temos o Lema 4.23. |

Quando 7 = 2, os casos a serem analisados terminam com esse tltimo lema, pois o
menor valor para g ¢ 3%2-2+1 = 19, segundo o Lema 1.2, e ja foi considerado nos tltimos
dois lemas. A partir daqui temos 7 > 3.

Lema 4.25. Se7 >3, q0=3"-2+1 e q = 37! entio € possivel construir um elemento
primdrio no nivel .
Demonstragao. Temos que mq = 37724, p, =>37"1-2e

(m0+m1—37*2-4)—q0—3p1—4

s1 = (37%-4)+

3
- (BT,2_4)+(37-8+1—3T—2-4)—(3T—1-7—4)—3(37—1-2)—4
~ 3
1
— 3T—3-41+§>4-3T—1,
para2<j<717—1:
Jj T—1
, ioMj—i —4-37" q+3p+4 8
5 2 37 3 8+ 34
(G+1)37-44+1—4-371 (37 1.7-4)+3(31.2)+4 8
> 4 — . -84+ —
37 37 3i-1

. 25
= 3719(125 —5) — 8 + 7 = 13
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17 25
sr = (T+1)4 3 8+3T>2.
Formamos 37! conjuntos disjuntos com 4 secundérios de pelo menos duas cores distintas
e 2 primarios no nivel 1. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto desse produz 1 primério
no nivel 2. Assim, py > 37!, Como s; > 4, para 2 < j < 7—1, e s, > 2, procedemos

analogamente & demonstracao do Lema 4.23 caso (ii). |

Lema 4.26. Se7 >3, qo=3"-2+1 e q = 372 entdo ¢ possivel construir um elemento
primdrio no nivel .

Demonstracdo. Temos que p; =37 1-2e

(mo+my) —qo —3p1 — 4
3
(37-8+1)— (371 7—4)—3(371-2) -4
3

A\

S1

A\

1
37*2-11+§ > 33.

Aplicamos o Lema 2.7 (ii) para produzir 372 - 2 — 2 elementos primarios no nivel 2, nos
restando 6 no nivel 1. Formamos dois conjuntos disjuntos com 3 primarios e 2 secundarios
no nivel 1. Pelo Lema 2.16, cada conjunto desse produz 1 primario no nivel 2. Assim,

31.2-6

+2=3"2%.2
3

P2 =

Temos também mq =373 -4 e

Z?=Om2_i_37—3.4 _ qo + 3p1 +4 _E

S92 Z 3T_3'4+

32 32 3
- 4+?f+1-4+1—?f—3-4_ (31 7—4)+3(3712)+4 16
~ 9 9 3

2
= 3T*4-53—5—§>3T*2-4.

Formamos 372 conjuntos disjuntos com 4 secundérios de pelo menos duas cores distintas
e 2 primérios no nivel 2. Pela Proposicao 2.20, cada conjunto desse nos d& 1 primario no
nivel 3. Assim, p3 > 372

Vamos mostrar que s; = 4, para3 < j < 7—1e7 >4, es; > 2. Daio resultado
segue analogo a demonstracao do Lema 4.23 caso (ii). De fato, para3 <j<7—1le7T >4
temos

Jj T—2
, ioMj—i —4-37" q+3p+4 8
5 2 37 3 8+ 34
(G+1)37 4414372 (37 1.7-4)+331.2) +4 8
> ‘ — . -8+ —
37 3J 37-1

. 25
= 377279(365 —7) — 8 + 5 > 25
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43 25
sy = (14 1) 5 3"

[ |
Lema 4.27. Se7 >3, g =3 -24+1, 1 <31 —1eq <3 2—1 entio é possivel

construir um elemento primdrio no nivel .

Demonstracio. Nessas condicoes, temos p; = 3771 - 2,

me =3 241 -3 -1)=3"1.17+2

mo+my =37 -10+1—(372—1)=3"2.89+ 2.

caso 1: Suponham; =37 1.2—1. Como ¢; < 37 ' —1, temos pelo menos 3" ! elementos
da mesma cor no nivel 1.

1.1) Se os m; — 3""! + 1 elementos no nivel 1 que tem as mesma cor sao da cor 0 entao
u(gr) <371 —1le

3711046 (371 17+2)— (37T —4)

; — ; <t<me+3" 1 —1-(3"-4+1),

ou seja,
32 10+2<t<mo— (371114 2).

Como ig(Ao) = mo— (37 1-7T—4) > mg— (37111 +2), existem pelo menos 37! -4+ 6
elementos da cor 0 que nao sao da forma {;} (mod 9). E existem, pelo menos, 372 -
10 + 2 elementos da cor 0 que sao da forma {;} (mod 9). Pela Proposicao 2.22, podemos
construir 37! elementos secundérios no nivel exatamente 1 que nio tem cor 0. Assim,

me =371 17+2-33") =31 1442,
mi>3"1.2-14+3"1=3 -1,
=31 e ¢ =3 -2+1.
Vamos verificar o limite inferior de ¢&. Inicialmente tinhamos ig(#p) =37 '-10+6 e

37T-24+1<qo <37 1-7—4. Ap6s a construcao dos 37! elementos secundarios no nivel
1 ficamos com i%(#) = 371 -7+ 6 = qo e as outras trés cores ainda somam .

Basta mostrar que s; >4-37"!, s; >4, para2 < j <7—1, e s, > 2 para o resultado
seguir como no Lema 4.25. De fato,

mg — qy — 3p1 — 4
m*+ 0
! 3

37 8+1-2-37 1 (37 —1) (371 7T-4)+3(3 -2 +4
3 3

A\

S1

> 3N -1+

1
= 3 '.5-->4.3"1
3 )
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para2 < j<71—1,

¥ ® T—1 *®
' i—oMj—; —4-3 qo +3pm +4 8
5 2 3 - 3 —8t oo
. g:omjfi'_6'3T_1_QS+3P1+4_8+ 8
3 3 3i—1
L A 4+1-32
7L —4)+3(3771-2)+4
! R b .
3J 3i-1
. 25
= 371125 —-7) -8+ = >9
37
¢ 19 25
sp2(rH DA 5 -84 > 2

1.2) Se os m; — 37! + 1 elementos no nivel 1 que tém a mesma cor sdo de cor diferente
de 0, ainda temos ¢t > 37 2-10 + 2. Entdo, pela Proposicao 2.21, podemos construir 37 !

elementos secundarios de cor 0 e nivel exatamente 1. O resultado segue analogo ao caso
1.1.

caso 2: Suponha m; <37 1.2 —2 entdao u(g;) <37 1-2-2,

mo=3"2.80+2—-(371.2-2)=3"2.83+4

) (M) =372-834+4— (371 7T—-4)=3"2.62+8
Logo,

%<t<mo+371-2—2—(37-4+1),
ou seja,

37.62+3<t<mg— (37110 +3).

Como io(Ay) = mog— (371 -7 —4) > mg — (371 - 10 + 3), existem pelo menos 37 + 7
elementos da cor 0 no nivel 0 que nao sao da forma {;} (mod 9). E existem, pelo menos,
3773.624 3 elementos da cor 0 no nivel 0 que sao da forma {;} (mod 9). Pelas Proposicoes
2.21 e 2.22, podemos construir 37! elementos secundarios no nivel exatamente 1 e cor
0 e outros 377! secundarios no nivel exatamente 1 e cor diferente de 0, respectivamente.
Assim,

me=>3""2.83+4—6-3"1=3""2.65+4,

m} =237 1
¢ =3""e gt =3+2
De fato, inicialmente tinhamos ig(.#y) = 3" 2-62+8 e 3" +2 < qo < 37 1-7—4. Apos

a construgao dos elementos secundarios no nivel 1 ficamos com i%(#4y) = 37 2-44+8 > q
e as outras trés cores ainda somam ¢.
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Basta mostrarmos que s; > 4-37"' 5, >4 (2<j <7-1) e s, = 2. De fato,

& *® _
B T ek ke

3
T—2 _ =1, 7 _ _ T—1 _
g, B A (3T 4) 3@ 2) 4
3
T—3 4 T—1
= 3>y
para2 < j<71—1,
J * T—1 *
' i:()mjfi_él'g q0+3p1—|—4 8
S 2 3 - 3 “8+ 3o
2 Zg=0mj,i'—8'37_1_q3+3p1+4_8+ 8
37 37 371
(G+1)37-4+1-8-37"1 (37 1.7—4)+3(3 1 2)+4 8
= . — : — 8+ —
RY 3J 3i-1
. 25
= 3 =3)~8+ 5 >0

25
sT>(r+1)4—15+3—T>1,9.
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