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Resumo

Os calculos de Substituigbes Explicitas (CSEs) sao variagoes do calculo A que especi-
ficam de maneira concreta a operagao de substituicao, definida de maneira implicita no
calculo \. Estes calculos estendem a linguagem do calculo A de maneira a atomizar os
passos envolvidos numa aplicacao concreta da operacao de substituicao.

Este trabalho abordara a propriedade de expansibilidade em alguns CSEs que pode-
mos dizer que seja uma investigacao do passado de um termo. Esta propriedade é inte-
ressante quando este passado nos revela um termo puro, ou seja, um termo pertencente
a linguagem do célculo \. Para isso fez-se necessério estudar varias outras propriedades,
como a simulacdo da regra  do cdlculo A, a correcao da regra (B) no Av-célculo e, a
propriedade de Projecao do Av-célculo e do Ao-céalculo.

O objetivo é estudar o problema de expansao no Ao-calculo, e para isso observamos os
resultados de Ariel Arbiser no Av-calculo, em que o Teorema de Scott foi uma ferramenta
crucial.

Palavras-chave: Expansibilidade, Calculos de Substituicoes Explicitas, Teorema de
Scott.



Abstract

Calculi of Explicit Substitutions (CSEs) are variants of the A calculus which specify
concretely the substitution operation, defined implicitly in the A calculus. These calculi
extend the language of A calculus in order to atomize the steps involved in the practical
application of replacement operation.

This work will discuss the expansion property in some CSEs, that it is an investigation
of the past of a term. This property is interesting when it discloses a past term pure, i.e.
a term belonging to the language of A calculus. For this it was necessary to study several
other properties, such as the simulation of rule 5 of A\ calculus, the correction of the rule
(B) in Av-calculus and the property projection of Av-calculus and the Ao-calculus.

The goal is to study the expansion problem in the Ao-calculus and verify the
aplication of the results of Ariel Arbiser in the Av-calculi, in which the Scott Theorem
was a crucial tool.

Keywords: Expansion, Explicit Substitutions Calculi, Scott Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

O calculo A, desenvolvido por Alonzo Church, surgiu na década de 30, definido como
um mecanismo algoritmico para computar fungoes numéricas. Kleene e Rosser demons-
traram que todas as fungdes recursivas podem ser representadas no calculo A\ [8]. E
uma das principais operagoes deste calculo é a operacao de substituicao chamada de (-
conversao, que consiste em aplicar uma expressao (considerada como uma fungio) a outra
expressao (considerada como um argumento).

Os célculos de substituigoes explicitas (CSEs), extensoes do calculo A, foram criados
e estudados com a idéia de concretizar a operagao de substituicao, que é em geral consi-
derada implicita no processo da f-conversao. Em substituicoes explicitas esta operacao é
promovida a uma linguagem de estudo, tornando-a assim um novo operador especificado
concretamente sobre uma determinada linguagem, extensao do calculo A. Propriedades
do calculo A devem ser preservadas e propriedades operacionais da substituicao sao entao
estudadas matematicamente.

Este trabalho abordara a propriedade de expansibilidade em alguns CSEs, que é dado
N, sobre a linguagem estendida de um CSE, obtemos um termo puro M, tal que M é
“simplificado” em N. Esta propriedade ¢é interessante quando o termo M é puro, ou seja,
o termo obtido pertence a linguagem do célculo .

Nosso objetivo é estudar a propriedade de expansibilidade no Ao-célculo observando
alguns resultados de Ariel Arbiser [3] para o Av-célculo, e tentar obter critérios para um
subconjunto do Ao-célculo para o qual a propriedade possa ser valida. O Teorema de
Scott sera a principal ferramenta para atingir os nossos objetivos, assim como foi no caso
de \v feito por Ariel Arbiser.

Este trabalho utiliza como principal fonte de referéncia o trabalho de Ariel Arbi-
ser, principalmente na estratégia utilizada para provar os resultados de expansibilidade
no Av-calculo. Para o Ao-calculo ainda nao foi provada a decidibilidade em relacao a
expansibilidade, possibilidade que conjecturamos que seja indecidivel.

Especificamente nossa contribuicao foi:

a) provar a propriedade de simulagdo e corre¢ao do Ax-calculo;

b) aprofundar nas provas das propriedades de simulagao e corregao do Av-célculo, como
também na de indecibilidade da expansao deste calculo, feitas por Ariel Arbiser;

c) fazer, com um pouco mais de detalhes, a prova da propriedade de simulagdo da
[-contragao para o \o-calculo;



d) demonstrar que as relagbes — e =), sao indecidiveis;
Ao

e) provar os Corolarios 12 e 13, e a Proposicao 12, do Ao-célculo, que usam as relagoes

— € =)o,
Ao

f) e por fim, esquematizar os passos de uma possivel prova de indecibilidade da ex-
pansao do Ao-célculo.

O trabalho esté organizado nos seguintes capitulos:

e Capitulo 2: As generalidades e as notacoes iniciais que usaremos durante o traba-
lho se encontram neste capitulo. O célculo A\ é apresentado no formato de nomes e
no de numerais de de Bruijn. E o A\g-cdlculo, também é introduzido neste capitulo,
para observamos como funcionam as propriedades de simulacao e correcao.

e Capitulo 3: Os CSEs sao divididos em se¢oes diferentes, onde cada secao principal
apresenta um CSE. Colocamos a aplicacao das propriedades de simulacao, de cor-
recao e de projecao neste capitulo nos CSEs. Sendo a simulagao valida para todos
os calculos apresentados, a correcao valida somente para os calculos Ax e \v; e a
projecao valida para os calculos Av e A\o.

e Capitulo 4: Encontramos aqui o estudo da expansibilidade nos CSEs, como os
resultados obtidos por Ariel Arbiser com relagao a indecibilidade de Av. Temos
aqui também o Teorema de Scott. Dividimos este capitulo nas secoes:

1. Sistemas de numerais, onde colocamos conceitos de valores booleanos, de
pares e de numerais padrao.

2. Decidibilidade, onde se encontram o Teorema do Ponto Fixo, o Teorema de
Scott e resultados de indecibilidade no céalculo .

3. Expansibilidade, aqui se encontra o estudo da expansao do Ax, a indecibi-
lidade do Av-calculo e a nossa maior contribuicao que sao os resultados de
indecidibilidade de algumas relagoes do Ao-célculo.

e Capitulo 5: A conclusao com respeito ao trabalho é feita falando das dificuldades
encontradas para provar a indecibilidade do Ao-cédlculo, que ainda esta em aberto.
E de possiveis passos para alcancar tal objetivo. Além disso, apresentamos também
os resultados obtidos pelos autores das referéncia estudadas.



Capitulo 2

(Generalidades e notacao

Introduziremos neste capitulo as notagoes que iremos usar durante toda a dissertacao,
sendo importante para consulta em capitulos posteriores.

Veremos, neste capitulo, elementos basicos de sistema abstrato de reescrita, o calculo
A e o Ag-cdlculo. Sendo o Ap-cdlculo nao tao importante quanto os demais assuntos
abordados neste capitulo.

2.1 Elementos Basicos

Introduziremos nesta secao uma nocao béasica de sistema abstrato de reescrita como
também de reducao, de confluéncia e de normalizacio. Para maiores detalhes veja |7, 10]
e [4].

Definicao 1 (ARS) Um “Sistema Abstrato de Reescrita” (ARS) é um par (R, —g) onde
R € um conjunto cujos componentes sao chamados de objetos ou elementos e —r uma
relagao bindria sobre R, onde (u,v) €—pr € denotado por w —g v e diz-se que u reduz
para v. R pode ser eliminado de — g se nao houver dificuldade de entendimento.

Uma sequéncia de reducoes u; — us — ug — ... é chamada de uma derivacao
comecado com u;, nao sendo necessariamente uma sequéncia de reducoes infinita. Nos
chamamos de grau da derivacao o ntimero de reducgoes, 0 ou mais, finito ou infinito.

Para qualquer reducao — g nés usamos:

~ + ..
1. — g para denotar uma etapa de R-reducao, — g para seu fecho transitivo, —» para
R
seu fecho reflexivo transitivo, =g denota o fecho de equivaléncia de —z e g+ de-
nota a relagao inversa de —g.

2. Se M — N diremos que N R-expande para M, e que M é uma expansao de .
R
3. Se M =g N, diz-se que M R-converte ou é R-conversivel em N.

Defini¢ao 2 Dado (R,—) um sistema de reescrita, um elemento uw € R é denominado
wrredutivel se nao exriste nenhum v € R tal que u — v; no caso contrdrio, € denominado
redutivel.



Definicao 3 Uma reducao — € chamada terminante se somente se nao existe sequéncia
de reducoes infinita u; — us —> Uz — .. ..

Exemplo 1 Considere a relacao de reescrita — sobre N definida por n — m sse n =
m + 7. Os inteiros 0 < n < 6 sao irredutiveis e todo n > 7 € redutivel. — € terminante.

Definicao 4 (Normalizagao) Dado (R,—) temos:

1. uma forma normal é um elemento de R que € irredutivel, i.e. um elemento u € R
tal que nao existe v € R com u — v;

2. a relagao de redu¢io — ¢é fortemente mormalizante (SN), terminante, ou
noetheriana, se para toda sequéncia de reducao comecando de u € R € finita;

3. para u,w,v € R usaremos (— o «) para denotar u — w « v e usaremos também
(«= 0 =) para denotar u « w — v;

4. dados u,v € R sao denominados juntdvets se existe um w € R tal que u — w « v.
Para denotar que dois termos u, v sao juntdveis usar-se-d a sequinte notacao: u | v.

Como ja mencionado na introducao, os CSEs sao uma extensao do calculo A. E vamos
definir a forma normal de um termo que pertence a um CSE.

Definicao 5 Dado A\¢-cdlculo, um CSE, diremos que a forma {-normal de um termo
M € A¢, representado por £(M), significard a forma normal do termo M usando as regras
do A¢-cdleulo.

Definicao 6 (Confluéncia) Um sistema de reescrita (R, —) é confluente, ou Church-
Rosser (CR) sse

((-HO—»)Q(—»O(—H),

Observacao 1 A definicao de confluéncia significa que para todo u,v,w € R com v «
u — w, eriste algum r € R com v — r « w (ou simplesmente v | w). Note que
1 = (= o «); consequentemente, a confluéncia pode ser expressa da seguinte maneira

4]

(o—=)C

Definicao 7 (Confluéncia Local) Um sistema de reescrita (R, —) € localmente con-
fluente (ou local confluente), ou fracamente Church-Rosser (WCR) sse

(«o0—)C|.
Diz-se que (R,—) tem a propriedade de diamante se

(«~0—=)C (—o+¢)

W



2.2 0O Calculo )\

Estudaremos nesta secao o céilculo A, que é importante para os capitulos posteriores,
pois este calculo é a base dos CSEs e pela aplicacao do Teorema de Scott, assuntos que
veremos em capitulos posteriores. Veremos a sintaxe do calculo A na notagao de nomes,
a regra [3, a sintaxe na notacao de de Bruijn e nocao de simulacao, correcao e o projecao.
Nas referéncias [4, 6, 8] e [11] podem ser encontrados mais detalhes sobre o calculo A.

Defini¢ao 8 (A-termos) O conjunto de termos do cdlculo A cldssico, denotado como A,

€ descrito pela sintaze:
M:=xz|(MM)|(Ax.M)

onde x varia ao longo de um conjunto enumerdvel de varidveis X As letras M, N,O, P, ...
serao usadas para representar A-termos.

O termo da forma (M N) é chamado de uma aplica¢do, com a interpretagao pretendida
de “uma funcao M aplicada ao argumento N”; um termo da forma (Ax.M) é chamado
de uma abstracao, com a interpretagao pretendida de que “a fungao susbtitui argumentos
para o parametro x no objeto M.

Nesta estrutura faz-se necessaria a nogao de varidveis livres (F'V') e varidveis ligadas

(BV).

Defini¢ao 9 (Variaveis livres e ligadas) O conjunto de varidveis livres de M, deno-
tado por FV (M), é definido por:

FV () = {z},
FV(MN) = FV(M)UFV(N),
FV(Az.M) = FV(M)\ {z}.

A waridvel x no termo \x.M € dita ligada. O conjunto de varidveis ligadas de M,
denotado por BV (M), é definido por:

BV (x) = 0,
BV(MN) = BV(M)UBV(N),
BV(\z.M) = BV(M)U/{z)}.

Defini¢ao 10 (Sub-termo) Para todo par de termos M e N, M é um sub-termo de
N, denotado por M C N, se somente se M € Sub(M) onde o conjunto de termos de
Sub(M) € definido como abaizo:

Sub(z) = {z}
Sub(M N) = Sub(M)USub(N)U{(M N)}
Sub(Ax.M) = Sub(M)U{\z.M}

A seguinte convencao de variavel é adotada: os nomes de variaveis livres e ligadas
nao coincidem, além do mais, variaveis ligadas distintas tém nomes distintos. Igualdade
sintatica moédulo renomeamento de variaveis ligadas é expressa usando o simbolo “=".

Nomes de variaveis ligadas sao irrelevantes. Por exemplo, Az.x e A\y.y representam o
mesmo A-termo. Esta correspondéncia é denominada a-conversao.

3



Um termo M {z <— N} denota a substitui¢ao atomica das ocorréncias livres da variavel
x em M por N.
A regra 3 do célculo A esta definida como:

(Ae.M)N —5 M{x < N}

onde Az.M (um A-termo, formado pelo simbolo A e pela variavel de abstragao x) de-
nota uma abstracao com corpo M. Essencialmente, a idéia é aplicar um objeto funcional
(Ax.M), cujo parametro formal é x, ao argumento N. A notacao M{x <— N} denota o
termo resultante da “substituicao simultanea de todas as ocorréncias livres de x em M
por N”.

Exemplo 2
(Azy.x)N —5 (A\y.x){z < N} = Ay.(x{z < N}) = A\y.N.
Sey € FV(N) entao fazemos um renomeamento de varidveis.

O termo (Ax.M)N é chamado de f-redex e o seu contractum ¢ M{zx <~ N}. A
aplicacao da regra $ em um passo é chamado de 5-contracao.

-

Defini¢ao 11 Sejam M, N \-termos, e x uma varidvel. A substituicao M {x < N} é
definida indutivamente sobre M da sequinte forma:

1. z{x < N} = N,

2. y{z <+ N} =y, sex #vy,
3. (My Mo){x < N} =M {x < N} My{z < N} e

4. Ay M) {x <+ N} =X y.M; {x + N}.

Quando houver a possibilidade de captura de variavel livre pelo A, sempre podemos fazer
o renomeamento de varidvel por meio da a-conversao.

2.3 A Notacao de Bruiymn

A notagao inventada pelo matemético holandés N.G. de Bruijn usa nimeros naturais
no lugar de letras. Assim, na definicao de A-termos os parametros que ocorrem no corpo
de um termo sao reduzidos para ntimeros naturais que identificam o simbolo A [11]. Por
exemplo:

(A(A2)) é equivalente a Azy.x



Definicao 12 O conjunto Agg de A-termos na notacao de de Bruiyn € definido induti-

vamente como:
M,N :=n| (M N) | (AM)

Y

tal que n € N*.
Formalmente, os termos na notacao de Bruijn sao definidos indutivamente como o
conjunto minimo tal que:

1. todo nimero natural (menos o zero) é um termo (varidvel)
2. Se M e N sdo termos, entdao (M N) é um termo
3. Se M ¢é um termo, (AM) é um termo e () é definida por:

(AP) Q) = P{1L + Q}

onde:

n se n<m

n{m + N} =< n—1 se n>m

renomear,1(N) se n=m
(My; My){m <~ N} = (Mi{m < N} My{m < N})
AM){m < N} = (AM{m+1 - N})

J se j <1
renomeary, ;(j) =

j+tm-—1 se j>i
renomear, ;(Ny Ny) = (renomear,, ;(N1) renomear,, ;(N2))

renomear,, ;(AN) = (Arenomear,, ;+1(N))

O exemplo a seguir mostra como funciona a notacao de Bruijn. E abreviaremos nele a
aplicacao renomear para ren.



Exemplo 3

(Ar((Azs(u I))i((ﬂ/\v(w o))y = ((A((A(A(4 2))1(6(/\@ 1)1))1)
(Ar((As(u @) {z  ((w(w v) Ny = (MA@ 2){1 < (AM3L) D} 1)
(Ar(As(u ) {z « ((Av(w v)) 1))y (AMA(42){2 « (:(/\(3 1)1)})1)
(s {z  ((w(w o)) ) (AA4{2 < (A3 1)) D}Zz{z < ((AM31)1}) 1)
ez ((o(wv)) r)}))) y =

(Ar(As(u (Mo
18 LB
(Ar(As(u ((w ) {v < 11)))) y = (AAB (4 1){1+2}))) 1)

Mr(As(u (w{v+r} v{v<r})))y

Orioute (a )y - (0@ @2 1
(st (0 D) 1) - (@ @)L 1)
(s () {r 1)) (A3 (32)){2 1)
(stufr g} () ) (B2« 1) @22 D)
(s(u{r <y} (w{r <y} r{r < yh) (N2 (3{2 « 1 })2(2 1))
(A2 (2 rens (1))
(sl (w0 9))) - (A2 (22))

Existe uma simples tradugao entre A-termos e termos na notagao de de Bruijn (observe
que termos a-congruentes resultam no mesmo termo na notac¢ao de Bruijn):

DBz (x1,...,%,) =1, se 7 ¢ o minimo tal que x = x;

DB(AxzM) (z1,...,z,) = (/\DB M (z,x1,...,2,))

DB(M N) (x1,...,2,) =(DBM (x1,...,2,) DBN (21,...,2,))
Defini¢ao 13 (Contexto) Um contexto C' é termo contendo um ou mais buracos em
determinadas posicoes, isto €, gerado pela sintaxe:

C:=0[(CN)[(NC)[(CC)](AC)

tal que N € um termo pertencente ao cdlculo A ou a um CSE.

8



2.4 Simulacao, Correcao e Projecao

Nesta secao introduziremos as propriedades de simulacao, correcao e projecao. Estas
propriedades serao o ponto chave para provas de lemas e corolarios mais a frente.

Para as defini¢oes abaixo assumimos que \¢-calculo seja um CSE.

A propriedade de simulagao ¢ a aplicacao das regras de um A¢-cdlculo a um termo
M € A, reduzindo a um termo N € A, tal que a regra § ¢ simulada neste calculo.

Definicao 14 (Simulagao) Dados M, N € A tal que M —3 N entao M i>,\5 N.

A propriedade de correcao é a aplicagdo da regra [, em um ou mais passos, a um
termo M € A, reduzindo a um termo na forma normal £(N’).

Definigao 15 (Corregao) Dado M € A e N € A¢ tal que M —,, N entao M > E(N).

Observacao 2 A propriedade de correcao também pode ser expressar como:

Dado M € A e N € A¢ tal que M —», N entao M =5 §(N). Pois se vale
M - €(N) = M =5 (V)]

A propriedade de projecao é a aplicacao da regra 3, em um ou mais passos, de uma
forma normal £(M), com M € A¢, reduzindo a um termo N’ = (V).

Definicao 16 (Projecao) Dados M, N € A¢ tal que M —y, N entdo §(M) > E(N).

2.5 0O )Mg-calculo

Introduziremos o Ag-calculo |2], para estudarmos o estilo de prova da propriedade de
simulacao e correcao, e usarmos em célculos subsequentes. As Proposicoes 1 e 2 e o
Corolario 1 sao da referéncia [2|, os quais provamos com mais detalhes nesta secao.

Definicao 17 O Ay-cdlculo € definido com a mesma sintaxe do cdlculo \, onde a regra
B € substituida pelas quatro regras abaixo:

(Avarl) (A\x.x)M — M

(Avar2) (Ax.y)M — Yy, sex FYy

(Aapp) (Ae.PQ)M — — (Az.P)M((Az.Q)M)

(AA (Az.(A\y.P))M — My.(Az.P)Msex #y ey & FV(M)

A convengao usual sobre varidveis aplica; p.ez., na regra (A\), sey € FV(M), entdo
um renomeamento da varidvel y em P € aplicado. A compatibilidade sobre Ny € definida
da sequinte maneira: se M —, M’ entio MN —, M'N,NM —\, NM" e o.M —,,
Ax. M.



2.5.1 Simulacao e correcao

Veremos que o Ag-célculo possui a propriedade da simulacao da g-reducao, e a pro-
priedade de corre¢do com respeito a =g|2|. Apesar do A\g-calculo ndo ser um CSE vale a
propriedade de simulacao e correcao.

Proposigao 1 (Simulagao) Se M —3 N entdo M ib\@ N.

Prova. Faremos a prova por inducao sobre a estrutura de M. Usaremos as siglas BI,
para base de inducao, e HI, para hipdtese de inducao.
Entao segue:

o se M = (\x.U)V —3 U {x < V}, entao os seguintes casos podem ocorrer:

— se U ¢ uma variavel existem dois casos a considerar (BI):

x U=x, M —px{x < V} =1V pela Definigao 11, e M = (Az.2)V — a1
v,

x U=y, M =5 y{r < V} =ypelaDefinicio 11, e M = (Az.y)V —xrpar2 ¥,

- U=PQ, M —5 PQ{z <V} =P{x+ V} Q{x < V} pela Defini¢do 11, e
M = (Az.PQ)V = xapp (Ax.P)V((A2z.Q)V)

4 HI
0 P{r < V}Q{x <+ V},
HI
— U= XMy.P, M =3 y.P{x < V}eM —\ \y.(\x.P)V i>/\® Ay.P{x + V},

e se a reducao é interna, entao os seguintes casos podem ocorrer:

— PQ —5 P'Q com P —5 P', entdo pela HI P 5, P’ assim PQ —,, P'Q,
— PQ —5 PQ’ com Q —3 (', entdo pela HI @ i>,\w Q' assim PQ i),\w PQ’,

— Az.P =4 Az.P' com P —5 P', entdo pela HI P 5, P’ assim Az.P 5, Az.P'.

No primeiro caso analisamos U como sendo uma variavel, no caso de U = ¢, sendo ¢ uma
constante, o caso se reduz ao de tomar y = ¢ # . O

Proposicao 2 (Correcao com respeito a =3) Se M - N entio M =g N.
0

Prova. A prova sera feita nas regras de Ay . Entao o resultado seguira por inducao no

tamanho da derivacao de —
0

e se a reducao ocorre na raiz, entao os seguintes casos podem ocorrer:
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— se a reducdo é M = (Az.z)V — ) V, entdo pela definicao de § temos que
=Az2)V =pga{r < V}=V

— se a redugao é M = (Ax.y)V — a2 ¥y com z # y, entdo pela definicao de
temos que M = (A\z.y)V =g y{z <« V} =y comz #y

— seareducao ¢ M = (Ax.PQ)V —xapp (Ax.P)V((Az.Q)V), entao pela definigao
de 5 o termo (A\x.PQ)V —3 (PQ){x < V} e pela definicao de substituigio
temos (PQ){z + V} = P{z « V}Q{x + V}. Por fim, pela defini¢do de S
o termo (Az.P)V((Az.Q)V) > P{z + V}(Q{z + V}) = P{z «+ V}Q{x «

V1.

— se aredugao ¢ M = (Az.(Ay.P))V —,\ Ay.(Az.P)V, entao pela definigao de /3
o termo M' = (Az.(A\y.P))V —4 A\y.P{z <~ V} e temos que \y.(Az.P)V —3
Ay.P{x + V}.

e se a reducao é interna, entao os seguintes casos podem ocorrer:

— PQ —, P'Q com P —,, P', entdo pela HI P =5 P assim PQ =3 P'Q
— PQ —», PQ' com Q —», Q', entdo pela HI Q =3 Q" assim PQ =3 P(Q)’

— Ax.P =y, Ax.P' com P —,, P', entao pela HI P =3 P’ assim A\z.P =3 z. P’

e se a relagao =g vale para n passos entao para n + 1 passos temos que M —>’;(})H N.
E assim existe N’ tal que M —%, N’ e por HI M =3 N’ e pelos casos anteriores
temos que N’ —3 N ou N — N, logo N’ =3 N e portanto M =z N.

B

Corolario 1 As relagoes =3 e =y, coincidem.

Prova. Se M =3 N entao temos que 3L € A tal que M - LeN - L [8], e pela
proposicao 1 obtemos M — LeN — L, que implica que M =), N. Por outro lado,

M =,, N vale porque M — N e pela proposi¢ao 2 temos M =g NN. O
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Capitulo 3

Calculos de Substituicoes Explicitas
(CSEs)

Introduziremos trés calculos de substituigoes explicitas, analisando a formagao dos
seus termos e algumas das suas caracteristicas.

Os CSEs sao extensoes do calculo A\ e foram desenvolvidos com o intuito de expressar
mais claramente a operacao de substituicao. Pelo fato de que os CSEs possuem novas
regras e novos elementos em relagao ao calculo A o seu estudo permiti verificar proprie-
dades que ainda nao foram provadas para estes novos calculos. Assim, como o objetivo
do trabalho é estudar a expansibilidade no Ao-calculo, é necessario verificar a validade
de algumas propriedades, como a simulagao, a correcao e a projecao nos CSEs e assim
aplica-las mais a frente no estudo da expansibilidade. Para familiarizar com as regras dos
CSEs foi utilizado o SUBSEXPL (SUBStituigoes EXPLicitas) que é uma implementacao
OCaml de redugao através dos CSEs [12].

3.1 O M\x-calculo

O Ax-célculo é uma extensao do calculo A\. E veremos suas caracteristicas segundo
Ariel Arbiser [2]. A operagao de substitui¢ao é incorporada no nivel-objeto (i.e linguagem
de estudo), assim temos uma regra Beta que inicia o processo de simulagio da S-redugao:

(2. MIN = poa M (2 := N)

onde e (e := @) é um novo operador no célculo, para executar a substituicdo de maneira
explicita.

Defini¢ao 18 (Ax-termos) Dado um conjunto enumerdvel de varidveis X o conjunto
de termo denotado por Ax, sao dados pela sequinte sintaze:

M=z |(MM)| M. M) | M (x:= M)
onde x € X

O operador e (e := e) é chamado de operador de substitui¢cao. Os termos sem ocor-
réncia de operadores de substituicao sao chamados termos puros. A convencao usual de
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variaveis é mantida com a observagao adicional de que a variavel x no termo M (z := N)
liga as ocorréncias livres de x em M; M ¢é chamado o alvo e NV o corpo da substituicao.
Fazemos aqui uma extensao da definicdo de F'V a partir do calculo A, tal que F'V (M)
denota o conjunto de variaveis livres no termo M, definido por FV (M (x := N)) =4y
(FV(M)\{z}) UFV(N).

As regras do Ax-célculo sao:

(Beta) (M. M )N — M (x:=N)

(App) (MN){(x:=P) — M{(x:=P)N(x:=P)
(Lam) Ny M){z:=P) — MyM{(z:=P) z#y
(Var) z(r = P) — P

(Ge) M (xz := P) — M sex ¢ FV(M)

A regra Var pode ser usada da forma Varz que significa aplicar a regra Var na variavel
x. O Ax-célculo é confluente [2]. O Ax-cdlculo sem a regra Beta ¢ chamado de sub-calculo
de substituicao de A\x e é denominado x. Este sub-calculo é SN e confluente, e os termos
normais sdo termos puros [2]. Assim se M € Ax entdo usamos x(M) para denominar a
tnica forma x-normal de M.

Exemplo 4 Apresentamos dois exemplos, no primeiro uma reducio usando a regra 3
em um passo, e no sequndo usando em vdrios passos as regras do Ax-cdlculo, obtendo o
mesmo termo.

(Ar.z(yz))N —5 N(y N)

Ar.z(y )N —peta (2(y ) (x := N)
—app T (@ 1= N) (y ) (z := N)
—app T(x = N) (y(x:=N) z(x:=N))
—gex(r:=N)(yxz{x:=N))
—vare N(y x (x := N))
—Varz N(y N)

3.1.1 Simulacao e Correcao

Mostraremos que o Ax-cdlculo possui a propriedade de simulacao da regra 5 e da
correcao. As provas sao feitas através da inducao na estrutura de termos.

Proposicdo 3 (Simulagio de 8 em A\x) Dados M,N € A. Se M —5 N entio M —7,
N.

Prova. Faremos a prova por inducao sobre a estrutura de M.

e M = ((Ax.P) Q). Se P ¢ uma variavel existem dois casos a considerar (BI):

1. P =z, entdo ((A\r.z) Q) —p x{z + Q} = Q pela Definicao 11, e (Az.2)Q — Beta
T <$ = Q> —Var Q;

2. P =y, (A\y)Q —s y{r+ Q} = y pela Definicao 11, e (Az.y)Q —Beta
Y <.Z' = Q> —Ge Y
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3. P=(RS), (Az.(R 5)) Q) =5 (R S){r+ Q} = (R{z «+ Q} S{z+ Q})
pela Definicao 11, e

(Az.(R5)) Q) = peta (R S) (x:= Q) =app (R{z:= Q) 5S(x:=Q))

S (R{z e Q) S{r < Q).
4. P=My.R, M —5 (A\y.R){z + Q} = \y.R{z + Q} com y # x, e M —pe,
HI
Ay.R) (2 := Q) = 1am MR (z := Q) 5, \y.R{z + Q},

e se a reducao é interna, entao os seguintes casos podem ocorrer:

— (R S) =4 (R S) com R =5 R, entdo pela HI R 5, R assim (R S) <5,

— \z.P =3 Az.P' com P —4 P', entdo pela HI P 5, P’ assim Az.P =,
\x. P

O
Proposicao 4 (Correcao) Sejam M € A e N € Ay, se M —pea N entio M > x(N).

Prova. Faremos a prova por inducao sobre a estrutura de M.
o M = ((Az.P)Q).

1. Se P ¢ uma variavel existem dois casos a considerar (BI):

(a) P = z, entao ((Az.x) Q) —Beta x{(r:=Q) e x(x(z:=Q)) = Q pois
z(r:=Q) —vae Qe

pela Defini¢ao 11,

(b) P =y, entdo (Ax.y)Q — peta Y {(x := Q) =gy e (Ax.y)Q =Y {r + Q} =
y pela Definicao 11,

2. P=(RS), entao (Az.(RS)) Q) = Beta (R S) (z:= Q) = app



e (Az.(R9)) Q) =5 (RS){z + Q} = (R{r + Q} S{r « Q})
- M(R(z:=Q) S{z:=Q)),

B

3. ANy.R, M —pgeta (AY.R)(x:=Q) —ram \y.R{(x:=Q) com y # z, e

P =
M e (Ay.R) {z < Q} = \y.R{z <+ Q} - HINy. R (2 := Q),
e se a reducao é interna, entao os seguintes casos podem ocorrer:

— (R S) = Beta (R'S) com R —petq R, entao pela HI R > R assim

(RS) - (R'S),

— (RS) = Beta (RS') com S —peiq S, entado pela HT S - S’ assim

(R S) - (RS,

— A0.P —Beta AMx. P com P — e P, entao pela HI P — P’ assim
8

M. P M. P
8

3.2 0O M\v-calculo

Nesta secao veremos a definicao do Av-célculo e algumas propriedades. Iremos de-
senvolver lemas adicionais para provar a corre¢do e a simulagao. Nas referéncias [3] e 9]
podem ser encontrados mais detalhes sobre este célculo. E na referéncia [9] pode se en-
contrar a Proposicao 5, que é a principal propriedade do Av que permitiu a Ariel Arbiser
provar varios resultados sobre a indecibilidade do Av-célculo.

Defini¢ao 19 (A\v-calculo) A sintaze do Av-cdlculo é especificada como:

Termos M:=n | (M M) | (AM) | M[s] onde n € N*
Substituicao s:=M/ | 1T | 1 (s)

Chamamos de AL o conjunto de Av-termos, e de A5 o conjunto de Av-substituigoes.

E A, = AL UAS.
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Assim como no Ax, termos sem ocorréncia de operadores de substituicao sao chamados
termos puros. Um termo da forma als| é chamado de fecho, onde o sub-termo a é chamado
cabeca.

As regras do Av-calculo sao dadas abaixo:

(B) (\M)N s M[N/]
(App) (MN)|s] — M][s]N[s]
(Lam) (AM)][s] —  AM[1 ()]
(Fvar) 1[M/] — M
(Rvar) (n+1)[M/] — n
(FvarLift) 11 (s)] — 1
(RvarLift) (m+ 1) (s)] — nls|[f]
(VarShift) n[7] — n+1

O conjunto de regras do Av sem a regra (B) compoe o denominado v-célculo. O Av é
confluente, e v & confluente e SN [2]. Nos denominamos com v(u) a unica forma v-normal
de um termo ou substituicao u.

Representaremos por Pos(M) o conjunto de todas posi¢oes do termo M.

Defini¢ao 20 (Posi¢ao) Uma posi¢io em um termo M € A, é uma sequéncia de ni-
meros do conjunto {1,2}, tal que

L M|€:M.

Se My, = N|s|, entdo M1 = N e M, = s.

Se M, = (AN), entdao M,; = N.

Se My, = (N P), entao M,y = N e My, = P.

Se M, = N/, entao M,; = N.

Se My, =1 (s), entao M, = s.

M,, é chamado o sub-termo de M na posicdo p ou a ocorréncia na posi¢ao p. As posicoes
sao comparadas pela ordem do prefizo. A posicao p € um prefixo de q, se existe p' tal que

pr' =q [9].

Definicao 21 Um contexto em Av é um termo contendo um buraco O em uma dada
posicao, isto € gerado pela sintaze:

Contextos-termos CAL =0 CAL AL | AL CAL | XN CAL | CALJAS] | AL[CAS)
Contextos-substituigoes CAJ 1= CAZ/ | T (CAZ)

onde 0s termos e as substituicoes sao os mesmos definidos no comeco desta secdo.
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Exemplo 5 Neste ezemplo vemos que o termo obtido por uma [-reducdao, também é
obtido por reducgoes em \v.

(ALB1))N —5 N(2N)

(ALB1))N —p1(31)[N/]

Defini¢ao 22 (Substituicdo em \v) Para s € A8 definimos as sequintes substituicoes:

M(s) = s
M (s) = (" (s) k=0

Toda substituicio em A3 tem alguma das formas: % (M/), tal que M € AL, ou {t* (1)
tal que k > 0 [2]. Pois se k =0 temos \° (M/) = (M/), 1° (1) = (1) e para k # 0 temos,
pela Definicao 19, que as composicoes de substituicoes so podem ser feitas com vdrios |}
e um (M/) ou um (1).

3.2.1 Simulacao e Correg¢ao de \v-calculo

Para mostrar a corregao e simulagao do Av-calculo usaremos o artigo [9], no qual sao
provadas estas propriedades, sendo feito aqui com mais detalhes. E para isso desenvolve-
mos os Lemas 1 e 2 para provar ((AM) N) v oo(M, N), que sera usado na prova destas
propriedades.

Serad necessaria a introducao de uma nova notacao para fazermos a prova, que sera
apresentada abaixo:

Definicao 23 Dados M,N,P € A com k,i > 0, temos

n—1 sen>k-+1

) O’k(M7N)O'k(P,N)

gk((M P)7 - - i _
O'k()\M,N):)\(UIH_l(M’N)) Uk(g>N>— To(N) se n=k+1
n se n<k
onde
n+k se n>1
7 (M N) = 7 (M)7(N) =4
Tik()\M) = A(Tiﬁ1(M)) i\

n se n<t

Note que 7 o 7" = 7F+™ ¢ 70(M) = M, para todo i, k,m >0e M € AL,

7

Lema 1 7"7'(P) = renomear,,;(P) ! para todo m,i > 1 e P € A,

LA funcdo renomear esta descrita na Defini¢do 12
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Prova. Por inducao na estrutura de P, temos:

e P =n, implica que

se n <1

=

n+m-—1 se n>1

n se n <1t
renomeary, ;(n) =
n+m-—1 se n>1

e P = (M N), implica que
Y M N) = (77N (M) 7 TH(N)) = (renomeary, (M) renomear,, ;(N))
= renomear,, (M N)
e P = (AN), implica que

7Y AN) = AN N)) =2 (Wrenomear,, i1 (N)) = renomear,, i((AN))

)

Lema 2 o0,(P,Q) = P{k+ 1 < Q} para todo k >0 e P,Q € A.

Prova. Por indugao na estrutura de P, temos:

e P = n, entao analisaremos trés casos que dependem do valor de n em comparacao
com k:

— se n > k + 1 entdo, pela Definigdo 23, ox(n, Q) = n — 1 e, pela Defini¢ao 12,
nk+1+Q}=n—-1,;

— se n = k + 1 entdo, pela Definigao 23, ox(n, Q) = 77(Q) e, pela Defini¢io 12,
n{k + 1 + Q} = renomear, 1(Q) e, pelo Lema 1, 75(Q) = renomear, ;(Q);

— sen < k entao, pela Definigao 23, ox(n, Q) = n e, pela Definicao 12, n{k + 1 +
Q} = n, paran < k+ 1. Observe que a desigualdade n < k 4 1 implica que
n < k. Portanto temos que oi(n,Q) =n{k +1 « @} paran < k.
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Resumindo temos:

n—1 sen>k+1

or(n, Q) =< Q) se n=k+1
n se n<k
e
n—1 se n>k+1
n{k+1+ Q} = ¢ renomear,1(Q) se n=k+1
n se n<k+1,

e P = (M N), entdo
or(M N),Q) = (M Q)ou(N Q) =" (M{k+1 « Q} N{k+1 « Q})
= (M N){k+1+ Q).
e P = (AN), entao

ox((AN), Q) = (A\opsa (N, Q)) =" (AN{k + 2 + Q}) = (AN){k+1 « Q}.

O
Assim usaremos a notacao de substituicdo g, onde a definicao classica da regra  do

calculo ), é
((AM) N) —s 09(M, N)

B

onde o( é a ocorréncia em 0 da aplicacao oy, definida acima.
Introduzimos também a aplica¢ao ;1 que trata termos impuros com oy, e 7.

Definicao 24 [9] Para todo M, N € A! com k>0 en > 1 temos que:

p(MNE(N))]) = on(u(M), u(N))
M%W M) = (M)

pu(n n

u(M N) u(M)p(N)
p(AM) = (Au(M))

Observe que se M é um termo puro, entdo u(M) = M, em particular, p(v(M)) = v(M).

Lema 3 [9] Sejam M,N € A}, tal que M — N = (M) = ju(N).
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Prova. Para a prova é suficiente considerar reducdes na raiz de M. Assim foi observado
os casos das regras de v.

1. se M = (P Q)[s] = ap (P[s] Q[s]) e
(a) s =N* (R/), entdo

p(P Q)N (R)]) = on(u((P @), (R)) = ow(u(P)u(Q), n(R)),

p((PIN™ (R))] QI (R))]) = w(PIn* (RHDu(QIN*™ (R))])
= ox(p(P), 1(R))or((Q), u(R)) = o (((P) (@), 1(R))

(b) s =f* (1), entdo
p((P Q)" (M) = 7 (u((P @))) = 7 (u(P)(@)),
p((PIE (D] Q" (D)) = ((PI" (D]) w(QIN* (M])) = 7 (n(P)) 73 (1(@Q))

= 7 (u(P)u(@Q))
2. se M = (AP)[s| = ram (AP[ (s)]) e

(a) s =N* (R/), entdo
p((AP)* (R))]) = or(u(AP), u(R))

= ok((Au(P)), u(R)) = Aok (u(P), p(R)))

PP (R))]) = (P (R))]) = Aorsr (u(P), p(R)))

(b) s =f* (1), entdo
p((AP)I" (D)) = 73 (n(AP)) = 7 (Au(P)) = (A7 (u(P)))

e

pAPHE (D) = QP (M) = A (1(P)))
3. se M = 1[N/] = pvar N entdo

u(A[N/]) = oo(pu(1), w(N)) = oo(L, (N)) = 78 (1(N)) = pu(N)
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. s¢e M =n+1[R/] = gvar 0 entao
p+1[R/]) = oo(un+1), u(R)) = oo(n+1, u(R)) = n

ep(n)=n
.se M =111 (s)] = FvarLise L €

(a) s =N* (P/), entao

p@0(P))]) = ora(u(1), p(P)) = 03a(1, u(P)) = 1
ep(l)=1
(b) s =f* (1), entdo
pAE D)) = T (0@) = 70 (1) =1
ep(l)=1
.se M =n+1[f (s)] = rvarLise nfs][T] €
(a) s =N* (R/), entdo
plo+ 10 (R))]) = opea(u(nt 1), u(R)) = o (n+ 1, p(R))
nsen>k+1
assim o1 (n+ 1, u(R)) = ¢ 787 (w(R)) se n=Fk+1

n+1sen<k

plaln® (R[] = @ BRI (D) = 7 (n@lt”® (R/))
= 79 (or(n(m), n(R))) = 79 (0r(m, (R)))

como
n—1sen>k+1

oun u(R) = { TH(u(R)) se n=k+1

nsen<k
n se n—1>0
temos que 73 (n — 1) =
n—1 sen—1<0
como n — 1 > 1, por se tratar de um numeral de De Bruijn, temos que n > 2
assim temos que n > 1, portanto 7} (n — 1) = n. No segundo caso obtemos

7o (7o (1(R))) = 7 (u(R))-
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n+1 sen>0
E por fim 7} (n) =
n se n<0
obtendo-se 74 (n) = n + 1 pela condigao de n > 1, pois temos que n > 0.

(b) s =1* (1), entao

p A (D)) =1 (pn+ 1) =71 (n4+ 1) =

e temos que
pft* (M]HD) = p@ln® (O (D) = 70 (u@* (D) = 79 (7 (1(n))) = 75 (7 (n))
e assim resolvendo 7 (n) temos,

n+1 sen>k

se n<k

=

e aplicando 7§ obtemos, se n > k

n+2 sen+1>0
To(n+1) =
n+1 sen<yo0

como n +1 > 0, por se um numeral de de Bruijn, temos que 74(n+1) = n + 2.
Para o caso de n < k, temos que

n+1l sen>0
7 (n) =
n se n<0

e assim obtemos que 7)(n) = n + 1, pois n > 0, por ser um numeral de de Bruijn.

. se M =n[t] =varshise D+ 1 entdo

p(nt]) =75 (p(n)) =5 (n) =n+1

pun+1)=n+1

. se M = P[sy] — P'[s3] (observe primeiramente que P — P’ tal que pu(P) = pu(P')
é valido, bastando aplicar os casos anteriores) entao

(a) se sy =N* (R/) temos

wPIN" (RN) = ow(u(P), u(R)) =" ow(u(P'), u(R))
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p(P' 10" (R))]) = on(u(P"), n(R))
(b) se sy =f* (1) e assim

Proposigao 5 (Simulagao e corregdo) Sejam P,Q € A, M,N,Q" € A, assim se:

LMo N = u(M)=pu(N),

3. v(MIN/]) = oo(u(M), u(N)) ,

4. P e Q se somente se P — Q' tal que Q = v(Q").

Prova.

1. A prova seré feita por indugao no ntimero n de passos de M » N. Para isso observe

pelo lema 3 que se M — N’ vale, entdao temos que p(M) :U,LL(N,), e assim temos
que M 4l N = M — N’ N N, assim p(M) =tma3 y(N') =HI ;(N). Portanto

k%

temos (M) = p(N),

2. Temos v(M) = M’ tal que M —, M’ e assim pelo item 1 temos que (M) = u(M’)
e segue que pu(M’) = p(v(M)) = v(M), pois v(M) é puro. Portanto pu(M) = v(M).

3. Pelo item 2 temos que v(M[N/]) = u(M[N/]) entdo segue que
p(M[N/]) = p(M[1* (N/)]) = oo(p(M), (N)).
1. Seja P = ((AR) S) = Q = op(R, S) entao, aplicando a regra B em P, obtemos
P =((AR) 5) -+ R[S/] = Q'
e aplicando o item 3, temos que v(R[S/]) = oo(u(R), 1u(S)) = oo(R, S), pois R, S €

A, ja que, sdo componentes de P. A outra parte da prova segue o mesmo argumento
anterior, bastando aplicar o item 3. Assim concluimos a prova.
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3.3 O Mo-calculo

Nesta segao estudaremos o Ao-célculo [1, 5], no qual iremos ver as propriedades como
a simulacao e a projecao. Estas que serao utilizadas na prova de resultados a respeito
do estudo da expansibilidade deste calculo. Aqui aprofundaremos a prova da Proposicao
7, que é a simulacao da regra [, para isso utilizamos a Proposicao 6 e a definicao da
redugdo [ que se encontram na referéncia [1]. Para maiores informagoes sobre o \o-
calculo consulte a referéncia [1].

3.3.1 Sintaxe

O Ao-calculo trabalha sobre dois tipos de expressoes, os termos (proprios) e as subs-
lituicoes; como pode-se ver a seguir:

Termos M,N == 1| (M N)|AXM | M|s]
Substituicoes s, n=did| T |M-s|sos

A operacao de substituicao no Ao-célculo é “construidasob a forma de fecho de termos
(i.e., termos da forma M|s]).

Chamaremos de A’ o conjunto de Ao-termos, e A% o conjunto de Ao-substitui¢oes.
Para toda substituicao s definimos a interacdo de composicio de s indutivamente como
sl = s e 5" = 505" e usamos s para denominar id. Observe que somente o indice
1 de de Bruijn é usado, mas podemos codificar n por 1[1"7!]. Assim podemos também
codificar os indices como: 1, 1[1],1[T o 1], 1[t o(1 o 1)], ..., e entdo termos puros incluem
clausuras, composicoes e 1’s.

O sistema de reescrita Ao é dado por [6]:

(Beta) (AM) N — MIN -id]
(App) (M N)[s] = (M[s] Nls])
(Abs) (AM)[s] = AMI[L- (so1)]
(Clos) M]s][t] = M|[s o t]
(VarCons) 1[M.s] - M

(Id) Mlid) — M

(Assoc) (sy089)0t — s10(sg0t)
(Map) (M-s)ot— M[t]- (sot)
(IdL) idos — s

(IdR) soid — s

(ShiftCons) To(M-s)—s

(VarShift) 11— id

(SCons) 1-[s](tos)—s
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Nos usamos o Ao para designar o conjunto dessas regras. E assim, utilizaremos —
para representar o fecho transitivo-reflexivo com aplicacao do conjunto de regras do Ao-
calculo.

O sistema de reescrita Ao-calculo é confluente [1]. O o-calculo, i.e., Ao sem (Beta), é
confluente e terminante [1]. Nos denominamos com o(u) a tnica forma o-normal de um
termo ou substituicao.

Exemplo 6 Damos um exemplo de uma reducao utilizando as regras de Ao.

(AL(21)N) — Beta

—~
[
—~
[\
[t
~—
~—
-~
&

S AN-d2DIN-id
— App 1[N -id|(2[N - id] 1[N -id])

= 1[N -4d](L[T][N - id] 1[N - id])
—7Clos 1[N -id](1[f o(N -id)] 1[N - id])
—shiftcons L[N -id](1[id] 1[N -id])

—1d 1[N -4d|(1 1[N -id])

—Varcons  N(L 1[N -id])

—Varcons N(LN)

3.3.2 Simulacao e Projecao

A propriedade de simulacao é feita em cima do sistema definito abaixo da reducao [,
o qual é utilizado na Proposi¢ao 6. E temos nesta secao a propriedade de projecao, que
apresentamos a referéncia da prova da mesma.

A defini¢ao precisa da redugao 3, no estilo de De Bruijn, é como a seguir [1]:

(Aa)b) »pa{(l+b2+1...n+14mn,...)

onde a substituicao meta-nivel (...) é definida indutivamente pelo uso das regras:

n(l<ap,...,0n4 Qy,...) =y,
a{(l<ay,....n4ap,...=d bl ay,....n<a,,.... =10
(ab) (1 ay,...,n 4 ay,,...)=(d V)
a; (1< 2,...,.nn+1..)=a, a(l<1,2«d},....n+1<«a,...)=d
(M) (1 <+ ay,...,n 4 ay,...) = (A\)
Proposicao 6 Se existemm ep tal que apmig =p+q, Vg>1,ea(l<ay,....,n 4 ay,...) =
b € obtido utilizando o sistema acima, entao o(alay - as - ... - ap- 1)) = 0.

Prova. A prova serd feita por meio de inducao sobre a estrutura do termo a.

1. se a = n entao temos a seguinte estrutura, de acordo com o sistema acima:

n{l«ay,...,04 a,,...) =a,,
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se n < m entao
o(nlay -as- ... ap- 1)) = a,.

Mas se n > m entao temos pela reducao o que

nja;-ag-...-ap P tn—m+p

+
%

e por HI temos que a, = Gp_ptm assim tomando ¢ = n — m temos a,, = Agym =
n—m-+p.

. se a = (N M) entao temos: (N M) (1< ay,...,n < ay,,...)
=(N{1<+ay,....,0n¢ ay,...)0 MQA <+ ay,...,n 4 a,,...)) = (N M)

por HI temos que se

N{Q <+ ay,...,n4 ap,...) =N entdo o(Nla;-as- ... ay 7)) =N’
ese M{(1l<ap,....,n4 ay,,...) =M entdao o(Mla;-as-...-ap- 1)) =M’
e assim
I
(N M)ay-ag-... ap T}_}
i(N[al-QQ-...-am-Tp]M[al-az-...-am-Tp])iHI(N’M’)
. se a = (Aa) entdao (Aa) (1 < ay,...,0 4 ay,...)

=Aa{l+ 1,2+ a;{(1+2,...,n+n+1...),...

coon+14+a,(1+2...,nn+1..),...))=(\)
por HI temos que se

a;{(1+2,...,.n+n+1..)=dentdoo(e2-3-...-m-17]) =a

(2

esea{l<+1,2<d,,....n+1<d,..)=ad entioo(a[l-a}-ay...a, -17""])=d

logo fazendo indugao sobre os a;’s temos por Hl para m =0, p=1e ¢ = j com
Jj=>1quea; =j+1eassim

o(a;[1]) = d]

e aplicando a redugao o obtemos

()\a)[al R I (o Tp} X ()\a[(l- (al Q... TP O T))])
(AalL-ai[t] - azlt] - [t 77]) & * (L af - a, YY)
i)HI ()\CL’)
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Proposicio 7 (Simulagdo) Se M —53 N entio M ,, N.
Prova. Faremos a prova por indugao sobre a estrutura de M. Entao segue:

ese M =(ANU)V) =3 U1+ V,2+1,...0n+1< n,...),entdo os seguintes casos
podem ocorrer:

— se U ¢ uma varidvel existem dois casos a considerar (BI):

x U=1,
M=((N)V)—-311«V,2+1...n+14mn,..)=V.

E aplicando as regras de Ao temos M = (A1) V) = pera [V - id] = varcons
v,

* U=mn, comn > 2,

M=((M)V)—=sn(l+V,2+1,...,n<n—1n+1<mn,..)=n-—1

e no \o temos
(A)V = pera n[(V - id)] = L[V - id)] = cios

1[(1" ! o(V -id))] = 1[(1" "2 o 1) o (V - id))] = Assoc
1[(1" 72 o(1 o(V - id)))] = snistcons L[(1"? 0id)] —rar 11" ?] =n—1,

- U= (PQ), entdo

M=(APQ)V)=s (PQL V.21, . ntlen,. . )=(PQ)

e no \, temos
M= (AP Q) V) =peta (P Q)[(V -id)]

e pela proposicao 6 com m =1 e p = 0 temos que

(P Q(V-id)] = (P'Q)

— U = (AP), entao

M=(AAMP) V) =5 (AP) (1 V.2 1,...,n+1¢n,..)=(\P)

e assim temos (A(AP))V —peta (AP)[(V+id)] tomando m = 1 e p = 0 aplicando
a proposigdo 6 obtemos, na redugao o, que (AP)[(V -id)] & (AP’

e se a reducao é interna, entao os seguintes casos podem ocorrer:

27



— PQ —3 P'Q com P —3 P, entao pela HI P H o P assim PQ 5, P'Q,
— PQ —3 PQ' com QQ —3 (', entao pela HI Q) H e @ assim PQ 5, PQ/,
— (AP) =4 (AP') com P —4 P', entao pela HI P 5,, P’ assim (AP) 5,, (AP").

Assim, o \o-calculo simula a regra (. O

Lema 4 [1][ProjegaolSe Im M, N € Al tal que M —peta N entao o(M) > o(N).

Prova. Veja a referéncia [1] O
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Capitulo 4

Estudo da Expansibilidade nos CSEs

No estudo da expansibilidade veremos os resultados de Ariel Arbiser a respeito dos
calculos Ax e \v. Apresentaremos os nossos resultados obtidos do Ao, onde fazemos a
aplicacao de alguns resultados de Ariel Arbiser para o Ao-calculo. E indicaremos possiveis
caminhos para provar que a expansao a termos puro nao é recursiva, no Ao-célculo.

Neste capitulo introduziremos os sistemas de numerais, que serao usados na demons-
tracao do Teorema de Scott e a partir dai veremos sua utilizacao nos resultados de inde-
cidibilidade.

Dividimos este capitulo em varias secoes, onde trataremos sobre assuntos preliminares
em preparacao ao estudo da expansibilidade.

4.1 Sistemas de numerais

Como sistemas de numerais veremos a definicao de valores booleanos, de pares e de
numerais padrao, que se encontram na referéncia [11], que auxiliardo no Teorema do
Ponto Fixo e no Teorema de Scott.

Os valores booleanos true e false sao definidos por termos T e F respectivamente:

Defini¢ao 25 (True e False)

T=X\eyx F=>\yy

Defini¢ao 26 (Pares) Definimos a opera¢io de pares como um operador da forma,
[, ] tal que
[M,N] = Xz.zMN

Definicao 27 (Numerais padrao)
ol =I= )z

Assim por exemplo:
31 =[F,[F,[F.1]]

Definiremos um predicado unario, Zero, que retorna T se o argumento é [ 0! e F
caso contrario:
Zero = \x.2T
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Uma vez que:

4.2 Decidibilidade

Daremos inicio a esta se¢cao com algumas nogoes, como o ntimero de Godel, e apresen-
tando também o Teorema do Ponto Fixo representado nos numerais padroes e no niimero
de Godel. Depois veremos o teorema de D. Scott que permite identificar alguns conjuntos
de termos nao-recursivos (isto ¢, indecidiveis) no calculo A. Esta se¢ao tem por base as
referéncias [11] e [3].

Na prova do Teorema da Incompletude de Goédel, Gddel introduz um conceito de
numeracao, a numeracao que usa como técnica a codificacao de cada sentenca de uma
dada teoria a um tnico nimero natural. Traduzindo este resultado para o calculo A, nés
temos que existe uma aplicacao injetiva # : A — N tal que #M é o nimero Godel de M.

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo)
VEeANIX e AFl#X1=X
Prova. Definindo

Apl #MI(T#NT) =T #(MN)]
Num! #n | =T #( #n 1)

Agora tomando W = Az.F(Ap 2(Num z)) e X = W/ #W I; entio:
X — F(Ap! #W (Numl #Ww 1))
= F(Ap( #Wl([ #( #WW 1))
= (4 W ))
= FI 4 X 1 conforme requerido.

Definigao 28 Se A é um subconjunto de A entdo: #A = {#M | M € A}
Defini¢ao 29 A ¢ nao trivial se A# ) e A # A.
Definicao 30 A ¢ fechado sobre o fecho de equivalencia B se

VM,N € AIM € ANM =3 N = N € A]

Defini¢ao 31 (Conjuntos recursivamente separaveis) A e B sdo recursivamente
separdveis se e somente se existe um conjunto recursivo C' tal que:

(ACCO)AN(BNC =0).

Teorema 2 Teorema de Scott [11]
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(1) Sejam A e B, subconjuntos de A, conjuntos nao-vazios, diferentes e fechados sobre
a =g. Entao A e B nao sao recursivamente separdveis.

(2) Seja A um subconjunto de A nao trivial e fechado sobre a =g. Entio A nao é
recursivo.

Prova. (1) Sejam My € Ae M; € B e C um conjunto recursivo contendo A e tal que
BNC =10. A fun¢ao caracteristica de #C' é recursiva e denotada por F. Visto que:

MeC=Fl#mM1="T0]

Mg¢C=F #M1="1]1

Definimos:
G = \v.(Zero(Fx)) M, M,

entao:

MecC=G #mM1 ="
M¢C=G#M1 ="M
mas, pelo Teorema do Ponto Fixo:
Gl #X 1 = X para algum X
e assim:
XeC=>X=G#X1=MyeB=>X¢C
X¢C=X=G#X1=MyecA=XeC

que é uma contradigao.

Logo nao existe C, e assim A e B nao sao recursivamente separaveis, de acordo com
a Definicao 31.

(2) Se A é um conjunto nao trivial e fechado sobre a igualdade, entao basta aplicar
(1) a A e seu complemento. Suponha que A seja recursivo e pela Definigdo 31 obtemos

(ACAANANA=D)

e assim A e A° sdo recursivamente separaveis. Logo, uma contradi¢do pelo item (1).
Assim A nao pode ser recursivo. O
Com o Teorema de Scott veremos que o calculo A nao é recursivo e assim nao decidivel.

Proposicao 8 Seja C C A um sub-conjunto proprio de A-termos (isto € nao vazio e nem
todo o conjunto A). Se C € fechado sobre a relagio =g (isto é, se M € C, N € A e
M =5 N entao N € C), entao C' € ndo-recursivo.

Prova. Basta tomar C' = A no item (2) no Teorema de Scott. O

Lema 5 Sejam N € A, um termo fizo dado, e C = {M € A | M =5 N}, isto €, o
conjunto de todos os termos [B-equivalentes a N. Entao C' € nao-recursivo.
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Prova. O conjunto C é nao trivial, pois N € C' e C' # A senao terfamos A = N, que nao
¢ verdade, e fechado sob =g. Entao usando a Proposi¢ao 8, temos que C' é nao-recursivo.
O

Corolario 2 A relagao =4 € indecidivel.

Prova. Seja a relacao =g decidivel, entao dados dois termos M, N € A conseguimos

determinar M =z N. Assim, tomando N =1 e o conjunto C = {M € A | M =5 1} que é

recursivo, chegamos a uma contradicao pelo Lema 5. Logo esse conjunto é nao-recursivo,

e = ¢ indecidivel O
Além disso temos:

Corolario 3 A relacio — € indecidivel.
8

Prova. Seja a relacao > decidivel, assim dados M, N € A tal que M > N implica
que M =g N é decidivel. Isto ¢ um absurdo pelo Lema 5. O

4.3 Expansibilidade

O objetivo nesta secdo é estudar a expansibilidade, e para isso veremos como se
comporta esta propriedade nos CSEs, analisando se é possivel decidir a expansao dos
termos. Somente os resultados obtidos para os calculos Ax e Av, nesta secao, foram
obtidos por A. Abirser |3].

Corolario 4 No cdlculo A\ o problema da expansibilidade comum € indecidivel, isto €,
dados M, N € A, o problema de decidir se existe P € A tal que P - M e P > N ¢

ndecidivel.

Prova. Seja o problema acima decidivel. Entao dados M, N € A é possivel determinar
P € A tais que P—»MeP—»N Entao dado M = 1 temos queP—»l e N—»l,pela

confluéncia e pela fato que 1 e uma forma S-normal. Entao C' = {M €A M > 1} ¢
recursivo. Mas pelo Lema 5 obtemos uma contradicao. O

4.3.1 Expansibilidade em A\x

No Ax a propriedade de expansao é trivial, ou seja, todos os termos expandem para
termos puros (em zero ou mais etapas) vemos a prova de [3].

Proposigao 9 Para todo M € Ax, existe M’ € A tal que M’ — M.

Prova. Por indugao sobre a estrutura de M. Se M = x, entdo como x € A basta
tomar a reducao x — . Se M = PQ@, entao por HI existe P’ € A tal que P’ — P, e existe

Q' € A tal que Q/ " Q Tome M’ = P'Q) - M. Se M = \z.P, entao I;Ior HI existe
P" € A tal que P - . P. Tome M’ = A\z.P' - — M. Se M = P(z:=Q), por HI existe
P’ € A tal que P’ — P e existe ' € A tal que Q’ Q Tome M' = (Ax.P)Q'" — Beta
P’ <I =qQ > = M. (]
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4.3.2 Indecibilidade em M\v

Agora avangaremos para o calculo A\v para vermos alguns resultados de indecibilidade
feitos por Ariel Arbiser [3]. E apresentaremos estes resultados com mais detalhes nesta
secao. E para isso usaremos dentre outras relacoes, a simulagao, a correcao e a projecao.

Definicao 32 [\v-termos com expansao pura] Dado M € A, M tem uma expansao
pura se existe N € A tal que N - M. Dado pelo conjunto AL = S(A) = {M €

AL|M tem uma expansao pura}.

Corolario 5 A relacio — € indecidivel.
Av

Prova. Suponha que — é decidivel, logo o conjunto C' = {M € A | M —5 N - 1}

Av
é recursivo. Entao, pela propriedade de correcao, temos que o conjunto D = {M €
A| M —4 1} é recursivo, que é um absurdo pelo Corolario 3. O
Para determinar a indecibilidade de =), precisamos do lema abaixo:

Lema 6 Dados M,N € A. Entio M =y, N se somente se M =g N.

Prova. Se M =z N, entao pela confluéncia do calculo A existe um termo U € A tal que
M - UeN - U [8]. Entao pela simulagaol9], M - UeN - U, assim M =,, N.Para
outra implicagio, se M =), N, entdo pela confluéncia de \v existe um termo U’ € A’
tal que M — UeN - U'. U’ pode nao ser puro, assim tomando U = v(U’) a forma
v-normal de U’ pela termmagao e confluéncia de v 9], entdo temos M — UeN — Ue
entao pela propriedade de correcao M > UeN e U assim M =3 N.

Corolario 6 A relacio =, € indecidivel.

Prova. Suponha que seja decidivel, entdao pelo Lema 6 existe um algoritmo que prova
M =5 N para todo par M, N € A, que é absurdo pelo Corolario 2. O

Corolario 7 Dados M,N € A, o problema de decidir se existe P € A tal que P — M e
P — N ¢ indecidivel.

Av

Prova. v satisfaz as propriedades de correcao e de simulagao da S-reducao, entao se

este problema for decidivel, ele ira contradizer o Corolario 4, pois teriamos que é possivel

decidir se existe P € A tal que P —» M e P — N. O
8 5

Corolario 8 Dados M, N € A!, o problema de decidir se existe P € A tal que P - M
e P — N ¢ indecidivel. :

Av

Prova. Reduz-se este problema ao do Corolario 7. Pois, se existe um algoritmo I' para

decidir a existéncia de um termo P € A tal que P — M e P — N com M, N € A!, entao
Av Av

poderiamos usar I" no Corolario 7, o que seria uma contradicao, visto que A C Afj. O

Lema 7 Dados M,N € A. Entao existe P’ € A, tal que P’ — M e P’ — N se somente
se existePGAtalqueP—B»M eP—ﬂ»N.
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Prova. A implicacao (<) é provada pela simulagao da [-reducdo. Portanto para cada
reducdo P, —3 P, obtemos pela simulagao P, —p Pj, depois usando as regras de v temos
a forma normal v(P;) = P,. Para verificar a implicagdo (=), usa-se a Lema de Proje¢ao
[9]. Suponha que P’ € Af, P’ - Me P - N, com M, N € A, para casos P, - P, temos

que v(Py) =4 v(Py), pois U(Pl) = v(P), P para P, —p P, temos v(P;) —5 U(PQ) Entao
tem-se P = v(P’), assim pela Lema de Projecdo P - v(M)=MeP - v(N)=N. O

Analise de Contexto

Nesta secao observa-se-a quais condicdes sao necessarias para que a propriedade de
expansibilidade seja vélida para contextos de termos do v feitas por Arbiser [3].

Definicao 33 Um contexto serd chamado direito se nao sastisfaz as definicoes logo abaizxo.
1. Um contexto C = C{O} € do tipo-\ se C{O} = D{A\D'{0}} com D, D’ contextos.

2. Um contexto C = C{O} € do tipo-fecho se C{O} = D{(D'{0})[s]} com D,D’

contextos e s € 3.

3. Um contexto C = C{O} € do tipo-aplicacio se C{O} = D{(D'{0})M} com D,D’
contextos e M € AL.

4. Um contexto C = C{O} ¢é do tipo-t se C{O} = D{M[{ (D'{8})]} com D um
contexto-termo, D' um contexto qualquer e M € Al. Equivalentemente, se 3k > 1
tal que C{O} = D{M[#* (D'{0}/)]} com D, D’ contextos-termos e M € AL.

Dizendo de outra forma, o buraco nao estd no corpo de A nem de f}, nem dentro da
cabeca de um fecho, nem dentro do lado esquerdo de uma aplicacao.

Observagao 3 Dado um contexto direito C{O} e a € Al entao:
e aC{O} € um contexto direito,

e a[C{O}/] é um contexto direito.

Definigdo 34 Dado um termo M € A., uma posicio q € Pos(M) estd a direita da
posicao p € Pos(M) se e somente se

o criste um sub-termo de M que tem a forma (P Q), e p € uma posicao de M dentro
de P e q ¢ uma posicao de M dentro de Q)

e ou existe um sub-termo de M que tem a forma Pl[s|, e p é uma posi¢cao de M dentro
de P e q € uma posicao de s.

Lema 8 Dado M € A!, com p uma posicao de um sub-termo P de M e q uma posi¢ao
de um sub-termo @) de M. Entao somente uma das sequintes afirmacoes € verdadeira:
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1. p=gq,

2. q estd a direita de p (equivalentemente, p = a.1.0 e ¢ = «.2.y para alguns valores

de Of’ /87 7)7

3. p estd a direita de q (equivalentemente, p = a.2.0 e ¢ = «.1.7y para alguns valores
de a? /87 /y)i

4. p éum prefizo proprio de q (equivalentemente, ¢ = p.« para alguns valores nao-vazio
de a),

5. q é um prefizo proprio de p (equivalentemente, p = q.« para alguns valores nao-vazio

de ).

No caso do item 2 ou 3 ser verdadeiro, diz-se que p e q sao disjuntos.

Para M € A!, chamam-se posicoes de termos aquelas posigoes de Pos(M) de sub-

termos validos de um termo (mas nao termo de substitui¢do). Por exemplo, para um
termo igual a M[f (N/)], 1 e 2.1.1 sdo posigoes de termos (os subtermos sao M e N
respectivamente), mas 2 e 2.1 nao sao. Note que um contexto ird ser um contexto-termo
se e somente se o buraco estd em uma posicao de termo.

Lema 9 Se no contexto C' o buraco tem alguma posicao de termo a direita, entao C ndo
é direito.

Prova. Por inducgao sobre o contexto C.

e Se C{O} = 0O, o lema vale apesar de ndo haver nenhum contetdo.
Se C{0O} = C"{O} N, pela Defini¢ao 33, C' nao é direito.

Se C{0O} = MC’{0O}, pela HI C’ nao é direito (porque em C’ o buraco também
tem alguma posi¢ao de termo a direita), assim C' nao é direito.

Se C{0O} = AC"{0O}, pela Defini¢ao 33, C' nao é direito.
Se C{O} = C"{0O}]s], pela Definicao 33, C' nao é direito.

Se ¢{0O} = M[C’{O}], pela HI C’ nao é direito (porque em C’ o buraco também
tem alguma posi¢ao de termo a direita), assim C' nao é direito.

(]
Lema 10 (Invariantes ff —/ em um contexto direito) Se C' é um contezto direito,
com B,M,P € A, e k>1, tal que B — C{M[(}* (P/)]}.
Entao existe um contexto direito C', termos M',P' € A e k' > 1 tal que B =
C{M'IW™ (P'))]} e que P' — P.

Prova. Por indugao sobre o contexto C. Tome e = M[{* (P/)]. Nao especificaremos
M', P', k' quando a escolha for nitida tendo C” escolhido.

e Se C{O} = O, entao:
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— Se a reducao esta na raiz de B, entao analisaremos cada Av-regra:

*
*
*
*

o

Beta), é impossivel visto que a[b/] nao é igual a e porque k > 1.

App), é impossivel visto que (a[s] b[s]) ndo é igual a e.

Lam), é impossivel visto que A(a[f (s)]) nao é igual a e.

Fvar), entdao tem-se C'{0} = 1[0/] que é um contexto direito pela Ob-
servagao 3, assim segue os resultados conseqiientes.

(Rvar), é impossivel visto que n nao é igual a e.

(
(
(
(

(FvarLift), é impossivel visto que 1 nao é igual a e.
(RvarLift), é impossivel visto que n[s|[f] ndo ¢ igual a e.
(VarShift), é impossivel visto que n + 1 nao é igual a e.

— Se a reducao é interna em B:

*

*

*

*

B =(db) — (ab) = e coma — a, nao acontece visto que (a b) nao é
igual a um fecho.

B =(alt)— (ab) =ecomd — b nido acontece também pela mesma
razao.

B = Xd’ — \a = e com a' — a, ndo acontece visto que Aa ndo ¢é igual a
um fecho.

B =d'[s] = a[s] = e com a’ — a, entdo a = M e s =(* (P/), assim temos
C’{0} = O que é direito.

B = a[s'] — a[s] = e com s — s, entdo a = M e s’ =f* (P'/), com
P" — P, assim temos novamente C'{0} = O que ¢ direito.

e Se C{O} # O, entao:

— Se a reducgao esta na raiz de B, entao analisaremos cada Av-regra:

*

para a regra ((Aa) b) —pewa alb/], o buraco precisaria estar em b visto
que C é direito, assim b = D{e}, para D um contexto direito; temos
C’{0} = (Aa)D{0O} que é direito pela Observagao 3, assim segue os re-
sultados conseqiientes.

para a regra (a b)[s| — app (a[s] b[s]), o buraco precisaria estar na extrema
direita de s (de outra forma o contexto poderia ndo ser direito), e entdo a
tnica possibilidade é que existe N tal que s = N/ com o buraco em N (de
outra forma, se s =f¢ (N/) com d > 1, C{O} poderia nao ser direito),
assim temos C’{0} = (a b)[D{0O}/] onde D é um contexto direito tal que
N = D{e}, entao C" é direito pela Observacao 3, assim segue os resultados
conseqiientes.

para a regra (Aa)[s] —ram (Aa[ft (8)]), qualquer posicdo que colocar o
buraco, C' nao sera direito. Assim este caso é descartado.

para a regra 1[a/| = pyar @, temos C'{0} = 1[C{O}/] que ¢é direito pelo
Observacao 3.

para a regra n + 1[a/] —guer 1, é descartado, visto que n nao é igual a
C{e}.

para a regra 1[{ (s)] = pyarrift 1, € descartado, visto que 1 nao ¢é igual a

C{e}.
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% para a regra n + 11 (s)] = ruarrift 1[s][1], 0 buraco nao pode ser situado
em n visto que n nao é igual a C'{e}, nem em s porque C poderia nao ser
direito, e nem na posicao de n[s] visto que novamente C' poderia nao ser
direito, assim este caso é descartado.

% para a regra n[t] —verspise D+ 1, é descartado, visto que n+ 1 nao é
igual a C{e}.

— Se a reducao é interna em B:

* para B = (a’ b) — (a b) = C{e} onde a’ — a, entdao o buraco deve estar
situado em b (de outra forma C' poderia nao ser direito). Entao existe um
contexto direito D tal que b = D{e}. Temos C'{0} = (¢’ D{O}) que é
direito pela Observacao 3, assim segue os resultados conseqiientes.

* para B = (a V') — (a b) = C{e} onde V' — b, entdo como antes o buraco
deve estar situado em b (de outra forma C' poderia nao ser direito). Entao
existe um contexto direito D tal que b = D{e}. Pela HI, existe um
contexto direito D' tal que ¥ = D'{M'[{* (P'/)]} para M', P € A!
e k¥ > 1 com P — P. Temos C'{0} = (a D'{0O}) que é direito pela
Observacao 3, assim segue os resultados conseqiientes.

* para B = (A\a') — (Aa) = C{e} onde a’ — a, ndo pode acontecer porque
C poderia nao ser direito.

* para B = d'[s] — a[s] = C{e} onde a’ — a, entdo o buraco deve estar
situado em s (de outra forma C' poderia nao ser direito). Entao s nao
pode ser f} (s') para qualquer substitui¢ao s’ visto que C' é direito, assim
s = R/ para algum termo R dessa forma R = D{e} para algum contexto
direito D. Tomando C'{0} = a/[D{0/}] que é direito pela Observacao 3
assim segue os resultados conseqiientes.

* para B = a[s'] — a[s|] = C{e} onde s’ — s, entdao como antes o buraco
deve estar situado em s (de outra forma C poderia nio ser direito), e s
nao pode ser {} (s”) para qualquer substitui¢ao s”, visto que C' nao seria
direito. Assim s = I?/ para algum termo R, e dessa forma s’ — s, existe
R tal que s’ = R’/ com R’ — R, assim pela HI R’ = D’{M’[ﬂ’“/ (P')H}
com D’ direito e P’ - P, temos C'{0} = a[D'{O}/] que é direito pela
Observacao 3 assim segue os resultados conseqiientes.

O

Lema 11 [Invariantes 1 —/ em uma aplicagcdo de contexto direito] Dado C um
contexto qualquer, e C1,Cy contextos direitos, B,M,N,P,Q € A! e k,r > 1, tal que
B — C{C{M[n* (P))[}CoAN[N" (Q/)]}}, onde a redugdo nao é um etapa-(App) na
posi¢io de O € C{O}. Em outras palavras, suponha-se que ndo € o caso de B =
C{(R T)[s]} para alguns termos R,T e uma substituicio s tal que (R T)[s] —app
Ci{MN* (P)H]}CANN (Q/)]}} sendo esta uma reducio na raiz.

Entao existe um contexto C', contextos direitos C7,Ch, termos M',N', P',Q" € A}

e k',r" > 1 tal que B = C'{C{M'[f"* (P'H]}CLH{N'[N" (Q')]}} e tal que P’ —» P e
Q@ —>Q

Av
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Prova. Pela indugao sobre o contexto C. Chame e = Ci{M[* (P/)]}C2{N[1" (Q/)]}
Nao daremos M', N', P'. Q' k', r', C}, C} quando a escolha é nitida uma vez que C’ tenha

sido escolhido.

e Se C{O} = O, entao:

— Se a redugao esta na raiz de B, entao analisa-se cada A\v-regra e obtém some-
ente uma possibilidade:

*

(Fvar), entdo tem-se C'{0} = 1[C'{0O}/] assim segue os resultados con-
seqiientes.

— Se a reducao é interna em B:

*

caso B = (a' b) — (a b), com a’ — a, entdo (a b) = e assim a = Cy{M[{*
(P/)]} e b = Co{ N[t (Q/)]}. Pelo Lema 10, existem C] um contexto
direito, M’, k' > 1 e P’ tal que o’ = C{{M'[{* (P'/))]} e P’ — P, assim
temos C'{0} = O. ’

caso B = (a V') — (a b), com 0" — b, entdo de forma analoga (a b) = e
assim a = C1{M[f* (P/)]} e b= Co{ N[f" (Q/)]}. Pelo Lema 10, existem
C um contexto direito, N’,7" > 1 e Q' tal que b = CL{N'[{"" (Q'/))]} e
Q' — @, assim temos C'{0O} = O.

Av
caso B = (Aa') — (Aa) com @’ — a, & descartado, visto que Aa ndo ¢ igual
a uma aplicagao.
caso B = a'[s] — as] com a’ — a, ¢ descartado, visto que a[s| ndo ¢é igual
a uma aplicacao.
caso B = a[s'] — a[s] com s’ — s, & descartado, visto que a[s] ndo & igual
a uma aplicagao.

e Se C{O} # O, entao:

— Se a reducao estd na raiz de B, entao analisaremos cada Av-regra:

*

*

para a regra ((Aa) b) —pea alb/], entdo onde quer que o buraco esteja

situado segue os resultados do Lema. Por exemplo, se o buraco esta em b,

entao b = D{e}, para D um contexto; temos C'{0} = ((Aa) D{O}) assim

segue os resultados conseqiientes.

para a regra (a b)[s] —app (a[s] b[s]), sempre o buraco ¢ situado, assim

segue os resultados conseqiientes para um cotexto C’ apropriado, ou seja:
1. se o buraco estd no primeiro s, temos C’'{0} = (Aa)b[D{O}] onde

s = D{e};

se 0 buraco estd no segundo s, temos C’ como acima;

se o buraco esta em a, temos C'{0} = (D{O} b)[s| onde a = D{e};

se 0 buraco esta em b, temos C'{0} = (a D{0O})[s] onde b = D{e};

o buraco nao pode estar na posicao de a[s] visto que a[s] nao é igual

a uma aplicac¢ao;

6. o buraco nao pode estar na posigao de b[s] visto que b[s] nao ¢ igual a

uma aplicacao também:;

RARE N
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7. o buraco nao pode estar na posicao de (a[s] b[s]) se nao C{O} = O no
qual corresponde a um caso analizado anteriormente.

% para aregra (\a)[s] = ram (Aa[f (s)]), se O € a, tome C'{0O} = (AD{O})[s],
para a = D{e} ese O € s, tome s = N/ com O € N e N = D{e}, logo
tome C" = (\a)[D{e}/].

% para a regra 1[a/] — puar a, temos C'{0} = 1[C{O}/].

* para a regra n + lla/] — pyer D, descartamos, visto que n nao é igual a
C{e}.

% para a regra 1[ft (s)] = pyarrife 1, descartamos, visto que 1 nao é igual a
C{e}.

% para a regra n+ 11 (S)] = gparripe D[s][T], entdo O € s, visto que n
nao pode conter C'{e} assim tome C' = {0} = (n+ 1)[f} (D{O})] para
s = D{e}.

% para a regra n[t] —varshipe D+ 1, descartamos, visto que n+ 1 néo é
igual a C{e}.

— Se a reducao é interna em B:

* para B = (a' b) — (a b) = C{e} onde a’ — a, entdo temos:

1. se o buraco é situado em b entao existe um contexto D tal que b =
D{e}. Temos C'{0} = (a’ D{O}) e assim segue os resultados con-
seqiientes.

2. se o buraco ¢ situado em a entao existe um contexto D tal que a =
D{e}. Pela HI, existe um contexto D', contextos direitos C] e CY), ter-
mos M',N', P, Q" e k',r" > 1tal que a’ = D'{CI{M'[{* (P'/)]}Cs{N'[{}"
@), P’*PGQ’ Q.

Temos C”{D} D’{D}b e assim segue os resultados conseqiientes.

/

* para B = (a ') — (ab) = C{e} onde V/ — b, & andlogo ao caso anterior.
x para B = A\d 7))\61 = C{e} onde a’ — a, entdo O € a e pela HI,
existe um contexto D tal que o' = D'{M'[{* (P'/)IN'[f" (Q'/)]} para
M' N P.Q €A ek r >1comP':»PeQ' — ). Temos C'{0O} =
AD’{0} e assim segue os resultados. ’
* para B = d[s| — a[s] = C{e} onde a’ — a, entao temos:
1. se o buraco esta situado em s entao s nao pode ser }" (1) para algum
n > 0, assim s =" (R/) para algum termo R e n > 0, assim R =
D{e} para algum contexto D. Temos C'{0O} = d[{t" (D{O}/)] e
assim segue os resultados conseqiientes.
2. se o buraco é situado em a entdo a = D{e} para algum contexto D.
Pela HI existe um contexto D’, contextos direitos C] e C}, termos
M' N P Q ek v >1tal que a’ = D'{C|{M'[t* (P'))]}Co{N'[1}"
@I P Pe@
Temos C'{0} = D’{0}[s| e assim segue os resultados conseqiientes.

* para B = a[s']| — a[s] = C{e} onde s’ — s, entdo s ndo pode ser " (1)
para algum n >0, assim s ={" (R/) para algum termo R e n > 0, e visto
que ' — s entao existe I tal que s ={" (R'/) com R’ — R, assim:
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1. se o buraco ¢ situado em s entao, visto que estd em uma posicao de
termo, precisaria estar situado em R, entio pela HI R = D'{C{{M'[*
(P'HIYCUNTY (Q'))]}} com C) e Cf contextos direitos, P’ - Pe
Q' — @, assim temos C'{0} = a[f}" (D'{0}/)] e assim segue os resul-
tados conseqilientes.

2. se o buraco ¢ situado em a entao existe um contexto D tal que a =
D{e}. Temos C'{0} = D'{O}[s'] e assim segue os resultados con-
seqiientes.

(I

Veremos agora uma propriedade importante na qual relaciona o problema de ezpan-

sibilidade comum, conforme o Corolario 4, com o problema de expansibilidade para um
termo puro:

Proposicao 10 Dados P,Q € A. Entao o termo (AL[ft (P/)] L[t (Q/)])) € expansivel
a um termo puro se e somente se AR € A R > PeR— Q

Prova.

e (<) Suponha que existe um termo R. Entdo pela simula¢gdo de Av temos que
R;»PeR;»Q, logo

(AQ@ (P LI (@)

(AQ@ (RO LM (R)))])
A@ D) (7/)])
(AL 1))[R/]

((AA(1 1)) R)

que é um termo puro, ((A\(1 1)) R).

e (=) Dado t = AA[ (P))]1[f (Q/)]). Este termo satisaz as condigbes do Lema
11, isto &, t = C{CL{M[n* (P)]}C2{N[" (Q)]}} onde C1{0O} = Co{0} = O e
C{O} = AO um contexto qualquer, e k = r = 1, assim C; e C3 sdo nitidamente
contextos direitos.

Pela hipotese existe um termo puro B tal que B — t, assim existe t; € A, to, ..., t, €
A! talque B=1t; -ty — ... 5ty =t

Mas visto que B ¢ puro, a quantidade de f} em B representado por ng € igual a zero
(nqy(B) = 0), assim repetindo o Lema 11 existiria 1 < i < m tal que t; —app tit1
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onde esta reducdo esta na posicio de O em C'V{0}, o contexto correspondente ao
termo ¢; (de outra forma a conclusdo do Lema poderia implicar que ny(B) > 0).
Tomando ¢ = o maximo que possa assumir, que é o primeiro ¢ satisfazendo esta
condicdo para o termo extremamente a direita na derivacdo (isto &, t).

Isto significa que (dentro desta derivagao) existem termos U, V', contextos direitos
D. E e termos R', R” tal que

tisr = CUT{D{UM" (R)E{VIN (R"))]})

onde R P e R - Q, e C/tY = CO & o mesmo contexto do termo t; =
Av Av

C@{(ab)[s]}.

Correspondente a regra-(App) padrao, existem termos a, b e uma substituicao s tal
que afs] = D{U" (R'/)]} e bls] = E{V[" (R"/)]}.

Iremos mostrar que R’ = R”, razao para analizar D e E e, em alguns casos, a
posi¢ao dos buracos com respeito aos termos als] e b[s]:

— D=0eE=0: entao ¥ (R')) =s =" (R"/) assimU =V,k=re R = R".

— D#0Oe E # 0, e o buraco de D é situado dentro do fecho de als] e o buraco
de E é situado dentro do fecho de b[s], em outras palavras ambos os buracos
sao situados dentro da substitui¢ao s. Lembramos que a[s] = D{U[t* (R'/)]}
e b[s] = E{V[{" (R"/)]}. Mostrar-se-a que a posicao destes dois buracos é
necessariamente a mesma. De acordo com Lema 8 os seguintes casos podem
ocorrer:

* ambos os buracos estao exatamente na mesma posicao em s, entao nao ha
nada a fazer;

* ou ambos os buracos estao em posicoes diferentes em s, entao a posicao de
um dos buracos tem uma posi¢do de termo a direita (a posi¢ao de outro
buraco), portanto pelo Lema 9 o correspondente contexto nao pode ser
direito, que é absurdo;

* ou a posicao dos buracos de E é um prefixo proprio da posicao do buraco
de D, isto é, o buraco de D esta localizado dentro da posi¢ao do buraco de
E. Tsto significa que o buraco de D esta dentro do sub-termo V[{}" (R"/)],
entao existem trés casos para verificar:

1. a posi¢ao do buraco de D ¢é a posicao de V[{" (R"/)], mas este caso
nao podera acontecer, visto que, era suposto ser prefixo proprio (em
outras palavras, este caso corresponde a um analisado antes em que
ambas as posi¢oes dos buracos coincidem);

2. a posicao do buraco de D esta dentro de V', mas isto é um fecho e
entao D nao poderia ser direito, assim isto nao acontece;

3. a posicao do buraco de D esta dentro de f" (R"/). Visto que D é
um contexto-termo, a posi¢ao do buraco necessariamente estd em R”.
Esta posigao esta abaixo de f} (visto que r > 1), que é absurdo visto
que D é direito.

x ou a posicao do buraco de D é um prefixo proprio da posicao do buraco
de F, isto é, o buraco de E esta localizado dentro da posicao dos buracos
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de D. Este caso ¢ analogo ao anterior unicamente trocando as funcoes de
DeFE.

Entao a tnica possibilidade é que os dois buracos tém a mesma posicao
em s. Isto exigi U =V, k=re R = R".

Agora temos que R = R’/ R’ - P e R’ — (). Entao, visto que P e () sao puros,
Av Av
pelo Lema 7 existe um termo puro R tal que R - Pe R — Q.
8 8

O

Corolario 9 O conjunto AP, € recursivamente enumerdvel mas nao-recursivo. Assim,
nao existe algoritmo com a capacidade de decidir, dado um termo M € A!, se ele é
expansivel para um termo puro.

Prova. Ele é nitidamente recursivamente enumeravel visto que um algoritmo nao-
terminante pode, pela sintaxe, enumerar todos termos puros e delas reduzir sistematica-
mente pela aplicagao todas etapas de reducoes desses termos.

Se fosse recursivo, pela Proposicao 10 poderiamos testar, dados termos M, N € A, se
existe P € A tal que P > MeP > N, que é indecidivel pelo Corolario 4. O

Proposigao 11 Seja C C Al nao trivial e fechado sobre =y,. Entio C é nao-recursivo.

Prova. Seja D = CnNA, assim tomando N € D e P € A tal que N =3 P temos, pelo
Lema 6, que N =), P. Como C é fechado sobre =), entao P € C e assim P € D, pois
P e Ae P e Al Portanto D é fechado sobre =5. Como D C A temos pela Proposi¢ao
8 que D é nao-recursivo. Logo se C for recursivo, o conjunto D também deveria ser
recursivo, ja que D C C', que é uma contradicao, pois D é nao-recursivo. O
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4.3.3 Resultados de indecibilidade em Mo

Mostraremos alguns resultados de indecibilidade no Ao-calculo, sendo lemas e propo-
si¢oes que foram aplicados no calculo A\v e agora estamos modicando-os para aplicarmos
neste novo calculo. Para isso usaremos, dentre outras relagoes, a simulagao, e a projecao.
Observe que o Lema 12, o Corolario 11 e a Proposicao 12 utilizam-se do sistema definito
na reducao 5 do célculo A\, usado na Proposicao 7.

Corolario 10 A relacao — € indecidivel.

Prova. Suponha que — ¢é decidivel, logo o conjunto C = {M € A | M —pea N & 1}
Ao -

é recursivo. Entdo, pelo Lema 4, temos que o conjunto D = {M € A | M —p 1} ¢é

recursivo, que é um absurdo pelo Corolario 3. O

Lema 12 Dados M,N € A. Entao M =), N se somente se M = N.

Prova. Se M =g N, entao pela confluéncia do calculo A existe um termo U € A tal que

M — Ue N — U [8]. Entao pela Proposicao 7, M — U e N — U, assim M =), N. Para
B B Ao Ao

outra implicagao, se M =), N, entdo pela confluéncia de Ao existe um termo U’ € AL

tal que M - UeN - U'. U’ pode nao ser puro, assim tomando U = o(U’) a forma

v-normal de U’, pela terminacao e confluéncia de o [1], entao temos M — UeN —=Ue

Ao

entao pelo Lema4M—B»UeN—ﬁ»UassimM:5 N. O

Corolario 11 A relacao =), € indecidivel.

Prova.  Suponha que seja decidivel, entao pelo Lema 12 é possivel determinar que
M =5 N para todo par M, N € A, que é absurdo pelo Corolario 2. O

Corolario 12 Dados M, N € A, o problema de decidir se existe P € A tal que P - M
e P — N ¢ indecidivel. ’

Prova. Mo satisfaz o Lema 4 e de simulagdo da S-redugao (Proposigao 7), entao se
este problema for decidivel, ele ira4 contradizer o Corolario 4, pois teriamos que é possivel
decidir se existe P € A tal que P > MeP > N. O

Corolario 13 Dados M, N € AL, o problema de decidir se existe P € A tal que P — M
e P — N € indecidivel.

Prova. Reduz-se este problema ao do Corolario 12. Pois, se existe um algoritmo que
decida a existéncia de um termo P € A tal que P - M e P — N com M,N € A’,

Ao Ao
entdo pode-se usar este algoritmo no Corolario 12, o que seria uma contradicao, visto que
A CAL O

Lema 13 Dados M, N € A. Entao existe P' € A! tal que P’ — M e P’ — N se somente

Ao Ao
se existe P € A tal que P — M e P — N.
8 s
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Prova. A implicacao (<) é provada pela simulagao da [-reducdo. Portanto para cada
reducao P, > P obtemos pela simulacao Py . Pj, depois usando as regras de o temos

a forma normal o(Py) = P,.
Para verificar a implicagao (=), usamos o Lema 4 (o Lema de Projec¢ao). Suponha que
P e AL, P - M e P - N, com M,N € A, para casos P, + 4 P, temos que o(P) —>5

o(P,), pois U(Pl) = U(PQ) j& que o é confluente e terminante, e para P; — g, Po temos
o(P1) —p o(P,). Entao tem-se P = o(P'), assim pela Lema de Projecao P > o(M)=M

e P > o(N)=N. O
Proposicdo 12 Seja C C AL ndao trivial e fechado sobre =y,. Entao C é nao-recursivo.

Prova. Seja D = C'N A, assim tomando N € D e P € A tal que N = P. Assim,
temos que IL € A tal que N > LeP > L e pela Proposicao 7 N — PeM — P. Logo

N =), P. Como C é fechado sobre =), entao P € C, e assim P €D, p01s PeAe
P € C. Portanto D ¢é fechado sobre =3. Como D C A temos pela Proposicao 8 que D
é nao-recursivo. Logo se C for recursivo, o conjunto D também deveria ser recursivo, ja
que D C C, que é uma contradicao, pois D é nao-recursivo. O

Possiveis aplicagoes no \o-calculo

Nesta secao mostraremos possivel uma aplicacao da Proposicao 10 no Ao-calculo,
fazendo algumas modificacoes para adequar ao novo célculo. Destacamos que a aplicacao
desses resultados ainda nao é possivel, necessitando-se ainda de algumas provas para a
sua validade.

Proposicao 13 Dados P,QQ € A. Entao o termo

(A@[@ - ((P-id)o 1)) L[(L- (- id)o 1))]))
€ expansivel a um termo puro se e somente se AR € A R > PeR > Q.

Prova.

e (<) Suponha que existe um termo R. Entao pela simulacdo de Ao temos que
R;»PeRT»Q, logo

(A@[@- ((P-id)o 1)) L[(L- ((Q - id)o 1))]))

Ao

(A@[@- (R -id)o 1)) L[(L- (R -id)o 1))]))

App

(AL 1))[(R-id)]

Beta




que é um termo puro, ((A\(1 1)) R).

e (=) Teremos que provar, fazendo provavelmente uma analise de contexto, que
JR' € A? tal que R’ — PeR - Q. Entao, por P e @Q serem puros, pelo Lema 13,
existird um termo puro R tal que R > PeR > Q.
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Capitulo 5

Conclusao

Estudamos neste trabalho o calculo A, assim como os calculos Ay, Ao, Av, e Ax, olhando
suas propriedades, para depois aplica-las no estudo da expansibilidade.

Apresentamos a seguir uma tabela com as propriedades estudadas com as devidas
referéncias.

Simulacao | Corregao | Projecao | Expansivel
Ao sim [2] sim [2]

AX sim sim sim [3]
Av | sim [9] sim 9] sim [9] nao [3]
Ao | sim [1] sim [1] nao*

Como pode-se verificar na tabela, a propriedade de simulacao é valida para todos os
calculos estudados. A propriedade de correcao é valida para os célculos Ay, Ax e Av.
A propriedade de projecao é valida para os calculos \v e Ao. E a propriedade de ser
expansivel a termos puros vale para o cilculo Ax, nao vale para o A\v e conjecturamos que
nao vale para o \o.

Para o calculo Ax provamos a simulacdo e a correcao. A expansao foi feita por Ariel
Arbiser, no qual a prova é desenvolvida por meio da inducao na estrutura de termos.

Desenvolvemos para o A\v lemas auxiliares, os Lemas 1 e 2, para provar

(M) N) 5 0o(M, N)
e utilizar na prova da simulacao e da correcao. Com respeito a expansao, foram feitas
muitas provas por Ariel Arbiser até chegar ao resultado apresentado na tabela. E aqui no
trabalho detalhamos estas provas. A simulacao e a correcao foram utilizadas nas provas
de indecidibilidade das relacoes — € =)y, que foram utilizadas por Ariel Arbiser no
resultado de indecibilidade com relggéo a expansao a termos puro.

No Ao-calculo foi provada a simulagao pela referéncia |1]. Nao sabemos se a proprie-
dade de corregao vale para o este calculo, tentamos provar mas sem sucesso.

Desenvolvemos todos os resultados de indecibilidade em Ao que se encontram na Se¢ao
4.3.3, dentre eles, a indecibilidade das relacoes = € =) Sendo que utilizamos, para
isso, lemas e proposicoes que foram usados no calculo Av, que modificamos para aplica-
los. Para provar estes resultados, fizemos uso, dentre outras relagoes, da simulacao, da
projecao.
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No Lema 12, no Corolério 11 e na Proposicao 12 fizemos uso do sistema definido na
reducao 3 do célculo A, usado na Proposicao 7. E deixamos uma possivel aplicacao da
Proposicao 10 do Av, no Ao que é a Proposicao 13, que ainda falta provar.

A validade da Proposi¢ao 13 implicaria que o conjunto

AP ={M € A'|M tem uma expansio pura}

é nao-recursivo. Para provar esta proposicao estavamos analisando contextos da forma:

Ct = O|CUAL|AL CH[ACH| CHAL] | AL[CH]
C5 n= CU-AS | (CH-AS)oAS | Ao (Ct-AS)

Conjecturamos que o Ao-calculo seja indecidivel a respeito da expansao a termos
puros. Apesar de nao conseguimos provar isso, foi possivel desenvolver uma base solida
a respeito da expansibilidade.

E nao podemos esquecer de como ¢ foi importante o Teorema de Scott, que aplicado ao
calculo A, obteve como resultados de indecibilidadde =5 =50 Corolério 4 e a Proposicao

8; que sao a base para os resultados de indecibilidade dos célculos \v e Ao. Os resultados
de indecibilidade do calculo A podem ser encontrados na referéncia [3].
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