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RESUMO

IMPLEMENTA(}AO DOS ELEMENTOS FINITOS MORTAR UTILIZANDO
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE EM COORDENADAS HOMOGENEAS -
APLICACAO AS ESTRUTURAS DE MICRO-ONDAS.

Autor: Moacir Moura de Andrade Filho

Orientador: Plinio Ricardo Ganime Alves

Programa de P6s-graduacdo em Engenharia Elétrica

Brasilia, més de abril de 2013

Este trabalho aborda o desenvolvimento e a implementacdo computacional, em
linguagem de alto desempenho Fortran, de formulagfes ndo-conformes Mortar, utilizando a
técnica dos Multiplicadores de Lagrange. Aplica-se a técnica na andlise de guias de ondas na
faixa de micro-ondas. Na implementacdo, utilizam-se Elementos Finitos Mortar de primeira

ordem.

As matrizes resultantes da aplicacdo do método dos Elementos Finitos Mortar a
problemas de propagacdo foram calculadas por meio de uma técnica de integracdo analitica
estendida, a qual é também apresentada. Esta abordagem estendida permite o calculo das
matrizes universais para elementos finitos nodais e também na funcdo Mortar em qualquer
ordem de aproximacdo. A aplicacdo da técnica de integracdo analitica é feita com as integrais
escritas nas coordenadas homogéneas do elemento finito. Desta forma, as matrizes sdo
calculadas uma unica vez, sendo independentes das dimensdes do elemento e dependentes
apenas do tipo e da ordem da aproximacdo utilizada. E apresentada a solucdo e o tempo de
processamento para alguns guias de ondas de geometria complexas. Os resultados obtidos séo
comparados com aqueles apresentados na literatura. Usando esta técnica, conseguimos uma
melhoria na qualidade dos resultados e no tempo de processamento (CPU time) em

comparagao ao tradicional Método dos Elementos Finitos (MEF).
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ABSTRACT

IMPLEMENTATION OF FINITE ELEMENTS MORTAR USING LAGRANGE
MULTIPLIER IN HOMOGENEOUS COORDINATES - APPLICATION TO
STRUCTURES OF MICROWAVES.

Author: Moacir Moura de Andrade Filho

Supervisor: Plinio Ricardo Ganime Alves

Programa de Pos-graduacdo em Engenharia Elétrica

Brasilia, april of 2013

This work deals with the development and computing implementation in the high-
performance Fortran language of non-conforming Mortar formulations, using the technique of
the Lagrange Multipliers. The technique is applied in the analysis of waveguides in the band

of microwaves. The implementation uses Mortar Finite Elements of the first orders.

The matrices resulting from the application of the Finite Elements Method Mortar for
the problems of propagation were calculated using a technique of extended analytical
integration, which is also presented. This extended approach allows the calculation of
universal matrices for Finite Element nodal and also in the function Mortar in any order of
approximation. The application of analytical integration technique is done with integrals
written in homogeneous coordinates of the Finite Element. Thus, the matrices are calculated
once and are independent of the dimensions of the element and dependent only on the type and
order of approximation used. It is presented the solution and the processing time to some
waveguides of complex geometry. The results obtained are compared with those presented in
the literature. Using this technique, we have an improved quality of results and processing
time (CPU time) compared to traditional Finite Element Method (FEM).
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1- INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho é empregar o Método dos Elementos Finitos
Mortar [1] em estruturas de micro-ondas. Usaremos esse Método para obter uma melhoria na
qualidade dos resultados, bem como, uma reducéo no tempo de processamento (CPU time) em

relacdo ao tradicional Método dos Elementos Finitos (MEF).

Neste trabalho o Método Mortar é empregado utilizando a Técnica de Integracdo
Analitica. A vantagem da utilizacdo dos elementos finitos em coordenadas homogéneas é que
as integrais resultantes do Método ficam independentes dos pardmetros geométricos dos
elementos, e desta forma, podem ser calculados uma Unica vez para todos os triangulos do

dominio.

O Método Mortar vem sendo estudado sempre no ambito da matematica por Casarin
[2], Braess [3], WohIimuth [4]. Recentemente foi estendido ao eletromagnetismo através de
varios trabalhos publicados por pesquisadores do GRUCAD — Grupo de Concepcédo e Analise
de Dispositivos Eletromagnéticos (EEL/CTC/UFSC) [5], MSE (Modelagem de Sistemas
Eletromagnéticos) do LGEP (Laboratério de Engenharia Elétrica de Paris) na analise de
dispositivos com correntes induzidas com elementos nodais e de aresta em duas dimensdes e

também em trés dimens6es por Rapetti [6].

O conceito do método Mortar é de implementar uma condi¢do de acoplamento
diretamente ao problema discretizado. Um dos subdominios é chamado de mestre e o outro de
escravo. Esta escolha é arbitraria. A condicdo de acoplamento entre as malhas garante a
continuidade na interface. A exatiddo do Método depende fortemente da malha. A malha néo-
conforme deve possuir quantidade maior de triangulos nas regifes de interesse e menor
quantidade em regibes afastadas, isto é, triangulos pequenos na regido de interesse e
triangulos maiores distante dela. Com isto, 0 processo de analise se torna mais demorado e

preciso apenas onde for necessario.

O Meétodo Multiplicadores de Lagrange € concebido a partir da minimizacdo de um



funcional do problema no dominio continuo. Usaremos, neste trabalho, a técnica dos
Multiplicadores de Lagrange para incluir ao funcional original do problema outro que garanta
a continuidade da funcdo na Interface [7]. No nosso caso, o funcional adicionado sera a
chamada condicdo Mortar. Da minimizacdo do funcional completo obtém-se a forma

variacional do problema que pode ser discretizada pelo Método dos Elementos Finitos (MEF).

Este trabalho esta organizado em cinco Capitulos e um Apéndice.

No Capitulo 1 é feita a Introduc&o.

No Capitulo 2 é feita a formulacdo do Método dos Elementos Finitos para 0s modos
TEM, TE e TM dos Guias de ondas. E abordada a Técnica de Integracéo Analitica. Apresentamos a

transformacdo de coordenadas para o sistema homogéneo no tridngulo. Obtemos as chamadas

“matrizes universais” por meio do principio variacional.

No Capitulo 3 apresentamos a definicdo de Elementos Finitos Mortar e do Método

dos Multiplicadores de Lagrange. Aplicamos as formulac@es para os Guias de ondas.

No Capitulo 4 sdo apresentados a analise e os resultados para a formulacdo néo-
conforme implementada. O desempenho da formulagdo ndo-conforme é analisado em funcgédo
da geometria dos elementos, da discretizacdo, da ordem de interpolacdo e da dimensdo do
Guia. Os resultados para calculos de parametros como a freqiiéncia de corte sdo comparados

com os valores encontrados na literatura.

Capitulo 5 é dedicado as conclusdes e perspectivas futuras do trabalho.

No Apéndice apresentamos os fluxogramas dos programas em linguagem Fortran

para a implementacéo das formulacdes desenvolvidas.



2 - ATECNICA DA INTEGRACAO ANALITICA

2.1 - Guias de ondas homogeneamente preenchidos

Os Guias de ondas fechados, preenchidos com materiais homogéneos e isotrépicos,
sdo conceitualmente simples e representam importantes estruturas em engenharia de micro-
ondas. Os primeiros estudos numéricos de propagacdo de ondas, apresentados na literatura,

foram realizados com esse tipo de dispositivo [9]-[11].

Uma grande variedade de guias de ondas de interesse tecnologico comportam a
propagacdo de modos nos quais as condi¢des de contorno podem ser satisfeitas por campos
que tenham todos os componentes presentes. Particularmente, a solugdo de interesse para
linhas de transmissdo € uma onda que apresente somente componentes transversais (onda
eletromagnética transversal - TEM), ou seja, E,=H,=0, enquanto que para guias de ondas

fechados solucbes com E, = 0 séo possiveis [12].

Ondas TEM possuem E,=H,=0 (propagacdo da onda na direcdo z). Neste caso, 0
campo elétrico pode ser encontrado a partir do gradiente transversal de uma funcdo escalar
#(x,y), a qual depende somente das coordenadas transversais e ¢ uma solucéo da equagdo de

Laplace em duas dimensdes:
V.(Vg) =0. (2.1)

Por outro lado, ondas transverso-elétricas (TE) apresentam E,=0, mas H,#0. Neste
caso, todos 0os componentes podem ser obtidos a partir do componente axial H, do campo
magnético. As ondas transverso-magnéticas (TM) tém H,=0, mas E,#0 e 0s componentes de

campo podem ser derivadas de E;,

A equacdo de onda para os modos transversais TE e TM ¢ obtida partindo-se das
equacOes de Maxwell livres de fontes de correntes internas e assumindo propagacao ao longo
do eixo z conforme [13]



H. = |H_|ej(wt-ﬁ2)
I 1 !

E, = [E[ei7?,

V.(€|E) =0,

(2.2)
(2.3)
(2.4)
(2.5)
(2.6)

(2.7)

onde: 1 é a freqiiéncia angular, E e H sdo os campos elétrico e magnético, e e p  S&0 a

permissividade e a permeabilidade, respectivamente, e [ é a constante de propagacdo. Em

situacBes em que existam perdas no dielétrico, a constante de propagacdo é complexa e escrita

daforma y =a+jB, sendo o a constante de atenuacéo e i= x,y,z.

Utilizando as equacdes (2.2)-(2.3) nas equacOes (2.4)-(2.7) e suprimindo o fator

el tem-se as relagbes a seguir:

oE, . .

ay +JﬁEy :_Ja)/"_lx
oE, . .
E—FJﬁEx :+Ja)/LHy
oE

& _E_ jun
ox oy

oH, . i

& +]PH, =+]ok&,

oH
OX

“+ Jﬂl_lx = _ja)‘£y

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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OX oy

Combinando-se as equacgdes (2.8), (2.9), (2.11) e (2.12), pode-se escrever:

OE, _oH,

oe*=p—*%)
H, - (szy_ﬂz) ox (2.14)
_9E, _oH
- jlwe—+p—F)
H, = (kfx_ﬂz) ¥, (2.15)
. OE oH
—j(B—Ftop—_*)
Ex = (i)z(_ﬁZ) 6y ! (216)
. CE oH
18— +ou—*F)
E, = (i{ 7 X (2.17)
onde k’= o’pe. (2.18)

Pode-se observar, a partir das equacdes (2.14)-(2.17), que se as componentes E, e H,

sdo considerados, os demais componentes de E e H podem ser calculados.

Para ondas TE (E;=0), a equacéo de onda pode ser obtida a partir da substituicdo dos
componentes de campo (2.16) e (2.17) em (2.10):

VEH, +(k* = *)H, =0, (2.19)

onde V? & o operador Laplaciano transversal dado por



(2.20)

Analogamente, para ondas TM (H, = 0), a equagdo de onda pode ser derivada da

substituicdo dos componentes de campo Hy e Hy, dadas em (2.14) e (2.15), na equagéo (2.13).
VIE, +(K* - B*)E, =0 (2.21)
As equac0es (2.19) e (2.21) sdo equagdes escalares homogéneas de Helmholtz.
As diversas configuragdes de campos eletromagnéticos dos modos TE e TM,
juntamente com o modo TEM (se este puder existir), constituem um conjunto completo de
campos e podem descrever qualquer perturbacdo eletromagnética em um guia ou cavidade

preenchidos homogeneamente com material dielétrico.

Na proxima secdo vamos obter as formulacdes para o MEF das equac6es de Laplace
e Helmholtz obtidas.

2.1.1 - Ondas TEM - Formulacgdo dos Elementos Finitos
Em meios anisotrdpicos, a equacdo de Laplace pode ser escrita como:
V.(g, VD) =0. (2.22)

A aplicagdo do MEF a uma certa classe de guias de ondas define as caracteristicas do
meio dielétrico a ser considerado, tal que o tensor permissividade relativo tenha a seguinte
forma:

_|& O 2.23
gr_ 0 c ' ()



Aplicando o método dos residuos ponderados a equacgdo (2.22), obtém-se a seguinte
equacdo integral sobre o dominio, Q.

oW oD oW oD
J‘(Sxxaa‘i‘gyyaa)dxdy:o (2'24)

Q

onde W é a funcéo teste da técnica dos residuos ponderados.

Na construcdo da solucdo aproximada da equacdo (2.24), pelo MEF, a regido em

estudo é dividida em subdominios (elementos finitos). Os subdominios, Q°, respeitam as

seguintes regras:

Uor =, (2.25)
QAN =g, s 1<jzk<n, (2.26)

O parametro @, na equacdo (2.24), pode ser determinado de modo a representar a
melhor aproximacdo possivel dos valores do potencial para os nos de cada elemento finito.
Para os pontos nodais que pertencem a superficie com condic¢6es de contorno de Dirichlet, ®

assume valores conhecidos @, ; e para pontos sobre a superficie com condi¢éo de contorno de

Neumann, ® permanece ndo especificado.

Escolher para as funcbes teste, W, o proprio conjunto de funcbes base, N,
procedimento denominado técnica de Galerkin [13], torna possivel utilizar estas fungdes, tanto
na interpolacdo de geometria de cada elemento finito, quanto na interpolagdo do potencial em

seu interior.

A fungdo potencial, @, e teste, W, séo representadas separadamente, em cada

elemento finito, por uma combinacdo linear de fungdes de aproximacéo ou de base , N.



D=3 Nyg, ={NHY @a1)
W = N = {NHw" (2.28)

Substituindo as expansdes dadas em (2.27) e (2.28) na equacao (2.24), tem-se:

c ON; ON; ON; ON;

ZJ(sax x T gy ay)gbdd y=0

(2.29)

Pode-se representar a equacdo (2.29) na forma de um sistema linear de equacgdes

como:

[SHaY ={b} (2.30)

onde {b} € o vetor das acles e

I( xxa Ny a{N} (2.31)

ANF ANDy
o oy

yy

onde ny é 0 nimero de pontos nodais no elemento finito, {N} representa o conjunto completo
de funcdes de base no elemento finito usado, { } representa uma matriz linha e { }' é a matriz

transposta.

A expresséo apresentada na equacgdo (2.31), para cada elemento finito, pode ser
calculada por integracdo numérica diretamente na implementagdo computacional do MEF ou
pré-calculada por integracdo analitica, para um elemento finito de referéncia. O pré-calculo
das matrizes pode reduzir um pouco o tempo de processamento no calculo e na montagem do

sistema de equacdes. Nesse caso, 0 custo é 0 aumento da complexidade de implementacéo que



é dependente do tipo de problema fisico em estudo. Mais detalhes sobre o célculo dos
elementos de matriz serdo apresentados no Capitulo 3.

2.1.2 - Modos TE e TM - Formulacéo dos Elementos Finitos
Como mostrado na Secdo 2.1, o fenbmeno de propagacdo em guias de ondas
fechados, sem fontes internas, pode ser descrito pela equacdo homogénea de Helmholtz dada
por:
VO +k D =0,
(2.32)

onde a fungdo potencial @ satisfaz a equagdo (2.32) na regido Q e k’=k*- > é o nimero de

onda de corte.

Aplicando-se & equacéo (2.32) o método dos residuos ponderados associado a técnica
de Galerkin, obtém-se a seguinte equacdo matricial:

[FHo} -KIIMK®} ={0}, (2.33)

onde ® =H,, para ondas do tipo TE, e ® =E,, para ondas TM.

As matrizes [F] e [M] podem ser escritas como [23]:

[ 0N AN | B{N} N}
[F]_i( x ox T oy oy )dxdy (2.34)
(]
[M]= [{N}'{N}dxdy (2.35)

Q



Desde que [F] e [M] ndo envolvam quaisquer quantidades relacionadas a w, fica

evidente que k. € uma constante. Uma vez encontrada k., a constante de propagacao, 3, pode
ser calculada a partir da relagdo: f°=o’uc-k’.

Na proxima Secdo vamos utilizar a Técnica de Integracdo Analitica para fazermos a
transformacdo de coordenadas para o sistema homogéneo no triangulo. Obteremos as
chamadas “matrizes universais” para implementagdo dos modos TEM, TE e TM para o0s

Guias de Ondas.

2.2 - Uso da Técnica de Integracdo Analitica para calculo dos elementos de matriz

A analise de problemas fisicos pelo MEF envolve a construcdo de certas matrizes
para cada elemento finito do dominio. A forma classica usa formulas de quadratura para
calcular os elementos da matriz. Esse procedimento é denominado método de integracdo
numérica. Um segundo procedimento, o método da integracdo analitica, calcula cada elemento
de matriz usando fatores paramétricos, os quais dependem do tipo de elemento finito, mas ndo
de sua geometria [14], [15]. Uma terceira possibilidade consiste em definir uma representacédo
exata do operador diferencial [16]. Nesse caso, as matrizes de elementos finitos sdo calculadas

como combinagdes ponderadas de certas “matrizes universais”.

A integracdo direta € o método mais simples de implementar, mas é também
computacionalmente mais custoso, quando comparado aos outros dois métodos.
Implementacdes baseadas em integracOes analiticas sdo aproximadamente trés vezes mais
rapidas que o método baseado em férmulas de quadraturas, no caso de elementos de segunda

ordem polinomial, e seis vezes mais rapido para elementos de terceira ordem [14].

Além disso, o calculo prévio e a armazenagem das matrizes, utilizando a técnica de
integracdo analitica, possibilitam uma eficiente implementacdo de modulos processadores com
adaptacdo automatica da ordem de aproximagdo dos elementos finitos (“malha tipo p”).
Contudo, a complexidade das expressdes analiticas obtidas para os elementos da matriz

aumenta rapidamente com a ordem de aproximacdo, fazendo com que a implementagédo
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computacional e a busca de erros seja custosa, sobretudo no caso de problemas com
anisotropias arbitrarias e com propriedades fisicas que dependam das coordenadas do dominio.

O trabalho pioneiro na sistematizacdo da utilizacdo da técnica de integracdo analitica
foi apresentada por Silvester para elementos finitos triangulares e tetraédricos isotropicos e
homogéneos [14] e [15].

A aplicacdo da Técnica de Integracdo Analitica é feita com as integrais escritas nas
coordenadas homogéneas do elemento finito. Desta forma, as matrizes séo calculadas uma
Unica vez, sendo independentes das dimensGes do elemento e dependentes apenas do tipo e da

ordem da aproximacao utilizada.

2.3 - Transformacéo de coordenadas para o sistema homogéneo no triangulo

Nesse trabalho, os dominios em estudo serdo subdivididos em elementos finitos de
formato triangular. As funcGes de base escalares N; (fungdes de interpolacdo), no sistema de
coordenadas homogéneo do tridngulo, Figura 2.1, serdo escritas pelo produto de polindmios
auxiliares de grau m, para cada eixo { do sistema de coordenadas homogéneo e para

aproximacdes polinomiais de ordem ord.

Figura 2.1 - Sistema de coordenadas homogéneo.
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Os polindmios auxiliares, para elementos do tipo Lagrange, sdo definidos por:
1 m-1
R, (ord,¢) = EH(Ordg —k) para 1<m< N, (2.36)
- k=0

R,(ord,g) =1 para m=0 (2.37)
As funcges de base, associadas a cada no do triangulo, sdo dadas por:
N; = o =R (0ord,g)R;(ord, ;)R (ord,g;) (2.38)

com r+s+t= ord.

O novo sistema de coordenadas homogéneo € o composto por trés coordenadas: {3, &

e (3, tal que (3= 1- {3- (. A matriz Jacobiana da transformagdo de coordenadas tem a forma:

0g,  0g
ox oy
J = 2.39
© |96 Os, (2:39)
ox oy

sendo o jacobiano definido como:
| 3¢ | = det([3q) (2.40)

Os elementos de superficie de integracdo, nos dominios transformados e néo

transformados, séo relacionados por:

dxdy = | J¢* | dGudG=2AGdE,, (2.41)
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onde A corresponde a area do tridngulo.

A relacdo entre as coordenadas homogéneas, locais no triangulo de referéncia, e as

coordenadas cartesianas no dominio, € dada por:

S1 1 a b ¢l

S |=7cl3 b, ¢ x| (2.42)
2A

S3 a by cly

onde: & =X, Yio — X2 Vi

bu =VYia Vi

G =X_1— X1
X e y sdo as coordenadas cartesianas nos pontos nodais,

a, b, ¢ sdo obtidos por permutacg6es ciclicas de seus indicese i =1, 2,3.

Nas formulacGes do MEF normalmente aparecem derivadas parciais das funcgdes de
base com relacdo as coordenadas do dominio. A transformacdo destas derivadas para as

coordenadas homogéneas no tridngulo pode ser obtida aplicando-se a regra da cadeia:

3 3
N} _ 3N} o, _ Zb—'" AN} (2.43)
154 m=1 5gm OX m=1 2A agm

AN} _ N} Os, _ G, NG 20
oy e 05, Oy n32A Og,

2.4 - Matrizes para implementacao
13



Nesta secdo, serdo apresentadas as matrizes locais para as formulagdes ja descritas,
considerando o emprego de elementos finitos de formato triangular.
2.4.1 - Modos TEM

O sistema matricial resultante da aplicagdo do MEF a equacéo de Laplace é:

[SHo} ={b}', (2.45)

como apresentado na Secdo 2.1.1. A matriz [S] para um dado elemento finito em coordenadas

homogéneas seré:

[s1= > oty - ANE a{'\'}dgldgz, (2.46)

m,n=1 g1 62 8gm
onde A ¢ a area do elemento finito.

Para elementos triangulares de primeira ordem de aproximag&o resulta:

. bbb, bb | o ocg g
[8]24_2 2b1 bz2 b2b3 +-2 GG C22 C,Cq
b3bl b3b2 b32 GG GG, Ce.2

(2.47)

24.2-ModosTEe TM

Para ondas transversais elétricas e magnéticas, 0s seguintes sistemas matriciais séo
obtidos:

gi[S]{HZ}T K2y [THH.Y =0,  parao modo TE (2.48)
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i[S]{EZ}T —k e [THE,Y =0, paraomodo TM (2.49)
My

Onde

ao om (2.50)

[T1=2A] [ {N¥{N}gd,
a 6 (2.51)

A dupla soma na Equacdo (2.50) pode ser reduzida a uma soma simples utilizando as
seguintes definicGes [13]:

bb; +cc; =-2Acotd,  (i#]) (2.52)
b +c =2A(cotd, +cotd), (2.53)
onde 6, € o angulo interno ao triangulo no ponto vértice i e i, j, k sdo os vértices do triangulo.

Escrevendo explicitamente todos os termos da equacdo (2.50) e substituindo as

Equacdes (2.52) e (2.53) é possivel agrupar termos

[s1=3" [Q], cotd,
k=1 (2.54)

-] | (a{N} oNY ) AN} _ N} g,

Sr 05y 06 06,4 (2.55)
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Note-se que as matrizes [Q] e matriz [T], normalizada com respeito a area do
elemento finito, sdo adimensionais e independem da geometria dos elementos finitos, qualquer

que seja a ordem de aproximacéao.

Para elementos triangulares de primeira ordem resulta:

. b’+c’ bb,+cc, bb+cg,
[S]= m bb +c,c, bl+c,’  bhb,+c.c,
b +cc bb,+cc, b’+c)’

(2.56)
2011
F]=% 12 1
11 2

(2.57)

Na proxima secdo vamos abordar uma outra técnica para obter as equacbes de
campos: a formulacdo variacional. A principal diferenca entre a abordagem pelo Método de
Galerkin e a formulacdo variacional é que a primeira estd associada a um argumento
puramente matematico, enquanto esta utiliza grandezas com sentido fisico (normalmente,

funcionais energeéticos).
2.5 - Principios Variacionais para potenciais e campos

Grande parte das formulagdes utilizadas para o Método dos Elementos finitos séo
derivadas pela utilizacdo de principios variacionais. Dada uma funcdo u, satisfazendo a
equacéo:

Lu=g (2.58)

Onde L é um operador simbolico e g uma funcéo conhecida.
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O procedimento variacional consiste em obter um funcional F(U), cujo valor seja
estacionario em torno de U = u, a solu¢do de (2.58). Em problemas eletromagnéticos, a fungéo
u serd um potencial ou um campo e o operador L deve corresponder aos operadores de
Laplace (V?), Helmholtz escalar (V? + &), de modo que a equacdo (2.58) represente uma das
equacOes apresentadas nas secOes anteriores. Em cada caso, existird uma expressdo vetorial
estacionaria em torno da solucdo do problema. Em geral, essa expressdo deve estar
relacionada com a energia armazenada pelo sistema. Assim, pelo principio de minimizacéo da
energia potencial, pode-se mostrar que U = u corresponde a um ponto de minimo do
respectivo funcional [13]. As expressdes variacionais podem ser obtidas de diversas formas.
Para operadores auto-adjuntos e positivo-definidos, uma forma variacional é obtida em termos

do produto interno entre as fungdes u, Lu e g.

A seguir, sdo apresentadas as formas variacionais para as equacgdes de Laplace,

Poisson e Helmholtz escalar.

2.5.1 - Forma variacional para as equagdes de Laplace e Poisson

A equacdo de Laplace para meios homogéneos (2.59) é associada ao funcional em

(2.60):
Vip=0 (2.59)
1) =5 [ PV (2.60)

onde p é uma funcéo escalar da posicéo e Q ¢ o dominio onde (2.59) é imposta.
A Equacdo (2.60) representa a energia armazenada no sistema: p é normalmente

dependente do material e expressa a relacdo entre a densidade de energia e a quantidade

(V@).(Vg). Por exemplo, em problemas eletrostaticos, ¢ =V e p=c¢.
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As condigdes de contorno nas fronteiras de Q para (2.60) devem ser:

Condicéo de Dirichlet: p=0¢ (2.61a)
ou

- . 0¢
Condicéo de Neumman: n =0 (2.61b)

Seja uma solucdo aproximada, ¢ =¢+6h, onde h é uma fungdo suficientemente

diferenciavel e & é um parametro escalar. Para mostrar que (2.60) é estacionario em torno de

U=u, a solucdo de (2.59) submetida a (2.61), é necessario mostrar que a variacdo de II
(1 =TI(¢) —T1(¢)) para a solugdo ¢ é nula,se ¢ estiver suficientemente proximo de ¢ .

O funcional para essa solucao aproximada sera:

(¢ +h6) =T1(g) + 62T1(h) + j PV #VhdQ (2.62)

O termo integral de (2.62) pode ser escrito como:
[vevhda={ oh 241 - [ phv2gio (2.63)
Q L 8” Q

Em (2.63), L ¢é a fronteira do dominio, onde (2.61) ¢ aplicada.

A segunda integral do segundo membro de (2.63) é nula, pois ¢ satisfaz (2.59). A
primeira integral do segundo membro serd nula onde ¢ for especificado, desde que h=0
nesses pontos. Isso é equivalente a admitir que a solugdo aproximada ¢ seja exatamente a
solucdo ¢ de (2.64) , nas fronteiras onde (2.61a) é aplicada. Desse modo, a condigéo (2.61a)

deve ser explicitamente imposta na construcdo de uma solucdo aproximada. Esse tipo de

condicéo de contorno é denominada condicdo essencial. Analogamente, nas fronteiras onde ¢
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ndo for especificado, a solucdo de (2.59) deve satisfazer a condigdo (2.61b) e a primeira
integral do segundo membro de (2.63) sera nula também nesses pontos. Desse modo, pode-se

escrever gﬂ como:
d1=67TI(h) (2.64)

Para que ¢ seja suficientemente proximo de ¢, basta que @ seja suficientemente
pequeno. No limite, quando 6 tende azero, ¢ =¢ e de (2.64) a variacéo funcional d1=0

mostrando que o funcional (2.60) é estacionario em torno da solucdo de (2.59). Essa solugéo
pode ser encontrada, procurando-se um valor estacionario para o referido funcional. Deve ser
notado ainda que, na construcdo da solucdo aproximada para (2.59) pela busca do valor
estacionario de (2.60), a condicdo (2.61b) é naturalmente satisfeita, como pode ser visto da
demonstracdo precedente. Essa condicdo ndo precisa ser necessariamente imposta na
formulacdo da solucdo aproximada. Esse tipo de condicdo recebe a denominacgédo de condicéo

natural.

A equacdo de Poisson (2.65) sujeita a condicdo na forma (2.65) €
V.(pVe) =g (2.65)

Por um procedimento analogo, pode-se mostrar que a solucdo de (2.65) torna

estacionario o seguinte funcional [13]:
1) = 5 [ (PV4).(V4) + 230)d0 (2.66)

Tambeém aqui, no processo de minimizacdo de (2.66), a condi¢do do tipo Dirichlet
(2.61a) deve ser explicitamente forcada (condicdo essencial) enquanto a condi¢do do tipo

Neumman (2.61b) é naturalmente atendida.

2.5.2 - Forma variacional para a equacédo de Helmholtz escalar
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A equacéo de Helmholtz escalar pode ser genericamente escrita como:
V.(pVg)+ &g =9 (2.67)

As propriedades do material sdo representadas por p e g, fungbes escalares da

posicdo. A quantidade & € uma constante, invariante com a posicdo e pode ou ndo ser

conhecida. As condicdes de contorno sdo da forma (2.61) e devem ser impostas na fronteira do

dominio de aplicacdo de (2.67).

O funcional para a equacdo (2.67) é da forma (13):
1) = [ (P(V9). (V) - &a6° + 209)d0 (2.68)

Novamente, no processo de minimizacdo de Il(¢), a condicdo do tipo Dirichlet

(2.61a) aparece como condicdo essencial e a condicdo do tipo Neumman (2.61b) é

naturalmente atendida.
2.5.3 - Procedimento de Rayleig-Ritz

Para tirar proveito das expressdes variacionais derivadas nas secdes anteriores, é
necessario estabelecer um método de localizar o ponto (solucdo) onde os funcionais
especificados sdo estacionarios. Uma maneira de se obter uma aproximacéo para essa solugao

é obtida pela utilizagdo do Método de Rayleig-Ritz [13].

Dado um conjunto de fungGes base ¢; (i=1,...,n) da posicéo, a solugdo em questdo e

aproximada por:
$=2 g, (2.69)
i=1
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A Equacdo (2.69) deve entdo ser substituida na expressao variacional T1(¢). Nas
proximidades da solugcdo desejada, o funcional T1(¢) deve ser estacionario. Desse modo, 0s
coeficientes ¢ podem ser encontrados tomando-se as derivadas parciais de I1(¢) em relagdo

a cada coeficiente e igualando a zero:

ot

0 0 (2.70)

Esta equacdo permite obter um conjunto de n equacdes lineares em funcdo dos

coeficientes desconhecidos ¢ . Assim, o céalculo desses coeficientes (e conseqlientemente da

solucdo aproximada em (2.69)) resulta na resolucdo de um problema de algebra linear. Esse

procedimento serd aplicado aos funcionais apresentados na secdo anterior.

Torna-se conveniente aproximar o termo independente g nas expressdes para 0S

funcionais em termos das fungées prototipos usadas na construcdo da solucéo aproximada:

g~G=)Gg (2.71)

i=1

Os coeficientes G; devem ser escolhidos de forma que a aproximacédo em (2.71) seja a

melhor possivel.

Para o funcional da equacéo de Laplace, substituindo (2.59) em (2.60) tem-se:

@) =5 Y[ p(Va)(Va,)d0p 2.72)

i=1 j=1 O

A Equacéo (2.72) pode ser escrita na forma matricial como

(g) = %¢TS¢ 2.73)
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onde:
¢ =l ] (2.74)

S; = [p(Ver).(Var;)dO2 (2.75)

Antes de proceder a minimizacdo de (2.73) pela utilizacdo de (2.70) é necessario
aplicar a condicdo de contorno essencial (2.61a). Normalmente, isso é feito fixando-se alguns

coeficientes ¢ de modo que (2.69) expresse essa condi¢do nas fronteiras onde ela deve ser

forcada. Assim, o vetor ¢ em (2.74) pode ser dividido em:

¢ = V* } (2.76)

onde ¢, representa os coeficientes livres (free) para serem especificados pelo processo de
minimizagdo e ¢, os coeficientes previamente especificados (prescritos) para assegurar a

aplicacdo de (2.61a) nas fronteiras onde ela for requerida. Desse modo, a diferenciacdo de

(2.74) em (2.75) é realizada apenas em fungdo dos coeficientes em ¢, resultando em
S =-Spp @, (2.77)

Onde Sy e Sp correspondem aos elementos de S relativos a ¢ Sq¢; e ﬂsquﬁf,

respectivamente.

Finalmente, a equacdo (2.77) pode ser resolvida para ¢;, completando a

especificacdo da solucdo aproximada em (2.69).
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Analogamente para o funcional da equacdo de Poisson, substituindo (2.69) e (2.31)
obtém-se:

TI(g) == Z Z¢ [p(Va).(Va,)dOg, +Z Z¢ [ erer,daG, (2.78)

i=1 j=1 i=1 j=1

ou na forma matricial:

) = 5459+ 416 @79)
onde:

G'=[Gy, Gy,...Gy] (2.80)
T, = [ @002 (2.81)

Aplicando a condicdo de contorno essencial (2.61a) e diferenciando em relagdo aos
coeficientes livres para serem especificados pelo processo de minimizacdo, a solucgdo

aproximada é obtida resolvendo-se (2.82) para ¢, :

Sff¢f = |_Tff Tfpp - Sfp¢p (282)

A expressao para o funcional da equagé@o de Helmholtz escalar (2.67) pode ser escrita
em funcéo das matrizes S (2.75) e T (2.81) como:

T1(¢) = ¢s¢ ‘fqp P 4144 47SG (2.83)

Aplicando a condigéo de contorno (2.61a) e diferenciando em relacdo aos coeficientes

a serem especificados, obtém-se o seguinte problema generalizado de autovalores:
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Sk & _‘fqp_l[Tff Tfp]¢f =[Tff Tfp:k; (2.84)

A Equacdo (2.84) é resolvida para obter os autovalores & e os autovalores ¢

correspondentes.
De posse das formulagBes aqui elaboradas, no proximo capitulo vamos abordar o

tema do método Mortar que vai nos permitir acoplar malhas ndo-conformes na interface entre

os dominios. Neste trabalho, serd adotada a formulagéo variacional descrita nesta secéo.
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3 -0 METODO MORTAR

3.1 - Introducgéo

O conceito do método Mortar € impor uma condicdo de acoplamento entre 0s

dominios diretamente no problema discretizado. O dominio Q é decomposto, como mostrado
na Figura 3.1, em dois subdominios. Um dos subdominios €2 é chamado de mestre e o

outro Q de escravo. Esta escolha é arbitraria.

Interface I'

€, (escravo) Q. (mestre)
Figura 3.1 - Dominio Q2 decomposto nos subdominios €, e Q_ separados pela interface
I.

A condicdo de acoplamento entre as malhas garante a continuidade do potencial

vetor ¢ nainterface I', ou seja:

b=¢, em T (3.1)

onde ¢, € o potencial no subdominio escravo Qse ¢, € o potencial no subdominio mestre

Qm. A expressao (3.1) pode ser reescrita como se segue:

25



¢s|r: ¢m|r em I (3.2)

onde ¢S|r é o potencial em I'(Q),) e ¢5m|r é o potencial em I'(Q,). A forma fraca para

Equacdo (3.2) obtém-se atraves da multiplicacdo por uma funcéo de teste v; e integrando o

resultado na interface I", tal que:

I V(@] =4/ )T =0 (3.3)

r

A Equacdo (3.3) é conhecida como “A condi¢do Mortar”. A continuidade do
potencial vetor € assim garantida em termos de médias ponderadas. Varias escolhas de v;

podem “testar” a equacgdo (3.3) em cada pequena porcao da interface I".

Para a discretizagdo, considera-se a seguinte aproximagdo do potencial ¢S|r em

I'(Qs):

¢sh|r = zs Wj¢slj—
= (3.4)

onde m; é o nimero de nés na interface T'(€2,) no subdominio escravo Qs e ¢§ é 0 potencial

em cada no j na interface T'(Q),). As funcBes ;i tm seu suporte em I'(€Y,): elas valem 1 no

no i e zero nos outros nos da interface I". Em outras palavras, elas sdo funcgdes de interpolagéo
lagrangeanas classicas de Elementos Finitos 1D definidos sobre cada aresta pertencente a

interface I".

Para o potencial ¢m|r em I'(Q2,,) obtém a seguinte aproximacao:
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¢r:|r = Zm: ¢j¢nl:j
=l (3.5)

onde m{, é o nimero de nés na interface I'(Q2,) no subdominio mestre Qp, € ¢;j 0 potencial

em cada no j na interface T'(Q2,,). As fungbes ¢ tém seu suporte em I'(€2,,): elas valem 1 no

no i e zero nos outros nos da interface I'(€2,,).

O dominio escravo é definido como aquele onde a fungdo de teste v; é discretizada.
Desta forma a aproximacdo para v; ha Equacdo (3.3) deve ser uma combinacao linear das

funcoes de base y/;:

Vi = i v
= (3.6)

O espaco gerado pelas funcdes y; é conhecido como espaco das fungbes Mortar,

definido na interface I'(Q),). Uma possivel escolha para os coeficientes f; é atribuir: 1=1 e

pi=0 para i=1. Uma outra escolha é ;=1 e $=0 para i =2, e assim em diante at¢ g .

Desta forma pode-se “testar” J . vezes a forma fraca Equacdo (3.3) e obter o nimero de

S

equacdes necessarias a resolugdo do problema. Ou seja, faz-se:
Vv, =y, i=1,...,m. (3.7)

Empregando as aproximacdes (3.4), (3.5) e (3.6) em (3.3) obtém-se:

[ G- iar=[ & vt & vidwdr i=1..mt (38)
ou
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vy didr=[ > pipghdr=0  i=1..m! (3.9)

r i

1 —y
e

—
Il
[N

A expressao acima pode ser reescrita na forma matricial:

r r _
Cgs —Dg, =0 (3.10)
g G |
b P2
onde ¢ =| &z | €  dn=| &
r r
_¢smsr ] _¢mm§1 ]
Da equacéo (3.10) obtém-se:
r _~-1 r
¢, =C~Dg, (3.11)
ou
r _ r
¢s - A¢m (312)

onde A= C'D, ou seja, 0s potenciais nos nés no lado escravo da interface I'(Q,) sdo funcdo

dos potenciais nos nés no lado mestre da interface I'(Q2,): eis o porqué da denominagéo

mestre e escravo. Os termos das matrizes C e D podem ser escritos como:

CGi)=[ ywdr  i=L..m j=1..m! (3.13)
r

D(i,j):j vio,dl i=1..m j=1...m" (3.14)
r
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Os potenciais em todo o dominio €, se as numeragdes dos nos das discretizagdes de

Qm e Qs comecam pela interface I, podem ser relacionados a partir da expresséo:

| |0 Q 0,

g |1d 0 0 ¢Sr
gl |0 1d 0%

0 m
&1 |0 0 Id (3.15)

onde ¢’e 4> sdo os potenciais nos nés nos dominios escravo e mestre que ndo pertencem a

interface I" e Id é a matriz identidade. Reescrevendo a expressdo (3.15) tem-se:

b= AKp (3.16)

Na expressdo (3.16) A é conhecida como a matriz de acoplamento.

Para cada subdominio tem-se uma discretizacdo independente, o que resulta no

seguinte sistema para o Método de Elementos:

.
SS 0 ¢SO fS
0 Syl | | .
0
| (3.17)
ou
S¢g=f (3.18)

Ss, Sm séo as matrizes de rigidez dos dominios escravo e mestre; fs e f,, sdo 0s vetores

correspondentes as fontes nos dominios escravo e mestre.

29



Observa-se que 0s sistemas mestre e escravo estdo desacoplados na equagdo (3.12).

Empregando (3.16) em (3.18) e multiplicando os dois lados por AT finalmente obtém-se o

sistema abaixo:

ATSAp = AT f (3.19)

O sistema final (3.19) é simétrico, bem condicionado e definido positivo. A solucao

pode ser obtida por um método iterativo .

Na proxima secdo apresentamos a formulagcdo do Método Mortar utilizando os
Multiplicadores de Lagrange. A vantagem do Método dos Multiplicadores de Lagrange é que

ndo precisaremos calcular a inversa da matriz C e construir a Matriz de transformacéo A.

3.2 - Método dos Multiplicadores de Lagrange

3.2.1 - Introducao

Um dos problemas mais comuns no céalculo é encontrar maximos ou minimos (de
modo geral, “extremos”) de uma funcgdo, mas é sempre dificil encontrar uma forma fechada
para a funcdo a ser extremizada. Tais dificuldades muitas vezes surgem quando se pretende
minimizar ou maximizar uma funcao sujeita a condi¢des fixadas ou limitagcdes. O Método dos
Multiplicadores de Lagrange, proposto pelo matematico italiano Joseph Louis Lagrange, é
uma poderosa ferramenta para resolver este tipo de problemas sem a necessidade de resolver

explicitamente as condicdes e utiliza-las para eliminar variaveis extras.

Para uma ilustracdo deste tipo de problema, vamos considerar um exemplo classico
que e conhecido como “Milkmaid problem”. Uma mulher foi para o campo para tirar o leite
da vaca. Ela tem pressa para voltar para sua casa, pois seu namorado a espera, de modo que
ela pretende terminar o seu trabalho o mais rapidamente possivel. No entanto, antes que ela
possa recolher o leite, ela tem que lavar os seus baldes no rio que fica proximo, veja Figura
3.2.
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Figura 3.2 - A mulher tem que passar no rio, antes de recolher o leite.

A nossa heroina estd no ponto M, e a vaca, no ponto C situado logo abaixo. Como
ela estd com pressa, pretende tomar o caminho mais curto possivel, de onde ela esta para o
rio e, em seguida, para a vaca. Se o contorno do rio é uma curva que satisfaca a funcéo
g(x, y) =0, qual é o caminho mais curto para a mulher tomar? Para manter as coisas simples,
assumimos que o campo é plano e uniforme e que todos os pontos sobre a margem do rio sdo

igualmente bons.

Para colocar o problema em termos matematicos, a mulher pretende encontrar o
ponto P para que a distancia d(M, P) de P a M mais a distancia d(P, C) de P para C é um
minimo (assumimos que o campo é plano, entdo uma linha reta é a distancia mais curta entre
dois pontos). Poderiamos simplesmente escolher P = M (ou P = C, ou P em qualquer lugar
na linha entre M e C): temos de impor a restricdo de que P é um ponto na beira do rio.

Formalmente, temos de minimizar a funcéo

f(p)=d(M,P)+d(P,C), (3.20)

sujeito a restri¢cdo que g (P) = 0.

31



Vamos analisar este problema observando diretamente a Figura 3.3. Da geometria
temos: para cada ponto P sobre uma elipse, a distancia total do foco da elipse para P e, em

seguida, para o outro foco é exatamente 0 mesmo.

No nosso problema, significa que a mulher poderia chegar a vaca, por meio de
qualquer ponto em uma determinada elipse no mesmo periodo de tempo: as elipses sdo
curvas com f(P) constante. Portanto, para encontrar o ponto P na beira do rio, devemos
simplesmente encontrar a menor elipse que intersecta a curva do rio. O fato dessas curvas
serem elipses é apenas uma conveniéncia (elipses sdo faceis de desenhar). A mesma

explanacdo do problema ira funcionar ndo importam os tipos de curvas .

Figura 3.3 - A mulher pode chegar a vaca, por meio de qualquer ponto em uma determinada
elipse no mesmo periodo de tempo.

A Figura 3.3 mostra uma sequéncia de elipses cujos focos sdo M e C, que termina
com aquela que é apenas tangente a beira do rio. E evidente a partir da figura que a elipse
“perfeita” e 0 rio tangenciam uns aos outros no ponto ideal P. Matematicamente, isto
significa que o vetor normal para a elipse esta na mesma direcdo que o vetor normal para as
ribeirinhas. Essa € a visdo que nos conduz ao Método dos Multiplicadores de Lagrange:
temos uma funcdo f(P) que precisamos minimizar , sujeita a condicdo que g(P)=0. Pelo

calculo avancado temos que fazer

Vo (F(P))=0 (3.21)
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Temos que adicionar a condicdo de restricdo ao problema. Para isto, vamos acrescentar ao
problema uma nova variavel A, o chamado Multiplicador de Lagrange, e definir um novo

funcional para ser minimizado

F(P,A)=f(P)+Ag(P) (3.22)
Agora o problema de minimizacéo se torna

grad(F(P,1)) =0

ou (3.23)
V,y.F(P,4)=0

onde

9

0 0
~ 5, (%) (3.24)

Vx,y,/1 :(
3.2.2 - Formulacéo para o Modo TEM

Vamos aplicar o Método dos Multiplicadores de Lagrange para relaxarmos as

Condicdes de Contorno de Dirichlet para os Guias de Ondas [17].

O funcional associado com a equagdo de Laplace para o dominio Q ¢:

m=147s¢

2 (3.25)

e, para relaxar a condi¢é@o de Dirichlet no contorno um novo funcional é adicionado:

IT"=[ Ap —¢.)drT
T (3.26)

onde A é o Multiplicador de Lagrange.
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O funcional completo é:
=1+l (3.27)

ou,

[° =2 ¢"Sg+ [ 26 ~ )T
J (3.28)

Vamos agora discretizar a expressdo (3.26). Consideram-se as seguintes

aproximacdes nodais para o potencial vetor em cada subdominio

¢ =3 Nig (329)
e
g = Nigl (330)

onde m¢ € m sdo os numeros de noés da discretizagdo de cada subdominio Q¢ e Q. Nf e N,
sdo funcbes de base linearmente independentes, ¢° é o potencial vetor no né i da

discretizagdo de Q; e ¢ € o potencial vetor no né i da discretizagdo de Q . Se a numeragio

dos nos é efetuada colocando em primeiro lugar os nos do contorno I' e se 0 mesmo espaco

discreto da solugdo aproximada para ¢, em Q. € usada para a discretizagdo do multiplicador

de Lagrange A (pois seu suporte € o contorno I') pode-se escrever:

T r

M m
A= 2 Niledy =2 YN[ jer@) (3:31)
= =
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onde Nf|r é a projecdo ou o valor de N no contorno I'(€), m;é o nimero de nds

pertencentes a I'(Qc) e 4; o multiplicador de Lagrange no no j de I'(€2).

Substituindo (3.29) e (3.31) no primeiro termo de (3.26) obtém-se:

jmpdr:r_nz G | AN YN [drg VieQ,, jel(®,) (3.32)
ou

{4} C¢ (3.33)
onde

C (i, i) =] €NF[F Ny| dr

VieQ,, jel(Q,) (3.34)

W=t 2% = 4]

(3.35)

Neste ponto uma consideracdo importante deve ser feita: como na numeracéo global
dos nos os do contorno I" sdo tomados em primeiro lugar, para i>m. as funcdes N}’|r se

anulam, porque elas ndo pertencem a I"(€X;).

Empregando as equacdes (3.30) e (3.31) no segundo termo de (3.26), obtém-se:
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r

| wcdr:mi Y | NEJeN[drg, VieQ, jel(®,) (3.36)
r j=L r

ou

{4} D¢ (3.37)
onde:

D (i, j)= Nf|eNj[.dr VieQ, jel(Q,), (3.38)

T

N, |r é zero parai>m" ,onde m" é o nimero de nos pertences a I'(L2).

Agora vamos substituir no funcional (3.28) os termos discretizados. Assim temos :

¢ 1
IT =§¢TS¢ +{2}{C ¢ -D ¢.}. (3.39)
Aplicando o procedimento de Rayleigh-Ritz[13] a (3.39) obtemos:
oI1° T
=S¢p+C' 1=0 3.40
o9 ¢ (3.40)
e
oIt*
=C¢ —D@.=0 3.41
- =C¢ Dy, (3.41)

Finalmente o sistema abaixo é obtido:
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E %]BHDOA (3.42)

onde S é a matriz de rigideze ¢, e ¢ s&o os vetores de fontes tradicionais do Método de

Elementos Finitos dos subdominios Q. e € . O sistema (3.42) é simétrico, mal condicionado e

ndo é positivo definido, pois possui autovalores negativos [18].

Fica claro neste ponto que Nf|. e N;|. assumem valor 1 no né i e zero nos outro

noés do contorno T, isto é, elas sdo fungdes de interpolacdo tradicionais de Elementos Finitos
em uma dimensdo definidas no contorno. No caso de se utilizar o método Multiplicadores de
Lagrange com interpolacdo de segunda ou terceira ordem na interface deve-se adicionar 0s

graus de liberdade hierarquicos nas arestas dos elementos pertencentes ao contorno.
3.2.3 - Formulacéo para os Modos TE e TM

O funcional associado com a equacdo de Helmholtz para o dominio Q ¢é:
H=§¢ S¢—?"¢ T¢ (3.43)

e, como fizemos no caso anterior para relaxar a condi¢do de Dirichlet no contorno, um novo

funcional é adicionado:

IT =] Ap —4)dr
r (3.44)

onde A é o Multiplicador de Lagrange.
O funcional completo é:
[T° =T1+IT (3.45)
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ou,

[0 =2 48— 5 Tg+ [ 46 —g)dr
T (3.46)

Da mesma forma como na secdo 3.2.2 discretizamos a 3% parcela de (3.46).

Substituindo os termos discretizados obtemos

[° =2 ¢S5 §'Tg+{F (C4- D) @47)

Aplicando o procedimento de Rayleigh-Ritz a (3.47) obtemos:

A Sy—KTp+CTA=0 (3.48)
o
ou,
Sp+CTA=KTy (3.49)
aIr°

~Cy—Dg, =0 3.50
™ —cs-py (350)

Para o calculo dos modos TM temos que ¢. =0 (Condicéo de Dirichlet). Finalmente

o problema de autovalores abaixo é obtido:

A R

Podemos entdo utilizar uma rotina do programa Fortran que resolve este problema

especifico de autovalores.
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3.3 - Formulacédo do Método Mortar usando a Técnica dos Multiplicadores de Lagrange

No Capitulo 2 discretizamos as equagdes de Laplace e Helmholtz empregando a
Técnica de Integracdo Analitica. Adicionaremos aos funcionais obtidos para as equacfes a
chamada “Condicao Mortar” para relaxarmos a continuidade na interface I".

A “condi¢do Mortar” sera discretizada utilizando a Técnica de Integragdo Analitica.

Da minimizacgdo do funcional completo, empregando Rayleig-Ritz, obteremos as equag6es

para os Sistemas.

3.3.1 - Formulagéo para o modo TEM

O funcional associado com a equagdo de Laplace para o dominio Q ¢é:

m=14s4
2 (3.52)

e, para assegurar a continuidade do potencial vetor na interface I", um novo funcional, a

“Condi¢ao Mortar”, ¢ adicionada:

IT = Ag, - ¢,)dr,
r (3.53)

onde A é o Multiplicador de Lagrange.

O funcional completo é:

Hc :H+H* (354)

ou,
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[° =2 47Sg+ [ 24, )
T (3.55)

Consideram-se as seguintes aproximacdes nodais para o potencial vetor em cada

subdominio :

¢, = 1 N7’ (3.56)
e

G = mz N"g", (3.57)

i=1

onde ms € My, sdo os nimeros de nos da discretizagdo de cada subdominio Qse Qm. N7 e N
sdo funcbes de base linearmente independentes, ¢° é o potencial vetor no né i da

discretizacdo de Qs e @™ € o potencial no nd i da discretizagdo de Qn . Se a numeragéo dos

nos é efetuada colocando em primeiro lugar os nds na interface I" e se 0 mesmo espaco

discreto da solugdo aproximada para ¢, em € € usada para a discretizagédo do multiplicador

de Lagrange A (pois seu suporte € a interface I") pode-se escrever:

jer©,) (3.58)

onde Nf|r é a projecdo ou o valor de Nf na interface T'(Q), m. é o nimero de nds

pertencentes a I'(€);) e A; o Multiplicador de Lagrange no nd j de T(<,).

Substituindo (3.56) e (3.58) no primeiro termo de (3.53) obtemos:
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[ 2gdr=3 @ F [ N;

j=1 r

F}T Nf‘l‘dr¢s’

VieQ,, jel(Q,) (3.59)
ou,
{1} C¢, (3.60)

Cé uma matriz m] xm; ,

C(i, j) = [ €NJ| ¥ Nj|dr

VieQ, jer() (3.61)
e
W =4 24 - 4] (3.62)

Neste ponto uma consideracdo importante deve ser feita: como na numeragéo global

dos nds da interface I" sdo tomados em primeiro lugar, para i >m!. as fungGes Nf|r se

anulam, porque elas ndo pertencem a 1'(€),).

Agora substituindo (3.57) e (3.58) no segundo termo de (3.53) obtemos:
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e!

j,1¢mdr=i {43 [ N[-NJ|-dT g,

i=1

VieQ,, jel(Q) (3.63)
ou,

{1} D¢, (3.64)
onde:

D éumamatriz m'xm!,

D (i, j)=] N/'|-N;|.dC

-

VieQ,, jel(Q). (3.65)

m , . 7 , z
N; ‘r é zero para i>m,, , onde m; é o numero de nds pertencentes a ['(Q,).

m !

Substituindo os termos discretizados na equacéo (3.55), obtemos o funcional

I = ¢T52 b oor (Cé. —Dg,). (3.66)

Aplicando Rayleig-Ritz:

o
0¢

=S¢+ (C-D)=0 (3.67)

42



ou,

S¢ —(C-D)'21=0 (3.68)
IT*
7 (C-D)¢=0. (3.69)

Finalmente o sistema abaixo é obtido:

! 3.70
0 (3.70)

S é a matriz tradicional do Método dos Elementos Finitos dos dominios Qs e Qn,

¢ sdo os potenciais dos nds pertencentes Qs , Qm, I'(Qs) e T'(Qy) . O Sistema (3.70) €

simétrico, mal condicionado e ndo positivo definido, pois possui autovalores negativos [18].
Podemos aplicar um dos métodos: gradiente conjugado, Jacobi ou uma rotina especifica do

pacote de programas Fortran para a solucdo do sistema. Fica claro neste ponto, se Qs €

chamado de escravo Qp, de mestre, N/

- e N[|. assumem valor 1 no n6 i e zero nos

outros n6s da interface I', isto é, elas sdo fungdes tradicionais de interpolagdo dos
elementos finitos na dimensdo definida na interface. No caso de usarmos o Método dos
multiplicadores de Lagrange com interpolagdo de segunda ou terceira ordem na interface
precisamos adicionar os graus de liberdade hierarquicos nos lados dos elementos pertencentes

a interface.

3.3.2 - Formulagéo para os modos TEe TM

O funcional associado com a equacdo Helmholtz para o dominio Q é:
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_1 T _k_cz T
M=2¢'S¢ 24Ty (3.71)

e, como foi feito no caso anterior para relaxar as condi¢cdes de continuidade na interface

entre os subdominios Qs e Q,, um novo funcional é adicionado

Il =[ (4 —¢,)dr (372)
r
onde A é o Multiplicador de Lagrange. O funcional completo é:
17 kcz T
M =24'S ¢ =24 T ¢ + ] Mg, ~¢p)dr
r (3.73)

Substituindo os termos discretizados da condigdo de acoplamento Mortar, feito na se¢éo 3.3.1

no funcional (3.73). Obtemos

m=Lgs - K grg 1 1Co-Da) @79
Aplicando Rayleig-Ritz:
a;:zsqj KT $ +(C—D)T A=0 (3.75)
ou,

(3.76)

S¢ +(C-D) A=KT¢
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or1°
oA

=(C-D)¢=0 38.77)

Finalmente o sistema abaixo é obtido:

S CDN T Ofd (3.78)
(c-D) 0 |[4] ‘|0 of|2]

Podemos aplicar uma rotina especifica do pacote de programas Fortran para a solugdo do

problema de autovalores acima.
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4 - ANALISE E VALIDACAO DOS RESULTADOS

4.1 - Introducéo

Uma das fases mais importantes no desenvolvimento de software para analise
numerica é a validacdo das formulagdes e implementagBes computacionais. A seguir, serao
apresentados alguns dos experimentos numéricos selecionados com o proposito de assegurar a
confianca no software de elementos finitos em desenvolvimento. Como linha geral, o
procedimento de validacdo adotado foi o estudo de casos que apresentem uma solucédo

analitica exata ou uma solu¢do numérica documentada na literatura especializada.
4.2 - Modos TE e TM em guias homogéneos

Guias de ondas metalicos, preenchidos homogeneamente com material dielétrico, séo
muito empregados em engenharia de micro-ondas, principalmente em redes para transmissao
de sinais de alta poténcia. Quando os guias apresentam formato geométricos simples, é
possivel o célculo analitico e exato das caracteristicas de propagacao da onda eletromagnética.
A seguir, serdo apresentados alguns resultados para guias convencionais de formato
retangular, cilindrico coaxial e do guia Horseshoes-Shaped, onde o célculo analitico é dificil

ou até impossivel.
4.2.1 - Guia Retangular

Considere um guia de ondas retangular com paredes metalicas perfeitas e preenchido
homogeneamente com dielétrico (g=1). As dimensdes do guia sdo: a=2,0 cm e b=1,0 cm,

Figura4.1.
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Figura 4.1 - Guia de onda de formato retangular.

A frequéncia de corte (f;), para 0s modos TEy, e TMp, € dada por [19]:

fo= 2\/—() () (4.1)

onde m é o numero de meios ciclos na direcdo x e n € o nimero de meios ciclos na diregdo y.
Para ondas TE, os subscritos m e n podem assumir valores inteiros maiores ou iguais a zero
(ndo simultaneamente), enquanto para modos TM, m e n devem ser inteiros maiores ou iguais
a um. Deste modo, a onda TM de frequéncia mais baixa, a ser transmitida por um guia de
ondas retangular, € 0 modo TMy;.

Cada modo de transmissdo tem um comprimento de onda de corte. Quando mais de

um modo de transmissdo é possivel o campo resultante € a soma dos campos dos modos
individuais no guia.

Considere as seguintes discretizacdes do dominio Q geradas pelo Triangle [20]: uma

47



conforme com 554 nds e 1046 elementos, Figura 4.2, e outra ndo-conforme com 554 nos (175
nos escravos e 379 nos mestres) e 984 elementos (308 elementos escravos e 676 elementos

mestres) , Figura 4.3, para o guia de ondas retangular.
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Figura 4.2 - Malha conforme (554 n6s e 1046 elementos) para o guia retangular gerada pelo
Triangle.
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Figura 4.3 - Malha nao-conforme com 554 nds (175 nds escravos e 379 nds mestres) e 984
elementos (308 elementos escravos e 676 elementos mestres) gerada pelo Triangle.
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As Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam os valores das freqiiéncias de corte calculadas pelo
método Mortar utilizando Multiplicadores de Lagrange, pelo Método dos Elementos Finitos
(MEF) em comparacéo aos obtidos pelo célculo analitico exato, para varios modos do guia de
ondas retangular. Nesses calculos, utilizaram-se as malhas conforme e ndo-conforme , das
Figuras 4.1 e 4.2, formadas de elementos finitos triangulares de primeira ordem de
aproximacgdo. Os valores das frequiéncias de corte, apresentados nas Tabelas 4.1 e 4.2,
mostram um pequeno erro em relacdo aos valores analiticos exatos mesmo para modos com
complexas configuracdes de campo. Para esses modos mais elevados, uma malha mais

refinada pode diminuir significativamente os erros numericos.

Tabela 4.1 - Freqliéncias de corte para o guia de ondas retangular utilizando o método Mortar.

Modos |Freq. GHz (Mortar) (Freq. GHz(exato) Erro(%) |Modos |Freq. GHz (Mortar) |Freq. GHz(exato) |Erro{%)
T™11 16,52 16,76 1,4| TEO1 74 15 1,3
TMI12 21,03 212 0.8\ TE10 14,81 15 1,2
TMI13 26,76 27,02 0.9\ TE02 14,81 15 1,2
T™21 30,57 309 1|TE11 16,59 16,76 1
T™22 33,35 33,52 0,5|TE12 20,97 212 1
T™I14 33,59 33,52 0,2\ TEO3 22,34 22,48 0.6
TM23 372 3747 0,7|TE13 26,92 27,02 0,3
TMI15 40,21 40,36 0,3\ TE21 30.82 309 02
T™M24 42,73 424 0,7|TE22 33,29 33,52 0.6
T™M31 4537 45,59 04| TE14 33,29 33,52 0.6
TM25 4795 4799 ¢(TE23 37.62 3747 04
T™I16 48,07 474 0,7/ TE0S 37,7 3747 0.6
TM™M32 48,21 474 1,7|TE15 40,73 40,36 0.9
TM33 50,19 50,28 0,1|TE24 4226 124 0.3
T™17 54,87 54,56 0.5\ TE06 44.9 4497 G.1
T™M26 55,19 54,05 2,1\ TE30 44.9 4497 G.1
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Tabela 4.2 - Freqliéncias de corte para o guia de ondas retangular utilizando o MEF.

Modos |Freq. GHz (MEF) Freq. GHz(exato) Erro(%) [Modos [Freq. GHz (MEF)  |Freq. GHz(exato) [Erro(%)
TM11 16,57 16,76 1,1{TEO1 74 75 13
TM12 20,99 21,2 0,9|TE10 14,82 15 1.2
TM13 26,82 27,02 0,7|TEQC2 14,82 15 1.2
TM21 30,71 30,9 0,6{TE11 16,7 16,76 0,3
TM22 33,35 33,52 0,5(TE12 20,99 21,2 0,9
TM14 33,75 33,52 0,6{TEO3 22,28 22,48 0,8
TM23 37,82 37,47 0,9|TE13 26,82 27,02 0,7
TM15 40,76 40,36 0,9(TE21 30.73 30,9 0,5
TM24 42,89 42,4 1,1{TE22 33,36 33,52 04
TM31 46,25 45,59 14|TE14 33,38 33,52 04
TM25 48,7 47,99 1,4|TE23 37,38 3747 0,2
TM16 48,06 474 1,3|TEOS 374 3747 0,1
TM32 43,1 474 1,4({TE15 40,37 40,36 0
TM33 51,1 50,28 1,6|/TE24 42,44 424 0
TML7 54,54 54,56 0| TEO6 45,07 44,97 0,2
TM26 54,62 54,05 1|TE30 45,12 44,97 0,3

A Tabela 4.3 mostra o tempo de processamento (CPU time) para as duas
aproximacdes. Como podemos observar o método Mortar demonstrou-se favoravel. Para
realizarmos a montagem das Matrizes de rigidez S para os métodos MEF e Mortar
procedemos da seguinte forma: para cada n6 da malha séo percorridos todos os elementos e
verificado se 0 mesmo participa ou ndo do né global que esta sendo calculado, caso seja seu
valor € considerado para a composicao do valor do n6 global. No caso MEF para cada um dos
554 nos, sdo percorridos todos os 1046 elementos, ou seja, essa rotina € realizada 579484
vezes. Para o Mortar temos 554 nos (175 n6s no subdominio escravo e 379 n6s no subdominio
mestre). Para cada um dos 175 nos escravos sdao percorridos 308 elementos que estdo no
subdominio escravo, a rotina é realizada 53900 vezes. Para cada um dos 379 nos mestres sao
percorridos 676 elementos que estdo no subdominio mestre, a rotina € realizada 256204 vezes.
Dessa forma totalizamos para o Mortar 310104 vezes a quantidade que essa rotina é realizada.
O tempo de processamento gasto para montagem da Matriz de rigidez S para o MEF tem que

ser necessariamente maior, pois a quantidade de vezes que a rotina é realizada é maior.
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Tabela 4.3 - Tempo de processamento. (Simulacdo em linguagem Fortran usando um
processador Intel(R) Celeron(R) CPU B800 Windows 8 - 1.50 GHz — 4GB de RAM).

CPU time
Método | NUmero de nds Ndmero de elementos CPU time(s) Modo | CPU time(s)
TE Modo TM
Mortar | 554 984 339,12 335,01
MEF |554 1046 1004,09 1002,89

4.2.2 - Guia Horseshoe-Shaped

O Guia de ondas Horseshoe-Shaped (HSW) com secdo complexa tem sido usado em
diferentes elementos de engenharia de micro-ondas, Figura 4.4. Os seus autovalores e
autovetores foram estudados, pela primeira vez, em [21]. Em comparacdo com os Guias de
ondas retangulares sdo caracterizados por amplo comprimento de banda, grande comprimento
de onda, pequeno tamanho com freqliéncia constante, e uma larga regido de secdo de corte
com campo elétrico uniformemente distribuido. Esta estrutura foi recentemente proposta com

0 objetivo de se obter largura de faixa de propagacdo, em um Unico modo, de até 60 GHz.

Figura 4.4 - Guia de ondas Horseshoe-Shaped.
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Observa-se pelo exame da Figura 4.4 que a geometria do Horseshoe-Shaped se
beneficia imediatamente da implementacdo do Método dos Elementos Finitos Mortar ja que a
parte em curva dificilmente se adapta ao retangulo se uma malha conforme for utilizada. Outro
beneficio importante é que podemos inserir uma quantidade maior de elementos triangulares
na regido da curva , que € regido de maior interesse, veja Figura 4.4. Com isto, 0 processo de
andlise se torna mais demorado e preciso apenas onde for necessario e, consequentemente,

obtém-se uma melhoria na qualidade dos resultados e no tempo de processamento.

Foram feitas varias simulac6es com a malhas conformes (MEF) e outras com malhas
ndo-conformes onde empregamos os Elementos Finitos Mortar e comparamos 0s resultados
nas Tabelas 4.4 e 4.5. Utilizamos para as malhas, as mesmas quantidades de nds, formadas
com elementos finitos triangulares de primeira ordem de aproximacdo, veja Figuras 4.5 com
62 nos e 84 elementos, 4.6 com 62 nos (42 nds escravos e 20 nds mestres) e 72 elementos (48
elementos escravos e 24 elementos mestres), 4.7 com 353 nds e 593 elementos, 4.8 com 353
nés (198 nods escravos e 155 nos mestres) e 590 elementos (320 elementos mestres e 270
elementos mestres), 4.9 com 1200 nds e 2204 elementos, 4.10 com 1200 nés (712 nos
escravos e 488 nos mestres) e 2237 elementos (1336 elementos escravos e 901 elementos

mestres). Os resultados apresentados, nas Tabelas 4.6 e 4.7, referem-se a uma andlise com 0
guia sem preenchimento dielétrico, ou seja com &, =1. Como referéncia para a validagao da

andlise, utilizaram-se os resultados apresentados em [22]. Esses resultados ndo sdo

necessariamente precisos, pois foram obtidos por extrapolagéo.
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Figura 4.5 - Malha conforme (62 nds e 84 elementos) para o guia Horseshoe-Shaped gerada
pelo Triangle.
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Figura 4.6 - Malha ndo-conforme com 62 nds (42 nés escravos e 20 nds mestres) e 72
elementos (48 elementos escravos e 24 elementos mestres) gerada pelo Triangle.
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Figura 4.7 - Malha conforme (353 nds e 593 elementos) para o guia Horseshoe-Shaped gerada

pelo Triangle.
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Figura 4.8 - Malha ndo-conforme com 353 nds (198 nos escravos e 155 nds mestres) e 590
elementos (320 elementos mestres e 270 elementos mestres), gerada pelo Triangle.
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Figura 4.9 - Malha conforme (1200 nos e 2204 elementos) para o guia Horseshoe-Shaped

gerada pelo Triangle.
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Figura 4.10 - Malha n&o-conforme com 1200 nos (712 nos escravos e 488 nds mestres) e 2237
elementos (1336 elementos escravos e 901 elementos mestres) gerada pelo Triangle.
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Tabela 4.4 - Guia Horseshoe-Shaped (Malha ndo-conforme) - A.(mm) para os dois primeiros
modos, TE1o € TE,. Dimensdes do guia: a= 10 [mm], b/a= 0,5 e d/b=0,3.

sla= 0,2
NUmero Ac1 Mortar | A¢; teérico | Erro A Mortar | A teérico |Erro
de nos (%) (%)
62 47,21 50,00 5,58 14,43 16,60 13,07
353 52,77 50,00 5,54 18,20 16,60 9,63
1200 50,24 50,00 0,48 16,48 16,60 0,72

Tabela 4.5 - Guia Horseshoe-Shaped (Malha conforme) - A.(mm) para os dois primeiros
modos, TE1o e TE2o. Dimensdes do guia: a= 10 [mm], b/a= 0,5 e d/b=0,3.

sla= 0,2
NUmero de A MEF | A tedrico | Erro A2 MEF | A teérico |Erro
Nos (%) (%)
62 45,83 50,00 8,34 14,60 16,60 12,04
353 46,51 50,00 6,98 15,13 16,60 8,85
1200 49,89 50,00 0,22 16,53 16,60 0,42

A Tabela 4.6 mostra o tempo de processamento (CPU time) para as duas

aproximagdes com precisdo mantida constante. A Tabela 4.7 mostra a precisdo de cada

método para um determinado tempo de processamento (CPU time) constante.

Como podemos ver por ambas Tabelas, o0 método Mortar foi favoravel para o tempo

de processamento (CPU time), embora ambos métodos calculem as frequéncias de corte com

precisdes similares. A construcdo de malhas adaptaveis a geometrias complexas & outra

importante qualidade do método Mortar. O refinamento da malha mostra a robustéz do método

e sua aplicabilidade.
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Tabela 4.6 - Tempo de processamento. Simulacdo em linguagem Fortran usando um
processador Intel Celeron XP 2000 - 3,0 GHz - 512 MB de RAM.

Precisao Ndamero de nés | NUumero de nos CPU time(s) CPU time (s)
(MEF) (Mortar) (MEF) (Mortar)

<20% 62 62 63,67 61,96

<10% 353 353 337,34 194,50

<1% 1200 1200 976,27 568,13

Tabela 4.7 - Guia de onda Horseshoe-Shaped-Analise dos Aci e A
modos, TE o e TE,. Dimens6es do guia: a= 10 [mm], s/a=0,2, b/a= 0,5 e d/b=0,3.

para os dois primeiros

Método |CPU time |NUmero | iy et Erro | Ao Ae Erro
de nos tedrico (%) tedrico (%)

MEF < 62 50,00 |45,83 (8,34 |16,60 14,60 12,04
100s

Mortar 62 50,00 (47,21 (558 [16,60 [14,43 |13,07

MEF 353 50,00 |46,51 |6,98 |16,60 |[1513 8,85
<

Mortar |350s 353 50,00 |52,77 |554 16,60 (18,20 9,63

MEF 1200 50,00 (49,89 |0,22 |16,60 (16,53 0,42
<

Mortar |1000s 1200 50,00 |50,24 (0,48 (16,60 |16,48 0,72
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4.2.3 - Guia de Ondas Cilindricos

Os guias de ondas circulares tém aplicacdes muito especificas e importantes, em
particular, sdo Uteis em sistemas de radares que necessitam de uma antena giratoria e na
fabricacdo de muitos dispositivos de micro-ondas que necessitam de uma ligacdo que rode
livremente, tais como atenuadores, e combinadores de fase de alta precisdo. Considere um
guia de seccdo transversal circular de raio a= 1,0 cm com paredes metalicas perfeitas e

preenchido uniformemente com dielétrico (g=1), Figura 4.11.

Figura 4.11 - Guia de Ondas Cilindrico com a= 1,0 cm em coordenadas polares.

Para os calculos das frequéncias de corte, utilizaram-se as malhas conforme e néo-
conforme das Figuras 4.12 com 570 nos e 997 elementos, 4.13 com 570 nés (281 nos escravos
e 289 nds mestres) e 992 elementos (498 elementos escravos e 494 elementos mestres), 4.14
com 957 nés e 1816 elementos, 4.15 com 957 nos (281 nds escravos e 676 nds mestres) e
1672 elementos(498 elementos escravo e 1264 elementos mestres). As Tabelas 4.8, 4.9,4.10 e
4.11 apresentam os valores das freqiiéncias de corte calculadas pelo método Mortar utilizando
Multiplicadores de Lagrange, pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) em comparagdo aos
obtidos pelo célculo analitico exato, para varios modos do guia de ondas retangular. Os
valores das frequiéncias de corte, apresentados nas Tabelas 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11 mostram um

pequeno erro em relacdo ao valores analiticos exatos mesmo para modos com complexas

58



configuragdes de campo. Para esses modos mais elevados, uma malha mais refinada pode

diminuir significativamente 0s erros numericos.
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Figura 4.12 - Malha conforme (570 nos e 997 elementos) para o guia Ondas Circular gerada
pelo Triangle.
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Figura 4.13 - Malha ndo-conforme com 570 nos (281 nos escravos e 289 nds mestres) e 992
elementos (498 elementos escravos e 494 elementos mestres) gerada pelo Triangle.
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Tabela 4.8 - Freqliéncias de corte para o guia de ondas circular utilizando o método Mortar

(570 nos).
Modos |Freq. GHz (Mortar) |Freq. GHz(exato) ~ |Erro(%) [Modos [Freq. GHz (Mortar) |Freq. GHz(exato)  [Erro(%)
TMO01 11,47 11,47 0|TEOL 8,76 8,79 0,3
TM11 18,33 18,29 0,2[TE10 18,37 18,28 04
T™M21 24,43 24,51 0,3[TE02 19,95 20,05 04
TMO02 26,26 26,34 0,3|TE12 25,33 25,37 0,1
TM31 30,43 30,44 0|TE1l 2541 25,44 0,1
TM12 33,5 33,48 0[TEO3 30,62 30,61 0
TM41 36,45 36,21 0,6/TE13 32 32 0
TM22 40,42 40,16 0,6|TE21 33,99 33,47 0,3
TMO03 41,26 41,29 0|TE22 38,52 3824 07
TM51 41,76 41,85 0,2(TE14 41,02 40,73 07

Tabela 4.9 - Freqliéncias de corte para o guia de ondas circular utilizando o MEF (570 nds).

Modos |Freq. GHz (MEF) |Freq. GHz(exato)  [Erro(%) |Modos [Freq. GHz (MEF) |Freq. GHz(exato)  |Erro(%)
TMO01 11,47 11,47 0[TEO1 8,76 879 03
TM11 18,33 18,29 0,2|TE10 18,37 18,28 04
™21 24,66 24,51 0,6/ TE02 19,96 20,05 04
TMO02 26,27 26,34 0,2|TE12 25,34 2537 01
TM31 30,48 30,44 0,1|TEL1 25,42 25,44 0
TM12 33,51 33,48 0[TEO3 30,6 30,61 0
TM41 36,39 36,21 0,4|TE13 32,03 32 0
TM22 40,26 40,16 0,2|TE21 33,6 33471 0,3
TMO03 41,21 41,29 0,1|TE22 38,5 3824 06
TM51 41,75 41,85 0,2|TE14 41,11 40,73] 09
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Figura 4.14- Malha conforme (957 nds e 1816 elementos) para o guia Ondas Circular gerada
pelo Triangle.
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Figura 4.15 - Malha ndo-conforme com 957 nés (281 nds escravos e 676 nGs mestres) e 1672
elementos(498 elementos escravo e 1264 elementos mestres) gerada pelo Triangle.
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Tabela 4.10 - Frequéncias de corte para o guia de ondas circular utilizando o método Mortar

(957 nos).
Modos |Freq. GHz (Mortar) [Freq. GHz(exato) ~ |Erro(%) [Modos |Freq. GHz (Mortar) |Freq. GHz(exato)  [Erro(%)
TMO1 11,47 11,47 0|TEO1 8,8 8§79 01
TM11 18,23 1829  03|TEL0 18,28 18,28 0
TM21 24,51 24,51 0]TE02 20,04 20,05 0
TM02 26,37 26,34 0,1{TE12 25,33 2537 0,1
TM31 30,51 3044 02[TELL 2547 25441 0,1
TM12 33,51 33,48 0|TEO3 30,62 30,61 0
TM41 36,12 36,21  02[TEL3 32 32 0
TM22 40,35 40,16]  0,4(TE2L 33,59 33471 03
TMO03 41,26 41,29 0|TE22 38,47 3824 0,6
TM51 41,68 4185  04|TEl4 40,99 40,73 06

Tabela 4.11 - Frequéncias de corte para o guia de ondas circular utilizando o MEF (957 nos).

Modos |[Freq. GHz (MEF) [Freq. GHz(exato)  |Erro(%) [Modos |Freq. GHz (MEF) [Freq. GHz(exato)  |Erro(%)
TM01 11,47 11,47 0[TEOL 8,8 8§79 01
TM11 18,28 18,29 0[TE10 18,33 18,28| 02
TM21 24,36 2451 0,6|TE02 20,05 20,05 0
TM02 26,17 26,34 0,6|TE12 2542 2537 01
TM31 30,31 3044  04|TELL 2547 25441 01
TM12 33,41 3348  0,2|TEO3 30,8 3061 06
TM41 36,14 36,21  0,1{TEL3 32,28 32/ 08
TM22 40,21 40,16  0,1{TE21 33,1 3347 06
TMO03 41,33 41,29 0|TE22 38,61 3824 09
TM51 41,89 41,85 0|TE14 41,13 40,73 09

precisdo constante. Como podemos observar o método Mortar demonstrou-se favoravel.

A Tabela 4.12 mostra o tempo de processamento para as duas aproximagdes com
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Tabela 4.12 - Tempo de processamento. (Simulagdo em linguagem Fortran usando um
processador Intel(R) Celeron(R) CPU B800 Windows 8 - 1.50 GHz - 4GB de RAM).

CPU time
Método |NUmero de nés |Numero de|CPU time(s) Modo TE | CPU time(s) Modo TM
elementos
Mortar |570 992 258,79 257,95
MEF 570 997 904,24 903,66
Mortar |957 1762 1956,82 1931,55
MEF 957 1816 5117,37 5109,55
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6 - CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O desempenho das formulacbes Mortar, usando Multiplicadores de Lagrange, foi
verificado na precisdo do calculo de parametros como frequéncia de corte e modos de
propagacdo, bem como no tempo de processamento (CPU time) para guias de ondas. Fizemos
a malha ndo-conforme com tridngulos pequenos perto da regido de maior interesse e
triangulos grandes distantes dela. Com isto, o processo de analise se tornou mais demorado e
preciso apenas onde foi necesséario. Usando essa técnica onde o dominio de discretizacdo foi
dividido em dois subdominios mestre e escravo, conseguimos uma melhoria dos resultados e
uma reducdo consideravel no tempo de processamento (CPU time) em relacdo ao tradicional
Método dos Elementos Finitos (MEF).

Para um primeiro exemplo da aplicacdo dos Multiplicadores de Lagrange, fizemos um
estudo e a implementacdo computacional do Método utilizando a Técnica de Integracdo
Analitica com interpolacdo de primeira ordem de forma a relaxar as condi¢des de contorno

com malha conforme [17].

O Método Multiplicadores de Lagrange é concebido a partir da minimizacdo de um
funcional do problema no dominio continuo. Os sistemas finais para o Meétodo
Multiplicadores de Lagrange s@&o mal condicionados e ndo positivos definidos. Fizemos
diversas simulagcdes para a comprovacdo pratica, uma vez que o mal condicionamento do
sistema para 0 método Multiplicadores de Lagrange poderia talvez produzir um resultado
diferente para o célculo dos modos dos guias. Entretanto, isto ndo foi observado, o Método

levou a resultados bem precisos para os parametros.

A aplicacdo da Técnica de Integracdo Analitica foi feita com as integrais escritas nas
coordenadas homogéneas do elemento finito. Desta forma, as matrizes sdo calculadas uma
unica vez, sendo independentes das dimensdes do elemento e dependentes apenas do tipo e da
ordem da aproximacéo utilizada. Além disso, o calculo prévio e a armazenagem das matrizes,
utilizando esta técnica possibilitou uma eficiente implementacdo de mddulos processadores

com adaptacao automatica da ordem de aproximac&o dos elementos finitos.
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O Método Mortar foi obtido a partir da formulacdo do Método dos Multiplicadores de
Lagrange. Embora o conceito do método Mortar seja implementar uma condi¢do de
acoplamento diretamente ao problema discretizado, o Método Multiplicadores de Lagrange €
concebido a partir da minimizagdo de um funcional do problema no dominio continuo. Pode-
se obter a partir da formulacdo do método Multiplicadores de Lagrange, se a numeragao dos
nos é efetuada tomando os nos pertencentes a interface em primeiro lugar, a condicdo de
acoplamento do Método Mortar, o que demonstra que os dois métodos produzem o mesmo
resultado. Os sistemas finais, entretanto, sdo bem diferentes: para 0 Mortar tem-se um sistema
bem condicionado; para o0 Método Multiplicadores de Lagrange, como j& exposto, 0 sistema
final é mal condicionado e ndo é positivo definido.

Os resultados apresentados demonstraram que as formulagbes ndo-conformes Mortar
usando Multiplicadores de Lagrange se mostraram eficazes na implementacdo pela qualidade
dos resultados obtidos para os parametros com interpolacdo de primeira ordem em guias de
ondas. A maior vantagem de usarmos os Multiplicadores de Lagrange esta no fato de ndo
precisarmos fazer a inversdo da matriz C e a construcdo da Matriz de acoplamento A. Os
Multiplicadores de Lagrange embora essenciais para assegurar a satisfacdo das condicgdes
Mortar, ndo se relacionam diretamente com a solucdo fisica do problema. Isto representa um
dispéndio extra de memoria e processamento. Mesmo assim, resultados razoaveis foram

conseguidos com esta abordagem.

Como contribuicdes originais deste trabalho pode-se citar:

a) A implementacdo dos métodos Mortar e Multiplicadores de Lagrange a problemas de

altas frequéncias;

b) O estudo sistematico do desempenho das formulagdes ndo-conformes implementadas

na precisao do calculo de parametros como freqiiéncia de corte em guias de ondas;

c) O uso da Técnica de Integracdo Analitica para implementacdo do Método Mortar e

Multiplicadores de Lagrange;
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d) Na etapa inicial deste trabalho foi implementado o Método dos Multiplicadores de
Lagrange para relaxar as condigdes de contorno para as equacoes de Laplace e Helmholtz que
resultou na apresentagdo do artigo “Analysis of the Lagrange Multipliers Method using the
Technique of Analytical Integration Applied to Waveguides” [17]. Da aplicacdo do Método
Mortar utilizando Multiplicadores de Lagrange resultou o artigo “Mortar Method using
Lagrange Multiplier Applied to the Analysis of Waveguide Horseshoe-Shaped” [23].

O assunto ndo esta esgotado e como continuacdo natural deste trabalho pode-se

sugerir:

a) Implementar o método Mortar com Multiplicadores de Lagrange em um cddigo

Matlab para interpolacédo de primeira, segunda e terceira ordem;

b) A anélise em guias de ondas de geometrias mais complexas;

c) O estudo do comportamento dos resultados para os calculos dos parametros
empregando interpolacdo de primeira ordem em um lado da interface e de ordem elevada do

outro;

d) Aplicacdo em casos onde o acoplamento de guias ocorre.
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A - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A.l - Introducgéo

A aplicacdo de formulacGes ndo-conformes do tipo Mortar a problemas de
microondas € o objetivo basico do presente trabalho. Nesse contexto, as implementacoes
computacionais foram realizadas com o intuito de permitir, com 0 menor custo de

programacao, o teste de varias formulagdes do MEF.

Rotinas para a fase de processamento e pré-processamento (modelo geométrico,
malha, atribuicdo de propriedades dos materiais e imposicao das condi¢Ges de contorno) do
MEF foram desenvolvidas e escritas para o pacote de processamento numérico Fortran. A
facilidade de interagdo com sua linguagem, a possibilidade de manipular matrizes densas e
esparsas de maneira direta, a existéncia de funcdes especializadas para a solucéo de problemas
de autovalores e auto-vetores em sistemas matriciais esparsos apontam o Fortran como um
excelente ambiente para a prototipacéo e teste de novos desenvolvimentos em formulagdes do
MEF.

A.2 - Método Mortar utilizando Multiplicadores de Lagrange

Os fluxogramas mostrados abaixo ilustram a implementacdo do Método Mortar

utilizando Multiplicadores de Lagrange em um codigo computacional Fortran .

A.3 - Modo TEM (Equacéo de Laplace)

Leitura do arquivo com a discretizagdo do dominio.
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Entrada de dados:

- Matriz Q (Equacéo 3.12)

- Matriz Qlamb

- Leitura dos nds globais e coordenadas da
malha global

- Leitura dos nés e coordenadas da malha
dos elementos mestres

- Leitura dos nés e coordenadas da malha
dos elementos escravos

- Leitura das condicGes de contorno
Neumann e Dirichlet

Montagem da Matriz global S (Equacéo 3.10):

Para cada né é percorrido todos os
elementos e verificado se 0 mesmo participa ou
ndo do nd global que estd sendo calculado.
Caso seja seu valor é considerado para a
composicao do valor do né global.

Montagem dos Elementos da Matriz
Globnmort (Matriz C - Equagdo 4.13) dos
elementos escravos e Globmort (Matriz D -
Equacdo 4.14) dos elementos mestres e
aplicacéo das condicfes Mortar.

Aplicando as Condicbes de Neumann na global S:
Cada linha ou coluna correspondente a um no
Neumman é transposta para a linha e coluna do
correspondente né "imerge". Isso possibilita a
utilizacgdo de matrizes Globais reduzidas
desprezando-se as linhas e colunas.
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Determinagdo dos no6s livres, seu
armazenamento iulivre(i) e sua contagem

(nolivre).

Montagem do Sistema:

cho) (C_OD)TMZM

Solugdo do Sistema

Célculo de  parametros  como
impedancia caracteristica, frequéncia
de corte, capacitancia.

l

Fim

Figura A.1 - Fluxograma de implementacdo computacional do método Mortar para a equagao
de Laplace (Modo TEM).
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A.4 - Modos TE e TM (Equacéo de Helmholtz)

Leitura do arquivo com a discretizacdo do dominio.

Entrada de dados:

Matriz Q (Equacdo 3.12)

Matriz T (Equacéo 3.21)

Matriz Qlamb

Leitura dos nds globais e coordenadas da
malha global

Leitura dos nos e coordenadas da malha
dos elementos mestres

Leitura dos nos e coordenadas da malha
dos elementos escravos

Leitura das condigdes de contorno
Neumann e Dirichlet

Montagem das Matrizes globais Se T:

Para cada né € percorrido todos os
elementos e verificado se 0 mesmo participa
ou ndo do no global que est4 sendo calculado.
Caso seja seu valor é considerado para a
composicao do valor do no global.

Montagem dos Elementos da Matriz Globnmort
(Matriz C - Equacdo 4.13) dos elementos escravos e
Globmort (Matriz D - Equagéo 4.14) dos elementos
mestres e aplicacdo das condi¢fes Mortar.
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Aplicando as Condi¢cdes de Neumann nas globais S e
T: Cada linha ou coluna correspondente a um né
Neumman é transposta para a linha e coluna do
correspondente né “imerge". Isso possibilita a
utilizacdo de  matrizes  Globais  reduzidas
(desprezando-se) as linhas e colunas.

Determinagdo  dos no6s  livres, seu
armazenamento iulivre(i) e sua contagem
(nolivre).

Montagem do Problema de Autovalores:
s (C-D)¢ [T o]fs
(C-D) o Jl4] Flo ofj4

v

Solugdo do Problema de
Autovalores.

l

Célculo de parametros como
freqiiéncia de corte, capacitancia,
impedancia caracteristica.

Fim

Figura A.2 - Fluxograma de implementacdo computacional do método Mortar para a equacgao
de Laplace (Modos TE e TM).
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