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Resumo

Neste trabalho, fazemos um breve estudo a respeito dos grupos de reflexoes finitos,
para os quais associamos sistemas de raizes, matrizes de Cartan e grafos, a fim de classifi-
carmos todos os tais grupos. Em seguida, estudamos uma generalizacao desses grupos para
os denominados grupos de Coxeter. Utilizando a fungdo comprimento como ferramenta
fundamental, mencionamos diversos resultados acerca dos subgrupos parabdlicos.

No tltimo capitulo, determinamos a estrutura dos centralizadores dos elementos de um
grupo de Coxeter finito, seguindo o artigo: M. Konvalinka, G. Pfeiffer, C.E. Rover, ‘A note
on element centralizers in finite Coxeter groups’, J. Group Theory, 14 (2011) 727-745.

Como aplicagao final, apresentamos uma demonstracao alternativa de um importante

teorema de Solomon, conhecido como a féormula de Solomon.



Abstract

This work is a brief study about the finite reflections groups, to which we associate root
systems, Cartan matrices and Coxeter graphs, in order to classificate such groups. After
that, we study a generalisation of these groups to Coxeter groups. By using the lenght
function as fundamental tool, we mention various results about the parabolic subgroups.

In the last chapter we determinate the structure of the element centralisers of a finite
Coxeter group, following the paper: M. Konvalinka, G. Pfeiffer, C.E. Rover, ‘A note on
element centralizers in finite Coxeter groups’, J. Group Theory, 14 (2011) 727-745.

As final application we present an alternative proof of an important theorem of Solo-

mon, known as the Solomon formula.
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Introducao

Nesta dissertagao, iremos estudar os grupos de Coxeter, vendo algumas das suas pro-
priedades e estudando mais detalhadamente a estrutura dos centralizadores. Iniciamos
este trabalho definindo uma reflexdo num espago euclidiano V' com produto interno (., .),
que consiste num operador linear s, : V' — V definido por
2(\, )

ad = A —
i (@, )

)

onde a € V —{0}. A partir disso, definimos um grupo de reflexoes finito, que é um grupo
finito gerado por reflexdes no espaco V', sendo, portanto, um subgrupo do grupo ortogonal
o).

No Capitulo 1, tendo como principal referéncia o livro de Humphreys [6], estudamos
0 que vem a ser um sistema de raizes ® no espago V e associamos a & um grupo de
reflexdes W = W (®). Do sistema de raizes ®, podemos extrair um subconjunto A C @,
chamado sistema simples, cujo conjunto de reflexées associado S é um conjunto minimal
de geradores para o grupo W. A um grupo de reflexdes finito W podemos atribuir um
grafo de Coxeter cujo conjunto de vértices se encontra em correspondéncia biunivoca com
o sistema simples A (e com o conjunto das reflexées simples S). Concluimos o Capitulo 1
descrevendo todos os grafos de Coxeter conexos do tipo positivo. Essa descrigao limita os
possiveis grupos de reflexoes finitos.

No Capitulo 2, seguindo a abordagem do livro [4] de Geck e Pfeiffer, definimos o que
vem a ser uma matriz de Cartan C' = (cg)stes com indices num conjunto finito nao vazio
S e, dado um espago vetorial real de dimensao |S|, associamos & matriz C' um grupo
W = W(C) = (S) < GL(V), que ainda chamamos de grupo de reflexées. Podemos
introduzir em W o conceito de comprimento da seguinte maneira. Dado um elemento
w € W, podemos escrevé-lo como produto de elementos de S, ji que S gera W. O
comprimento de w é o menor k € Nj tal que w é escrito como produto de k elementos
de S (expressao reduzida) e definimos o conjunto J(w), formado pelos geradores que
compoéem tal expressdo. A seguir, enunciamos alguns resultados importantes acerca da
fungao comprimento [ : W — Ny e, através do teorema de Matsumoto, provamos que, dado
um elemento w € W, o conjunto J(w) nao depende da escolha da expressao reduzida para
w.
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Em seguida, generalizamos os grupos de reflexdes para os denominados grupos de
Coxeter, obtidos da seguinte maneira. Consideramos um conjunto finito X e uma matriz
simétrica M = (may)syex cujas entradas sao inteiros positivos ou oo, e o valor 1 aparece
(somente) em cada entrada da diagonal principal. O grupo de Coxeter associado & matriz

M é o grupo que satisfaz a seguinte apresentacao:
GM)=(xe X |2z*>=1parax € X e (xy)™v = 1 para & # Yy, Mzy < ).

Dentre os subgrupos de um grupo de Coxeter W com conjunto gerador .S, destacamos
os subgrupos parabdlicos standard W, que consistem nos subgrupos gerados por subcon-
juntos J de S, e os seus conjugados, os quais sao chamados de subgrupos parabdlicos. Em
seguida, mostramos que num grupo de Coxeter finito existe um elemento de comprimento
maximal, e esse elemento é tinico. O mesmo vale para subgrupos parabdlicos standard, os
quais se pode provar que sao também grupos de Coxeter.

Dado um subconjunto J de S, W pode ser decomposto na forma W = W; - X ;, onde
W é o subgrupo parabdlico standard gerado por J e X é uma transversal a direita de W
em W cujos elementos sao de comprimento minimal nas classes laterais correspondentes.
Essa decomposicao é de fundamental importancia para a prova de diversos resultados
posteriores, dentre os quais destacamos a existéncia de um complemento de W; em seu
normalizador Ny (W), denotado por Nj.

No Capitulo 3, com base no artigo [7] de Konvalinka, Pfeiffer e Réver e nos livros
de Humphreys [6] e de Geck e Pfeiffer [4], fazemos uma descrigao dos grupos de Coxeter
finitos, explicitando em cada um deles um sistema de raizes ® e um sistema simples A C ®.
Além disso, determinamos para alguns desses as classes de conjugacdo e, encontrado um
elemento de comprimento minimal em cada classe de conjugacao, descrevemos o menor
subgrupo parabdlico de W que contém esse elemento.

No Capitulo 4, nosso objetivo principal é provar dois teoremas acerca da estrutura dos

centralizadores dos elementos de um grupo de Coxeter finito. Sao eles:
Teorema A Seja W um grupo de Cozeter finito e seja w € W. Seja V' o menor sub-
grupo parabdlico de W que contém w. Entdo, o centralizador Cy(w) = Cyw(w) NV €

um subgrupo normal do centralizador Cy (w) com quociente Cyy (w)/Cy (w) isomorfo ao

quociente normalizador Ny (V) /V.
Teorema B Considere um grupo de Cozeter finito W e um elemento w € W tal que
a classe de conjugacdo a qual w pertence € nao conforme. Se V € o menor subgrupo

parabdlico de W tal que w € V', entdo o centralizador Cy (w) decompée-se em Cy(w) com

complemento isomorfo a Ny (V)/V.

Em 2011, Konvalinka, Pfeiffer e Réver [7] provaram o Teorema A para o caso geral, isto
é, o caso em que W é um grupo de Coxeter finito qualquer. Em contrapartida, o Teorema
B é demonstrado separadamente para cada tipo de grupo de Coxeter finito irredutivel,

lancando mao da descricao feita no Capitulo 3.
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Como aplicacao da teoria de grupos de Coxeter estudada neste trabalho, damos uma
demonstracao alternativa da férmula de Solomon, a qual afirma que, tomando J C S, vale

a igualdade

> (-0l =,

JCS

onde 7y indica o carater de permutagao da agdo de W sobre as classes laterais de Wj; e
representa o cardter sinal de W. Essa férmula, primeiramente demonstrada por Solomon
[9] em 1966, tem importancia fundamental, por exemplo, na teoria dos caracteres dos

grupos finitos de tipo Lie.



Capitulo 1

Grupos de reflexoes finitos

Neste capitulo, estudamos um pouco sobre os grupos finitos gerados por reflexoes. Nosso
objetivo aqui é descrever e classificar esses grupos. Aqui, nossa referéncia principal é o

livro de Humphreys, [6].

1.1 Reflexoes

Definicao 1.1 Seja V' um espago euclidiano real munido de um produto interno (.,.).
Uma reflexao € um operador linear s em V tal que sac = —a para algum o € V. — {0} e
sA = X para todo N € Hy, onde Hy, = {\ € V | (\,a) = 0} € o hiperplano ortogonal ao

vetor «.

Podemos escrever s = s,, observando que s, = Sco para qualquer ¢ € R — {0}. E f4cil

deduzir a seguinte formula:

2(A, a)a

ad=A—
’ (a, )

(1.1)

Fazendo alguns cédlculos simples, podemos concluir que s, é uma transformacao orto-
gonal, ou seja, (SaA, sapt) = (A, 1) para quaisquer A\, u € V. Além disso, temos (s,)% = 1

e, portanto, s, tem ordem 2 no grupo O(V') das transformacgoes ortogonais de V.

Definicao 1.2 Um grupo de reflexoes finito é um grupo finito gerado por reflexées num

espaco euclidiano V.

Um grupo de reflexoes finito é um subgrupo especialmente interessante de O(V'). Um
exemplo classico de um grupo de reflexoes finito é o grupo diedral de ordem 2m, que

descreveremos a seguir.

Exemplo 1.3 Seja V' o plano euclidiano. O grupo diedral de ordem 2m, denotado por
Iy(m), consiste das transformagées ortogonais que preservam um poligono reqular de n

lados centrado na origem. Ia(m) contém exatamente m rotagéoes (por miltiplos de 27w /m)
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e m reflexdes (sobre as ‘diagonais’ do poligono). Aqui ‘diagonal’ significa uma linha que
bissecta o poligono, unindo dois vértices ou os pontos médios de lados opostos se m é
par, ou unindo um vértice ao ponto médio do lado oposto se m € impar. Observe que
as rotagoes formam um subgrupo ciclico de indice 2, gerado por uma rota¢ao por 27/m.
O grupo Ia(m) €, de fato, gerado por reflexdes, pois uma rotagcdo por 2w/m pode ser
obtida pelo produto de duas reflexdes relativas a um par de diagonais adjacentes que fazem
um dngulo de § := w/m. Considerando H, e Hg como sendo as retas de reflexio que
contém essas diagonais, podemos tomar vetores unitdrios ortogonais o = (sen @, — cosf) e
B =1(0,1) que formam um angulo obtuso de m — 0, e entdo (a, 5) = —cosf. Para ver que
5483 € uma rotacao por 20, basta encontrar sua matriz relativa a base canonica de R?,

tomando Hg como sendo o eizo Ox. A matriz obtida é:
cos20  sen?20 1 0 [ cos 20 —sen?260
sen20 — cos26 0 —1) \sen20 cos20 /'
1.2 Raizes

De agora em diante, denotamos por W um grupo de reflexdes finito, agindo sobre um
espago euclidiano real V. Dizemos que W é essencial relativamente a V se W age sobre

V sem fixar qualquer vetor nao nulo.

Proposigao 1.4 [6, p.6] Set € O(V) e a é um vetor nio nulo de V, entdo tsat ™! = 844

Em particular, se w € W, ent@o sya € W.
Agora vamos definir o que é um sistema de raizes.

Definicao 1.5 Seja ® um conjunto finito de vetores nao nulos de V. Dizemos que ® €

um sistema de raizes se as sequintes condi¢des sGo satisfeitas:
(R1) ® NRa = {«a, —a} para todo a € ;
(R2) s4® = ® para todo o € P.

Os elementos do conjunto ® sdo denominados raizes.

O grupo W = W (®) associado a ® € o grupo gerado pelas reflexoes sq, 0 € P.

Todo grupo de reflexGes pode ser obtido dessa maneira, possivelmente por muitas
escolhas distintas de ®. E importante verificar que todo grupo W proveniente de um
sistema de raizes é, de fato, finito. Em primeiro lugar, observamos que a condigao (R2) da
definigao anterior implica que w® = ® para todo w € W. Vemos entao que W age sobre
o conjunto ®, definindo um homomorfismo ¥ : W — Sg, onde Sp denota o grupo das
permutagoes sobre o conjunto ®. Com efeito, cada s, (a € ®) e, portanto, cada elemento

de W fixa pontualmente o complemento ortogonal do subespago gerado por ®. Entao
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apenas w = 1 fixa todos os elementos de ®. Assim, o homomorfismo 1 tem nucleo trivial.
Como S ¢ finito, podemos concluir, pelo Teorema do Homomorfismo, que W é um grupo

de permutacoes finito.

Observagao 1.6 Dados um sistema de raizes ® e o grupo de reflexées correspondente
W, seja ® o conjunto obtido normalizando-se os vetores de P. E fdcil ver que ® é um

sistema de raizes com grupo de reflexdes correspondente W.

Veremos a seguir algumas propriedades de um sistema de raizes ® e de seu grupo
associado W.

Observe que W é completamente determinado pelo conjunto ®, mas hd um certo
impasse em usar ® como uma ferramenta na classificagao de possiveis grupos de reflexoes:
a cardinalidade de ® pode ser muito grande, comparada a dimensao do espago euclidiano
V. Por exemplo, no caso em que W é um grupo diedral, dim V' = 2, mas um sistema de
raizes ® pode conter tantos elementos quanto W.

Precisamos entao da definicao a seguir.

Definicao 1.7 Uma ordenacao total do espaco vetorial real V' é uma relacdo transitiva

em V, denotada por <, que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Para cada par A\, € V, exatamente uma das sequintes situagdoes ocorre: ou X\ < p

ou X =p ou i < A\
(2) Para quaisquer A\, pu,v € V, se u < v, entao A+ pu < X+ v.

(3) Se p < v ec éum nimero real nao nulo, entio cu < cv se ¢ > 0, enquanto cv < cu
se c < 0.

Dada uma ordenagao total, dizemos que A € V' é positivo se 0 < A. A soma de vetores
positivos é também um vetor positivo, assim como o multiplo escalar de um vetor positivo
por um nuimero real positivo.

Se V tem dimensao finita, podemos construir facilmente uma ordenacao total de V'
da seguinte maneira: escolha uma base ordenada arbitrdria {Ai,...,A\,} de V e faga
Y aid; < Y. bi\; sempre que ax < b, onde k é o menor indice i para o qual a; # b;. E
facil verificar que os trés axiomas acima sao satisfeitos. Observe também que todos os A;

da base sao positivos nessa ordenacao.

s

Definicao 1.8 Seja ® um sistema de raizes. Dizemos que um subconjunto I C ® €
um sistema positivo se consiste de todas as raizes que sao positivas em relagdo a alguma

ordenacdo total de V.

E evidente que sistemas positivos existem. Sabemos que, se o € ®, entdo —a € .
Sendo assim, é claro que, se Il é um sistema positivo, entdo ® é a uniao disjunta de II e
—II. O conjunto —II recebe o nome de sistema negativo. Fixado um sistema positivo

II, podemos escrever o > 0 em lugar de a € II.
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Definigao 1.9 Dizemos que um subconjunto A de ® € um sistema simples (e chamamos
seus elementos de raizes simples) se A é uma base para o subespago (P) de V' e se, além

disso, cada o € ® € uma combinacgao linear de A com coeficientes todos de mesmo sinal.

A cardinalidade de um sistema simples A é um invariante de ®, uma vez que mede
a dimensao do subespaco (®). Entao o numero |A| recebe o nome de posto de W. Ao
longo deste capitulo, reservamos o indice n para o posto do grupo W.

Nao é de todo evidente a existéncia de sistemas simples. O que nos da essa garantia é

o teorema a seguir.

Teorema 1.10 [6, p.8] Valem as sequintes propriedades:

(a) Se A é um sistema simples em ®, entdo existe um unico sistema positivo que contém

A.

(b) Todo sistema positivo II em ® contém um inico sistema simples. Em particular,

sistemas simples existem.

A proposicao abaixo mostra que o angulo entre duas raizes simples é sempre reto ou

obtuso.

Proposicao 1.11 [6, p.9] Se A é um sistema simples em ®, entdo (a, B) < 0 para quais-
quer a # B em A.

Segue diretamente da definicdo que, para todo sistema simples A e para todo w € W,
wA é também um sistema simples com sistema positivo correspondente wll, onde II é o
sistema positivo determinado por A. Para entendermos melhor a passagem de II para
wll, podemos considerar o caso especial em que w = s, (o € A). A seguinte proposigao
mostra que Il e s,II diferem por uma unica raiz. Mais precisamente, « é a Unica raiz

positiva em ® que tem como imagem por s, uma raiz negativa.

Proposigao 1.12 [6, p.10] Seja A um sistema simples, contido em um sistema positivo
I1. Se a€ A, entao so(I1 — {a}) =11 — {a}.

Teorema 1.13 [6, p.10] Quaisquer dois sistemas positivos em ® sio conjugados sob a

acdo de W, ou seja, dados dois sistemas positivos I II', existe w € W tal que IT' = wIl.

Corolério 1.14 [6, p.10] Quaisquer dois sistemas simples em ® sao conjugados sob a

acdo de W.

Sabemos que o grupo W é gerado pelas reflexdes s, (@ € ®). O préximo teorema
mostra que, fixado um sistema simples A em &, W é gerado pelas reflexdes simples,

que sao as reflexoes do tipo sq, com a € A.
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Teorema 1.15 Seja A um sistema simples contido em ®. Entdo,
(1) O grupo W € gerado pelas reflexdes sq (o € A).
(2) Nenhum subconjunto préprio do conjunto das reflexdes simples pode gerar W.

(3) Para todo € @, existe w € W tal que wf € A.

Demonstracao: (2) Suponha que exista o € A tal que o conjunto {sg | 8 € A—{a}}
ainda gera W. Assim, podemos escrever s, = sg, ---Sg,, com 3 € A — {a}. Entao,
(88, - -85, )00 = Sq0x = —a < 0.

Como « > 0, existe ¢ € {1,...,r} tal que

(88,41 - Sg.)a >0 e sg,(sg,,, -~ 58, ) < 0.

Assim, pela Proposicao 1.12, (sg,, - - sp,)a = 3;, donde podemos concluir, utilizando a
formula (1.1), que o = (sg, - -~ s3,,,)Bi é¢ combinacao linear de 3;, ..., B,. Portanto, A nao
pode ser um conjunto linearmente independente, o que contraria a nossa hipdtese de que
A é um sistema simples.

As provas dos itens (1) e (3) encontram-se em [6, p.11] O

Concluimos esta se¢ao com as proposigoes a seguir.
Proposicao 1.16 [6, p.24] Toda reflexao em W € da forma s, para algum o« € .

Proposigao 1.17 [10, 1.20] Seja X wum conjunto finito de vetores em V. Entao todo
elemento w € W que fixa todos os vetores de X pode ser expresso como produto de reflexoes

Sa que também fizam todos os vetores de X.

1.3 Classificacao dos grupos de reflexoes finitos

1.3.1 Grafos de Coxeter

Definimos um grafo de Coxeter como sendo um grafo finito nao direcionado cujas arestas
sao rotuladas com inteiros maiores ou iguais a 3 ou com o simbolo co. Se S denota o
conjunto de vértices, denotamos por mg = mys 0 rétulo na aresta que une os vértices
s # t. Como o rétulo 3 aparece frequentemente, podemos simplesmente omiti-lo. Quando
dois vértices s # t nao estio interligados por uma aresta, convencionamos que mg = 2.
Convencionamos também que mgs = 1 para todo s € S.

Quando temos um grupo de reflexoes finito W e um sistema simples A, podemos
associar a W um grafo de Coxeter, de modo natural. Neste caso, tomamos como S o
conjunto de todas as reflexdes simples s, (@ € A) e dizemos que o par (W,S) é um

sistema de Coxeter. Dados , 8 € A, denotamos por ms,s, (ou m(a, 3)) a ordem do
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produto s,s3 em W. Observe que m(a, ) = 1 para todo a € A. Além disso, se o, B € A,
entao m(«, ) = m(B, a).

A partir desses inteiros m(«, ), «, 5 € A, podemos construir um grafo I'; com conjunto
de vértices S em correspondéncia biunivoca com A, da seguinte maneira. Se «, § € A sao
raizes distintas tais que m(c, 8) > 3, unimos o par de vértices correspondentes a s, € sg
com uma aresta, e marcamos tal aresta com o valor de m(a, ). Se um par de vértices
nao estd unido por uma aresta, subentende-se que m(c, 3) = 2. O grafo construido dessa
forma ¢é o grafo de Coxeter de W. Esse grafo nao depende da escolha do sistema simples
A. De fato, se A, A’ sao dois sistemas simples, entao, pelo Corolério 1.14, existe w € W
tal que A’ = wA. Assim, dados a, 3 € A, temos

(5a58)" =1 & w(sesp)™w ' =1 (wsesgw )™ =1

& (wsqw  wspw™H™ =1 (Swasws)™ = 1,

sendo a tltima equivaléncia decorrente da Proposicao 1.4. Portanto, a ordem de s,sg
coincide com a ordem de 5,q5u3-
A proposicao a seguir estabelece um critério muito interessante de isomorfismo entre

grupos de reflexoes.

Proposigao 1.18 [6, p.30] Sejam W1, Wa grupos de reflexdes finitos que agem nos espagos
euclidianos Vi e Vo, respectivamente. Assuma que W1 e Wy sdo essenciais. Se W1 e Wo
tém o mesmo grafo de Cozeter, entao existe uma isometria de Vi em Vo induzindo um
isomorfismo de Wy em Wy. (Em particular, se Vi = Vo =V, 0s subgrupos Wi e Wy sdo
conjugados em O(V).)

Um grafo nao direcionado I' é dito conexo se, para qualquer par de vértices distintos
em I', existe um caminho que os une. Dizemos que um sistema de Coxeter (W,S) é
irredutivel quando o grafo de Coxeter correspondente I' é conexo. Neste caso, dizemos
também que o sistema de raizes ® é irredutivel. Em geral, se I'y, ..., ', sdo as componentes
conexas de I' e AA;, S; s@o os conjuntos correspondentes de raizes simples e reflexoes simples,
entdose a« € Aj e B € Aj (i # j), temos m(a, B) = 2 e, portanto, sosg = sgsq. A seguinte
proposi¢ao mostra que o estudo de grupos de reflexoes finitos pode ser reduzido ao caso

em que I' é conexo.

Proposicao 1.19 [6, p.30] Seja (W,S) um sistema de Cozxeter com grafo de Coxeter
correspondente I'. Sejam I'1,..., [, as componentes conexas de I' e Jy,...,J, 0s subcon-
juntos correspondentes de S. Entao W ¢é o produto direto dos subgrupos Wy, ,..., Wy e

T

cada sistema de Coxeter (Wy,, J;) € irredutivel.

Voltamos agora a considerar os grafos de Coxeter no caso geral (ndo necessariamente
associados a grupos de reflexdes). A um grafo de Coxeter I' com conjunto de vértices S

de cardinalidade n, associamos uma matriz simétrica n x n, fazendo:
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s
Qst = — COS .
Mt
. s
No caso em que mg = 00, convencionamos que — = 0 e, portanto, obtemos as = —1.
00

Vamos relembrar algumas terminologias. Qualquer matriz simétrica A € Mat(n,R)
define uma forma bilinear 8(z,y) = z'Ay (z,y € R™), que tem a forma quadritica as-
sociada Q(x) = x'Ax. Sabe-se, pelo Teorema Espectral, que A é diagonalizdvel e seus
autovalores sao todos reais. A matriz A é dita positiva definida se z!Azx > 0 para
todo = # 0, e positiva semidefinida se z'Ax > 0 para todo z. Equivalentemente, A
é positiva definida se todos os seus autovalores sao positivos, e positiva semidefinida se
todos os seus autovalores sao ndo negativos. Em ambos os casos, dizemos que A é do
tipo positivo. Por simplicidade, dizemos que o grafo de Coxeter I' é positivo definido ou
positivo semidefinido quando a matriz associada tem a propriedade correspondente.

Existe outra caracterizacdo bem conhecida de matriz do tipo positivo em termos de
determinantes. Os menores principais de A sdo os determinantes das submatrizes ob-
tidas ao remover-se as k ultimas linhas e as k ultimas colunas (0 < k < n). Entao A é
positiva definida se, e somente se, todos os seus menores principais sao positivos.

Quando I' é proveniente de um grupo de reflexdes finito W, a matriz A é positiva defi-
nida, pois representa o produto interno euclidiano usual relativo a base A de V', assumindo,
por conveniéncia, que A consiste de vetores unitarios. De fato, as entradas da matriz do
produto interno relativo & base A sao da forma (a, ), com «, 3 € A. Como {sq, sg} gera

um grupo diedral de ordem 2m(a, 3), entao, como vimos no Exemplo 1.3, « e § formam

™ tant B ™ B ™
m €, portanto, (Oé,IB) = COS <7T—7TL(O[7/B) = —COSW.

Para classificarmos os grupos de reflexdes finitos, listaremos todos os possiveis grafos de

um angulo de 7 —

Coxeter conexos do tipo positivo. No Capitulo 3, mostraremos que cada grafo positivo

definido corresponde a um grupo de reflexoes finito.
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1.3.2 Alguns grafos positivos definidos

An (n>1) o o o o o o
4
B, (n>2) o o o o o o
o o o o
D,, (n>4)
Eﬁ O < O < O
Ey o S < & O &
Eg o < < O < el
Fy o o & o o
H3 s, 2 O O
H, o 3 o & o
I(m) m

Figura 1: Alguns grafos de Coxeter positivos definidos.

Afirmamos que os grafos na Figura 1 sdo todos positivos definidos. Para verificarmos
isso, podemos calcular os menores principais da matriz correspondente A em cada caso.
E facil ver que cada menor principal é o determinante da matriz relativa a um dos grafos
da Figura 1. Entao, por inducao sobre n (o nimero de vértices), basta calcular det A em
cada caso. Como o denominador 2 aparece frequentemente, é mais conveniente calcular
det 2A.

Vejamos o que acontece no grupo de reflexdes W do tipo A,, por exemplo. Vamos
provar por indugao sobre n que, se A(n) é a matriz associada ao grafo de Coxeter de W,
entao det2A(n) = n + 1. De fato, para n = 1 temos 2A4(1) = (2) e det2A(1) = 2. Se
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n = 2, obtemos a matriz

e, portanto, det 24(2) = 3. Suponha que tenhamos, para algum n > 2, det 2A(k) =k + 1
para todo k < n. Observe que

Concluimos assim que
det2A(n+ 1) =2det24(n) + 1(—1)det2A(n — 1) =2(n+1) —n=n+2.

Fazendo alguns célculos, podemos construir a seguinte tabela (veja [6, p. 33]):

An Bn Dn E6 E7 Eg F4 H3 H4 Ig(m)
n+1 2 4 3 2 1 1 3-+5 (7-3V5)/2 4sen?(n/m)

1.3.3 Alguns grafos positivos semidefinidos

Para provarmos que os grafos da Figura 1 sao os unicos positivos definidos conexos, apre-
sentamos alguns grafos auxiliares na Figura 2. Afirmamos que todos eles sao positivos
semidefinidos, mas nao positivos definidos. Cada grafo é obtido de um grafo da Figura 1
adicionando-se um unico vértice. Em cada caso, o indice n indica entao que o niimero de

vértices é n + 1.
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A, (n>2)
By = Cs 2 5 % 4
0 o .
B, (n>3)
CN’n(nZ?)) o = 1 4
D, (n>4)
o
>
Eg o o
o
E, o o o & o o a
Es o o— o—0 o 0
Fy o o —2 5 o
G, o —0 o

Figura 2: Alguns grafos de Coxeter positivos semidefinidos.

Uma vez que a remoc¢ao de um determinado vértice de cada grafo na Figura 2 resulta
em um dos grafos positivos definidos da Figura 1, basta verificar que o determinante da

matriz A relativa a cada grafo é 0.
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Além dos grafos apresentados nas Figuras 1 e 2, serd tutil sabermos que os grafos de
Coxeter Z4 e Zs, ilustrados na Figura 3, nao sao do tipo positivo. Isso segue do fato de
que o determinante de 24 em cada caso é, respectivamente, 3 — 2v/5 e 4 — 2v/5, ambos
valores negativos. Esses valores podem ser facilmente calculados usando os determinantes

encontrados para os tipos Hs e Hy.

4 e e e e

5

s © o o o o

Figura 3: Grafos dos tipos Z4 e Zs.

1.3.4 Subgrafos

Aqui obtemos um fato de extrema importancia para a classificacdo desejada: cada ‘sub-
grafo’ proprio de um grafo conexo do tipo positivo é positivo definido. Entendemos por um
subgrafo de um grafo de Coxeter I" um grafo I'" obtido pela omisséo de alguns vértices (e
arestas adjacentes) e/ou pelo decrescimento do valor dos rétulos em uma ou mais arestas.
Dizemos também que I' contém I'. Por simplicidade, optamos por nao considerar um
grafo como um subgrafo de si mesmo.

Antes de darmos prosseguimento, precisamos de alguns fatos sobre a teoria de matrizes.
Uma matriz real n x n A é dita indecomponivel se nao existe uma particdo do conjunto
de indices em subconjuntos nao vazios I,J tais que a;; = aj; = 0 sempre que 7 € [ e
j € J. Caso contrério, reordenando os indices, A poderia ser escrita na forma diagonal
em blocos. E claro que a matriz relativa a um grafo de Coxeter é indecomponivel quando

o grafo é conexo.

Proposicao 1.20 [6, p.35] Seja A uma matriz real simétrica n X n positiva semidefinida

e indecomponivel. Assuma que a;; <0 sempre que i # j. Entao:

(a) N :={z € R" | 2! Az = 0} coincide com o niicleo de A e tem dimensdo menor ou

igual a 1.

(b) O menor autovalor de A tem multiplicidade 1 e, além disso, tem um autovetor cujas

coordenadas sdo todas estritamente positivas.

Corolario 1.21 Se I’ € um grafo de Coxeter conexo do tipo positivo, entdo todo subgrafo

de I' € positivo definido.

Demonstragao: Seja IV um subgrafo de I" e sejam A e A’ as matrizes associadas a T’

e I, respectivamente. Entao, A’ é de ordem k x k para algum k < n. Como os rétulos

/
]
a;j. Suponha que A’ ndo seja positiva definida. Entao, existe um vetor nao nulo z =

das arestas satisfazem m;; < m;j, temos entdo aj; = — cos (W/m;j> > —cos (m/myj) =
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(z1,...,2,) € R¥ tal que A’z < 0. Aplicando a forma quadrética associada & matriz A
ao vetor (|z1|,...,|zk],0,...,0) € R", obtemos
0< > aiglailleyl < ) djjlaillag] < ) afjwie; <0
1,7<k 1,7<k 1,7<k

e todas as desigualdades acima sao, na verdade, igualdades. A primeira delas mostra que
temos um vetor nao nulo pertencente ao nicleo de A. Como A néo tem autovalores nega-
tivos, 0 é o seu menor autovalor e, pelo item (b) da Proposi¢ao 1.20, 0 tem multiplicidade
1 como autovalor de A e tem um autovetor cujas coordenadas sdo todas estritamente po-

sitivas. Portanto, devemos ter £k = n e todas as coordenadas de x devem ser nao nulas.

!/

Mas da igualdade Z aijlag| x| = Z aijlwil|zj], concluimos que aj;

1,j<k 4,5<k
1 <14,7 < n, contrariando o fato de que I'' é um subgrafo de I. O

= a;j para todos

1.3.5 Classificacao de grafos do tipo positivo

Teorema 1.22 Os grafos da Figura 1 e os da Figura 2 sdo os unicos grafos de Coxeter

conexos do tipo positivo.

Demonstracao: Suponha que exista um grafo de Coxeter I' do tipo positivo distinto
de todos os listados na Figura 1 e na Figura 2. Procedemos em 20 passos para obtermos
uma contradigdo, utilizando repetidamente o Corolario 1.21. Seja n o ntimero de vértices

de T" e seja m o maior valor de rétulo dentre as arestas.

(1) Todos os grafos de Coxeter de posto 1 ou 2 sio claramente do tipo positivo (Ay, Io(m), A1),

entao devemos ter n > 3.
(2) Como ;4: nao pode ser subgrafo de I', devemos ter m < oo.

(3) Como A, (n > 2) nao pode ser um subgrafo de I', I' ndo contém circuitos.

Suponha por um momento que m = 3.
(4) T deve ter um ponto de ramificacao, pois I # A,,.
(5) T possui um unico ponto de ramifica¢do, pois ndo contém Z,)Vn, n > 4.

(6) Como I" ndo pode conter Dy, exatamente trés arestas se encontram no ponto de
ramificacao, e o nimero de vértices apds esse ponto em cada diregao é, digamos, a, b

ec,coma<b<ec
(7) Como Eg ndo é subgrafo de T, a = 1.
(8) Como E; nao é um subgrafo de T, b < 2.

(9) Como I" # D, b nao pode ser 1 e, portanto, b = 2.
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(10)
(11)
(12)

(13)

Como Evg nao é um subgrafo de I', ¢ < 4.
O caso m = 3 é impossivel, ja que I' # Fg, F7, Eg. Entao m > 4.
I" ndo contém 6’;, entao apenas uma aresta tem um rétulo maior que 3.

I" ndo contém B,,, entao I' nao tem pontos de ramificagao.

Agora considere o que acontece se m = 4.

Como I' # By, as duas arestas das extremidades de I' tém rétulo 3.
Como ' nao contém ﬁ, n deve ser 4.

Mas I # Fy, o que torna o caso m = 4 impossivel. Entdo m > 5.
Devemos ter m = 5, j4 que I' ndo contém CAT’;

I" ndo pode conter o grafo nao positivo Zy, logo as arestas de rétulo 5 devem estar

nas extremidades.
I" ndo contém o grafo nao positivo Zs, logo n < 4.

Agora I' deve ser ou Hs ou Hy, o que é absurdo. Eliminamos, entao, todas as

possibilidades.

O

Como vimos anteriormente, o grafo de Coxeter associado a um grupo de reflexces finito é

positivo definido. Portanto, o Teorema 1.22 limita os possiveis grupos de reflexoes finitos.

No Capitulo 3, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 1.23 Cada grafo de Coxeter conexo positivo definido € o grafo associado a um

determinado grupo de reflexdes finito.



Capitulo 2

Grupos de Coxeter

Neste capitulo, fazemos uma generalizacao dos grupos de reflexdes finitos para o que

chamamos de grupos de Coxeter.

2.1 Matrizes de Cartan

Para desenvolvermos a teoria de grupos de Coxeter, teremos por base o conceito de matriz
de Cartan, que nos da a informacao necessaria para determinarmos um sistema de raizes

e a acao de um grupo de reflexdes correspondente sobre tal sistema.

Definicao 2.1 Seja S um conjunto finito nao vazio de indices e seja C = (Cst)stes uma
matriz com entradas em R. Dizemos que C' € uma matriz de Cartan se satisfaz as sequntes

condigoes:
(Cl) Para s #t, temos cy < 0; além disso, css = 0 se, e somente se, cts = 0.

(C2) Temos css = 2 e, para s # t, temos cgcys = 4cos?(m/mg), onde mg € um inteiro

maior ou iqual a 2 ou Mg = Q.

Seja C' = (cst)s,tes uma matriz de Cartan e seja V' um espaco vetorial real de dimensao
|S|, onde fixamos uma base {as | s € S}. Um elemento g € GL(V) age sobre V pela
direita, e escrevemos essa agao na forma (v,g) — v-g (v € V). Queremos associar a C
um subgrupo de GL(V'). Para isso, definimos uma a¢ao linear de cada s € S sobre V' da
seguinte maneira:

s: V=V, ap—=ap —ceqeas (LES).

A essa transformagao linear damos o nome de reflexao com raiz ay, devido ao seguinte

resultado:

Lema 2.2 [4, Lemma 2.2] A transformagao linear s : V. — V tem as sequintes proprieda-

des:
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g5 = —ag, Tr(s) =S| -2, e s> =idy.

Consequentemente, cada s é um operador diagonalizavel de V', com exatamente |S| — 1

autovalores iguais a 1 e exatamente um autovalor igual a —1.

Definicao 2.3 Seja C = (cst)stes uma matriz de Cartan. Pela agdo definida acima,

consideramos S como um subconjunto de GL(V') e o grupo
W =W(C):=(S) Cc GL(V)
recebe o mome de grupo de reflexdes associado a C. O subconjunto
¢=0(C):={as-w|lweW,seS}CV

€ dito o sistema de raizes associado a C' e seus elementos sao denominados raizes. Entao,
& € um subcongunto de V- — {0} que contém uma base de V' e que é invariante sob a a¢do
de W. As raizes {as | s € S} C ® sao ditas raizes simples. O inteiro |S| recebe o nome
de posto de W (ou posto de ® ).

Observe que ® = —®, ja que as-s = —a; para todo s € S. Além disso, como ® contém
uma base de V, a representacao permutacao de W em & é fiel. Portanto, ® é finito se, e

somente se, W ¢ finito.

Proposigao 2.4 Todo grupo de reflexdes finito como na Definicdo 1.2 satisfaz a Definicdo
2.3.

Demonstragao: Para provarmos isso, basta observarmos que, dado um grupo de
reflexdes finito W com sistema simples A e conjunto de reflexdes simples .S, podemos
associar a ele uma matriz de Cartan C' = (cst)stes da seguinte maneira. Sejam ag, o € A
e denotemos por mg a ordem do produto st, como no Capitulo 1. Definimos entao, para

quaisquer s,t € 5,

Agora vamos verificar que a matriz C' = (cg)stes € de fato uma matriz de Cartan. Se
s # t, entdo, pela Proposi¢ao 1.11, temos (as, ;) < 0 e, portanto, ¢y < 0. A mesma

proposicao mostra que
cst =0& (as,ap) =0 (ap,a5) =0 ¢ =0

e a condicao (C'1) da Definicao 2.1 é satisfeita. Por outro lado, vemos que

e, se s # t, temos
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(ag, at)Q

N N A — ) 2 9 =4 2 o . —4 2 .
(a&as)(at,at) oS ( ) Ccos (7T 7T/Tn t) COs (7r/m t),

CstCts = 4

onde 0 = <(as, 1) = m — /Mg, conforme o Exemplo 1.3. Portanto, a condicao (C2) da
Definicao também é satisfeita e C' é uma matriz de Cartan.
Nosso grupo W satisfaz as condic¢oes da Definigao 2.3. De fato, pelo Teorema 1.15(c),

o sistema de raizes ® da Definigao 1.5 coincide com o conjunto ®(C). g

Tomemos agora um grupo de reflexes W C GL(V') associado a uma matriz de Cartan
C. Uma ferramenta bésica para trabalhar com W ¢é a fungao comprimento, definida a

seguir.

Defini¢ao 2.5 Seja w € W. Se w = 1, fazemos l(w) = 0. Caso contrdrio, para algum
k > 1, existem elementos s1,...,S; € S tais que w = S1---Sk. Se o k escolhido € o
minimal com essa propriedade, temos uma expressao reduzida para w e fazemos l(w) = k.

A funcgao I : W — Ny assim definida € dita a fungdo comprimento de W.

Relembramos que W é definido como um subgrupo de GL(V'). Portanto, a fungao

determinante define um homomorfismo de grupos ¢ : W — R*, o qual chamamos de

representacao sinal de W. Pelo Lema 2.2, temos €(s) = —1 para todo s € S e e(w) =
(=1)F se w = s1---8p, com s1,...,5, € S. Em particular, e(w) = (—1)"*) para todo
weW.

Tomemos agora w € W e s € S. Observe que I(sw) < [(w)+1. A mesma propriedade,
aplicada a sw, mostra-nos que l(w) = I(s(sw)) < l(sw) + 1 e, portanto, sempre temos
l(w)—1 < l(sw) < l(w)+1. Como € é um homomorfismo, temos e(sw) = €(s)e(w) = —e(w)
e, portanto, [(sw) = l(w) + 1 (mod 2). Assim, I(sw) = l(w) £ 1 para s € Sew € W.
Observe também que, se [(sw) < [(w), entdo existe uma expressao reduzida para w que
comega com .

Nossa proxima meta é caracterizar a condi¢ao [(sw) > [(w) em termos da acao de
W sobre ®. A prova sera feita por reducdo ao caso em que o posto de W é igual a 2.

Portanto, estudaremos primeiramente este caso.

Lema 2.6 [4, Lemma 1.1.6] Sejam s,t € S, com s #t, e V' := Ras & Ry C V. Entdio

V' € invariante sob s e t. A agdo de s et sobre V' com respeito d base {as,ar} € dada

-1 0 1 -
Mg = e M; .= Cts , respectivamente.
—Cst 1 0 -1

Além disso, se mg < oo, entdo existe um subespaco U C V tal que V. = V' & U e os

pelas matrizes

elementos s et agem como identidade em U.

Através de véarias computagoes, pode-se verificar o seguinte resultado:
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Lema 2.7 Sejam ¢, € R, ¢, <0 tais que cc = 4cos® 6, onde 0 = 2m/m, com 2 < m <

_ _ /
S = Lo eT := 1 ¢ .
—c 1 0 -1

0
)comw>06y20talque
y T

pSp-1 — -1 0 e PTP-1 .— —cosf senf .
0 1 senf) cosd

00. Sejam
Entao existe uma matriz P = <

Além disso,

coskf —senkb

P(ST)kpP~1 .=
senkf cosk0d

> para todo k € N.
Introduzimos a seguinte notacao. Se (M, -) é um mondide, ou seja, um conjunto com

uma multiplicacao associativa e um elemento identidade, denotamos

Prod(a,b;m) := aba--- para alguns a,b € M e m > 0.

m fatores

Sejam s,t € S,s # t. Seja W := (s,t) CW e ¥ :={as-w' ar-w' | w € W'} Como

s e t sao elementos de ordem 2, o grupo W’ é um grupo diedral. Afirmamos que

Lema 2.8 (a) O elemento st tem ordem mg;;
(b) Para cada oo € ¥, ou o >0 ou aw < 0;

(c) Sea €V ewuc {s,t} sio tais que « > 0 mas a-u < 0, entdo o € um mailtiplo de

Q.

Seja v € V. Escrevemos v > 0 se v = vsas + viay com vg, vy > 0. Semelhantemente,

escrevemos v < 0 se vy <0e v <0.

Demonstracao: Sejam M, M; matrizes como no Lema 2.4.

1° caso. Assuma que mg = 0o. As declaragoes acima nao sao afetadas se substituimos
M, M; por PM,P~' PM;P~', onde P é uma matriz diagonal com entradas positivas.
Portanto, escolhendo P adequadamente, podemos assumir, sem perda de generalidade,

que cg = ¢t = —2. Entao, podemos calcular:

kas+ (k+1)oy se k é impar,

ag - Prod(My, Mg; k) =
(M ) { (k+ 1)as + kay se k é par.



Capitulo 2. Grupos de Coxeter 21

A prova segue facilmente por inducao sobre k.

O anélogo vale para oy - Prod(Ms, My; k). Em particular, vemos que a érbita de
sob a acao de W' ¢ infinita e, portanto, ¥ também o é. Entao, W’ é um grupo diedral
infinito e o item (a) é verdadeiro. A férmula acima para agao sobre o e ay também prova
os itens (b) e (c).

2° caso. Admita que mg < oco. Pelo Lema 2.7, existe uma matriz invertivel P €
GLy(R) tal que

-1 0

M. := PM,P~' =
0 1

) e M = PM,P-1 = (—COSH sen@)j

senf) cosd

onde 0 = 27 /mg. O Lema 2.7 também nos dé uma relacio para (M.M])* (k > 0), que
prova que M!M] tem ordem mg. Portanto, M;M; também tem ordem mg. Pelo Lema
2.4, a acao de st sobre V pode ser representada por uma matriz diagonal em blocos, onde
um bloco é a matriz M;M; e o outro bloco é a matriz identidade. Portanto, st tem or-

dem my;, 0 que prova o item (a). Com algumas computagoes, prova-se os itens (b) e (c). O

Lema 2.9 [4, Lemma 1.1.8] Seja w € W e seja J C S. Entao w = w'z, com w' € (J) e
x €W tais que l(w) = l(w') + l(x) e l(sz) > l(x) para todo s € J.

Agora, podemos obter um resultado bésico que relaciona a funcdo comprimento em
W com a acao de W sobre o sistema de raizes. Como introduzido antes, para um v € V.

qualquer, escrevemos v > 0 se v = szas, com vs € R e v; > 0 para todo s € S. De

seS
modo similar, definimos v < 0 se —v > 0.

Teorema 2.10 [4, Theorem 1.1.9] Seja s € S e seja w € W. Entao as-w > 0 se, e

somente se, l(sw) = l(w) + 1. FEquivalentemente, temos as - w < 0 se, e somente se,
l(sw) =l(w) — 1.

Seja a € ®. Podemos escrever @ = ag - w para algum s € S e algum w € W. O
teorema acima mostra que se [(sw) > [(w) entdo o > 0. Por outro lado, se [(sw) < I(w),
podemos entao fazer w’' = sw e concluir que —a = —as - w = (s 8) - w = ag-w >0, ja
que I(sw’) > I(w). Assim, vemos que toda raiz em ® ou pertence ao conjunto ®* := {a €
® | « > 0} ou pertence a @~ := {—a | « € T}. Em cada caso, dizemos, respectivamente,

que « é uma raiz positiva ou uma raiz negativa.

2.2 O Teorema de Matsumoto

Seja C' = (cg) uma matriz de Cartan e seja W = (S) C GL(V) o grupo de reflexdes cor-
respondente, como fizemos na secao anterior. Nesta secao, provamos os teoremas bésicos

de estrutura acerca do grupo W.
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Comegamos com uma extensao do Lema 2.9 no caso em que |J| = 2. Tomemos s,t € S,
s # t, e consideremos o subgrupo Wy := (s,t). Pelo item (a) do Lema 2.8, o elemento
st tem ordem mg e o grupo W, portanto, ou é um grupo diedral infinito ou é finito de

ordem 2my;. Neste ultimo caso, Wy possui um elemento de comprimento maximal:
Ay = Prod(s,t;mg) = Prod(t, s;ms).

Isso porque se um elemento w € Wy, é escrito na forma w = Prod(s,t;k) com m < k <
2m;, entao w também pode ser escrito na forma w = Prod(t, s;2mg—k) € 2mg—k < myg,

considerando que (st)™s* = 1. Logo, l(w) < mg.

Lema 2.11 [4, Lemma 1.2.1] Seja J = {s,t} C S,s #t. Sejaw € W e w = w'xz como no
Lema 2.9. Se l(sw) < l(w) e l(tw) < l(w), entdo mg < 00 e w' = Ag.

O resultado a seguir é de extrema importancia para o que estudaremos a respeito de
grupos de Coxeter. As demonstracoes de quase todos os resultados que virdao dependem,

de certa forma, deste fato.

Teorema 2.12 (Matsumoto) Seja (M,-) um mondide e f : S — M uma aplicagao tal

que
Prod(f(s), f(t);ms) = Prod(f(t), f(s);ms) para s,t € S;s # t,mg < 00.

Entao existe uma unica aplicagao F: W — M tal que F(w) = f(s1)--- f(sk) sempre que

w=s1--S (Si €S) € uma expressio reduzida.

Demonstracao: Veja [4, Theorem 1.2.2]. O

Para todo w € W, definimos J(w) como o conjunto dos s; que aparecem numa ex-
pressao reduzida de w: w = s1---s;. Uma aplicacao do teorema de Matsumoto é o

seguinte resultado:

Corolario 2.13 Para todo w € W, o conjunto J(w) = {s1,...,s,} ndo depende da esco-

tha da expressdo reduzida para w.

Demonstragao: Seja (M, ) um mondide cujos elementos sd@o os subconjuntos de S e
o produto é dado pela unido de dois subconjuntos. Considere a aplicagdo f : S — M tal

que f(s) ={s} € M. Se s,t € S sdo tais que s # t e mg < 00, entao

Prod(f(s), f(t);ms) = {s} - {t}--- = {s,t} = Prod(f(t), f(s);mst)

e as condigoes do teorema de Matsumoto sao satisfeitas. Seja F' : W — M a extensao
de f como no Teorema 2.12. Tomando um elemento w € W e uma expressao reduzida
w =818 (s; € 9), temos F(w) = {s1,...,sk}, ou seja, o conjunto J(w) = F(w) nao

depende da escolha da expressao reduzida. O
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2.2.1 Subexpressoes

Seja w € W com expressao reduzida w = s1---sx (s; € S). Dizemos que v € W é uma

subexpressao de w, e escrevemos
v<w,sev=5; --5,ondel>0el < <...<q <k

Apesar da aparéncia, essa definicdo ndo depende da escolha da expressao reduzida para
w. De fato, seja M o mondide cujos elementos sao os subconjuntos de W e onde o
produto é dado por A- B = {ab | a € A,b € B} para A, B C W. Vamos verificar agora
que as condicoes do teorema de Matsumoto sao realmente satisfeitas para a aplicacao
f:S—= M, s—{1,s}.

Sejam s,t € S tais que s #t e mg < 0o. Entao Prod(f(s), f(t); mst) é o subconjunto
de W que consiste de todos os elementos que podem ser formados por produtos do tipo
st--- ou ts---, onde o nimero de fatores nao excede mg. Como s,t geram o grupo
diedral de ordem 2myg;, temos Prod(f(s), f(t), mst) = (s,t). Obtemos o mesmo resultado
ao calcularmos Prod(f(t), f(s); ms:). Portanto, as condigoes do teorema de Matsumoto
sao satisfeitas.

Assim, existe uma tnica aplicacdo F' : W — M tal que F(w) = f(s1)--- f(sx) sem-
pre que w € W e w = s1---5; é uma expressao reduzida. Calculando f(s1)--- f(sk),

observamos que
F(w) = {si, ---s;, | 1 <1 <...<i; <k para algum [ > 0}.

Portanto, o conjunto das subexpressoes de w € W nao depende da escolha de uma ex-
pressao reduzida para w.

Observe que uma subexpressao de w € W nao é necessariamente reduzida. Mas o
seguinte resultado mostra que, de uma expressao de um elemento dada como produto de

geradores, podemos extrair uma subexpressao reduzida.

Teorema 2.14 (Lei do cancelamento) Sejam si,...,s, € S (para algum k > 2) e as-
suma quel(sy - - - s) < k. Entdo existem indicesi < j tais que s1---Sp = 815+ 5j - S,

onde a notagcao ~ indica que o i-ésimo e o j-ésimo fatores sio cancelados.

Demonstragao: Veja [4, Theorem 1.2.5]. O

Lema 2.15 [4, Lemma 1.2.6] Seja w € W e sejam s,t € S tais que l(sw) = l(wt) e

l(swt) = l(w). Entao sw = wt.

Podemos agora enunciar o seguinte teorema, que é um resultado muito importante

sobre os grupos W definidos neste capitulo.

Teorema 2.16 Recordemos que s> = 1 para todo s € S e que mg € a ordem de st para

s £ t. Entdo temos uma apresentacdo da forma
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W=(s€S|s>=1parasecS e (st)™t =1 paras#t, mg < 00).

Demonstragao: Seja G o grupo definido pela apresentacao acima. Pelo item (a)
do Lema 2.8, os elementos de S satisfazem a relacao (st)”st = 1. Temos, entdo, um
epimomorfismo de grupos @ : G — W, que aplica os geradores de G nos geradores
de W. Por outro lado, se s # t e mg < 00, a relagdo (st)™s* equivale & relagao
Prod(s,t;ms) = Prod(t,s;mg), ja que s e t sdo involugoes. O Teorema de Matsumoto
nos mostra entao que existe uma aplicagao F' : W — G que aplica os geradores de W
nos geradores de G. Para verificarmos isso, é suficiente provar que F(sw) = F(s)F(w)
para quaisquer s € S e w € W. Se l(sw) > l(w), essa igualdade é valida pela forma
como a aplicagao F' foi construida. Se I(sw) < I(w), tomando w’ = sw, concluimos que
F(w) = F(sw') = F(s)F(w') = F(s)F(sw), uma vez que l(sw') > l(w"). Como F(s) é
uma involucdo, temos F(sw) = F(s)F(w). Portanto, F' é um homomorfismo de grupos
que aplica os geradores de W nos geradores de G e F o = idg. Segue entdo que m é um

isomorfismo de grupos. O

2.2.2 Grupos de Coxeter

Considere um conjunto finito de indices X e seja M = (Mmgyy)zyex uma matriz simétrica
cujas entradas sdo inteiros positivos (ou o0o) tais que mg,; = 1 € my, > 1 para quaisquer

z,y € X com x # y. Defina um grupo G(M) pela apresentacao:
G(M):(J:EX|:L“2:1parax€Xe(xy)m1'yzlparax#y,mxy<oo>.

Entao o par (G(M), X) é dito um sistema de Coxeter e o grupo G(M) recebe o
nome de grupo de Coxeter. Vimos no Teorema 2.16 que grupos de reflexées como no
Capitulo 1 e na Segao 2.1 sao grupos de Coxeter.

Reciprocamente, observe que a matriz C' = (—2 cos(m/may) )z ye x satisfaz as condigoes
da Definicao 2.1, isto é, C' é uma matriz de Cartan. Entao, pelo Teorema 2.16, podemos
concluir que G(M) é, na verdade, o grupo de reflexdes associado a matriz de Cartan C.
Além disso, pelo Lema 2.8, mg, é exatamente a ordem de zy € G(M). O fato de o grupo
abstrato G(M) ser também um grupo de reflexdes como na Segao 2.1 permite-nos fazer
uma imersao G(M) C GL(V'), onde V' é um espago vetorial real de dimensao | X | no qual os
elementos de X agem como reflexdes. A imersdao G(M) C GL(V) é dita a representacao
reflexao de G(M).

2.2.3 Subgrupos parabdlicos

Vamos considerar agora um subconjunto J C S. O subgrupo Wj; := (J) < W recebe o
nome de subgrupo parabdlico standard de W. Os subgrupos conjugados a subgrupos

parabdlicos standard sao chamados subgrupos parabdlicos.
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Seja Vj := @ Ras. Da expressao dada para uma reflexao s € S na Secao 2.1, podemos

seJ
concluir que Vy-s C V; para todo s € J. Assim, restringindo a aplicagdo s : V' — V (para

s € J) a Vj, obtemos um epimorfismo canoénico de grupos
o WJ — W(CJ), onde CJ = (Cst)&tej.

Por outro lado, como W (C';) tem uma apresentagao como no Teorema 2.16 e os gerado-
res de W certamente satisfazem as relacoes definidas, obtemos também uma aplicacao de
W(Cy) em W; identificando os geradores correspondentes. Concluimos que 7 é também
injetiva, sendo, portanto, um isomorfismo. Em particular, segue que (W, J) é um sistema
de Coxeter.

Agora temos duas fungdes comprimento em Wj;. A primeira é simplesmente a restrigao
da fungao comprimento [ : W — Ny ao subgrupo W;. Entao, dado w € Wy, o inteiro
l(w) é o menor k > 0 tal que existem s1,...,8; € S com w = $1---8;. Por outro
lado, através do isomorfismo candénico w : W; — W(Cy), temos uma segunda fungao
comprimento Iy : W; — Ny: dado w € Wy, o inteiro [j(w) é o menor n > 0 tal que
existem s1,...,8, € J com w = s1---8,. O resultado a seguir mostra que essas duas

fungbes comprimento, na verdade, coincidem.

Proposicao 2.17 Considere J C S e seja Wj < W o subgrupo parabolico standard cor-
respondente. Entdo l(w) = lj(w) para todo w € Wy. Além disso, qualquer expressdo

reduzida para um w € Wy em termos de elementos de S tem todos os seus fatores em J.

Demonstragao: Tomemos w € W e escrevamos w = s1 - -- S com s; € J. Podemos
aplicar a lei do cancelamento (Teorema 2.14) repetidas vezes, até obtermos uma expressao
reduzida para w com todos os fatores em J. Pelo Corolario 2.13, podemos concluir que

toda expressao reduzida para w tem todos os fatores em J. ]

2.3 DMatrizes de Cartan do tipo finito

Nesta secao, fazemos a classificacdo de matrizes de Cartan do tipo finito, que definiremos a
seguir. Como consequéncia, vamos provar que os grupos de Coxeter finitos sao exatamente

os grupos de reflexdes finitos descritos no Capitulo 1.

2.3.1 Sistemas de Coxeter irredutiveis

Seja C' = (cst)stes uma matriz de Cartan e assuma que C' é decomponivel, ou seja, existe
uma parti¢ado S = S111.55 com Sy, So # & tais que cst = 0 sempre que s € S1,t € So. Note
que a propriedade (C1) da Definigao 2.1 implica que ¢;s = 0 para quaisquer s € S1,t € So.
Entao, podemos escrever C' como uma matriz em blocos cujos blocos diagonais sao as

matrizes C1 = (cst)stes, € Co = (Cst)stes,. Assim, temos também uma decomposicao em
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soma direta V' = Vj @ V,, onde V; tem por base {as | s € S1} e Vo tem base {a | s € Sa}.
Lancando méao da expressao dada para uma reflexdo s € S na Secao 2.1 e das observagoes
que fizemos acima, é facil verificar que V; e V5 sao invariantes sob a agdo de qualquer
s € S. Além disso, se s € Sy entdo s|y, = idy,, e se s € Sy entao s|ly; = idy,. Isso
implica, em particular, que s e t comutam sempre que s € S e t € Sy. Assim, existe um
isomorfismo
W (C) = W(C1) x W(Ca), w > (wlys, w]y,)

e uma partigao ®(C) = ®(C;) HP(Cy), com ®(C;) = ©(C) NV, parai = 1,2. Além disso,
temos [(wiwa) = l(w1) + [(w2) para quaisquer w; € W(C1),we € W(Co).

Dessa forma, o estudo dos grupos de reflexdes W (C) é reduzido ao caso em que C
é uma matriz de Cartan indecomponivel. Neste caso, dizemos que o sistema de Coxeter

correspondente (W, S) é um sistema de Coxeter irredutivel.

2.3.2 Formas W-invariantes

Seja C' = (cst)stes uma matriz de Cartan e W = (S) C GL(V) o grupo de reflexdes

correspondente.

(a) Assuma que temos uma forma bilinear simétrica real W-invariante (.,.) em V tal
que (g, as)> 0 para todo s € S. Sejam s,t € S. Entao, (as,ap) = (s - s, - 8) =

—(as,aq - 8). Através da igualdade ay - s = ay — cgrais, Obtemos

(a87 at)

( para todo s € S.
Qg, Qg

Cst = 2
Fazendo ds = \/(as, as) > 0, obtemos d2cs; = 2(as, o) = d?cys. Da relagio cgcps =
4cos?(m/mgt) e do fato de que cg; < 0 para s # t, concluimos que dsdt_lcst/Q =

—cos(m/mg;) para quaisquer s,t € S.

(b) Reciprocamente, se existem niimeros reais positivos ds (s € S) tais que dsd; ‘¢ /2 =
— cos(m/mg:) para quaisquer s,t € S, entdo temos uma forma bilinear simétrica W-
invariante de V dada por (as, ay) = d2cs /2. De fato, para verificar a W-invariancia,

calculamos para s,t,u € S:

(as s U, o - u) = (as — CysQy, O — Cutau)
= (QSa at) - Cusdicut/2 - Cutdgcsu/2 + dicuscut
= (as,a).
A {ltima igualdade vem do fato de que dyd;, 'csy = —2cos(m/msy) = dyd; 'cys. Por

exemplo, se C' é uma matriz simétrica, podemos tomar ds = 1 para todo s € S e

entao a forma definida por (s, ;) = — cos(w/ms) é W-invariante.
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(c) Dizemos que C' é uma matriz de Cartan do tipo finito se existe uma forma bi-
linear (., .) como no item (a) que é também positiva definida. Isso equivale & condi¢ao
de que a matriz (— cos(m/ms))s tes € definida positiva, isto é, det(— cos(m/mst))stes >
0 para todo subconjunto J C S. Isso acontece, por exemplo, se W é finito. Prova-

remos isso mais adiante.

Agora podemos descrever a classificacdo das matrizes de Cartan do tipo finito. A
qualquer matriz de Cartan C', podemos associar um grafo de Coxeter da seguinte maneira:
os vértices do grafo sao rotulados pelos elementos do conjunto S, e dois vértices rotulados
por s # t sao unidos por uma aresta se mg > 3 (com mg como na Defini¢ao 2.1). Além
disso, se m > 4, rotulamos a aresta por mg (como no Capitulo 1). Pelo Teorema 1.22,
a Figura 1 descreve completamente os grafos de Coxeter conexos positivos definidos e,
portanto, descreve completamente as matrizes de Cartan irredutiveis do tipo finito.

Vimos na Subsecao 2.2.2 que qualquer sistema de Coxeter (W, .S) é definido em termos
de uma determinada matriz de Cartan C tal que W = (S) € GL(V) é um grupo de
reflexdes. Em geral, (W, S) nao determina unicamente a matriz C' e a questao estd em

haver escolhas mais adequadas que outras. Introduzimos entao a seguinte nocao.

Definicao 2.18 Dizemos que ® € um sistema de raizes reduzido se, para todo o € ® e

z € R, temos xa € ® somente se x = £1.

Observe que todo sistema de Coxeter (W, S) é proveniente de uma matriz de Cartan

C cujo sistema de raizes é reduzido.

Proposicao 2.19 [4, Proposition 1.3.5] Assuma que ® € reduzido. Para cada w € W,
seja N(w) = {a € & | a-w < 0} e seja w = s1--- s, uma expressio reduzida, com

si € S. Entao, |[N(w)| = l(w) e N(w) consiste precisamente das raizes
Q1, o2 - 81, A3 - 5281, ..., Ok~ Sk—15k—2 """ 51,

onde o; denota a raiz simples correspondente ao gerador s; (1 <i < k).

O resultado a seguir mostra que a propriedade de ter um sistema de raizes reduzido

pode ser facilmente verificada a partir da matriz de Cartan.

Proposicao 2.20 [4, Proposition 1.3.5] Assuma que C' € uma matriz de Cartan do tipo
finito. Entao, o sistema de raizes associado ® € reduzido se, e somente se, ¢ = ¢t para

quaisquer s # t com mg impar.

O préximo teorema mostra que, no caso finito, os grupos de Coxeter coincidem com
os grupos de reflexdes definidos no Capitulo 1. Antes de provarmos isso, precisamos do

lema a seguir.
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Lema 2.21 Seja G um grupo finito e p : G — GL(V') uma representac¢ao de G em algum
espago vetorial real V' de dimensao finita. Seja (.,.):V x V — R um produto interno em
V e seja (.,.) : V xV — R definido por

Zv g,w-g) parav,w €V,
geG

el

onde g € G age sobre V via p(g). Entao, (.,.) é um produto interno tal que (v-g,w-g) =
(v,w)" para quaisquer v,w €V e g € G.

Demonstragao: A bilinearidade e a simetria de (.,.)" decorrem diretamente do fato
de que (., .) desfruta das mesmas propriedades. Precisamos verificar entéao que (.,.)" é uma
forma positiva definida. De fato, se v € V, entao (v-g,v-g) > 0 para todo g € G e assim

(v,v) = €] Z v-g,v-g)>0. Além disso,
geG

(v,v) =0 & Z(v~g,v~g) =0
geG

& (v-g,v-9)=0VgeqG
& v-g=0Vge@G

< v=0

e (.,.) é um produto interno em V.

Além disso, se v,w € V e x € G, entao

(v-z,w-x) Z |G|Zvvay (v, w)’

QEG yeq

e (.,.) é uma forma G-invariante. O
)

Teorema 2.22 Todo grupo de Coxeter finito é um grupo de reflexdes finito descrito no

Capitulo 1.

Demonstragao: Seja (W, S) um sistema de Coxeter com W finito. Sabemos que
existe uma representacao p : G — GL(V) de W em algum espaco vetorial real V' de
dimensao finita. Pelo Lema 2.21, existe uma forma bilinear simétrica positiva definida
(,.) : VXV — R que é W-invariante. O item (c) da pégina 27 mostra que a matriz
de Cartan C' associada a W é do tipo finito e, portanto, seu grafo de Coxeter é positivo
definido. Assim, as componentes conexas desse grafo estdo entre os grafos descritos na
Figura 1 e, pela Proposicao 1.19 e pelo Teorema 1.23, W é produto direto de grupos de

reflexoes finitos, sendo também, portanto, um grupo de reflexoes finito. O
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2.4 O elemento de comprimento maximal

Seja (W, S) um sistema de Coxeter. Fixemos também a matriz de Cartan correspondente
C = (cst)stes tal que W = (S) € GL(V) é um grupo de reflexdes como na Segao 2.1.
Podemos assumir que a matriz C' é escolhida de tal forma que o sistema de raizes corres-
pondente ® é reduzido. Uma propriedade bésica relativa aos grupos de Coxeter finitos é
a existéncia de um tunico elemento de comprimento maximal, que serd de muita utilidade

em diversas situagoes como veremos a seguir.

Proposigao 2.23 [4, Proposition 1.5.1] As sequintes condigdes sio equivalentes:
(a) O grupo W € finito.
(b) O conjunto {l(w) | w € W} € finito.
(c) Eziste um elemento wo € W tal que l(swgy) < l(wo) para todo s € S.

Além disso, se essas condicdes sao satisfeitas, wy € unicamente determinado, w% =1le
l(w) < l(wy) = |®F| para todo w # wy. Dizemos que wy € o elemento de comprimento

mazximal de W.

O proximo resultado, referente a subgrupos parabdlicos standard, sera 1util para argu-
mentos indutivos. Vimos que, para cada J C S, temos um subgrupo parabélico standard
Wy < W e, além disso, (W, J) é um sistema de Coxeter. Se W é finito, vamos denotar

por wy o elemento de comprimento maximal em Wj.

Lema 2.24 [4, Lemma 1.5.2] Seja w € W e seja J C {s € S| I(sw) < l(w)}. Entao, Wy
é finito e temos w = wyx, onde x € W € tal que l(w) = l(wy) + l(z) e l(sx) > I(z) para
todo s € J.

Lema 2.25 Assumamos que W € finito e denotemos por wg o elemento de comprimento
mazimal de W. Entao l(wwy) = l(wow) = l(wo) — l(w) para todo w € W. Além disso, a

conjugacao por wg define um automorfismo de W que preserva o conjunto S.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 2.23, I(w) < l(wp) e a igualdade vale somente se
w = wp. No caso em que w = wp, temos wwy = 1 e claramente [(wwp) = l(wg) —l(w) = 0.
Suponhamos entao que w # wy. Pelo item (c) da Proposicao 2.23, existe s; € S tal que
l(syw) > l(w). Se sjw # wy, existe um s9 € S tal que I(s2s7w) > I(syw). Podemos
proceder da mesma maneira até encontrarmos si,...,s; € S tais que wyg = Si---sSjw €
l(wo) = k + I(w). Como wow~! tem comprimento k e o comprimento de cada elemento
de W coincide com o de seu inverso, l[(wwy) = k = l(wg) — I(w). Além disso, l[(wow) =
I((wow) ™) = l(w™twg) = l(wo) — l(w™h) = l(wp) — I(w).

Para provarmos a segunda afirmagao, tomemos um elemento s € S. Observe que

l(woswp) = l(wo) — (wos) = L(wp) — (l(wo) —I(s)) =1(s) = 1.

Isso mostra que s*° € S e, portanto, a conjugacao por wy preserva o conjunto S. g
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2.5 Representantes distintos das classes laterais

Seja (W, S) um grupo de Coxeter e, para cada J C S, consideremos o subgrupo parabdlico
standard W; < W. Sabemos que, com respeito a W, o grupo W pode ser particionado em
classes laterais a direita, que sdo da forma Wjyw = {vw | v € W} para um determinado
w € W. Nosso objetivo agora ¢é identificar um conjunto particular de representantes das
classes laterais & direita de Wj;. A partir desta secao, utilizaremos a notacao w - w/',
com w,w’ € W, para indicar o elemento ww’ sob a condi¢ao de que se tenha [(ww') =
l(w) + I(w).

Proposigao 2.26 [4, Proposition 2.1.1] Considere J C S e defina

Xy={weW|l(sw) > l(w) para todo s € J}.

(a) Para cada w € W existe um unico v € Wy e um dnico x € X tais que w = vz.
Além disso, l(w) = l(v) + I(z).

(b) Para todo x € W sdo equivalentes:

(i) e Xy,
(i) l(vx) =1(v) + l(x) para todo v € Wy;

(iii) = € o unico elemento de comprimento minimal em W x.

Em particular, Xj é um conjunto completo de representantes das classes laterais a direita
de Wy em W.

O conjunto X é dito o conjunto dos representantes distintos das classes laterais

a direita de W; em W. Escrevemos
W=W; Xy

para indicar que a aplicacao do produto cartesiano W; x X; no grupo W que associa
um par (v,z) ao produto w = vz é uma bijegdo com a propriedade adicional de que
l(w) =1l(v) + ().

Para todo z € X; e todo s € S o produto xs pode ser escrito como s = vz’ para
algum v € W e algum 2/ € X ;. De fato, apenas uma escolha muito limitada de pares
(v,2") ocorre realmente nesta situagdo. Isso é descrito pelo seguinte resultado, que é
de fundamental importancia para o estudo da estrutura do conjunto dos representantes

distintos das classes laterais.

Lema 2.27 (Lema de Deodhar) Considere J C S, x € Xjes € S. Entao ouzxs € X

ou xs = ux para algum u € J.



Capitulo 2. Grupos de Coxeter 31

Demonstragao: Veja [4, Lemma 2.1.2]. O

Sempre temos I(z~'w) > I(w) — I(z) para z,w € W. Dizemos que o elemento = é
um prefixo de w se vale a igualdade. Neste caso, existe um y € W tal que w = zy e
l(w) = I(z) + I(y). De modo semelhante, dizemos que x é um sufixo de w se [(wz~!) =
l(w) = ().

Observe que, pelo lema de Deodhar, zs € X; sempre que I(zs) < I(x) com x € X},

pois se ocorresse xs = ux para algum u € J, terfamos [(zs) = [(ux) > I(z).

Lema 2.28 [4, Lemma 2.1.4] Sejam J C S, x € X; e considere w € W tal que zw € X .
Entao, se w = s1---5, € uma expressao reduzida para w com s; € S, j = 1,...r, temos

xs1--+8; € Xy para todo i < r.

Quando consideramos cadeias de subgrupos parabdlicos standard, utilizamos a seguinte
notagao. Para subconjuntos J C K C S, denotamos por X ﬁ{ o conjunto dos respresen-
tantes distintos das classes laterais a direita de Wy em Wy . Entao, podemos fatorar X ;

na forma
X;=XF Xk,

jAque Wy - X;=W =Wk X =W, XK. Xg.

A imagem de X pelo anti-automorfismo w +— w=! de W é o conjunto X;l = {7t
x € Xy}, que é um conjunto de representantes das classes laterais a esquerda de W; em
W. Além disso, se x € X ; entao

wer Wy & wleWe.

Como z é o tnico elemento de comprimento minimal em Wjx e [(w™!) = I(w) para todo

1

w € W, podemos concluir que ! é o tinico elemento de comprimento minimal em 2 ='W .

Agora vamos determinar representantes para as classes laterais duplas
WiwWg = {uwv | u € Wy,v € Wi}

de Wye Wgem W,onde JJKCSeweW.

Proposigao 2.29 Sejam J,K C S e defina Xy = X ﬂX[_(l. Entao, para cada w € W,
existemu € Wy, v € Wi e um dnico d € X jx tais que w = udv e l(w) = l(u)+1(d) +1(v).

Além disso, para cada w € W, as sequintes condi¢des sao equivalentes:
(i) d € Xyk:
(ii) d € o unico elemento de comprimento minimal na classe lateral dupla WydWi .

Em particular, X jx € um conjunto completo de representantes das classes laterais duplas
de Wy eWg em W.
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Demonstracao: Seja w € W e escreva w = ux, onde u € Wy, v € Xy e l(w) =
I(u) + I(x), como na Proposi¢do 2.26. Pela mesma proposicio aplicada a x=1 € W e
K C S, podemos escrever x = dv, onde d € X', v € Wi e I(x) = I(d) + I(v) (d é tinico
nessa decomposigao). Entao l(w) = l(u) + I(d) + l(v). Como d é um prefixo de z, temos
d € X e, portanto, dEXJOXI_(1 = XK.

Para provarmos que (ii) implica (i), tomemos um elemento d € W de comprimento
minimal em sua classe lateral dupla W;dWg. Assim, [(sd) > I(d) para todo s € J e
I(dt) > 1(d) para todo t € K, ou seja, d € X; N X' = XK.

Por outro lado, para mostrarmos que (i) implica (ii), basta provarmos que X jx contém
um unico elemento de cada classe lateral dupla. De fato, seja y € X jx N W;dWg. Como
provado anteriormente, podemos escrever y = udv com u € Wy, d € Xji, v € Wi e
l(y) =U(u) +1(d) + l(v). Se y # d, entao ou u # 1, contradizendo o fato de que y € X,
ou v # 1, contradizendo o fato de que y € XI_(l. Portanto, y = d. g

Os elementos de X = X7 N XI_(1 recebem o nome de representantes distintos

das classes laterais duplas de W; e Wi em

W = ]_[ WdWp.
dGXJK

Observe que os elementos u e v na decomposicao w = udv nao sao necessariamente nicos.

Lema 2.30 [4, Lemma 2.1.8] Sejam J, K C S. Entao
(i) Para todo x € X e todo s € S, temos xs ¢ X se, e somente se, s € J*.
(ii) Para todo x € X, temos =X ; C Xy, onde L =J*NS.

(iii) Para todo d € Xk, temos dX jang = X jndg -

Como consequéncia da Proposicao 2.29, o proximo lema nos d4 uma particao do con-

junto X .

Lema 2.31 (Decomposi¢ao de Mackey) Sejam J, K C S. Entdo

Em particular, cadaw € W tem uma unica decomposi¢ao w = udv ondew € Wj, d € Xk,
vE XﬁmK el(w) =lu) +1(d) + 1(v).
Demonstragao: Veja [4, Lemma 2.1.9]. O

Tomando um subconjunto J C S, vamos encontrar agora um importante subgrupo de

W, denotado por X ;s;, contido no conjunto X .

Teorema 2.32 (Solomon) Assuma que W € finito. Para cada J C S, defina
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Ty = Z e QW
zeX g
como a soma de todos os representantes distintos das classes laterais & esquerda de Wy

em W na dlgebra de grupo QW . Entao, para quaisquer J, K C S,
TJTK = Z AJKLTL,
LCS

onde, para J, K,L C S,

XJKL:{dEXJK|JdﬂK:L} GCLL]KL:‘XJKL‘.

Demonstracao: Veja [4, Theorem 2.1.10]. O

Corolario 2.33 Sejam J,K,L C S e considere v € Xjxr. Entdo 27 'X; C X1. Em

particular, X yj5 € um subgrupo de W.

Demonstragao: Pelo item (ii) do Lema 2.30, temos = *X; C X7, onde M = J*NS.
Como L = J*NK C M, segue que z ' X7 C Xy.

Suponha agora que J = K = L e sejam x e y elementos de X557 = {d € X, |
JinJ = J}. Vamos mostrar que xly € X;77. De fato, comoy € Xjex 'X; C Xy,
temos 'y € X ;. De modo anélogo, do fato de que y~'X; C X segue que y 'z € X ;.
Logo, 71y € XJﬂX;l = X . Observe agora que JoY = J, uma vez que J* = JY = J.
Portanto, 2~ 'y € X777 e o conjunto X ;77 é um subgrupo de W. O

Observe que o conjunto X ;77 = {d € X;; | J4NJ = J} pode ser expresso simplesmente
por X777 ={d e X;|J%=J}. De fato, as condicées J% = J e J*N.J = .J sdo claramente
equivalentes e, além disso, se d € X; é tal que J¢ = J, entdo, para todo s € J, temos

s = d 's'd para algum s’ € J e assim
I(sd™') = 1(d"ts'dd™) = 1(d~'s") = 1(s'd) > I(d) = 1(d71),
donde podemos concluir que d~! € X e, portanto, d € X ;.

Teorema 2.34 (Kilmoyer, Solomon) Sejam J,K C S e considere d € X k. Entdo
W}lﬁWK:WL, onde L =J4NK.

Demonstragao: Veja [4, Theorem 2.1.12]. O

Segue deste tltimo resultado que a interse¢ao de dois subgrupos parabdlicos de W é
também um subgrupo parabdlico de W.

Outra consequéncia imediata do Teorema 2.34 é que, dados J, K C S, temos W; N
Wy = Wjink (para provarmos isso, basta tomarmos d = 1 € X x). Mais do que isso,

temos a seguinte proposicao.
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Proposigao 2.35 [6, p.24] Sob a correspondéncia J — Wy, a cole¢ao de subgrupos pa-
rabdlicos standard Wy (J C S) € isomorfa ao reticulado de subconjuntos de S, ou seja,
Wiuk € gerado por Wiy e Wi e, além disso, Wy N Wg = Wink, quaisquer que sejam
J,KCS.

Podemos entao concluir que, se dois subgrupos parabdlicos standard de W sao conju-
gados em W, a conjugacgao pode ser realizada de tal maneira que até mesmo seus conjuntos

geradores sejam conjugados.

Corolério 2.36 [4, Corollary 2.1.13] Sejam J, K C S. Entdo J é conjugado a K em W
se, e somente se, Wy e Wi sao conjugados em W. Em particular, |J| = |K| sempre que

W; e Wk sao conjugados em W.

Nosso objetivo agora é fazer uma descricao do normalizador de W; em W. Antes,

porém, precisamos do proximo lema, sobre conjugacao por elementos de X ;.

Lema 2.37 [4, Lemma 2.1.14] Seja J C S e seja x € X ;. Entao l(w®) > l(w) para todo
w € Wj.

Proposicao 2.38 [4, 2.1.15] Seja (W, S) um sistema de Cozeter. Entao, para cada J C S':

(i) Se x € X € tal que W5 = Wk para algum K C S, entio J* = K, v € Xk e
l(w®) = l(w) para todo w € Wy.

(i) Nw(Wy)=WirxXjs;.

Para o préximo lema, vamos assumir que W é finito. Usando prefixos, X; pode ser
determinado por apenas um de seus elementos, o representante de maior comprimento
das classes laterais, denotado por d;. Como na Se¢ao 2.4, denotamos por wg o elemento

de maior comprimento em W e por wjy o elemento de maior comprimento em W}, para

JCS.

Lema 2.39 [4, Lemma 2.2.1] Seja J C S e defina dj = wjwy. Entdo
(a) dj € o unico elemento de comprimento maximal em X j;
(b) Xy ={weW |w éum prefizo de dj};

(c) d;' =dy° =dy, onde J' = Jwo.

2.6 Classes de Coxeter

O grupo W age por conjugagao sobre o conjunto de todos os seus subconjuntos. Para J C
S, estamos interessados na 6rbita dos subgrupos parabdlicos standard W sob essa acgao,

em particular nos conjugados de W; que sao também subgrupos parabdlicos standard, isto
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é, Wy = Wk para algum K C S. Pelo Corolario 2.36, isso equivale a estudar a érbita de
J sob essa acao e, em particular, os conjugados de J que sao também subconjuntos de S.
O estabilizador de W; nessa acao é o normalizador de W; em W. Vamos assumir que W

seja finito.

Definicao 2.40 Dois subconjuntos J, K C S pertencem a mesma classe de Cozeter de
W se existe um elemento w € W tal que J¥ = K. Neste caso, escrevemos J ~yw K, ou

simplesmente J ~ K.

Observe que, em geral, uma classe de Coxeter nao é uma orbita completa sob a acao

por conjugacao de W.

Proposigao 2.41 [4, Proposition 2.3.2] Seja J C S um subconjunto maximal e seja x €

X . Entao J* C S se, e somente se, x =1 ou x = dy. Mais precisamente,
(i) os unicos subconjuntos de S conjugados a J em W sao J e J"O;
(i) se J # J"0, entao Ny (Wy) =Wy,
(iii) se J = J"0, entao |Nyw (Wy): Wy| = 2.

O teorema a seguir mostra que a conjugagao de subgrupos parabdlicos standard de W
sempre pode ser descrita por uma sequéncia de representantes distintos de comprimento

maximal das classes laterais de subgrupos parabdlicos standard maximais.

Teorema 2.42 (Lusztig-Spaltenstein, Howlett, Deodhar) Sejam J, K subconjuntos
de S. Entdo J € conjugado a K se, e somente se, existe uma sequéncia de subconjuntos
Jo,...,J. de S tais que

Jo=J, Jr:KeJZ-d_il:Ji para todo i =1,...,71,

onde d; é o representante de classe lateral de Wy,_, em Wy, de maior comprimento e
L; = Ji—1 U{s;} para algum s; € S — J;_1.

Além disso, para todo x € Xy tal que J* = K e todo s € S tal que l(sx) < l(x), o
elemento d;, i = 1,...,r, pode ser escolhido de modo que di = d%, o representante de

classe lateral de Wy em Wy, de maior comprimento onde L = J U {s}, e também que
x=dy---dy el(x)=1Udy)+...l1(d).

Demonstragao: Veja [4, Theorem 2.3.3]. O

Como consequéncia, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.43 Suponha que J e K sejam subconjuntos conjugados de S tais que J* = K
comzx € Xj. Ses €S € tal que l(sz) < l(x), entdo x = d -y, onde d = wywy, para
L=JuU{s}.
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Demonstracao: Para provarmos isso, basta tomarmos r =2, dy =dedy =y = d " 'x
no Teorema 2.42. Dessa maneira, temos Jy = J, J; = Jg =Jle Jy = J%’ =J* =K. Ob-
serve que as condigoes do teorema sao satisfeitas. Entao, podemos escolher d = wjwy, =
d%, o representante de classe lateral de W, em Wy, de maior comprimento (Lema 2.39(a)).
a

2.7 Classes cuspidais
Nesta segao, assumimos que W é um grupo de Coxeter finito com conjunto gerador S.

Definigcao 2.44 Uma classe de conjugacao C de W € dita uma classe cuspidal se

CNWjy= para todo subconjunto proprio J C S.

Para cada classe de conjugagao C' em W, denotamos por
Cin = {w € C'| l(w) < l(v) para todo v € C'}

o conjunto dos elementos de comprimento minimal em C.

Nosso objetivo nesta se¢ao é encontrar algumas propriedades e caracterizacoes de clas-
ses cuspidais e descrever o papel desempenhado pelos elementos de comprimento minimal
em uma classe de conjugacao.

Todo grupo de Coxeter contém elementos que podem ser obtidos como um produto
sobre todos os geradores em S, em alguma ordem. Na Secao 2.4, tais elementos foram
usados para obter uma expressao reduzida para o elemento de comprimento maximal
de W. O conjunto formado por esses elementos é um conjunto tipico de elementos de
comprimento minimal em uma classe de conjugacao cuspidal de W.

Um elemento de Coxeter de (W,S) é um produto de todos os s € S em uma
ordem dada qualquer. Assim, se S = {s1,...,8,}, entdo w, = $1--- S, é um elemento de
Coxeter de W e qualquer permutagao dos elementos s; na palavra w,. ¢ ainda um elemento
de Coxeter. Note que todo elemento w € W que é escrito como produto de k geradores
distintos em S tem comprimento [(w) = k, uma vez que w pode ser visto como um produto
de representantes distintos de comprimento 1 de classes laterais em uma cadeia apropriada
de subgrupos parabdlicos standard. Entao, em particular, [(w.) = |S| para um elemento
de Coxeter w, de (W, S).

Um fato muito importante sobre elementos de Coxeter é descrito no teorema a seguir.

Teorema 2.45 [4, Theorem 3.1.4] Quaisquer dois elementos de Coxeter de (W,S) sdo

conjugados em W.

Assim, todos os elementos de Coxeter de (W, S) pertencem a uma mesma classe de

conjugacao. Veremos a seguir que essa classe é cuspidal.
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Lema 2.46 [4, Lemma 3.1.5] Seja J C S e seja w, um elemento de Coxeter de W. Entdo,

we fiza um ponto na acao de W sobre as classes laterais de Wy se, e somente se, J = S.

Proposicao 2.47 [4, Proposition 3.1.6] Seja C' a classe de conjugagio de W que contém

os elementos de Coxeter. Entdo
(i) C € uma classe cuspidal;

(ii) Cpin ={w € W | w € um elemento de Cozeter de W'}.

No Capitulo 4, iremos necessitar da préxima proposi¢ao para a prova de alguns resul-

tados.

Proposicao 2.48 [4, Proposition 3.1.11] Seja C uma classe de conjugagio de W e sejam
w,w" € Crin. Entdo, J(w') = J(w)® para algum x € X j(w), j(w)-

Concluimos este capitulo com as seguintes propriedades:

Proposicao 2.49 [4, Proposition 3.1.12] Seja C' uma classe de conjugag¢ao de W. As

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) C € uma classe de conjugagao cuspidal.
(ii) J(w) =S para todo w € Chpin,.
(iii) Existe um elemento w € Cpyip, tal que J(w) = S.

Teorema 2.50 [4, Theorem 3.2.11] Seja W um grupo de Cozeter finito com conjunto
gerador S. Seja J C S e seja w € W tal que a classe de conjugacao Cy de w em Wy é
cuspidal em Wy. Entdo

C;=CnWy,

onde C' ¢ a classe de conjugacdo de w em W.



Capitulo 3

Alguns exemplos de grupos de

Coxeter finitos

Neste capitulo, temos por objetivo estudar os grupos de Coxeter finitos. Esse estudo ira
ajudar-nos a demonstrar alguns dos resultados mais importantes deste trabalho, os quais
serdo tratados no préximo capitulo. Aqui, nossas referéncias principais sao o livro de Geck
e Pfeiffer, [4], e o livro de Humphreys, [6]. Para cada grupo, vamos descrever o sistema
de raizes associado, provando assim que a cada grafo de Coxeter da Figura 1 (Capitulo 1)

é possivel associar um grupo de reflexdes finito, provando assim o Teorema 1.23.

3.1 Tipo A

Considere o grupo simétrico S,,. Sabemos que esse grupo pode ser visto como um subgrupo
do grupo O(n,R) das matrizes ortogonais n xn da seguinte maneira. Cada permutacao age
sobre R™ permutando os vetores da base canoénica €1, ..., €,. Observe que a transposicao
(i, j) age como uma reflexao, aplicando €; — €; em seu oposto e fixando pontualmente seu
complemento ortogonal, que consiste de todos os vetores cuja i-ésima coordenada coincide
com a j-ésima. Como S,, é gerado pelas transposigoes s; := (i,i + 1), 1 <i<n-—1,e
essas transposicoes sao reflexoes, S, é um grupo de reflexdes (e, portanto, um grupo de
Coxeter).

Observe que o grupo S,, quando age sobre R™ da maneira como descrevemos acima,
fixa cada ponto da reta gerada pelo vetor €; + ...+ €, (e os pontos pertencentes a essa
reta s@o os Unicos pontos fixos) e mantém fixo o seu complemento ortogonal, o hiperplano
V formado pelos vetores cujas coordenadas somam 0. Assim, .S, também age sobre um
espaco euclidiano (n— 1)-dimensional como um grupo gerado por reflexoes, fixando apenas
a origem. Pelo que vimos na Secao 1.2, S,, é essencial relativamente a esse espago de
dimensao n — 1. Por causa disso, utiliza-se a notacao A,_1 para o grupo de reflexdes S,.

Agora vamos encontrar um sistema de raizes ® para o grupo de reflexdes A,_1. Defi-

namos ® como sendo o conjunto de todos os vetores de comprimento v/2 na intersecio de
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V com o reticulado Zei + ... + Ze,. Entao
O={e—¢|1<i#j<n}
Observe que o conjunto
A={e; —€,62—€3,...,6p-1 — €} CP

é um sistema simples em @, pois é claramente uma base para o hiperplano formado pelos
vetores cujas coordenadas somam 0, e todo elemento de ® é combinagao linear de elementos
de A com coeficientes todos de mesmo sinal. Observe também que S, é gerado pelas
permutagoes do tipo (i,i+1), 1 <i < n—1, que, na agdo considerada acima, sao reflexoes
associadas aos vetores do tipo €; — €;41.

Seja W um grupo de Coxeter do tipo A,,_1, com geradores de Coxeter s; = (4,7 + 1),

i€ {l,...,n—1}. O tipo ciclico de uma permutagao w € W é dado por uma partigdo
A= (A1,..., ) de n, que é uma sequéncia de inteiros positivos \; < ... < )\, tais que
Al+...+ A =n e w é escrito como produto de ciclos disjuntos de comprimento Ay, ..., A

Uma vez que quaisquer dois elementos de W sao conjugados em W se, e somente se,
tém o mesmo tipo ciclico, as classes de conjugacao de elementos de W sao naturalmente
parametrizadas pelas partigcoes de n.

Dada uma particao A = (A1,..., ;) de n, existe um subgrupo parabdlico standard
correspondente W; = Sy, x ... x Sy, que contém um elemento w de tipo ciclico \. Um
elemento de comprimento minimal na classe de conjugacao desse elemento w é o produto
wy de t ciclos disjuntos que consistem de \; pontos sucessivos, para i € {1,...,t}. Por
exemplo, um representante de comprimento minimal da classe de conjugacao de elementos
com estrutura ciclica A = (1,2,2,3) em Sg é wy = (1)(2,3)(4,5)(6,7,8). Observe que
wy = s786S452 € um elemento de Coxeter de Wy, onde J = J(w)y) = {s2, s4, 6, s7}. Em
geral, para uma particdo A = (A1,...,\¢) de n, se J = J(w)), entdo wy é um elemento de

Coxeter de Wj; = Sy, x ... x Sy, expresso por

wy — H Si, (3'1)

s;€J

o produto de todos s; € J tomando o indice ¢ em ordem decrescente.

3.2 Tipo B

Vimos na Segdo 3.1 que o grupo S, age sobre R™ ao permutar os elementos da base
canbnica €1,...,€,. Além das reflexdes representadas pelas permutages do tipo (i, j),
ou seja, aquelas que aplicam o vetor €; — €; em seu oposto e mantém seu complemento
ortogonal, outras podem ser definidas. Podemos considerar também reflexdes que aplicam
um vetor ¢; da base canodnica em seu oposto e fixam todos os outros €;. Essas mudangas

de sinal geram um grupo de ordem 2", isomorfo a (Z/27)", que intersecta S, trivialmente
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e é normalizado por S,,, pois ao conjugarmos uma mudanca de sinal ¢; — —e¢; por uma
transposicao, obtemos também uma mudanca de sinal. Assim, o produto semidireto entre
S, e o grupo gerado pelas mudancas de sinal é um grupo de reflexdes W de ordem 2™n!.
E facil ver que W é essencial. Denotamos esse grupo por B,,.

Vamos definir o sistema de raizes ¢ como sendo o conjunto de todos os vetores de
comprimento 1 ou V2 no reticulado Zey + . . . + Ze,,. Entao ® consiste das 2n rafzes curtas
do tipo +e€;, 7 € {1,...,n}, e das 2n(n+1) raizes longas do tipo +e;+¢; (i < j), totalizando
2n? raizes. Para o sistema simples A, vamos tomar os elementos a; = € — €2, 0 =
€2 —€3,...,0p_1 = €p—1 — €p,0p = €.

Seja W um grupo de Coxeter do tipo B,. Entao W é isomorfo ao grupo das per-
mutagoes w do conjunto {—n,...,—1,0,1,...,n} que satisfazem w(—i) = —w(7). Con-
sequentemente, temos w(0) = 0 para todo w € W. Sendo [n] := {1,...,n}, podemos
representar esse mesmo grupo como o grupo de permutagoes sinalizadas, isto é, aplicagoes
injetivas de [n] em [n] U —[n] cuja imagem contém ou i ou —i para cada i. Como os
elementos sao permutacgoes, podemos escrevé-los em forma ciclica. Temos dois tipos de
ciclos: ciclos que nao contém simultaneamente ¢ e —¢ para todo ¢, e ciclos que contém ¢
se, e somente se, contém —i. Observe que ciclos do primeiro tipo vém naturalmente em
pares. Assim, em vez de (i1,...,%)(—41,..., —ig), escrevemos simplesmente (iy,...,ig)"
e esse elemento recebe o nome de ciclo positivo. Ciclos do segundo tipo sdo da forma
(i1y... 0, —11,...,—i) € vamos denota-los por (i1,...,it) . A esses elementos damos o

nome de ciclos negativos. Por exemplo, a permutacao

—4—1, -3—2 23 —-1——-4, 00,
1—4 2—-3, 3—-2, 4~ -1

¢ escrita na forma (1,4)7(2,—3)". Observe que, nessa notagao, se mudamos o sinal de
todos os elementos em um ciclo, obtemos exatamente a mesma permutagao sinalizada. Os
geradores de Coxeter sao t; = (1)” e s; = (4,i +1),i=1,...,n— 1. Parai > 1, também
usamos a notagao t; = (i)~

Um elemento w € W(B,,) também pode ser representado como uma matriz de per-
mutacao sinalizada n x n, que age sobre a base canonica {ei,...,€,} de R” da mesma
maneira que a permutagdo w age sobre o conjunto [n] = {1,...,n}, ou seja, para i € [n],
aplica o vetor € no vetor €|,(; ou em seu oposto, dependendo do sinal de w(i), se é
positivo ou negativo.

Observemos agora que a agao por conjugacao sobre as permutacoes sinalizadas ocorre
da mesma maneira que sobre as permutacoes usuais. Para isso, basta observarmos que,
quando conjugamos com w, um elemento i de qualquer ciclo é substituido por w(i). Por-
tanto, duas permutagcoes sinalizadas sao conjugadas se, e somente se, possuem, para todos
0s comprimentos, o0 mesmo numero de ciclos negativos e o0 mesmo nimero de ciclos posi-
tivos. O tipo ciclico de uma permutacao w € W é uma parti¢io dupla A = (AT; A7) com

IAT] 4+ |A7| = n, onde AT representa a estrutura dos ciclos positivos e A, a estrutura dos



Capitulo 8. Alguns exemplos de grupos de Coxeter finitos 41

ciclos negativos de w. Dois elementos de W sao conjugados em W se, e somente se, tém
o mesmo tipo ciclico. Portanto, as classes de conjugacao de elementos de W sao natural-
mente parametrizadas pelas particoes duplas de n. Por exemplo, a classe de conjugacao
de (1,5, —2)*(4,7)7(3)7(6,—8)~ ¢ ((2,3);(1,2)). Observe que podemos tomar como A+
ou como A~ a particdo vazia @.

Tomemos um subconjunto J C {t1,$1,...,8,—1} eumw € Wy. Se s; ¢ J, os elementos
i+1,...,n aparecem em ciclos positivos de w, sendo todos os elementos de sinal positivo.
Portanto, se temos uma particdo dupla (A*;A7) de n, onde AT = (A],...,\}), A= =
(A{,...,Ay), o menor subgrupo parabélico W que contém um elemento do tipo ciclico
(A*T,A7) ¢é da forma W(Bj-|) x Syy X ... x Sy+. Vemos em [4, 3.4.2] que existe um
elemento w) de comprimento minimal na classe de conjugacao correspondente da seguinte
forma: os ciclos negativos contém 1,...,|A7|, e os ciclos positivos contém [A7| +1,...,n;
além disso, cada ciclo contém apenas nimeros consecutivos em ordem crescente. Por
exemplo, um elemento de comprimento minimal na classe de conjugagao correspondente

aX=((1,1,3);(1,2)) é

wy = (1)7(2,3)7(4)7(5)7(6,7,8)".

3.3 Tipo D

Podemos obter outro grupo de reflexdes que age sobre R™ que, na verdade, é um subgrupo
de indice 2 do grupo do tipo B,, descrito na Secao 3.2. Observe que S, normaliza o
subgrupo formado pelas mudancas de sinal que envolvem um nimero par de sinais, gerado
pelas reflexdes €; + €; — —(€&; + €;), i # j. Entao, o produto semidireto é também um
grupo de reflexdes (e é essencial), que denotamos por D,,.

Agora vamos definir um sistema de raizes para um grupo W do tipo D,,. Seja V = R".
Defina ® como sendo o conjunto de todos os vetores de comprimento /2 no reticulado
Zer + ...+ Zey. Entao @ consiste das 2n(n —1) rafzes £¢;+¢; (1 <i < j < n). O sistema
simples A que vamos considerar, neste caso, é formado pelos elementos a; = €1 — €9, a9 =
€2— €3, Q1 = €1 —€n, Op = €1+ €. W 6 0 produto semidireto de S, e (Z/2Z)" 1
(agindo por um ntmero par de mudangas de sinal).

Observe que, se W é um grupo de Coxeter do tipo Dy, entao W é isomorfo ao grupo
das permutacoes w em {—n,...,—1,0,1,...,n} tais que w(—i) = —w(i) para todo i, e
um numero par de i > 0 satisfaz w(i) < 0. Podemos também representar esse grupo
como o grupo das permutagoes sinalizadas tais que um nimero par de i € [n| tem imagem
no conjunto —[n]. Essas sdo exatamente as permutacoes sinalizadas com um nimero par
de ciclos negativos. Os geradores de Coxeter sao u = (1,-2)" e s; = (i,i + 1)T,i €
{1,...,n—1}. O tipo ciclico de uma permutagao w € W é uma parti¢ao dupla (AT; A7)
com [A*| + |A7| = n, sendo AT correspondente aos ciclos positivos de w e A™, aos ciclos
negativos. Em um grupo do tipo D,,, se dois elementos sao conjugados, entao eles tém

o mesmo tipo ciclico. A reciproca, entretanto, nao é verdadeira. Por exemplo, u e $1
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tém o mesmo tipo ciclico, mas nao sao conjugados. E f4cil ver que, se dois elementos
tém o mesmo tipo ciclico (AT;A7) e [A7] > 0 ou AT contém uma parte impar, entao
eles sao conjugados. Se eles tém o mesmo tipo ciclico (AT; @), onde At contém apenas
partes pares, eles sao conjugados se, e somente se, o nimero de inteiros negativos em suas
decomposicoes ciclicas tém a mesma paridade.

Dizemos que uma particao é par se consiste apenas de partes pares. As classes de
conjugacao de elementos de W sao naturalmente parametrizadas por particoes duplas de
n, onde A~ tem um nimero par de partes, com duas classes quando A\~ = @ e AT ¢ par.
Dada uma particio dupla (AT;A7) de n, onde AT = (Af,..., A1), A7 = (A\],...,Ay),
e s é par, o subgrupo parabdlico W; correspondente tem a forma W(D|)\7|) X S/\1+ X
ox S F Além disso, existe um representante de comprimento minimal w) da classe de
conjugacao correspondente da seguinte forma. Os ciclos negativos contém 1,...,|\7|, os
ciclos positivos contém |A~|+1,...,n, e cada ciclo contém apenas inteiros consecutivos em
ordem crescente. Se A~ = @ e AT tem apenas partes pares, entao existe um representante
extra ws\ em que o primeiro ciclo positivo comeca com —1 em vez de 1. Por exemplo, para
A = ((1,1,2);(2,3)), temos wy = (1,2)7(3,4,5)(6)T(7)"(8,9)", e para ((2,2,4);9),
temos wy = (1,2)%(3,4)7(5,6,7,8)" e w) = (—1,2)%(3,4)"(5,6,7,8)".

3.4 Tipo I)(m) e tipo Gs

Os grupos do tipo I3(m) sao os grupos diedrais de ordem 2m, descritos no Exemplo 1.3.

Vamos estudar mais detalhadamente o grupo diedral do tipo I2(6), o qual denotamos
por Ga. Seja V o hiperplano em R? formado pelos vetores cujas coordenadas tém soma,
igual a zero. Vamos definir o sistema de raizes ® como sendo o conjunto dos vetores de
comprimento V2 e /6 na intersecao de V' com o reticulado Ze; +Zea+Zes, onde {e1, €2, €3}
é a base candnica de R3. Assim, ® consiste de 6 raizes curtas +(e; —¢;) (i < 7) e seis raizes
longas +(2¢; — € —€;), onde {4, j, k} = {1,2,3}. O sistema simples que vamos tomar aqui

é o conjunto A formado pelos vetores a; = €1 — €9 € g = —2€1 + €9 + €3.

3.5 Tipo Fj

Seja V' o espago R* com base candnica {e, ez, €3,e4}. Se L' é o reticulado standard
Ze1 + Zea + Les + Ley, entao L := r+z tetata,

é também um reticulado. Vamos
tomar como sistema de raizes o conjunto ® formado pelos vetores de L de comprimento

1 ou V2. Assim, ® consiste de 24 raizes longas +e; + €; (1 < j) e 24 raizes curtas e,

1
5(:&51 +egtesztey). Para o sistema simples, vamos tomar o conjunto A = {aq, ag, ag, as}

em que
1
Q1 = €3 — €3, Q2 = €3 — €4, Q3 = €4, a4=§(61—62—63—64)-

O grupo W (®), denotado por Fj, possui ordem 1152 e é isomorfo ao grupo GO (4, 3),
ver [11].
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3.6 TlpO Eg

Tomemos V = R®. Seja L’ o reticulado que consiste de todos os vetores > ¢;¢; tais que
8

1
¢i €Z e ¢ épar. Definimos L := L' +7Z (2 Z q). Como sistema de raizes, vamos
i=1
tomar o conjunto ® formado por todos os vetores de comprimento v/2 em L. Entdo &

consiste de 240 raizes:

8
1
+(e —€5)(i < 4), 5 Z +e; (com nimero par de sinais positivos).
i=1

Para A, vamos tomar a; = %(61—62—63—64—65—66—€7+€8), g = €1+€, U = €;—1—€;—2
(3<i<8).

O grupo W(®), denotado por Eg, possui ordem 2'4-3% .52 .7 e é isomorfo ao grupo
2:GO*(8,2), ver [11].

3.7 Tipo E7

A partir do sistema de raizes construido acima para o tipo Eg, tomemos V como sendo
o subespago (a; | 1 < i < 7) de R®. O sistema de rafzes ® tomado aqui é o conjunto

formado pelos 126 vetores de Eg que pertencem a V':
1 6
:i:6i:i:6j (1 <i<j < 6), :t(67 —68), :]:5 (67 —68+Z:|:6i>,
i=1

onde o numero de sinais negativos nesse somatério é impar. O sistema simples A que
vamos tomar consiste das raizes o; (1 < < 7).

O grupo W (®), denotado por F7, possui ordem 2'9.3%.5.7 e ¢é isomorfo ao grupo
GO(7,2) x Cy, ver [11].

3.8 Tipo Ej

Neste caso, vamos comecgar novamente a partir do sistema de raizes do tipo Eg. Sendo V'
o subespaco (a; | 1 < i < 6) de R®, o sistema de rafzes ® considerado aqui é o conjunto

constituido pelas 72 raizes de Eg pertencentes a V:

5
te; +e (1 <i<j<5h), i% <68—67—66+Ziq>,
i=1
onde o numero de sinais negativos nesse somatério é impar. As raizes o; (1 < i < 6)
formam o sistema simples A.
O grupo W (®), denotado por FEg, possui ordem 27 - 3% .5 e é isomorfo ao grupo
GO~ (6,2), ver [11].
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3.9 Tipo Hj e tipo H,

Identificamos V' = R* com o anel de divisdo dos quatérnios H.

conjunto A das raizes simples tomando

1. . 1. .
Oé1:a—§l+b], Oégz—a+§l+b],

1 1
a3:§—|—bi—aj, a4=—§—ai+bk‘,

2
ondeazcosz,b:cosgei,j,k:GH.

Podemos descrever o

O sistema de raizes ® contém 120 elementos e o grupo W (®), denotado por Hy, possui

ordem 14400.

Tomando agora A = {ay, a2, a3}, o conjunto ® correspondente possui 30 raizes. O

grupo W(®), denotado por Hs, possui ordem 120 e é isomorfo a GO(3,4) x Cs.



Capitulo 4

Centralizadores de elementos em

grupos de Coxeter finitos

Vimos na Proposigao 2.38 que, dado um sistema de Coxeter (W, S) com W finitoe J C S,
o normalizador Ny (W) do subgrupo parabdlico W; é um produto semidireto de W e
X757 ={de X;|J*=J}. Neste capitulo, mostramos que a maioria dos centralizadores
de elementos de W desfruta de uma decomposicao semelhante em produto semidireto.
Por simplicidade, utilizaremos neste capitulo a notacao N; para indicar o complemento
normalizador X ;7.

Os resultados principais deste trabalho, que consistem nos dois teoremas a seguir,
encontram-se no artigo [7], de autoria de Matjaz Konvalinka, Gotz Pfeiffer e Claas E.

Rover.

Teorema 4.1 Seja W um grupo de Cozeter finito e seja w € W. Seja V o menor
subgrupo parabdlico de W que contém w. Entao, o centralizador Cy(w) = Cy(w) NV €
um subgrupo normal do centralizador Cy (w) com quociente Cyy(w)/Cy (w) isomorfo ao

quociente normalizador Ny (V) /V.

Teorema 4.2 Considere um grupo de Coxeter finito W e um elemento w € W tal que
a classe de conjugacdo a qual w pertence € nao conforme. Se V € o menor subgrupo
parabélico de W tal que w € V', entdo o centralizador Cy (w) decompée-se em Cy(w) com

complemento isomorfo a Ny (V)/V.

Veremos na Definicao 4.15 o que vem a ser uma classe de conjugacao nao conforme,
existente apenas em grupos do tipo D,,. Nos dois teoremas acima, o subgrupo parabdlico
V estda bem definido como a intersecao de todos os subgrupos parabdlicos que contém w
(Teorema 2.34). Para demonstrarmos esses teoremas, iremos supor que w tem compri-
mento minimal em sua classe de conjugacao em W. Entao, V coincide com o subgrupo
parabolico standard Wy, onde J = J(w).
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Observe que essa suposicao sobre o elemento w nao tira a generalidade dos teoremas.
Com efeito, vamos tomar agora dois elementos w; e wo em uma mesma classe de con-
jugacao. Temos entdao wy = w{ para algum g € W. Afirmamos que, se V5 é o menor
subgrupo parabdlico de W que contém w; e V5 é o menor subgrupo parabdlico que contém

wo, entao valem as seguintes igualdades:
(1) Vo =V{;
(2) Cw(w2) = Cw (w1)?;
(3) Cvy(wa) = Cv; (wn)?;
(4) Nw(V2) = Nw (V)4

A primeira igualdade é evidente. Vamos mostrar entao a segunda igualdade. Com efeito,

para x € W, temos

x € Cy(w2) TWe = Wolk

zg wig = g lwigx

-1 -1
grg ~wi = wigxg
-1 —1
9w =w2?

29" € C(wr)

t ¢ 0T T O

x € Cy(wy)Y.
A terceira igualdade decorre diretamente das duas primeiras, ja que

Cy, (w2) = Cw (w2) NVa = Cw (w1)? N VY = (Cw (w1) N V1)? = Cy; (wr)?.
Por fim, a quarta igualdade vem do fato de que

zeNy(Va) & VE=V & VP =V o VI =y
& grg e Ny(Wh) 29 € Nw (V1)
& ze Ny ().

De posse dessas igualdades, vemos entao que, se Cy; (wi) é um subgrupo normal de
Cw(wy), entao, para qualquer xz € Cw(w2) = Cw(w;)?, temos = = y9 para algum
y € Cw(wy) e assim

Cy (w2)® = Cy (w1)9% = (O (w1)9%9 )9 = (Cyy (w1)?)9 = O, (w1)?,

de onde podemos concluir que Cy,(wz) é subgrupo normal de Cy (wz2). Além disso, se

temos
Cw(wi) o Nw(V1)

CV1 (’U)l ) B ‘/l ’
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entao

Oule) o Grtwl o (Gulun);

CVQ(U)Q) B CVl(wl)g CVl(wl)
~ (NW(V1)>9 ~ Nw(n)?
= (= o 7‘/19
~ Nw(V2)
B Vo

e podemos, sem perda de generalidade, supor que w é de comprimento minimal em sua

classe de conjugacao no Teorema 4.1 e no Teorema 4.2.

4.1 Centralizadores

Nesta se¢ao, provamos um teorema geral acerca da estrutura de centralizadores de ele-
mentos em grupos de Coxeter finitos. A demonstracao é feita essencialmente com base no
Teorema 2.50. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que w € W é um elemento

de comprimento minimal em sua classe de conjugacao em W.

Teorema 4.3 Se w € W é um elemento de comprimento minimal em sua classe de
conjugagio em W e J = J(w), entao Cy (w)W; = Ny (Wy).

Demonstracao: Vamos denotar por C' a classe de conjugacao de w em W e por
Cj a sua classe de conjugagao em Wj;. Pela Proposi¢ao 2.49, C; é cuspidal em Wy,

uma vez que o elemento w € (Cy) é tal que J(w) = J. Entao, pelo Teorema 2.50,

min

temos Cy = C NWy. Seja x € Ny (Wy). Entdo, tendo em vista que w € Wy, temos
w® € WyNC = Cjy. Logo, existe u € Wy tal que w® = w". Mas

wr=w" & 7 'wr=ulwu

s urtw=wur?!
& urt e Ow(w)

= z € Cy(w)W;.

Portanto, NW(WJ) - Cw(w)WJ.

Como W; C Ny (Wy), resta-nos mostrar que Cy(w) € Ny (W;). De fato, seja
y € Cy(w). Pela Proposicao 2.29, y pode ser escrito na forma y = uxv—! para u,v € Wy,
x € X ;7. Observe que w € C%, uma vez que y € Cy (w). Assim, o fato de que w € C'JﬂCg
implica que w” € C;NCY" = C;N(CY)* = C;NCY C WiNWF = Wyn e, sendo esta tdltima
igualdade decorrente do Teorema 2.34. Como a classe Cy é cuspidal em W, devemos ter
JNJ%=J e, portanto, x € N;y = X ;77 C Ny (W;). Logo, y = uzv— € Ny (Wy). O

Observe agora que o Teorema 4.1 segue do resultado acima. Neste caso, V' coincide

com o subgrupo parabdlico standard W;. Dados g € Cy (w),h € Cy(w), é facil ver que
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hg = gh’ para algum b/ € V, ja que h € V e g € Cyy(w) C Ny (V), pelo Teorema 4.3.

Assim,
g thg=gtgh' =n €V.

Portanto, g~ thg € Cy (w)NV = Cy(w) e Cy (w) é subgrupo normal de Cy (w). Por outro

lado, o Segundo Teorema de Isomorfismo para grupos e o Teorema 4.3 nos garantem que
Cw(w)/Cy(w) = Cw(w)/Cw(w) NV = Cyw(w)V/V = Ny (V)/V.

A partir de agora, nosso objetivo é provar o Teorema 4.2 para cada tipo de grupo de

Coxeter finito irredutivel.

Lema 4.4 Seja w € W um elemento de comprimento minimal em sua classe de con-
Jugacao em W, e seja J = J(w). Se a classe de conjugacdo a qual w pertence é cuspidal

em W ou se Cy,(w) = Wy, entao Nj € um complemento de Cy,(w) em Cy(w).

Demonstracao: Se a classe de conjugacao a qual w pertence é cuspidal em W, entao
Wy = W e os quocientes Ny (Wy)/Wy = Ny e Cw(w)/Cw,(w) sdo ambos triviais. Por
outro lado, se Cyw,(w) = Wy, entao W; C Cw(w) e o Teorema 4.3 nos garante que
Nw (W) = Cw(w)W; = Cw(w), donde podemos concluir que Cy (w) = Ny (W;) =
W]NNJ:CWJ(QU)NN]. O

Nossa estratégia geral na busca de um complemento centralizador para w serd identifi-
car um complemento M de W; em seu normalizador que centraliza w. Mais precisamente,

temos a seguinte consequéncia do Teorema 4.3.

Proposicao 4.5 Seja w € W um elemento de comprimento minimal em sua classe de
conjugacao e seja J = J(w). Suponha que o complemento normalizador Ny € gerado pelos
elementos x1,...,x,. Sejam uy,...,u, € Wy tais que ux; € Cy(w), i € {1,...,r}, e

considere
M = (uiz1, ..., upxy).

Entdo, M é um complemento de Cy,(w) em Cy(w) sob a condi¢io de que tenhamos
MnW;={1}.

Demonstragao: Primeiramente, observamos que W;M = W;N; = Ny (W;). De
fato, para cada i € {1,...,r}, Wyu;z; = Wyx; € W ;N;. Por outro lado, Wyz; =
Wiyuix; € WiyM para todo ¢ € {1,...,7} e obtemos, portanto, a igualdade desejada.
Como M NW; = {1}, M é um complemento de W; em seu normalizador. Além disso,
M é um subgrupo de Cy (w), uma vez que cada um de seus geradores centraliza w. Pelo
Teorema 4.3, podemos concluir que Cy (w) C Cyw (w)W; = Ny (Wy) = WM.

Queremos mostrar agora que Cy (w) = Cyw, (w)M. Para isso, consideremos agora um

elemento y € Cy (w). Entao, y pode ser expresso na forma y = uv, onde u € Wy,v €
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M C Cw(w). Assim, u = yv=t € Cw(w) N Wy = Cw,(w) e chegamos & conclusdo de
que y € Cy, (w)M, como desejado. Portanto, o fato de os subgrupos Cy,(w) e M terem

intersecao trivial nos garante que M é um complemento de Cyy, (w) em Cyy (w). O

Nas proximas secOes, consideraremos alguns exemplos de grupos de Coxeter, a fim
de darmos uma prova do Teorema 4.2 fazendo uma anédlise caso por caso. Antes disso,
porém, precisamos definir o produto entrelacado de grupos, o qual aparece na descri¢ao
dos normalizadores dos subgrupos parabdlicos e dos centralizadores dos elementos de W.
Aqui usamos como referéncia o livro de Rotman, [8].

Dados dois grupos G e H, seja X um H-conjunto finito, e seja {G, | ¢ € X} uma

familia de cépias isomorfas a G indexadas por X. Sendo K = H G, entao o produto

zeX
entrelagado de G por H, denotado por G H, é o produto semidireto de K por H, onde

H age sobre K por h-(g;) = (gns) para quaisquer h € H e (d;) € K = H Gy.
zeX

4.2 Tipo A

Seja A = (191,29 ... n%) uma particado de n, com a; > 0, seja w) como definido
na Se¢ao 3.1 e seja J = J(wy). Observando a agao de W sobre o conjunto gerador

{s1,82,...,8,—1}, concluimos que o subgrupo parabdlico standard
Wy =81 x...x S
é um produto direto de grupos simétricos, e seu normalizador
Nw(Wy) =51154 X ... xSy 18,

¢ um produto direto de produtos entrelacados de grupos simétricos. De modo semelhante,

o centralizador
Cw(wA):CﬁZSal X ... XCnZSan

é um produto direto de produtos entrelacados de grupos ciclicos com grupos simétricos, e

o centralizador
CWJ(w)\) = Cfl X ... X CZ”

é um produto direto de grupos ciclicos. Observe que os quocientes Ny (W;)/W; e
Cw(wy)/Cw,(wy) sao ambos isomorfos a Sg, X ... x S,,. Para mostrarmos que o com-
plemento normalizador Ny é também um complemento de Cyy, (wy) em Cy(w) ), vamos

introduzir a seguinte notagao. Denotemos por
s(o,m) = (So4+1S042** Sotom—1)" = (0+ 1,0+ 2,...,04+2m)™

a permutacao que, apds um deslocamento o, troca dois blocos adjacentes de m pontos
{o+1,...,0+m}e{o+m+1,...,0+2m}. Por exemplo,
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5(2,3) = (s354855657)° = (3,4,5,6,7,8)3 = (3,6)(4,7)(5,8).
Observe que s; = s(i — 1,1). Entao
Njy= S, X...x 8,
¢ um produto direto de grupos simétricos S,,,, com geradores de Coxeter
$(0m,m), s(om +m,m),...,s(om + (am — 2)m,m),
e desloca
om=a1+2as+ ...+ (m—1)ay_1, (4.1)

para todo m € {1,...,n} tal que a,, > 0.

Proposicao 4.6 Sejam \ uma particio de n, wy a permutacdo com estrutura ciclica A
como na Segao 3.1, e J = J(wy) o subconjunto de S correspondente. Entao, Nj é um

complemento de Cy,(wy) em Cy (wy).

Demonstragao: E suficiente considerar o caso em que A = (m®), uma vez que Wy,

Nw(Wy), Cw(wy), Cw,(wy) e Ny sao todos subgrupos do produto direto

Slal X SQag Xoeee X Snan < S?’La

e a prova pode ser feita componente a componente.

Se A = (m%), entao Ny é isomorfo a S,, com a — 1 geradores de Coxeter
s(0,m), s(m,m),...,s((a —2)m,m),
permutando os blocos de m pontos
{1,...om},{m+1,....2m},....{(a—1)m+1,...,am}.
Observe entao que o elemento
wy=(1,....m)(m+1,....2m)---((a—1)m+1,...,am)

é centralizado por Ny, isto é, Nj C Cy(wy).

Pelo item (ii) da Proposigao 2.38, sabemos que W e N; tém intersecao trivial e, por-
tanto, Cyw,(wy) N Ny = {1}. Além disso, segue do Teorema 4.3 que Cy (wy) € Ny (W).
Assim, tomando um elemento x € Cy (w)), existem w € Wy,d € Ny tais que z = wd.
Como d € Nj C Cy(wy), temos w = xd~1 € Oy (wy) N Wy = Cw, (w)y) e concluimos
que z € Cy,(wx)Ny. Portanto, Cy (wy) = Cw,(wy) x Ny e Ny é um complemento de
Cw, (wx) em Cw (wy). O
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4.3 Tipo B

Seja A = (AT; A7) uma partigao dupla de n em que AT = (191,292 ... n%) e A\~ =
(101,22 .. nbr). Considere agora o elemento wy como na Secio 3.2 e seja J = J(wy) C S.
Observando a agao de W sobre o conjunto gerador {t1,s1,...,S,—1} de W (considerando

as possiveis permutagdes e mudangas de sinal), podemos concluir que Wy é um produto

direto
Wy =W(By-|) x ST" x 85% x ... x Sp»
e seu normalizador
Nw (W) = W(Bjx-|) x S1 I W (Bg,) X SolW(Bqg,) X ... x Sy A W(By,,)

é um produto direto de W(B| /\—|) e produtos entrelagados de grupos simétricos e grupos

de Coxeter do tipo B. De modo semelhante, o centralizador
Cw(wy) = CW(BM_‘)(QUA) X C1 LW (Bg,) X C2lW(Bg,) X ... x C, AW (By,,)

¢ um produto direto de Cyy( BM_l)(wA) e produtos entrelagados de grupos ciclicos e grupos

de Coxeter do tipo B, e o centralizador
CWJ(’LU)\) = CW(BIA*I)(w/\) X Cfl X 032 X ... X Cg"

¢ um produto direto de Cyy( BM_‘)(U)A) e grupos ciclicos. E facil, entdo, ver que os quoci-

entes Ny (W;)/ Wy e Cw(wy)/Cw,(wy) sdo ambos isomorfos a
W (Bg,) x W(Bay) X ... x W(Ba,,).

Mostraremos a seguir que uma variante do complemento normalizador Ny, que de-
notaremos por Ny, é um complemento de Cyy,(wy) em Cy (wy). Para isso, precisamos
introduzir a notagao a seguir.

Vamos denotar por r(o,m) a permutagao definida por

{ 20+-0m+1—z, seo+1<z<o0+m,
z-r(o,m) = .
T, caso contrario.

Dessa forma, r(o,m) = (o+1,0+m)*(0+2,0+m—1)" ... inverte a ordem dos elementos
do conjunto {o+1,...,0+ m}, sendo, portanto, o elemento de comprimento maximal do
grupo simétrico Syoy1,. o4m} com geradores de Coxeter Sp41, ..., So+m—1. Por exemplo,
r(3,7) = (4,10)7(5,9)7(6,8)".

Vamos denotar também por t(o, m) a permutacao

to,m) =(o+1)"(0+2)"---(o+m),

que age como —1 nos pontos do conjunto {o+1,...,0+m} e como identidade nos demais
pontos.
No caso particular em que A™ = (m®) e A~ = &, o subgrupo parabélico W; é um

produto direto de a cépias de Sy, e N é isomorfo a W (B,,), com geradores de Coxeter
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r(0,m)t(0,m) e s(0,m), s(m,m),...,s((a —2)m,m).

No caso geral, se AT = (191,292 ... n%) entao W; é um produto direto de W(B|x-|)
e produtos diretos de grupos simétricos e Ny é um produto direto de grupos W (B,,,),

com geradores de Coxeter
7(0m, M)t(0m, m) € (0, m), (0 +m,m),...,$(0m + (am — 2)m,m),

onde o, = |A7 |4+ a1 +2a2+ ...+ (m — Day—1, para m € {1,...,n} tal que a,, > 0.
Infelizmente, o subgrupo N; nao centraliza w). Entretanto, se definirmos N, como

o subgrupo de W gerado pelos mesmos elementos de N, substituindo r(oy,, m)t(o.,, m)

por t(om,, m), esse Ny é um complemento centralizador, como nos mostra a proposi¢ao a

seguir.

Proposicao 4.7 Sejam A\ uma parti¢ao dupla de n, wy como na Se¢ao 3.2 e J = J(w) o

subconjunto de S correspondente. Entdo
Ny = (t(om,m), s(0m + km,m) | k € {0,...,am—2},m € {1,...,n},a, >0)
¢ um complemento de Cyy,(wy) em Cy (wy).

Demonstragao: Observemos primeiramente que Ny centraliza wy, ja que seus gera-
dores (0, m) e s(om, + km,m) pertencem ao centralizador Cyy (w)y) de wy em W. Como
N) é um complemento de W; em seu normalizador Ny (W), temos Ny N W; = {1}. A

Proposicao 4.5 nos garante entao que Ny é um complemento de Cyy, (wy) em Cy (wy). O

Para uma melhor compreensao, observemos o que acontece no exemplo a seguir. To-
memos uma particio dupla A = (AT; A7) de n = 12, em que At = (11,23,31) e A~ = (2).

Neste caso,
wy = (1,2)~(3)F(4,5)7(6,7)%(8,9)* (10, 11, 12)*

é um representante de comprimento minimal da classe de conjugacao associada a particao

dupla A. Observe agora que
wy = (1,2)*(1)~(4,5)7(6,7)7 (8,9)* (11, 12)+ (10, 11)*+

(multiplicando da esquerda para a direita) é uma expressao reduzida para wy, e obtemos

o conjunto
J = J(wy) = {(1)",(1,2)T,(4,5)F,(6,7)F,(8,9)*, (10, 11)+, (11, 12)}.
Como vimos na Secao 4.3, o subgrupo parabdlico W; é um produto direto
Wy =W(Bg) x S1 x Sa x Sa x Sy x S

e seu normalizador é
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Nw(Wj;) =W (B3) x S1 LW (By) x Set W(Bs) x S3! W (By).
Fazendo alguns cédlculos simples, encontramos os valores:
t(o1,1) = (3)7, t(02,2) = (4)~(5) ", t(03,3) = (10)~ (11)~(12)";
r(o1,1) = (1)*, r(02,2) = (4,5)T, r(o03,3) = (10,12)7;
5(09,2) = (4,6)(5,7)F, s(02 +2,2) = (6,8)"(7,9)*.
Observe que o complemento normalizador

Ny = (r(o1,1)t(o1,1),7(02,2)t(02,2),7(03,3)t(03,3), 5(02,2), 5(02 + 2,2))
= <(3)_7 (4> _5)+7 (107 _12)+(11)_7 (4’ 6)+(57 7)+a (67 8)+(77 9)+>

nao estd contido em Cyy (w) ), uma vez que um de seus geradores, o elemento (10, —12)*(11)~,

nao comuta com
wy = (1,2)7(3)F (4,5)%(6,7)*(8,9)* (10,11, 12) .

Entao, N; nao pode ser um complemento de Cyy, (wy) em Cy (wy). Por outro lado, cada

elemento do subgrupo

N)\ = <t(01,1),t(02,2),t(03,3),8(02,2)78(02+2,2)>
= ()7, (4)7(5)7.(10)"(11)7(12)7, (4,6)"(5,7)", (6,8)"(7,9) ")

comuta com wy = (1,2)7(3)"(4,5)7(6,7)7(8,9)7(10,11,12)". Com alguns célculos sim-
ples, podemos concluir que Ny N W; = {1} e, pelo Teorema 4.5, o subgrupo Ny é um
complemento de Cyy, (wy) em Cy (wy).

4.4 Tipo D

Como vimos na Secao 3.3, um grupo do tipo D,, é, na verdade, um subgrupo do grupo
do tipo B,. Portanto, o caso de grupos de Coxeter do tipo D, é melhor tratado quando
comparado ao que ocorre no tipo B,,. Nesta secao, vamos tomar n > 4 e vamos denotar por
(W, S) o sistema de Coxeter do tipo B, como descrito na Se¢ao 3.2. W’ denota o grupo
de Coxeter do tipo D,, com conjunto gerador de Coxeter S’, constituido pelas permutacoes

sinalizadas com um numero par de ciclos negativos, conforme vimos na Secao 3.3.

Lema 4.8 [7, Lemma 4.5] Seja w € W um elemento de tipo ciclico A\ = (AT; A7) tal
que A~ tem um numero par de partes e w tem comprimento minimal em sua classe de

conjugagao em W. Seja J = J(w). Entdo, valem as sequintes propriedades:

(i) w tem comprimento minimal em sua classe em W'.
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(i) SeA\™ =@ e At € par, entdo Cy+(w) = Cw (w) ; caso contrdrio, Cy(w) tem indice
2 em Cy(w).

(iii) Se J' = S"'NW;, entdo W/, € o menor subgrupo parabélico de W' que contém w.

(iv) Se A= =@, entao J' = J; caso contrdrio, W, = W;NW' é um subgrupo de Wy de

indice 2.

(v) CW"], (w) = Cw, (w)NW' é um subgrupo de Cy,(w) de indice 2, a menos que ocorra
AT =0.

(vi) Se AT ndo € par e \™ = @, entdo N = NynW' € um subgrupo de indice 2 em Ny;

caso contrdrio, Ny = N',.

O subgrupo parabélico W/, é da forma Dy x S/\f X o X SAj’ onde D,, é o subgrupo
de W' gerado por {u, s1,...,8m—1} param € {2,...,n}.

Vamos definir agora o que é uma particao dupla nao conforme.

Definigao 4.9 Dizemos que A\ = (AT; A7) € uma particio dupla nao conforme se A\
consiste de uma unica parte impar e A\~ € uma particao par ndao vazia constituida de um
numero par de partes.

Dizemos que uma classe de conjugagiao C de W € uma classe ndo conforme se, para
algum inteiro impar n > 4, existem uma particao dupla ndo conforme A de n e um subgrupo
parabdlico Wy de W que possui uma componente irredutivel Wx do tipo D,, tal que C

contém um elemento de Wy cuja projecao sobre Wy tem tipo ciclico .

Por exemplo, no grupo W = W(Ds), os elementos de tipo ciclico ((1);(2,2)) formam
uma classe nao conforme. Outro exemplo de classe nao conforme é a formada pelos
elementos do grupo W = W (D7) de tipo ciclico ((1,2);(2,2)), pois um deles pertence a
um subgrupo parabélico W do tipo D5 x A1, com Ds-parte de tipo ciclico ((1);(2,2)).

Vejamos agora o seguinte lema.

Lema 4.10 [7, Lemma 4.7] Um elemento w € W(D,,) de tipo ciclico A = (AT; A7) per-
tence a uma classe ndo conforme se, e somente se, A\ nao € uma particao par e A\~ €

uma particao par nao vazia.

O préximo resultado mostra que, em um grupo de Coxeter W’ do tipo D,, o cen-
tralizador Cyy(w) decompde-se sobre Cwr, (w), a menos que a classe de conjuagacao de
w € W’ seja nao conforme. Escrevemos J'(w) C S para indicar o conjunto de geradores

que compoem uma, expressao reduzida de w como elemento de W',

Proposigao 4.11 [7, Proposition 4.8] Seja A = (AT; A7) uma particio dupla de n tal
que o numero de partes de \= € par. Sejam wy e Ny como na Proposicio 4.7 e seja

J'= J'(wy) o subconjunto correspondente de S’. Entdao,
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(i) Se AT € par, entdo Ny é um complemento de CW3, (wy) em Cyr(wy).

(ii) Se AT ndo € par e A\ = &, entdao Nx N W' é um subgrupo de indice 2 em Ny e um
complemento de CWQ,(wA) em Cyyr(wy).

(iii) Se At = (1%,...,n%) e A\~ = (A],...\;) nao € par, entao existe um indice j < s

tal que k = A] +--- + /\j_ € impar, e o subgrupo
N{ = (t(0,k)"t(0om,m), s(om +1m,m) | 1 € {0,...,am —2},m € {1,...,n},am > 0)
¢ um complemento de C’W}(w,\) em Cyr(wy).

Observe que t(0,k)™ =1 se m é par e t(0, k)™ = t(0, k) se m é impar.
O préximo teorema mostra que, se w pertence a uma classe nao conforme de w, entéo

o seu centralizador nao tem complemento.

Teorema 4.12 [7, Theorem 4.10] Seja W um grupo de Coxeter finito e suponha que w
€ um elemento de comprimento minimal em uma classe de conjugagcdo ndo conforme.

Entdo, o centralizador Cy,(w) nao possui complemento em Cy (w).

4.5 Tipol

Seja W um grupo de Coxeter do tipo I3(m). Entdao W é o grupo gerado por elementos
s1 e sy que satisfazem (s1s2)™ = (s251)™. Cada elemento de W ou é cuspidal ou é
uma involugao, pois hé somente dois subgrupos parabdlicos standard préprios, que sao
Wiy = {1, 81} e Wi,y = {1, s2}. Portanto, o Teorema 4.2 para este tipo segue do Lema
4.4.

4.6 Tipos excepcionais

Para os grupos que compoes os casos excepcionais, isto €, os de tipo Eg, Er7, Fg, Fy, Hz e
Hy, é possivel provar o Teorema 4.2 através de métodos computacionais. Podemos utilizar

como ferramenta, por exemplo, o programa GAP [3].

4.7 Aplicacgoes

Nesta secao, provamos um resultado acerca dos representantes de comprimento minimal
das classes de conjugacdo. A partir desse resultado, podemos dar uma demonstracao do

teorema de Solomon. Antes disso, porém, precisamos dos lemas a seguir.

Lema 4.13 Suponha que w € W tem comprimento minimal em sua classe de conjugacao
em W e seja J = J(w). Entao
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(i) Sea € Cw(w) ex € Xy sdo tais que Cy,(w)a C Wiz, entio x € Ny.
(ii) Se x € Xy € tal que l(w®) = l(w), entao J(w®) = J*.

(iii) Sev e W € tal que l(w’) = l(w), entao J(w") = J*, onde v=u-x comu € Wy e
e Xj.

Demonstracao: (i) Seja y € Cw,(w). Como Cy,(w)a C Wz, existe um elemento
v € Wy tal que ya = vz. Uma vez que a € Cy(w), temos

yeCw,(w)=>w=wecC)=w=uw"eC¥ =C} CC3.

Entao, w € C;NCY C WyNW7 = Wjynse (Teorema 2.34). Além disso, a Proposigao 2.49
nos garante que C; é cuspidal em W ;. Portanto, JNJ* =J e x € Nj.

(ii) Como l(w”) = l(w), o elemento w” também é de comprimento minimal na classe
de conjugacao C de w. Entao, se K = J(w"), existe, pela Proposi¢ao 2.48, um elemento
y € Xy tal que KY = J. Unindo a isto o fato de que w* € Wk, concluimos que
w* € Wj;. Como w é de comprimento minimal em sua classe de conjugacao em W,
temos [(w™) > l(w) = [(w”). Além disso, o Lema 2.37 nos mostra que a desigualdade
[(w®) > I(w®™) também é vélida, uma vez que w® € Wy e y~! € X ;. Portanto, I(w™) =
[(w®) = l(w). Observe também que, pela Proposi¢ao 2.49, a classe C'y é cuspidal em Wy,
de onde podemos concluir, pelo Teorema 2.50, que C N W; = Cj e, por isso, w™ = w"

: ) (ury) =

para algum u € W;. Portanto, (v~ try)w* = v toyw™ = v twry = (u~
w(u~tzy) e o elemento u~lxy centraliza w". Se escrevemos u~'ry = a -z para a € W
e z € X; (Proposicio 2.26), obtemos claramente a inclusdo Cy, (w*)(u"tzy) C Wz e,
pelo item (i), temos z € N;. Além disso, da igualdade K¥ = J segue, pelo item (iii) do
Lema 2.30, que Xx = yX;. Como z € Nj e Ny é subgrupo de W, podemos concluir
que 271 € Nj C X e assim yz2~! € Xg. Pelo item (i) do Lema 2.30, 2y~ 1 Xy C Xy,
onde L= K¥ ' = J " = J. Segue que zy~! € Xk é o tinico elemento de comprimento
minimal na classe lateral Wz (observe que zy~! = a~'u~'xz € W;z). Portanto, zy~! = =
e J* = J(w").

(iii) Pela Proposicao 2.26, podemos escrever v na forma v = u-x com u € Wy, z € X .
Temos entao w¥ = (w")*. O Lema 2.37 nos garante que a conjugagao com x nao diminui
o comprimento. Logo, l[(w) = l[(w") > l(w") > l(w) e a igualdade [(w") = l[(w) é verda-
deira. Portanto, w" é de comprimento minimal em sua classe de conjugacao. Pelo item
(ii), temos J(w") = J((w")*) = J(w")* e a Proposi¢ao 2.49 nos mostra que J(w") = J, o

que finaliza a demonstracao. O

Antes de enunciarmos o préximo teorema, precisamos das defini¢oes a seguir. Dado um
elemento w € W, seu conjunto de ascengao é o conjunto A(w) = {s € S| I(sw) > l(w)},
e o conjunto D(w) = {s € § | l(sw) < l(w)} é chamado conjunto de descengao de w.
Observe que, dado J C S, o conjunto Xy dos representantes distintos das classes laterais
a direita de W pode ser definido simplesmente por X; ={w € W | J C A(w)}.
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Teorema 4.14 Seja w € W um elemento de comprimento minimal em sua classe de

conjugacao em W. Entao, para v € W, temos
(i) J(w") =Dw™) & v =wq)-
(ii) J(w') = A(v™) & v = w ) wo.

Demonstracao: (i) Suponhamos que J(w) = D(v~!) e denotemos por L o conjunto
D(v~!). Pelo Lema 2.24, v=! = wy, - & para algum = € X;. Como J(w®) = L, podemos
obter uma expressao reduzida w' = sy---sp com s; € L,i = 1,...,k. Assim, temos
(W) = si"--- 5% e, como a conjugagdo por wy, preserva o conjunto L (Lema 2.25),

L ¢ um elemento de L e [((w")"t) < k = [(w"). Por outro lado, considerando que

cada s;’
w¥ = ((w”)¥L)¥L, uma vez que wy, = (wy) "' (Proposicio 2.23), concluimos analogamente
que [((w?)"2) > l(w") e, portanto, vale a igualdade I((w")"%) = l(w”). O Lema 2.37 nos
garante que [(w") = [((w¥)*) < [((w¥)"t*) = I(w) e, portanto, w”, assim como w, é um
elemento de comprimento minimal em sua classe de conjugagao. Pela Proposicao 2.48,
podemos afirmar que L = J(w") e J(w) sdo subconjuntos conjugados de S. O item (iii)
do Lema 4.13 mostra mais precisamente que L* = J(w).

Suponha que I(x) > 0. Observe que x ¢ L, pois, caso contrario, terfamos 22 = 1 e,
uma vez que x € X, chegariamos ao absurdo de que I(1) = l(zx) > I(z). Seja s € D(x) e
seja M = LU{s}. Pelo Corolario 2.43,  é um produto reduzido z = d -y com d = wrwyy,
o representante das classes laterais de Wy em Wj; de maior comprimento. Segue que
vl =wp -z =wyy- y, e assim M C D(vil) =L C M. A contradi¢ao mostra que z = 1
e, portanto, temos L = J(w) e v = wr, = W j(y)-

Reciprocamente, tomando v = wy(,) e fazendo J = J(w), temos w” € W, pois
u,v € Wy, Logo, J(w”) C J. Se s € J(w"), entdo s € J, sv € Wy e, portanto,
[(sv) < (v), pois v é o elemento de comprimento maximal em W;. Como o comprimento
de sv difere de [(v) por uma unidade, devemos ter [(sv) < I(v), isto é, s € D(v). Portanto,
J(w?) € D(v) = D(v71), ja que v =v"1

Por outro lado, se s € D(v), entao existe uma expressao reduzida para v que comega
com s. Como v € Wy, a Proposicao 2.17 nos garante que s € J. Observe agora que,
como v é de comprimento maximal em W}y, a conjugacao por v preserva o conjunto J e,
portanto, [(w") = [(w) e o elemento w", assim como w, é de comprimento minimal em
sua classe de conjugagao em W. A Proposigao 2.48 nos mostra entdo que J(w") = J*
para algum z € X ;. Assim, |J(w")| = |J?| = |J|. Por outro lado, como w” € W, temos
J(w?) C J. Mais do que isso, devido ao fato de J ser finito, vale a igualdade J(w") = J.
Portanto, s € J = J(w”) e os conjuntos J(w") e D(v~!) coincidem.

(ii) Como a conjugacao pelo elemento wy de comprimento maximal em W preserva o

conjunto S (Lema 2.25), é facil ver que J(w™") = J(w)"° para todo x € W. Afirmamos
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também que, se x € W, entao D(z"°) = D(z)"°. Com efeito, pelo Lema 2.25, temos

s € D) < I(sz™) <I(z")
< (sworwy) < l(wozwp)
< l(wo) — I(swoz) < l(wp) — l(zwp)
& l(woswoz) < l(wo) — (H(wo) — U(z))
& U(s"0r) <I(z)
& s e D(x)
& seD(x)"°

Observe também que A(x) = D(zwp) para todo x € W. De fato,

s € A(x) l(sz) > l(x)
l(wo) — l(sz) < l(wp) — I(x)

l(szwp) < l(zwp)

SO R

s € D(zwy).
Portanto, D(x)"° = D(x"°) = D(wozwy) = A(woz) e, pelo item (i), temos
T@) = J(w) = D) = Al(wn) ) & 2 = wygy

Fazendo v = 2wy, concluimos a demonstragao. 0

O préximo lema, demonstrado por Carter [1] em 1972, é necessario para a nossa prova

do teorema de Solomon.

Lema 4.15 Sejam A = {aq,...,an} um conjunto de raizes simples, V um espago eucli-
diano que admite A como base, e W o grupo de reflexoes associado a A (como no Capitulo
1). Entao, para qualquer w € W, l(w) € igual ao nimero de autovalores de w diferentes

de 1 (considerando suas multiplicidades). Em particular, l(w) < n.

Demonstragao: Como fizemos no Capitulo 1, dado o sistema simples A = {ay, ..., ay},
podemos associar a ele um conjunto S = {si,...,s,}, onde cada s; é uma reflexdo em V
que aplica a raiz simples «; em seu oposto —q; e fixa pontualmente o hiperplano ortogonal
H; de o. Seja k = l(w) e seja w = s;, - - - 53, uma expressao reduzida para w com si; € S.
Tomando [ como sendo o nimero de autovalores de w diferentes de 1 (contando com suas

multiplicidades), queremos mostrar que k = [. Considere o subespaco
U=H,; ﬂ...ﬂHik

de V' formado pelos vetores fixados por w. Afirmamos que (R, +Ray, ... +Ra;, )+ é um

subespago de U. De fato, se u é ortogonal a Roy;, +Ray, ... + Roy, , entao, em particular,
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u € ortogonal a cada «;;, ou seja, u € U. Como w é um operador linear ortogonal, w é
diagonalizdvel [5, p.317] e n—1 = dim U > dim(Ra;, +Ra, . . .+Ra;, )& > n—k. Podemos
concluir entao que [ < k.

Vamos supor por um momento que w nao fixa nenhum vetor nao nulo, ou seja, [ = n.
Seja o € A uma raiz simples. Como w nao fixa nenhum vetor nao nulo, w — I é nao
singular e, portanto, existe um elemento v € V' tal que (w — I)v = . Entao wv = v + a.
Observe agora que
2(v, @)
(a, )

(wv,wv) = (v,v) = (v+a,v+a) = (v,v) = =-1

e segue que Sav = v+a. Logo, wv = s4v e (sqw)v = v. Segue da Proposicao 1.17 que sqw
é um produto de reflexdes que fixam o elemento v e, portanto, pertence a um grupo de
reflexdes de posto menor que n. Assim, sow é um produto de no méximo n — 1 reflexdes.
Entao w é um produto de no maximo n reflexoes, isto é, k = [(w) < n = L.

No caso em que w fixa algum vetor nao nulo, podemos tomar Vi como sendo o su-
bespaco de V' formado pelos vetores fixados por w e VIL, o seu complemento ortogonal.
Entéo, dimV+ =1 e dimV = n —[. Como w fixa cada vetor do subespaco Vi, w fixa, em
particular, os vetores de uma base (finita) de V;. Pela Proposicao 1.17, concluimos que w
¢ um produto de reflexoes s,, que também fixam cada vetor dessa base e, portanto, fixam
V1 pontualmente. Entao todas as raizes «; correspondentes pertencem a VIJ-. Como w
fixa algum vetor ndo nulo, temos dimVy =n —1 > 0e dimVi- =1 < n = dimV. As
raizes que estao em Vll formam um sistema de raizes no subespago gerado por elas. Esse
subespaco tem dimensao menor que n e w é um elemento do grupo de reflexées associado
a esse sistema de raizes. De modo analogo ao que fizemos no caso em que | = n, podemos

concluir que w é um produto de no maximo [ reflexoes, isto é, k < [. O

Uma consequéncia muito relevante do Teorema 4.14 é a seguinte férmula, provada por
Solomon [9] no ano de 1966. Vamos dar aqui uma (nova) demonstragdo desse teorema

usando os resultados encontrados neste capitulo.

Teorema 4.16 (Férmula de Solomon) Para J C S, seja wy o cardter de permuta¢ao
da agdo de W sobre as classes laterais de Wy, definido por mj(w) = [Fizy w,(w)|, e seja
€ o cardter sinal de W, definido por e(w) = (=1)"®) para w € W. Entdo vale a igualdade

> (-l =e.

JCS

Demonstragao: Seja w um elemento qualquer de W. Observe que Wixw = Wiz <

-1

w® € W;. Como X; é uma transversal a direita de W, temos 7;(w) = |Fizy, w, (w)| =

{z e X; | w™ " € Wy}|. Assim,

SO =Y e Y =3 Y o,

JCS JCS :1:€1XJ zeW J(wx_l)ng.A(x)
w® eWy
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ja que
reX;aJC A ew” eWye Jw® ) CJ.

Para calcularmos isto, precisamos observar que, para quaisquer conjuntos finitos A e
B com A C B, temos

PG LN DRI

ACJCB ICB-A

Se A # B, entao, pelo Teorema Binomial,

|B—A|
> 0= X (1)t = s <o
ICB-A k=0

Por outro lado, se A = B, entao Z (=DM = (=1)IB=Al = (=1)® = 1. Portanto,
ICB-A

> (—1)|J|:{ (=11 se A= B,

ACJCB 0, caso contrario.

Veja entao que, para A = J(wx_l) e B = A(z), temos

PCLLET O DI

JCS zeW
J(w " )=Az)
Sabemos que todo carater de um grupo é uma funcao de classe, ou seja, é constante
em cada classe de conjugagao. Portanto, 7wy é uma fun¢do de classe para cada J C §

3

e, consequentemente, Z(—1)|J|7TJ também é. Assim, podemos supor, sem perda de
JCS
generalidade, que w é de comprimento minimal em sua classe de conjugacao. Pelo item

(ii) do Teorema 4.14, essa soma, na verdade, consiste apenas de um dnico termo, obtido

1

tomando 7" = W j(w)Wo, € temos

Z(—l)wm(w) = (—1)MAwowsw)l,

JCS

Como provado no decorrer da demonstracao do Teorema 4.14(ii), podemos observar

que A(wow j(w)) = D(w}”(ow)) = D(w ()" e assim

‘A(waJ(w))’ = |D(wJ(w))wo| - ‘D(wJ(w)N = ‘J(w)’7

onde a tltima igualdade segue da Proposigao 2.23(c).

Observe agora que todos os elementos de J(w) aparecem em qualquer expressao re-
duzida para w, como vimos no Corolario 2.13. Entao, I[(w) > |J(w)|. Por outro lado, o
Lema 4.15 nos mostra que [(w) < |J(w)| e, portanto, vale a igualdade I(w) = |J(w)|, de

onde podemos concluir que
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S (=)l w) = (<)M = (1)) = e(w).

JCS

0

A importancia dessa férmula torna-se clara, por exemplo, considerando a teoria das
representagoes dos grupos finitos do tipo Lie. De fato, a construcao e a irredutibilidade

do carater de Steinberg seguem diretamente da férmula de Solomon (veja Carter [2]).
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