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Resumo

Sejam F um corpo infinito e G a dlgebra de Grassmann infinitamente gerada. Nesta disser-
tagao descrevemos os polindmios centrais de GG, denotado por C(G), quando car(F') # 2.
Mostramos que C(G) é T-espago limite quando car(F') > 2 e finitamente gerado quando
car(F) = 0. O segundo resultado principal desta dissertagao é a exibicao de infinitos
T-espagos limites quando car(F') > 2.

Os resultados citados acima foram extraidos dos artigos [5] e [11].

Palavras-chave: Pl-algebras, identidades polinomiais, polinomios centrais, T-espacos.



Abstract

Let F be an infinite field and let G be the generated infinite Grassmann algebra. In this
dissertation we describe the central polynomials of G, denoted by C(G), when char(F') #
2. We show that C(G) is limit T-space when char(F") > 2 and finitely generated when
car(F') = 0. The second main result of this dissertation is the apresentation of infinite
limit T-spaces.

The results cited above were extract from the papers [5] and [L1].

Keywords: Pl-algebras, polynomials identities, central polynomials, T-space.

1



Agradecimentos

Agradeco a Deus por me dar a cada dia a perseveranca e a forca para continuar. Agradeco
sobretudo, pelas oportunidades que me deu e continua a dar.

Agradego a minha mae Ana, ao meu pai Rubens, aos meus irmaos Jackeline e Anderson
e a minha namorada Rynelk, pelo apoio e por entender minha auséncia nestes ltimos
anos.

Agradego ao meu orientador, professor Dimas José Golgalves, pela paciéncia, atencgao,
dedicacao e por ter me apresentado de forma interessante a PI-algebra.

Agradeco ao professores do programa de Pés-graduacao em matematica da UnB, que
contribuiram para minha formagao, em especial: Irina Sviridova e Elves Alves de Barros
e Silva.

Agradeco ao professores José Antonio e Humberto Luiz, por terem aceito avaliar meu
trabalho e pelas sugestoes dadas.

Agradego ao professor Antonio Carlos Tamarozzi, pelo incentivo e amizade nestes
ultimos 6 anos.

Agradeco aos meus colegas e amigos de graduacao e Pés-graducao, pela atencao, con-
selhos e companheirismo, em especial: Alexandre, Alex (Teld), Fébio, Emerson, Ilana,
Keidna, Marco Eduardo, Mayer, Mayra, Otto, Raildo Lima, Renata, Saieny, Tiago, Vini-
cius Martins, Vinicius Elias, Valdiego.

Agradecgo ao meu amigo e colega de moradia Luis Aramis, pela amizade e convivéncia.

Agradego ao Cnpq, pelo apoio financeiro.

111



Sumario

ntroducao

I . Pralim |
(1.1 Pl-algebras| . . . . . ... . ...
M2 THdeald . - - o o o oo e

(1.3 Polinomios multi-homogeneos| . . . . . . ... .. ... ... ... ...,

(1.4  Polinomios proprios| . . . . . . . . . . . ...

[1.5 Polinomios Centrais e T-espacos| . . . . . . . . ... ... ... ... ....

[2 Polinémios Centrais para Algebra de Grassmann
2.1 O T-ideal T(G)| . . . . . . ..o
2.2 O T-espaco C(G)| . . . . . . . ...

[3 T-espacos Limites|

(3.1 O T-espago C(G) para n variaveis fixadas|. . . . . . . ... ... ... ...

[3.2  Infinitos T-espacos imites| . . . . . . . ... ... ... L.

[Referencias Bibliograficas|

v

11
14
16

18
18
22

33
33
44

53



Introducao

O assunto estudado nesta dissertacao esté inserido na Teoria de Pl-dlgebras, isto é, al-
gebras que satisfazem identidades polinomiais. Mais especificamente, foi feito um estudo
do tema Polinomios Centrais e também de T-espacos. Faremos abaixo um resumo dos
termos e resultados principais desta dissertacao.

Sejam F um corpo, X = {z1,xs,...} um conjunto enumerdvel e F(X) a F-algebra
associativa livre com unidade, livremente gerada por X. Um T-ideal de F(X) é um ideal
fechado por todo endomorfismo de F(X). Similarmente, um T'-espaco é um subespago
vetorial de F(X) fechado por todo endomorfismo de F({X).

Seja I um T-ideal de F(X). Um subconjunto S C I gera I como um T-ideal se I
¢ o menor T-ideal de F(X) que contém S. Um T-espago de F(X) gerado por S (como
um T-espago) é definido de uma maneira similar. Pode ser mostrado que o T-ideal (7-

subespago) gerado por S é o ideal (subespago vetorial) gerado por todos polinémios

f(gla"'7gm)a

onde f = f(z1,...,2,) € S e g; € F(X) para todo i.

Nés sugerimos ao leitor os livros [7, [8, [10] para um estudo mais detalhado a respeito
de T-ideais e sugerimos [4, [5 [13], [12] para o estudo de T-espagos.

Se F é um corpo de caracteristica 0, entao todo T-ideal em F(X) ¢ finitamente gerado
(como um T-ideal); esse é um famoso resultado de Kemer [14], [15] que resolv eu o Problema
de Specht. Além disso, sobre tal corpo F, todo T-espago de F(.X) é finitamente gerado; isso
foi provado recentemente por Shchigolev [19]. No caso em que o corpo F é de caracteristica
p > 0, existem T-ideais e T-espagos de F(X) que nao sao finitamente gerados.

Um T-espago V* de F(X) é chamado limite se todo T-espa¢o maior W 2 V* é fini-
tamente gerado como um 7T-espago mas V* nao é. Segue do Lema de Zorn que se um
T-subespaco V' nao é finitamente gerado, entao ele esta contido em algum 7-subespaco
limite V'*.

A dissertacao esta dividida da seguinte maneira:



No Capitulo 1 estudamos os conceitos basicos da Teoria de Pl-algebras, conceitos
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho.

No Capitulo 2 reservamos uma se¢ao para falar das identidades polinomiais da dlgebra
de Grassmann G. Estudamos um resultado de Krakowski e Regev [17] (ver também
Giambruno e Koshlukov [9]) que descreve as identidades polinomiais de G quando o
corpo FF ¢ infinito. Depois reservamos uma secao para falar dos polinomios centrais de G.
Estudamos um resultado de Brandao Jr., Koshlukov, Krasilnikov e Silva [5] que descreve
os polinoémios centrais de GG, denotado por C(G), quando F é infinito. Nessa segdo também
¢ mostrado que C'(G) é um T-espaco limite.

No Capitulo 3 estudamos o artigo de Gongalves, Krasilnikov e Sviridova [11], o qual

trata da exibicao de infinitos T-espagos limites.

vi



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

1.1 PI-algebras

O objetivo desta secao é fornecer ao leitor a definicao de PI-algebra e alguns exemplos a
respeito de tal tema.

Toda &algebra considerada nesta dissertacao, salvo mencao contraria, tera como corpo
base um corpo infinito F. Quando nos referirmos a uma algebra A sobre F, diremos
simplesmente que A é uma algebra. Tais dlgebras serao sempre associativas e unitarias.

Seja X = {z1,29,...} um conjunto enumerdvel. Chamamos de varidveis (letras) os

elementos
L1,y ...
e dizemos que
m = T Ljy ﬂfik

¢ um monomio (palavra) de comprimento k. Denotaremos por F(X) a algebra associativa
livre, livremente gerada por X. Uma base de F(X) como espago vetorial é o conjunto
de todos os mondmios e a multiplicacao em F(X) é definida a partir do produto dos

elementos da base:
('Iilxi2 e Ilm)('rjlw_j? e xjn) = xilxiQ e ‘/Bi'mwjlx.jQ e x]n

Os elementos de F(X) sao chamados de polinomios, e se f é um elemento em F(X),
escreveremos f = f(x1,...,x,) para indicar que somente as variaveis z1, ..., x, aparecem
em f.

Definimos o grau de um monomio v como sendo o seu comprimento e o denotamos
por degu. Também definimos o grau de u na variavel z; como sendo o niimero de vezes

que z; aparece em u e denotamos deg, u. Analogamente, o grau de f = f(x1,...,z,),

1



1.1. PI-algebras Capitulo 1. Conceitos Preliminares

denotado por deg f, é o maior dos niimeros deg u para v monomio de f, e o grau de f em

r;, denotado por deg,. f, ¢ o maior dos nimeros deg,. u, onde u ¢ um monomio de f.

Definigao 1.1.1. Sejam A uma dlgebra e f = f(x1,...,2,) € F(X). Se para todos

ai,Qs,...,a, €A
flay,...,a,) =0,
dizemos que f € uma identidade polinomial de A.
Note que o polinomio trivial f = 0 é uma identidade polinomial para toda algebra.

Definicao 1.1.2. Se A € uma dlgebra que satisfaz uma identidade polinomial nao trivial,

entdo dizemos que A € uma Pl-dlgebra.

Antes de fornecermos alguns exemplos de Pl-dlgebras, fixaremos algumas notagoes.

Sejam a e b elementos quaisquer de uma algebra A. Definimos o comutador de a e b por
la,b] = ab — ba.
Recursivamente, podemos definir o comutador de comprimento n da seguinte maneira:

[a17a27 s aan] = [[a17a27 cee aa'n—l]7an]a

onde a; € A. Por célculo direto podemos mostrar que
[a1, ag, as] + [az, as, a1] + [as, a1, a2) = 0, (Identidade de Jacobi) (1.1)
para quaisquer a, as, a3 € A e
lab,c] = a[b,c] + [a,c]b e a,bc] = bla,c] + [a,b]c. (1.2)

Por inducao sobre n, a primeira identidade de ([1.2) fica
[aras -+ an, ] =Y ar - a; 1[as, Jaigr - an. (1.3)
i=1

Exemplo 1. Se A € uma dlgebra comutativa, entao o polinomio

f(z,y) = [z,9]

¢ uma identidade polinomial de A. Portanto A € uma Pl-dlgebra.
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Definicao 1.1.3. Defina

Stn('rlu s ,ZEn> - Z (SgTLO')ZEU(l) T xU(")’

O'ESn

onde S, € o grupo das permutagées do conjunto {1,...,n} e (sgno) € o sinal de o. St,

¢ chamado de polinomio Standard de grau n.
Segue da definicao do polinomio Standard as seguintes propriedades:

1) Se um monomio
To(1) " To(G)* Tali) " To(n)

aparece em St, com coeficiente F1, entao

2) Sto(z1,. Yy ey Yy, xy) = 0;
3) St(x1,...,0x,...,2,) = aSty(x1,...,2j,...,2,), onde a € F;

4) Stp(xy, ...,y + 2,...,2) = Stp(xr,...,y, ..., x,) + Stp(x1,...,2,...,2,), onde
y,z € X ={x1,19,...}.

Exemplo 2. Se A ¢ uma dlgebra de dimensao finita, entao A é Pl-dlgebra. Se dimA < n,

entdo St, € uma identidade polinomial para A.

Demonstracao: Seja {ej,...,e,} uma base para A. Logo m < n. Se ay,...,a, sao
elementos quaisquer de A, devemos provar que St,(aq,...,a,) = 0. Como a; € A, temos
m
a; = Z Qij, €5,
Ji=1
Logo,

Stn(&l, Ce ,an) = Stn(z aljlejl, cey Z Oznjnejn)

Ji=1 Jn=1

m m
= E Oéljl“’g oznjnStn(ejl,...,ejn)

J1=1 Jn=1

= 0
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Observe que a segunda igualdade segue das Propriedades 3) e 4) anteriores e a terceira

igualdade segue da Propriedade 2). 0O

Exemplo 3. O polinémio Standard de grau n® + 1 é uma identidade polinomial para
M, (F). Em particular Sts é uma identidade para My(F).

Observagao 1. Chamamos a atenc¢do do leitor para o fato que a dlgebra M, (F) ndo
satisfaz identidades polinomiais de grau < 2n. Além disso, o famoso Teorema de Amitsur-
Levitzki (ver [1]) diz que o polinomio Standard Sts, € uma identidade polinomial para
M, (F).

Exemplo 4. O polinomio de Hall
f(x1, 29, 23) = [[$1,$2]27I3]

¢ uma identidade polinomial para My(F).

ap; a
Demonstracgao: Seja A = e

e denote por p(t) seu polindémio caracteristico:
21 A22

t—an a2

p(t) =det(tly — A) =

= (t —an)(t — an) — a1209

a1 t—axn
= t*— (a1 +axn)t + -
= 11 T A22 a11G22 — A12G21

= > —tr(A)t + det(A).
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos
p(A) =0= A% —tr(A)A + det(A) L.
Se A1, Ay € My(F), entao para A = [A;, Ay] temos
(A, Ag)? = +tr([Ay, Ag])[Ar, As] — det([Ay, As]) L.
Uma vez que
tr([Ag, Ag]) = tr(A1Ay — AsAy) = tr(A1Ay) — tr(AA;) =0,
temos
[A}, Ag)? = — det([Ay, A)) [, = Mo,

onde A = —det([Ay, As]). Se Az € My(F) entao [Al2, As] = 0 e portanto
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[[A1, As]?, As] = 0,

para quaisquer Aj, As, Az € My(F). 0

Exemplo 5. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo infinita com base {ej,es,...}. A
dlgebra de Grassmann (ou dlgebra Exterior) de V', denotada por G, € a dlgebra gerada por
{1,e1,ea,... } que satisfaz a sequinte relagdo:
61‘6]‘ = —ejei
para quaisquer i,7 € N. O polinomio f(xy,xo,x3) = [T1, X2, 23] € uma identidade polino-
mial para G.
Demonstragao: Como f é multilinear é suficiente mostrar que f(ag,as,a3) = 0, onde
ai, as, az sao elementos quaisquer da base de G.
Uma base para tal algebra é o conjunto
{1}U{€Z’1€Z’2... Cim ]mEN, 7/-1 <i2 < v <’Lm}

Sejam a1, as elementos da base de GG. Entao

m n*

alzeil-..ei e a2:6j1-..6j

Uma vez que e;e; = —eje;, temos

ar, a0 = lei, -+~ €5, €50 e, ] = (1= (=1)™)es, -+~ €i€5, -+ €,
Logo, [a1,as] estd no centro de G e portanto [[ai,as],a3] = 0, onde a3 é um elemento
qualquer da base de G. Assim, f é uma identidade polinomial para G. 0

Como podemos ver, sao muitas as algebras que satisfazem uma identidade polinomial.
Agora surge a seguinte questao: Sera que toda algebra é uma Pl-algebra? A resposta é
nao. A élgebra F(X), por exemplo, nao é Pl-dlgebra. Para ver isto, suponhamos que

f(z1,...,x,) seja uma identidade polinomial nao nula de F(X). Assim,

f(fl(xl)’ S 7fn(xn)) = Oa

onde f;(z;) = x; para todo ¢ =1,2,...,n. Absurdo.

Veremos agora outro exemplo: Seja A a algebra
A= M(F) x My(F) x «-- x Mu(F) x ---

com operagoes definidas coordenada a coordenada. Se f(x1,...,z,) é uma identidade de
grau d para A, entdo f é identidade polinomial de grau d para cada M, (IF). De fato, isso

segue da igualdade

f((aln)nENa ceey (amn)neN) = (f(alna ce 7amn))n€N7

onde (i )neny € A. Assim, para n € N com 2n > d temos um absurdo pela Observagao .

b}



1.2. T-ideais Capitulo 1. Conceitos Preliminares

1.2 T-ideais

Nesta secao caracterizamos o conjunto das identidades polinomiais de uma algebra. Ele
¢ um T-ideal. Forneceremos esta definicao e algumas propriedades de extensao de endo-
morfismos.

De agora em diante, denotaremos por T'(A) o conjunto das identidades polinomiais de

uma algebra A.

Problema 1. Dado um conjunto S de identidades polinomiais de A, como construir

novas identidades a partir de S?

(a) SeaeFe f(xy,...,x,) €S, entao af(xy,...,z,) € T(A);

(b) Se f(x1,...,2n),9(x1,...,2,) €S, entao
f(xla"wxn)+g(x17"'7xm) GT(A)’
(c) Se f(x1,...,x,) € Seg(zy,...,xm) € F(X), entao

flre, . x)g(ze, .. ) € T(A)
e

g(x1, . ) f(xy, .. ) € T(A);
(d) Se f(x1,...,z,) €S eqgr,...,g, € F(X), entao

fg1,- .., 9n) € T(A).

Definicao 1.2.1. Seja B uma dlgebra e I um subespaco vetorial de B. Dizemos que I é

um ideal a esquerda se,
bi el

para todo b € B ei € I. Dizemos que I é um ideal a direita se,
wel

para todo b € B ei € I. Dizemos que I é um ideal ou ideal bilateral se, I for simultane-

amente ideal a esquerda e a direita.
Exemplo 6. Se A é uma Pl-dlgebra, entdo o conjunto T(A) é um ideal de F(X).

Demonstragao: Segue dos itens (@]),(b) e (c) anteriores. O
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Definigao 1.2.2. Seja I um ideal de F(X). Dizemos que I é um T-ideal se, para todos
f(z1,...,x,) € I e quaisquer gy, ..., g, € F(X) temos f(g1,...,9n) € I.

Exemplo 7. Se A é uma Pl-dlgebra, entao T(A) é um T-ideal de F(X).

Demonstragao: Consequéncia do Exemplo @ e item @ 0O

Em contraste com Exemplo [7], podemos fazer a seguinte pergunta: Se I é um T-ideal
de F(X), serd que I = T'(A) para alguma algebra A?

Definigao 1.2.3. Seja A uma dlgebra e I um ideal de A. Defina a relagdo de equivaléncia

em A da sequinte maneira:
a~b<= (a—0) €l
Denotamos a classe que contém a € A por a. Observe que:
a=a+1={a+i|iel}.

Denote por A/I o conjunto das classes de equivaléncia. Defina as sequintes operagoes em

A/l

[ 1+

® ay-ay = aiag;
onde o €F e ay,as € A. Com essas operagoes, A/I € uma dlgebra.
Em resposta a questao anterior temos o seguinte:
Lema 1.2.1. Seja I um T-ideal. Entao
I =T[F(X)/I).

Demonstracao: Seja f(z1,...,z,) € I. Considere n elementos quaisquer i, gz, - - - , n

no quociente F(X)/I. Temos
f(mv"wg_n):f(gla"'7gn):6a

pois f(g1,...,9s) € I. Logo f € T(F(X)/I).
Tome agora f(xy,...,2,) € T(F(X)/I). Como Ty, ...,T, € F(X)/I temos

sz(x_bax_n):f(xla)wn)

e portanto f(xy,...,z,) € I. O
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s

Definicao 1.2.4. Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformagao linear p: A — B ¢

chamada de homomorfismo se,

plaraz) = p(ai)p(az)

para quaisquer ay,as € A. Se o homomorfismo p for bijetivo, dizemos que p € um isomor-

fismo. Neste caso, também dizemos que A e B sao dlgebras isomorfas. Se p: A — A ¢

um homomorfismo, dizemos que p € um endomorfismo.

Lema 1.2.2. Seja A uma dlgebra. Se aq,as, ..., a,,... € uma sequéncia de elementos em

A, entao existe um unico homomorfismo

p:F(X)— A
tal que
p(z1) = @
p(ze) = ay
p(xn) = an

Demonstracao: A funcao p : F(X) — A definida por
p(f(xy,...20)) = flar,...,a,)

¢ um homomorfismo e satisfaz

p(x;) = a;, para todo i.
Suponha que exista outro homomorfismo 1 com tal propriedade, isto é ,

V(i) = a;.
Se f(z1,...,2,) € F(X) , entdo
U(f(r, . ma)) = f0(a), .. (@)

= flay,...,ap)
= p(f(xy,...,2,)).

Logo v = p. 0

Observacgao 2. Se p: F(X) — F(X) € um endomorfismo, entdo
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p(f(xb s 7xn)) = f(p(xl)v s 7p(xn))

Coroldrio 1.2.3. Fize n € N. Se g1,...,9, € F(X), entao existe um endomorfismo
p: F(X) — F(X) tal que

p(r1) = g

p(Tn) = Gn

Demonstracao: De fato, pelo lema anterior, existe um endomorfismo p tal que

(

plz1) = ¢

p(Tn) = gn
P(mn-i-l)
p(xn+2) =

Proposicao 1.2.4. Seja I um ideal de F(X). Entao I é um T-ideal se, e somente se,
p(I) C I para todo endomorfismo p de F(X).

Demonstragao:(=-) Seja p um endomorfismo de F(X) . Se f(z1,...,x,) € I, entdo

p(f(zy, ... z0)) = fp(x1),. .., plx,)) € 1.

(<) Seja f(x1,...,x,) €T e gy,y...,g, € F(X). Queremos provar que f(g1,...,9,) € I .

Considere um endomorfismo p de F(X), tal que

p(z1) = g
p(Tn) = gn
Logo, f(g1,--..9n) = [(p(z1),. .., p(zn)) = p(f(@1,. .., 20)) € L. O

Definicao 1.2.5. Seja A uma dlgebra e S C A . O ideal gerado por S € o menor ideal
de A que contém S.

Observe que o ideal gerado por S existe, pois € a interseccao de todos os ideais de A

que contém S.
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Lema 1.2.5. Seja A uma dlgebra e S C A. O ideal gerado por S € o subespaco vetorial

de A gerado pelos elementos
a18az, (1.4)

onde ay,a9 € A eseS.

Demonstragao: Seja I o espago vetorial gerado pelos elementos da forma ([1.4)). Temos
que I é um ideal que contém S. Agora, se J é um ideal qualquer que contém S, entao é
claro que J contém os elementos da forma ((1.4)). Portanto I C J. Logo I é o menor ideal

que contém S. O

Definigao 1.2.6. Seja S CF(X). O T-ideal gerado por S é o menor T'- ideal que contém
S. Denotamos ele por (S)".

Proposicao 1.2.6. Seja S C F(X). O T-ideal gerado por S € o ideal de F(X) gerado

pelos elementos
f(gl7"'7gn)7
onde f(x1,...,x,) €S € qr,...,9, € F(X).

Demonstracao: Pelo Lema o ideal gerado pelos elementos f(g1,...,g,) é 0 espaco

vetorial gerado pelos elementos

gOf(gla see 7gn)gn+17 (15)

onde f(z1,...,2,) € Sego,...,gnr1 € F(X). Denotando por W o espago vetorial gerado
pelos elementos da forma (|1.5]), mostraremos que W é um T-ideal de F(X). Para isso, é
suficiente mostrar que V ¢ € End(F(X)) vale

(10(90,][‘(917 G 7gn)gn+1) eWw.

Mas

©(9of (915 9n)gnt1) = ©(90)e(f(915- -, 9n))P(Gns1)

= (g0) f(p(g1);s - 0(gn)) P(Gn+1) -
m eF(X)

Logo ©(gof(g1s- - 9n)gni1) € W,V ¢ € End(F(X)). E claro que se U é um T-ideal que
contém S, entdo W C U. Portanto W = (S)". O

10



1.3. Polinémios multi-homogéneos Capitulo 1. Conceitos Preliminares

Corolario 1.2.7. Se S C F(X), entdo o T-ideal gerado por S € o espago vetorial gerado
pelos elementos
90 (91,2 Gn)gn+1

onde f(x1,...,2,) €S € go,. .., gnt1 € F(X).

Demonstragao: Consequéncia direta do Lema e da Proposicao [1.2.6] 0

1.3 Polindomios multi-homogéneos

Dado um T-ideal I, existe o interesse em encontrar um conjunto S “bom” de geradores
para ele. Nesta se¢ao, mostraremos que dependendo do corpo, S pode ser formado por
elementos multi-homogéneos (corpo infinito) ou multilineares (corpo de caracteristica 0).

Seja m = m(xy,...,r,) um monoémio em F(X). Dizemos que m tem multigrau

(dy,...,d,) se a variavel x; aparece d; vezes em m.

Exemplo 8. x?z3x3r, = m tem multigrau (3,2,5).

Seja f = f(x1,...,x,) um polinémio onde todos os monémios de f tem multigrau

(dy,...,d,), dizemos que f é multi-homogéneo com multigrau (dy, ..., d,).
Exemplo 9. x3z3 + bxixiz179 + T2} € multi-homogéneo com multigrau (2,3).

Se um polinémio f(z1,...,2,) é multi-homogeneo com multigrau (1,...,1), dizemos

que f é multilinear de grau n nas variaveis 1, ..., Tp.

Exemplo 10. O polinomio Standard

St = 3 (=100 Tt

O'ESn

¢ multilinear de grau n.

Denote por P, o conjunto dos polinomios multilineares de grau n. Uma base para P,

é o conjunto dos monoémios

To(1)Lo(2) """ LTa(n)s

onde o € S,,. Logo, dim P, = n!. Assim, um elemento qualquer em P, tem a cara

f(xla B ,IEn) = Z UgTo(1) """ To(n)s

O'ESn

onde a, € F.

Dado um polinémio qualquer f = f(z1,...,x,), sempre podemos escrever

11



1.3. Polinémios multi-homogéneos Capitulo 1. Conceitos Preliminares

f _ Z f(ch,...,dn)7

d120,...,dn >0

onde f(@-dn) & a componente multi-homogénea de f com multigrau (di, . .., d,).
Exemplo 11. Considere o polinomio f(xy,13) = 1179 + 2371 + dTox1. Temos

f(z1,25) = w9 + 2321 + STo7y

= T1%9 + Ox2x1 + :p%xl
—_—

— f(]-v]-) _|_ f(172)'

Teorema 1.3.1. Seja F um corpo infinito. Se f(xy,...,x,) = Z fldedn) “entio
d120,...,dn >0

(HT = (fed) | dy >0, dy > 0)7
Em particular, todo T-ideal é gerado por seus elementos multi-homogéneos.

Demonstracgao: Escreva
ni
f = f(o) + f(l) 4+t f(nl) — Zf(i)’
i=0

onde f@ é formado pelos monémios de f, onde a varidvel x; aparece i vezes.

Como F ¢ infinito, existem n; + 1 elementos distintos em F: ag, aq, ..., ap,. Temos
ni
o .
flager,ma, ) = Y aif@e(f)’
i=0

Considere o seguinte sistema de equagoes:

flapzy, o, ... xy) 1 of - at f©
flagzy, za, ... xy) 1 af - o Fo
- )
f(anlxlaan"'7xn) 1 a'}ll Oégi f(nl)
N -~ J/ Ny -~ AN - J/
B A U

onde A é a matriz de Vandermonde e det(A4) =[], ;(; —a;) # 0. Logo A tem inversa e

A'B =U. Assim fO,f1,...,f™ sao combinacoes lineares de

flaoxy, zay ... xy), floqzy, o, .o xn), .oy [, X1, Tay oo 2.
Como (f >T é, em particular, um espaco vetorial, segue que

12



1.3. Polinémios multi-homogéneos Capitulo 1. Conceitos Preliminares

FOLFO e ()
Por indugao sobre n, temos que
) (),
para todos d; > 0,...,d, > 0. Assim,
(fldn) | dy > 0,...,d, > 0)" C (f)".

_ di,...,d : 5
Como f = E 1 ") segue a outra inclusio D. 0O
d1>0,...,dn >0

Em corpos de caracteristica zero, polinomios multilineares sao muito importantes para

T-ideais devido ao seguinte:

Teorema 1.3.2. Seja F um corpo de caracteristica zero. Se f € F(X), entdo existe

S C F(X) formado por polinémios multilineares tal que

Em particular, todo T-ideal € gerado por seus elementos multilineares.

Demonstracao: Seja f = Z fldrwdn) — Como F ¢ infinito, temos pelo Teorema

d1>0,...,dn >0
.31 que
<f>T = (fldvda) | dy > 0,...,d, > O>T.

Considere fy(,fh""’d")

a componente multilinear de
g = f(dl""’d")(l’n + T2 Tdyy e Tl F Tz e Tpa,,)-

Entio fi'") € (g)" C (f-4)T e portanto

(fiire )T (it

Fazendo f(d1 dn) f,fl""’d")(xn, T12y s Tldys -« - s Ty Tn2y - - 5 Tnd, ), LEMOS
di,...ndn
f,(nl )(9:1,:1:1, T Ty Ty ) = dy ) - dyy) f(dn)
%/_/ (. ~ / ~~ -
d1 vezes dn vezes a
Como car(F) = 0, temos o # 0 e portanto f(@-dn) g (BN T ooq ( fldid)yT —
(fidrBNT “portanto, ()T = (f ) | dy > 0,.. . d, > 0)7. -

13



1.4. Polinémios proprios Capitulo 1. Conceitos Preliminares

1.4 Polindmios proprios
Nesta se¢ao introduzimos o conceito de “Polinomio Préprio” e enunciamos alguns resulta-
dos importantes que serao utilizados durante a dissertacao.

Definicao 1.4.1. Um polinomio € dito ser proprio se ele for uma combinac¢ao linear de

produtos de comutadores.
Assim, um polinémio préprio é combinacao linear de elementos do tipo
[xillvxim s 7xi1t1][xi217 Liggy - - 7Ii2t2] T [Iinuxinz? s 7xintn]'
Exemplo 12. Um exemplo simples € o polinomio
flxy, xo, k3, 14) = [11, T2 [T3, 4] — 3|1, T2, X3|[T1, T2, T2, To][T1, T3, T4].

Denote por B o conjunto dos polindomios préprios de F(X). Seja L(X) o espago
vetorial gerado pelos elementos x1, 29, ... e por todos os comutadores de comprimento
> 2. Denote por [ uma base para L(X) formada por X e por “alguns” comutadores.

Ordene os elementos de 8 de modo que
1 < Xy < x3 < --- < (comut. de comp. 2) < (comut. de comp. 3) < --- . (1.6)

O préximo teorema é bem conhecido em Pl-algebra. Uma demonstracao para o mesmo

pode ser encontrado em [7] pagina 42.

Teorema 1.4.1. Uma base para F(X) é o conjunto dos elementos formados por 1 e
UrUsg -+ + - Uy, (1.7)

onde u; < ug < -+ < uy estio em 3.

Assim, um polinomio da base de F(X) tem a forma:

ni,.n2 n Ny Niigi Niqin...i
xl :CQ “ e xmm PN [xil,xi2] 112 ... [xh;xig; x’ig] 2122?13 .. . [in:CiQ; . 73:1',5] 112 Zt’
onde n; ;, ;, > 0 para todo i = (i1, 142,...,%;) e m > 0.

Exemplo 13. Sejam F um corpo infinito e
fz1,22) = 563353[332,551][932,551,131 .
Temos que

f(l4z1,29) = (1+3:1)2x§[;1:2, L4+a4][xe, 1+ 21, 1 +21] = (14224 +x%)x§[x2,xl][x2,x1,x1].

14
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A componente multi-homogénea de multigrau (3,5) do polindmio acima é
g(z1, T2) = Ta[x9, 21][12, 71, 1]
A componente multi-homogénea de g(x1,1 + x2) com multigrau (3,2) é
h(z1,x9) = [xe, 21|[Ta, 1, 1]

Logo h e (f)T. Como f = x223h, temos f € (B)" e portanto (h)" = (f)".

Mostramos no exemplo acima que o T-ideal gerado por f é exatamente o T-ideal

gerado por um polinémio préoprio h. De um modo geral, quando o corpo ¢ infinito temos:

Teorema 1.4.2. Seja F um corpo infinito. Se I é um T-ideal, entao I é gerado por
seus elementos proprios multi-homogéneos. Se car (F) = 0, entao I € gerado por seus

elementos proprios multilineares.
Uma aplicacao do teorema acima é o seguinte exemplo.

Exemplo 14. Seja F um corpo infinito. Se A € uma dlgebra comutativa, entdo
T(A) = ([z1,z5])"

Demonstracao: Vimos no Exemplo (1] que [z1,x2] é uma identidade polinomial de A.
Logo ([x1,xs]) C T'(A). Para provar a outra inclusao, basta mostrar que cada polinémio

préprio f de T(A) estéd em ([z1,22])". Como f é combinacio linear de elementos do tipo

[:Einv Liqgy -ens milnl] U [ximl’ Lipay ooy ximnm]7

J/

-~

estd em([z1,32])T
temos que f € ([z1,x2])". 0

Se A é uma PI-dlgebra, considere o homomorfismo canonico ¢ : F(X) — F(X)/T(A).
Denote por B(A) a imagem de B por ¢, onde B é o conjunto dos polinomios proprios de

F(X). Observe que
B(A) ={p+T(A) | pe B}

Omitiremos a demonstragao da proxima proposi¢ao, mas mesma pode ser encontrada

em [7] pagina 46.
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Proposicao 1.4.3. Sejam A uma Pl-dlgebra e F um corpo infinito. Seja € um subcon-

jgunto de B formado por polinomios multi-homogéneos tal que
QA) ={p+T(A) | peQ}

seja uma base para B(A). Entdo os elementos
ni _no

Ty Ty - 'l.?nmp(xb‘r% R ,[L’m) + T(A)7

onde p € Q, formam uma base para F(X)/T(A).

1.5 Polinomios Centrais e T-espacos

Nesta secao introduziremos os objetos centrais desta dissertagao: polindmios centrais e
T-espacgos. Mostraremos que alguns resultados sobre T-ideais continuam vélidos para T-
espacos e demonstraremos outros que servirao de ferramentas para os préximos capitulos.

Se A é uma élgebra, denote por
Z(A)={z€ A| za=az, Ya € A}

0 seu centro.

Defini¢ao 1.5.1. Seja A uma dlgebra. Um polinémio f(xy,...,x,) € F(X) € chamado

de polinémio central se, para quaisquer ai,...,a, € A temos
flay,...,a,) € Z(A).

Denotamos por C'(A) o conjunto dos polinémios centrais de A.

Note que f(x1,...,z,) € C(A) se, e somente se,

[f(z1, ..., 2n), @] € T(A).

Podemos ainda afirmar o seguinte: f € C(A) se, e somente se, f + T(A) estd no centro
de F(X)/T(A).

Exemplo 15. O polinomio

[xla xZ]Q
¢ um polinomio central para Ms(F).

Demonstragao: Pela observagao acima, basta mostrar que [[x1, z2)?, 23] € T (Ma(F)) .

Pelo Exemplo {4] isto realmento ocorre. 0
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Definigao 1.5.2. Seja V' um subespago de F(X). Dizemos que V' é um T-espaco se, para
todos f(x1,...,x,) €V e quaisquer gy, ..., g, € F(X) temos

flg1, - gn) €V.
Exemplo 16. Se A é uma dlgebra, entio C(A) € um T-espaco.
Exemplo 17. Todo T-ideal é um T-espaco.
Defini¢ao 1.5.3. Seja S C F(X). O T-espago gerado por S é o menor T-espaco que

contém S.

Denotamos o T-espaco gerado por S por (S >TS. Observe que (S >TS sempre existe e é

a interseccao de todos T-espagos de F(X) que contém S.

Proposicao 1.5.1. O T-espago gerado por S é o subespago vetorial de F(X) gerado pelos

elementos
f(gla v >gn),
onde g1,...,9n € F(X) e f(xy,...,x,) €S.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado é andloga a Proposicao [1.2.6] 0

Observe que se [ é o T-ideal gerado por um conjunto S e

Sl = {xOf(mla ce 7xn)$n+1; f € S}?
entao I é exatamente o T-espago gerado por S;. Assim, a partir de um conjunto gerador

de um T-ideal I, podemos construir um conjunto capaz de gera-lo como um T-espago.

Proposicao 1.5.2. Seja V' um subespaco de F(X). EntdaoV é um T-espaco se, e somente
se, o(V) CV para todo ¢ € End(F(X)).

Demonstragao: E analoga a Proposicao m 0O
A demonstragao dos proximos resultados sao as mesmas feitas na Secao 1.3 quando
trocamos a palavra T-ideal por T-espaco.

Teorema 1.5.3. Seja F um corpo infinito. Se f(xq,...,x,) = Z fldiedn) entio
d1>0,...,dn >0

()T = (f@d) | dy >0, dy > 0)7°
Em particular todo T-espaco € gerado por seus elementos multi-homogéneos.

Teorema 1.5.4. Seja F um corpo de caracteristica zero. Se f € F(X), entdo existe
S CF(X), onde

e 0s elementos de S sao multilineares. Em particular todo T-espaco € gerado por seus

elementos multilineares.
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Capitulo 2

Polinomios Centrais para Algebra de

Grassmann

2.1 O T-ideal T(G)

Nesta se¢ao descreveremos o T-ideal T'(G) das identidades polinomiais da algebra de
Grassmann G. Mostraremos que T'(G) é gerado pelo comutador triplo [zq,x2, z3]. Ao
longo de todo capitulo, F serd um corpo infinito de caracteristica # 2.

Seja V' um espago vetorial de dimensao infinita com base {ej,es,...}. A dlgebra
de Grassmann (ou &lgebra Exterior) de V', denotada por G, é a dlgebra gerada por

{1,e1,ea,... } que satisfaz a seguinte relagao:
ee; = —eje;
para quaisquer 7,7 € N. Uma base para tal algebra é o conjunto
{1} U{eieiy... €, | meEN, iy <ig < -+ <y}
Considere a dlgebra associativa livre F(X). Seja J o ideal de F(X) gerado pelo conjunto
{zx; + x| 0,5 € N}

Note que se identificarmos o elemento z; + J da algebra quociente F(X)/J ao elemento
e; da algebra de Grassmann G, vemos que G é isomorfa a dlgebra quociente F(X)/J.

Destacamos em G os subespacos:

Go = (Lieyes,... e, | mépar, iy <iyg < -+ <ip),

Gi1 = (e €iy... €, | méimpar, iy <ig < -+ <ip).
Pode-se mostrar que G = Gy @ G e Z(G) = Go.
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2.1. O T-ideal T(G) Capitulo 2. Polinémios Centrais para Algebra de Grassmann

Denote por T' o T-ideal gerado pelo comutador triplo, ou seja,

T = <[l’1, T, I3]>T.

Lema 2.1.1. Para todos g1, g2, g3, g4 € F(X) temos:

i) O elemento [g1, go] + T estd no centro da dlgebra quociente F(X)/T';

i) (g1, g2][92, 93] + T =T}

i) (91, 92)[93, 94 + T = —[91, 93)[92, 94 + T

Demonstragao:
ii) Como T = {[x1, Zo, x3])T é um T-ideal, temos [xy, 23, 23] € T. Pelas identidades

(L.2) segue que

(w1, 2%, 23] = [[1, 23], x3] = [T2[T1, T] + [T1, To]To, T3] =

= Xo[x1, To, 3] + [T2, w3][x1, 22| + [T1, o] [Xe, 23] + [1, T2, x3]12 € T
Daf [xo, z3][x1, 22| + [71, T2 |2, 23] € T. J& que
(T2, z3)[T1, T2] = [21, Ta][X2, T3] + [[T2, T3], [21, 22]],

temos 2[xy, xo][x2, x3] € T e portanto [zy,xs][xe,x3] € T, pois car(F) # 2. Concluimos
assim a demonstragao de ii).
iii) Fazendo o = y1 + yo em [xq, xo|[z2, 3], temos que a componente multilinear de

(21, 91 + ya[y1 + Y2, 23] é

(21, 1] [y2, 23] + [21, Y2][y1, 3.

Como F ¢ infinito, segue que
[‘rh yl] [y27 I‘3] + [1:17 yQ] [ylv $3] SA

e portanto [g1, ga|[gs, g1] + T = —[g1, g3][g2, ga] + T para todos g1, 92, 93,94 € F(X).

Observagao 3. Seja o um elemento qualquer de Ssi,. Pelo item iii) do lema anterior e

pelo fato que [x;, x;] = —[x;, z;], seque que
[xa(l)a :UU(2)] T [w0(2k71)7 xa(?k)] +T1T = (Sgna) [‘rla :UZ} T [x2k717 ka] +T.
Uma consequéncia deste fato e do item 1) do lema anterior é que

(91, 92) - - [g2k—1, 9] + T =T

se g = g; para algum i # j.
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Lema 2.1.2. Seja I um T-ideal de F(X) tal que T'& 1. Entao
I= <[$1,.’1§'2, x3]7 [xla‘rQ] [x37x4] e [x2N717 x?NDT;
para algum N € N.

Demonstracao: Como F ¢ infinito e T' & I, existe f € I proprio multi-homogéneo que

nao estd em 7'. Escreva f como combinagao linear de elementos do tipo

W= [Tiyy, s Ty ] [Tiggs e oo s T, )

Se algum n; (comprimento do j-ésimo comutador) for > 3, entdo w + T = T. Podemos
entdo supor que n; = Ny = -+ = N, = 2. Se em w existir x;, = x;,, para algum p # q,

entao também w + T = T'. Portanto, f é uma combinacao linear de elementos do tipo

w = [Iipxiz] T [xiQk—17Ii2k]7

onde nao ocorre repeticoes de variaveis. Logo, f é multilinear. Sem perda de generalidade
podemos supor f multilinear nas variaveis xq,xs,...,To,. Entao f é uma combinacao

linear de elementos da forma

[To(1), To()] - [To(2h—1), Tom)],
onde o € Sy;. Pela observacao anterior, segue que

f+T=alry,z]  [vop_1,008] + T,

para algum 0 # o € F e k € N. Logo,

f=alzy,z] - [wop—1, mok] + 1,
onde h € T'. Portanto, se

N =min{k € N | [x1, 2] - [Tog_1, xox] € I},

entao

I = ([w1, 22, 23], [T1, T2)[T3, 4] - . . [T2N_1, TaN])T .

O préximo resultado pode ser obtido em [17].
Proposicao 2.1.3. Seja F um corpo infinito. Entao T(G) =T.

Demonstracao: Como [z1,x9, 23] € T(G), temos T' C T'(G). Suponhamos, por absurdo,
que T'G T(G). Segue do Lema que
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T(G) = <[331>5172, 51?3], [3?17552][373,334] cee [$2N—1,$2N]>T,
para algum N € N. Mas
[61, 62][63; 64] cee [€2N—17 €2N] = 2N€1€2€3€4 ...eany—1€an # 0

em G. Logo T(G) =T. 0

Proposigao 2.1.4. O espago vetorial F(X)/T tem uma base
e R A e R PP (2.1)
onder,m >0, j1 < jo <:++ < Jor, np > 0 para todo k.
Demonstracgao: Pela Proposicao [1.4.3| é suficiente mostrar que os elementos
[20s @] - [Ty 0, ] + T (2.2)
onde j; < jo < -+ < ja., formam um base para B(G), lembrando que

B(G) ={p+T(G)|pe B},

onde B é o conjunto dos polindomios préprios. E claro que os elementos 1} geram
B(G) (ver a demonstracao da Proposigao [2.1.2)). Mostraremos que tais elementos sao

linearmente independentes. Para isso, considere a seguinte combinacao linear
§ :aj[lev sz] T [szr—nszr] +T =T,
J

onde algum o; # 0. Entao

Z Qj ['lev xj?.] e [ij'r—l ) szr] eT.
J

Para este a; # 0, [z),,2},] - [T, 1, T4, ] € T(G) (componente multi-homogénea). Ab-

surdo. Portanto, tais elementos formam uma base para B(G). 0

Outro fato que usaremos nas proximas segoes é o préximo lema. Para uma demons-

tracdo detalhada, ver por exemplo [6].
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Lema 2.1.5. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2. Para todo g, g1, g2 € F(X)

temos o sequinte:
i) Os elementos gP +T sao centrais em F(X)/T';
i) (9192)" +T = 195 + T;

i) (g1 +g)P+T =9 +g5+T.

2.2 O T-espago C(G)

O objetivo desta secao é descrever os polinomios centrais da algebra de Grassmann G.
Mostraremos que C(G) é um T-espago limite se car(F) = p > 2 e finitamente gerado se
car(F) = 0. Relembramos que F é um corpo infinito de car(F) = p # 2. Os resultados

aqui apresentados encontram-se em [5].

Lema 2.2.1. Suponha que g = g(xa,...,x;) € F(X) € um polinomio que nao depende de
x1. Se x1g+ T € central em F(X)/T, entio g € T.

Demonstracao: Supondo que x;g9 + T é central em F(X)/T, temos que z19 € C(G)
e portanto [x19,x0] € T. Seja f(x1,x9,...,21) = x19(xa,..., 7). J4 que C(G) é um
T-espaco de F(X), temos

f(l,l'g,. . Jxl> = 9(132,. . ,LE[) S C(G>
Logo, x1]g, o] € T. Usando a identidade (1.2]) temos
[ﬂflg,l’o] = xl[gvx()] + [wla x()]g,

e portanto [x1,z0lg € T. Para finalizar a demonstragdo, suponha que g ¢ 7. Entao

existem wo, ..., w; € G tais que 0 # g(wy, ..., w;). Ja que
52{611612...6% | 1<lg < --- <’lk}

¢ uma base para G, podemos escrever g(ws,...,w;) como uma combinacdo linear de

elementos de 5. Suponha
a a a
glwy, ... wy) = E agqeltes’ .. eft
a
em que a; € {0,1}. Fazendo z1 = ;41 € 9 = €42 temos

lerr1, erialg(wa, ... wy) = 2ei11€i10g(wa, ..., wy) # 0,
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donde concluimos que [z1, xo]g ¢ T'. Absurdo! 0O

Embora tenhamos definido T-espago para subespagos de F(X), podemos estender
este conceito para subespacos da &lgebra quociente F(X)/T de uma maneira natural.

Usaremos isso no préximo lema.

Lema 2.2.2. Seja f(x1,x9,...,2;) € F(X) um polindmio homogéneo de grau 1 em xq .
Se f+T € central em F(X)/T, entdo f+ T pertence ao T-espaco de F(X)/T gerado por
[[El, JZQ] + T.

Demonstracgao: Escreva
= Z%‘ai%bz‘,
i

onde a; € F e a;,b; sao mondémios em F(X) (alguns deles podem ser iguais a 1). Como
ax1b = x1ba + [a, x1b] para todo a,b € F(X), temos

[ = Z&ﬂlbi@ri‘z@i[ai,mlbi]

= zn19(za,...,x) + h(xy,...,27),

onde h(zy,...,x;) =Y, ojla;, x1b;] esta no T-espaco gerado por [x1, 2] e g = g(z2,. .., 77)
nao depende de x;. Como f+ T e h + T sao centrais em F(X) /T, segue que x19 + T é
central em F(X)/T. Entao, pelo Lema [2.2.1] temos que g € T e portanto 19 +T =T

com

Assim, f + T pertence ao T-espaco de F(X) /T gerado por [z1,xs] + T. 0O
Lema 2.2.3. Se car(F) = p > 2, entao zh[x1,xs] + T pertence ao T-espago de F(X)/T
gerado por [xy,z5] + T.
Demonstragao: De fato,

[zhz1, zo] + T = (af[z1, 2] + T) + ([0, xo]z1 + T) = af@1, x2] + T,
pois pelo Lema temos que zp + 1 € Z(F(X)/T). 0
Lema 2.2.4. Sejam car(F) =p > 2 e f(z1,...,x;) € F(X) um polinomio homogéneo de

grau my em x1. Se f+ T € central em F(X)/T e my nao é mailtiplo de p, entio f+ T
pertence ao T-espaco de F(X)/T gerado por [xy,x5] + T.
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Demonstracao: Se m; = 1, entao este lema corresponde ao Lema [2.2.2
Suponha que m; > 1 e p{my. Escreva m; = pg+m, onde 0 < m < p. Pela Proposicao
2.1.4 f+ T é combinacao linear de elementos da forma

R R ) ET A IR A [ o

onde r >0, j; < -+ < Jor, np > 0 para todo k. Temos duas possibilidades para n;:

1) Existem polinémios em que n; = m;. Neste caso, j; # 1 e

xgnlx;u o 'I?l [le’xjé] T [xjérfu ‘rj2r] +T
= xlf%anxgz o 'xlnl [levxjé] T [ijT—l’:Cj2r]) +T.

2) Existem monomios em que ny = my — 1. Neste caso, j; =1 e

Q’Jlnl_lng T x?l [xla x]’z] T [xj2r—17x.j2r:| +T
= x;;?q(ajrln—lmgg e z?l [$17$j2] o [l'j2r—17$j2r]) +T.

Pelos dois itens fica claro que podemos escrever
f+T=alg+T,
onde g = g(x1,...,2;) tem grau m em ;.
Seja
g =f1+x,29,....,0)+T = (1+x)P9(1 +x1,29,...,29) + T.

Pelo Lema [2.1.5)
g1 = (1 + J’Jlj)qg(l + Ty, T2, ... ,I’l) +T.

Assim, a componente homogénea de g; com grau m em x; é g(xy,za,...,2;) +T. Segue
que g + T pertence ao T-espago de F(X) /T gerado por f+T. Como f+ T é central em
F(X)/T, qualquer elemento que pertence ao T-espaco gerado por f+ T também o é. Em
particular, g + 7" é central em F(X) /T

Seja h = h(y1, Y2, - -, Ym, T2, - - . , ;) & linearizagdo completa de g em relagdo a x;. Isto

significa que h(y1, Y2, - -+, Ym, T2, - .., x;) € a componente homogénea de

gy + v+ .o Ym, Tas 1)

que ¢ multilinear em Y1,Y2, - - -y Ym- Entao
hx,...,ilf,x,...,ilf —m'gl‘,,x .
(;,_l 2 l) ( ) ( 1 l)

m vezes

O polinéomio h é de grau 1 em y; e h + T é central em F(X)/T, pois estd no T-espago
gerado pelo elemento central g+7'. Portanto, pelo Lema|2.2.2| h+4T pertence ao T-espaco
de F(X)/T gerado por [z1,22] + T. O mesmo ocorre com
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g(zy, ... x) + T =m) h(xy, ..., ¢, 29,...,2) + T,
————

m vezes

Segue entao que f+T = (z{)Pg+ T pertence ao T-espago gerado por xg|zy, z2]+T. Este
ultimo, pelo Lema [2.2.3] estd contido no T-espago gerado por [z1, z5]+T. Portanto, f+T

pertence ao T-espaco gerado por [z, 29| + T 0O
Uma consequéncia deste resultado é o seguinte:

Corolario 2.2.5. Sejam car(F) = p > 2 e f(x1,...,2;) € F(X) um polinomio multi-
homogéneo com multigrau (my, ..., my). Suponha que f + T é central em F(X)/T e que
algum m; nao € maltiplo de p. Entao f+ T pertence ao T-espago de F(X)/T gerado por
(1, 2] + T

Antes de enunciarmos o préximo resultado, faremos alguns comentarios: O T-ideal T’

é gerado como um T-espaco pelo polinémio 1 [xs, 3, 4], Ou seja,
([z1, 22, 23])T = (21[2, 23, 2]) T
De fato, é claro que
(@1]w2, w3, 24])"® C ([w1, 22, 23]) "
Usando que ba = ab + [b, a], temos
x1[Ta, k3, x4 = TT5[T0, T3, 4] + 29[22, T3, 4], T5]

= 112579, T3, T4] + T1[[T2, 3], T4, T5].

]>TS

Portanto, ([x1, 22, z3])T C (z1[xe, 73, 74 e a demonstracao estd concluida.

Definicao 2.2.1. Considere o sequinte polinomio

q(x1, $2) = $11)_1[$1,$2]$12)_1

e defina para cada n > 1

qn(xh e 71:277,) = CI($1, I2>Q<x3u 954) e q<$2n—17 x2n>-

Lema 2.2.6. Para cadan > 1, g, € C(G) .
Demonstracao: Com efeito, para ver isto basta provar que

q(z1,22) = 3311”71[:1:1, xg]:r;g*l € C(QG).
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A demonstracao deste fato sera obtida a partir da identidade ((1.3) e Lema [2.1.1}
[q(x1, 22), 23] + T = [a8 [y, 202l ' as) + T =

([x1, z3)T1 . 21 (21, :vg].rg_l) + oot (21w [y, @3] [, 332]:6’2’_1)—1—
2wy, 2o, wsah T
(2P g, zo) (g, ws)wy . .. a) + .o 4 (28 g, wo)aa . o[, a3)) + T =
(p—1)(21 ... 2121, @3] [ry, m] b ") 4+ (p — 1) (a2 oy, wo][we, 23]ae . .. 20) + T = T.
Como [q(x1,z2), 3] € T(G), segue que q(x1,x2) € C(G). 0

Teorema 2.2.7. Seja F um corpo infinito de car(F) =p > 2. O T-espago C(G) € gerado

pelo polinomio
x1[T2, 3, 4] (2.3)
e pelos polinomios
T, TOq1, TOq2, oy TOGny - - - (2.4)

Demonstragao: Seja U o T-espago gerado pelos polinomios (2.3) e (2.4). Uma vez que
T(G) c C(G), obtemos x1[xs,x3,74] € C(G). Pelo Lema temos que ¢, € C(G).

Como zj também pertence a C'(G), temos que z8g, € C(G). Assim acabamos de mostrar

que U C C(G).
Provaremos agora a outra inclusao. Seja f(z1,...,x;) € C(G). Como F é um corpo in-
finito, podemos supor que f é um polinémio multi-homogéneo com multigrau (my, ..., m;).

Temos duas possibilidades: f € T ou f ¢ T.

Se f € T, entao f pertence ao T-espago gerado por (ver comentdrios na pagina
anterior).

Suponha agora que f ¢ T'. Vamos analisar duas situagoes:

a) Algum m; nao é multiplo de p. Pelo Corolério temos que f + T pertence ao
T-espaco de F(X) /T gerado por [z1,x5] + T. Logo, f pertence ao T-espaco gerado por
e [x1,23]. Como a componente multi-homogénea de multigrau (0, 1, 1) do polindémio

(1 —+ .Cl}o)p(l -+ xl)p_l[l —+ xy, 1+ LEQ](l -+ IEQ)p_l
é [z1, x5, temos que
([e1, 2a) ™5 C (ahah ™ oy, wolahy ™)™ = (ahr)™ .
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Portanto, f € U.
b) m; é multiplo de p para todo i. Escreva m; = pg; e f + T como combinagao linear

de elementos da forma

ni,.ng n
Ty Ty™ - Ty [‘rip xi2} U [‘riQk—l’xiQk] + T’
onde £ >0, 7; < iy < --- <19, n; > 0. Reescrevemos o elemento acima como
PO pgi; —1 Pligy, —1 Py
xl . ajil e o . xl [a:h’a:h] e [$i2k—17xi2k] + T

Observando que pg; — 1 = p(g; — 1) + (p — 1), temos a nova expressao

pPa

p(qi;—1) p—1 (i, —1) p—1
pa L P =l P T et

'Tl m’il 11 19k 19k [l‘il’ xiQ] T [xiQk—l’ xiQk] + T

Pelos Lemas e[2.1.5, os elementos ¥ + T, [x;,z;] + T € Z(F(X)/T) e
(x120)P + T = alab + T. Logo,

(qi;-1) -1 (qig,—1) -1
(Iclh )p T (xz1q - )prl e (xiQka >p$§2k T (x?l)p[xilvxiz] e [xi2k717'r7:2k] +T

(i — ) (Qi *1)
- (xgl)p""('rql l)p"'(x 2" )p"'(x?l)pq(l‘ilvxiz)"'Q(‘rizk—l’xizk>+T

i1 12k
q1 (‘Iil—l) (Qigkfl) qi\p
RN Ty, s Py, i) e q( iy Tay,) T
_ D
= 2oq(Tiy, .., 2iy,) + 1,

(gi-1) _x(qz‘gk—l)

q1 qa __ 4
onde x7' - -y ik - xf' = xg. Portanto f € U e o teorema estd provado.

Seja I o ideal de F(X) gerado pelos elementos fP, onde f = f(z1,...,2,) € F(X) nao

tem termo escalar:

e denotaremos por W,, o T-espago gerado por

Ty, TG, -y THGn-
A seguinte proposi¢ao ¢ uma reformulagao de [[I§], Lema 13].
Proposigao 2.2.8 ([18]). Sen € N, entdo existe k(n) > n tal que quu) € Vo +T + 1.

Na verdade, segue da demonstracao de [[18], lema 13| que podemos assumir k(n) =
n+ 1.
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Lema 2.2.9. Sen €N, entao V,+F+1=W, + 1.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que V,, + F + 1 C W,, + I. Observe que
é suficiente mostrar que V,, + F C W,,. Note que para todo i < n temos ¢; € W, pois
definindo
f(xo,z1, ..., x9) = xhqi(T, . .., T2)

temos f(1,x1,..., o) = ¢;- Além disso, para h(zg) = zf temos h(1) = 1. Logo V,, + F C
W, como queriamos.

Agora vamos provar que W,, + I C V,, + F + . Para isto, é suficiente mostrar que
W, CV,+F+ 1. Sejam go,gi,...,g polindomios quaisquer em F(X). Suponha que

go=a+ f,onde o € F e f é um polinémio sem termo escalar. Como car(F) = p, temos
gh=a’+ fFeF+1I

Por outro lado,

Baqi(g1, ..., 92) = (@ + [P)qi(g1,- -, g2i) = &Pqi(g1, - - ., g2i) + D,

onde h € I. Segue que ghqi(g1,-..,92) € V; + I para todo i. Como W, é gerado como
subespago pelos elementos gf € ghq;(g1, ..., 2), onde i <mn e go,g1,..., g2 € F(X), segue
que W,, CV,, +F + I como queriamos. O

Usando conceitos basicos de algebra linear, pode-se mostrar facilmente a proxima

observagao.

Observagao 4. Seja U um espaco vetorial e considere Uy, Uy e Uz subespacos vetoriais
de U tais que Uy & Uy e Uy NUs = {0}. Entao Uy + Us & Uy + Us.

Teorema 2.2.10. Seja F um corpo infinito com car(F) = p > 2. Entao C(G) ndo é

finitamente gerado como um T'-espago.
Demonstracao: Convém notar que pelo Teorema temos

C@G) =W, +1).

n>1

Assim, para mostrar que C'(G) nao ¢ finitamente gerado como T-espago ¢ suficiente veri-

ficar que
Wo+T CWoa +T

para todo n. Por defini¢ao, V,, C V,,41. Entao V,,+T+1 C V.1 +7T +I. Pela Proposigao
esta inclusao é estrita, ou seja, V,, + 1T + 1 & V.11 + T + I. Agora, para cada [, se
feVi+T+1,entao f(0,...,0) =0. Logo
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(Vi+T+1)nF={0}.
Pela Observacao [4] temos
Vo+T+I1+F GV, +T+1+F.
Portanto, pelo Lema [2.2.9
Wo+T+1 G Wy +T+1

para todo n. Consequentemente W,, +71 ¢ W, .1 +T.
Agora suponha que C'(G) é finitamente gerado como T-espago, isto é, existem gy, ..., g

tais que
C(G> = <gl7 o 7gl>TS‘
Entao g1 € W,,, +T,...,g € W,,, + T para alguns ny,...,n;, pois

@) = JW.+1).
n>1
Se k = max{ny,...,m}, entdo gy,...,q € Wiy +T. Logo C(G) = Wy, +T e em particular
Wi +T C C(G) = Wy +T. Absurdo! Portanto C(G) nao ¢é finitamente gerado como
T-espaco. 0O

Proposigao 2.2.11. Seja W um T-espago de F(X) tal que C(G) & W. Entao existe um
T-ideal I 2 T tal que W = C(G) + 1.

Demonstracao: Seja I o maior T-ideal contido em W, tal que 7" C [. Entao temos
I+C(G) € W. Mostraremos que W C I+C(G). Seja f(x1,...,x;) um elemento qualquer
de W. Como F ¢ infinito, podemos assumir que f é multi-homogéneo de multigrau
(mq,...,my).

Se cada m; é multiplo de p, entao f € C(G) C C(G) + I. Para mais detalhes, ver a
demonstracao do Teorema - item b).

Suponha que algum m; nao é multiplo de p. A menos de uma permutacao das variaveis,
podemos assumir que ¢ = 1. Assim m; = pg+ m, onde 0 < m < p. Os argumentos
que utilizaremos de agora em diante nesta demonstracao sao praticamente os mesmos que
foram utilizados na demonstracao do Lema[2.2.4] Caso haja alguma divida nas afirmagoes
feitas aqui, sugerimos que o leitor releia tal lema. Pelas consideragoes feitas anteriormente

temos
f+T=aYg(xy,...,x))+ T,
onde g é a componente homogénea de grau m em z;. Logo g € W. Seja
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h:h(yl7"'7ym7x2a"'7$l)

a componente multilinear em 41, ...,y de g(y1 + ... + Ym, T2, ..., x;). Entdo h € W. Ja

que h é linear em ¥, podemos escrever
h=nh(yi, . Ym; T2, ..., 1) = E a;azy1b;,
i

onde a; € F e a;, b; s80 mondmios (alguns deles podem ser iguais a 1) que nao dependem

de y;. Como
a;y1b; = y1bia; + [as, y1by),

temos h = yhi + ho, onde h; nao depende de y; e hy € ([z1,22])7%. Logo hy € W
e portanto y1hy € W. Note que como W é um T-espaco, z1y1h; € W para qualquer
z1 € F(X) (basta colocar y; = z1y; em y1hy). Uma vez que ([x1,2:])T C W, segue que
[y1h1, z1] € W. Assim temos

y1hiz1 = z1y1ha + [yiha, 1] € W

Acabamos de mostrar que o T-ideal gerado por h; esta contido em W. Como I é o maior
T-ideal contido em W, segue que hy € I. Assim h € [ + C(G). Uma vez que

Mz, ... 21,29, ..., 1) = (m)g(xy, 22, ..., x;)
e 0 <m < p, segue que
g(x1, e, ... ) = (M) h(zy, ... 2y, 20, .., 1) € T+ C(G).
Assim 2% € I + C(G). Como f+T = 2g(xy,...,2;) + T, temos f = 21%g + f1, onde

fi €T C C(G). Portanto f € I + C(G). O

Definicao 2.2.2. Um T-espaco V nao finitamente gerado é dito um T-espaco limite se,

para qualquer T-espago W de F(X) tal que V- C W temos que W ¢é finitamente gerado.

Lema 2.2.12. Se V' é um T-subespaco nao finitamente gerado, entao V estd contido em

algum T subespaco limite V'*.

Demonstracao: Seja X o conjunto de todos os T-subespacos de F(X) que nao sdo

finitamente gerados e que contém V| isto é,
X ={W CF(X) |V CcW, W é T-subespaco nao finitamente gerado}.

Note que X é um conjunto parcialmente ordenado pela inclusao. Tome agora uma cadeia

C em X e considere P como sendo a uniao dos elementos de C. Observe que P € X e
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todo elemento de C' é menor que P. Assim, P é um limitante superior para C. Logo,
pelo Lema de Zorn, X possui um elemento maximal V*. Observe que V* é um T-espaco
limite. De fato, suponha que V* nao é um T-espaco limite, entao existe um T-espaco W
tal que V.C V* C W e W nao ¢ finitamente gerado. Consequentemente temos W estéd

em X, e é “maior’que V*. Absurdo, pois V* é um elemento maximal.

O

Teorema 2.2.13. Se F ¢ corpo infinito de car(F) = p > 2, entao C(G) é T-espago limite.

Demonstracao: Segue do Teorema que C(G) nao é finitamente gerado como
T-espago. Portanto, se C(G) € W, basta mostrar que W é finitamente gerado como
T-espaco.

Pela Proposicao [2.2.11] temos W = I + C(G) para algum T-ideal I de F(X) com
T C I. Pelo Lema[2.1.2] I é gerado como um 7T-ideal por

[$1, $2,$3] € [$17$2][$3a 904] te [$2N—1,$2N]7

para algum N € N. Portanto, I é gerado como T-espago por

$0[$1,$27$3]$4 (2-5)

wolT1, Ta)[3, T4] - - - [Tan 1, Tan|ToN 11 (2.6)
Uma vez que o T-espaco C(G) é gerado por e pelos elementos

Ths TOHq1, TG, -+ THAN: TOAN1, - - - (2.7)
segue que o T-espago W = I + C(G) é gerado por (2.5), e (27). Se s > N, entao

1

P _ p—1 p—1 p—1 p— p—1 p—1
x0qs + T = wowy [wy, wolay - wyy_ g [wan—1, ol o 2 [Tas, waslan + T

= (woxd a2 [y, m) - [wan—1, Tan] (- - - [Tas_1, 2as)) + T,

pois os elementos [z;, z;] + T sdo centrais em F(X)/T. Logo x}qs € I para todo s > N.
Segue que W é gerado como um 7-espago pelos polinomios ([2.5)), (2.6) e

p P P
Ty, Toqiy- -, TopdN-1-

Portanto W é um T-espaco finitamente gerado. 0O
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Proposicao 2.2.14. Se car(F) = 0, entdo o T-espaco C(G) € gerado por 1 e pelos
polinomios

xl[x27 x3, 'r4] € [1'1, 372].

Demonstragao: Denote por W o T-espaco gerado pelos polinomios do enunciado. Ja
sabemos que W C C(G). Agora, como car(F) = 0 segue que C(G) é gerado por seus
polinémios multilineares. Seja f € C'(G) um polindmio multilinear. Se f é um polinémio
com grau nulo, entdo f € F. Se o grau de f é nao nulo, entdao como f € C(G), temos do
Lema [2.2.2 que f estd no T-espaco gerado pelos polindmios x1[xs, 3, 24] € [21, 22]. Logo,
C(G) CW. 0O
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Capitulo 3

T-espacos Limites

3.1 O T-espaco C(G) para n variaveis fixadas

Ao longo de toda a segdo, I serd um corpo infinito de car(F) = p > 2. Relembramos que

X ={x1,...,Zy,...}. Agora, denote por X,, o conjunto {z1,...,x,} e denote por C,, o
conjunto dos polinémios centrais da algebra de Grassmann G nas n variaveis xq, ..., T,,
isto é,

C, = C(G) NF(X,,).

O objetivo principal desta se¢ao é mostrar que C,, é um T-espaco limite de F(X,,) quando
n ¢é par e finitamente gerado quando n é impar.

Para cada k € N, seja TG+ o T-ideal de F(X) gerado pelos polinémios
(21, 22, w3] € [21, To][w3, 14] - - - [Tor—1, Tox).
Relembramos que
q(zy,w0) = 2 My, wa)ab T e qulm, . wa) = qlan, ) - - q(@apo, Do)

Defina, para cada [ > 0,

4

l_
qO (1, 20) = 2 ag, xo)al e ¢, wo) = O (21, 20) - - O (makr, Tan).

Nos capitulos anteriores, a notagiao T era designada para o T-ideal T = ([xy, x5, 23])7.

Para manter a notagao do artigo [11], denotaremos tal T-ideal por TG isto é,

Defina T = T® NF(X,,).
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Lema 3.1.1. Se n < 24, entdo

TG NF(X,) =T, (3.1)

n

Demonstracao: Sejam gy, ..., g2+1 polinomios em F(X,). Por linearidade, podemos

escrever

9o [917 92] L [g2i—17 g2i]g2i+1

como combinagao linear de elementos
molmay, ma) . .. [Mai—1, Mailmaiy1,

onde my, ..., ms; 11 Sa0 monomios. Estes, por sua vez, sao combinacao linear de elementos
do tipo

Uo [ﬂ?jp sz]ul e Uz‘—l[-’%ifl ) %i]uu

onde ug, ..., u; sao monomios. Agora,

ol Tl « o Wi [Ty gy )+ T = woun < wilwg, 2] [T ) T = T

A dltima igualdade segue do fato que temos a repeti¢ao de dois x’s. Concluimos assim o

resultado. O
Outro lema que sera usado posteriormente é o seguinte:
Lema 3.1.2. Ser > i, entao
aPg (w1, ... L) € TG,

Demonstragao: Como [a,b] + T3 estd no centro de F(X) /TG segue que

1

l'gqr —+ T(S’i) = xigl'llji . l’g;l[.xl, Z'Q] . [3721‘,1, %21'] . [1'27,,1, xzr] + T(S’i) = T(S’i).

A demonstragao esta concluida. 0O

Denotamos por Q¥ o T-espaco de F(X) gerado por q,(f), isto é,

Q4 = (e )™
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-1

A componente multi-homogénea com multigrau (p'=,...,p'~1) do polinémio

q,gl)(l —|—l’1, cey 1 —f—l‘Qk)

= (1+ 1‘1)pl_1[$1, ) (1 + $2)pl_1 (14 332k—1)pl_1[172k:—17 Tor] (1 + I%)pl_l
¢ igual a

(l_l) o pl71—1 plfl_l pl71—1 plfl_l
Y4y (w1, .., Tok) = Y7 (21, 2oy T Tok [%k—lawzk]xzk )

onde
pl 1 2k
v = <pl—1 B 1) =1 (mod p).
Assim Q¥=D Q%D ¢ portanto
!
> QED = Q. (3.2)

1=0

O seguinte lema é uma reformulacao de um resultado de Grishin e Tsybulya [I3),

Teorema 1.3, item 1)] e serd usado para demonstrar a proxima proposicao.

Lema 3.1.3. Seja

m = 'xclll_lxgz_l e x;zk_l[ajla 1'2] Tt [1‘2]6—17 x?k]a

onde a; > 1 para todo i. Se p' (onde I > 0) é a maior poténcia de p que divide a; para

todo 1, entao
(m)™ + T® = Q* L 7,

Proposicao 3.1.4. Sen = 2k, k > 1, entao Cn/T,g?’) ¢ gerado como um T'-espaco de
IF(Xn>/T,§3) pelos polinomios
QZIl) + T7(13)7 $Il)ql(l’2, l‘g) + T7(13)7 Cen ,I?qk,1($2, Ce ,l’gk,l) + T(s) (33)

n

Juntamente com os polinomios

{0 @y, .. o) +TO | 1=1,2,.. }. (3.4)
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Sen=2k+1, k> 1, entdao C’n/T,Eg) ¢ gerado como um T-espaco de F(Xn>/T7(L3) pelos

polinomios
a? + T aPqy (w9, 23) + TP, 2l qu(@a, . . . Toppr) + T, (3.5)
Demonstracao: Seja U o T-espaco de F(X,,) definido da seguinte maneira:
i) T, B cu ;

ii) o T-espago U/ 73 de F (Xn)/ T 6 gerado pelos polinomios 1' e 1) se n = 2k,
e pelos polinomios (3.5)) se n = 2k + 1.

Para provar a proposigao, mostraremos que C,/ 7 =U /T, 3) (equivalentemente, C,, =
U). E facil ver que U/ ¥ C C, / TY. Resta entdo provar que C,, / ¥ cU / 7Y (equiva-
lentemente, C,, C U).

Seja h um elemento qualquer de C,, = C(G) NF(X,,). Vamos mostrar que
h+ T8 e U/,

Uma vez que h € C(G), segue do Teorema que

b= e+ a5, S0+,
J (4,9)

onde vj,wm,fégi’j) € F(X), aj,a;; € F, ¥ € T®. Como h € F(X,), podemos assumir
que vj, w; j, fs(i’j)7 h' € F(X,) para todo i, j, s. Logo

h + T3 = Z Cl/j’Uf + Z Oé@ngjqi(fl(id), N 2(27])) + Tygg)
J (4,5)

Relembramos que 7% é o T-ideal em F(X) gerado pelos polindémios
(21, T2, 23] € [w1, 2] - - [T2-1, Tai].
Pelo Lema , se 2i > n, entdo TG) NF(X,,) = 7Y Além disso, pelo Lema
wl (), 7)) e TOD,

Logo,

S D anulia (A ) € TEY NR(X,) = 1.

i>5 7
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Segue que

h+TO =3 ap? + 33 agwla( A7, 157 + T,
J

<2

Vamos analisar agora a paridade de n:
a) Sen =2k +1 (k>1), entao

k
h+TH =" an? + 3N agula(A7, . 57 + T,
j =1 j

Assim, h+ T e U /T como era o desejado.
b) Se n =2k (k > 1), entao

h + T7(13) =hy + he + T7(13)7

onde
k-1 N
h=>o! + > agul (7, 57,
J =1 J

ha = argwl a (S0, fa)).
7

Como h; + T7§3) pertence ao T-espaco gerado pelos polinomios |j entao segue que
hy + ¥ eU /T, 3 Por outro lado, pode ser mostrado que hy + T 6 combinacao linear

de polinomios da forma m + Tég), onde

m =2l [y, 0] - [T, Tak].

(

Afirmamos que, para cada m desta forma, o polinémio m + TQ? eU/ TQ(,Z’). De fato, pelo

Lema [3.1.3]

(m)TS 4 T®) — QU 4 7@

para algum [ > 0. Como Q% c Q®*Y, podemos assumir que [ > 1. Temos

m:gl+92;
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onde g; € QD e gy € T®. Como Q*D = (¢INTS & TG) = (z)[zy, w5, 24)z5)TS, temos

D, (4 ‘
:ZaiQIgj)(ug ) u2k € g2 = Zﬁ] U2 a“3 a“z(ij)] éj)

para alguns «;, 3; € F, ul ,vs € F(X). Substituindo, se necessario, algumas varidveis
por 0, podemos assumir que ug ), v§ ) ¢ F(Xok) e go € T2,€ Segue que m—i—TQ(k,)
T-espago de F(X2k>/T2k gerado por q,g) +T2(k) para algum [ > 1. Logo, m+T2k € U/T%

e portanto h + TQ(Z) € U/TQ(,Z’) como era desejado.

pertence ao

Completamos assim a demonstracao da proposicao. 0O

Proposicao 3.1.5. Se n = 2k, k > 1, entio C,, € gerado como um T-espago de F(X,,)

pelos polinomios
x1[Te, T3, 24, Y, BVq1(x2,23), .., Pqr_1(zay ... Top_1)
Juntamente com os polinomios
(¢ (zy, .. x) | 1=1,2,.. ).
Sen=2k+1, k>1, entao C,, € gerado como um T-espago de F(X,,) pelos polinémios
x1[Te, T3, 24], Y, BV (x2,23), .., ar(za, ... Tops1).

Demonstracao: Pelos comentarios apés o Corolario [2.2.5 temos que
<$1 [132, xs3, "E4]>TS — T(3)

Segue entao que xi[xe, T3, T4] gera 7' como um T-espago de F(X,,) para cada n > 4.

Agora o resultado segue da proposicao anterior. 0O
Seja Uk=1) o T-espaco de F(X) gerado pelos polinomios
oy, g (xe, x3), . qe1 (2, . .., Top1).
A préxima proposi¢ao é um caso particular de [13, Teorema 3.1].
Proposicao 3.1.6. Para cada |l > 1,
Q) 4 T®) /TG ¢ (Uk-1) 4 QU 4 TEI+D) /7).

Observagao 5. Os T-espacos (U(’C D4 17GNY /TG (QWD TG /TG ¢ TR+ /TG) 540
denotados em [13] por Y, _, ¢y, C;l) e C*+Y) respectivamente.

Corolario 3.1.7. Para cada |l > 1, ql(fﬂ) ¢ UFED 4 Ql) 4 7GR+,
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Demonstracao: Sabemos que Q1 é gerado pelo polindémio q](€l+1) e TG C T,
Se q](€z+1) e Uk-D 4 QD 4 TG+ ontio

(QUHD £ T®)) /7B C (U= 4 Qb 4 TBI+D) /TE),
O que contradiz a Proposicao m Portanto, q,(clﬂ) ¢ Uk—1) 4 QUel) 4 TBk+1) 0O
Proposicao 3.1.8. Para todo k > 1, Cy, nao € finitamente gerado como um T-espaco de
F(Xox).

Demonstracao: Pela Proposicao , Csy € gerado como um T-espago por 1. 2(,?;) junta-

mente com os polindbmios

xy, B1qi (T, 13), -, T qe-1 (T2, - .o, Top1) (3.6)

{qP(zy, .. ) | 1=1,2,.. ).

Vamos denotar por V; o T-espago de F(Xy) gerado por TQ(Z’), pelos polinomios 1) e por
{q,(:)(xl, .., o) | © <1}, Segue da definigao de V; que

Cor, = UVE (3.7)

>1

e também V; C Vo, C ... CV,C--..
Afirmamos que para todo [ > 1 vale V; & V4.
De fato, pelo Corolério temos

ql(€l+1) ¢ Uk-1 4 Qb 4 TBR+1)
e por 1} temos Zigl Q¥ = QD Logo

Vic Ukn 4 Z QW) TBRY) — (=1 L Qled) 4 TR+

i<l
e consequentemente q,(jﬂ) ¢ V. Portanto,
VighG - GWG . (3.8)

Segue de (3.7)) e (3.8) que Cy nao ¢ finitamente gerado como um T-espago de F(Xo).
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Para quaisquer 1 <14 < --- <4 <neay,...,a, > 0 tais que a;,,...,a; > 1, defina
ai an
xl o e xn N .
—— como sendo 0 mondémio
x’Ll PR x’Lt
ai a
Ty Ty b
- v — xl e :L‘n ,
':CZI PR x’Lt
onde b; =a; —1se j € {i1,...,4} e aj = b caso contrério.
Lema 3.1.9. Seja f(xy,...,2,) € F(X) um polindmio multi-homogéneo da forma
ai a
x e x n
— aj a 1 n
f =ar; T, + § , Qiq,... iat) [xinxiz] T [xi2t—17xi2t] (39)
Liy = Ligy

1< < <12¢e <n

onde o, a,.. i) € F. Seja L = (f)T% + ([x1, 2])T5 + T®. Suponha que a; = 1 para
algum i. Entio L =F(X) ou

L = <[:L'1, CL’QDTS + T(3) ou L= <l’1[l’2, (L‘g] cee [ZL‘Q@, $29+1]>TS + <[l’1, JIQDTS -+ T(3)

n—1
para algum 0 < *5=.

Demonstragao: Segue da Proposicao [2.1.4] que qualquer polinémio multi-homogéneo
f(z1,...,2,) € F(X) pode ser escrito, médulo T®), na forma . Podemos assumir
(permutando os geradores livres x1, ..., x, se necessario) que a; = 1.

Observe que se a # 0, entdo f(z1,1,...,1) = axy € L. Assim, L = (1)"° = F(X).

Suponha que o = 0.

Afirmagao: podemos assumir, sem perda de generalidade, que f tem a forma f(z1,...,z,) =
r19(xa, ..., x,), onde
ang e xan
g = Z a(i17--~7i2t)—n[xil7xi2] to ["Ei2t717$i2t]' (310)
Ty ++* Tig,

2<iq < <igp<n
t>1

a
zll CE%"

De fato, considere um termo m = (i), Tiy) -+ [Ty, Tiy,) €M (3.9)).

TiqTigy
Se i > 1, entao

xaQ ceeqpfn
2 n
m=ax [xim xi2] T [xi2t—1’ xi2t]' (3'11)
Liy * " Lig,
. ~ / / zo2.zln . .
Se i; = 1, entdao m = m/[xy, xy,] - - [Tiy,_,, Tiy,], Onde M’ = 332 . Usando a identi-

dade (|1.2)) e usando o fato que [g1, go] + T estd no centro de F(X)/T®), temos
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m4+T6 = (21, m0,] - (@i s Tiny| + 7
= [mwy, @] [Ty Ty, — w1 [ i) - [Ty Ty + T
= (Mo, — Ty [Ty, i) - [Ty Tig) — 22 20y) - [Ty s iy, | + TP
= m'rimy, [Ty, iy [Tigeys Tiny] — Tiym T [ig, iy [Tigy 1y Ty ] —
—xy[m, i) [Ty Ty, ] F T73)
= m'ri[Tig, i, [Tige ) Ting | Tiy — Tiym 1 [ig, iy |+ [Ty 15 Tiy] —
—z1 [/, T, [Tige s Tiny] TG

= [m,xl[xi3v Ii4] T [x12t717 xiQt]’ xi2] - xl[mlv Ii2] e [x12t717 xim] + T(s)'
Consequentemente,
m = _xl[mla xiQ] T ['ri2t717xi2t] + h, (3‘12)

onde h € ([z1,25))"" + T®).

Por e existe um polinomio multi-homogéneo ¢; = ¢1(z2, ..., z,) € F(X),
tal que f = x19; + hq, onde h; € <[m1,x2]>TS +T®) . Além disso, pela nossa observacao
no comeco da demonstragao, segue que existe um polindmio multi-homogéneo g da forma
, tal que g + TG = g, + T®. Logo f = x19 + hy, onde hy € {([x1,25))"° + T®.
Concluimos que L = (z1g(xs, ..., 2,))"° + ([z1, 22])" +T®). Portanto, podemos assumir
sem perda de generalidade que f = x1g(xs,...,2,), onde g é da forma , como
haviamos afirmado.

Se f =0, entdo L = ([21,25])"° +T®). Suponha que f # 0. Seja

0 = min{t | g, i # 0}

Como [ = z1g9(xs,...,x,), segue que 20 < n. Logo 20 + 1 < n e portanto 0 < ”T_l
Podemos assumir que oz, 29+1) 7 0. Entao
l‘a2 PR xan
f = = (06(2,...,20+1)u[$2, $3] T [IQQ, $26+1]
Lo+ L2041
x‘212 cooqln
+ Z a(ihm,izt)%[wiw Iiz] T [l‘i2t717xi2t] . (313)
2<iy <+ <igg<n Liy 22t

£>0,i9;,>20-41
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Seja fi(xy, ..., x2941) = f(x1,...,T2941,1,...,1) € L. Entao

a2 an
$2 DY I‘n
fi = @, 2041)71 (g, 3] - - - [Tog, Togi1].
Lo L2941
A componente multilinear do polindémio fi(z1,xs + 1,..., 2241 + 1) nas varidveis xy, s,

ce, Togyy €
Oé(2,...,29+1)$1[$2, $3] te [9029, $29+1]-
Logo, x1[xg, x3] - - - [X29, X29+1] € L e portanto
(21 ]2, 23] -+ [220, Tap])" > + ([wn, ) + T C L.

Por outro lado, é claro que o polinémio f da forma (3.13)) pertence ao T-espago de

F<X> gerado por 5751[57527-733] s [$297$29+1}- Logo, <f>Ts C <iU1[iU2, 953] ce [-%29, $20+1]>TS €,

consequentemente,
L C (x1[wg, 23] - - - [wag, Tags1 )" > + ([x1, 20)) " + T,

Portanto, L = (1|2, 23] - - - [T29, 2o11])" > + (@1, 2a])° + T®. 0O

Proposicao 3.1.10. Seja W um T-espago de F(Xoy) tal que Co, & W. Entao W =

F(Xor) ou W é gerado como um T-espaco pelos polinémios

sza 3711)(]1(902, I3), e ,9511)%71(1327 . 7$2A71)>

xl[xz, xs, $4], 1’1[@, 953] ce [$2,\, 1‘2,\+1];

para algum A\ < k — 1.

Demonstragao: Sobre um corpo infinito de caracteristica p > 0, todo T-ideal de F(X) é
gerado pelos seus polinémios multi-homogéneos f(x1, ..., x,) com multigrau (p°*, ..., p*)
para alguns s; > 0 (veja, por exemplo [2]). O mesmo vale para T-espagos de F(X).

Seja f(x1,...,x9,) € W\ Cy um polinémio multi-homogéneo. Podemos assumir que
deg, f=p’parai=1,...,ledeg, f=O0parai=I[+1,...,2k(istoé, f = f(z1,...,27)).

Entao

3 m 3
f + T2(k) = am + Z a(i1,~~-,i2t)—[$i1a xiz] U [xizt—u xiQt] + TQ(K)’

x. .« e .
1<iy < <ige <l 1 b2t

51

onde o, ;. o0 EF, m=aP" .. 2P
y C(iq,...00¢) ) = 47 1
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Se s; > 0 para todo ¢ = 1,...,[, pode ser mostrado que f € C(G). Assim f € Cy
e temos uma contradicao com a escolha de f. Portanto s; = 0 para algum 7, 1 < i <.
Seja Ly o T-espaco de F(X) gerado por f,[x1, 7] e T®. Pelo Lema , ou Ly = F(X)
ou Ly = ([x1,29))75 +T® ou

Ly = <$1[$2, xg] e [Igg, xgg_,_l])TS + <[$1, x2]>TS + TG)

para algum 6 < k.

Se Ly = ([, 22))"" + T entdo f € Cop. Absurdo. Se k =1 (isto é, f = f(x1, x2)),
entdo a unica possibilidade é Ly = F(X).

Se Ly = F(X) para algum f € W\ Cy, entdo 1 € W e assim W = F(Xy;,). Suponha
que W # F(Xy,). Entao k > 1 e Ly # F(X) para qualquer f € W \ Cy,. Para cada
f € W\ Cy satisfazendo as condigdes do Lema o T-espago Ly de F(X) é gerado

pelos polinomios
(21, Ta], 21 (72,3, T4] € T1[T2, T3] - - - [20, V2041 (3.14)

para algum 6 = 0y < k. Uma vez que os polinomios pertencem a F(Xy;) (relem-
bramos que k > 1), o T-espaco de F(Xy,) gerado por f, [z, 2] e T é também gerado
(como T-espago) pelos polinomios ([3.14)). Observe que [z1, zo|ex:[zo, T3, T4] pertencem a
Coi. Assim o T-espago Vy de F(Xy) gerado por f e Cy, é também gerado por Cyy e
T1[X2, T3] - - - [T29, T2p11] para algum 0 = 0y < k.

Seja

A =min{0 | z1[xe, x3] - - - [T29, Tagy1] € W}

Uma vez que W é soma de T-espacos V; para convenientes polinomios multi-homogéneos
f € W\ Cy, e cada Vy é gerado por Cyy, € x1[xa, 23] - - - [T29, Tog4+1] para algum 0 = 05 < k,
segue que W é gerado como um T-espago de F(Xy) por Co e x1[xe, 3] - - - [Tar, Tort1]-

Agora temos da Proposicao que W é gerado pelos polinomios
o, g (o, x3), . g1 (22, .., Tax_1)
juntamente com os polindmios
1 (22, T3, T4, 2122, T3] - - [wan, Tarta],

onde \ < k. O
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Corolario 3.1.11. Seja k> 1 e W um T-espago de F(Xor) tal que Co, & W. Entao W
¢ um T-espago de F(Xor) finitamente gerado.

Demonstragao: Segue imediatamente da Proposicao [3.1.10 0

Teorema 3.1.12. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2. Sen =2k, k> 1,
entao C,, € um T-espago limite de F(X,). Sen =2k+1, k> 1, entao C,, é finitamente
gerado como T-espago de F(X,,).

Demonstragao: Se n = 2k, o teorema é consequéncia imediata da Proposicao|3.1.8[e do
Coroldrio 3.1.11} Se n = 2k + 1, k > 1, o teorema segue da Proposicao [3.1.5 0

3.2 Infinitos T-espacos limites

Ao longo de toda a se¢ao, F serd um corpo infinito de car(F) = p > 2. Mostraremos que

a algebra F(X) possui infinitos T-espacos limites.

Para cada k > 1, denote por R, o T-espaco de F(X) gerado por Cyj, e por TGH#+1),

Mostraremos que Ry é um T-espago limite de F(X) e também Ry # R; para k # [.
Proposicao 3.2.1. Ry nao € finitamente gerado como um T-espago de F({X).

(k=1)

Demonstracao: Defina U como sendo o T-espacgo de F(X) gerado pelos polinémios

zy, oq (v, 3), . W Q1 (T oo, Top 1)
. Relembre agora que Q) = (qg)(xl, o ,ka)>TS. Entao, pela Proposicao temos

Rk — U(k*l) + Z Q(k,l) + T(3,k)+1).

>1

Seja Vi = UFD 43 " Q") + TGAY. Entao

i<l

Ry =V (3.15)

1>1
eV CVo C.... Por (3.2), ZQ(’“) = Q™. Portanto, V; = U*Y 4 Qb 4 7GR+,

i<l

Pelo Corolario , Qk+1) ¢ V, para todo [ > 1. Assim,

VigVag.... (3.16)
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Logo segue de (3.15)) e (3.16) que Ry nao é finitamente gerado como um T-espago de
F(X). 0

Lema 3.2.2. Seja f = f(x1,...,x,) € F(X) um polinomio da forma

psl pS" :L'€ ... xTPLn
f =aQry Ty + Z A(iy,..., i2t)—[xi1’ 93,'2] U [xiQt—l’ xizz] (317)
. Ly =+ Loy

.....

apenas um dos sequintes casos:
1) L=TF(X);
2) L= Ry;
3) L = (x1|wg, x3] - - - [3729,3329+1]>TS + Ry para algum 0, 1 <0 < k;
4) L= (xjfsq,(:)(a@7 ooy 1)) + Ry, para algum s > 1.

Demonstracao: Seja f(zq,...,z,) € F(X) de grau p* em z; (1 < i < n). Entao f

(3) na forma (3.17)). Portanto, podemos assumir sem perda de

pode ser escrito, médulo T
generalidade (permutando os geradores livres xy, ..., z, se necessdrio) que s; < s; para
todo i. Escreva s = s;.

Suponha que s = 0. Entao, pelo Lema temos que

() + ([, 2) " + T® = F(X)

ou
(N7 4 (o, @)™+ T = (a1, 2)"™ + T
ou
(75 + (r, 22))" + TO = (g, 23] - - [w20, w2p.41])"° + ([0, 22))"° + TP
para algum 6. Uma vez que ([xl,x2]>TS + T8O C Ry e x1]xg, 23] - - - [T29, T2911] € Ry, se

0 > k, segue que L = F(X) ou L = Ry, ou
L = (z1]ws, 3] -+ - [120, T2041])" " + Ry,

para algum 0 < k.
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Agora suponha s > 0. Entao s; > 0 para todo i, 1 < i < n. Pelo Lema [2.1.5]

s1—1

(2 gt TG = g 7)),

Consequentemente, 22 --- 22" € ((a2)™® 4+ T®) c R;. Observando que p* — 1 =

n

(p—1)+p(p¥~! — 1), defina b; = p*. Entao para todo t < k

= [:Biwxiz] e [xizt—17xi2t] + T(S)

bjl bi, —1 b’i2t_1 (3)
T e T Ty, [xiw xiz] U [mimﬂv mim] +T
- p—1 p—1 p—1 (3)

Liy xi2]$' T [xizt—1 ) :Bizt]xi% +T )

onde

(sj; =D (Sj —-1) S5, —1 Sio, —1
_ T p (P -1 (pr2t 1)
b=y L Liy Loy

e {ji, -, ar={12,...,n}\ {1, ... i%}. Assim

T
x ;L'n [xil’ xiz] T [:CiQt—17 xiQt] = (<x110q?5($27 s 7$2t+1)>TS + T(3)) C .
1 12t
s1 sn
Também temos %[m“, Tiy) o [Tigy_ s Tiny) € TE*D C Ry, paratodot > k. Podemos
1 2t

entao assumir, sem perda de generalidade, que o polinomio f é da forma

Sn

p°1 D
x ) xn
f = Z a(i1,~-~712k)1—[xi17 xiz] tee [$i2k—17 miQk]‘ (318)

l’. .. a;'
1<y < <igr<n 1 12k

Observe que se n < 2k entao f = 0. Se n = 2k, entao

AR
f= a(1,2,...,2k)#[$1, 1’2] T [$2k71, iUZk],
T1To - - T2k
e pelo Lema , segue que f € Q%) +T6) onde s = s; > 0. Em ambos os casos temos
que f € R e L = R;.
Suponha que n > 2k.

Afirmacao: podemos assumir que f é da forma

f(xy, . wy) =2 glxs, ... @), (3.19)
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onde
P
33232 e :U;zf”
9= Z (i1, i21) [xh ’ xi2] e [xizk_l y migk]'
24 ; 'CL?ZI e ':CZZIC
<i1<-<igp<n
J?psl -~Ip5n
4 — 1 n . . o o . .
De fato, considere um termo m = P [Tiy, iy -+ [Ty, s Tiyy ) €M (3.18)).
Se i; > 1, entao
VED) DPsn,
Ty
_ psT2 n
m = [xilvxlé] T [xi2k717 xi%]‘ (320)
Liy 0+ Ligy,

Suponha i; = 1. Escreva a; = p* para todo ¢. Entao

(3,k+1) s 1$I2)sz b (3,k+1)
skt — pr—l72 "m0 N PV ) Skt
m+T = I [Ihl"u] [‘r12k—1’x12k] +T
ZI;ZQ .. '-"U’]/Qk
— % Y a =1 gl IR . (3,k+1)
- le le Ty Lioy [.1‘1, xl2] [1‘1%71 ) xlzk] +T
. a1—1 %5 agy a’igfl !/ (3,k+1)
= ay' gt exy oy, wga,t omi+ T :
onde
r_ o Gig—l aiy—1 Bigg_q 1 Qg —1
m = xi3 [1;7:37 xi4]xi4 T ok _1 [xi2k717'ri2k]xi2k ?

{1, =A{1,...,n}\ {1,d2,... 49}, L = n — 2k > 0. Suponha que
aq :Cle :CLJ'Q = ... :ajz € ajz+1,ajz+2,...,ajl > aj.

Seja

a - .
f— - . JZJrl o .. Jl
U= T1T4 TG T i

onde a; = a;/p® para todo i. Seja

-1 Bigp_q 1 -1

Py, wo]ay® Ty [k, Tyt

h=h(zy,...,x9) =z
Pelo Lema 2.1.1} h € C(G); assim h € Cy, C Ry.. Entao h(u,x;,, ..., 2,) € Ry, isto é,

“2 7l € Ry, (3.21)

uP ! [u, xiQ]xiQ
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Uma vez que (ver Lema [2.1.5) [oF, vy] € T®) c TG+ para quaisquer vy, v, € F(X),
temos pela identidade (|1.2]) que

s—1 aip—l 3,k+1
WP u, iy m 4 TEA

! / !/

a’; a s a’, a; i —1
— , T TPl , R P B P S R AR
= (217, .. R ;") (12, . . T T,  Tip)a,? m T

a’. a’ a’, A 1
— . I Y e P T I R P e,
= (217, . Ty, P S T N et x) w ), m 4

a’ a’. a’. a’. 1
] o dzk1l | dn\pt—1 ) ) ) P N DL / (3,k+1)
+ (T1@j, g z;) VT [y, x| x;tw,? om + T

/
ajl

s ai,—1 3,k+1
Pz, ., w2 m! 4 TG

l.
(xlel - 'sz)p571(x%z+l T i2

Jz+1 N

- ) A\ -1, %1 %G ) ) ) aip—1 (3,k+1)
= (1), ... xj.) T T, [x12j, 2y, ]2y, m T

— . \PE-1 Yk % o N

= (1w, oz )P T x;) [y, vy, gt m

s __ a; a;
+ (wy@jy oy )P

aip—1 (3,k+1)
Jz+1 Ji m +T

ri[x), ... 2y, 2y,
_ P p°—1 po =1, %ap1 g R (3,k+1)
=m+af ] .l T x;) g, vy, vy, m T :

Se z = 0, entao m € Rj. Suponha z > 0. Como

s pi-1 S—1_ Gz iq aj aig—1 3,k+1
e SR T A I T e m' + TGk

jl o jz jz+1 l 12
p52 pSn
:C ... ‘r
_ P § : 2 n (3:;k+1)
= I 5(i1,...,i2k)—[$i17$i2] o [gjizk—nmi%] +T
o ] xil e x’iQk
<ip<--<igp<n
para alguns B, i € F, segue que
pSZ psn
x .. 'T
ps 2 n
m+ 13 E : 6(i1:-~~7i2k) [winxiz] T [$i2k717xi2k] € Ry. (3'22)
Liy ++* Ligy,

2<i1 <+ <igp<n

Logo, usando (3.20) e (3.22]), podemos escrever f = f; + fo, onde

xp52 xpsn

S 2 DY

fl = :L'? E : ﬁ(ihmﬂék) T - xn [‘rinxiz] T [:Ci%fl?xi%]
i1 iok

2<i << <n

¢ da forma (3.19) e f» € Ri. Entao temos (f1)"° + Ry = (/)" + Ry. Portanto, podemos
assumir (substituindo f por f1) que o polinémio f é da forma (3.19)), como afirmamos.
Se f = 0, entao L = Ry. Suponha f # 0. Entao podemos assumir sem perda de

generalidade que a(a3,.. 2r+1) 7# 0. Segue que o T-espago (f )TS + R} contém o polindmio

h([L’l, Ce I‘2k+1) = 04(72%37“_72,6_’_1)./:(131, e o L2k+1y 17 ceay 1)
j— S f—
= Iifsxgs2 e -x’g’,ﬁff 1[I2, x3] - - [Tok, Topt1)-
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Entao (f )TS + R também contém a componente multi-homogénea do polinomio
h(zy+1,..., 29641 + 1) de grau p® em cada variavel z; (i =1,2,...,2k + 1), que médulo

T®), é igual ao polindmio

Wffsiﬂgs_l o 517127;;11 (T2, 23] - - - [Tok, Tok41],

onde v = []4+ (?.7}) =1 ( mod p). Concluimos que

p°—1

271{5(]](;)(1'2, Ce 7$2k:+1) € <f>TS + Rk

Por outro lado, para todos iy, ..., 19 tais que 2 < i) < - -+ < i < n, temos
R
s ) p° (s) TS 3,k+1
vy iy, @] [xizk_1’xi2k] € (o} 4y (T2, -, Tapt1)) + 17! )
Tiy ** " Tiy,

(relembramos que s; > s, para todo i) e portanto
fe (a:fsq,(f) (o, ... ,:172k+1)>TS + TR+,
Logo,
(" + B = (o 7 (02, 2a)) " + R
onde s > 1. O

Proposicao 3.2.3. Seja W um T-espago de F(X) tal que R, & W. Entdo ocorre um dos

sequintes casos:

1) W =F(X);

2) W é gerado como um T'-espago pelos polinomios
J’Jlja le)(h(l“m .173), s 7$Z1)Q/\—1($2, B ,1'2)\_1),

w1[To, T3, T4], T1[To, T3] - -+ [Ton, Tory1]
para algum \ < k;

3) W ¢é gerado como um T-espago pelos polinomios

95}1), $11)CI1($2, r3), ... 71'11)(]/%—1(1‘27 ey Topo1),

{q,(f)(wl, cen o) | 1< T <p—1}, x’f“qé“)(:vz, ey Tkt )s

$1[$2, I3, 934], 551[332, -’E3] T [5U2k+2> ~T2k+3]

49
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para algum p > 1.

Demonstracao: Seja f = f(z1,...,x,) um polinémio qualquer em W \ Ry satisfazendo
as condigoes do Lema [3.2.2] isto é, um polinémio multi-homogéneo tal que o grau de f
em x; é p*, para alguns s; > 0 (1 < i <mn). Seja Ly = (/)" + Ry Pelo Lemasegue
que Ly =F(X) ou

Ly = (xy[xg, x5 - - 20, 22011])"° + Ry
para algum 6 < k ou
Lf = <szsql(€s)(l'2, . ,$2k+1)>TS + Rk

para algum s > 1.
Note que W é gerado como um T-espago de F(X) por R}, juntamente com os polinomios
f € W\ Ry satisfazendo as condigoes do Lema . Logo, W = " Ly, onde a soma é
tomada sobre todos os polinomios f € W \ Ry satisfazendo tais condigoes.
Naturalmente, se Ly = F(X) para algum f € W\ Ry, entdo W = F(X). Suponhamos
que Ly # F(X) para qualquer f € W\ Ry. Se para algum f € W\ Ry temos

Ly = (x1]xe, x3] - - - [209, x29+1]>TS + Ry, onde 0 < k, entao defina
A =min{0 | z1[xq, x3] - - - [T29, Tagy1] € W}
Note que A < k. Entao
w1[9, 3] -+ - (020, Tap11] € (T1[T2, T3] - -+ [T, $2>\+1]>TS
para todo 8 > A\ e
(s)

:v,ljsqk (9, ..., Tops1) € <x1[x2’;[3]...[$2)\,x2)\+1]>T5’+T(3)

para todo s. Portanto, W = (zy[xa, 23] - - - [zox, Zoas1])' 4+ Ry, onde A < k. Consequen-

temente W é gerado como um T-espago de F(X) pelos polinomios

:Ezfv 1‘]1)q1(g32’ ZL‘3), s 7$11JQ>\—1($17 R 71’2>\—1)a

5171[552, xs, 934], 331[5527 333] s [-CE2/\, 332,\+1]

para algum A\ < k.
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Suponhamos agora que para qualquer f € W\ Ry, nas condi¢oes do Lema|3.2.2] temos

Ly = (a8 g (w2, ..., w1))" + Ry

para algum s = sy > 1. Note que, se s < r, entao

lefql(Cr) (g, ..., Topt1) € (x"lfsq,is) (x9,... ,I2k+1)>TS + 7B,

Tome y = min{s | xlfsq,(f) (g,...,%oksr1) € W}. Entao W = Rk+<$f“q,(€“)(a:2, o Zops))

Logo, W é gerado como um T-espago de F(X) pelos polinémios

oy, g (g, 3), .. g1 (e, . .. wop_1)
e os polinémios {q,(f) (X1, ..y wp) | 1 <1< p—1} :Ezfuq,i“) (2g,...,Tops1) juntamente com
os polinomios

T1[T9, T3, 74] € m1[T9, 3] - - [Topro, Topys].
Finalizamos assim a demonstracao da proposicao. 0O

Corolario 3.2.4. Seja W um T-espago de F(X) tal que R, & W. Entao W é um T-

espaco finitamente gerado.

Demonstragao: Consequéncia imediata da Proposigao [3.2.3] 0

Proposicao 3.2.5. Se k # [, entdo R, # R;.

Demonstragao: Suponhamos que Ry = R; para algum k£ < [. Entao C(G) C R;.
De fato, pelo Teorema [2.2.7, o T-espago C(G) é gerado pelo polindomio x;[zy, x3, 4] €

pelos polindmios 7, 27q; (za, x3), ..., g (22, ..., Xopy1), . ... Claramente
T1[x9, 23, 4] € T® C Ry
Além do mais, pela Proposicao [3.1.5
oyl qr (o, x3), . g1 (z2, ..., x91) € Cy C Ry
Pelo Lema [B.1.2]

P p 3,k+1 —
i1 (T2, ., Tonrs), Bqra(Ta, . Toys), ... € TEFD C Ry = Ry
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Uma vez que k < [, temos

le)a xffh(ﬁza 953), e ;IIka(l‘m e 7I2+1), lijkH(Iz, e 7$2k+3), ... ER.

Logo, todos os geradores do T-espaco C(G) pertencem a R; e portanto C'(G) C R;, como
haviamos afirmado.

Como TG+ C Ry e TGFD & C(G), temos C(G) & R;. Pelo Teorema 2.2.13) C(G)
é um T-espago limite. Assim todo T-espaco W, tal que C(G) & W, é finitamente gerado.
Em particular, R; é um T-espago finitamente gerado. Absurdo pela Proposicao [3.2.1]

Portanto, Ry # Ry, se k # L. 0O

Teorema 3.2.6. Ry é um T-espago limite de F(X). Se k # 1, entdao Ry # R;.

Demonstragao: O teorema segue imediatamente da Proposicao [3.2.1], Corolario e
Proposicao [3.2.5 0
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