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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS
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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Resumo

Teorias para Sistemas Abstratos de Redução (ARS) e Sistemas de Reescrita de Termos

(TRS) no assistente de provas PVS (Prototype Verification System) chamadas ars e trs,

respectivamente, foram desenvolvidas. A teoria ars, constrúıda com base na teoria para

relações binárias do PVS, contém especificações de noções tais como redução, confluência,

formas normais, e conceitos não básicos como por exemplo noeterianidade. Por outro

lado, a teoria trs, constrúıda com base na teoria ars e a teoria para seqüências finitas

encontrada na biblioteca do PVS, contém uma formalização para lidar com a estrutura

dos termos, assim como, formalizações de noções não triviais de TRS. As teorias ars e trs

foram desenvolvidas com o objetivo de agregar os conceitos e as definições necessários para

lidar com a Teoria de Reescrita, em geral. Em outras palavras, ars e trs contém elementos

que formam uma base sólida para formalizar propriedades da Teoria de Reescrita em PVS.

Para certificar-se de que o objetivo foi alcançado vários resultados bem conhecidos e não

triviais foram formalizados; dentre estes, destacam-se a correção do prinćıpio de indução

Noeteriana, o Lema de Newman, os Lemas de Comutação e o Teorema dos Pares Cŕıticos

de Knuth-Bendix. Além de constituir uma base para formalização de propriedades da

Teoria de Reescrita, em geral, a formalização apresentada se destaca por: 1. utilizar uma

linguagem de orderm superior, a qual permite expressar naturalmente propriedades de

ordem superior; 2. por seu alto grau de abstração, que permite expressar propriedades

numa forma quasi-geométrica, como desejável em Teoria de Reescrita; e, 3. pelo alto grau

de controle, permitido pelo PVS, no desenvolvimento das provas.
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Abstract

Theories for Abstract Reduction Systems (ARS) and Term Rewriting Systems (TRS) in

the proof assistant PVS (Prototype Verification System) called ars and trs, respectively,

we developed. The ars theory built on the PVS library for binary relations, contains

specifications of notions such as reduction, confluence, normal forms, and non basic

concepts such as Noetherianity. On the other hand, the trs theory built on the ars

theory and the PVS library for finite sequences, contains a formalization to deal with the

structure of terms as well as formalizations of non-trivial notions of TRS. Theories ars and

trs were developed with the main goal of providing the necessary concepts and definitions

to deal with the Theory of Rewriting in general. In other words, ars and trs contain

elements that conform a solid basis to formalize properties of the Theory of Rewriting

in PVS. To make sure that the goal was achieved well-known and non-trivial results

were formalised; among these, the correctness of the principle of noetherian induction,

the Newman’s Lemma, the Commutation Lemma and the Knuth-Bendix Critical Pair

Theorem. Apart from being a basis for formalization of properties of the Theory of

Rewriting, in general, the formalization presented is highlighted by: 1. the use a higher-

order language, which allows for the specification of high-order properties naturally, 2. for

their high-level of abstraction, which allows for the specification properties in an almost

geometric style, as desirable in Rewriting Theory, and 3. the high degree of control allowed

by PVS in the development of proofs.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Esta introdução esta organizada em seções da seguinte forma: A primeira seção apresenta

uma motivação sobre a Teoria de Reescrita. A segunda seção apresenta a contribuição

deste trabalho. A terceira seção apresenta alguns trabalhos relacionados, e a quarta e

última seção apresenta a organização geral deste trabalho.

1.1 Motivação: Teoria da Reescrita

É um fato que as Equações, que são igualdades envolvendo expressões matemáticas, ocu-

pam um lugar de destaque dentro da Matemática e de suas aplicações. Por exemplo, o

estudo de equações algébricas levou ao surgimento da Teoria dos grupos, Teoria dos Cor-

pos, etc, ou seja, ao surgimento da Álgebra, já as equações diferenciais e integrais foram a

base de construção da Análise Matemática, e, do ponto de vista computacional, a Análise

Numérica nada mais é do que métodos ou algoritmos para resolver problemas equacionais

de dif́ıcil tratamento com papel e lápis.

Em geral, sempre nos deparamos com situações onde desejamos determinar se uma

identidade é válida, ou buscar soluções para uma equação, ou simplesmente simplificar

uma dada equação. A habilidade em resolver estes problemas equacionais dá suporte

para entender e lidar com várias aplicações computacionais, tais como: ambientes de es-

pecificação e verificação, e linguagens de programação de ordem-superior. Neste sentido,

uma das áreas de estudo na Teoria da Computação que vem conquistando espaço é a

verificação (semi)automática de igualdade entre expressões, com aplicações imediatas em
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problemas como prova (semi)automática de teoremas, programação em lógica e verificação

de consistência na especificação de tipos abstratos de dados. Esse interesse pelo trata-

mento (semi)automático de problemas da matemática, como a simplificação de expressões

e demonstração de teoremas, surgiu antes mesmo do surgimento de uma tecnologia que

possibilitasse a implementação em máquina de tais idéias.

Por exemplo, pela aritmética usual dos números inteiros, a expressão (−(−a)+(−a))+

a tem o mesmo significado que as expressões 0 + a e a e é comum, neste caso, dizer que

estas expressões são iguais e escreve-se usualmente (−(−a)+(−a))+a = 0+a, 0+a = a,

etc. Aqui usaremos ≈ em vez de =, por exemplo, 0 + a ≈ a. Assim, podemos garantir

que 0 + a ≈ a devido ao fato de que estamos assumindo, como verdade pré-estabelecida,

que toda expressão da forma 0 + x é igual a x, onde x é uma variável, ou seja, 0 + x ≈ x.

Logo, substituindo a no lugar de x obtemos 0 + a ≈ a. De fato, a aritmética usual

dos inteiros satisfaz a estrutura algébrica usual de grupos, onde são válidos os seguintes

axiomas equacionais:

(A1) 0 + x ≈ x
(A2) −x+ x ≈ 0
(A3) x+ (y + z) ≈ (x+ y) + z

Neste sistema de axiomas equacionais temos, por exemplo, (−(−a) + (−a)) + a ≈(A2)

0 + a ≈(A1) a. Observe que a expressão a, resultante das aplicações dos axiomas dados

acima, é justamente aquela menos complexa (em outras palavras, a mais curta) dentre

todas as expressões que possuem o mesmo significado da expressão (−(−a) + (−a)) + a

inicialmente considerada.

Vamos supor agora que desejamos implementar em um ambiente computacional um

algoritmo que faça simplificações (reduções), como a apresentada acima, respeitando um

conjunto de axiomas equacionais. É natural, e interessante, almejar que tal algoritmo seja

de tal forma que possamos ter como garantia que toda sequência de aplicações dos axiomas

realizada por ele seja finita (ou seja, que tenha a propriedade noeteriana). Porém, vale

observar que tal comportamento não é natural, tampouco trivial, pois, a simples aplicação

dos axiomas equacionais pode não garantir que toda sequência de redução seja finita. Por

exemplo, com o sistema de axiomas equacionais exposto acima, podemos fazer sucessivas
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aplicações dos axiomas (A1) e (A2) sobre a expressão (−(−a) + (−a)) + a considerada

inicialmente:

(−(−a) + (−a)) + a ≈(A2) 0 + a ≈(A1) a ≈(A1) 0 + a ≈(A2) (−(−a) + (−a)) + a · · ·

isto acontece porque, usualmente, do ponto de vista algébrico é natural considerar que os

axiomas equacionais são simétricos, ou seja, a ordem com que são aplicados é considerada

irrelevante, em outras palavras, podem ser usados em ambas direções.

Assim, sob a motivação de encontrar um método para simplificar expressões de modo

(semi)automático e tratar computacionalmente as equações (axiomas equacionais) surge,

inicialmente com o objetivo de formalizar o conceito de funções computáveis, um poderoso

método conhecido como Sistemas de Reescrita de Termos [4,6]. Um exemplo importante

de aplicação de Sistemas de Reescrita de Termos é para resolver o Problema da Palavra [43]

que é: dado um conjunto de equações, decidir se dois termos são provavelmente iguais.

Nestes sistemas, as equações orientadas, chamadas regras de reescrita as quais são

geradas inicialmente a partir do conjunto de axiomas equacionais considerado, são usadas

para repassar iguais (termos) por iguais (termos) em uma única direção. A idéia de

orientar as equações, geralmente da “esquerda para a direita”, é uma tentativa de garantir

que toda sequência de redução seja finita. Em outras palavras, tentando garantir que

quando um regra de reescrita é aplicada a um termo t0 então o termo resultante t1 seja

menos complexo do que o termo t0, ou seja, que exista uma relação ≺ bem-fundada

(noeteriana) sobre os termos. Como já citamos antes, nem sempre é uma tarefa fácil

encontrar uma tal relação de ordem. Em certos casos encontrar tal relação se torna

imposśıvel, por exemplo, se a estrutura algébrica considerada for comutativa.

Nos Sistemas de Reescrita de Termos, interpretamos as identidades como regras de

reescrita que nos dizem como um subtermo de um dado termo deve ser repassado por um

outro termo. Entretanto, quando usamos (aplicamos) uma regra de reescrita, a usamos

em uma única direção e, para expressarmos esta idéia, usamos o śımbolo x → y em vez

de x ≈ y, e dizemos que x reduz para y. Para um melhor entendimento consideremos

o sistema de reescrita de termos abaixo, obtido do sistema de axiomas equacionais para

estruturas algébricas de grupos apresentado anteriormente, acrescido do axioma x+ y ≈
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y + x, o qual expressa a comutatividade da adição para os inteiros:

(A1) 0 + x → x
(A2) −x+ x → 0
(A3) x+ (y + z) → (x+ y) + z
(A4) x+ y → y + x

A sequência a + b →(A4) b + a →(A4) a + b →(A4) · · · é um exemplo de uma cadeia

infinita de aplicações da regra (A4).

Vejamos mais alguns exemplos:

Soma de Naturais: Vamos definir a adição de números naturais, usando a constante 0

e a função sucessor s, com as seguintes identidades:

x+ 0 ≈ x
x+ s(y) ≈ s(x+ y)

Podemos aplicar estas identidades e calcular a soma de 1 e 2, que são representados

por s(0) e s(s(0)), respectivamente:

s(0) + s(s(0)) ≈ s(s(0) + s(0)) ≈ s(s(s(0) + 0)) ≈ s(s(s(0))).

Assim, o sistema de axiomas equacionais mostrado acima, pode ser apresentado em

forma de um Sistema de Reescrita de Termos como segue:

(a) x+ 0 → x
(b) x+ s(y) → s(x+ y)

e consequentemente temos,

s(0) + s(s(0))→b s(s(0) + s(0))→b s(s(s(0) + 0))→a s(s(s(0))).

onde →� indica qual regra de reescrita estamos aplicando. Neste exemplo � = a ou b.

Fatorial: Consideremos o seguinte Sistema de Reescrita para computar a função fatorial:

(1) 0 + x → x (4) s(x) + y → s(x+ y)
(2) 0× x → 0 (5) s(x)× y → y + (x× y)
(3) fact(0) → s(0) (6) fact(s(x)) → s(x)× fact(x)
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Em ambos exemplos acima, + e × são śımbolos de funções binárias, s e fact são

śımbolos de funções unárias, 0 é uma constante e, x e y são variáveis.

Com base no último Sistema de Reescrita vamos computar fact(2) onde 2 é represen-

tado por s(s(0)):

fact(s(s(0))) →6 s(s(0))× fact(s(0))

→6 s(s(0))× [s(0)× fact(0)]

→3 s(s(0))× [s(0)× s(0)]

→5 s(s(0))× [s(0) + (0× s(0))]

→2 s(s(0))× [s(0) + 0]

→4 s(s(0))× [s(0 + 0)]

→1 s(s(0))× s(0)

→5 s(0) + [s(0)× s(0)]

→5 s(0) + [s(0) + (0× s(0))]

→2 s(0) + [s(0) + 0]

→4 s(0) + s(0 + 0)

→1 s(0) + s(0)

→4 s(0 + s(0))

→1 s(s(0)).

Assim fact(s(s(0))) reduz para s(s(0)). Observe que nenhuma das regras (1)− (6) do

Sistema de Reescrita se aplica ao termo s(s(0)). Neste caso, quando nenhuma das regras

do Sistema de Reescrita se aplica a um dado termo, então dizemos que este termo está

em sua forma normal. Aproveitamos ainda o momento, para introduzir um dos conceitos

fundamentais da Teoria de Reescrita de Termos, que é: Um Sistema de Reescrita de

Termos é terminante quando não se pode aplicar as regras de reescrita indefinidamente,

ou seja, para qualquer que seja a cadeia (sequência) de aplicações das regras, sempre

depois de um número finito de aplicações, chegamos a um termo para qual nenhuma das

regras se aplicam mais (forma normal).
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Diferenciação: Seja a inteiro, e f e g śımbolos de função. Então um Sistema de Reescrita

para diferenciação pode ser dado como:

(D1) D(a) → 0
(D2) D(x) → 1
(D3) D(f + g) → D(f) +D(g)
(D4) D(f · g) → g ·D(f) + f ·D(g)

Como exemplo de aplicação vamos calcular a derivada de x · x tal como apresentado

na Figura 1.1.1.

D(x · x)

D4

��

(x ·D(x)) + (x ·D(x))

D2

vvmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

D2

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

(x · 1) + (x ·D(x))

D2

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQ
(x ·D(x)) + (x · 1)

D2

vvmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

(x · 1) + (x · 1)

Figura 1.1.1: Cálculo da derivada de x · x.

Com base neste exemplo podemos apresentar um outro conceito, também, considerado

essêncial na Teoria de Reescrita de Termos, a saber: confluência. Observando a Figura

1.1.1 vemos que a partir do termo (x ·D(x)) + (x ·D(x)) podemos seguir dois caminhos

diferentes, mas chegando ao mesmo termo (x · 1) + (x · 1). Quando isto acontece, ou seja,

quando diferentes caminhos de aplicações das regras a um dado termo t nos leva a dois

diferentes termos t1 e t2 a partir dos quais podemos, através de aplicações das regras,

sempre encontrar um termo comum t0, dizemos que o sistema é confluente. É posśıvel

provar que o sistema de regras de reescrita (D1)− (D4) é confluente [4].

Teoria dos Grupos: Seja ◦ um śımbolo de função binária, −1 um śımbolo de função

unária, e um śımbolo de constante, e x, y e z śımbolos de variáveis. Abaixo consi-

deramos um Sistema de Reescrita que representa os seguintes axiomas (padrão) da

Teoria de Grupos: e ◦ x = x, x−1 ◦ x = e e (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z).
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(G1) e ◦ x → x
(G2) x−1 ◦ x → e
(G3) (x ◦ y) ◦ z → x ◦ (y ◦ z)

Usando as regras de reescrita (G1)− (G3) não podemos verificar que y−1 ◦ (e ◦ x)−1 =

((e◦x)◦y)−1, como mostra a Figura 1.1.2, mesmo sabendo que esta igualdade é verdadeira

na Teoria dos Grupos. Note que a verificação de uma igualdade entre termos utilizando

um Sistema de Reescrita de Termos está intimamente ligada com a noção de simplificação

(redução) de termos.

y−1 ◦ (e ◦ x)−1

G1

��

((e ◦ x) ◦ y)−1

G1

��

y−1 ◦ x−1 (x ◦ y)−1//?oo_ _ _ _ _ _ _

Figura 1.1.2: Exemplo de não confluência.

Observe que na Figura 1.1.2 nenhuma das regras (G1)− (G3) se aplicam a y−1 ◦ x−1

e (x ◦ y)−1 e por isso não podemos juntá-los, ou seja, verificar a igualdade desejada.

Abusando um pouco da linguagem, podemos dizer que estes dois termos formam um par

cŕıtico não juntável. E é ai que entra um método prático, chamado de completação de

Knuth-Bendix [43], para converter pares cŕıticos não juntáveis em regras de reescrita. A

completação usa uma ordem parcial, chamada de ordem de redução [4], para orientar as

equações, reescrever para simplificar regras e equações, e ordenar a fim de determinar qual

das duas regras é a mais geral, e, por isso, a preferida. Knuth e Bendix [43] utilizaram seu

método de completação e escreveram em Fortran um programa para completar Sistemas de

Grupos Livres, Grupóıdes dentre outros. Abaixo apresentamos um Sistema de Reescrita

de Termos para a Teoria dos Grupos gerado pelo método de completação de Knuth e

Bendix, e que nos permite provar a igualdade y−1 ◦ (e ◦ x)−1 = ((e ◦ x) ◦ y)−1 (ver Figura

1.1.3).

(G1) e ◦ x → x (G6) x ◦ e → x
(G2) x−1 ◦ x → e (G7) x ◦ x−1 → e
(G3) (x ◦ y) ◦ z → x ◦ (y ◦ z) (G8) e−1 → e
(G4) (x ◦ y)−1 → y−1 ◦ x−1 (G9) (x−1)−1 → x
(G5) x ◦ (x−1 ◦ y) → y (G10) x−1 ◦ (x ◦ y) → y
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y−1 ◦ (e ◦ x)−1

G1

��

((e ◦ x) ◦ y)−1

G1

��

y−1 ◦ x−1 (x ◦ y)−1G4oo

Figura 1.1.3: Par cŕıtico juntável.

1.2 Contribuição

Em geral, técnicas da Teoria de Reescrita de Termos têm se mostrado adequadas e im-

portantes em vários contextos matemáticos e computacionais. Em particular, operações

básicas da reescrita, como casamento, redução, e substituição, são usadas nas lingua-

gens de programação em geral, e para desenvolver procedimentos de prova em assistentes

(semi)automáticos de prova, como por exemplo, ACL2 [39], Coq [5] e PVS [51]. Por

outro lado, vêm-se usando os assistentes de prova para formalizar os conceitos e resulta-

dos da Teoria de Reescrita, e neste trabalho apresenta-se uma contribuição neste sentido:

formalizam-se teorias, chamadas ars e trs, no assistente de prova PVS, onde são especi-

ficados, respectivamente conceitos, definições e resultados inerentes às teorias de ARS e

de TRS.

Observamos que o intuito deste trabalho não é mostrar a eficiência e abrangência de

aplicação do PVS, muito menos formalizar resultados espećıficos das teorias ARS e TRS,

mas sim fornecer um conjunto de especificações que sirva de base para a formalização de

propriedades ou resultados da Teoria de Reescrita. No entanto, para evidenciar que as

teorias desenvolvidas, ars e trs, realmente desempenham o papel desejado, formalizamos

diversos teoremas bem-conhecidos e não triviais tais como o Lema de Newman e o Teorema

dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix. A formalização deste último, apresentada neste

trabalho, até onde sabemos, é a primeira formalização completa deste teorema numa

linguagem de especificação de ordem superior como o PVS.
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1.3 Trabalhos Relacionados

Há diversos outros trabalhos sobre formalização e aplicação de conceitos relacionados com

Teoria de Reescria já desenvolvidos. Por exemplo, em [35] Huet especifica e formaliza em

Coq propriedades envolvendo confluência para o Cálculo Lambda, em particular para β

redução. O principal resultado é uma formalização do Teorema do Prisma (Ver [70],

Theorem 5, Prism). Em [59], Rasmussen apresenta uma translação para Isabelle do

tratamento desenvolvido por Huet em Coq. Em [48], Nipkow trata de conceitos como

confluência e comutação, e formaliza em Isabelle/HOL [49] alguns resultados, por exemplo,

o Teorema da União Comutativa e Teoremas de Church-Rosser para as reduções β, η e β∪η

do Cálculo Lambda não-tipado. Em [64], Shankar usando o Boyer-Moore [9], formaliza o

Teorema de Church-Rosser para o Cálculo Lambda. A formalização do Cálculo Lambda

usa ı́ndices de de Bruijn e a prova do teorema é baseada na versão de Tait-Martin-Löf,

ou seja, é baseada na noção de redução paralela. Em [57], Pfenning apresenta uma

formalização do Cálculo Lambda não-tipado, e formaliza a Propriedade de Church-Rosser

em LCF [27]. Também, uma formalização em PVS do Teorema de Church-Rosser para

uma versão do Cálculo Lambda call-by-value é apresentada por Ford e Mason em [18].

Em [46] McKinna e Pollack apresentam um survey sobre conceitos e resultados do

Cálculo Lambda e Sistemas de Tipos Puros formalizados em LEGO [45]. Também, em [1]

foi formalizado em LEGO, por Altenkirch, o Sistema F de Girard com principal objetivo

de verificar que tal sistema é fortemente normalizável. Outros Cálculos formalizados, em

Coq, com principal objetivo de verificar que são fortemente normalizáveis, são: Cálculo

de Construções [10], [2]; Cálculo Lambda tipado com co-produtos [3]; e Cálculo Lambda

Simples Tipado à la Church com constantes [44].

As bibliotecas CoLoR [7] e Coccinelle [13] desenvolvidas em Coq, respectivamente, por

Blanqui et al e Contejean et al, limitam-se a formalizar critérios para terminação de TRS

por meio de ordens de redução.

Em [63], Säıbi apresenta especificações em Coq de conceitos da teoria de reescrita, por

exemplo, fecho de relações e confluência local, e formalizações de alguns resultados, por
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exemplo, o Lema de Newman e o Lema de Yokouchi. Por outro lado, sem formalizar o

teorema dos pares cŕıticos de Knuth-Bendix, em [63] analisam-se os pares cŕıticos do Cál-

culo de Substituições Explicitas λσ⇑ e aplica-se axiomaticamente o teorema para verificar

que esse cálculo é localmente confluente.

Diferentemente dos trabalhos anteriores, as teorias ars e trs pretendem ser mais

gerais no sentido de incluir os elementos necessários para formalização de resultados da

Teoria da Reescrita, sem se fixar num sistema de reescrita ou cálculo em particular.

Em [61], Ruiz-Reina et al apresentam uma formalização em ACL2, usando lógica

de primeira-ordem, de conceitos e resultados sobre ARS e TRS. Sendo assim, dentre os

trabalhos citados acima e que conhecemos, o trabalho [61] é o que mais se aproxima do

desenvolvimento apresentado aqui no sentido de ser uma formalização geral da Teoria

de Reescrita de Termos. Porém, há diferenças entre nossa abordagem e este trabalho,

por exemplo, entre as lógicas usadas: a formalização em ACL2 usa a lógica de primeira-

ordem, ao contrário de ars e trs que foram desenvolvidas, aproveitando a linguagem de

ordem superior do sistema PVS, em uma lógica de segunda-ordem. Dessa forma, nossa

formalização utiliza quantificações de objetos relacionais como as próprias relações de

reescrita, o que possibilita, além de elegância, um ńıvel de abstração que nos permite

expressar propriedades das relações de forma quase geométrica, como desejável em Teoria

de Reescrita, em particular, em ARS.

Uma das caracteŕısticas do desenvolvimento apresentado neste trabalho é o uso de

variáveis com nomes em vez de ı́ndices de de Bruijn. Alguns dos trabalhos citados acima,

por exemplo [64] e [35], usam ı́ndices de de Bruijn em suas formalizações para evitar forma-

lizar renomeamento de variáveis o qual previne capturas indesejáveis durante a aplicação

de substituições. Ao contrário de [46], [18] e [61] que apresentam suas formalizações

baseadas em variáveis com nomes.

Apesar da notação de de Bruijn ser muito elegante e conveniente para a formalização do

Cálculo Lambda, o seu uso se torna incoveniente para representar sistemas de reescrita em

geral, ao contrário da formalização usando variáveis com nomes que permite representar

elementos matemáticos de uma forma natural, por exemplo, o uso de funções, isto é, são
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apresentadas de uma forma muito próxima daquelas apresentadas nos livros texto.

1.4 Organização

No decorrer de todo este texto quando usamos a palavra teoria em itálico estamos nos

referindo à teoria desenvolvida no assistente de prova PVS, e quando usamos a palavra

formalização estamos nos referindo à prova mecânica desenvolvida no assistente de prova

PVS.

Nos Caṕıtulos 2 e 3 apresentamos, respectivamente, visões gerais sobre a Teoria da

Prova e a semântica do PVS. Já nos Caṕıtulos 4 e 5 apresentamos as teorias ars e

trs, respectivamente. Nestes caṕıtulos, detalhes das provas em PVS, algumas definições

e teoremas são omitidos; porém, os desenvolvimentos completos das teorias ars e trs

estão dispońıveis em www.mat.unb.br/∼ayala/publications.html. Em seguida, apre-

sentamos a conclusão e trabalhos futuros. Nos Apêndices A, B e C, apresentamos alguns

detalhes sobre a linguagem de especificação, sobre o assistente de prova, e sobre comandos

(estratégias) de prova do PVS, respectivamente.



Caṕıtulo 2

Elementos Básicos da Teoria da Prova

Em meados do século XIX e ińıcio do século XX, com o desenvolvimento dos Métodos Al-

gébricos e da Teoria dos Conjuntos assim como com o descobrimento de diversos paradoxos

envolvendo conceitos conjuntistas, a fundamentação da matemática passou a ser o foco

central de três escolas denominadas: Logicismo, Intuicionismo e Formalismo. A escola de

Formalismo, liderada por David Hilbert, pretendia provar a consistência de axiomatiza-

ções da matemática através de métodos considerados recursivos, finitistas e computacio-

nais [41]. Originalmente concebido por Hilbert em torno do conceito de decidibilidade, o

estudo das propriedades estruturais de provas formais constitui o cerne da pesquisa relaci-

onada à Teoria da Prova Estrutural, ou simplesmente Teoria da Prova [68], a qual pode ser

descrita como o estudo da estrutura geral das provas matemáticas, e de argumentos com

força demonstrativa como encontrada em lógica. A caracterização da noção de prova nor-

mal, os teoremas de existência, unicidade e consistência de tais provas, o estabelecimento

de limites para o tamanho da prova de uma dada fórmula são, dentre outros, resultados

alcançados nesta área. O desenvolvimento de provadores (semi)automáticos de teoremas

e da programação em lógica e funcional tem sido impulsionado por tais resultados [24].

Em 1958, H. B. Curry observou que existia uma correspondência sintática entre o

sistema de dedução de Hilbert e a lógica combinatorial [16]. A partir dáı, em 1969 [33],

W. A. Howard mostrou explicitamente uma correspondência sintática entre os programas

do cálculo lambda tipado simples [29] e as provas da dedução natural. Esta correspondência

é conhecida na literatura como o Isomorfismo de Curry-Howard [67], em outras palavras,

este isomorfismo estabelece, de maneira geral, uma correspondência entre a noção de

12
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prova e a noção de computação. Vale ressaltar que observação similar pode ser feita com

relação ao cálculo de sequentes. Dessa forma, a Teoria dos Tipos [24] vem de encontro

com o propósito geral da Teoria da prova que é o estudo das estruturas, a comparação, a

identificação e a distinção das provas.

2.1 Sistemas de Gentzen

O Programa de Hilbert propõe que a consistência de sistemas mais complexos, como análise

real, poderiam ser provados em termos de sistemas mais simples. Assim, a consistência de

toda a matemática seria reduzida à aritmética básica. No entanto, o Teorema da Incom-

pletude1 de Gödel [17] vem devastar esta idéia mostrando que a aritmética básica não pode

ser usada para provar sua própria consistência, e consequentemente não pode ser usada

para provar a consistência de nada mais forte. Neste momento, sem dúvida nenhuma,

reina uma insatisfação com relação aos sistemas de demonstração formal existentes, cria-

dos não só por Hilbert, mas também por Frege e Russell. Talvez essa insatisfação levou

à publicação, em 1934/5, de dois artigos que até hoje servem como base para o ensino de

lógica elementar. Estes dois trabalhos foram publicados por dois autores que, aparente-

mente, nunca tinham se encontrado antes, e discursavam sobre um novo procedimento em

lógica chamado dedução natural. Estes autores eram S. Jaskowski [37] e G. Gentzen [23].

Juntamente com a dedução natural, Gentzen propôs um sistema dedutivo extrema-

mente rico usado não somente para construir provas mas támbem para estudar as me-

tapropriedades dos sistemas lógicos sob a perspectiva da Teoria da Prova, a saber: O

Cálculo de Sequentes [23]. Devido a certas assimetrias inerentes às regras da dedução

natural, Gentzen propôs o cálculo de sequentes com o intuito principal de demonstrar o

Hauptsatz, também chamado de Teorema da Eliminação do Corte, para a lógica clássica

de forma mais conveniente. Este teorema nos diz que toda prova pode ser transformada

em uma prova normal, canônica, padrão.

1Em 1931, o matemático Kurt Gödel provou o chamado Teorema da Incompletude sobre a natureza
da matemática. O teorema afirma que, dentro de qualquer eixo formal de axiomas, como a matemática
atual, sempre persistem questões que não podem ser provadas e nem refutadas
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Os sistemas de cálculo de sequentes e dedução natural possuem algumas vantagens

em relação à apresentação axiomática tradicional. No sistema axiomático, existem muitas

possibilidades de escolha de axiomas para definir um dado śımbolo lógico e, além disso,

a definição de um śımbolo lógico é frequentemente apresentada por um axioma onde

outros śımbolos lógicos aparecem. O sistema de Hilbert [41], por exemplo, apresenta

axiomas para definir o papel dedutivo de cada śımbolo lógico no qual a implicação é sempre

utilizada. Gentzen foi capaz de apresentar o papel dedutivo de uma forma individualizada

descartando o papel da implicação dos outros śımbolos lógicos. Neste sentido, tanto no

sistema de dedução natural quanto no de cálculo de sequentes, as inferências são quebradas

em passos atômicos, ou seja, cada regra de inferência trata de apenas um śımbolo lógico.

2.1.1 Dedução Natural

Uma maneira intuitiva de apresentar as demonstrações em dedução natural é através de

árvores de derivação (árvores de dedução). De outro modo, o sistema de dedução natural

apresenta regras que unem árvores (finitas) que são geradas a partir de um conjunto finito

de premissas e hipóteses até derivar uma certa conclusão, ou seja, cada passo (ou cada

derivação) realizada na árvore deve ser baseada em uma das regras do sistema, e é áı

que reside a principal caracteŕıstica do sistema de Dedução Natural, ou seja, para cada

conectivo lógico (∨,∧,→,⊥,⊤) existem regras de introdução (exeto para ⊥) e regras de

eliminação (exeto para ⊤) [67] as quais são apresentadas na Figura 2.1.1.

Definição 2.1.1:

1. Um júızo em dedução natural é um par, denotado por Γ ⊢ ϕ (lê se: Γ prova ϕ ou

de Γ deduz-se ϕ), consistindo de um conjunto finito de fórmulas Γ e uma fórmula

ϕ. Para fim de simplificação escrevemos, respectivamente:

ψ1, ψ2 ⊢ ϕ {ψ1, ψ2} ⊢ ϕ
Γ,∆ ⊢ ϕ em vez de Γ ∪∆ ⊢ ϕ

⊢ ϕ ∅ ⊢ ϕ

2. Uma prova formal de Γ ⊢ ϕ é uma árvore finita de júızos satisfazendo as seguintes

condições:
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Axioma:

Γ, ϕ ⊢ ϕ
(Ax)

Verdadeiro (⊤) e Falso (⊥):

Γ ⊢ ⊤
(⊤I) Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ ϕ
(⊥E)

Negação:

Γ, ϕ ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬ϕ

(¬I)
Γ ⊢ ¬ϕ Γ ⊢ ϕ

Γ ⊢ ⊥
(¬E)

Conjunção:

Γ ⊢ ϕ Γ ⊢ ψ
Γ ⊢ ϕ ∧ ψ

(∧I)
Γ ⊢ ϕ ∧ ψ

Γ ⊢ ϕ
(∧E)

Γ ⊢ ϕ ∧ ψ
Γ ⊢ ψ

(∧E)

Disjunção:

Γ ⊢ ϕ
Γ ⊢ ϕ ∨ ψ

(∨I)
Γ ⊢ ψ

Γ ⊢ ϕ ∨ ψ
(∨I)

Γ, ϕ ⊢ θ Γ, ψ ⊢ θ Γ ⊢ ϕ ∨ ψ
Γ ⊢ θ

(∨E)

Implicação:

Γ, ϕ ⊢ ψ
Γ ⊢ ϕ→ ψ

(→ I)
Γ ⊢ ϕ→ ψ Γ ⊢ ϕ

Γ ⊢ ψ
(→ E)

Figura 2.1.1: Regras da Dedução Natural (Clássico)
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(a) A raiz da árvore é a conclusão, ou seja, Γ ⊢ ϕ;

(b) Todas as folhas da árvore são axiomas, ou seja, júızos da forma Γ, ϕ ⊢ ϕ;

(c) Todo nó pai é obtido de nós filhos usando uma das regras apresentadas na

Figura 2.1.1. Na verdade, os filhos são as derivações que geram a conclusão.

Se tal prova existe, dizemos que o júızo Γ ⊢ ϕ é provável ou derivável.

O sistema de prova consiste de um esquema de axiomas e regras. Para cada conectivo

lógico (exceto para ⊥ e ⊤) temos uma ou duas regras de introdução, e uma ou duas regras

de eliminação. Uma regra de introdução para um conectivo ♦ nos diz como uma conclusão

da forma ϕ ♦ ψ pode ser derivada, em outras palavras, as regras de introdução introduzem

conectivos lógicos nas derivações, e elas são melhor utilizadas quando estamos construindo

uma derivação a partir da conclusão e em direção às hipóteses (“de baixo para cima”).

Agora uma regra de eliminação descreve o caminho para o qual ϕ ♦ ψ pode ser usada para

derivar outras fórmulas; de outra forma, as regras de eliminação mostram como retirar os

conectivos para podermos gerar derivações, e elas são melhor utilizadas quando estamos

construindo uma derivação a partir das hipóteses e em direção à conclusão (“de cima para

baixo”).

Em particular, a premissa Γ, ϕ ⊢ ψ da regra (→ I) pode ser entendida como a habi-

lidade de inferir ψ de Γ se uma prova de ϕ é fornecida. Isto é o suficiente para derivar

a implicação (→). A regra de eliminação (→ E) possui a mesma idéia: se temos uma

prova de ϕ→ ψ então podemos transformar uma prova de ϕ em uma prova de ψ. Neste

sentido, a regra (→ E) pode ser vista como a inversa da regra (→ I). Uma obsevação

similar pode ser lançada sobre os outros conectivos. A regra ⊥E, chamada de ex falso, é

uma exceção, pois não existe uma regra de introdução correspondente, assim como, não

existe uma regra de eliminação correspondente à regra ⊤I.

Exemplo 2.1.1: Vejamos alguns exemplos de prova (dedução). Abaixo as fórmulas ϕ, ψ

e θ podem ser arbitrárias.

(i)
ϕ ⊢ ϕ
⊢ ϕ→ ϕ

(→ I)
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(ii)
ϕ, ψ ⊢ ϕ
ϕ ⊢ ψ → ϕ

(→ I)

⊢ ϕ→ (ψ → ϕ)
(→ I)

(iii) Neste exemplo, usamos Γ para abreviar o conjunto {ϕ→ (ψ → θ), ϕ→ ψ, ϕ}.

Γ ⊢ ϕ→ (ψ → θ) Γ ⊢ ϕ

Γ ⊢ ψ → θ
(→ E)

Γ ⊢ ϕ→ ψ Γ ⊢ ϕ
Γ ⊢ ψ

(→ E)

Γ ⊢ θ
(→ E)

ϕ→ (ψ → θ), ϕ→ ψ ⊢ ϕ→ θ
(→ I)

ϕ→ (ψ → θ) ⊢ (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ θ)
(→ I)

⊢ (ϕ→ (ψ → θ))→ (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ θ)
(→ I)

2.1.2 Cálculo de Sequentes

O Cáculo de Sequentes, que iremos apresentar abaixo, difere um pouco da Dedução Natu-

ral, e estes dois sistemas servem para diferentes propósitos. De fato, na Dedução Natural

vemos em destaque as propriedades fundamentais dos conectivos através de suas regras

de introdução e de eliminação para cada conectivo. Já o cálculo de sequentes é, por as-

sim dizer, mais prático; em outras palavras, mais eficiente com relação à construção de

prova. As regras do cálculo de sequentes, as quais são lidas de baixo para cima, definem

métodos para repassar uma fórmula complexa por uma outra mais simples; ou seja, re-

duz o questionamento inicial à verificação de axiomas. Em vez de regras de introdução

e eliminação, existem somente regras de introdução. Estas regras de introdução podem

introduzir conectivos tanto na parte de conclusão quanto na parte de suposições de um

júızo, estas últimas substituem as regras de eliminação da Dedução Natural. Quando

as regras introduzem conectivos na conclusão, estas se comportam exatamente igual às

regras de introdução da Dedução Natural.

O cálculo de sequentes alcançou um certo destaque não só nas aplicações teóricas como

também nas aplicações práticas, como por exemplo, no desenvolvimento de provadores

(semi)automáticos de teoremas para os quais o cálculo de sequentes serve de base, tal

como o assistente de prova Prototype Verification System (PVS) [51].

Existem muitas variações com respeito à definição de Cálculo de Sequentes, no entanto,
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Axioma e Regra do Corte:

Γ, ϕ ⊢ ϕ
(Ax)

Γ ⊢ ϕ,∆ Γ, ϕ ⊢ Σ

Γ ⊢ ∆,Σ
(Corte)

Regras para ⊥ e ⊤:

Γ,⊥ ⊢ ∆
(L⊥)

Γ ⊢ ⊤,∆
(R⊤)

Regras Estruturais:

Γ ⊢ ∆
Γ, ϕ ⊢ ∆

(LW ) Γ ⊢ ∆
Γ ⊢ ϕ,∆

(RW )

Γ, ϕ, ψ,Γ′ ⊢ ∆

Γ, ψ, ϕ,Γ′ ⊢ ∆
(LX)

Γ ⊢ ∆, ϕ, ψ,∆′

Γ ⊢ ∆, ψ, ϕ,∆′ (RX)

Γ, ϕ, ϕ ⊢ ∆

Γ, ϕ ⊢ ∆
(LC)

Γ ⊢ ϕ, ϕ,∆
Γ ⊢ ϕ,∆

(RC)

Regras Lógicas:

Γ, ϕ ⊢ ∆

Γ, ϕ ∧ ψ ⊢ ∆
(L∧)

Γ, ψ ⊢ ∆

Γ, ϕ ∧ ψ ⊢ ∆
(L∧)

Γ ⊢ ϕ,∆ Γ ⊢ ψ,∆
Γ ⊢ ϕ ∧ ψ,∆

(R∧)

Γ, ϕ ⊢ ∆ Γ, ψ ⊢ ∆

Γ, ϕ ∨ ψ ⊢ ∆
(L∨)

Γ ⊢ ϕ,∆
Γ ⊢ ϕ ∨ ψ,∆

(R∨)
Γ ⊢ ψ,∆

Γ ⊢ ϕ ∨ ψ,∆
(R∨)

Γ ⊢ ϕ,∆ Γ, ψ ⊢ Σ

Γ, ϕ→ ψ ⊢ ∆,Σ
(L→)

Γ, ϕ ⊢ ψ,∆
Γ ⊢ ϕ→ ψ,∆

(R→)

Figura 2.1.2: Regras do Cálculo de Sequentes (Clássico)
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usaremos aqui aquela tal como estudada em [67].

Definição 2.1.2:

1. Um sequente é um par (Γ,∆), denotado por Γ ⊢ ∆, onde Γ e ∆ são sequências

finitas de fórmulas.

2. Uma derivação de Γ ⊢ ∆ é uma árvore de sequentes, onde

(a) a raiz é Γ ⊢ ∆;

(b) os pais e filhos casam, respectivamente, com os sequentes abaixo e acima da

linha das regras apresentadas na Figura 2.1.2;

(c) todas as folhas da árvore devem ser axiomas.

O significado intuitivo de Γ ⊢ ∆ é o seguinte: a conjunção de todas as fórmulas

em Γ implica a disjunção de todas as fórmulas em ∆, ou seja, se Γ = ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn e

∆ = ψ1, ψ2, · · · , ψm então,

ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ · · · ∧ ϕn ⇒ ψ1 ∨ ψ2 ∨ · · · ∨ ψm

Na Figura 2.1.2 (LW ), (RW ), (LX), (RX), (LC) e (RC) significam, respectivamente,

as regras de enfraquecimento, permutação e contração à esquerda (L) e à direita (R). Se

considerarmos o lado direito da regra (R →) como sendo um conjunto unitário e o lado

esquerdo como sendo um conjunto arbitário é fácil ver que esta regra é idêntica à regra

de introdução na Dedução Natural. Observação análoga pode ser lançada sobre os outros

conectivos. No entanto, note que a regra (L→) não pode ser comparada com a regra de

eliminação na Dedução Natural. Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 2.1.2: 1. A seguir apresentamos uma derivação para

⊢ (p→ q)→ (q → r)→ (p→ r)
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p ⊢ p q ⊢ q
p, p→ q ⊢ q

(L→)

p→ q, p ⊢ q
(LX)

r ⊢ r
r, p→ q ⊢ r

(LW )

p→ q, r ⊢ r
(LX)

p→ q, r, p ⊢ r
(LW )

p→ q, p, r ⊢ r
(LX)

p→ q, p, q → r ⊢ r
(L→)

p→ q, q → r, p ⊢ r
(LX)

p→ q, q → r ⊢ p→ r
(R→)

(p→ q) ⊢ (q → r)→ (p→ r)
(R→)

⊢ (p→ q)→ (q → r)→ (p→ r)
(R→)

2. Damos a seguir um prova para a Lei de Pierce:

p ⊢ p
p ⊢ q, p

(RW )

⊢ p→ q, p
(R→)

p ⊢ p

(p→ q)→ p ⊢ p, p
(L→)

(p→ q)→ p ⊢ p
(RC)

⊢ ((p→ q)→ p)→ p
(R→)

2.2 Sistemas de Tipos

Inventada por Bertrand Russel [62] em 1908, a Teoria dos Tipos é uma linguagem para

fomalização matemática, e veio, em parte, para responder ao paradoxo de Russell : Seja

U o conjunto de todos os conjuntos que não contém a si próprios como membros, ou seja,

U = {A | A /∈ A}. O que podemos dizer sobre U , isto é, U contém a si mesmo? Se

sim, pela própria definição de U , U não é membro de U . Se não (U não é membro de

si mesmo), então obrigatoriamente U deve ser membro de U , por definição de U . Dessa

forma, qualquer que seja a resposta, sim ou não, obtemos uma contradição.

Assim, Russel esquivou-se deste paradoxo criando uma hierarquia infinita, chamada de

Teoria dos Tipos, de tal modo que um conjunto não pode ser membro de si mesmo, nem

de qualquer conjunto de tipo inferior. Um tipo (σ) é simplesmente interpretado como um

conjunto, e tipos funcionais (σ → τ) são interpretadas como um conjunto de funções entre

conjuntos (de σ para τ), ou seja, como uma relação funcional, um conjunto de pares de

elementos. No entanto, não se deve pensar que tipos são conjuntos, pois os tipos nos dão

uma informação sintática enquanto que conjuntos nos dão uma informação semântica.
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Em 1940, Alonzo Church [11] apresentou uma nova formulação da Teoria dos Tipos,

conhecida como Teoria de Tipos à la Church, que de certa forma é mais simples e mais

geral do que aquela apresentada por Russel. Esta nova formulação é baseada sobre funções

em vez de relações e possui um importante mecanismo para construir e aplicar funções.

Vale ressaltar, que nas últimas décadas a Teoria dos Tipos tem sido uma escolha de

consenso geral para o desenvolvimento de provadores (semi)automáticos de teoremas, por

exemplo, HOL [36], Isabelle [49] e PVS [51] são sistemas baseados na Teoria de Tipos à

la Church.

2.2.1 Cálculo Lambda : Visão Geral

Em 1930s, Church inventou o Cálculo Lambda (λ-cálculo) como parte de um sistema para

lógicas de ordem superior e teoria das funções, com o intuito de capturar os aspectos mais

básicos da maneira pela qual funções podem ser combinadas para formar outras funções.

Em outras palavras, o λ-cálculo modela e estuda o comportamento aplicativo das funções

e por isso tem como operação básica a aplicação.

Uma função no λ-cálculo é representada na forma λx.M , onde x é o parâmetro da

função e M constitui o corpo da função. No λ-cálculo a expressão λx.M pertence a um

conjunto de elementos chamados de λ-termos e que definimos a seguir:

Definição 2.2.1: Seja Υ um conjunto enumerável infinito de śımbolos, os quais chama-

mos de λ-variáveis, ou simplesmente, variáveis. Um λ-termo é um dentre os seguintes:

(i) cada variável é um λ-termo, chamado de termo atômico;

(ii) se M e N são λ-termos, então (MN) é um λ-termo, chamado de uma aplicação;

(iii) se M é λ-termo e x é uma variável, então λx.M é um λ-termo, chamado de uma

abstração ou uma λ-abstração.

Em uma abstração λx.M , a variável x, que representa o argumento da função, pode

ou não ocorrer em M . No caso positivo, qualquer ocorrência de x em M é dita ser ligada,

enquanto que qualquer outra variável é dita ser livre, a menos que esta outra variável seja
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ligada por uma outra abstração. Por exemplo, a variável y em λxλy.xy é ligada, enquanto

que em λx.xy a mesma variável é livre. Se um λ-termo não possui variáveis livres, então

dizemos que este é fechado. Já em uma aplicação (MN) não há qualquer restrição sobre

o operador M e o argumento N .

Denotamos os λ-termos por letras maiúsculas do nosso alfabeto, por exemplo, L,

M , N , P , Q, ... com ou sem ı́ndices, e nos referimos aos λ-termos simplesmente como

termos. Também, por conveniência, repetidos λ′s e parênteses serão omitidos, e adotamos

a associação à esquerda para recuperar os parênteses. Por exemplo,

λxyz.M = (λx.(λy.(λz.M))) MNPQ = (((MN)P )Q)

Dentre as regras de simplificação do λ-cálculo apresentamos as seguintes:

α-conversão: permite renomear variáveis ligadas. Por exemplo, λx.x pode ser α-convertido

para λy.y.

λx.x→α λy.y

Note que a α-conversão nos permite considerar idênticos os λ-termos que só direfem

nos nomes das variáveis ligadas, ou seja, podemos substituir uma variável x em M

por qualquer outro termo N mudando, se necessário, os nomes de algumas variáveis

ligadas em M .

β-redução: permite que aplicações sejam reduzidas. Por exemplo, (λx.M)N pode ser β-

reduzido para M [x/N ] no qual todas as ocorrências da variável x foram substituidas

por N . Porém, se houver conflito de nomes de variáveis, como em (λx.λy.xy)y, deve-

se primeiro aplicar a α-conversão.

(λx.M)N →β M [x/N ]

Um termo M está em β-forma normal, ou simplesmente em forma normal, se, e

somente se, não existe um termo N tal que M →β N .



23

Exemplos 2.2.1:

1. A função identidade é dada por:

λx.x

De fato,

(λx.x)M →β M

2. Expressamos os números naturais no λ-cálculo como os numerais de Church:

cn = λyx.yn(x)

onde yn(x) é uma abreviação para y(y(· · · (yx) · · · )) com n ocorrências de y.

Em geral, para um número natural n, escrevemos n em vez de cn. Por exemplo,

0 = λyx.x 1 = λyx.yx 2 = λyx.y(yx)

3. Funções básicas:

Função Zero: Z ≡ λm.0

Função Sucessor: S ≡ λnyx.y(nyx)

Função Soma: A+ ≡ λmnyx.my(nyx)

Função Multiplicação: A∗ ≡ λmnyx.m(ny)x

Função Exponencial: Aexp ≡ λmnyx.mnyx

Função Projeção: Πk
i ≡ λm1 · · ·mi · · ·mk.mi

4. Uma função parcial f : Nm → N é λ-defińıvel se, e somente se, existe um λ-termo

F tal que as seguintes se verificam:

(a) Se f(n1, n2, · · · , nk) = m então Fcn1
cn2
· · · cnk

=β cm. Onde =β é a menor

relação de equivalência contendo →β.

(b) Se f(n1, n2, · · · , nk) = m é indefinida então Fcn1
cn2
· · · cnk

não possui forma

normal.
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5. Considere o termo (λx.xx)(λx.xx). Observe que:

(λx.xx)(λx.xx) →β (λx.xx)(λx.xx) →β · · · ,

ou seja, o (λx.xx)(λx.xx) não possui uma forma normal, ou melhor, o λ-cálculo não

é terminante. Por outro lado, podemos encarar a forma normal como o resultado

final da computação, de outra forma, se uma redução termina, então o resultado é

único, como mostra o seguinte resultado2: Como usual, a relação →∗
β representa o

fecho reflexivo transitivo de →β.

Teorema 2.2.2 [Teorema Church-Rosser]: Se M →∗
β N1 e M →∗

β N2 , então existe

um termo L tal que N1 →
∗
β L e N2 →

∗
β L.

Corolário 2.2.3: Se M possui uma forma normal, então essa forma normal é única.

Apesar do λ-cálculo não ter tido o mesmo impacto das Máquinas de Turing3 [32] e

das enormes diferenças de notação e enfoque, provou-se que há uma equivalência entre a

abordagem de Turing e a de Church, ou seja, entre as máquinas de Turing e o λ-cálculo.

Esta equivalência dos formalismos deu origem à chamada Tese de Church-Turing4, que

afirma: “tudo que é computável”, é “computável” a partir desses dois mecanismos, e qual-

quer outro tipo de “computabilidade” que possa ser inventada ou será menos expressiva

ou equivalente à computabilidade deles. Em outras palavras, λ-cálculo é um formalismo

universal no sentido de que toda função computável pode ser expressa usando este forma-

lismo. Essa expressividade do λ-cálculo é constatada através do seguinte teorema, cuja

demonstração pode ser encontrada em [67].

Teorema 2.2.4: Todas as funções recursivas são λ-defińıveis.

O sistema de λ-cálculo, apresentado acima, é hoje chamado de cálculo lambda livre de

tipos (sem tipos) para distingui-lo de outras versões do λ-cálculo com tipos. Nas versões

2Provas desses resultados podem ser encontradas em [29].
3Muito tempo antes de existirem os modernos computadores digitais de hoje, Alan Turing (1936)

inventou uma classe de máquinas, hoje chamadas de máquinas de Turing e através delas definiu a noção
de função computacional. Uma máquina de Turing nada mais é de que um modelo abstrato de um
computador, o qual restringe-se a apenas aos aspectos lógicos do seu funcionamento (memória, estados e
transições).

4A Tese de Church-Turing não pode ser provada formalmente por que a noção de função computável
(em um sentido intuitivo) não é definida formalmente.
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tipadas do λ-cálculo tipos são designados para os λ-termos. Dessa forma, um λ-termo

M pode ser aplicado a um λ-termo N de tipo σ se, e somente se, M possui tipo σ → τ

para algum tipo τ . Assim, podemos ver um tipo ϕ como uma proposição e o λ-termo M

associado a este tipo como sendo uma prova para esta proposição, e denotamos esta idéia

por M : ϕ.

Entre as várias versões tipadas do λ-cálculo destacamos apenas duas, que de certa

forma é como se dividem basicamente todas as outras, a saber: Os sistemas tipados à

la Church [11] e os sistemas tipados à la Curry [15]. A principal diferença entre estes

dois sistemas é que no λ-cálculo tipado à la Church o tipo de cada variável é fixado, e no

λ-cálculo tipado à la Curry não é. Por exemplo, no λ-cálculo tipado à la Church o termo

λx : σ.x é a função identidade sobre o tipo σ, e ele possui tipo σ → σ, mas não τ → τ se o

tipo τ for diferente do tipo σ. Já no λ-cálculo tipado á la Curry, o termo λx.x representa

uma função identidade geral com tipo ρ→ ρ para “todo” tipo ρ. Porém, tanto a tipagem

à la Church quanto a tipagem à la Curry dependem de um conjunto T de tipos, o qual

definimos a seguir [29].

Definição 2.2.5: Suponhamos que seja dado um conjunto infinito enumerável de variáveis-

tipo, distintos das λ-variáveis. O conjunto de tipos T é definido indutivamente como segue:

(i) toda variável-tipo σ é um tipo, ou seja, σ ∈ T;

(ii) se σ, τ ∈ T então (σ → τ) é um tipo, ou seja, (σ → τ) ∈ T (tipo funcional).

Por simplicidade o excesso de parênteses é omitido dos tipos e usamos a associação à

direita para recuperá-los. Por exemplo,

σ → τ → ρ ≡ (σ → (τ → ρ))

Também por conveniência usaremos uma śıntaxe abstrata para formar T:

T = V | T→ T

onde V é o conjunto de variáveis-tipo.
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2.2.2 λ-cálculo tipado à la Curry

A designação de tipos à la Curry depende de dois parâmetros, o conjunto de tipos T e

um conjunto de regras de designação de tipos.

Definição 2.2.6:

1. Uma designação de tipo é qualquer expressão da forma M : σ (lê-se: M possui tipo

σ) onde M é um λ-termo, chamado sujeito, e σ é um tipo, chamado predicado.

2. Um contexto Γ é qualquer conjunto finito, possivelmente vazio, de designações de

tipos, Γ = {x1 : σ1, x2 : σ2, · · · , xn : σn}, onde os sujeitos são variáveis, e que seja

consistente, ou seja, que nenhuma variável seja sujeito de mais de uma designação

de tipo.

3. Uma designação M : σ é derivável do contexto Γ, denotado por Γ ⊢ M : σ, se

Γ ⊢M : σ pode ser constrúıdo a partir das regras apresentadas a seguir:

Γ, x : σ ⊢ x : σ
(Ax)

Γ, x : σ ⊢M : τ

Γ ⊢ (λx.M) : σ → τ
(→ I)

Γ ⊢M : (σ → τ) Γ ⊢ N : σ

Γ ⊢ (MN) : τ
(→ E)

4. Seja o contexto Γ = {x1 : σ1, · · · , xn : σn}. Definimos ||Γ||, chamado na literatura

de imagem, como:

||Γ|| = {σ ∈ T | (x : σ) ∈ Γ, para algum x}

Exemplos 2.2.2: Sejam σ, τ , ρ tipos arbitrários. Então:

1. ⊢ (λxy.x) : σ → τ → σ. De fato,

x : σ, y : τ ⊢ x : σ

x : σ ⊢ (λy.x) : τ → σ
(→ I)

⊢ (λxy.x) : σ → τ → σ
(→ I)
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2. ⊢ (λx.x) : σ → σ
x : σ ⊢ x : σ

⊢ (λx.x) : σ → σ
(→ I)

3.
x : σ, y : σ ⊢ x : σ

y : σ ⊢ (λx.x) : σ → σ
(→ I)

y : σ ⊢ y : σ

y : σ ⊢ (λx.x)y : σ
(→ E)

2.2.3 λ-cálculo tipado à la Church

Como já comentamos antes, a idéia de tipagem do λ-cálculo à la Church é diferente da

tipagem à la Curry, pois, na tipagem à la Church uma completa informação sobre os tipos

estão contidas nos termos, ou seja, os tipos das variáveis e termos são “fixos”, enquanto

que na tipagem à Curry os termos são λ-termos do λ-cálculo sem tipos.

Sendo T um conjunto de tipos, definimos os chamados Pseudotermos, denotado por

ΛT, como segue:

ΛT = V | ΛTΛT | λV : T.ΛT

onde V é o conjunto de λ-variáveis.

Definição 2.2.7:

1. Uma designação de tipo é qualquer expressão da forma M : σ com M ∈ ΛT e σ ∈ T.

2. Um contexto Γ é qualquer conjunto finito, possivelmente vazio, de designações de

tipos, Γ = {x1 : σ1, x2 : σ2, · · · , xn : σn}, onde os sujeitos são variáveis, e que seja

consistente, ou seja, que nenhuma variável seja sujeito de mais de uma designação

de tipo.

3. Uma designação M : σ é derivável do contexto Γ, denotado por Γ ⊢ M : σ, se

Γ ⊢M : σ pode ser constrúıdo usando as regras apresentadas abaixo:
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Γ, x : σ ⊢ x : σ
(Ax)

Γ, x : σ ⊢M : τ

Γ ⊢ (λx : σ.M) : σ → τ
(→ I)

Γ ⊢M : (σ → τ) Γ ⊢ N : σ

Γ ⊢ (MN) : τ
(→ E)

Damos a seguir alguns exemplos t́ıpicos de designação de tipos à la Church. Por

conveniência e uma boa visualização, às vezes usamos xσ em vez de x : σ.

Exemplos 2.2.3: Seja σ, τ ∈ T. Então:

1.
x : σ ⊢ σ

⊢ λxσ.x : σ → σ
(→ I)

2.
x : σ, y : τ ⊢ y : τ

y : τ ⊢ λxσ.y : σ → τ
(→ I)

3.
x : σ, y : σ ⊢ x : σ

y : σ ⊢ λxσ.x : σ → σ
(→ I)

y : σ ⊢ y : σ

y : σ ⊢ (λxσ.x)y : σ
(→ E)

2.2.4 Tipos à la Church versus à la Curry

Apesar das diferenças já mencionadas entre as tipagens à la Church e à la Curry, existe

uma conexão entre eles, ou seja, existe uma correspondência que nos permite mudar de

um para outro. Esta correspondência, chamada de apagar, nos permite mudar da tipagem

à la Church para a tipagem à la Curry simplesmente apagando todas as informações de

tipos, vejamos:

Definição 2.2.8: A aplicação apagar | · | é definida da seguinte forma:

|x| = x;

|MN | = |M | |N |;

|λxσ.M | = λx.|M |.
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Por exemplo, |λxσ→τ→ρ.λyσ→τ .λzσ.xz(yz)| = λx.λy.λz.xz(yz).

Lema 2.2.9: Sejam M,N ∈ ΛT.

(i) Se M →∗
β N , então |M | →∗

β |N |;

(ii) Se Γ ⊢M : σ à la Church, então Γ ⊢ |M | : σ à la Curry.

Demonstração: (i) segue por indução em M , e (ii) segue por indução na derivação de

Γ ⊢M : σ.

O lema acima nos diz como passar do sistema à la Church para o sistema à la Curry,

e o lema abaixo nos diz como fazer o oposto.

Lema 2.2.10: Sejam M,N λ-termos (livre de tipos).

(i) Se M →∗
β N e M = |M ′|, então M ′ →∗

β N
′ para algum N ′ ∈ ΛT tal que N = |N ′|;

(ii) Se Γ ⊢ M : σ à la Curry, então existe M ′ ∈ ΛT com |M ′| = M e Γ ⊢ M ′ : σ à la

Church.

Demonstração: Indução nas derivações de M →∗
β N e Γ ⊢M : σ respectivamente.

Os lemas acima nos permitem transladar várias propriedades da tipagem à la Church

para os análogos na tipagem à la Curry, e vice-versa. Por exemplo, em ambos os sistemas

as seguintes propriedades, dentre outras, são válidas:

Lema da Geração:

(a) Γ ⊢ x : σ ⇒ x : σ ∈ Γ.

(b) Γ ⊢MN : σ implica que existe um τ tal que Γ ⊢M : τ → σ e Γ ⊢ N : τ .

(c) Γ ⊢ λx.M : σ implica que existem τ e ρ tal que Γ, x : τ ⊢M : ρ e σ = τ → ρ.

Lema de Redução do Sujeito: Se Γ ⊢M : σ e M →∗
β N , então Γ ⊢ N : σ.
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Propriedade de Church-Rosser: Suponha que Γ ⊢M : σ.

Se M →∗
β N1 e M →∗

β N2, então existe um termo L tal que N1 →
∗
β L, N2 →

∗
β L

e Γ ⊢ L : σ.

Normalização: Se Γ ⊢M : σ então M possui uma forma normal.

Em termos de propriedades, a tipagem à la Church difere da tipagem à la Curry

somente no fato de que na tipagem à la Church o tipo de um termo é único, ou seja,

Lema 2.2.11: Se Γ ⊢M : σ e Γ ⊢M : τ , então σ = τ .

Demonstração: Indução na estrutura do termo M .

Por exemplo, na tipagem à la Church λxσ.λy(τ→σ)→σ.y(λzτ .x) possui somente o tipo

σ → ((τ → σ) → σ) → σ. Enquanto que na tipagem à la Curry λx.λy.y(λz.x) pode

ter como designação os tipos σ → ((τ → σ) → σ) → σ, σ → ((τ → σ) → ρ) → ρ,

(σ → σ)→ ((τ → σ → σ)→ ρ)→ ρ, · · · .

Finalizamos este caṕıtulo apresentando o Teorema do Isomorfismo de Curry-Howard.

Como observado por Morten em [67], este isomorfismo estabelece uma conexão entre Teo-

ria da Prova e Teoria dos Tipos; por exemplo, a lógica intuicionista minimal corresponde

ao λ-cálculo tipado, a lógica de primeira ordem corresponde aos tipos dependentes, a lógica

de segunda ordem corresponde aos tipos polimórficos, o cálculo de sequentes é relacionado

com a substituição impĺıcita, e assim por diante.

Teorema do Isomorfismo de Curry-Howard:

(i) Se Γ ⊢M : ϕ então ||Γ|| ⊢ ϕ

(ii) Se Σ ⊢ ϕ então existe um termo tipado M tal que Γ ⊢M : ϕ, onde

Γ = {(xϕ : ϕ) | ϕ ∈ Σ}.

Demonstração: (i) por indução na derivação de Γ ⊢ M : ϕ, e (ii) por indução na

derivação de Σ ⊢ ϕ. Para mais detalhes ver [67].



Caṕıtulo 3

O PVS e sua Semântica: Uma Visão Geral

Desenvolvido pela SRI International, o PVS1 (Prototype Verification System [14]) é um

provador interativo de teoremas que combina uma expressiva Linguagem de Especifica-

ção (ver Apêndice A) com um Assistente de Prova Interativo (ver Apêndice B), e vem

sendo muito utilizado para especificar e verificar propriedades de hardware [65], proto-

colos [28, 31], propriedades de sistemas tempo-real [30, 65] e sistemas cŕıticos, como por

exemplo, detecção e resolução de conflitos no tráfego aéreo [22]. De certa forma, o PVS foi

constrúıdo para agregar uma combinação de técnicas já desenvolvidas para outros sistemas

e mostradas serem extremamente úteis. Por exemplo, os sistemas Nuprl [12] e Veritas [26]

inspiraram a construção dos subtipos e dos tipos dependentes; as técnicas do assistente

de prova foram baseadas no LCF [25] e no Boyer-Moore [9]; enquanto que as estratégias,

o que permite ao usuário um certo ńıvel de automação nas provas, são equivalentes às

tacticals em HOL.

Como vimos no Caṕıtulo 2, já é um fato que os tipos exercem um papel importante

na teoria da computação e é melhor exemplificado pelo seu uso em várias linguagens

de programação tal como Algol, Ada, e ML, e é também pesadamente enfatizado no

PVS. O PVS consiste, dentre outras caracteŕısticas, de um sistema de tipos baseado na

Teoria de Tipos Simples de Church (Ver Seção 2.2.3), porém, estendida com subtipos, tipos

dependentes e data types. Dentre os tipos básicos destacamos bool, nat, rational e real.

Tipos mais complexos podem ser constrúıdos usando construtores de tipos. Alguns destes

contrutores são usados para construir tipos funcionais, registros e produtos, por exemplo,

1Dispońıvel em http://pvs.csl.sri.com/.
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um tipo funcional de tipo domı́nio T1 para o tipo imagem T2 é constrúıdo como [T1 ->

T2], e o tipo produto de T1, T2 é constrúıdo como [T1, T2]. Por outro lado, os tipos

registro são da forma [# a1:T1, ..., an:Tn #] onde os ai são os nomes das diferentes

componentes do registro e os Ti são expressões de tipo.

A seguir damos somente uma visão geral da semântica do PVS. Para mais detalhes

e demonstrações do resultados apresentados aqui veja o texto [51] do próprio PVS que

discorre sobre a sua semântica formal, e que é a base para todo esse caṕıtulo.

3.1 Contextos e Checagem de Tipo em PVS

É sabido que os tipos também servem como um mecanismo poderoso para detectar erros

sintáticos e semânticos. Esta verificação é feita através da checagem de tipos usando

a operação typechecking, a qual determina se uma dada expressão esta bem-tipada com

respeito a um dado contexto. Em PVS o typechecking é definido como uma função parcial

τ que designa um tipo para o termo a com respeito a um contexto Γ.

Um contexto Γ, em PVS, é visto como uma função parcial que designa uma espécie

(ou TYPE, ou CONSTANT, ou VARIABLE) para cada śımbolo, e um tipo para cada śımbolo

de constante e variável. Em outras palavras, um contexto em PVS é uma sequência de

declarações, onde cada declaração é uma declaração de tipo T:TYPE, ou de constante c:T

onde T é um tipo, ou de variável x:VAR T. De maneira mais formal, um contexto, sendo

uma função parcial, pode ser aplicado a um śımbolo, de acordo com a seguinte definição:

Definição 3.1.1: Sejam Γ um contexto, s e r declarações, e r 6= s. Sendo s uma declara-

ção D e Γ′ = Γ ∪ {s : D} um contexto, ou, como definido na Seção 2.1.1, Γ′ = {Γ, s : D},

então:

(a) (Γ′)(s) = D;

(b) (Γ′)(r) = Γ(r);

(c) se r não esta declarado no contexto Γ, então Γ(r) é dito ser indefinido;
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(d) a espécie do śımbolo s em Γ′ é dada por kind(Γ′(s));

(e) se a espécie de s é CONSTANT ou VARIABLE, então a designação de tipo para s em Γ′ é

dada por type(Γ(s)).

O exemplo a seguir deixa bem claro o uso dos conceitos apresentados na definição

acima.

Exemplo 3.1.1: A sequência de declarações a seguir é um contexto, e o chamamos de Γ.

bool : TYPE, TRUE : bool, FALSE : bool, x: VAR [[bool, bool] → bool]

Neste contexto temos:

kind(Γ(bool)) = TYPE type(Γ(bool)) = TYPE

kind(Γ(TRUE)) = CONSTANT type(Γ(FALSE)) = bool

kind(Γ(x)) = VARIABLE type(Γ(x)) = [[bool, bool] → bool]

A definição a seguir, a qual apresenta a operação typechecking que verifica a boa-

formação de contextos, tipos e termos, onde os termos (Veja Seção 2.2.1) podem ser cons-

tantes (c, f), variáveis (x), pares ((a, b)), projeções (pi a), aplicações (f a), ou abstrações

(λ(x : T ) : a), nos diz que:

(1) Um contexto Γ é checado com respeito a um contexto vazio, representado por { },

ou melhor, τ()(Γ) retorna CONTEXT quando Γ é um contexto bem-formado;

(2) Para uma expressão A, τ(Γ)(A) retorna TYPE quando A é bem-formado com respeito

ao contexto Γ;

(3) O resultado da aplicação τ(Γ)(a) sobre um termo bem-formado a é o tipo que é de-

signado para a com relação ao contexto Γ, o qual é chamado de tipo canônico.
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Definição 3.1.2 [Operação Typechecking]:

τ()({}) = CONTEXT

τ()(Γ, s : TYPE) = CONTEXT, se Γ(s) é indefinido
e τ()(Γ) = CONTEXT

τ()(Γ, c : T ) = CONTEXT, se Γ(c) é indefinido, τ(Γ)(T ) = TYPE

e τ()(Γ) = CONTEXT

τ()(Γ, x : VAR T ) = CONTEXT, se Γ(x) é indefinido,
τ(Γ)(T ) = TYPE e τ()(Γ) = CONTEXT

τ(Γ)(s) = TYPE se kind(Γ(s)) = TYPE

τ(Γ)([A→ B]) = TYPE se τ(Γ)(A) = τ(Γ)(B) = TYPE

τ(Γ)([A1, A2]) = TYPE se τ(Γ)(Ai) = TYPE para 1 ≤ i ≤ 2

τ(Γ)(a) = type(Γ(a))
se kind(Γ(a)) ∈ {CONSTANT, VARIABLE}

τ(Γ)(f a) = B se τ(Γ)(f) = [A→ B] e τ(Γ)(a) = A
τ(Γ)(λ(x : T ) : a) = [T → τ(Γ, x : VAR T )(a)] se Γ(x) é indefinido

e τ(Γ)(T ) = TYPE

τ(Γ)((a1, a2)) = [τ(Γ)(a1), τ(Γ)(a2)]
τ(Γ)(pi a) = Ti onde

τ(Γ)(a) = [T1, T2]

Na regra para λ-abstração a restrição de que Γ(x) deve ser indefinido pode ser satis-

feita renomeando convenientemente a variável ligada. Além disso, pela própria definição

recursiva das regras para contexto é fácil ver que vale o seguinte lema:

Lema 3.1.3: A operação typechecking quando aplicada a um contexto, preserva a boa-

formação do contexto em cada chamada recursiva, de modo que se o contexto inicial é

bem-formado, então assim o é todo contexto intermediário.

Exemplo 3.1.2: Seja Ω = {bool : TYPE, TRUE : bool, FALSE : bool} um contexto.

(a) τ()({}) = CONTEXT

(b) τ()(Ω) = CONTEXT

(c) τ(Ω)([[bool, bool] → bool]) = TYPE

(d) τ(Ω)((TRUE, FALSE)) = [bool, bool]

(e) τ(Ω)(p2 (TRUE, FALSE)) = bool
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(f) τ(Ω)(λ(x : bool) : TRUE) = [bool→ bool]

É fácil verificar as afirmações acima pela definição. Mas antes de iniciar a verificação

observe que, por definição, τ(Ω)(bool) = TYPE , τ(Ω)(TRUE) = bool e τ(Ω)(FALSE) =

bool, pois, kind(Ω(bool)) = TYPE, kind(Ω(TRUE)) = bool e kind(Ω(FALSE)) = bool.

Então,

(a) τ()({}) = CONTEXT;

(b) τ()(Ω) = CONTEXT. De fato, τ()({}, bool : TYPE) = CONTEXT, uma vez que {}(bool)

é indefinido e τ()({}) = CONTEXT;

Sendo o contexto Ω1 = {{}, bool : TYPE}, ou seja, Ω1 = {bool : TYPE}, vem que

τ()(Ω1, TRUE : bool) = CONTEXT, pois Ω1(TRUE) é indefinido, τ(Ω1)(bool) = TYPE e

τ()(Ω1) = CONTEXT;

Seja o contexto Ω2 = {bool : TYPE, TRUE : bool}, ou seja, Ω = {Ω2, FALSE : bool}.

Assim, temos que τ()(Ω) = τ()(Ω2, FALSE : bool) = CONTEXT, pois Ω2(FALSE) é

indefinido, τ(Ω1)(bool) = TYPE e τ()(Ω2) = CONTEXT;

(c) τ(Ω)([bool, bool]) = TYPE, portanto, τ(Ω)([[bool, bool] → bool]) = TYPE;

(d) τ(Ω)((TRUE, FALSE)) = [τ(Ω)(TRUE), τ(Ω)(FALSE)] = [bool, bool];

(e) τ(Ω)(p2 (TRUE, FALSE)) = bool, pois, τ(Ω)((TRUE, FALSE)) = [bool, bool].

(f) Pela definição temos que:

τ(Ω)(λ(x : bool) : TRUE) = [bool→ τ(Ω, x : VAR bool)(TRUE)]

se Ω(x) é indefinido e τ(Ω)(bool) = TYPE.

Como TRUE é uma constante vem que

τ(Ω, x : VAR bool)(TRUE) = type(Ω(TRUE) = bool.

Uma vez que Ω(x) é indefinido e τ(Ω)(bool) = TYPE obtemos que,

τ(Ω)(λ(x : bool) : TRUE) = [bool→ bool].
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A próxima proposição nos diz que quando estendemos um contexto os júızos (Ver

Caṕıtulo 2) de tipo não são invalidados.

Proposição 3.1.4: Se τ()(Γ) = τ()(Γ′) = CONTEXT e Γ é um prefixo de Γ′, então para

todo tipo A, τ(Γ)(A) = TYPE implica τ(Γ′)(A) = TYPE, e para todo termo a, τ(Γ)(a) = A

implica τ(Γ′)(a) = A.

Demonstração: A prova desta proposição segue diretamente da Definição 3.1.2 e do

Lema 3.1.3. Como exemplo, daremos um sketch da prova do caso τ(Γ)(A) = TYPE implica

τ(Γ′)(A) = TYPE. Uma vez que τ(Γ)(A) = TYPE, por definição, temos que kind(Γ(A)) =

TYPE o que nos leva a concluir que Γ(A) não é indefinido, ou seja, A : TYPE esta declarado

no contexto Γ. Como Γ ⊆ Γ′ temos que A : TYPE esta declarado no contexto Γ′. Sendo

Γ′ um contexto bem-formado, pelo Lema 3.1.3, vem que Γ′−{A} também é um contexto

bem-formado. Portanto, como kind(Γ′(A)) = TYPE, concluimos que τ(Γ′)(A) = TYPE.

Os contextos em PVS ainda são enriquecidos de modo que podem conter declarações

de tipos da forma s : TYPE = T , onde T é um tipo. Neste caso, se o contexto Γ contém

tal declaração para s, então definimos definition(Γ(s)) como sendo T . Sendo assim,

inevitavelmente devemos aumentar o conjunto de regras da operação typechecking para

lidar com tal situação. Isto é feito acrescentando à Definição 3.1.2 as seguintes regras:

τ()(Γ, s : TYPE = T ) = CONTEXT, se Γ(s) é indefinido,
τ()(Γ) = CONTEXT

e τ(Γ)(T ) = TYPE

τ(Γ)(s) = δ(Γ)(type(Γ(s)))
se kind(Γ(s)) ∈ {CONSTANT, VARIABLE}

onde δ(Γ)(T ) é a operação que retorna a forma expandida de um tipo relativo ao contexto

Γ, e é definido como segue

Definição 3.1.5 [Tipo Expandido]:

δ(Γ)(s) = s, se definition(Γ(s)) é vazio

δ(Γ)(s) = δ(Γ)(definition(Γ(s))), se definition(Γ(s)) é não-vazio
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δ(Γ)([A→ B]) = [δ(Γ)(A)→ δ(Γ)(B)]

δ(Γ)([T1, T2]) = [δ(Γ)(T1), δ(Γ)(T2)]

Note que o operador δ é indepotente, e que τ(Γ)(a), para um certo termo a, sempre

retorna um tipo expandido, ou seja, δ(Γ)(τ(Γ)(a)) = τ(Γ)(a).

Exemplo 3.1.3: Considere o conjunto de declarações

Ω′ = {Ω, boolp : TYPE = [[bool, bool]→ bool], V : boolop},

onde Ω é tal como apresentado na Definição 3.1.2. Então

τ()(Ω′) = CONTEXT

τ(Ω′)(boolop) = [[bool, bool] → bool]
τ(Ω′)(V ) = [[bool, bool] → bool]

3.2 Os Subtipos em PVS

Do ponto de vista de subtipos, em PVS, é posśıvel introduzir o “tipo” números naturais

como um “subtipo” do “tipo” números reais, e tratar os primos, os números pares, e

os números ı́mpares como subtipos do tipo números naturais, assim como, introduzem a

possibilidade de tipos serem vazios; isto porque, em PVS, os subtipos correspondem na

teoria dos conjuntos à noção de subconjuntos.

De maneira geral, em PVS, o subtipo (ou subtipo predicado) dos elementos de um tipo

T satisfazendo o predicado P é definido como sendo o tipo {x : T | P (x)}, onde P é

definido como sendo um tipo funcional cujo tipo imagem é o tipo primitivo bool e P (x) é

qualquer fórmula em PVS. Além disso, subtipos sobre tipos funcionais são contravariantes

no tipo imagem, mas não são contravariantes sobre o tipo domı́nio, ou seja, não podemos

ver o tipo funcional [nat -> nat] como um subtipo do tipo funcional [int -> nat].

Tal relação de subtipo violaria a extensionalidade2. Em outras palavras, o tipo funcional

[A → B] é um subtipo de [A′ → B′] se, e somente se, B é um subtipo de B′, e A e A′

2Duas funções sobre os números naturais são extencionalmente iguais quando elas retornam valores
iguais se aplicadas em iguais argumentos naturais.
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são tipos equivalentes. Como A e A′ podem ser subtipos gerados por predicados, esta

equivalência se reduz a verificar a equivalência entre tais predicados. A equivalência de

tipos citada será definida mais adiante e denotada por ≃.

Novamente, uma vez que foi adicionado os subtipos à linguagem do PVS, se faz ne-

cessário atualizar a operação typechecking. No entanto, para fazer esta atualização são

necessários os seguintes operadores:

• µ(A): Este operador, definido a seguir, retorna o supertipo maximal de um tipo A,

onde um tipo maximal s é um tipo tal que µ(s) = s.

µ(s) = s
µ({x : T | a}) = µ(T )
µ([A→ B]) = [A→ µ(B)]
µ([A1, A2]) = [µ(A1), µ(A2)]

• π(A): Este operador retorna os predicados que restringem um tipo A relativo ao

seu supertipo maximal µ(A), e é definido como segue:

π(s) = λ(x : s) : TRUE

π({y : T | a}) = λ(x : µ(T )) : (π(T )(x) ∧ a[x/y])

π([A→ B]) = λ(x : [A→ µ(B)]) : (∀(y : A) : π(B)(x(y)))

π([A1, A2]) = λ(x : [µ(A1), µ(A2)]) : (π(A1)(p1 x) ∧ π(A2)(p2 x)

onde a[x/y] significa que x é substitúıdo por y em a. Esta operação de substituição

é realizada de acordo com a Definição 3.2.1 apresentada mais adiante.

• µ0(A): Este operador é uma variante do operador µ e retorna o supertipo direto

o qual considera somente os supertipos de subtipos dados explicitamente na forma

{x : T | a}. Vejamos a sua definição:

µ({x : T | a}) = µ(T )
µ(T ) = T , caso contrário
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Definição 3.2.1 [Substituição]:

s[a1/x1, · · · , an/xn] =

{
ai, se para algum minimal i, s ≡ xi

s, caso contrário

(f a)[a1/x1, · · · , an/xn] = (f [a1/x1, · · · , an/xn] a[a1/x1, · · · , an/xn])

(λ(y : T ) : a)[a1/x1, · · · , an/xn] = (λ(y′ : T ) : a[y′/y, a1/x1, · · · , an/xn])
onde y′ é uma variável fresca

(b1, b2)[a1/x1, · · · , an/xn] = (b1[a1/x1, · · · , an/xn] , b2[a1/x1, · · · , an/xn])

(pi a)[a1/x1, · · · , an/xn] = (pi a[a1/x1, · · · , an/xn])

Exemplo 3.2.1: Considere o seguinte contexto.

int : TYPE

0 : int

≤ : [[int, int]→ bool]
nat : TYPE = {i : int | 0 ≤ i}

natinjection : TYPE = {f : [nat→ nat] | ∀(i, j : nat) : f(i) = f(j) ⊃ i = j}

Dessa forma temos:

µ(natinjection) = µ([nat→ nat])
= [nat→ µ(nat)]
= [nat→ int]

µ0(natinjection) = [nat→ nat]

π(natinjection) = λ(f : [nat→ int]) : π([nat→ nat])(f) ∧
(∀(i, j : nat) : f(i) = f(j) ⊃ i = j)

onde

π([nat→ nat]) = λ(g : [nat→ int]) : ∀(i : nat) : (λ(j : int) : 0 ≤ j)(g(i)))

Como mencionamos antes, uma definição para estabelecer que dois tipos são equiva-

lentes se faz necessário, pois, por exemplo, o subtipo {x : T | p(x) ∧ q(x)} pode também

ser escrito como {x : T | q(x) ∧ p(x)}. Esta equivalência, denotada por ≃ e definida a

seguir, retorna uma lista das obrigações de prova que devem ser demonstradas, e é apli-

cada somente a tipos maximais. Além disso, a definição de ≃ faz uso do predicado de

igualdade do PVS o qual é definido por = : [[T, T ]→ bool] onde T é um tipo, e é usado
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o śımbolo “;” para denotar a concatenação de duas listas.

Definição 3.2.2 [Equivalência de Tipos]:

(s ≃ s) = TRUE

([A→ B] ≃ [A′ → B′]) = ((µ(A) ≃ µ(A′)); (π(A) = π(A′)); (B ≃ B′))

([A1, A2] ≃ [B1, B2]) = ((A1 ≃ B1); (A2 ≃ Bn))

(A ≃ B) = FALSE, caso contrário.

Agora estamos na eminência de acrescentar à Definição 3.1.2 as novas regras necessá-

rias para lidar com os subtipos. Porém, temos ainda que introduzir um outro conceito

extremamente importante que é a compatibilidade entre tipos. Vejamos com um exemplo

o porque de introduzir formalmente este conceito: Suponhamos que temos uma aplicação

(f a) onde o tipo de f é [A → B] e o tipo de a é A′. Neste caso, devemos garantir que

o termo a satisfaz o predicado imposto pelo tipo (subtipo) A, ou seja, devemos garantir

que os tipos A e A′ sejam compat́ıveis.

Definição 3.2.3 [Compatibilidade]: Dois tipos A e B são compat́ıveis em um contexto

Γ, e denotado por (A ∼ B)Γ, se, e somente se, (µ(A) ≃ µ(B)).

Finalmente, apresentamos a seguir as regras que devem se juntar com a Definição 3.1.2

para contemplar o caso de subtipos.

τ()({Γ, c : T}) = CONTEXT se Γ(c) é indefinido,
τ(Γ)(T ) = TYPE,
τ()(Γ) = CONTEXT, e
⊢Γ (∃(x : T ) : TRUE)

τ(Γ)(x : T | a) = TYPE, se Γ(x) é indefinido,
τ(Γ)(T ) = TYPE, e τ(Γ, x : V AR T )(a) = bool

τ(Γ)(f a) = B, onde µ0(τ(Γ)(f)) = [A→ B],
τ(Γ)(a) = A′,
(A ∼ A′)Γ,
⊢Γ π(A)(a)

τ(Γ)(pi a) = Ai, onde µ0(τ(Γ)(a)) = [A1, A2]
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Exemplo 3.2.2: Considerando e denotando o contexto dado no exemplo anterior de Γ,

temos que τ(Γ)({i : int | 0 ≤ i}) = TYPE, pois Γ(i) é indefinido, τ(Γ)(int) = TYPE, e

τ(Γ, i : VAR int)(0 ≤ i) = bool.

3.3 Os Tipos Dependentes em PVS

Além do já mencionado, o que torna o sistema de tipos do PVS bastante expressivo, o

sistema de tipos do PVS inclui também tipos dependentes. A combinação de tipos depen-

dentes com subtipos predicados fornece um meio extremamente poderoso que permite,

por exemplo, capturar as relações entre o tipo imagem e o tipo domı́nio de um tipo fun-

cional. Porém, a introdução de tipos dependentes no PVS tem suas limitações e preserva

uma certa invariância. Mais especificamente, em um tipo dependente T (n), o parâmetro

n pode ocorrer somente dentro do predicado que compõe T (n), como por exemplo, no

tipo dependente below(n) = {s : nat | s < n}. Em outras palavras, a estrutura de T (n)

é invariante com respeito a n e, por isso, não se pode definir um construtor de tipos em

PVS que retorne uma n-tupla [A, [· · · , A]]︸ ︷︷ ︸
n

sobre o tipo A.

Um tipo produto dependente é escrito da forma [x : A,B], enquanto que uma tipo

funcional dependente é escrito da forma [x : A → B], como mostram os exemplos a

seguir:

Exemplo 3.3.1:

(a) [i : nat, {j : nat | j ≤ i}]

(b) [i : nat, [{j : nat | j ≤ i} → bool]]

(c) [i : int→ {j : int | i ≤ j}]

Como já era de se esperar, com a adição de tipos dependentes, são necessárias mudan-

ças nos operadores µ, π, na relação ≃, na operação typechecking e na maneira como se faz

as substituições, apesar de que em alguns deles a mudança é mı́nima. Por exemplo, a defi-

nição de µ é essencialmente inalterada exceto que para um tipo ligado, µ(x : T ) = x : µ(T ).
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No entanto, a definição de π para um tipo funcional dependente [y : A→ B] é ligeiramente

diferente da de um tipo funcional ordinário. Enquanto que a definição para tipo produto

dependente permanece essencialmente inalterada da de um tipo produto ordinário.

As definições a seguir mostram as mudanças necessárias, respectivamente, para subs-

tituições e para o operador π.

Definição 3.3.1 [Substituição para Tipos]:

[x : A→ B][a1/x1, · · · , an/xn] = [y : A[a1/x1, · · · , an/xn]→ B[y/x, a1/x1, · · · , an/xn]]

[x : A,B][a1/x1, · · · , an/xn] = [y : A[a1/x1, · · · , an/xn], B[y/x, a1/x1, · · · , an/xn]]

{[x : A | a]}[a1/x1, · · · , an/xn] = {y : A[a1/x1, · · · , an/xn] | a[y/x, a1/x1, · · · , an/xn]}

Definição 3.3.2 [O operador π]:

π([y : A→ B]) = λ(x : [y : A→ µ(B)]) : (∀(y : A) : π(B)(x(y))))

π([y : A,B]) = λ(x : [y : µ(A), µ(B)]) : π(A)(p1 x) ∧ π(B)(p2 x)[(p1 x)/y]))

Exemplo 3.3.2:

µ([i : int→ {j : int | i ≤ j}]) = [i : int→ int]

π([i : int→ {j : int | i ≤ j}]) = λ(f : [i : int→ int]) :
∀(i : int) : (λ(j : int) : i ≤ j)(f(i))

A definição de ≃, a qual checa se dois tipos maximais são equivalentes gerando obriga-

ções de prova, também é ligeiramente adaptada para tipos dependentes. Além disso, será

permitido a opção de dois tipos maximais, digamos A e B, serem comparados usando ≃

no contexto de uma expressão a como (A ≃ B)/a.

Definição 3.3.3 [Equivalência de Tipos para Tipos Dependentes]:

(s ≃ s)/a = TRUE

([x : A→ B] ≃ [x′ : A′ → B′]) = (µ(A) ≃ µ(A′));
(π(A) = π(A′));
(∀(x : A) : (B ≃ B′[x/x′]))
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([x : A→ B] ≃ [x′ : A′ → B′])/a = (µ(A) ≃ µ(A′));
(π(A) = π(A′));
(∀(x : A) : (B ≃ B′[x/x′])/a(x))

([x : A1, A2] ≃ [y : B1, B2]) = (A1 ≃ B1);
(∀(x1 : A1) : (A2 ≃ B2[x1/y1]))

([x : A1, A2] ≃ [y : B1, B2])/a = (A1 ≃ B1)/(p1 a);
(A2[(p1 a)/x] ≃ B2[(p1 a)/y])/(p2 a)

(A ≃ B)/a = FALSE, caso contrário.

Finalmente, apresentamos através da definição a seguir, as modificações necessárias

na operação typechecking para que esta possa responder adequadamente à qualquer de-

pendência.

Definição 3.3.4 [Operação Typechecking com Tipos Dependentes]:

τ(Γ)([x : A,B]) = TYPE se Γ(x) é indefinido,
τ(Γ)(A) = TYPE, e
τ(Γ, x : VAR A)(B) = TYPE

τ(Γ)([x : A→ B]) = TYPE se Γ(x) é indefinido,
τ(Γ)(A) = TYPE, e
τ(Γ, x : VAR A)(B) = TYPE

τ(Γ)(f a) = B′, onde τ(Γ)(f) = [x : A→ B],
τ(Γ)(a) = A′,
(A ∼

a

A′)Γ,
B′ é B[a/x],
⊢Γ π(A)(a)

τ(Γ)(λ(x : A) : a) = [x : A→ B] onde
B = τ(Γ, x : VAR A)(a)

τ(Γ)(p1 a) = A1 onde µ0(τ(Γ)(a)) = [x : A1, A2]

τ(Γ)(p2 a) = A2[(p1 a)/x] onde µ0(τ(Γ)(a)) = [x : A1, A2]

Como (A ∼ B)Γ, a notação (A ∼
a

B)Γ indica que todas as obrigações a em (µ(A) ≃

µ(B))/a podem ser provadas.
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Exemplo 3.3.3:

τ(Γ)([x : bool, {y : bool | x ⊃ y}]) = TYPE

τ(Γ)([x : bool→ {y : bool | x ⊃ y}]) = TYPE

3.4 O PVS e suas teorias

Uma teoria em PVS é constrúıda de modo a fornecer uma coleção de declarações, per-

mitindo polimorfismo, e podendo ou não conter parâmetros. Para se ter uma idéia mais

prática sobre teorias veja o Apêndice A.

3.4.1 teorias não-Parametrizadas

Iniciamos com teorias sem parâmetros as quais possuem a forma m : THEORY = ∆, onde ∆

é um contexto simples sem declarações de variáveis ou teorias. Se Γ(m) é uma declaração

m : THEORY = ∆, então kind(Γ(m)) = THEORY, e definition(Γ(m)) = ∆.

Lembre-se de que na Definição 3.1.2 os contextos eram checados com respeito a um

contexto vazio (τ()(Γ)), e a partir de agora esta checagem nem sempre vai ser com respeito

a um contexto vazio, ou seja, a definição de τ será modificada de forma que o argumento

contexto não é sempre vazio.

Definição 3.4.1 [Operação Typechecking para Contextos com e sem teorias]:

τ(Θ)({}) = CONTEXT

τ(Θ)(Γ, s : TYPE = T ) = CONTEXT, se Γ(s) e Θ(s) são indefinidos,
τ(Θ)(Γ) = CONTEXT, e
τ(Θ; Γ)(T ) = TYPE

τ(Θ)(Γ, c : T ) = CONTEXT, se Γ(c) e Θ(c) são indefinidos,
τ(Θ)(Γ) = CONTEXT, e
τ(Θ; Γ)(T ) = TYPE

τ(Θ)(Γ, x : VART ) = CONTEXT, se Γ(x) e Θ(x) são indefinidos,
τ(Θ)(Γ) = CONTEXT, e
τ(Θ; Γ)(T ) = TYPE
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τ(Θ)(Γ, m : THEORY = ∆) = CONTEXT, se Γ(m) e Θ(m) são indefinidos,
∆ possui somente declarações de constantes e tipos,
τ(Θ)(Γ) = CONTEXT, e
τ(Θ; Γ)(∆) = CONTEXT

Ao contrário de antes, agora tipos e constantes já não são mais apenas śımbolos, mas

podem ser compostos de nomes da forma m.s onde m é o śımbolo que determina o nome

de uma teoria e s é o śımbolo correspondente ao nome da constante ou do tipo. Em

outras palavras, a partir de agora, qualquer referência ao nome da constante ou do tipo

s, declarado em uma teoria m, fora desta teoria deve ser prefixado com o nome da teoria,

isto é, m.s. Como é esperado modificações nas definições de δ e τ se fazem necessárias,

enquanto que π e µ permanecem inalteradas.

Definição 3.4.2 [Tipo Expandido e Typechecking para Śımbolos Prefixados]:

δ(Γ)(m.s) = δ(Γ)(η(Γ, m)(definition(Γ(m)(s)))), se
definition(Γ(m))(s) é não vazio.

δ(Γ)(m.s) = m.s se definition(Γ(m))(s) é vazio.

τ(Γ)(m.s) = TYPE, se kind(Γ(m)) = THEORY e
kind(Γ(m)(s)) = TYPE

τ(Γ)(m.s) = δ(Γ)(η(Γ, m)(type(Γ(m)(s)))),
se kind(Γ(m)) = THEORY e
kind(Γ(m)(s)) = CONSTANT

onde η(Γ, m)(a) é o resultado de prefixar cada śımbolo de constante e tipo não prefixado

em a por m, como um indiv́ıduo ou uma expressão tipo.

O exemplo a seguir deixa estas novas idéias um pouco mais claras.

Exemplo 3.4.1: Seja Ω′′ o contexto dado por:

Ω, reals:THEORY = (real:TYPE,
0 : real,
≤: [[real, real]− > bool],
nonneg real : TYPE = {x : real | ≤ (0, x)},
1 : nonneg real)

Então:
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δ(Ω′′)(reals.nonneg real) = {x : reals.real | reals. ≤ (reals.0, x)}

τ(Ω′′)(reals.nonneg real) = TYPE

τ(Ω′′)(reals.1 = {x : reals.real | reals. ≤ (reals.0, x)}

3.4.2 teorias Parametrizadas

As teorias parametrizadas são obtidas permitindo que teorias possam ser declaradas como

m.[Π] : THEORY = ∆ onde Π é um contexto que contém uma lista de parâmetros e ∆ é

o corpo da teoria. Assim, se m ocorre em um contexto Γ, então Π é formals(Γ(m)), e

∆ é definition(Γ(m)). No caso de teorias não parametrizadas formals(Γ(m)) é vazio.

Correspondentemente as declarações de constantes e tipos são referenciadas, fora de suas

respectivas teorias parametrizadas, como m.[σ].s onde σ representa a lista dos parâmetros

de que consiste os termos e tipos. Uma vez acrescentados os parâmetros a operação

typechecking τ deve ser atualizada para que possamos fazer a checagem para os parâmetros

formais esperados, assim como o operador δ, uma vez que os śımbolos declarados na teoria

são prefixados com seus nomes de teorias quando referenciados fora desta teoria.

Definição 3.4.3 [Operação Typechecking: teorias e Tipos Parametrizados]:

τ(Θ)(Γ, m[Π] : THEORY = ∆) = CONTEXT se Γ(m), Θ(m) e Π(m) são indefinidos
τ(Θ)(Γ) = CONTEXT

τ(Θ; Γ)(Π) = CONTEXT

Π possui somente declarações de constantes
e tipos, sem definições
τ(Θ; Γ; Π)(∆) = CONTEXT

∆ possui somente declarações de constantes e
tipos

τ(Γ)(m[σ].s) = TYPE, se
kind(Γ(m)) = THEORY

kind(Γ(m)(s)) = TYPE e
τ(Γ)(Π = σ) = CONTEXT
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τ(Γ)(m[σ].s) = δ(Γ)((η(Γ, m[σ])(type(Γ(m)(s))))),
se kind(Γ(m)) = THEORY

kind(Γ(m)(s)) = CONSTANT e
τ(Γ)(Π = σ) = CONTEXT

δ(Γ)(m[σ].s) = δ(Γ)((η(Γ, m[σ])(definition(Γ(m)(s))))), se
definition(Γ(m)(s)) não é vazio

δ(Γ)(m[σ].s) = m[σ].s, se definition(Γ(m)(s)) é vazio

3.5 Os DataTypes em PVS

O PVS não permite definições recursivas de tipos, ou seja, uma declaração/definição de

tipo em um contexto deve usar somente śımbolos previamente declarados no contexto.

Para contornar esta situação o PVS oferece um mecanismo chamado DATATYPE, o qual é

uma forma de definição de tipo recursivo. Em outras palavras, o DATATYPE introduz um

novo construtor de tipo que é a solução para uma equação recursiva da forma T = ϕ[T ]

onde T é um tipo. Este mecanismo abstract datatype do PVS [50] foi, em parte, inspi-

rado pelo prinćıpio shell usado no Boyer-Moore [9], e diferentemente de outros sistemas,

Datatypes são tipos primitivos em PVS.

Geralmente, a ocorrência do tipo T no lado direito da equação T = ϕ[T ] deve ser

positiva, ou seja, deve satisfazer a seguinte definição:

Definição 3.5.1: Uma ocorrência do tipo T é positiva na expressão ϕ se, e somente se,

umas das seguintes acontece:

(1) ϕ ≡ T.

(2) T ocorre positivamente no supertipo ϕ′ de ϕ.

(3) ϕ ≡ [ϕ1 → ϕ2] onde T ocorre positivamente em ϕ2.

(4) ϕ ≡ [ϕ1, · · · , ϕn] onde T ocorre positivamente em algum ϕi.

(5) ϕ ≡ [#l1 : ϕ1, · · · , ln : ϕn#] onde T ocorre positivamente em algum ϕi.
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(6) ϕ ≡ datatype[ϕ1, · · · , ϕn], onde datatype é um DATATYPE previamente definido e T

ocorre positivamente em ϕi, onde ϕi é um parâmetro positivo do datatype, ou seja,

ϕi ocorre positivamente no tipo de um dos argumentos.

Por exemplo, T ocorre positivamente em sequence[T] onde sequence[T] é definida

no prelude do PVS [52] como sendo o tipo funcional [nat -> T].

A operação typechecking quando aplicada a uma declaração DATATYPE verifica o cum-

primento de algumas regras as quais são a base para as declarações DATATYPE. As regras,

que qualquer declaração DATATYPE deve obedecer, são as seguintes:

1. Os construtores devem possuir nomes distintos;

2. Os identificadores dos construtores devem possuir nomes distintos;

3. O identificador do construtor deve possuir nome diferente do nome do construtor;

4. O identificador usado para o DATATYPE não pode ser usado como um construtor;

5. O identificador usado para o DATATYPE não pode ser usado como um identificador

de um construtor;

6. O identificador usado para o DATATYPE não pode ser usado como um argumento de

um construtor;

7. Os argumentos dos construtores devem possuir nomes distintos;

8. Deve existir pelo menos um construtor não-recursivo, ou seja, um que não possui

uma ocorrência recursiva do DATATYPE em seus argumentos.

Por exemplo, no prelude [52] podemos encontrar a seguinte especificação do abstract

datatypes para listas de um dado tipo T.

Dessa forma, list é especificado como um tipo que é parametrizado com o tipo T e com

dois construtores null e cons. O construtor null não toma argumentos e o construtor

cons toma dois argumentos onde o primeiro, car, é de tipo T e o segundo, cdr, é um list o
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list[T: TYPE] : DATATYPE

BEGIN

null: null?

cons(car: T, cdr: list): cons?

END

qual promove a chamada recursiva do DATATYPE. Os identificadores dos construtores null

e cons são, respectivamente, null? e cons?, e o identificador usado para o DATATYPE é

list.

Abaixo apresentamos um outro exemplo, um pouco mais complexo, de DATATYPE:

dt: DATATYPE

BEGIN

c0: c0?

c1(a: int, b: {z: (even?) | z > a}, c: int): c1?

c2(a: int, b: {n: nat | n > a}, c: int): c2?

END dt

3.6 As Regras de Prova do PVS

A seguir apresentamos as regras de prova do PVS, as quais são apresentadas em termos

de um cálculo de sequentes, cuja semântica é a semântica usual de Gentzen tal como

apresentada na Seção 2.1.2, e cujas provas de correção são apresentadas em detalhe em [51].

A única diferença na notação dos sequentes apresentada a seguir e a apresentada na Seção

2.1.2 é que aqui levamos em conta o contexto, ou seja, o sequente é da forma Σ ⊢Γ Λ, onde

Γ é o contexto, Σ é o conjunto de fórmulas antecedentes, e Λ é o conjunto de fórmulas

consequentes. Ademais, as regras de inferência são apresentadas no mesmo formato tal

como mostra a Tabela 2.1.2.

Iniciamos apresentando as regras estruturais, as quais permitem rearranjar ou en-

fraquecer um sequente por meio da introdução de novas fórmulas sequentes dentro da

conclusão. A seguir apresentamos uma regra de enfraquecimento (W ), duas regras de

contração (C ⊢) e (⊢ C) que permitem eliminar mult́ıplas ocorrências de uma fórmula,

duas regras de comutação (X ⊢) e (⊢ X) as quais nos dizem que a ordem das fórmulas
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tanto no antecedente quanto no consequente é irrelevante.

Σ1 ⊢Γ Λ1

Σ2 ⊢Γ Λ2
(W )

se Σ1 ⊆ Σ2 e Λ1 ⊆ Λ2

a,Σ ⊢Γ Λ

a, a,Σ ⊢Γ Λ
(C ⊢)

Σ ⊢Γ a,Λ

Σ ⊢Γ a, a,Λ
(⊢ C)

Σ1, b, a,Σ2 ⊢Γ Λ

Σ1, a, b,Σ2 ⊢Γ Λ
(X ⊢)

Σ ⊢Γ Λ1, b, a,Λ2

Σ ⊢Γ Λ1, a, b,Λ2
(⊢ X)

A regra do corte, chamada de (Cut), também é usada no PVS para introduzir o caso

split sobre uma fórmula a dentro de uma prova do sequente Σ ⊢Γ Λ, ou seja, pode ser

usada para fornecer dois novos objetivos a saber, Σ, a ⊢Γ Λ e Σ ⊢Γ a,Λ, os quais podem

ser vistos como assumindo a em um dos ramos de prova e ¬a no outro.

(τ(Γ)(a) ∼ bool)Γ Σ, a ⊢Γ Λ Σ ⊢Γ a,Λ

Σ ⊢Γ Λ
(Cut)

Nas regras para axiomas proposicionais temos a regra (AX) cujo significado é trivial,

e a regra (FALSE ⊢) e a regra (⊢ TRUE) nos dizem que uma ocorrência de FALSE no

antecendente ou uma ocorrência de TRUE no consequente nos leva a uma prova trivial, ou

seja, um axioma.

Σ, a ⊢Γ a,Λ
(AX)

Σ, FALSE ⊢Γ Λ
(FALSE ⊢)

Σ ⊢Γ TRUE,Λ
(⊢ TRUE)

Quando uma fórmula e/ou uma definição de constante já estão no contexto, então elas

valem trivialmente. Isto é o que nos dizem as regras de contexto (ContextFormula)

e (ContextDefinition) abaixo. Por outro lado, podemos estender um contexto com

fórmulas antecedentes ou negações de fórmulas consequentes, assim como, enfraquecer

um contexto. Como mostram, respectivamente, as regras (Context ⊢), (⊢ Context) e

(ContextW ).
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⊢Γ a
(ContextFormula)

se a é uma fórmula em Γ

⊢Γ s = a
(ContextDefinition)

se s : T = a é uma definição de constante em Γ

Σ, a ⊢Γ,a Λ

Σ, a ⊢Γ Λ
(Context ⊢)

Σ ⊢Γ,¬a Λ

Σ ⊢Γ a,Λ
(⊢ Context)

Σ ⊢Γ Λ
Σ ⊢Γ′ Λ

(ContextW )
se Γ é um prefixo de Γ′

A regras condicionais a seguir, indicam como eliminar um IF-THEN-ELSE em uma

prova.

Σ, a, b ⊢Γ,a Λ Σ, c ⊢Γ,¬a a,∆

Σ, IF(a, b, c) ⊢Γ Λ
(IF ⊢)

Σ, a ⊢Γ,a b,Λ Σ ⊢Γ,¬a a, c,∆

Σ ⊢Γ Λ, IF(a, b, c)
(⊢ IF)

Nas regras abaixo a notação a[e] é usada para destacar uma ou mais ocorrências de e

na fórmula a tal que não existem ocorrências de variáveis livres em e. Da mesma forma a

notação Λ[e] serve para destacar as ocorrências de e em Λ. Estas regras são as chamadas

regras de igualdade. Observe que as regras para transitividade e simetria podem ser

obtidas de (Refl) e (Repl).

Σ ⊢Γ a = a,Λ
(Refl)

a = b,Σ[a] ⊢Γ Λ[a]

a = b,Σ[b] ⊢Γ Λ[b]
(Repl)

Nas regras de igualdade booleana, a regra (Refl TRUE) nos diz que uma fórmula an-

tecedente a pode ser tratada como uma igualdade antecedente da forma a = TRUE, e

similarmente, a regra (Repl FALSE) nos diz que uma fórmula consequente a pode ser

tratada como uma igualdade antecedente da forma a = FALSE. Por outro lado, a regra

(TRUE− FALSE) nos diz que as contantes booleanas TRUE e FALSE são distintas.

Σ[TRUE], a ⊢Γ Λ[TRUE]

Σ[a], a ⊢Γ Λ[a]
(Refl TRUE)

Σ[a] ⊢Γ a,Λ[a]

Σ[FALSE], a ⊢Γ Λ[FALSE]
(Repl FALSE)
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Σ, TRUE = FALSE ⊢Γ Λ
(TRUE− FALSE)

Como regras de redução temos a β-redução e a projeção de produtos.

⊢Γ (λ(x : T ) : a)(b) = a[b/x]
(β)

⊢Γ pi(a1, a2) = ai
, i = 1, 2 (π)

Regras de extensionalidade são para determinar se duas funções ou dois produtos são

iguais. Estas verificações são feitas, respectivamente, verificando se duas função f e g

fornecem resultados iguais quando aplicadas a um argumento arbitrário, e o produto

verificando se as projeções correspondentes são iguais.

Σ ⊢Γ,s:A (f s) =B[s/x] (g s),Λ

Σ ⊢Γ f =x:A→B g,Λ
, se Γ(s) é indefinido (FunExt)

Σ ⊢Γ p1(a) =T1
p1(b),Λ Σ ⊢Γ p2(a) =T2[(p1 a)/x] p2(b),Λ

Σ ⊢Γ a =[x:T1T2] b,Λ
(TupExt)

Finalmente a regra de restrição de tipo vem suprir a necessidade de uma regra que

introduza a restrição de tipo como uma fórmula antecedente em um sequente.

τ(Γ)(a) = A π(A)(a),Σ ⊢Γ Λ

Σ ⊢Γ Λ
(Typepred)



Caṕıtulo 4

Formalização da Teoria de Sistemas

Abstratos de Redução

Neste caṕıtulo apresentamos uma teoria em PVS para Sistemas Abstratos de Redução,

chamada ars, a qual é uma versão estendida do trabalho apresentado previamente em [19].

Como veremos nas seções seguintes, a utilização de uma linguagem de especificação de

ordem superior, como PVS, permite expressar (formalizar) de maneira natural proprieda-

des de objetos de segunda-ordem como as relações de redução. Assim, as formalizações

dos conceitos que apresentamos no decorrer deste texto muito se aproximam das formula-

ções anaĺıticas tradicionais contidas na Teoria de Reescrita em geral, permitindo expressar,

aplicar e visualizar conceitos e propriedades envolvendo relações de redução de uma forma

quasi-geométrica, isto é, por meio de diagramas, como usual em ARS.

Além das vantagens mencionadas, uma outra caracteŕıstica importante da semântica

operacional do PVS é permitir ao usuário um bom controle da estrutura das provas durante

o seu desenvolvimento. Este controle é obtido através do uso de estratégias de prova [40,66]

que são uma combinação de regras de prova, as quais modificam uma árvore de prova por

meio de aplicações de regras lógicas (Veja Seção 3.6).

Dentre vários aspectos interessantes da formalização da teoria de ARS apresentada

neste trabalho, como será visto, destacamos a formalização do Prinćıpio de Indução No-

eteriana tal como mostrado na Seção 4.5. A correção deste prinćıpio de indução foi

formalizada com base no prinćıpio conhecido como Prinćıpio de Indução Bem-Fundada.

Dessa forma, é posśıvel formalizar teoremas da teoria de ARS como o bem conhecido

53
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Lema de Newman. Em particular, apresentamos na Seção 4.6 as formalizações deste lema

e do Lema de Yokohuchi, as quais foram previamente publicadas em [21].

Adotamos como metodologia neste caṕıtulo apresentar as definições, conceitos e re-

sultados, nos padrões de ARS e em seguida apresentar sua especificação em PVS. Ressal-

tamos, que não apresentamos as provas feitas em PVS, mas somente as especificações de

definições e teoremas.

4.1 Estrutura Hierárquica da Teoria ars

A teoria ars foi desenvolvida parametrizada (Ver Seção 3.4) com um tipo T “fixo” não

interpretado, ou seja, ars[T], e é composta por uma hierarquia de sub-teorias, também

parametrizadas com o mesmo tipo T, nas quais especificamos noções básicas, e formali-

zamos propriedades e resultados sobre ARS e que servem de base para formalizar muitas

outras propriedades, além daquelas já formalizadas em ars.

�� ��

ars

�� ��

results

commutation

��

modulo

equivalence

results

normal_form

newman

yokouchi

// noetherian oo // results_confluence

// ars_terminology

��

oo

relations_closure

��

sets_lemmas

Figura 4.1.1: Estrutura Hierárquica da Teoria ars

Na Figura 4.1.1 apresentamos a estrutura hierárquica da teoria ars e nas seções seguin-

tes apresentamos, parcialmente, o que foi especificado e formalizado em cada sub-teoria



55

de ars.

Na Figura 4.1.1, a sub-teoria sets_lemmas fornece lemas sobre propriedades da Teoria

dos Conjuntos e faz parte da biblioteca do PVS e pode ser encontrada no prelude [52].

Um conjunto em PVS é um tipo polimórfico, chamado set, e é especificado na teoria sets

do prelude como um predicado, isto é,

set:TYPE = setof[T]

onde

setof:TYPE = [T -> bool].

Além do tipo set, na teoria sets podemos encontrar especificações sobre as operações

usuais da Teoria dos Conjuntos, como por exemplo, as apresentadas na Tabela 4.1.1 onde

A e B são do tipo set, e IUnion(B) é um operador de tipo set que faz a união de uma

famı́lia B de subconjuntos de T.

Tabela 4.1.1: Operações da Teoria dos Conjuntos

member(x, A): bool = A(x)

subset?(A, B): bool = (FORALL x: member(x, A) => member(x, B))

union(A, B): set = {x | member(x, A) OR member(x, B)}

IUnion(B): set[T] = {x | EXISTS i: B(i)(x)}

4.2 Fechos de uma Relação

Um ARS é definido como sendo um par (A,→), onde → é uma relação binária sobre o

conjunto A, i.e., →⊆ A×A, como mostra a Definição 4.2.1.

Da mesma forma que em ARS, toda a teoria ars é baseada sobre relações binárias. Por-

tanto, iniciamos o desenvolvimento da teoria ars criando a sub-teoria relations_closure
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(Ver Figura 4.1.1) a qual contém definições e propriedades relacionadas com fecho de uma

relação binária [56].

Definição 4.2.1 [Relação Binária]: Sejam A e B dois conjuntos e seja A×B o produto

cartesiano de A por B, ou seja, o par ordenado (a, b) ∈ A× B se, e somente se, a ∈ A e

b ∈ B. Qualquer subconjunto → de A × B é denominado uma relação binária de A em

B. Em particular, se → é uma relação de A em A, isto é, se → é um subconjunto de

A×A, dizemos simplesmente que → é uma relação binária sobre A. Se (a, b) ∈→, então

escrevemos a→ b.

Em PVS, uma relação binária R é tratada como um predicado sobre um tipo não

interpretado T, ou seja, a relação R possui o tipo PRED[[T, T]] onde

PRED: TYPE = [[T,T] -> bool].

Observe que em acordo com a Definição 4.2.1 o conjunto A é tratado como o tipo não

interpretado T, e a relação→ é tratada como a relação R. Além disso, R(x,y) significa que

x reduz para y. Neste sentido, entendemos por redução a transformação passo a passo de

algum objeto (por exemplo, um termo). A concretização da idéia de redução é posśıvel

através do conceito composição de relações binárias definido a seguir:

Definição 4.2.2 [Composição de Relações]: Se →1 é uma relação binária de A em

B e →2 uma relação binária de B em C, então a composição de →1 e →2, denotada por

→1 ◦ →2, é dada por:

→1 ◦ →2= {(x, z) | ∃y ∈ B : x→1 y e y →2 z}

É fácil observar que a composição de relações binárias é associativa, ou seja,

→1 ◦(→2 ◦ →3) = (→1 ◦ →2)◦ →3

Com base nesta definição podemos definir a i-ésima iteração de uma relação binária →

sobre A, denotada por →i e dada recursivamente como segue:

→i=

{
{(x, x) : x ∈ A} se i = 0
→ ◦ →i−1 se i > 0
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Estas definições já vem pré-constrúıdas no prelude e na biblioteca do PVS e são apre-

sentadas na Tabela 4.2.1, onde o operador iterate(R,i), para todo i ≥ 0, especifica a re-

lação
R ◦ R · · · ◦ R︸ ︷︷ ︸
i vezes

, e o operador =[T] especifica a relação identidade →0:= {(x, x) | x ∈

A}.

Tabela 4.2.1: Composição de Relações Binárias

(R1 o R2)(x, z): bool = EXISTS y: R1(x, y) AND R2(y, z)

iterate(R, i): RECURSIVE PRED[[T, T]] =

IF i = 0 THEN =[T] ELSE iterate(R, i - 1) o R ENDIF

MEASURE i

Uma das vantagens oferecidas pelo construtor iterate(R, i) é permitir obter provas

indutivas sobre o comprimento i. Em particular, em se tratando da teoria ars este cons-

trutor permite obter provas indutivas sobre o comprimento das reduções, como veremos

na Seção 4.4.

Definição 4.2.3 [Relações Especiais]: (a) Uma relação binária → sobre A é:

1. reflexiva se ∀x ∈ A : x→ x;

2. simétrica se ∀x, y ∈ A : x→ y ⇒ y → x;

3. transitiva se ∀x, y, z ∈ A : x→ y e y → z ⇒ x→ z;

4. uma relação de equivalência se → é reflexiva, simétrica e transitiva.

(b) Definimos a relação inversa →−1 sobre A, também denotada por ←, como sendo

→−1= {(y, x) ∈ A× A | (x, y) ∈→}.

As relações especiais dadas na Definição 4.2.3 são especificadas como os predicados

reflexive?, symmetric?, transitive? e equivalence? os quais juntamente com o

operador converse, que representa a relação inversa, são encontrados no prelude do PVS

e apresentados na Tabela 4.2.2.

Definição 4.2.4 [Fecho de uma Relação]: Sejam→ uma relação e P um conjunto de

propriedades. Então, o fecho de → com relação a P é a menor relação que contém → e
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Tabela 4.2.2: Relações Especiais

reflexive?(R): bool = FORALL x: R(x, x)

symmetric?(R): bool = FORALL x, y: R(x, y) IMPLIES R(y, x)

transitive?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x, y) AND R(y, z) IMPLIES R(x, z)

equivalence?(R): bool = reflexive?(R) AND symmetric?(R) AND transitive?(R)

converse(R): PRED[[T, T]] = (LAMBDA (y: T), (x: T): R(x, y))

que satisfaz as propriedades em P . Em particular, se → é uma relação binária sobre A

e P = {reflexiva} ou {simétrica} ou {transitiva} ou {reflexiva, transitiva} ou {reflexiva,

transitiva, simétrica} temos, respectivamente, os fechos reflexivo, simétrico, transitivo,

reflexivo e transitivo, e de equivalência, respectivamente, denotados por→=,↔, →+, →∗

e ↔∗, e dados como segue:

Definição Abstrata Especificaç~ao em PVS

→=:=→ ∪ →0 fecho reflexivo (RC)
↔:=→ ∪ ← fecho simétrico (SC)
→+:=

⋃
i>0 →

i fecho transitivo (TC)
→∗:=→+ ∪ →0 fecho reflexivo e transitivo (RTC)
↔∗:= (↔)∗ fecho de equivalência (EC)

Assim, dizemos que:

1. a→n b se existe um “caminho” de comprimento n de a para b.

2. a→∗ b se existe algum “caminho” de comprimento ≥ 0 (finito) de a para b.

3. a→+ b se existe algum “caminho” de comprimento > 0 (finito) de a para b.

Como citamos antes, estes conceitos são especificados em PVS na sub-teoria relati-

ons_closure. Nossa especificação dos fechos de uma relação, mostrada na tabela 4.2.3, foi

desenvolvida a partir do desenvolvido por Alfons Geser na teoria closure_ops que pode

ser encontrada em [58]. Apenas mudamos os nomes das definições e provamos algumas

propriedades adicionais.
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Tabela 4.2.3: Teoria relations_closure.pvs

relations_closure[T : TYPE] : THEORY

BEGIN

IMPORTING orders@closure_ops[T], sets_lemmas[T]

S, R: VAR pred[[T, T]]

n: VAR nat

p: VAR posnat

reflexive: TYPE = (reflexive?)

symmetric: TYPE = (symmetric?)

transitive: TYPE = (transitive?)

reflexive_transitive?(R): bool = reflexive?(R) AND transitive?(R)

reflexive_transitive: TYPE = (reflexive_transitive?)

equivalence: TYPE = (equivalence?)

RC(R): reflexive = union(R, =)

...

SC(R): symmetric = union(R, converse(R))

...

TC(R): transitive = IUnion(LAMBDA p: iterate(R, p))

...

RTC(R): reflexive_transitive = IUnion(LAMBDA n: iterate(R, n))

...

EC(R): equivalence = RTC(SC(R))

...

END relations_closure

Na tabela 4.2.3 os tipos (reflexive?), (symmetric?), (transitive?) e (equiva-

lence?), são gerados, respectivamente, pelos predicados apresentados na Tabela 4.2.2.

Os três pontos ... que aparecem na Tabela 4.2.3, e no decorrer de todo este texto,

significam especificações e/ou formalizações de conceitos e/ou resultados omitidas.

4.3 Terminologia Básica

Na sub-teoria ars_terminology (Veja Figura 4.1.1), especificamos as noções mais im-

portantes de ARS as quais formam uma base sólida para o desenvolvimento de toda a

teoria ars, ou seja, a partir desta sub-teoria foi, e é posśıvel especificar vários conceitos e
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formalizar vários resultados da teoria de ARS, como veremos na próxima seção.

No decorrer de todo este trabalho consideramos um ARS (A,→) arbitrário. Também,

durante todo este texto consideraremos, a menos que se diga o contrário, x, y, z ∈ A, ou

equivalentemente, x,y,z:T, e consideramos =>, <=> e & como abreviações para IMPLIES,

IFF e AND, respectivamente. Além disso, como é usual na literatura de reescrita, nas

Figuras 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3, e daqui por diante, as setas tracejadas significam existência.

Definição 4.3.1: (a) Dizemos que:

• x é redut́ıvel se, e somente se, existe um y tal que x→ y.

• x está na forma normal (irredut́ıvel) se, e somente se, x não é redut́ıvel.

• y é uma forma normal de x se, e somente se, x→∗ y e y está em forma normal.

• y é um sucessor direto de x se, e somente se, x→ y.

• y é um sucessor de x se, e somente se, x→+ y.

• x e y são juntáveis se, e somente se, existe um z tal que x→∗ z ∗←y, neste caso

denotamos por x ↓ y.

(b) Uma relação → é chamada (ver Figuras 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3)

• Confluente se, e somente se, ∀x, y, z : y ∗← x→∗ z ⇒ y ↓ z

• semi-confluente se, e somente se, ∀x, y, z : y ← x→∗ z ⇒ y ↓ z

• Church-Rosser se, e somente se, ∀x, y : x↔∗ y ⇒ x ↓ y

• localmente confluente se, e somente se, ∀x, y, z : y ← x→ z ⇒ y ↓ z

• fortemente confluente se, e somente se, ∀x, y, z : y ← x→ z ⇒ ∃w. y →∗

w =←z

• terminante ou noetheriana se, e somente se, não existem cadeias de redução

infinita x0 → x1 → · · ·

• fracamente terminante se, e somente se, todo elemento possui uma forma

normal.

• convergente se, e somente se, → é confluente e terminante.
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Figura 4.3.1: Confluente, Semi-Confluente e Propriedade Church-Rosser

(c) Uma relação → possui a propriedade do diamante se, e somente se,

∀x, y, z : y ← x→ z ⇒ ∃w. y → w ← z
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Figura 4.3.2: Local Confluente, Fortemente Confluente e Propriedade do Diamante

(d) Duas relações →1 e →2

• comutam se, e somente se, ∀x, y, z : y ∗
1← x→∗

2 z ⇒ ∃w. y →∗
2 w

∗
1← z

• comutam fortemente se, e somente se, ∀x, y, z : y 1← x→2 z ⇒ ∃w. y →=
2

w ∗
1← z

• possui a propriedade do diamante comutativa se, e somente se,

∀x, y, z : y 1← x→2 z ⇒ ∃w. y →2 w 1← z
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Figura 4.3.3: Comutam, Comutam Fortemente e Propriedade do Diamante Comutativa

A Tabela 4.3.1 apresenta, em parte, a terminologia apresentada na Definição 4.3.1.

Como podemos observar as especificações de tais conceitos são apresentadas de forma

bastante transparente e extremamente próximas das formulações anaĺıticas. Isto, sem

dúvida nenhuma, permite uma maior transparência na especificação de outros conceitos

e formalização de resultados da teoria de ARS, como veremos nas próximas seções.
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Tabela 4.3.1: Teoria ars_terminology.pvs

ars_terminology[T : TYPE] : THEORY

BEGIN

IMPORTING relations_closure[T]

R, R1, R2 : VAR PRED[[T, T]]

x, y, z, r : VAR T

reducible?(R)(x): bool = EXISTS y: R(x,y)

...

is_normal_form?(R)(x): bool = NOT reducible?(R)(x)

normal_form?(R)(x,y): bool = RTC(R)(x,y) & is_normal_form?(R)(y)

normalizing?(R): bool = FORALL x: EXISTS y: normal_form?(R)(x,y)

has_unique_nf?(R,x): bool = EXISTS y: normal_form?(R)(x,y)

& FORALL z: normal_form?(R)(x,z) => y = z

unique_nf?(R)(x,y): bool = normal_form?(R)(x,y)

& FORALL z: normal_form?(R)(x,z) => y = z

joinable?(R)(x,y): bool = EXISTS z: RTC(R)(x,z) & RTC(R)(y, z)

church_rosser?(R): bool = FORALL x, y: EC(R)(x,y) => joinable?(R)(x,y)

local_confluent?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x,y) & R(x,z) =>

joinable?(R)(y,z)

semi_confluent?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x,y) & RTC(R)(x,z) =>

joinable?(R)(y,z)

confluent?(R): bool = FORALL x, y, z: RTC(R)(x,y) & RTC(R)(x,z) =>

joinable?(R)(y,z)

strong_confluent?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x,y) & R(x,z) =>

EXISTS r: RTC(R)(y,r) & RC(R)(z,r)

diamond_property?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x,y) & R(x,z) =>

EXISTS r: R(y,r) & R(z,r)

commute?(R1,R2): bool = FORALL x, y, z: RTC(R1)(x,y) & RTC(R2)(x,z) =>

EXISTS r: RTC(R2)(y,r) & RTC(R1)(z,r)

strong_commute?(R1,R2): bool = FORALL x, y, z: R1(x,y) & R2(x,z) =>

EXISTS r: RC(R2)(y,r) & RTC(R1)(z,r)

locally_commute?(R1,R2): bool = FORALL x, y, z: R1(x,y) & R2(x,z) =>

EXISTS r: RTC(R2)(y,r) & RTC(R1)(z,r)

...

END ars_terminology
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Além disso, como veremos na sequência, já se tornou padrão associar conceitos da

Teoria de Reescrita à diagramas, por exemplo, confluência e comutação, como mostrado

na Definição 4.3.1. Esta associação permite um tratamento num estilo quase-geométrico

dos resultados e suas provas, facilitando o entendimento e a explicação.

4.4 Confluência, Comutação e Formas Normais

As sub-teorias results_confluence, results_commutation e results_normal_form

(Veja Figura 4.1.1) foram desenvolvidas com a intenção de confirmar que as especifi-

cações dadas na Tabela 4.3.1 realmente formam uma base sólida para o desenvolvimento

de resultados da teoria de ARS. Sem dúvida, o nosso propósito foi alcançado e nesta se-

ção apresentamos as formalizações de alguns resultados básicos envolvendo confluência, a

propriedade Church-Rosser, comutação e outros, tais como, o Lema da União Comutativa

e o Lema da Comutação.

Teorema 4.4.1: (a) Se → é confluente então → é semi-cofluente.

(b) Se → é semi-cofluente então → possui a propriedade Church-Rosser.

(c) → possui a propriedade Church-Rosser se, e somente se, → é confluente.

Demonstração:

(a) Obviamente, por definição, qualquer relação confluente é semi-confluente.

(b) Se→ é semi-confluente e x↔∗ y então devemos mostrar que x ↓ y, ou seja,→ possui

a propriedade Church-Rosser. A demonstração se dá por indução no comprimento da

cadeia de redução x↔n y. Se x = y, é trivial. Agora suponha que

x↔∗ y ↔ z

Pela hipótese de indução existe w tal que x→∗ w ∗←y. Nos resta, então mostrar que

x ↓ z. Para isto distinguimos dois casos (veja diagramas na Figura 4.4.1):

y←z: Neste caso x ↓ z segue diretamente de x ↓ y.
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y → z: Finalmente, a semi-confluência implica w ↓ z e consequentemente x ↓ z.
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Figura 4.4.1: Semi-confluência implica a propriedade Church-Rosser

(c) Se → possui a propriedade Church-Rosser e y ∗← x →∗ z então y ↔∗ z e portanto,

y ↓ z, ou seja, → é confluente. A outra direção segue imediatamente pelos itens

anteriores.

O Teorema 4.4.1 foi formalizado na sub-teoria results_confluence e sua especificação

é apresentada na Tabela 4.4.1. Para formalizar os resultados apresentados na Tabela 4.4.1

usamos não mais do que as técnicas apresentadas na demostração anterior, ou seja, o lema

Confl_implies_Semi foi provado simplesmente expandindo as definições de confluent?

e semi_confluent?, e instanciando adequadamente as variáveis quantificadas decorrentes

destas expansões.

Tabela 4.4.1: Especificação do Teorema 4.4.1

Confl_implies_Semi: THEOREM confluent?(R) => semi_confluent?(R)

Semi_implies_CR: THEOREM semi_confluent?(R) => church_rosser?(R)

CR_iff_Confluent: THEOREM church_rosser?(R) <=> confluent?(R)

A prova do resultado Semi_implies_CR segue na ı́ntegra os casos e diagramas tal como

apresentado na Figura 4.4.1. No entanto, formalizamos a parte referente à indução sobre

n como um lema auxiliar, tal como mostrado na Tabela 4.4.2.

Para provar o lema semi_and_iterate invocamos o comando de prova (induct n)

pré-constrúıdo no PVS. Este comando aplica no sequente corrente o esquema de indução
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Tabela 4.4.2: Formalização da parte indutiva do item b) do Teorema 4.4.1.

semi_and_iterate: LEMMA FORALL (n: nat): semi_confluent?(R) &

iterate(SC(R), n)(x,y)

=>

joinable?(R)(x,y)

natural dividindo-o em dois outros sequentes os quais correspondem à base de indução

(n=0) e ao passo de indução. Note que o esquema de indução é proporcionado pelo

operador iterate(SC(R), n). Um outro comando de prova que usamos na prova do

lema semi_and_iterate, e em várias outras, é o comando (prop). Este comando nos

permite distinguir os casos y←z e y → z mencionados no teorema acima. Em outras

palavras, o comando (prop) gera dois sequentes onde em um deles o objetivo é provar

o caso y←z e no outro é provar o caso y → z. De maneira geral, o comando (prop)

aplica simplificações proposicionais, principalmente eliminado conectivos proposicionais,

e corresponde à regra IF-THEN-ELSE apresentada na Seção 3.6. Para mais detalhe sobre

estes comandos de prova ver Apêndice C e [66]. Note que os comandos de prova citados

acima proporcionam um bom controle da estrutura das provas.

O resultado CR_iff_Confluent segue, também na ı́ntegra, a demonstração sugerida

no item (c). Isto é: por um lado, a prova segue expandindo as definições conflu-

ent? e church_rosser?, instanciando convenientemente as variáveis quantificadas, e

manipulando os fechos da relação R. Por outro lado, aplicando diretamente os lemas

Confl_implies_Semi e Semi_implies_CR.

Ressaltamos que a maneira natural com que foram especificados os conceitos bá-

sicos da teoria ARS, apresentados na Tabela 4.3.1, nos permitiu visualizar as provas

mecânicas dos resultados, apresentados na Tabela 4.4.1, de uma maneira muito mais

clara, assim como, outros resultados formalizados na sub-teoria results_confluence,

dos quais destacamos Str_Confl_implies_Semi_Confl, Strong_Confl_implies_Confl

e DP_implies_StC, apresentados na Tabela 4.4.3.

Outros exemplos de formalizações, que foram baseados em diagramas, e que vieram

a reforçar o quanto as especificações apresentadas na Tabela 4.3.1 são coerentes para
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os nossos objetivos, podem ser encontrados na sub-teoria results_commutation (Ver

Figura 4.1.1) onde formalizamos, dentre outros, o Lema da Comutação e o Lema da

União Comutativa, cujas especificações são apresentadas na Tabela 4.4.3.

Tabela 4.4.3: Outros resultados básicos.

Str_Confl_implies_Semi_Confl: THEOREM strong_confluent?(R) => semi_confluent?(R)

Strong_Confl_implies_Confl: COROLLARY strong_confluent?(R) => confluent?(R)

DP_implies_StC: LEMMA diamond_property?(R) => strong_confluent?(R)

Commutative_Union_Lemma: THEOREM confluent?(R1) & confluent?(R2) &

commute?(R1,R2) => confluent?(union(R1, R2))

Comutation_Lemma: THEOREM strong_commute?(R1,R2) => commute?(R1,R2)

Para verificar o quão adequadas são as especificações envolvendo formas normais, den-

tre outros, formalizamos na sub-teoria results_normal_form (Ver Figura 4.1.1) o se-

guinte resultado:

Lema 4.4.2: Se → é confluente e fracamente terminante, então todo elemento possui

uma única forma normal.

Também, formalizamos na sub-teoria results_normal_form um dos principais resul-

tados de ARS, seguindo os mesmos padrões mencionados anteriormente. A saber,

Teorema 4.4.3: Se→ é confluente e fracamente terminante, então x↔∗ y se, e somente

se, x ↓= y ↓. Onde x ↓ significa que x possui uma única forma normal.

4.5 Formalização do Prinćıpio de Indução Noeteriana

Na sub-teoria noetherian (Veja Figura 4.1.1) especificamos a noção de relação noeteriana

e o formalizamos o Prinćıpio de Indução Noeteriana, o qual é a base para as formalizações

do Lema de Newman e do Lema de Yokouchi, como veremos na próxima seção. No

entanto, antes de apresentarmos estas formalizações recordemos do Prinćıpio de Indução
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Bem-Fundada:

∀x ∈ X. ((∀y ∈ X. y < x ⇒ P (y)) ⇒ P (x)) =⇒ ∀x ∈ X. P (x)

onde X é um conjunto qualquer, P é alguma propriedade sobre os elementos de X e

< é uma relação bem-fundada sobre X [69]. Em outras palavras, para provar que a

propriedade P (x) vale para todo x ∈ X é suficiente mostrar que P (x) vale, sabendo que

P (y) vale para todo y < x (hipótese de indução).

Formalmente, o Prinćıpio de Indução Noeteriana é expresso como segue:

(∀x ∈ A. (∀y ∈ A. x→+ y ⇒ P (y)) ⇒ P (x)) =⇒ ∀x ∈ A. P (x)

onde P é alguma propriedade sobre os elementos de A. Em outras palavras, para provar

que P (x) vale para todo x, é suficiente provar que P (x) vale, sabendo que P (y) vale para

todos os sucessores y de x (hipótese de indução). O Prinćıpio de Indução Noeteriana é uma

generalização do Prinćıpio de Indução Bem-Fundada sobre um conjunto bem-ordenado

(X,<) para sistemas de redução terminante (noeteriano) (A,→).

Como podemos ver em [4], é posśıvel provar que:

Teorema 4.5.1: → é terminante (noeteriana) se, e somente se, o Prinćıpio de Indução

Noeteriana vale.

Demonstração: (⇒): Assuma que o Prinćıpio de Indução Noeteriana (PIN) não vale

para →, ou seja, existe algum P tal que a premissa de PIN vale mas a conclusão não

vale, ou seja, ¬P (a0) para algum a0 ∈ A. Mas então a premissa de PIN implica que deve

existe algum a1 tal que a0 →
+ a1 e ¬P (a1). Pelo mesmo argumento, deve existir algum

a2 tal que a1 →
+ a2 e ¬P (a2). Seguindo com este racioćınio, conclúımos que existe uma

cadeia infinita a0 →
+ a1 →

+ a2 →
+ · · · , ou seja, → não é terminante o que nos leva a

uma contradição.

(⇐): Considere o PIN onde P (x) :=não existe cadeia infinita iniciando x. O passo

indutivo é: se não existe uma cadeia infinita iniciando em qualquer sucessor de x, então

não existe cadeia infinita iniciando x. Portanto, a premissa de PIN vale e podemos

concluir que P (x) vale para todo x, ou seja, → é terminante.



68

Observe que o Prinćıpio de Indução Bem-Fundada trabalha com antecessores e o Prin-

ćıpio de Indução Noeteriana com sucessores. Dessa forma, podemos caracterizar uma

relação terminante (noeteriana) como segue:

Definição 4.5.2: → é terminante (noeteriana) se, e somente se, ← é bem-fundada.

Tabela 4.5.1: Teoria noetherian.pvs

noetherian[T: TYPE] : THEORY

BEGIN

IMPORTING ars_terminology[T], orders@well_foundedness[T]

P: VAR PRED[T]

R: VAR PRED[[T, T]]

x, y: VAR T

noetherian?(R): bool = well_founded?(converse(R))

noetherian: TYPE = (noetherian?)

...

noetherian_induction: LEMMA

(FORALL (R: noetherian, P: PRED[T]):

(FORALL x:

(FORALL y: TC(R)(x, y) => P(y)) => P(x))

=>

(FORALL x: P(x)))

END noetherian

Como mencionamos no ińıcio deste caṕıtulo, o prinćıpio de indução noeteriana é for-

malizado usando o Prinćıpio de Indução Bem-Fundada, o qual foi formalizado em PVS

e pode ser encontrado no prelude (lema wf_induction), assim como a noção de relação

bem-fundada. Agora, as especificações da noção de relação noeteriana e do Prinćıpio de

Indução Noeteriana são apresentadas na Tabela 4.5.1. Observe que o Prinćıpio de Indução

Noeteriana exige a quantificação de uma relação, ou seja, é um objeto de ordem superior,

e que a linguagem de ordem superior do PVS nos permitiu especificar este prinćıpio de

uma forma natural e elegante.
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4.6 Formalizações dos Lemas de Newman e Yokouchi

Na sub-teoria newman_yokouchi (Veja Figura 4.1.1) está a formalização do Lemma de

Newman [47] e do Lema de Yokouchi [71] previamente publicadas em [21]. Como men-

cionado em outro momento, o nosso objetivo com estas formalizações não é apresentar

mais uma formalização de resultados não elementares da teoria ARS, mas evidenciar que

a teoria ars efetivamente é uma teoria de aspecto geral suficiente para formalizar vários

resultados da teoria de ARS. Ambas as formalizações utilizam o Prinćıpio de Indução

Noetheriana, apresentado na seção precedente, instanciado convenientemente de acordo

com as exigências de cada lema.

4.6.1 Lema de Newman

Apesar de existir, segundo Bognar [8], mais de 50 maneiras de demonstrar o Lema de

Newman: sob a hipótese de terminação, confluência é equivalente a confluência local1,

por exemplo, usando Multisets [6], por Decreasing Diagrams [8], e é claro a própria prova

de Newman [47], em nossa formalização apresentamos a clássica prova por aplicação do

Prinćıpio de Indução Noeteriana dada por Huet em [34], a qual é um clássico exemplo de

prova em lógica de ordem superior e é geralmente apresentada, por padrão, na literatura

de reescrita [4].

Ressaltamos que a formalização do Lema de Newman, desenvolvida neste trabalho, se

difere um pouco da formalização desenvolvida por Ruiz-Reina et al em [61]. Isto porque

em [61] os autores formalizam o Lema de Newman inspirados pela prova dada por Klop

em [42], a qual consiste em mostrar que a relação de redução possui a propriedade Church-

Rosser em vez de lidar com confluência. No entanto, note que estes dois conceitos são

equivalentes como mostrado na Tabela 4.4.1.

Lema 4.6.1 [Lema Newman [47]]: Seja R uma relação noeteriana definida sobre o

conjunto A. Então R é confluente se, e somente se, R é localmente confluente.

1Em geral, confluência é indecid́ıvel. No entanto, é decid́ıvel para sistemas de reescrita finitos e
terminantes.
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Demonstração: A direção confluente implica localmente confluente, segue por definição.

Na outra direção, suponha que R é noeteriana e localmente confluente. A confluência é

provada usando o prinćıpio de indução noeteriana com o predicado

P (x) = ∀b, c. b ∗← x→∗ c =⇒ b e c juntáveis

Obviamente, R é confluente se P (x) vale para todo x. De acordo com o prinćıpio de

indução noeteriana devemos provar que P (x) vale supondo que P (t) vale para todo t tal

que x →+ t. Para provar P (x), analisamos a divergência b ∗← x →∗ c. Se x = b ou

x = c, temos claramente que b e c são juntáveis. Caso contrário, temos que x→ x1 →
∗ b

e x→ x2 →
∗ c como mostra o diagrama na Figura 4.6.1.

x

��

// x2

∗

��
�
�
�
�
�
�
�

∗ // c

∗

��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

LC

x1

∗

��

∗ //________ u

∗

��
�
�
�
�
�
�
� Ind

Ind

b
∗ //________ v ∗ //________ w

Figura 4.6.1: Prova do Lema de Newman.

A existência de u segue por local confluência (LC) de R, a existência de v e w segue

pela hipótese de indução (Ind) pois x→+ x1 e x→+ x2, respectivamente.

A especificação do Lema de Newman é apresentada na Tabela 4.6.1. A sua prova

mecânica foi completada após a aplicação de 143 comandos (regras) de prova, e segue na

ı́ntegra a prova (anaĺıtica) apresentada acima, isto é: a direção (⇒) segue expandindo as

definições de confluent?(R) e local_confluent?(R), e instanciando adequadamente as

variáveis quantificadas decorrentes destas expansões; e a direção (⇐) é provada invocando

e instanciando adequadamente o lema noetherian_induction com o predicado

LAMBDA (a: T): (FORALL (b, c: T):

RTC(R)(a, b) AND RTC(R)(a, c) IMPLIES joinable?(R)(b,c))
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Tabela 4.6.1: Sub-teoria newman_yokouchi: Lema de Newman

newman_yokouchi[T : TYPE] : THEORY

BEGIN

IMPORTING results_confluence[T], noetherian[T]

R, S: VAR PRED[[T, T]]

Newman_lemma: THEOREM

noetherian?(R) => (confluent?(R) <=> local_confluent?(R))

...

END newman_yokouchi

Assim, o principal objetivo a ser provado, confluent?(R), segue trivialmente assu-
mindo que a hipótese a seguir vale

FORALL (x: T):

FORALL (b, c: T): RTC(R)(x, b) AND RTC(R)(x, c) IMPLIES joinable?(R)(b, c)

Consequentemente um novo sequente é gerado onde o principal objetivo é provar que
a hipótese acima vale, supondo que a condição a seguir vale

FORALL (y: T):

TC(R)(x, y) IMPLIES

(FORALL (b, c: T):

RTC(R)(y, b) AND RTC(R)(y, c) IMPLIES joinable?(R)(b, c))

Este novo objetivo é provado seguindo na ı́ntegra os casos e o diagrama apresentado na

Figura 4.6.1.

Dentre os comandos usados para provar este lema destacamos os seguintes: o co-

mando (split), o qual dentre outras ações, divide um sequente que possui uma fórmula

consequente da forma A ∧ B em dois sequentes nos quais os objetivos são as fórmulas

consequentes A e B, foi usado para dividir a prova de <=> em dois sub-objetivos, ou

seja, <= e =>; o comando (case) foi usado para dividir a prova de <= em casos como

sugerido na prova acima. Por exemplo, ao aplicarmos a regra de prova case, digamos

(case x = b), a um sequente Σ ⊢ Λ, dois sub-objetivos (sequentes) são gerados:

Σ ⊢ Λ

vvnnnnnnnn

((PPPPPPPP

x = b,Σ ⊢ Λ Σ ⊢ x = b,Λ
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De outra forma, a regra de prova (case x = b) divide o sequente Σ ⊢ Λ em dois outros

sequentes, onde em um deles x = b aparece no antecedente, ou seja, é assumido como

verdade, e no outro x = b aparece no consequente, ou seja, como uma obrigação de

prova. Observe que a regra case é equivalente à regra do corte (olhada de “baixo para

cima”) apresentada na Seção 3.6; e o comando (typepred) o qual corresponde à regra

(Typepred) apresentada na Seção 3.6, ou seja, é usado para introduzir explicitamente, no

antecedente de um sequente, o predicado que define o tipo de um elemento. Por exemplo,

se i é do tipo nat então o comando (typepred "i") introduz no antecedente de um

sequente o predicado que define o tipo de i, isto é, i>=0.

4.6.2 Lema de Yokouchi

Na sequência apresentamos a formalização do Lema de Yokouchi. Este lema também

foi formalizado em Coq por Säibi [63] e foi a chave para formalizar a confluência do

Cálculo de Substituições Expĺıcitas λσ⇑. Além disso, este lema é mais um exemplo de

como a associação com diagramas facilita o entendimento e a formalização de conceitos

não-triviais.

Lema 4.6.2 [Lema de Yokouchi [71]]: Sejam R e S duas relações definidas sobre o

mesmo conjunto T , com R confluente e noeteriana, e S tendo a propriedade do diamante.

Suponha ainda que o seguinte diagrama vale:

x

S

��

R // z

R∗◦S◦R∗

��
�
�
�
�
�
�
�

D

y
R∗

//_______ u

Então a relação R∗ ◦ S ◦R∗ possui a propriedade do diamante.

Demonstração: A prova se inicia com a generalizaçãoD′ do diagramaD, como mostrado

na Figura 4.6.2. Esta generalização é provada por indução noeteriana usando o predicado

P (x) := ∀y, z. xR∗z ∧ xSy ⇒ ∃u.(yR∗u ∧ zR∗ ◦ S ◦R∗u)
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x

S

��

R∗

// z

R∗◦S◦R∗

��
�
�
�
�
�
�
�

D′

y
R∗

//_______ u

Figura 4.6.2: Generalização do Diagrama D como D′

Então, para provar que R∗◦S◦R∗ possui a propriedade do diamante usamos novamente

o prinćıpio de indução noeteriana com o seguinte predicado

P ′(x) := ∀y, z. xR∗ ◦ S ◦R∗y ∧ xR∗ ◦ S ◦R∗z ⇒ ∃u.(yR∗ ◦ S ◦R∗u ∧ zR∗ ◦ S ◦R∗u)

conclúımos a demonstração, por indução no comprimento da redução do primeiro R∗ em

xR∗◦S ◦R∗y. Em outras palavras, analisamos doi casos: xR◦R∗◦S ◦R∗y e xS ◦R∗y como

mostram os diagramas apresentados, respectivamente, nas Figuras 4.6.3 e 4.6.4, onde C e

DP representam a confluência de R e a propriedade do diamante de S, respectivamente

dados como hipóteses.

x

R

��

R∗

// z1

R∗

��
�
�
�
�
�
�
�

S // z2

R∗

��
�
�
�
�
�
�
�

R∗

// z

R∗

��
�
�
�
�
�
�
�

C D′ C

y1

R∗◦S◦R∗

��

R∗

//_______ u1
R∗◦S◦R∗

//________ u2
R∗

//_______ u3

R∗◦S◦R∗

��
�
�
�
�
�
�
�

Ind

y
R∗◦S◦R∗

//________________________ u

Figura 4.6.3: Caso xR ◦R∗ ◦ S ◦R∗y

A formalização do Lema de Yokouchi foi dividida em dois lemas, cujas especificações

são apresentadas na Tabela 4.6.2. O primeiro lema, Yokouchi_lemma_ax1, apresentado na
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� R∗

//_______ u2

R∗
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�
�
�
�
�
�
�

D′ C

y
R∗◦S◦R∗

//________ u3
R∗

//_______ u

Figura 4.6.4: Caso xS ◦R∗y

Tabela 4.6.2, corresponde à formalização da generalização D′ do diagrama D apresentado

na Figura 4.6.2, e o segundo lema corresponde ao Lema 4.6.2.

Tabela 4.6.2: Sub-teoria newman_yokouchi: Lema de Yokouchi

newman_yokouchi[T : TYPE] : THEORY

BEGIN

IMPORTING results_confluence[T], noetherian[T]

R, S: VAR PRED[[T, T]]

...

Yokouchi_lemma_ax1: LEMMA

(noetherian?(R) & confluent?(R) &

(FORALL x,y,z: (S(x,y) & R(x,z)) =>

(EXISTS (u:T): RTC(R)(y,u) & (RTC(R) o S o RTC(R))(z,u))))

=> (FORALL x,y,z: (S(x,y) & RTC(R)(x,z)) =>

(EXISTS (w:T): RTC(R)(y,w) & (RTC(R) o S o RTC(R))(z,w)))

Yokouchi_lemma: THEOREM

(noetherian?(R) & confluent?(R) & diamond_property?(S) &

(FORALL x,y,z: (S(x,y) & R(x,z)) =>

(EXISTS (u:T): RTC(R)(y,u) & (RTC(R) o S o RTC(R))(z,u))))

=> diamond_property?(RTC(R) o S o RTC(R))

END newman_yokouchi

A prova mecânica do lema Yokouchi_lemma_ax1, assim como do lema Yokouchi_lemma

seguem na ı́ntegra os passos apresentados na prova (anaĺıtica) acima. A formalização do

lema Yokouchi_lemma foi completada após a aplicação de 266 comandos (regras) de prova,

sem contar os comandos aplicados para provar o lema Yokouchi_lemma_ax1, e exigiu duas
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aplicações do Prinćıpio de Indução Noeteriana, ou seja, duas invocações do lema noethe-

rian_induction apresentado na Tabela 4.5.1. De maneira geral, o lema Yokouchi_lemma

é provado seguindo os diagramas das Figuras 4.6.3 e 4.6.4 de acordo com os seguintes pas-

sos:

1. Primeiro passo: introduz as constantes de Skolem e considera os casos x = z1 e/ou

x = y1.

2. Segundo passo: invoca o lema iterate_RTC o qual estabelece que para todo n, ite-

rate(R,n) ⊆ RTC(R); expande as definições de composição de relações, confluent?

e outras; e aplica simplificação disjuntiva.

3. Terceiro passo: aplica a confluência de R, o lema auxiliar Yokouchi_lemma_ax1 e a

hipótese de indução para concluir.



Caṕıtulo 5

Formalização da Teoria de Sistemas de

Reescrita de Termos

Neste caṕıtulo apresentamos a formalização de um conjunto de conceitos que formam a

base da teoria de TRS. Essa formalização compõe uma teoria em PVS chamada trs, a

ser disseminada em [20]. Assim como a teoria ars, o principal objetivo do desenvolvi-

mento da teoria trs é fornecer uma formalização de conceitos básicos que possibilite o

desenvolvimento de vários outros conceitos ou resultados da teoria de TRS. O conceito de

termo, ou o conjunto dos termos bem-formados, foi especificado como um tipo recursivo

com base em dois tipos não interpretados não vazios para śımbolos de variável e śım-

bolos de função associadas a sua aridade. Dessa forma, os termos bem-formados serão

variáveis ou aplicações de śımbolos de função a uma seqüência de termos de comprimento

correspondente à aridade do śımbolo de função. Com base nessa formalização de termos

é posśıvel especificar indutivamente as noções de posições e subtermos. Pode-se então for-

mular noções mais complexas como substituições e sua extensão homeomorfa para termos

e noções elaboradas como a de par cŕıtico de maneira natural, tal como apresentado na

literatura de reescrita. Seguindo esse caminho obtemos uma formalização robusta para a

teoria de TRS.

Como evidência da generalidade e robustez da teoria trs apresenta-se uma formaliza-

ção, dentre outros resultados, do conhecido Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix.

Como mencionado na introdução, até onde sabemos, esta é a primeira formalização com-

pleta deste teorema numa linguagem de especificação de ordem superior como o PVS.

76
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Em TRS, como já mencionamos antes, usa-se um conjunto pré-definido de regras de

redução para se fazer computações. Por exemplo, no λ-cálculo, reduções são executadas

através de β-redução, dentre outras. Assim, fazendo um paralelo com ARS observa-se que

um “conjunto” de regras de redução define uma ou mais relações de redução (binárias) as

quais são constrúıdas sobre o termos. Dessa forma, todos os conceitos e resultados sobre

ARS, vistos no caṕıtulo anterior, podem ser naturalmente importados para TRS. E o fato

de a teoria ars ser parametrizada com um tipo não interpretado T, isto é, ars[T], nos

permitiu importar todos os seus conceitos e resultados para a teoria trs, simplesmente

instânciando o parâmetro T com o tipo term (Ver Seção 5.2).

5.1 Estrutura Hierárquica da Teoria trs

Com a mesma metodologia adotada no caṕıtulo anterior, na Figura 5.1.1 apresentamos a

estrutura hierárquica da teoria trs na qual aparece destacada em azul a teoria ars. Na

seqüência apresentamos, parcialmente, o que foi formalizado em cada sub-teoria.

Na Figura 5.1.1 as sub-teorias identity e finite_sequences já vem pré-constrúıdas

no PVS, e podem ser encontradas no prelude [52]. A sub-teoria finite_sequences define

seqüências finitas como um tipo dependente (Ver Seção 3.3) dado por:

finite_sequence: TYPE = [# length:nat, seq:[below[length] -> T] #].

onde below é um subconjunto, possivelmente vazio, dos números naturais, também defi-

nido como um tipo dependente, e que pode ser encontrado no prelude, e é dado por:

below(i:nat): TYPE = {s:nat | s < i}.

Além disso, na sub-teoria finite_sequences, a concatenação de duas seqüências finitas

fs1 e fs2 é definida através do operador denotado por “o” e apresentado na Tabela 5.1.1.

Como veremos no decorrer deste caṕıtulo, muitos dos elementos da teoria trs são

baseados em seqüências finitas, por exemplo termos e posições, e várias formalizações de
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trs

��

critical_pairs

��

critical_pairs_aux

��

reduction

��

rewrite_rules

��

��

substitution

�� ��

identity extending_rename

��

compatibility

��
��

replacement

��

finite_sets
ars[term]

Figura 4.1.1

subterm
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IUnion_extra positions

��

oo

��

variables_term

��

finite_sequences_extras

��

term

��

// finite_sequences

arity

Figura 5.1.1: Estrutura Hierárquica da Teoria trs

resultados da teoria trs são obtidas por indução no comprimento de uma seqüência finita.

Além disso, o manuseio de seqüências finitas é essencial na especificação de subtermos,

substituições, entre outros.

Devido ao supracitado, complementamos a sub-teoria finite_sequences desenvol-

vendo a sub-teoria finite_sequences_extras na qual formalizamos várias propriedades
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Tabela 5.1.1: Concatenação de duas seqüências finitas.

(fs1 o fs2): finite_sequence =

LET l1 = fs1‘length,

lsum = l1 + fs2‘length IN

(# length := lsum,

seq := (LAMBDA (n:below[lsum]):

IF n < l1

THEN fs1‘seq(n)

ELSE fs2‘seq(n-l1)

ENDIF) #);

inerentes à Teoria de Sequências Finitas. Por exemplo, especificamos a idéia de inserir

(insert?) um elemento x numa posição qualquer de uma seqüência finita seq, e em

seguida, especificamos o construtor add_first o qual insere um elemento na primeira

posição de uma seqüência finita seq tal como mostrado na Tabela 5.1.2. Também na

Tabela 5.1.2 apresentamos um construtor, replace, para trocar o elemento na posição n

de uma seqüência finita seq por um elemento x.

Tabela 5.1.2: Alguns Construtores Definidos na Teoria finite_sequences_extras

insert?(x, seq, (n: upto[length(seq)])): finseq =

(# length := seq‘length + 1,

seq := (LAMBDA (i: below[seq‘length + 1]):

(IF i < n THEN seq(i)

ELSIF i = n THEN x

ELSE seq(i - 1) ENDIF)) #)

add_first(x, seq): finseq = insert?(x, seq, 0)

replace(x, seq, (n: below[length(seq)])): finseq =

(IF seq‘length = 0 THEN seq

ELSE

(# length := seq‘length,

seq := (LAMBDA (i: below[seq‘length]):

(IF i < n THEN seq(i)

ELSIF i = n THEN x

ELSE seq(i) ENDIF)) #)

ENDIF)

Na Tabela 5.1.2, seq(i) representa o i-ésimo elemento da seqüência finita seq, e upto

é um subconjunto dos números naturais definido como um tipo dependente no prelude e
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dado por

upto(i:nat): NONEMPTY_TYPE = {s:nat | s <= i} CONTAINING i.

A sub-teoria identity (Veja Figura 5.1.1) simplesmente define a função identidade

como uma função bijetiva sobre um tipo T e é dada por:

identity: (bijective?[T,T]) = (LAMBDA x: x).

Em adição acrescentamos o conjunto dos números naturais não-nulos upto? tal como

apresentados na Tabela 5.1.3. Assim como a sub-teoria finite_sequence_extra a sub-

teoria IUnion_extra (Veja Figura 5.1.1) foi desenvolvida como uma teoria parametrizada,

cujo parâmetro é um tipo não interpretado T. Esta sub-teoria, IUnion_extra, contém

formalizações de alguns resultados auxiliares para lidar com a união finita de subconjuntos

de um dado tipo T. Em particular, estamos interessados na união finita de imagens finitas

de uma dada função, tal como apresentado na Tabela 5.1.3.

Tabela 5.1.3: A união finita de conjuntos finitos é finito

IUnion_extra[T: TYPE]: THEORY

BEGIN

i, n: VAR nat

...

upto?(n: posnat): NONEMPTY_TYPE = {i: posnat | i <= n} CONTAINING n

...

IUnion_of_finite_is_finite: LEMMA

FORALL (n: posnat, (f:[upto?(n) -> set[T]])):

(FORALL (i: upto?(n)): is_finite(f(i)))

=> is_finite(IUnion(LAMBDA (i: upto?(n)): f(i)))

...

END IUnion_extra

5.2 Termos

Um TRS é definido sobre um conjunto de objetos chamados termos, e na sub-teoria term

(Veja Figura 5.1.1) especificamos a estrutura destes termos de acordo com a Definição
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5.2.1, e mantendo a mesma visão de generalidade que tivemos para ars, desenvolvemos a

teoria trs como uma teoria parametriza, dada por:

trs[variable:TYPE+, symbol:TYPE+]

onde TYPE+ significa um tipo não vazio, o tipo variable representa um conjunto V

arbitrário de śımbolos de variável, e o tipo symbol representa um conjunto Σ de śımbolos

de função, chamado na literatura de assinatura, onde cada f ∈ Σ está associado com

um inteiro não negativo n, chamado aridade de f e denotado por arity(f) = n, ou seja,

arity : Σ → N. Esta função aridade foi especificada na sub-teoria arity (Veja Figura

5.1.1) e é dada por

arity: [symbol -> nat].

Denotamos o conjunto de todos os śımbolos de função de Σ cuja a aridade é n ≥ 0

por Σ(n), e chamamos os elementos de Σ(0) de śımbolos de constante.

Definição 5.2.1: Sejam Σ uma assinatura e V um conjunto arbitrário de śımbolos de va-

riável, ou simplesmente variáveis. Definimos indutivamente o conjunto de termos T (Σ, V )

como segue:

(a) Toda variável é um termo, ou seja, V ⊆ T (Σ, V );

(b) Se f é um śımbolo de função de aridade n > 0 (f ∈ Σ(n)) e t1, · · · , tn ∈ T (Σ, V ), então

f(t1, · · · , tn) é um termo, ou seja, f(t1, · · · , tn) ∈ T (Σ, V ). A seqüência de termos ti

é chamada os argumentos do termo f(t1, · · · , tn), e o śımbolo de função f é a cabeça

ou raiz.

O PVS não permite definições de tipos recursivos, e para contornar esta situação o PVS

oferece o mecanismo primitivo DATATYPE, como vimos na Seção 3.5. Assim, especificamos

o conjunto de termos T (Σ, V ) como um DATATYPE, chamado term, como mostrado na

Tabela 5.2.1.
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Tabela 5.2.1: Especificação recursiva de termos como Abstract DataTypes

term[variable: TYPE+, symbol: TYPE+] : DATATYPE

BEGIN

IMPORTING arity[symbol]

vars(v: variable): vars?

app(f:symbol, args:{args:finite_sequence[term] | args‘length=arity(f)}): app?

END term

Observe que a teoria term possui dois construtores, a saber: o construtor vars o qual

recebe um único argumento de tipo variable, ou seja, variável; e o construtor app que

recebe dois argumentos onde o primeiro deles é de tipo symbol, ou seja, um śımbolo de

função, e o segundo é de tipo finite_sequence instânciado com o tipo term, ou seja, uma

seqüência finita de termos. Observe ainda que o argumento args, além de promover a

chamada recursiva do DATATYPE, garante que o śımbolo de função f esta sendo aplicado a

um número correto de argumentos, ou seja, a aridade do śımbolo de função f é exatamente

igual ao comprimento da seqüência finita args.

Para distinguir, durante o desenvolvimento da teoria trs de forma mais clara, os

termos que são do tipo aplicação dos termos que são do tipo variável, especificamos na

sub-teoria variables_term (Veja Figura 5.1.1) o conjunto V de todos os termos que são

de tipo variável, ou seja,

V: set[term] = {x:term | vars?(x)}.

Além disso, assumimos que o conjunto V é um conjunto infinito e enumerável, ou seja,

var_countable: ASSUMPTION is_countably_infinite(V).

onde is_countably_infinite é um predicado pré-constrúıdo no PVS e que pode ser

encontrado na sua biblioteca.
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5.3 Posições

A sub-teoria positions (Veja Figura 5.1.1) contém a especificação do conjunto de posições

de um termo, de acordo com a Definição 5.3.1, bem como a especificação de posições

paralelas e a formalização de algumas propriedades envolvendo posições.

Posições de um termo são seqüências finitas de números naturais não-nulos, denotadas

por n1n2 · · ·nk. Além disso, usamos a notação ip para representar a concatenação do

número natural não-nulo i com a seqüência finita p, ou seja, se p = n1n2 · · ·nk então

ip = in1n2 · · ·nk. De forma mais geral, definimos a concatenação de duas seqüências

finitas p = n1 · · ·nk e q = m1 · · ·mk como sendo pq = n1 · · ·nkm1 · · ·mk, e especificada

tal como apresentado na Tabela 5.1.1.

Definição 5.3.1: Seja Σ uma assinatura, V um conjunto de variáveis, com Σ ∩ V = ∅,

e t ∈ T (Σ, V ). Então definimos o conjunto de posições do termo t, denotado por Pos(t),

indutivamente como segue:

(a) Se t = x ∈ V , então Pos(t) := ǫ, onde ǫ denota a posição vazia (seqüência vazia),

chamada de posição raiz.

(b) Se t = f(t1, · · · , tn), então

Pos(t) := {ǫ} ∪
n⋃

i=1

{ip | p ∈ Pos(ti)}

Definimos ainda uma ordem parcial ≤ sobre o conjunto das posições de um termo

dada por:

p ≤ q se, e somente se, existe uma posição p′ tal que pp′ = q

Além disso, dizemos que duas posições p e q são paralelas, e denotamos por p ‖ q, se, e

somente se, p � q e q � p.

A especificação do conjunto de posições em PVS, chamado positionsOF, é feita recur-

sivamente como a maioria dos conceitos da teoria TRS e como sugere a Definição 5.3.1.

Nesta especificação usamos como medida para terminação a ordem bem-fundada << que é
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gerada automaticamente pela operação typechecking da teoria term (Ver Seção 3.1 e [50]),

tal como apresentado na Tabela 5.3.1.

Tabela 5.3.1: Conjunto de Posições de um Termo

positionsOF(t: term): RECURSIVE positions =

(CASES t OF

vars(t): only_empty_seq,

app(f, st): IF length(st) = 0

THEN only_empty_seq

ELSE union(only_empty_seq,

IUnion((LAMBDA (i: upto?(length(st))):

catenate(i, positionsOF(st(i-1)) ))))

ENDIF

ENDCASES)

MEASURE t BY <<

Na especificação apresentada na Tabela 5.3.1 usamos os construtores only_empty_seq

que constitui um conjunto unitário contendo a seqüência vazia, e catenate que insere um

número natural não-nulo na primeira posição de cada seqüência de um dado conjunto de

seqüências finitas tal como mostra a Tabela 5.3.2.

Tabela 5.3.2: Propriedades sobre posições de um termo

position: TYPE = finseq[posnat]

positions: TYPE = set[position]

only_empty_seq: positions = {x: position | x = empty_seq}

catenate(i: posnat, s: positions): positions =

{seq: position | EXISTS (x: position): (member(x,s) AND

seq = add_first(i,x))}

<=(p, q): bool = (EXISTS (p1: position): q = p o p1)

parallel(p, q): bool = (NOT p <= q) & (NOT q <= p)

positions_of_terms_finite : LEMMA is_finite(positionsOF(t))

closed_positions: LEMMA (positionsOF(t)(q) & p <= q) => positionsOF(t)(p)

not_var: LEMMA (positionsOF(t)(p) & p = add_first(i, q)) => app?(t)
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Na sub-teoria positions também especificamos uma ordem parcial <= sobre o con-

junto de posições, o conceito de posições paralelas onde a concatenação de duas seqüências

p, q é representada por p o q, e formalizamos algumas propriedades básicas tais como:

o conjunto de posições de um termo é fechado com relação a <= (closed_positions); e

que o conjunto de posições de um termo é finito (positions_of_terms_finite). Veja

Tabela 5.3.2 e observe que position é um tipo composto de seqüências finitas de números

naturais não-nulos e que positions é um tipo composto por conjuntos de position.

5.4 Subtermos

Na sub-teoria subterm (Veja Figura 5.1.1) especificamos indutivamente as noções de sub-

termos de um dado termo de forma análoga à definição a seguir.

Definição 5.4.1: Sejam s, t termos e p ∈ Pos(s).

(i) O subtermo de s na posição p, denotado por s |p, é definido indutivamente sobre o

comprimento de p:

s|ǫ := s
f(s1, ..., sn)|iq := si|q .

É fácil ver que se p ∈ Pos(s) e p = iq então s é da forma s = f(s1, ..., sn) com

i ≤ n. Ressaltamos que esta afirmação foi provada mecânicamente na sub-teoria

positions tal como mostra a Tabela 5.3.2.

(ii) O conjunto das variáveis que ocorrem em s, é denotado por V ar(s) e definido como

segue:

V ar(s) = {x ∈ V | ∃p ∈ Pos(s) : s|p= x}

Na Tabela 5.4.1, apresentamos a especificação recursiva da noção de subtermo, cha-

mada subtermOF. O construtor subtermOF recebe como entrada um termo t e uma posição

p de t, e retorna o subtermo de t na posição p. Observe que dessa forma um subtermo

de um dado termo é unicamente determinado pela sua posição.



86

Na Tabela 5.4.2 e daqui por diante, positions?(t) representa o tipo composto por

todas as posições do termo t.

Tabela 5.4.1: Subtermos de um dado termo

subtermOF(t: term, (p: positions?(t))): RECURSIVE term =

(IF length(p) = 0

THEN t

ELSE LET st = args(t),

i = first(p),

q = rest(p) IN

subtermOF(st(i-1), q)

ENDIF)

MEASURE length(p)

Na sub-teoria subterm além de especificar recursivamente a noção de subtermo, cuja

medida é o comprimento da posição p, especificamos o conjunto de variáveis de um termo

t e o conjunto das posições de um dado termo t onde ocorre uma dada variável x, res-

pectivamente denotados por Vars(t) e Pos_var(t, x) e apresentados na Tabela 5.4.2.

Também na Tabela 5.4.2 apresentamos a formalização do Lema 5.4.2.

Lema 5.4.2: Se pq ∈ Pos(s), então:

1. q ∈ Pos(s|p).

2. s|pq= (s|p)|q.

Demonstração: Ambas as demonstrações são por indução no comprimento de p. Como

exemplo, apresentamos a prova, por indução no comprimento de p, do item 2 :

BI: Seja p = ǫ. Assim pq = q e s|p= s. Portanto, s|pq= s|q= (s|p)|q.

PI: Suponhamos que a afirmação é verdadeira para toda posição p′ de s cujo comprimento

é menor do que o comprimento de p.

Vamos assumir agora que p = ip′. Uma vez que ip′q ∈ Pos(s) temos que s é da

forma s = f(s1, ..., sn) com i ≤ n. Logo por definição,

s|pq= s|ip′q= si|p′q .
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Da Hipotése de Indução temos que

si |p′q= (si|p′)|q .

Finalmente, por definição, si|p′= s|ip′= s|p, o que completa a demonstração.

O Lema 5.4.2 foi formalizado em forma de dois lemas, pos_subterm_ax e pos_subterm,

e as técnicas usadas para provar mecânicamente estes resultados são as mesmas usadas

na prova (anaĺıtica) dada acima, ou seja, indução no comprimento da posição p.

Tabela 5.4.2: Propriedades básicas de subtermos

Vars(t): set[(V)] = {x: (V) | EXISTS (p: positions?(t)): subtermOF(t,p) = x}

Pos_var(t, x): positions = {p: positions?(t) | subtermOF(t,p) = x}

pos_subterm_ax: LEMMA positionsOF(t)(p o q) => positionsOF(subtermOF(t,p))(q)

pos_subterm: LEMMA positionsOF(t)(p o q) =>

subtermOF(t, p o q) = subtermOF(subtermOF(t,p),q)

Para realizar e controlar provas indutivas sobre o comprimento de uma seqüência

(posição), o PVS oferece a estratégia, dentre outras, conhecida como measure-induct+.

Esta estratégia toma como argumentos um medida e uma variável de indução para a

qual a medida está definida. Assim, para realizar as provas mecânicas dos lemas apre-

sentados na Tabela 5.4.2 invocamos a estratégia measure-induct+ instânciada adequa-

damente para realizar tais provas por indução sobre o comprimento de uma seqüência

p, ou seja, (measure-induct+ "length(p)" "p") onde a medida é o comprimento da

seqüência length(p) e a variável de indução é a seqüência p.

Por exemplo, para provar o lema pos_subterm_ax invocamos a estratégia (measure-

induct+ "length(p)" "p") e obtemos como resultado um sequente da seguinte forma:

{-1} FORALL (y: position):

FORALL (q: position, t: term):

length(y) < length(p) IMPLIES

positionsOF(t)(y o q) => positionsOF(subtermOF(t, y))(q)

|-------

{1} FORALL (q: position, t: term):

positionsOF(t)(p o q) => positionsOF(subtermOF(t, p))(q)
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Note que a estratégia gera no antecedente uma hipótese de indução ({-1}) sobre o

comprimento da seqüência p. Isto é, se para toda seqüência y de comprimento menor que

o comprimento da seqüência p vale a propriedade positionsOF(subtermOF(t, y))(q),

então devemos provar que para todo p vale a propriedade positionsOF(subtermOF(t,

p))(q). Observe também que o passo indutivo (length(p) = 0) segue trivialmente pela

própria definição de subtermo.

5.5 Troca de Subtermos

Na sub-teoria replacement (Veja Figura 5.1.1) especificamos indutivamente a noção de

trocar um subtermo de um dado termo s por um outro termo t, tendo como base a

definição a seguir.

Definição 5.5.1: Sejam s, t termos e p ∈ Pos(s). O resultado de trocar o subtermo de s

na posição p por t é denotado por s[p← t] e obtido indutivamente como segue:

s[ǫ← t] := t
f(s1, ..., sn)[iq ← t] := f(s1, ..., si[q ← t], ..., sn).

Como mostra a Tabela 5.5.1, o construtor replaceTerm, cuja medida para terminação

é o comprimento da posição p, contempla a Definição 5.5.1. Este construtor possui três

argumentos como entrada: O terceiro argumento determina o subtermo (posição) do

segundo argumento que vai ser trocado pelo termo fornecido no primeiro argumento.

Tabela 5.5.1: Especificação recursiva do construtor replaceTerm.

replaceTerm(t: term, s: term, (p: positions?(s))): RECURSIVE term =

(IF length(p) = 0

THEN t

ELSE LET st = args(s),

i = first(p),

q = rest(p),

rst = replace(replaceTerm(t, st(i-1), q), st,i-1) IN

app(f(s), rst)

ENDIF)

MEASURE length(p)
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o construtor replaceTerm desempenha vários papéis fundamentais no decorrer do

desenvolvimento da teoria trs, por exemplo, este construtor será fundamental para a

caracterização da noção de relação de redução e da noção de pares cŕıticos como veremos,

respectivamente, nas Seções 5.9 e 5.10.

Uma vez especificado o construtor replaceTerm, formalizamos propriedades básicas

e utéis que permitem manipular o seu uso. Tais propriedades são apresentadas no lema

a seguir, e as formalizações de algumas delas são apresentadas na Tabela 5.5.2. Estas

propriedades são fundamentais no desenvolvimento de muitos resultados da teoria trs,

como por exemplo na formalização do Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix, como

veremos na Seção 5.10.

Lema 5.5.2: Sejam s, t, r termos e p, q posições.

1. Se p ∈ Pos(s), então

(a) p ∈ Pos(s[p← t])

(b) s[p← t]|p= t

(c) s[p← s|p] = s

(d) Se q ∈ Pos(t), então pq ∈ Pos(s[p← t])

2. Seja p ‖ q, então temos

(a) Se p ∈ Pos(s) e q ∈ Pos(s), então q ∈ Pos(s[p← t])

(b) Se p ∈ Pos(s) e q ∈ Pos(s[p← t]), então q ∈ Pos(s)

3. Se p ∈ Pos(s) e q ∈ Pos(t), então

(a) s[p← t]|pq= t|q submersão

(b) s[p← t][pq ← r] = s[p← t[q ← r]] associatividade

4. Se pq ∈ Pos(s), então

(a) s[pq ← t]|p= (s|p)[q ← t] distributividade

(b) s[pq ← t][p← r] = s[p← r] dominância
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5. Se p, q ∈ Pos(s) e p ‖ q, então

(a) s[p← t]|q= s|q persistência

(b) s[p← t][q ← r] = s[q ← r][p← t] comutatividade

Demonstração: Os itens 1, 3.(b) e 4 são demonstrados por indução no comprimento

de p. Já os itens 2.(a) e 5 são demonstrados por indução no comprimento de q. O item

3.(a) segue diretamente da aplicação do item 2 do lema 5.4.2, e dos itens 1.(b) e 1.(d)

acima. Por último, a prova do item 2.(b) segue por indução na estrutura do termo s, a

qual apresentamos a seguir:

BI: Suponhamos que s seja uma variável. Assim, p = ǫ e s[p← t] = t. Temos então dois

casos: se t é uma variável ou uma constante então q = ǫ e, portanto, q = p = ǫ ∈

Pos(s). Porém, se t = g(t1, · · · , tm) temos: se q = ǫ nada a fazer. Se q = iq′ então

q = pq o que contraria a hipótese p ‖ q.

PI: Suponhamos que s = f(s1, · · · , sn) para n ≥ 0. Se n = 0 então s é uma constante,

p = ǫ, e a prova segue análoga à BI. Caso contrário, n > 0, então devemos considerar

duas situações: se p = ǫ e/ou q = ǫ então nada a fazer. Se p, q 6= ǫ consideramos

dois casos: se p = ip′ e q = iq′, pela hipótese de indução, temos que q′ ∈ Pos(si)

e consequentemente q ∈ Pos(s). Finalmente, se p = ip′ e q = jq′, com i 6= j, o

resultado segue por definição.

Para formalizar as propriedades apresentadas no Lema 5.5.2 usamos não mais do que

as técnicas apresentadas na prova (anaĺıtica) dada acima. Por exemplo, para formalizar

a propriedade lemma1B apresentada na Tabela 5.5.2 e correspondente à propriedade 2.(b)

do Lema 5.5.2 usamos indução na estrutura do termo s.

O esquema de indução estrutural que usamos é automaticamente gerado pela operação

typechecking (Ver Seção 3.1) quando aplicada a um DATATYPE [50]. Por exemplo, para a

sub-teoria term foi gerado o esquema de indução estrutural sobre os termos tal como

apresentado na Tabela 5.5.3.
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Tabela 5.5.2: Propriedades básicas do construtor replaceTerm.

lemmaR6: LEMMA positionsOF(s)(p o q) =>

replaceTerm(r,replaceTerm(t,s,p o q),p) = replaceTerm(r,s,p)

lemmaR7: LEMMA positionsOF(s)(p) & positionsOF(s)(q) & parallel(p,q) =>

subtermOF(replaceTerm(t, s, p), q) = subtermOF(s,q)

lemmaR8: LEMMA positionsOF(s)(p) & positionsOF(s)(q) & parallel(p,q) =>

replaceTerm(r,replaceTerm(t,s,p),q) = replaceTerm(t,replaceTerm(r,s,q),p)

lemma1B: LEMMA positionsOF(s)(p) & positionsOF(replaceTerm(t, s, p))(q) &

parallel(p, q) => positionsOF(s)(q)

O esquema de indução apresentado na Tabela 5.5.3 nos diz que se todas as variáveis v

satisfazem a propriedade p, e se para todos os termos do tipo aplicação, app(f, args), os

seus sub-termos próprios satisfazem a propriedade p e implica que app(f, args) também

satisfazem a propriedade p, então todo termo t satisfaz a propriedade p.

Tabela 5.5.3: Esquema de indução estrutural para termos.

term_induction: AXIOM

FORALL (p: [term -> boolean]):

((FORALL (v: variable): p(vars(v))) AND

(FORALL ( f: symbol,

args: {args: finite_sequence[term] | args‘length = arity(f)}):

(FORALL (x: below[args‘length]): p(args‘seq(x)))

IMPLIES

p(app(f, args))))

IMPLIES (FORALL (t: term): p(t))

5.6 Compatibilidade

A especificação da Definição 5.6.1 e a formalização do Lema 5.6.2, apresentados a seguir,

estão contidas na sub-teoria compatibility (Veja Figura 5.1.1).

Definição 5.6.1: Seja ≡ uma relação binária sobre T (Σ, V ).

(a) A relação ≡ é fechada para operações se, e somente se, s1 ≡ t1, · · · , sn ≡ tn implica
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f(s1, · · · , sn) ≡ f(t1, · · · , tn) para todo n ≥ 0, f ∈ Σ(n) e s1, · · · , sn, t1, · · · , tn ∈

T (Σ, V ).

(b) A relação ≡ é compat́ıvel com operações se, somente se, s ≡ t implica

f(s1, · · · , si−1, s, s1+1, · · · , sn) ≡ f(s1, · · · , si−1, t, si+1, · · · , sn)

para todo n ≥ 0, f ∈ Σ(n), i = 1, · · · , n e s1, · · · , si−1, t, si+1, · · · , sn ∈ T (Σ, V ).

(c) A relação ≡ é compat́ıvel com contexto se, e somente se, s ≡ s′ implica t[p ← s] ≡

t[p← s′] para todo t ∈ T (Σ, V ) e p ∈ Pos(t).

O seguinte lema é uma conseqüência imediata da definição acima.

Lema 5.6.2: Seja ≡ uma relação binária sobre T (Σ, V ). A relação ≡ é compat́ıvel com

operações se, e somente se, ela é compat́ıvel com contexto.

Demonstração: A direção ⇐ é óbvia, e a direção ⇒ é mostrada por indução no com-

primento de p.

Na Tabela 5.6.1 apresentamos somente as especificações de compatibilidade com con-

texto e operações (comp_cont? e comp op?) de uma relação binária R, e a especificação

do lema acima.

Tabela 5.6.1: Relações compat́ıveis com contexto e operações

comp_op?(R): bool =

FORALL (n: nat, i: below[n], (f: arity(n)), (st1: fset.fs_len(n)), t):

LET s = st1(i), st2 = replace(t, st1, i) IN

R(s,t) => R(app(f,st1), app(f,st2))

comp_cont?(R): bool = FORALL (p: position), t:

positionsOF(t)(p) =>

(FORALL r, s: R(r,s) => R(replaceTerm(r, t, p), replaceTerm(s, t, p)))

lemmaRED2: LEMMA comp_op?(R) <=> comp_cont?(R)
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5.7 Substituições, Renomeamentos e Unificadores

Na sub-teoria substitution (Veja Figura 5.1.1) especificamos o que venha a ser uma

substituição, um renomeamento, e outros conceitos tais como: domı́nio e imagem de uma

substituição, unificador, e unificador mais geral. Como veremos mais adiante, também,

nesta sub-teoria formalizamos algumas propriedades referentes à substituições necessárias

para o desenvolvimeto da teoria trs.

5.7.1 Substituições e Renomeamentos

Definição 5.7.1: Seja Σ uma assinatura e V um conjunto infinito e enumerável de va-

riáveis.

(a) Uma substituição é uma função σ : V → T (Σ, V ) tal que σ(x) 6= x somente para um

número finito de xs.

(b) O conjunto das variáveis x tais que σ(x) 6= x é finito, chamado de Domı́nio de σ, e

denotado por Dom(σ). Em outras palavras,

Dom(σ) := {x ∈ V | σ(x) 6= x}.

(c) A imagem de uma substituição σ, denotada por Ran(σ), é definido como:

Ran(σ) := {σ(x) | x ∈ Dom(σ)}

(d) Um renomeamento é uma substituição injetiva ρ tal que Ran(ρ) ⊆ V , ou seja, ρ é

uma bijeção sobre V . Em particular, ρ é uma bijeção entre Dom(ρ) e Ran(ρ).

Em PVS, inicialmente especificamos funções sig:(V) -> term, onde (V) é o tipo

gerado pelo conjunto dos termos variáveis V = {x:term | vars?(x)}. Depois especifi-

camos o domı́nio e a imagem de uma função sig. E então, por meio de uma booleana,

especificamos o que é uma substituição, como podemos ver na Tabela 5.7.1, a qual é um

pequeno fragmento do que foi especificado e formalizado na sub-teoria substituion.
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Também na Tabela 5.7.1 apresentamos a especificação da noção de renomeamento de

variáveis, denotado por Ren?, e cujo argumento sigma é uma substituição.

Ressaltamos que, em geral, usar ı́ndices de de Bruijn em vez de variáveis com no-

mes evita dificuldades em construir renomeamentos de variáveis bijetivos. Por exemplo,

em [46] McKinna e Pollack representam os renomeamentos como uma lista de pares de

variáveis, e usam um operador para obter novos nomes de variáveis. Além disso, Mc-

Kinna e Pollack usam uma representação que eles chamam de tricky para representar a

ação dos renomeamentos. No entanto, segundo eles, esse tricky dificulta a construção

de renomeamentos bijetivos. Assim como Ford e Mason [18], preferimos uma represen-

tação próxima da representação natural matemática sempre que posśıvel. E por isso,

incorporando diretamente na especificação de renomeamento a condição de ser bijetivo.

Tabela 5.7.1: Substituição, Renomeamento, Domı́nio e Imagem

sig: VAR [(V) -> term]

Dom(sig): set[(V)] = {x: (V) | sig(x) /= x}

Ran(sig): set[term] =

{y: term | EXISTS (x: (V)): member(x, Dom(sig)) & y = sig(x)}

Sub?(sig): bool = is_finite(Dom(sig))

Ren?(sigma): bool = subset?(Ran(sigma),V) &

(bijective?[(Dom(sigma)),(Ran(sigma))])(sigma)

Na seqüência, estendemos homeomorficamente uma substituição σ para o conjunto

T (Σ, V ).

Definição 5.7.2: Seja σ uma substituição. Então definimos σ̂ : T (Σ, V ) → T (Σ, V )

assim

σ̂(s) :=

{
σ(x), se s = x ∈ V

f(σ̂(s1), · · · , σ̂(sn)), se s = f(s1, · · · , sn)

Na Tabela 5.7.2 apresentamos a especificação recursiva de σ̂(s), que em PVS é denota

por ext(sigma) e que recebe como entrada um termo t.
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Tabela 5.7.2: Extendendo uma substituição para T (Σ, V )

ext(sigma)(t): RECURSIVE term =

CASES t OF

vars(t): sigma(t),

app(f, st): IF length(st) = 0

THEN t

ELSE LET sst = (# length := st‘length,

seq := (LAMBDA (n: below[st‘length]):

ext(sigma)(st(n)))#) IN

app(f, sst)

ENDIF

ENDCASES

MEASURE t BY <<

Uma vez especificada a noção de estender uma substituição para T (Σ, V ), especifica-

mos a operação composição de duas substituições.

Definição 5.7.3: A composição στ de duas substituições σ e τ é definida como

στ(x) := σ̂(τ(x)).

É fácil ver que στ : V → T (Σ, V ) e que στ(x) = x para todo x ∈ V − (Dom(σ) ∪

Dom(τ)), ou seja, que στ é também uma substituição. Além disso é posśıvel provar que

a operação composição de substituições é associativa, e que a extensão da composição στ

é exatamente igual à composições das extensões, ou melhor, σ̂τ = σ̂τ̂ .

A Tabela 5.7.3 apresenta a especificação da composição de duas substituições, assim

como, as formalizações das propriedades citadas acima.

Tabela 5.7.3: Composição de substituições e algumas propriedades

comp(sigma, tau)(x: (V)): term = ext(sigma)(tau(x))

subs_o: LEMMA Sub?(comp(sigma, tau))

o_ass: LEMMA comp(comp(sigma, delta), tau) = comp(sigma, comp(delta, tau))

ext_o: LEMMA ext(comp(sigma, tau)) = ext(sigma) o ext(tau)
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As provas dos lemas subs_o e o_ass são simples e, de forma geral, são obtidas ex-

pandindo as definições envolvidas. Já a prova do lema ext_o se mostra um pouco mais

interessante. Observe que na verdade provar o lema ext_o significa provar a igualdade

entre duas funções, ou seja, devemos provar que para todo termo t temos que

ext(comp(sigma, tau))(t) = ext(sigma) o ext(tau)(t).

Para obter esta última igualdade a partir do lema ext_o, usamos o comando (regra)

de prova (decompose-equality) o qual decompõe uma igualdade antecedente ou conse-

quente de funções, f = g, retornando e inserindo no sequente corrente, a quantificação

universal (FORALL x: f(x) = g(x)). Em outras palavras, o comando (decompose-

equality) aplica um esquema de extensionalidade para provar a igualdade, dentre outras,

entre duas funções. Agora, para provar a igualdade acima usamos indução em t, ou seja,

usamos um esquema de indução estrutural sobre t.

Definição 5.7.4: Uma substituição σ é mais geral do que uma substituição τ se existe

uma substituição δ tal que τ = δσ.

Na Tabela 5.7.4 apresentamos a especificação da relação ., denotada por <=, e a

formalização de que a relação . é uma pré-ordem.

Tabela 5.7.4: Definição de substituição mais geral

<=(sigma, tau): bool = EXISTS delta: tau = comp(delta, sigma)

mg_po: LEMMA preorder?(<=)

5.7.2 Unificadores

A noção de unificador é especificada na sub-teoria substitution, e a existência e unici-

dade de unificadores mais gerais é tratada na teoria trs de forma axiomática.

Definição 5.7.5: Um problema de unificação é um conjunto de equações S = {s1 =?

t1, · · · , sn =? tn}. Um unificador de S é uma substituição σ tal que σ(si) = σ(ti) para
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todo i = 1, · · · , n. Denotamos o conjunto de todos os unificadores de S por U(S). Além

disso, dizemos que uma substituição σ é um unificador mais geral (mgu) de S se σ satisfaz

as seguintes condições:

1. σ ∈ U(S);

2. ∀ τ ∈ U(S). σ . τ .

Na sub-teoria substitution consideramos o conjunto S como sendo unitário, ou seja,

S = {s =? t} e a partir dáı especificamos todos os conceitos apresentados na definição

5.7.5, como mostra a Tabela 5.7.5.

Tabela 5.7.5: Unificador e unificador mais geral

unifier(sigma)(s,t): bool = ext(sigma)(s) = ext(sigma)(t)

unifiable(s,t): bool = EXISTS sigma: unifier(sigma)(s,t)

U(s,t): set[Sub] = {sigma: Sub | unifier(sigma)(s,t)}

mgu(sigma)(s,t): bool = member(sigma, U(s,t)) &

FORALL tau: member(tau, U(s,t)) => sigma <= tau

5.8 Regras de Reescrita

Nesta seção introduzimos a noção do principal objeto de estudo deste caṕıtulo: Sistemas

de Reescrita de Termos [4].

Definição 5.8.1: Um Sistema de Reescrita de Termos é um conjunto E de pares de

termos (l, r) ∈ T (Σ, V )× T (Σ, V ) tais que l não é uma variável e V ar(r) ⊆ V ar(l). Um

par de termos (l, r) satisfazendo as condições anteriores é chamado de regra de reescrita

e denotado por l → r em vez de (l, r).

Na sub-teoria rewrite_rules (Veja Figura 5.1.1) especificamos o que venha a ser uma

regra de reescrita tal como mostrado na Tabela 5.8.1.
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Tabela 5.8.1: Regras de Reescrita

rewrite_rule?(l,r): bool = (NOT vars?(l)) & subset?(Vars(r), Vars(l))

rewrite_rule: TYPE = (rewrite_rule?)

Na Tabela 5.8.1 apresentamos a construção do tipo rewrite_rule, gerado pelas regras

de reescrita rewrite_rule?. Este tipo é o fundamento para a construção de um Sistema

de Reescrita de Termos E, ou seja,

E: VAR set[rewrite_rule]

e é a base para a caracterização de uma relação de redução como mostra a próxima seção.

5.9 Relação de Redução

Na sub-teoria reduction (Veja Figura 5.1.1) especificamos a caracterização de uma re-

lação de redução induzida por um conjunto de regras de reescrita E. Após especificar a

propriedade fechada para substituição, formalizamos que uma relação de redução é uma

relação de reescrita.

Definição 5.9.1: Sejam E um sistema de reescrita de termos e ≡ uma relação binária

sobre T (Σ, V ).

(a) A relação ≡ é fechada para substituições se, e somente se, s ≡ t implica σ(s) ≡ σ(t)

para todo s, t ∈ T (Σ, V ) e toda substituição σ.

(b) Uma relação sobre T (Σ, V ) é uma relação de reescrita se, e somente se, ela é compa-

t́ıvel com operações e fechada para substituições.

(c) Definimos a Relação de Redução →E⊆ T (Σ, V )× T (Σ, V ) como segue:

s→E t ⇔ ∃(l, r) ∈ E, p ∈ Pos(s), σ ∈ Sub. s|p= σ(l) e t = s[p← σ(r)]
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Como conseqüência da definição de →E podemos provar o Lema 5.9.2, cuja demons-

tração pode ser encontrada em [4] e omitiremos aqui, e que nos atesta que a relação de

redução→E é na verdade uma relação de reescrita. Além disso, segue imediatamente dos

Lemas 5.6.2 e 5.9.2 que a relação de redução →E é compat́ıvel com o contexto.

Lema 5.9.2: Seja E um sistema de reescrita de termos. A relação de redução →E é

fechada para substituições e compat́ıvel com operações.

Tabela 5.9.1: Relação de Redução

reduction?(E)(s,t): bool =

EXISTS ( (e | member(e, E)), sigma, (p: positions?(s))):

subtermOF(s, p) = ext(sigma)(lhs(e)) &

t = replaceTerm(ext(sigma)(rhs(e)), s, p)

close_subs?(R): bool = FORALL s, t, sigma:

R(s,t) => R(ext(sigma)(s),ext(sigma)(t))

subs_op: LEMMA close_subs?(reduction?(E)) & comp_op?(reduction?(E))

Na Tabela 5.9.1 apresentamos a especificação de uma relação de redução e a formaliza-

ção do Lema 5.9.2. Observe que, como mencionamos anteriormente, o construtor repla-

ceTerm é fundamental para a caracterização de uma relação de redução. Além disso, na

Tabela 5.9.1, o par e:[term,term] representa uma regra de reescrita onde lhs(e):term

= e‘1 e rhs(e):term = e‘2, ou seja, lhs e rhs representam, respectivamente, o lado

esquerdo (primeira coordenada) e o lado direito (segunda coordenada) de e.

Note que já especificamos o principal objeto de manipulação da teoria de TRS que

são os termos. Especificamos o que venha ser o conjunto de posições de um termo o

qual permite fazer manipulações sobre os termos, bem como caracterizar um subtermo

de um termo, o que também já foi especificado. Especificamos algumas ferramentas

necessárias para manipular termos e subtermos, como por exemplo substituição e a noção

de trocar um subtermo por algum outro termo. Também especificamos a noção de regras

de reescrita e, é claro, a noção de relação de redução. Além disso, formalizamos várias

propriedades referentes aos conceitos citados acima e apresentados em parte nas seções

anteriores. Dessa forma já possúımos todos os ingredientes necessários para lidar com
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propriedades e resultados gerais da teoria de TRS, como veremos na seção seguinte.

5.10 Formalização do Teorema dos Pares Cŕıticos

Durante o desenvolvimento da teoria trs provamos vários lemas e propriedades sobre

reescrita de termos, porém, o principal resultado que formalizamos, e que pode ser encon-

trado na sub-teoria critical_pairs (Veja Figura 5.1.1), foi o Teorema dos Pares Crit́ıcos

de Knuth-Bendix o qual apresentamos na seqüência, depois de definir o que venha a ser

um par cŕıtico.

Definição 5.10.1: Sejam li → ri, i = 1, 2, duas regras de reescrita cujas variáveis foram

renomeadas de forma que V ar(l1) ∩ V ar(l2) = ∅. Seja p ∈ Pos(l1) tal que l1 |p não seja

uma variável e σ = mgu(l1|p, l2). Neste caso, dizemos que a sobreposição de l2 → r2 sobre

l1 → r1 na posição p determina um par cŕıtico 〈t1, t2〉, definido por

t1 = σ(r1)
t2 = σ(l1)[p← σ(r2)].

Em geral, nos livros texto, assim como na definição acima, assume-se que as regras

de reescrita são renomeadas de modo a obter que V ar(l1) ∩ V ar(l2) = ∅. No entanto,

na prática, para especificar a noção de par cŕıtico foi necessário introduzir explicitamente

um renomeamento para garantir tal condição, ou seja, na prática a definição anaĺıtica de

par cŕıtico não é tão expĺıcita como a sua especificação. Assim, vemos que a noção de

renomeamento é de extrema importância na especificação da noção de par cŕıtico, e se

tivessemos optado por usar ı́ndices de de Bruijn ao invés de variáveis com nomes, em nossa

especificação, em algum momento teŕıamos que especificar a noção de renomeamento de

uma forma concreta, e , é claro, a abordagem seria diferente.

Observe que na realidade, para garantir que V ar(l1) ∩ V ar(l2) = ∅, é suficiente reno-

mear apenas umas das regras, e foi assim que fizemos. Em outras palavras, introduzimos

explicitamente na especificação de um par cŕıtico um renomeamento ρ o qual renomeia as

variáveis da regra de reescrita l2 → r2 de forma a obter a condição V ar(l1)∩V ar(l2) = ∅,

tal como mostrado na Tabela 5.10.1.
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Na Tabela 5.10.1, apresentamos a especificação da booleana CP? a qual verifica se dois

termos t1 e t2 formam um par cŕıtico. Na especificação, apresentada na Tabela 5.10.1, E

é um conjunto de regras de reescrita, sigma é uma substituição, rho é um renomeamento,

e1 e e2p são regras de reescrita pertencentes a E, e e2 é a regra de reescrita resultante da

aplicação do renomeamento rho à regra e2p.

Tabela 5.10.1: Par Cŕıtico

CP?(E)(t1, t2): bool =

EXISTS (sigma,rho,

(e1 | member(e1, E)),

(e2p | member(e2p, E)),

(p: positions?(lhs(e1)))):

LET e2 = (# lhs := ext(rho)(lhs(e2p)), rhs := ext(rho)(rhs(e2p)) #) IN

disjoint?(Vars(lhs(e1)),Vars(lhs(e2))) &

NOT vars?(subtermOF(lhs(e1), p)) &

mgu(sigma)(subtermOF(lhs(e1), p), lhs(e2)) &

t1 = ext(sigma)(rhs(e1)) &

t2 = replaceTerm(ext(sigma)(rhs(e2)), ext(sigma)(lhs(e1)), p)

A prova mecânica do Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix, apresentada a

seguir, segue a estrutura da prova dada por Huet em [34]. Note que para formalizar este

teorema foi necessário utilizar conceitos previamente especificados na teoria ars.

Teorema 5.10.2 [Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix]: Um sistema de

reescrita de termos E é localmente confluente se, e somente se, todos os seus pares cŕıticos

são juntáveis.

Na Tabela 5.10.2 apresentamos a especificação do Teorema dos Pares Cŕıticos de

Knuth-Bendix em PVS e, fugindo um pouco da metodologia adotada até agora, em se-

guida apresentamos um esboço da sua formalização em PVS.

No que segue, estamos considerando a → como sendo a relação de redução induzida

pelo conjunto de regras de reescrita E, isto é, reduction?(E).

Iniciamos a formalização considerando a direção =>. Como todo par cŕıtico é obtido
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Tabela 5.10.2: Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix

CP_Theorem: THEOREM

FORALL E:

LET RRE = reduction?(E) IN

local_confluent?(RRE)

<=>

(FORALL t1, t2: CP?(E)(t1, t2) => joinable?(RRE)(t1,t2))

de uma divergência da forma

σ(l1)

zzvv
vv

vv

((QQQQQQQQQ

σ(r1) σ(l1)[p← σ(r2)]

a hipótese de ser localmente confluente nos leva imediatamente à juntabilidade dos pares

cŕıticos, ou seja, a direção => é imediata.

Para formalizar a direção <=, assumimos que todo par cŕıtico 〈t1, t2〉 de E é juntável.

Assim, seja s um termo arbitrário tal que

s
l1→r1

~~}}
}}

} l2→r2

  A
AA

AA

s1 s2

ou seja, existem posições pi ∈ Pos(s), regras li → ri ∈ E, e substituições σi tais que

s|pi
= σi(li) e si = s[pi ← σi(ri)].

Logo, afim de provar mecanicamente que s1 e s2 são juntáveis consideramos dois casos:

Caso 1: Suponhamos que as posições p1 e p2 são paralelas. Neste caso, a prova mecânica

deste caso segue os seguintes passos: por persistência (Ver Lema 5.5.2) obtemos que

s1 |p2
= σ2(l2) e que s2 |p1

= σ1(l1). Além disso, por comutatividade(Ver Lema 5.5.2)

temos que s3 = s1[p2 ← σ2(r2)] = s2[p1 ← σ1(r1)]. Portanto, s1 e s2 são juntáveis e

a confluência local segue.

Caso 2: Suponhamos que p1 = p2p ou p2 = p1p, para algum p possivelmente vazio. Sem

perca de generalidade assumimos que p2 = p1p.
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Iniciamos a formalização deste caso estabelecendo as seguintes propriedades: 1. pelo

Lema 5.4.2 obtemos σ1(l1 |p) = σ2(l2); e 2. pela propriedade distributiva (Ver Lema

5.5.2) obtemos s2|p1
= σ1(l1)[p← σ2(r2)].

Em seguida, mostramos que existe um termo s3 tal que σ1(r1) → s3 e s2 |p1
→ s3.

Então, concluimos pela compatibilidade da relação → que s1 e s2 são juntáveis.

Para isto consideramos dois casos:

Caso 2a: p ∈ Pos(l1), l1 |p não é uma variável e σ1(l1 |p) = σ2(l2). Para contemplar este

caso formalizamos o lema auxiliar CP_lemma_aux1 tal como mostrado na Tabela

5.10.3. Este lema nos diz que a divergência σ1(r1) e s2|p1
é na verdade uma instância

Tabela 5.10.3: Sobreposição dos Lados Esquerdos das Regras de Reescrita

CP_lemma_aux1: LEMMA

FORALL E, (e1 | member(e1, E)), (e2 | member(e2, E)), (p: position):

( positionsOF(lhs(e1))(p) &

NOT vars?(subtermOF(lhs(e1), p)) &

ext(sg1)(subtermOF(lhs(e1), p)) = ext(sg2)(lhs(e2)) )

=>

EXISTS t1, t2, delta:

CP?(E)(t1, t2) &

ext(delta)(t1) = ext(sg1)(rhs(e1)) &

ext(delta)(t2) = replaceTerm(ext(sg2)(rhs(e2)), ext(sg1)(lhs(e1)), p)

de um certo par cŕıtico 〈t1, t2〉, o qual por hipótese é juntável, ou seja, existe um

termo t3 tal que t1 →
∗ t3 e t2 →

∗ t3. Assim, existe uma substituição δ tal que

δ(t1) = σ1(r1) e δ(t2) = s2 |p1
. Logo fazendo s3 = δ(t3) o resultado segue pela

estabilidade de →.

Geralmente para provar este caso nos livros textos, por exemplo em [4], assume-se que

as regras de reescrita li → ri são renomeadas de forma a obter que V ar(l1) ∩ V ar(l2) =

∅. O que leva a assumir que a condição Dom(σ1) ∩ Dom(σ2) = ∅ é satisfeita. E que

consequentemente a substituição σ3 = σ1 ∪ σ2 é bem-definida e um unificador dos termos

l1|p e l2. Dáı conclui-se, após breve análise, que a divergência considerada é uma instância

de um certo par cŕıtico. No entanto, em nossa prova mecânica foi necessário formalizar um
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lema auxiliar, tal como mostrado na Tabela 5.10.4, que certificasse que tal renomeamento

existe. Observe que para a condição V ar(l1) ∩ V ar(l2) = ∅ ser satisfeita é suficiente

renomear apenas o lado esquerdo de uma das regras.

Tabela 5.10.4: Certificando que a propriedade V ar(l1) ∩ V ar(l2) = ∅ é satisfeita

CP_lemma_aux1a: LEMMA

FORALL E, (e1 | member(e1, E)), (e2 | member(e2, E)), (p: position):

( positionsOF(lhs(e1))(p) &

NOT vars?(subtermOF(lhs(e1), p)) &

ext(sg1)(subtermOF(lhs(e1), p)) = ext(sg2)(lhs(e2)) )

=>

EXISTS alpha, rho:

disjoint?(Vars(lhs(e1)), Vars(ext(rho)(lhs(e2)))) &

ext(sg1)(subtermOF(lhs(e1), p)) = ext(comp(alpha, rho))(lhs(e2))

Caso 2b: p = q1q2 tal que q1 é uma posição de variável de l1, e σ2(l2) = σ1(l1 |q1
)|q2

.

Este caso em muitos livros texto é apresentado pictoricamente sem muitos detalhes.

No entanto, este caso é de dif́ıcil análise, pois o subtermo l1|q1
pode ocorrer repedi-

damente em ambos os termos l1 e r1, e sua prova requer o aux́ılio do seguinte lema,

cuja prova pode ser encontrada em [34].

Lema 5.10.3: Sejam → uma relação compat́ıvel, x uma variável fixa, e σ1 e σ2

substituições tais que:

σ1(x) → σ2(x)
σ1(y) = σ2(y) para todo y 6= x.

Seja t um termo arbitrário, e sejam p1, · · · , pn ∈ Pos(t) todas as ocorrências, distin-

tas, de x em t. Definindo, t0 = σ1(t) e ti = ti−1[pi ← σ2(x)], para 1 ≤ i ≤ n, temos

que ti →
n−i σ2(t), para 0 ≤ i ≤ n. Em particular, σ1(t)→

n σ2(t).

Para formalizar o lema anterior foi necessário a especificação de dois construtores

auxiliares, como sugere o enunciado, chamados replace_pos e RSigma (Ver Tabela

5.10.5). Ressaltamos que, em geral, este caso foi o mais dif́ıcil de formalizar e

exigiu a formalização de 13 lemas auxiliares que podem ser encontrados na sub-

teoria critical_pairs_aux.
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Tabela 5.10.5: Construtor replace_pos

replace_pos(t, s, (fssp:SPP(s)) ): RECURSIVE term =

IF length(fssp) = 0

THEN s

ELSE replace_pos(t,replaceTerm(t, s, fssp(0)), rest(fssp))

ENDIF

MEASURE length(fssp)

RSigma(R, sg1, sg2, x): bool = FORALL (y: (V)): IF y /= x

THEN sg1(y) = sg2(y)

ELSE R(sg1(x), sg2(x))

ENDIF

O construtor replace_pos possui três argumentos, e age trocando recursivamente

a seqüência de posições do segundo argumento, pré-determinada no terceiro argu-

mento, pelo primeiro argumento. Já o construtor RSigma(R, sg1, sg2, x) nos diz

que, exceto para x, sg1 e sg2 possuem as mesmas imagens.

De posse dos construtores replace_pos e RSigma e suas propriedades, especificamos

e formalizamos uma versão do Lema 5.10.3 tal como mostra a Tabela 5.10.6.

Tabela 5.10.6: Posição de Variável

CP_lemma_aux2: LEMMA

FORALL R, t, x, sg1, sg2:

LET Posv = Pos_var(t, x), seqv = set2seq(Posv) IN

comp_cont?(R) & RSigma(R, sg1, sg2, x)

=>

(FORALL (i: below[length(seqv)]):

RTC(R)(replace_pos(ext(sg2)(x),ext(sg1)(t), #(seqv(i))),ext(sg2)(t)))

&

RTC(R)(ext(sg1)(t), ext(sg2)(t))

Na Tabela 5.10.6, Pos_var(t,x) é o conjunto das posições do termo t onde ocorre a

variável x, tal como especificado na Seção 5.4, e o construtor #(*) representa a seqüência

unitária contendo o elemento *. Além disso, foi necessário usar o construtor set2seq,

que pode ser encontrado na sub-teoria finite_sequences_extras, o qual transforma um

conjunto finito em uma seqüência finita de seus elementos, em nosso caso este construtor
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foi utilizado para converter um conjunto finito de posições de um dado termo em uma

seqüência finita de posições. Esta conversão foi extremamente útil, pois possibilitou provas

indutivas no comprimento de uma seqüência.

A formalização do Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix em PVS é extensa

e exigiu a formalização de 16 lemas auxiliares, além daqueles referentes à propriedades

sobre substituição, troca de subtermos, seqüências, e etc.. Vale lembrar que dos 16 lemas

auxiliares formalizados, 14 deles são referentes ao caso “posição de variável”, os quais

podem ser encontrados na sub-teoria critical_pairs_aux. Além disso, para completar

a formalização deste teorema foram usados aproximadamente 933 comandos (regras) de

prova, sem contar os comandos usados para formalizar os 16 lemas auxiliares.



Conclusão e Trabalhos Futuros

Apresentou-se formalizações para as teorias de Sistemas Abstratos de Redução e Sistemas

de Reescrita de Termos, chamadas ars e trs, desenvolvidas no assistente de prova PVS.

Até onde sabemos, não existem outras formalizações dessas teorias em PVS. As teorias ars

e trs fornecem uma base sólida que permite o desenvolvimento de conceitos e resultados

da teoria de reescrita em geral, além daqueles especificados e formalizados nestas teorias.

Evidência clara desta afirmação é fornecida pela formalização de resultados elaborados e

não triviais das teorias de ARS e TRS, como por exemplo:

• Lema de Newman;

• Lema de Yokouchi;

• Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix.

Note também que estas formalizações são evidências da boa integração entre diferentes

sub-teorias tanto de ars quanto de trs, as quais foram desenvolvidas separadamente e

combinadas para formalizar tais resultados. Além da generalidade, destacou-se da forma-

lização das teorias ars e trs o seguinte:

• o uso de uma linguagem de especificação de ordem superior, o que é natural para

expressar propriedades e conceitos de objetos de segunda ordem como as relações

de redução; e
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• o alto ńıvel de abstração, que permite observar em forma quasi-geométrica as pro-

priedades destas teorias e, em particular, da teoria de ARS na qual analiticamente

a associação de propriedades das relações com diagramas é a metodologia padrão.

Como mencionado na Seção 1.3 sobre trabalhos relacionados, em [61] é apresentada

uma formalização em linguagem de primeira ordem do Teorema dos Pares Cŕıticos de

Knuth-Bendix, que é reportada como a única formalização existente na época. Não co-

nhecemos outras formalizações completas deste teorema e assim acreditamos que a for-

malização apresentada neste trabalho deste teorema seja a primeira realizada utilizando

uma linguagem de especificação de ordem superior como PVS.

Nas formalizações dos Lemas de Newman e Yokouchi apresentadas na Seção 4.6 fica

clara a utilização da associação com diagramas nas provas. Dentre outras formalizações

que foram baseadas em diagramas e não detalhadas neste trabalho citamos: o Lema da

Comutação e o Lema da União Comutativa.

Tabela 5.10.7: Análise Quantitativa das Teorias ars e trs.

Teoria L. Especificação L. Prova Teoremas TCCs T. Especificação T. Prova

ars 791 8384 60 5 48K 640K
trs 1980 42105 166 119 108K 2.8M

Total 2745 50489 226 124 156K 3.4M

A tabela 5.10.7 apresenta algumas informações quantitativas sobre as teorias ars e

trs. A primeira coluna na tabela 5.10.7 contém os nomes das teorias. A segunda coluna e

a terceira coluna mostram o número de linhas (incluindo comentários e linhas em branco)

que foram gastas para especificar e provar todos os conceitos e resultados das respectivas

teorias. A quarta coluna mostra o número de TCCs gerados, ou seja, as obrigações de

prova geradas automaticamente pelo PVS. Dentre o total de TCCs apresentados, 62 TCCs

foram provados manualmente e dentre estes, apenas 3 TCCs são relacionados com a teoria

ars, especificamente com a sub-teoria relations_closure, e 21 TCCs são relacionados

com o Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix. As duas últimas colunas mostram

as teorias ars e trs em tamanhos.
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As evidências mostram que as teorias ars e trs formam uma base de conhecimentos

formalizados que podem ser continuamente estendidos e desenvolvidos. Por exemplo, em

geral, outros resultados interessantes da Teoria de Reescrita podem ser formalizados ba-

seados na teoria trs. Por exemplo, a propriedade de confluência dos Sistemas Ortogonais

pode ser demonstrada reutilizando as mesmas técnicas usadas para a formalização do

Teorema dos Pares Cŕıticos de Knuth-Bendix. Em particular, a restrição de ser linear à

esquerda é um caso particular do Caso 2b da prova deste teorema apresentado na Seção

5.10.

Como mencionamos na Seção 5.7, até o momento a teoria trs não inclui uma sub-

teoria para tratar da existência e unicidade de unificadores mais gerais e tratamos desta

existência e unicidade como um axioma. No entanto, esforços já estão sendo depositados

neste sentido. Vale ressaltar que verificações da correção de algoritmos de unificação já

foram desenvolvidos em outros assistentes de prova, por exemplo, em LCF por Paulson

[55], em Boyer-Moore por Kaufman [38], e em Coq por Rouyer [60].

Já é um fato que terminação é uma importante propriedade de TRS. Por exemplo,

a confluência de sistemas de reescrita se torna decid́ıvel quando o sistema em questão é

terminante. Mas infelizmente, o problema de terminação para TRS é, em geral, indeci-

d́ıvel. No entanto, para sistemas de reescrita particulares existem vários critérios muito

bem estabelecidos, ver por exemplo [4] e [6], que facilitam verificar a terminação de tais

sistemas.

Como vimos na Seção 4.5, a idéia básica para estabelecer critérios para terminação é

fornecer uma ordem bem-fundada (noeteriana) para o conjunto dos termos. Em outras

palavras, o principal problema é fornecer uma ordem apropriada que garanta a terminação,

e é isto o que fazem os seguintes critérios:

• Método de Interpretações: Este critério em vez de considerar uma ordem sobre o

conjunto dos termos, considera sua interpretação em uma Σ-álgebra a qual é equi-

pada com uma ordem bem-fundada. Por exemplo, as chamadas ordens polinomiais

para as quais cada śımbolo de função é interpretado como um polinômio sobre os

números naturais de acordo com a sua aridade.
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• Ordens de Simplificação: Este critério se baseia em ordens estritas compat́ıveis com

operações e fechadas para substituições (Ver Seções 5.6 e 5.9) de forma que todo

termo é “maior” do que seus subtermos próprios. Dessa forma obtemos ordens bem-

fundadas, como podemos ver em [4].

Devido ao supracitado, pretendemos focalizar nossa atenção na formalização de crité-

rios para garantir terminação, como por exemplo, os citados acima. Devemos ressaltar que

critérios para terminação já foram formalizados como mostram as bibliotecas CoLor [7] e

Coccinelle [13].



Apêndice A

Sintaxe da Linguagem de Especificação do

PVS

Basicamente uma linguagem de especificação1 é um meio de expressar “o que” é compu-

tado em vez de “como” é computado. Em outras palavras, uma linguagem de especifi-

cação é uma lógica dentro da qual o comportamento de sistemas computacionais podem

ser formalizados, ou seja, o comportamento de tais sistemas podem ser simulados. Toda-

via, usamos as especificações para declarar e provar propriedades de sistemas com ajuda

mecânica.

O PVS consiste de uma linguagem de especificação [53] projetada para admitir es-

pecificações sucintas, leǵıveis, e para efetivar construções de provas em vez de execuções

eficientes. A linguagem de especificação do PVS é constrúıda sobre uma lógica de or-

dem superior, ou seja, significa que as variáveis podem variar sobre relações, relações de

relações, e assim por diante.

As especificações em PVS são organizadas como uma coleção de teorias, e quando

uma teoria é introduzida no sistema cria-se um arquivo cuja extensão é pvs . Uma teoria

simples, sem parâmetros (Veja Seção 3.4), possui a estrutura tal como apresentada na

Tabela A.1.

O corpo de uma teoria é essencialmente composto de declarações, as quais são usadas

para introduzir tipos, constantes (incluindo funções), variáveis, axiomas e fórmulas, e

IMPORTINGs, com os quais importam-se outras teorias.

1Todo este Apêndice é baseado nos manuais [54] e [53] do próprio PVS.
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Tabela A.1: Estrutura de uma teoria sem parâmetros.

exemplo : THEORY

BEGIN

Corpo da Teoria

END exemplo

• Declarações de Tipo são usadas para introduzir novos nomes de tipo. Por exemplo,

T: TYPE+ introduz T como um tipo “não interpretado” e não vazio. Vale ressaltar

que o uso de tipos “não interpretado” proporciona um maior ńıvel de abstração

em uma especificação em PVS. O PVS também permite várias outras espécies de

declarações de tipo tais como declaração de tipos “interpretados”, declaração de

tipos “enumerados”, etc.

• Declarações de Constantes são usadas para introduzir novas constantes, e em PVS,

os termos constantes referem-se a funções e relações, assim como as constantes no

sentido usual (0-ária). Por exemplo, n: posnat introduz n como uma constante

natural positiva não-interpretada. O PVS possui uma variedade de expressões cons-

trutoras tais como operadores lógicos e aritméticos, funções aplicações, lambda abs-

trações, expressões IF-THEN-ELSE, etc.

• Declarações de Fórmulas são usadas para introduzir axiomas, suposições, obriga-

ções e teoremas, e são as únicas declarações que permitem o uso de variáveis livres.

Os axiomas, suposições, e obrigações são introduzidos usando, respectivamente, as

palavras chave AXIOM, ASSUMPTION e OBLIGATION. Já os teoremas podem ser intro-

duzidos por meio das seguintes e equivalentes palavras chaves CONJECTURE, CLAIM,

LEMMA, ou THEOREM. Estes correspondem à propriedades que desejamos provar sobre

a nossa especificação.

A linguagem de especificação do PVS também suporta modularidade por meio de

teorias parametrizadas, como vimos na Seção 3.4. Vale ressaltar que teorias parametriza-

das são muito convenientes uma vez que o uso do parâmetro permite especificações mais

gerais. Vejamos um exemplo:
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Tabela A.2: Estrutura de uma teoria parametrizada.

parameter[T : TYPE] : THEORY

BEGIN

x, y: VAR T

f(x,y): T = x*x - y*y

plus: LEMMA f(x,y) + f(y,x) = 0

minus: LEMMA f(x,y) - f(y,x) = 2*f(x,y)

END parameter

No exemplo apresentado na Tabela A.2, T é um parâmetro para a teoria parameter e é

tratado como um tipo“fixo” não interpretado, x e y são variáveis de tipo T, f é uma função

(constante) de tipo [[T,T] -> T], e plus e minus são propriedades que desejamos provar.

Observe que devido ao fato da teoria estar parametrizada por T, quando invocarmos a

teoria parameter por uma outra teoria, T deve ser instanciado. Por exemplo, a teoria

parameter aplicada aos números reais deve ser invocada como parameter[real].

A teoria para Grupos apresentada na Tabela A.3 ilustra vários dos conceitos que apre-

sentamos anteriormente. A teoria groups possui 4 parâmetros: um tipo G, um elemento

identidade e de G, e duas operações o e inv sobre elementos de G. Observe o uso do

parâmetro G nos outros parâmetros da teoria.

Tabela A.3: Uma teoria para grupos

groups [ G : TYPE,

e : G,

o : [G,G->G],

inv : [G->G] ] : THEORY

BEGIN

ASSUMING

a, b, c: VAR G

associativity : ASSUMPTION a o (b o c) = (a o b) o c

unit : ASSUMPTION e o a = a AND a o e = a

inverse : ASSUMPTION inv(a) o a = e AND a o inv(a) = e

ENDASSUMING

left_cancellation: THEOREM a o b = a o c IMPLIES b = c

right_cancellation: THEOREM b o a = c o a IMPLIES b = c

END groups



Apêndice B

O Assistente de Prova do PVS

Provavelmente o PVS é mais conhecido pelo poder e facilidade em usar seu assistente

de prova1, o qual é usado interativamente para construir a prova de uma conjectura

(objetivo). O assistente de prova do PVS foi desenvolvido com base na Teoria da Prova,

tal como apresentado no Caṕıtulo 2. Sendo assim, os objetivos em PVS são sequentes da

forma Σ ⊢ Λ, onde Σ e Λ são sequências finitas de fórmulas, com a semântica usual de

Gentzen, tal como apresentado na Seção 2.1.2.

Quando o objetivo é mostrado para o usuário, os antecedentes (membros de Σ) são

numerados com números negativos e os consequentes (membros de Λ) são numerados

com números positivos, como mostrado na Tabela B.1, e estes números são usados para

endereçar os componentes do objetivo.

Tabela B.1: Antecedentes e consequentes

[-1] A1

[-2] A2
...

|-----

[1] C1

[2] C2
...

Quando o assistente de prova é invocado sobre um teorema a ser provado, a árvore

de prova inicia com um nó raiz (sequente) que não possui antecedentes e tendo como

1Todo este Apêndice é baseado nos manuais [54] e [66] do próprio PVS.
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consequente somente o teorema a ser provado. Também durante toda a prova, a atenção

do assistente de prova é voltada para algum objetivo (sequente) que está mais à esquerda

na árvore da prova corrente e o assistente mostra este sequente enquanto espera uma

ação (comando de prova) do usuário. Uma vez fornecido um comando de prova, este

pode causar o reconhecimento do objetivo como TRUE, ou seja, sua árvore de prova está

terminada, ou pode gerar mais sub-árvores (subobjetivos).

Para ilustrar estes conceitos vejamos o exemplo apresentado na Tabela B.2, que é

usado para introduzir o PVS em [54]. Assim, suponha que a teoria sum.pvs contenha:

Tabela B.2: Teoria sum

sum: THEORY

BEGIN

n: VAR nat

sum(n): RECURSIVE nat =

(IF n = 0 THEN 0 ELSE n + sum(n - 1) ENDIF)

MEASURE n

closed_form: THEOREM sum(n) = (n * (n + 1)) / 2

END sum

A teoria sum.pvs contém:

1. uma variável n que é declarada para ter o tipo (pre-definido) nat;

2. uma função sum que é definida recursivamente. Note que a boa-formação da recursão

é explicitamente justificada fornecendo a medida MEASURE n;

3. um teorema chamado closed_form a ser provado.

Quando invocamos o PVS sobre o arquivo sum.pvs uma janela do Emacs contendo seu

conteúdo é aberta. Para provar o teorema, o cursor deve ser posicionado sobre a linha que

contém o teorema closed_form, e então ALT-x prove deve ser digitado no mini-buffer

do Emacs. Assim, o typechecking da teoria contendo o teorema a ser provado é iniciado,

e uma vez terminado, o sequente contendo o teorema a ser provado é mostrado com o
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prompt Rule? onde se deve entrar com um comando de prova como mostrado a seguir.

O typechecking pode gerar os chamados TCCs (type correctness conditions) analisando

o uso dos subtipos predicados em expressões. Uma expressão em PVS não é considerada

totalmente checada a menos que todos os TCCs tenham sido provados corretos.

closed_form :

|-------

{1} FORALL (n: nat): sum(n) = n * (n + 1) / 2

Rule?

Como é sabido este teorema pode ser provado usando indução natural sobre n. En-

tão entrando com o comando de prova (induct "n") no prompt Rule? obtemos dois

subobjetivos (closed_form.1 e closed_form.2):

closed_form.1 :

|-------

{1} sum(0) = (0 * (0 + 1)) / 2

Rule?

O primeiro subobjetivo que é apresentado para o usuário refere-se à base de indução

(caso n=0). Este subobjetivo é provado usando o comando de prova (grind). Uma vez

provado o primeiro subobjetivo, o segundo é apresentado ao usuário e refere-se ao passo

indutivo.

closed_form.2 :

|-------

{1} FORALL j:

sum(j) = (j * (j + 1)) / 2 IMPLIES

sum(j + 1) = ((j + 1) * (j + 1 + 1)) / 2

Rule?

Da mesma forma, este subobjetivo é provado usando o comando (grind) e, portanto,

o teorema esta provado. No entanto, a prova ainda não pode ser considerada completa.

Vejamos o porque!
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Quando fizemos o typechecking da teoria sum.pvs o mini-buffer do Emacs relatou que

existem dois TCCs ainda não provados. Se digitamos ALT-x spt podemos visualizar os

status das provas da teoria (spt) em questão, o qual é apresentado na Tabela B.3.

Tabela B.3: Status das provas da teoria sum: Teoria incompleta

Proof summary for theory sum

sum_TCC1..............................unfinished [shostak]( n/a s)

sum_TCC2..............................unfinished [shostak]( n/a s)

closed_form...........................proved - incomplete [shostak](1.62 s)

Theory totals: 3 formulas, 3 attempted, 1 succeeded (1.62 s)

O status das fórmulas apresentado pelo PVS pode assumir uma das quatro possibili-

dades: untried significa que nenhuma prova foi tentada, proved significa que a prova foi

completada, unchecked significa que a prova foi completada, mas houve uma modificação

na especificação desde a última tentativa, e unfinished significa que uma prova foi ten-

tada, mas ainda não completada. Provas rotuladas como proved podem ser complete ou

incomplete. Será considerada complete quando todas as fórmulas (incluindo os TCCs)

dos quais ela depende já tenham sido provados.

Os TCCs que aparecem no relatório apresentado na Tabela B.3 podem ser visualizados

digitando ALT-x show-tccs e são mostrados na Tabela B.4.

Tabela B.4: TCCs gerados para a teoria sum.pvs

% Subtype TCC generated (at line 7, column 36) for n - 1

% expected type nat

% unfinished

sum_TCC1: OBLIGATION FORALL (n: nat): NOT n = 0 IMPLIES n - 1 >= 0;

% Termination TCC generated (at line 7, column 32) for sum(n - 1)

% unfinished

sum_TCC2: OBLIGATION FORALL (n: nat): NOT n = 0 IMPLIES n - 1 < n;

O primeiro TCC (sum_TCC1) pede para ser provado que o argumento n é sempre não-

negativo. Isto porque na lógica do PVS o tipo nat é um subtipo dos inteiros e, portanto,

0 - 1 = -1. Mas observe que o TCC inclui a condição NOT n = 0 e, consequentemente,

pode ser provado.
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O segundo TCC (sum_TCC2) é necessário para garantir que a função sum é total, ou

seja, termina. Apesar de usarmos uma medida (MEASURE) para mostrar que as definições

recursivas são totais, se faz necessário garantir que a medida decresce a cada chamado

recursivo.

Mas nesse caso não devemos nos preocupar, pois estes TCCs são triviais e podem ser

provados automaticamente digitando (no mini-buffer do Emacs) ALT-x tcp o qual tenta

provar todos os TCCs gerados. Feito isso, os dois TCCs são descarregados, e novamente

usando ALT-x spt podemos visualizar o status das provas da teoria sum e verificar que

todas estão completas, como mostrado na Tabela B.5.

Tabela B.5: Status das provas da teoria sum: Teoria completa

Proof summary for theory sum

sum_TCC1..............................proved - complete [shostak](0.06 s)

sum_TCC2..............................proved - complete [shostak](0.02 s)

closed_form...........................proved - complete [shostak](1.62 s)

Theory totals: 3 formulas, 3 attempted, 3 succeeded (1.70 s)

Como já comentamos antes, o PVS fornece uma interface com o Emacs para construir

as provas interativamente e salva automaticamente as provas num arquivo com extensão

.prf. O PVS também fornece uma interface com o Tcl/TK para mostrar graficamente as

árvores de prova. Dessa forma, depois de completar uma prova digitando ALT-x x-show-

proof uma janela é aberta contendo a árvore de prova. Por exemplo, para o teorema

closed_form a árvore é como apresentada na Figura B.1:

(induct "n")

(grind) (grind)

Figura B.1: Árvore de prova do teorema closed_form



Apêndice C

Comandos de Prova no PVS

Os comandos de prova1 no PVS são regras ou estratégias. Uma regra executa um passo

atômico no assistente de prova e é um comando que pode ser invocado pelo nome e, se

apropriado, aplicado a argumentos. Agora uma estratégia é um comando que combina

aplicações de uma ou mais regras, e outras estratégias. Dessa forma uma regra é na

verdade uma estratégia degenerada.

Um comando de prova quando aplicado a um objetivo (sequente) ele produz uma das

seguintes:

1. Sucesso na prova do objetivo;

2. Gera um ou mais subobjetivos;

3. Não produz efeito nenhum;

4. Sinal de falha;

5. Adia a construção da prova do objetivo corrente, transferindo o foco para o próximo

subobjetivo remanescente.

A seguir apresentamos algumas das classes de comandos de prova implementados no

PVS e descrevemos alguns exemplos de regras. Para mais comandos e maiores detalhes

ver [66].

1Todo este Apêndice é baseado no manual [66] do próprio PVS.
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1. Controle:

(a) postpone: Deixa o objetivo corrente pendente e vai para o próximo objetivo,

se existir.

Exemplo: (postpone)

(b) quit: Sai do assistente de prova questionando se queremos salvar a prova

corrente.

Exemplo: (quit)

2. Regras estruturais:

(a) copy: Faz uma cópia de uma fórmula.

Exemplo: (copy -4) insere uma cópia da fórmula numerada com -4 como o

primeiro antecedente do corrente sequente, ou seja, numerada com -1.

(b) hide: Torna fórmulas inviśıveis.

Exemplo: (hide (-1 -4 2 3)) fornece um novo sequente como resultado de

tornar inviśıveis as fórmulas -1, -4, 2 e 3 no corrente sequente.

(c) hide-all-but: Torna fórmulas inviśıveis.

Exemplo:(hide-all-but (-2 3) fornece um novo sequente como resultado

de tornar inviśıveis todas as fórmulas do corrente sequente exceto -2 e 3.

(d) reveal: Torna viśıveis fórmulas inviśıveis. Para visualizar as fórmulas (em

forma de sequente) que foram tornadas inviśıveis use o comando ALT-x show-

hidden no mini-buffer do Emacs.

Exemplo: (reveal (-3 4)) torna viśıveis as fórmulas -3 e 4 mostradas no

sequente obtido com o comando ALT-x show-hidden.

3. Regras proposicionais:

(a) flatten: Aplica simplificação disjuntiva.

Exemplo: (flatten) aplica simplificação disjuntiva (conjunção no antece-

dente e disjunção no consequente) em todas as fórmulas do corrente se-

quente.
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(b) case: Gera dois subobjetivos onde a expressão boleana dada é assumida ser

TRUE em um, e FALSE em outro.

Exemplo: (case "x > 0") gera a partir do corrente sequente (Γ ⊢ ∆) os

seguintes subobjetivos: x > 0, Γ ⊢ ∆ e Γ ⊢ x > 0, ∆

(c) prop: Faz simplificação proposicional

Exemplo: (prop)

4. Regras para tratamento de quantificadores:

(a) inst: Faz a instanciação de um quantificador universal no antecedente ou um

quantificador existêncial no consequente.

Exemplo: (inst -3 "a") instância o primeiro quantificador universal no an-

tecedente -3, com exatamente uma variável ligada, com a.

(b) skolem: Introduz constantes de skolem para quantificadores universais no con-

sequente (provando o objetivo sem perda de generalidade) ou constantes para

quantificadores existências no antecedente quando é sabido que existem. Em

outras palavras, skolem introduz novos nomes para constantes, isto é, para a

variável x ele introduzirá x!1, x!2, . . . quando aplicado repetidamente.

Exemplo: (skolem * "a1" "a2" "a3"), a primeira fórmula, conveniente,

do sequente da forma (∀/∃ x1, x2, x3 : A) é repassada por A[a1/x1, a2/x2,

a3/x3].

(c) skosimp*: Aplica repetidamente skolem e flatten

Exemplo: (skosimp*)

5. Regras de igualdade:

(a) replace: Reescreve usando igualdade sintática.

Exemplo: (replace -1), se a fórmula -1, no corrente sequente, é da forma

l = r, então este comando gera um novo sequente no qual todas as ocor-

rências de um termo sintaticamente equivalente à l são trocadas por r.
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(b) case-repalce: Introduz e repassa igualdades.

Exemplo: (case-replace "a = b") troca a por b no corrente sequente e

gera um segundo subobjetivo onde somos obrigados a provar que a = b.

6. Regras para definições e lemas:

(a) expand: Expande definições.

Exemplo: (expand "sum"1) expande todas as ocorrências da expressão defi-

nida como sum na fórmula 1.

(b) lemma: Introduz instâncias de lemas, teoremas, axiomas e etc.

Exemplo: (lemma "nome do teorema") adiciona no corrente sequente a fór-

mula correspondente ao conteúdo do teorema nome do teorema.

(c) rewrite: Procura matching e reescreve com lemas, teoremas e etc.

Exemplo: (rewrite "teorema") encontra, se existir, e reescreve uma instân-

cia do teorema ”teorema”no corrente sequente.

7. Regras para simplificação:

(a) assert: Simplifica usando procedimentos de decisão.

Exemplo: (assert)

(b) grind: Usa reescrita e aplica simplificação repetidamente.

Exemplo: (grind)

Tipicamente os comandos possuem argumentos. Se nenhum argumento é fornecido,

então a versão força bruta do comando é usada, o que, em geral, é o que os usuários

tentam primeiro. No entanto, quando fornecidos argumentos a aplicação do comando

se torna mais controlável e consequentemente o objetivo a ser provado. Por exemplo,

sem fornecer argumentos para a regra (flatten), este aplica simplificação disjuntiva em

ambos antecedentes e consequentes. Agora, usando-o com argumentos + ((flatten +)),

este aplica a simplificação apenas nos consequentes, e se usamos - ((flatten -)), este

aplica a simplicação somente nos antecedentes. Além disso, se o usuário desejar, pode
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aplicar a regra (flatten) somente à fórmulas espećıficas fornecendo como argumentos os

números de tais fórmulas, por exemplo, (flatten (-2 3 4)).
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www.mat.unb.br/∼ayala/publications.html (Visitada em 08/09/2008).

[21] André Luiz Galdino and Mauricio Ayala-Rincón. Verification of Newman’s and Yo-

kouchi’s Lemmas in PVS. In Arnold Beckmann, Costas Dimitracopoulos, and Be-
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