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Resumo

Esta tese objetiva formular condi¢oes suficientes para aproximarmos, em distan-
cia de Mallows e, também, em distribui¢ao, uma variavel aleatoria a-estavel, a € (1,2),
por uma soma de variaveis aleatorias (ndo necessariamente independentes e nao neces-
sariamente identicamente distribuidas), as quais constituem uma cadeia de Markov uni-
formemente ergodica. Para tanto, utilizamos conceitos e resultados dos temas Cadeias
de Markov com Espaco de Estados Geral, Distribuicoes Estaveis, Distancia de Mallows e

P-mizing.

Palavras-chaves: Cadeias de Markov; Distribuicoes Estaveis; Distancia de Mallows;

¢-mizing; Teorema do Limite Central
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Abstract

This work objectives to formulate sufficient conditions to approach, in Mallows
Distance and in distribution, a a-stable random variable, a € (1,2), for a sum of random
variables (no necessarily independent nor necessarily identically distributed) but that are
ergodic uniformily Markov chain. Because of that, we use definitions and results from
the topics: Markov Chains with General State Space, Stable Law, Mallows Distance and

P-mizing.

Keywords: Markov Chains; Stable Law; Mallows Distance; ¢-mizing; Central Limit

Theorem
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Introducao

Esta tese objetiva formular condicoes suficientes para aproximarmos, em distancia de
Mallows e em distribuicao, uma variavel aleatéria estritamente a-estavel, a € (1,2), por
uma soma de variaveis aleatorias (nao necessariamente independentes e nao necessaria-
mente identicamente distribuidas), as quais constituem uma cadeia de Markov uniforme-

mente ergddica.

Assim, conforme nosso objetivo, ressaltamos que, nesta tese, restringimo-nos, de modo
geral, ao estudo do caso de convergéncia, em distancia de Mallows e em distribuicao, para

distribuigoes de variaveis aleatorias estritamente a-estaveis, a € (1,2).

Seja, entao, Y uma variavel aleatoria estritamente a-estavel, com « € (1,2). Sabemos
que o dominio de atragao da funcao de distribuicao dessa variavel aleatoria é um conjunto
nao vazio. Portanto, existem seqiiéncias {X,}, ., de varidvéis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas e seqiiéncias de nimeros reais {a,}, ., € {0z}, 5, tais que

n
Sizbe %y onde a, € R, Vn €N, e S, = X;,VneN.
i=1

Com o auxilio de resultados relacionados aos temas distancia de Mallows e distribuicoes
estaveis, mostramos que as hipoteses de independéncia e de mesma distribuicao podem ser
descartadas, mediante a adocao de outras hipoteses convenientes. Entao, neste trabalho,
apresentamos os novos resultados obtidos, em termos das convergéncias ja citadas, para

variaveis aleatdrias estritamente a-estaveis, nos estudos realizados para os seguintes casos:

(a) {X,}, > - seqiiéncias de variavéis aleatorias independentes
(b) {Sn7 % } - martingale,
(c) {Xu}, > - ¢-mizing, e

(d) {X,}, - - cadeia de Markov uniformemente ergodica.



Introducao

Este trabalho foi motivado, inicialmente, pelo interesse em obter uma demonstragao
elegante para a aproximacao, em distribuicao, de uma variavel aleatoéria a-estavel, com
a € (0,2), por uma soma de variaveis aleatorias independentes e nao necessariamente com
mesma, distribuicao. O primeiro passo decorreu da constatacao da necessidade de ajuste
em uma demonstracao publicada por Johnson e Samworth [12] em 2005. Essa situagao

serd comentada de forma mais detalhada no Capitulo 3.

A motivagao para o caso seguinte (martingale) originou-se do fato de uma seqiiéncia
de variaveis aleatorias independentes { X}, > 1, com média zero, implicar que {Sn, 4 }
constitui uma martingale. Nesse ponto, obtivemos um resultado de convergéncia que
excluia a necessidade de independéncia e de distribuicao idéntica das variaveis aleatorias

X, pois tratavamos do caso mais geral: {Sn, f///n? } martingale.

Uma vez eliminada a hipdtese de independéncia, comecamos a estruturar um resul-
tado que considerasse a possibilidade de algum “grau” de dependéncia entre as variaveis
aleatorias X,,. Dal, surgiu a idéia de se adotar a hipdtese de ¢-mizing com as variacoes ¢
e ¢o. Essa idéia foi reforcada pela existéncia de diversos resultados de Roussas e loannides

[17] para esses tipos de dependéncia.

O caminho naturalmente adotado a seguir foi considerar uma cadeia de Markov uni-

formemente ergodica, haja vista que essa cadeia constitui-se em um caso de ¢go-mizing.

A proposito, as diversas restricoes e condigoes que tivemos de impor para atingir nosso

objetivo sao gradativamente explicadas no decorrer deste texto.

Para atingir nosso objetivo, estruturamos este trabalho em trés capitulos. A partir

deste ponto, apresentamos, nesta introducao, uma visao mais ampla desta tese.

No Capitulo 1, apresentamos defini¢oes e resultados basicos relativos aos tépicos Dis-
tribuigoes Estaveis, Cadeias de Markov com Espaco de Estados Geral e Distancia de
Mallows. Esses temas contribuem para a formacao do suporte teoérico deste trabalho
e colaboram para contextualiza-lo, por meio da distancia de Mallows, no universo das

distribuicoes estaveis e das cadeias de Markov.



Introducao

Por oportuno, registramos o conceito da distancia de Mallows:

Para qualquer r > 0, definimos a distancia r de Mallows ou, resumidamente, distdncia

de Mallows, entre as funcoes de distribuicao Fx e Fy como

T

a(Fx. ) = (o B(x-vT))

onde o infimo é calculado sobre os pares (X,Y) cujas fungoes de distribuicao marginal sao

Fx e Fy, respectivamente.

O topico distancia de Mallows serd abordado em dois momentos. Na secao 1.4, fazemos
uma sintese historica sobre a distancia de Mallows. Em seguida, definimos a citada

distancia e destacamos algumas peculiaridades.

Na secao 2.3, iniciamos com o registro do fato de o infimo da equacao acima ser
assumido para r > 1. Nesse sentido, apresentamos dois resultados: um devido a Major

[14] e o outro, a Johnson e Samworth [12] (Teoremas 2.14 e 2.15, respectivamente).

O Corolario 2.17 destaca uma conclusao primordial: para r > 1, limd,.(F,, F) = 0
(ou, equivalente em termos de notagao, d,(F,, F') — 0) implica X, N X, onde a variavel
aleatoria X,, (X) tem fun¢ao de distribuigao F,, (F'), desde que E|X,,| e E|X | sejam finitas.

A secao 1.2 registra, resumidamente, os conceitos e os resultados, relacionados as
distribuicoes estaveis, que utilizamos nesta tese. Por sua vez, o tema Cadeias de Markov

com Espaco de Estados Geral ¢ tratado, numa visao introdutoria, na secao 1.3.

No Capitulo 2, deduzimos, na se¢io 2.2, duas desigualdades (Lemas 2.12 e 2.13), que
serao fundamentalmente importantes na formacgao dos resultados do Capitulo 3 e que inte-
gram o conjunto de resultados que obtivemos no decorrer da pesquisa. Para tanto, nessa
secdo, apresentamos, inicialmente, desigualdades classicas para momentos (Proposigao
2.1). Em seguida, enunciamos as desigualdades de Bahr-Esseen e de Burkholder (Propo-
si¢oes 2.2 e 2.4, respectivamente), as quais subsidiarao o desenvolvimento de resultados

da citada secao e do Capitulo 3.



Introducao

A proposito, essas desigualdades assim se configuram:

Bahr-Esseen: para 1 < r < 2, com a condi¢ao F (X,11]S,) =0 q.c., temos:

E|S,| <2 (ZE |XZ~\T) ;

=1

Burkholder: para r > 1, com a condicao de {Sn, % } ser uma martingale, temos:

E|S,|"<C(r) E (ZXE) :
=1

No préximo passo, registramos as defini¢oes de duas variagoes de dependéncia do tipo

mizing (Definigao 2.5 - ¢1-mizing e Definigdo 2.7 - ¢o-mizing), a saber:

¢1-mizing:
[P (ANB) = P(A)P(B)| < ¢1(n) P(A) P (B),
Go-mixing:

[P (AN B) =P (A)P(B)| < ¢z (n) P(4),

VAe .7, VB 6%&", Vk>0,com¢(n)l0 edpqy(n) 0, observado que as defini¢oes

ot ) o . o <
classicas das o-algebras . 7, e .7, % encontram-se na secio 2.2.

Para complementar o tema mizing, enunciamos duas desigualdades presentes em Rous-
sas e loannides [17] (Teoremas 2.6 e 2.8). Com o suporte teédrico descrito anteriormente,
deduzimos, como parte de nossa contribuigao, quatro desigualdades (para momentos) tipo
Bahr-Esseen para seqiiéncias mizing (Lemas 2.10 a 2.13). Ratificamos que duas sao de

especial interesse:

B[S, < C3 {mzbzkﬁ Y E (X I 50 s b= magar}) Mk () M)T} €

=1

E S| < Cy {mnbnkn +m Y B (XG0 5 besstmaa)) F (Mnknds (my) M)r} :

=1

com Cs = C3(r), Cy = Cy(r), My, by € ky, explicadas no decorrer da se¢ao 2.2.
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O Capitulo 3 constitui-se na principal parte desta tese. Utilizamos a distancia de
Mallows para aproximar, em distribuicao, uma varidvel aleatéria estritamente a-estavel
Y, a € (1,2), por uma soma de variaveis aleatorias (ndo necessariamente independentes
e nem necessariamente identicamente distribuidas), desde que sejam adotadas hipoteses

convenientes.

Por oportuno, apresentamos, em seqiéncia, justificativas para a escolha de a > 1,
a partir do desenvolvimento do seguinte raciocinio. Procuramos, inicialmente, obter a

convergéncia lim do(Fy), Fy) = 0, onde Y & uma varidvel aleatoria a-estavel, a € (1,2),

n
1 ven L. L.
e S = g X; | /na, com {X,}, -, uma seqiiéncia de variaveis aleatorias.
i=1

Conforme jéa citamos, analisamos os seguintes casos para essa seqiéncia de variaveis
aleatorias:
(a) independéncia,
(b) {Sn, % } martingale,
(c) ¢-mizing, e

(d) cadeia de Markov uniformemente ergodica.

Na demonstracao dos trés tltimos casos, utilizamos a desigualdade de Burkholder, a

qual pressupoe a > 1.

Posteriormente, pretendemos aplicar o Corolario 2.17, nos quatro casos descritos acima,
para concluir que lim d,, (F ), Fy) = 0 implica S,(za) LY. Para tanto, precisamos garantir

s
queE‘ST(La) <o0o,¥neN eque F|Y| < oc.

A primeira condicao é satisfeita para os casos de independéncia, ¢-mizing e cadeia
de Markov uniformemente ergédica ao assumirmos que FX, = 0, V n € N*, e, como
consequéncia, ES,({I) = 0, V n € N*. No caso martingale, pela propria definicao, temos
que E ‘57(10‘) < 00, Vn e N,

A escolha de o > 1 permite satisfazer a segunda condi¢dao, uma vez que, para uma
varidvel aleatoria a-estavel Y, com « € (0,2), temos que E|Y |’ < oo, para 0 < p < «.

Esse resultado serd visto com mais detalhes na secao 1.2.
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Retiramos, inicialmente, a hipotese de distribuicao idéntica para as variaveis aleatorias
X,, n € N*. A partir de um teorema, cuja demonstracao foi sugerida por uma referéncia
anonima, publicado por Johnson e Samworth [12] em 2005 e que originou esta pesquisa,
apresentamos o primeiro teorema de convergéncia que elaboramos (Teorema 3.2). Esse
resultado elimina certa inconsisténcia, comentada na secao 3.2, encontrada no desenvolvi-

mento da citada demonstracao.

Teorema Fize o € (0,2). Seja {X,}, ~, uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias in-
n

dependentes, com EX, = 0,V n € N*, se a > 1. Denotamos Sfla) = (Z XZ) /né.
1=1

Considere Y uma varidvel aleatoria estritamente a-estdvel e Yy, Ys, ... copias indepen-

dentes de Y. Suponhamos que esteja satisfeita a condicao:

1 < o
Vb>0, - ZE(|X1—Yz| I{|Xﬁm>bn5}> — 0, quando n — oo,

=1

com 0 <8< (£2), seac[l,2) e0<d<(22), seac(0,1).

Se a # 1 entao lim da(FS(a), Fy)=0. Sea=1 entao eziste uma seqiiéncia

1 ¢ :
e =~ Z;E (X; = Y)) tal quelim da(FSga)_Cn; Fy)=0.

Observamos que, nas condi¢oes desse Teorema, com « € (1,2), o Corolario 2.17 implica
que S8 &y

Posteriormente, na segao 3.3, estudamos o caso martingale. Excluimos a hipotese de

independéncia e de distribuicao idéntica das variaveis aleatorias X,,, n € N*. Adota-
Za . I

mos, entretanto, que {Sn, % } ¢ uma martingale. Com as mesmas condicoes do teo-

rema anterior, obtemos, para o € (1,2), que limd,(Fyw), Fy) = 0 e, conseqiientemente,

St 4y (Teorema 3.5). Esse resultado também foi elaborado no decorrer desta tese.

Na secao 3.4 tratamos o caso ¢-mizing com as variacoes ¢1-mizing e ¢o-mizing para a
seqiiéncia de variaveis aleatorias { X, }, - ;. Novamente, a hipotese de mesma distribuigao

dessas variaveis é descartada.
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Ressaltamos que, tanto para ¢;-mizing quanto para ¢9-mizing, com a adocao de

hipoteses similares aos casos anteriores, temos, para o € (1,2), que lim do(Fy), Fy) =0

e, consequentemente, ST(LO‘) LY. No caso mizing (Teoremas 3.6 e 3.8, de nossa autoria),

assumimos, também, a hipdtese adicional:
xX0
D “n'g;(n) < 00,V 1€N,
n=1

com? =1 ou 2.

Esclarecemos que o resultado para ¢-mizing esta fortemente baseado na estimativa
desenvolvida no Lema 2.12. Em contrapartida, para o caso ¢o-mizring, a demonstracao

estd concentrada na estimativa do Lema 2.13.

Na tdltima secao do Capitulo 3 e, conseqiientemente, desta tese, sintetizamos o presente
trabalho. Iniciamos com a defini¢ao de cadeia de Markov uniformemente ergédica. Com
o apoio de resultados de Roussas e Ioannides [17] e de Campos e Dorea [3] (Teorema
3.10), mostramos que toda cadeia de Markov uniformemente ergodica é ¢o-mizing, com

coeficiente mizing ¢, (n) = 2X p™ (Proposigao 3.11). Retornamos ao caso da se¢ao 3.4.

Assim, mediante a adocao de condicoes similares as hipoteses dos resultados ja co-
mentados, conseguimos obter, a exemplo dos casos anteriores, que, para o € (1,2),

lim d (F g, Fy) = 0 e, conseqiientemente, Sl 4y

Isto é, encontramos condigoes suficientes para aproximarmos, em distancia de Mallows
e em distribuicdo, uma variavel aleatoria estritamente a-estavel, a € (1,2), por uma
soma de varidveis aleatorias (ndo necessariamente independentes e nao necessariamente
identicamente distribuidas), as quais constituem uma cadeia de Markov uniformemente
ergodica (Teorema 3.12, que elaboramos especialmente para este trabalho). Esse é o

objetivo desta tese.

A nossa contribui¢ao, conforme ja mencionada, esta registrada no Capitulo 2 (Lemas
2.10 a 2.13) e, sobretudo, no Capitulo 3 (Teoremas 3.2, 3.5, 3.6, 3.8 e 3.12 e Proposigao
3.3). Ressaltamos que, antes de cada um dos citados resultados, ha, no texto, uma
mencao a nossa autoria. Além disso, de modo a permitir, no decorrer da leitura desta
tese, agil identificacao visual de nossos resultados, utilizamos o simbolo * apds a respectiva

numeragao. Por exemplo, Teorema 3.12.%.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos definicoes e resultados basicos relativos aos topicos Dis-
tribuicoes Estaveis, Cadeias de Markov com Espaco de Estados Geral e Distancia de
Mallows. Esses itens contribuem para a formacao do suporte tedrico deste trabalho e
colaboram para contextualiza-lo, por meio da distancia de Mallows, no universo das dis-

tribuicoes estaveis e das cadeias de Markov.

A secao 1.2 é dedicada ao topico Distribuicoes Estaveis. Apos citar algumas referéncias
bibliograficas consultadas, registramos, sinteticamente, os conceitos e os resultados que

utilizamos nesta tese.

Na secao seguinte, definimos Cadeias de Markov com Espaco de Estados Geral e

realizamos alguns comentarios pertinentes.

Na secao 1.4, desenvolvemos, a partir de uma coletanea de artigos pesquisados, um
resumo historico sobre a distancia de Mallows. Em seguida, enunciamos a definicao da

citada distancia e destacamos algumas peculiaridades.
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1.2 Distribuicoes Estaveis

As defini¢oes e os resultados desta secao foram extraidos de Embrechts [8], Feller [9],

Ibragimov [11] e Samorodnitsky e Taqqu [19].

Definicao 1.1. Uma varidvel aleatoria Y possui distribuicao estdvel se, para Y, Y, ...
cdpias independentes de Y, existem seqiiéncias {cp},~ , cn € R}, Vn e N*, e {d,}, - |,

d, € R, Vn e N* tais que
Vit Yot o +Y, Le,Y +d, . (1.1)

Sed, =0,V neN* entao a varidvel aleatoria’Y possui distribuicao estritamente estdvel.

Ressaltamos que as seqiiéncias {cn}, 5 e {dn}, 5, serdo explicitadas apés enunciar-
mos a proxima definicao, a qual relaciona a representacao das distribuicoes estaveis por

funcao caracteristica e é equivalente & Definicao 1.1.

Definicao 1.2. Uma varidvel aleatoria Y possui distribuicdo estdvel se existem pardme-
tros a € (0,2], 0 € Ry, B € [-1,1] e p € R tais que a sua fungdo caracteristica tem a

sequinte forma:

exp{—c®[t|" (1 —i [ (sinalt) tanZ2) +ipt}, se a#l, e
) =B(i1Y) =
exp{—olt] (1+ip3 2 (sinalt) Inft]) +ipt}, se a=1.

A proposito, «, o, § e p sdo denominados, respectivamente, parametro (expoente
ou indice) de estabilidade, parametro de escala, parametro de assimetria (ou viés) e
parametro de locacao. O parametro « é o mais importante dentre os quatro parame-
tros citados na caracterizacao de uma variavel aleatoria com distribuicao estavel. Assim,

adotaremos, doravante, a terminologia distribui¢ao (ou varidvel aleatoria) a-estavel.

Proposicao 1.3. Seja Y uma varidvel aleatdria a-estdvel, com o € (0,2]. Entao,
¢ =na, com o€ (0,2]; e (1.2)

u(n—ni), se a#l, e
d, = (1.3)

2ofnn(n), se a=1

9



Capitulo 1. Preliminares

Enunciaremos, a seguir, dois resultados relacionados as distribuicoes de variaveis

aleatorias estritamente a-estaveis.

Proposicao 1.4. Uma varidvel aleatdria a-estdvel Y, com o # 1 (« = 1), € estritamente

a-estdvel se, e somente se, u =0 (§=0).

Corolario 1.5. Seja Y uma varidvel aleatoria a-estdvel, com « # 1. Entao, a varidvel

aleatoria Y — p € estritamente a-estdvel.
Registramos, agora, dois resultados referentes aos momentos de variaveis aleatorias
a-estaveis.

Proposicao 1.6. Seja Y uma varidvel aleatdria a-estdvel, com o € (0,2). Entao,

(a) ElY[P <00, se 0 <p < a,e

(b) ElYP=00, se p > a.

Proposicao 1.7. Seja Y uma varidvel aleatdria a-estdvel, com o € (1,2]. Entdo, o

parametro de locacao p € igual a média, isto é, y = EY .

Assim, com as Proposicoes 1.4 e 1.7, podemos considerar que uma variavel aleatoria

estritamente a-estavel Y, com 1 < a < 2, possui média igual a zero, isto é, EY = 0.

Concluiremos esta secao com a definicao de dominio de atracao de uma funcgao de dis-
tribuicao de uma variavel aleatoria e a relacao entre esse dominio e as varidveis aleatorias

a-estaveis.

Definicao 1.8. Dada uma varidvel aleatoria Y, com funcao de distribuicao Fy, definimos

o dominio de atracao de Fy como sendo o sequinte conjunto:
DA(Fy)={G : G ¢ funcdo de distribuicio e para X1, Xo,... iid com funcdo de

distribuicao G, temos que existem seqiiéncias {an}, > 1, 0n € R:,VneN, e

{b}, >1:0p € R,V n€ N, tais que X1+X2+d;;+Xn*bn 4, y}_

10
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Proposicao 1.9. Uma varidvel aleatoria Y, com funcao de distribuicao Fy, € estdvel se,
e somente se, DA(Fy) # 10 .

De acordo com as referéncias bibliograficas citadas no inicio desta secao e observada a

Proposicao 1.9, as seqiiéncias {a,}, - ; € {bn}, ~ ; da Definicao 1.8 assim se configuram:

(a) a, =n'* L(n),¥n € N*, onde L ¢ uma funcio de variacio lenta (ver Apéndice), e

(b) b,=n mean:r dG (x), ¥V n € N*.
Em particular, podemos tomar b, = bn, V n € N*, onde

EXy, se a€(1,2],
b= 0, se a€(0,1), e

0, se a=1 e G ésimétrica.

Definigao 1.10. Dada uma varidvel aleatoria Y, com funcao de distribuicao Fy, defini-

mos o dominio normal de atracao de Fy como sendo o sequinte conjunto:
DNA (Fy)={G:G ¢ funcao de distribuicao e para X1, Xo,... iid com func¢ao de

. . . .
distribuicdo G, temos que existem uma constante a € RY. e uma segiiéncia {b,}, 51

b, € R,V n € N*, tais que X122t Xn by A, Y}_

ana

Observamos que DN A (Fy) C DA (Fy).

1.3 Cadeias de Markov com Espaco de Estados Geral

O conteudo desta segao foi baseado em Meyn e Tweedie [16]. Consideremos uma

cadeia de Markov {X,}, ., com espaco de estados geral (E, g), onde [E é um conjunto

arbitrario qualquer e & 6 uma o-algebra gerada por subconjuntos de E.

Essa cadeia de Markov, que assume valores em [, apresenta o nticleo de transicao

descrito abaixo:
P:{P(x,A):chE e A€ g}
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Relativamente a esse ntucleo, observamos que estao satisfeitas as seguintes equagoes:

P(Xpi1 € AlXo, ..., Xyp) = P(Xps1 € AlX,) , e (1.4)
P(X,eAlXy=1)=P'(z,A) = /Pm(ac,dy) Py, A), 1<m<n. (1.5)
E

A proposito, ressaltamos que a ultima igualdade, denominada equacao de Chapman-

Kolmogorov, decorre da equacio (1.4), conhecida como propriedade de Markov.

Lembramos que, pelo fato de o processo markoviano {X,}, - , ficar completamente

determinado pelo nicleo P e por uma distribui¢do inicial po (A) = P (X, € A), temos:

P(Xy € Ay, ..., X,y € 4y) :/
A

,uo(dxo)/ P(xg,dxy) / P(zp_1,dxy) .
0 Ar An

Registramos que uma situacdo interessante ocorre quando fi9 (A) = 6,(A), onde

5, (4) = 1, se x €A, e
’ 10, se xé¢ A

Nesse caso, dizemos que o processo se inicia em x e denotamos isso por

P(X, € A|X, = 2) = P,(X, € A).

Concluiremos esta secao com a apresentacao de duas definicdes importantes no estudo

das cadeias de Markov e que compoem o suporte tedrico desta tese.

Definicao 1.11. Uma medida de probabilidade w é denominada uma distribuicdo esta-

ciondria (ou invariante) se 1 = TP.

Definicao 1.12. Uma medida de probabilidade © € denominada uma distribuicdo de equi-

librio (ou limite a longo prazo) se

lim |P"(z, A) —7(A)|=0,VzcE evVAe &.

n—00

(1.6)
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1.4 Distancia de Mallows

1.4.1 Histoérico

O termo distancia de Wasserstein, também conhecida como distancia de Mallows,
apareceu pela primeira vez num trabalho de Dobrushin [7] em 1970. Wasserstein [22]
havia introduzido, em 1969, a métrica [;(Fx, Fy) = inf {F [d(X,Y)]}, onde o infimo é
calculado sobre todas as variaveis aleatorias X e Y com funcgoes de distribuicao Fx e Fy,

respectivamente, num espago métrico (M, d).

Porém, a histéria dessa métrica iniciou-se um pouco antes. Em 1914, Gini, cujo
trabalho encontramos, apenas, em citacoes, apresentou a métrica /; num conjunto discreto
na linha real. Por sua vez, Kantorovich [13|, em 1940, estudou-a no contexto de espagos
meétricos compactos. Esse trabalho foi motivado pelo classico Problema de Transporte de
Monge. Mais tarde, Kantorovich generalizou a distancia-transporte para funcionais de
custo geral: o caso especial ¢(x, y) = d"(x,y) estabeleceu uma correspondéncia entre a

métrica I, (Fx, Fy) = inf {||d(X,Y)],} e a norma usual do espaco métrico L".

Salvemi [18], em 1943, para o caso discreto, e Dall’Aglio [6], em 1956, para o caso

geral, provaram a representacao basica:

1
I(Fy, Fy) :/ P! (u) - Fy' )| du, r> 1, (1.7)
0
onde Fx e Fy sao as fungoes de distribuicao de X e de Y, respectivamente, e
Fi'(u) =sup{z € R: Fx(r) < u}. (1.8)
Em seu trabalho, Gini apresentou a formula (1.7) para distribuigbes empiricas com
r=1er =2 O estudo de Gini estimulou, na Escola Italiana de Probabilidade, a

elaboracao de muitos trabalhos em medidas com marginais dadas, enquanto que Fréchet

[10], em 1957, explicitou as propriedades métricas dessas distancias.
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Mallows [15] introduziu, em 1972, a métrica I, num contexto estatistico. Utilizou as
propriedades dessa métrica para provar um teorema do limite central. Além disso, provou
a equagao (1.7). Baseado nesse trabalho, Bickel e Freedman [1] descreveram, em 1981, as
propriedades topologicas e investigaram aplicacoes para problemas estatisticos como, por

exemplo, uso do método “bootstrap”.

Portanto, como a métrica [, foi historicamente introduzida diversas vezes sob diferentes
perspectivas, deveriamos chamé-la de Gini-Kantorovich-Dall’Aglio-Wasserstein-Mallows.
Neste trabalho, para simplificar, adotamos apenas o nome Distancia (ou métrica) de

Mallows.

1.4.2 Definicao

Definicao 1.13. Para qualquer r > 0, definimos a distancia v de Mallows ou, resumida-

mente, distincia de Mallows, entre as funcoes de distribuicao Fxy e Fy como

4, (Fx. Fy) = ((;g; B(X - YT >) | (19)

)

onde o infimo € calculado sobre os pares (X,Y) cujas fungoes de distribuicao marginal

sao Fx e Fy, respectivamente.

Observamos que o infimo da equacao (1.9) pode ser infinito. Isso ocorre, por exemplo,
quando X é « - estavel, a € (0,2) e Y = 0 quase certamente, uma vez que E | X|" = oo,

para r > «. Veremos, em seguida, uma das situacoes em que temos o infimo finito.

Definicdo 1.14. Definimos F, = {F : F ¢ funcao de distribuicio e [ |z|" dF (z) < co}.

Ressaltamos que, pela desigualdade de Minkowski, para Fx e Fy em F,, r > 1,
d.(Fx,Fy) < co. Além disso, para Fy e Fy em F,, r < 1, d,(Fx, Fy) < 00, uma vez que
|z 4yl <|al +]yl,VzeyeR.
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Desigualdades para Momentos

2.1 Introducao

Neste capitulo, deduzimos, na sec¢ao 2.2, duas desigualdades (Lemas 2.12 e 2.13), que
serao fundamentalmente importantes na formacao dos resultados do Capitulo 3 e que inte-
gram o conjunto de resultados que obtivemos no decorrer da pesquisa. Para tanto, nessa
se¢do, apresentamos, inicialmente, desigualdades classicas para momentos (Proposi¢ao
2.1). Em seguida, enunciamos as desigualdades de Bahr-Esseen e de Burkholder (Propo-
si¢oes 2.2 e 2.4, respectivamente), as quais subsidiardo o desenvolvimento de resultados

da citada secao e do Capitulo 3.
A proposito, essas desigualdades assim se configuram:
Bahr-Esseen: para 1 <r < 2, com a condi¢ao F (X, 1]S,) = 0 q.c., temos:

E|S,|" <2 (ZE%V) :

=1

Burkholder: para r > 1, com a condicao de {Sn, % } ser uma martingale, temos:

T

E|S,"<C(r) E (i:Xf)Q

=1
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No proximo passo, registramos as definicoes de duas variacoes de dependéncia do tipo

mizing (Defini¢do 2.5 - ¢1-mizing e Definicao 2.7 - ¢o-mizing), a saber:

d1-mixing:
|[P(ANB) - P(A)P(B)| < ¢1(n) P(A)P(B),
ho-mixing:

[P (AN B) = P (A) P(B)| < ¢z (n) P(A),

VAe . %, VB E%ﬁf, V k>0, com¢;(n) L0 edps(n) ] 0, observado que as

, L. e or ~ . . ~
o-algebras classicas .74, e % 5 estao devidamente definidas na secao 2.2.

Para complementar o tema mizing, enunciamos duas desigualdades presentes em Rous-
sas e Toannides [17] (Teoremas 2.6 e 2.8). Com o suporte tedrico anterior, obtemos, como
parte de nossa contribuicao, quatro desigualdades tipo Bahr-Esseen (momentos) para

seqiiéncias mizing (Lemas 2.10 a 2.13), sendo duas de especial interesse:

ElS,[" <Gy {mzbﬁkﬁ + DY B (X T x5 b (many) (M (m) M)T} e

i=1

1=1

E|S,|" < Cy {mzb;kﬁ +my, ! ZE (11" It 101 > buedo(maynry) + (Minkn o (M) M)T} :

com C3 = C3(r),Cy = Cy(r), my, b, e k, explicadas no decorrer da secao 2.2.

Na secao 2.3, retornamos ao tema distancia de Mallows tratado, introdutoriamente,

na se¢ao 1.4. Iniciamos com o registro do fato de o infimo da equagao (1.9), ou seja,

(e ) = (o (X -yT))

ser assumido para r > 1. Nesse sentido, apresentamos dois resultados: um devido a Major

[14] e o outro, a Johnson e Samworth [12] (Teoremas 2.14 e 2.15, respectivamente).

O Corolario 2.17 consolida uma importante conclusdo: para r > 1, limd,(F,, F) =0
implica X,, % X, onde a varidvel aleatéria X, (X) tem fungao de distribuicao F, (F),
desde que E|X,| e E|X]| sejam finitas. Completamos o Capitulo 2 com a demonstra¢ao

que a distancia de Mallows constitui-se em uma métrica (Proposi¢oes 2.19 e 2.20).
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2.2 Desigualdades Tipo Bahr-Esseen para Sequéncias

P-mizring

A proposicao abaixo apresenta trés desigualdades de momento bastante conhecidas e

que podem ser localizadas em Chung [5].

Proposicao 2.1. Sejam X uma varidvel aleatoria e {X,,}, < | uma segiiéncia de varidveis

aleatorias. Entao,

o =
= =

(a) (E|X|")s <(E|X]|)7, se0<s<r;

(b) E|S,|" < ZE|XZ-|T ,se0<r<l;e

=1

() EIS,[ <n 1Y E|X)|", ser> 1.

=1

Os trés resultados seguintes referem-se as desigualdades de Bahr-Esseen e de Burkholder,

as quais serao utilizadas para desenvolver resultados desta secao e do proximo capitulo.

Proposicao 2.2. (von Bahr e Esseen [21], 1965) Seja {X,,}, < | uma seqiiéncia de vari-

dveis aleatdrias que satisfazem a condi¢ao E (X,11|S,) =0, ¢.c. . Sel <r <2, entdo

E|S,| <2 <ZE |XZ~\7"> . (2.1)

i=1
Para r =2, temos:
E(S2) =) EX]. (2.2)
i=1
Demonstracao:
Caso1: 1<r<2

A demonstragao desse fato pode ser encontrada em von Bahr e Esseen [21] ou em
Chatterji [4].
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Caso 2: r=2

Consideremos n = 2. Notamos que:
E (X1 XQ) — E (E (X1 XQ) ’Xl) — E (X1 E (X2|X1)) — O,

devido ao fato de E (X»|X;) = 0.
Portanto, F (X + X2)2 =EX?+EX?+2F (X, Xy) = EX} + EXZ.
A demonstragao para n qualquer segue por indugao. n

Corolario 2.3. Se 1 < r < 2 (r=2), entdo a desigualdade (2.1) (igualdade (2.2))

permanece vdlida nos sequintes casos:

(a) as varidveis aleatorias X1, Xa, ... sao independentes e EX,, =0,V n € N*, e

(b) {Sn, %} é wma martingale, onde .7, = o (X;:i=1,..,n).

Demonstracgao:

Item (a):

Imediata, pois a condigao E (X,,1[S,) =0, q.c., é trivialmente satisfeita.
Item (b):

Observamos que E (X,11|S,) = E{E (Xn+1|e,(7;j) |Sn} = 0, q.c., pois, devido a
hipoétese de martingale, F (Xn+1|e,7;’:> =0, q.c. . ]

Proposicao 2.4. (Burkholder [2], 1973) Seja {Sn, %} uma martingale. Se r > 1,

entao

E|S,]"<C(r) E (i Xf) 5 : (2.3)

Construiremos, a partir deste ponto, os dois principais resultados desta se¢ao (Lemas
2.12 e 2.13), as quais se constituem em desigualdades tipo Bahr-Esseen para seqiiéncias
¢-mizing. Essas desigualdades, que desenvolvemos para esta tese, configuram-se como
subsidios para alguns dos mais relevantes resultados deste trabalho, conforme pode ser

conferido no Capitulo 3.

18



Capitulo 2. Desigualdades para Momentos

Seja {X,}, - ; uma seqiiéncia de variaveis aleatorias. Consideremos, entao, as seguintes

o-algebras:

(a) °%:{®> Q}a
b) Fh=0(X;:i=1,...k), VE>1, e
() F2=0(X;:i>k+n), Vn>1leVEk>0.

Definicao 2.5. Uma seqiiéncia de varidveis aleatorias {X,}, < € denominada ¢1-mizing,

com coeficiente mixing ¢1, se

|P(ANB) = P(A) P(B)| < é1(n) P(A) P (B), (2.4)

VA€ . F, VB 7.2, YVk>0ecomg¢ (n) 0,

Teorema 2.6. (Roussas e Ioannides [17], 1987) Consideremos n uma varidvel aleatdria

oo ) - - :
L/,’;M -mensurdvel com E |n| < co. Entao, sob ¢1-mizing, temos:

E(nl-F) =B <o E |, ge.. (25)

Definicao 2.7. Uma seqiiéncia de varidveis aleatorias {X,}, < ; € denominada ¢o-mizing,

com coeficiente mixing ¢o, se

|IP(ANB)—P(A)P(B)| < ¢s(n)P(A), (2.6)

VAe . %, VBG%_‘?,VkZOecom@(n)iO.

Teorema 2.8. (Roussas e Ioannides [17], 1987) Consideremos n uma varidvel aleatdria

L%}’;—mensumvel tal que |n| < M, g.c. . Entao, sob ¢o-mizing, temos:

7

A ) s (n)‘ <26y (n) M, qe. . (2.7)

A proposicao a seguir nos permite reduzir as etapas de demonstragao dos lemas
subseqiientes, conforme constataremos adiante, e pode ser encontrada em Chung [5]. Em
todos esses resultados, {m,} denota uma subseqiiéncia, onde m, € N*, ¥n € A C N* e

{k,} a seqiiéncia definida por k, = [n/m,] (parte inteira), Vn € N*.
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Proposicao 2.9. Seja {X,},~, uma segiéncia de wvaridveis aleatdrias, tal que

F1X,| < oo, Yn € N*. Consideremos {m,} e {k,} na forma explicada anteriormente.
kn—1

Entao, para cada § = 1,...,m, fizado, { Z Zi(j) %,1) —— } constitui uma

o7
Q/(i_l) mn+j ) :

martingale, onde Z; (j) = Ximp4; — E (Xi —

Demonstracgao:

kn—1
Definimos, para cada j = 1,...,m,, fixado, U,zFl = Z Z; (j). Pelo fato de Uy _; e

de F (an — L/(kn,l) mn+j) serem </(kn71) mn+j - Mensuraveis, temos a igualdade:

(11

= Ulznfl + E (an Mmp+j E (an mn“!‘jL’%L_l) mn+j) |"%x—1) mn+]) - U]‘Zn717 qC

(kn—1) mn-l-j) = F (Ulgn—l + Z, (J) “/(n—l) mnﬂ') -

Com essa proposi¢ao, podemos aplicar as desigualdades de Bahr-Esseen e de Burkholder,

relativamente a martingale acima, para obter os lemas seguintes, todos de nossa autoria.

Lema 2.10. * Seja {X,,}, - | uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias ¢y - mizing. Supon-
hamos que EX,, =0 e que E|X,| <M < oo, Vn & N*. Considere 1 <r < 2. Entao,

dada uma subseqiiéncia {m,} de nimeros naturais, existe uma constante C, = Cy (r) >0

tal que:

1=1

E|S,|" <y {mfjl ZE | X" 4+ (mpknor (my,) M)r} , (2.8)

onde k, = [n/my], ¥V n € N*.

Demonstragao:

Definimos [, = n — k,m,,. Temos, entao, que [, < m,. Assim,

n mp kn—1
ZXi ZX + Z Z ( imp+j T (Xz mp+j ’70((/7*1) mn+j)) +
=1 7=1 =1

kn—

1
E( i mp+j ’ mn+j) § Xk?nanrl

20
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Assim, pela Proposicao 2.1, item (c), pelo Teorema 2.6 e pela desigualdade de Bahr-

Esseen (caso martingale), obtemos:

kn—1 r

n 6-_
E|S,]" < { + F Z ( i Mntj — (Xianrj '/(/ifl)anrj)) +
7j=1 =1
Mn kn—l r ln T
+ FE Z Z E (Ximn+j ’%I)mn-&-j) +F ZanmnH }S
=1 =1 =1
Mn Mn )
< g4t {m;—l S EIX +m DY E|UL |
j=1 j=1
My kn—1 r
b =Y BB (X 1 Ty s |+
7j=1 =1
In
+ 5212E|anmn+z|r} <
=1
Mn mp kn—1
< 4t {m;—l SEIX+2 m DY S EZG)
j=1 j=1 i=1
In
SR D]
=1
< 47—1{m;;—IZE!XjV‘+
j=1
My kn—1 r
—
b w3 S (B X BB (X | T ymess)[) +
=1 =1

ln

=1
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Portanto,

E|S, <4t {mgl ZE X"+ (mukngy (my,) M)T} .

i=1
Ressaltamos que a constante C; = C) (r) = 47! 27, .

Para o caso ¢9 - mizing, temos um resultado similar, motivo pelo qual omitimos a

respectiva demonstracao.

Lema 2.11. * Seja {X,,}, - | uma seqiiéncia de varidveis aleatorias ¢o - mizing. Supon-
hamos que EX,, =0 e que | X,| <M < o0 q.c., Vn € N*. Considere 1 <r < 2. Entdo,
dada uma subseqiiéncia {m,} de nimeros naturais, existe uma constante Co = Cy (r) > 0

tal que:

E|S,|" < Cy {mfz_l ZE | X:" + (makn2¢9 (my,) M)r} , (2.9)

i=1

onde k, = [n/my], ¥V n € N*.

Lema 2.12. * Seja {X,,}, - | uma seqiiéncia de varidveis aleatorias ¢ - mizing. Supon-
hamos que EX,, =0 e que E|X,| < M < oo, Vn € N*. Considere 1 < r < 2. Entao,
dadas uma seqiiéncia qualquer {b,}, tal que b, > 0, ¥V n € N*, e uma subseqiiéncia {m,}

de nimeros naturais, existe uma constante Cy = Cs (1) > 0 tal que:

=1

E |Sn|r <Cs {mgb;kﬁ + m:z_l ZE (|XZ|T I{ |X;| > bn—¢1(mn)M}) + (mnkn¢1 (mn) M)r} )
onde k, = [n/my], ¥V n € N*.

Demonstracao:

Pela demonstracao realizada no Lema 2.10 e pela Desigualdade de Burkholder aplicada

kn—1
a martingale { Ul _, = Z Zi(3) s Tty mnti }7 temos:
i=1
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E|S,|" < 47t { r— 1ZE|X "+ m! 1iE\U,g T+

Jj=1 Jj=1

ln

=1

fen—1 5
< qr-1 TIZE’X‘—F?TLT 10 ZE<ZZ2 ) +
j=1
ln
+ (mnkn¢1 (mn) M)r + mfl Z E |anmn+l|7”} .
=1
As quatro etapas seguintes nos permitirao concluir a demonstracao deste Lema.

Etapa 1:

Observamos que:
Z:(5) = 2 (D Iz <oy + 280 Lz) > by

Portanto, pela Proposicao 2.1, item (b), obtemos:

fen—1 3 kn—1 3
(ZZQ ) < E(k b2—|—ZZ I{|Z >bn}> <

kn—1

’féb%‘ZE(!Z DI T2y > bat) -

=1

A
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Etapa 2:

Pela hipotese de ¢;-mixing,

Z; ()] = ‘Xz' mntj — B (Xz' SN P — >‘ > by, =

= | Xim.+i| + ‘E (Ximn+j ’=%1)mn+j) > b, =

= |XZ mn+j| > by, — ‘E (Xz My +J |9fﬁi—l) mn-l—j)‘ > by — ¢1 (mn) M=
= L01z,6) > ba} S LN s > ba—g1(ma) M}

Etapa 3:

Pelas etapas anteriores, temos:

r
2

kn—1 2 kn—1
E (Z z? (j)) < REB 4 Y E(1Zi D) 1 sl > babr(map})-
=1

i=1
Além disso, pela Proposigao 2.1, item (c), e pelo Teorema 2.6, obtemos:

B (12 () 11X sl > ban(maisy) =

T

=F (‘Xz matj — E (Xz Mp~+j |*(7f~i—1) Mp~+j )

L1 s] > bn—m(mn)M}) <
< 2 E (X mats" IO sl > bt (maar}) +

o r
8 (|8 (Xmaes |- Tty s )| L0 > msnomonny) } <

< 2HE (1N ot T 1051 > b0 dr(mary) + 61 () M7}
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Etapa 4:
EIXe" = E (X" I{ x40 > basrimarngy) + E (IXel" I x5 < b (mayrr}) <
< B (IXel" Iy 1x0) > b0 —grmayny) + B (I Xk I x40 < 503) <

< E(IXel" I (x40 > bu—g (ma)nt}) =+ bl

Com essas etapas, concluimos:

r

kn—1
pist <o b S e eSS e (S 7)o
7=1
In
+ (mnkn¢1 (mn) M)T =+ mz_l Z E ’Xk?nanrl‘T} <
=1

<4t {mgbg Y B (1G] x5 u-imanny) + C (r) mpbj ki +

Jj=1
My kn—1

+C () my 27y N T E (Xl (10 sl > b (o)) +

j=1 i=1

+ C (r)mp kn2"7 0 (mn) M™ + (myknéy (my) M)" + ml b+

ln
+m Y B ([ Xkmast I Xt > bn—m(mn)M})} <
=1

< G {mb’f +m S E (I x> -1 mayany) + (ki (my) M)’“} .

1=1
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Analogamente ao caso anterior, temos um resultado semelhante para ¢, - mixing.

Também, devido a similaridade, nao apresentamos a demonstracao.

Lema 2.13. * Seja {X,,}, - | uma seqiiéncia de varidveis aleatorias ¢o - mizing. Supon-
hamos que EX, = 0 e que |X,,| <M < oo, qc., V¥V n e N. Considerel < r < 2.
Entao, dadas uma seqiiéncia qualquer {b,}, tal que b, > 0, ¥V n € N*, e uma subseqiiéncia

{my,} de nimeros naturais, existe uma constante Cy = Cy (r) > 0 tal que:

EﬁMSQ{W%%+mV§)NWMAm>Wmeﬂ+mmﬂ@mmMY}
=1

(2.11)
onde k, = [n/my,|, ¥V n € N*.

2.3 Distancia de Mallows: Caracterizagao

Iniciamos esta segdo com o registro do fato de o infimo da equagao (1.9), ou seja,

r

d.(Fx, Fy) = ( inf E(|]X —Y/|" )) ;
(X.Y)
ser assumido para r > 1. Os dois préoximos resultados referem-se a esse fato.

Teorema 2.14. (Major [14], 1978) Sejam Fx e Fy fungées de distribuicdo tais que:

(a) [|z] dFx(z) < oo, e

(b) [|z| dFy(z) < co.

Seja f uma funcao convexa. Entao:

inf B =V) = [ (7 = Bt (w) du, (2.12)

onde X (Y) € uma varidvel aleatoria com distribuicio Fx (Fy).

26



Capitulo 2. Desigualdades para Momentos

Para o caso particular f(z) = |z|", com 7 > 1, obtemos:

d(Fx,Fy) = (/ | F( V()| du) = (E|F'(U) - O) ), (213)
onde U indica uma varidvel aleatoria com distribuigao U ([0, 1)].

Como Fy'(U) (respectivamente, Fy,'(U)) é uma variavel aleatéria com a mesma

distribui¢ao de X (Y'), concluimos que o infimo da equagao (1.9) é assumido para r > 1.

Observamos, adicionalmente, que a igualdade anterior é idéntica aquela encontrada
por Salvemi e Dall“Aglio (equacdo 1.7). Dobrushin [7], em 1970, havia demonstrado a
igualdade (2.13) para o caso r = 1, com Fy e Fy em F;. Dois anos depois, Mallows [15]

apresentou o resultado da equagao (2.13) para r = 2, com Fx e Fy em Fs.

Em 1981, Bickel e Freedman [1] apresentaram uma argumentacao alternativa para o
fato do infimo ser assumido, quando Fx e Fy estao em F,, r > 1. Recentemente, em
2005, Johnson e Samworth [12] publicaram uma outra demonstra¢io para esse fato em
F., r>1.

Teorema 2.15. (Johnson e Samworth [12], 2005) Para r > 1, consideremos a dis-
tribuicao conjunta dos pares (X,Y), onde X e Y tém funcoes de distribuicio marginal

fixzadas Fx e Fy, ambas em .. Entao,
E|X —Y[ >E|X*—Y*
onde X* = FH(U), Y* = Fo'(U) e U indica uma varidvel aleatéria com distribuicdo

U ([0,1)].

O proximo Teorema, cuja demonstracao encontra-se no Apéndice desta tese, serd

utilizado para provar os dois resultados seguintes.

Teorema 2.16. (Teorema FElementar de Skorokhod) Considere que, V. n € N*, X, e X
sao, respectivamente, varidveis aleatorias com funcoes de distribuicao F,, e F. Suponha
que X, 5 X. Entdo, F-YU) Y FY(U), onde U indica wma varidvel aleatdria com
distribuicao U ([0, 1)].
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Capitulo 2. Desigualdades para Momentos

Corolario 2.17. Consideremos que, ¥V n € N*, X, e X sao, respectivamente, varidveis
aleatorias com funcoes de distribuicao F,, e F em Fy. Suponhamos que limd,.(F,, F)) = 0,
para algum r > 1. FEntao, existe uma varidvel aleatoria Y, com Y <X e, para cada
n € N*, existe uma varidvel aleatoria Y,, com Y, L X,, tais que obtemos a sequinte

o . L. r . . .c
convergéncia em média: Yy, L; Y. Além disso, temos Y, ©5 Y.

Demonstracao:

Da equagao (2.13), temos:

1
T

4 (Fun B) = (Jy 1) = P ()] du) = (E|F(©) = FHO)I)

Portanto, limd,.(F,, F) = 0 implica que F;*(U) o F~Y(U). Basta tomar, entao,
Y, = F, ' (U)eY = F1(U). A segunda afirmativa decorre do Teorema Elementar de
Skorokhod, uma vez que X, L Y, Ly Ly, n

Esse Corolario consolida uma importante conclusdo: para r > 1, limd,(F,, F) = 0
implica X, N X, desde que F;, e F estejam em [F;. O proximo teorema também relaciona

convergéncia em distancia de Mallows e convergéncia em distribuicao.

Teorema 2.18. (Bickel e Freedman [1], 1981) Consideremos que, ¥ n € N*, X, e X
sao, respectivamente, varidveis aleatorias com funcoes de distribuicao F,, e F em F,., com

r > 1. Entao, sao equivalentes:

(a) d.(F, F)—0,
() X, 5 X e E(|IX.]) = E(X[) ;e

(c) X, L X e | z|" é uniformemente X,, - integrdvel (ver Apéndice).

Mallows [15], em 1972, apresentou uma demonstragdo da equivaléncia dos itens a ¢ b

do Teorema 2.18 para r = 2.
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Capitulo 2. Desigualdades para Momentos

Demonstragao:

(a =b)
Ao se aplicar a desigualdade de Minkowski duas

Suponhamos que d,(F,, F) — 0.

vezes, obtemos:

g 1 v
d,(F,,F) > (/ |F( du) — (/ |F~ ' (w)|" du) (2.14)
0
Portanto, £ (|X,|") = E(|X]").
Pelo Coroléario 2.17, temos que F; ! o Logo
X, LF'U)SFU) L X
(b= a)
Como F€F,,Ve>0,36=27(¢) >0, tal que:
(2.15)

/ ‘F’l(u)r du <e.
[6,1-0]°

F~(U), devido ao Teorema Elementar de

q. c
~H(U) pertencer

Como X, % X, obtemos Fr'(U) %5

Skorokhod. Essa convergéncia e o fato de a funcao de distribuicao de F'
a IF, permitem-nos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada para obter

(2.16)

(2.17)

<e€,Vn>n =n(0) .

1(5
[ IEl -l

A convergéncia dos m-ésimos momentos absolutos implica que, ¥ n > ny = ny (¢,0)

<e. (2.18)

obtemos: .
[ UE =) @
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Capitulo 2. Desigualdades para Momentos

Pelas equacoes (2.17) e (2.18),

—€e < _/5 . ([F7 )] = [F w)]") du <€, e

—6</0 (‘Fn_l(u)‘r— ‘F_l(u)‘T) du <e.

Assim,
—2e€< / (£ W) = |F7 (w)]) du < 2¢€.
6,161
Dessa desigualdade, combinada com a equagao (2.15), resulta:

1
/ ‘F{l(u)‘r du <3e€,VYn>ny=max{n;,ns}. (2.19)
0

Ao se aplicar, sucessivamente, a equacao (2.16), a desigualdade de Minkowski e as
equagoes (2.15) e (2.19), obtemos:

Jy F7 W) = FY )] du = [} 7°|F7 (u) — P (w)|" du +

+ f(” 5 |EY(u) — FY(u)]" du <

1

< e+ {<f515 B, ()] du) "+

+ (f(n 5)° o [F(u)] du)i}rﬁ
< e+ {(36)%—|—6%}T.

Portanto, d,.(F,, F) — 0.
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Capitulo 2. Desigualdades para Momentos

(b o)

Vimos que X, -5 X implica F1(U) %5 F~1(U) e, portanto, F;1(U) & F~L(U). Sob
a condi¢ao dessa convergéncia em probabilidade, o teorema de Vitali (ver Apéndice) afirma
que F (|X,|") = E(|X]") e o fato de a fungdo |z|" ser uniformemente X, - integravel sdo

equivalentes. n

Concluiremos este capitulo com a demonstracao de que a distancia de Mallows constitui

se em uma métrica.
Proposicao 2.19. (Bickel e Freedman [1], 1981) d, € uma métrica em F,, parar > 1.

Demonstragao:

E claro que d,(Fx, Fy) > 0. A igualdade ocorre se, e somente se, X 2Y. De fato,
pela equacio (2.13), d,(Fx, Fy) = 0 implica que F5'(U) =" F71(U), onde Fy e Fy sio as
funcoes de distribuicao de X e de Y, respectivamente. Logo, X 2 FLHU) 2z FHU) Ly,
Por outro lado, se X 2 Y, entdo o par (X, X) é um dos elementos do conjunto dos pares
(X,Y) com fungoes de distribui¢ao marginal F'y e Fy, respectivamente. Portanto, como
E(|X — X|") = 0, temos d,.(Fx, Fy) = 0. Além disso, d,(Fx, Fy) = d,(Fy, Fx) e, pela
Desigualdade de Minkowski, d.(Fy, Fy) < d.(Fx,Fz) + d.(Fz, Fy). "

Proposicao 2.20. (Johnson e Samworth [12], 2005) d. é uma métrica em F,, para
r<l.

Demonstragao:

Analogamente ao caso anterior, d.(Fx, Fy) > 0. A igualdade ocorre se, e somente se,
X2V, De fato, d7(Fx, Fy) = 0 implica que X "= Y. A demonstracio da reciproca ¢
idéntica ao caso anterior. Além disso, d'(Fx, Fy) = d"(Fy, Fx) e, pelo fato de | x + y|" <
|z + |y, Ve ey eR, di(Fx, Fy) < d)(Fx,Fz) + d(Fz, Fy). =
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Capitulo 3

Convergéncia para Distribuicoes

Estaveis

3.1 Introducao

A Proposi¢ao 1.9 (dominio de atragdo de uma variavel aleatoria a-estével é um con-
junto nao vazio) afirma que, dada uma variavel aleatoria a-estavel Y, existe uma seqiiéncia
{X,}, -, de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas tais que
% % ¥, Neste capitulo principal da tese, utilizamos a distancia de Mallows para
aproximar, em distribui¢ao, uma variavel aleatoria a-estavel Y, « € (1,2), por uma soma
de variaveis aleatorias (nao necessariamente independentes e nem necessariamente iden-

ticamente distribuidas), desde que sejam adotadas hipoteses convenientes.

Consideraremos, a partir deste ponto, que Y é uma variavel aleatoria estritamente

a-estavel. Lembramos que, conforme explicado na sec¢do 1.2, FY = 0 quando « € (1,2).

Retiramos, inicialmente, a hipo6tese de distribuicao idéntica para as variaveis aleatorias
X,, n € N*. A partir de um teorema, cuja demonstracao foi sugerida por uma referéncia
anonima, publicado por Johnson e Samworth [12]| em 2005 e que originou esta pesquisa,
apresentamos o primeiro teorema de convergéncia que elaboramos (Teorema 3.2). Esse
resultado elimina certa inconsisténcia, comentada adiante, encontrada no desenvolvimento

da demonstracao dos citados autores e estd enunciado a seguir.
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Capitulo 3. Convergéncia para Distribuicoes Estaveis

Teorema Fize o € (0,2). Seja {X,}, -, uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias in-
dependentes, com EFX, = 0, Vn € N*, se a > 1. Denotamos ST(LQ) = (Z XZ) /né.
i=1

Considere Y uma varidvel aleatoria estritamente a-estdvel e Yy, Ys, ... copias indepen-

dentes de Y. Suponhamos que esteja satisfeita a condicao:

1 © o
Vb>0, - ZI:E(|XZ—YZ| I{|Xﬁm>bn5}> — 0, quando n — oo,

com 0 <6< (%52), sea€c(l,2) e0<d< (£=2), seae(0,1).

2 a «

Se a # 1 entao lim da(FS(a), Fy)=0. Sea=1 entao ezriste uma segiiéncia

1 ¢ :
e =~ E;E (X; = Y:) tal quelim da(F55La>_cn> Fy)=0.

Observamos que, nas condigoes desse Teorema, com « € (1,2), o Corolario 2.17 implica
que S 4y,

Em seguida, na secao 3.3, estudamos o caso martingale. Excluimos a hipotese de
independéncia e de distribuicao idéntica das variaveis aleatorias X,,, n € N*. Adotamos,

entretanto, que {Sn, (//i } é uma martingale. Com as mesmas condig¢oes do teorema an-

terior, obtemos, para « € (1,2), que lim da(FsSf’)’ Fy) = 0 e, conseqiientemente, S,(za) Ly
(Teorema 3.5). Esse se constitui no segundo resultado de convergéncia que desenvolvemos

nesta tese.

A segao 3.4 trata do caso ¢-mizing com as variagoes ¢i-mizing e ¢o-miring para a
seqiiéncia de variaveis aleatorias { X, }, 5 ;. Novamente, a hipotese de mesma distribuigao

dessas variaveis é descartada.

Ressaltamos que, tanto para ¢i-mizing quanto para ¢@o-mizing, com a adocao de
hipoteses similares aos casos anteriores, obtemos, para « € (1,2), que

lim do (Fg), Fy) = 0 e, conseqiientemente, S %y No caso mizing (Teoremas 3.6

e 3.8, de nossa autoria), assumimos, também, a hipdtese adicional:

D “n'g(n) < 00,V 1€N,
n=1

com ¢ =1 ou 2.
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Esclarecemos que o resultado para ¢,-mizing esta fortemente baseado na Proposi¢ao
2.9 e na estimativa desenvolvida no Lema 2.12. Em contrapartida, para o caso ¢s-mizing,

a demonstracao estd concentrada na Proposicao 2.9 e na estimativa do Lema 2.13.

Na altima secao deste capitulo e, conseqiientemente, desta tese, sintetizamos o presente

trabalho. Iniciamos com a definicao de cadeia de Markov uniformemente ergédica, a saber:

Uma cadeia de Markov {X,}, <, com espago de estados geral E é denominada uni-

formemente ergodica se

IP" (2, A) =7 (A)| <Ap* VacE eVAe &,
onde A >0,0< p <1, 7 € a distribuicao de equilibrio, conforme a Definicao 1.12, E é

. o @, ) ,
um congunto arbitrdrio qualquer e © é uma o-dlgebra gerada por subconjuntos de E.

Com o apoio de resultados de Roussas e Ioannides [17] (Teorema 3.10) e de Campos
e Dorea 3], temos que toda cadeia de Markov uniformemente ergodica é ¢o-mizing, com

coeficiente mizing ¢, (n) = 2X p™ (Proposigao 3.11). Retornamos ao caso da se¢ao 3.4.

Assim, mediante a adocao de condicoes similares as hipoteses dos resultados ja co-
mentados, conseguimos obter, a exemplo dos casos anteriores, que, para a € (1,2),
lim da(Fsr(La),Fy) = 0 e, conseqiientemente, S% Ly Isto é, encontramos condicoes
suficientes para aproximarmos, em distribui¢do, uma variavel aleatoria estritamente a-
estavel, a € (1,2), por uma soma de variaveis aleatorias (ndo necessariamente indepen-
dentes e ndo necessariamente identicamente distribuidas), as quais constituem uma cadeia
de Markov uniformemente ergodica (Teorema 3.12, que elaboramos). Esse ¢ o objetivo

desta tese.

3.2 C(Caso: Variaveis Aleatorias Independentes

Dada uma variavel aleatoria a-estavel Y temos, pela Proposicao 1.9, que existe uma
seqiiéncia { X, }, - , de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tais
que % %y, Nesta secao, aproximamos, em distancia de Mallows e em distribuicao,
uma variavel aleatoria estritamente a-estavel Y, o € (1,2), por uma soma de variaveis
aleatorias independentes (ndo necessariamente identicamente distribuidas), desde que se-

jam adotadas hipdteses convenientes.
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O primeiro resultado desta secao e, consequentemente, deste capitulo originou nossa
pesquisa e foi publicado por Johnson e Samworth [12], observado que a demonstragao foi

sugerida por uma referéncia anonima.

Teorema 3.1. (Johnson e Samworth [12], 2005) Fize o € (0,2). Seja {Xn}, 5, uma

seqiiéncia de varidveis aleatdrias independentes, com EX,, = 0, Vn € N*, se a > 1.
n

1 . .. s .

Denotamos Sfla) = (E X; | /n=. Suponhamos que existe uma varidvel aleatéria o -
. . i::l . . . . .

estavel Y e varidveis aleatorias Yy, Ys, ... com a mesma distribuicao de Y satisfazendo a

sequinte condi¢ao:

n

1
at ZE(|XZ-—§/¢|@I{ 1Xi—vi| > ) — 0, quando b — oco. (3.1)
n

=1

Se o # 1 entdo lim da(Fs(a), Fy)=0. Se a =1 entdo existe uma seqiiéncia

1 -
e = ZE (X; = V) tal quelim da(FSﬁf)—cn’ Fy) =0.
i1

Demonstracao:

n
, - ot ; d 1
Como Y é uma variavel aleatoria a-estavel, temos que Y = ( E Y;) na.
i=1

Temos dois casos para analisar: « € [1,2) e v € (0,1).
Caso 1: a€[1,2)

Seja d; = F(X; —Y;),Vi=1,..,n. Observamos que d; =0sea >1\Vi=1..n.
Parab >0 eV =1,...,n, definimos:

Uy = (Xi = Yi) Iixo—vi <0y — B (Xs = Y3) Ix,—vi <0}) » €
Vi=(X; =Y) Ijx,—vi| >0y — B ((Xi = Y3) Iixi—vi) > ) -

Podemos considerar os pares (X;, Y;) mutuamente independentes. De fato, dada uma
seqiiéncia (X;, Y;), podemos obter uma seqiiéncia ()?Z, }N/Z) tal que (X, Y;) 2 ()?Z, }N/Z) e
()?i, 2) sejam mutuamente independentes. Portanto, U; < fji, \% < VieU's (‘7; 's)

sao mutuamente independentes.
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Assim, pelas desigualdades da Proposicao 2.1, itens (c¢) e (a), pelas desigualdades de
Bahr-Esseen e de Jensen (|EX|* < F|X|%), pelo fato de U; 's (V; 's) serem mutuamente

independentes e com média zero, e por EU? < b Vi = 1,...n, temos:

di(Fye_, ,Fy) < %E (X -Yi—dy) :%E Ui+ > W <
=1 =1 i=1
9a—1 n @ ga—1 n @
i EY U + = Y BV <
a n i=1 Z n =1 Z a
ga—1 n 2 22a-1 n a
< — (ZEUE> + — D IB(X=Y) Ixevas )|+
i=1 =1
2204—1 n o
+ — DB (X =Y) Ix, viys0)|" <
i=1
< XR:EU? 7 = Zn:E(|X-—Y-|af ) <
< n - i n i il H{|Xi-Yi|>b}) >
2a71 (n bQ)% 22a n N
< — + e ;EﬂXi_Y;’ I{|Xi_Yi‘>b}) <
204—1 he 22a n N
= st Y E(X = Yil"I{x v > 0)) -
i=1

O resultado segue ao se escolher b suficientemente grande para controlar o segundo
termo e, entao, n suficientemente grande para controlar o primeiro. Dai, obtemos que

lim do (Fye_, , Fy) = 0.
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Caso 2: a € (0,1)

Definimos:

Uy = (Xi = Y3) Iyx,—vi <0y — B (Xi = Y2) Ixi—vi < 0}) »

Vi=(Xi = Y) Ijxi—vi|> 0}, €

a; = E ((Xi = Y) Ijx, vi| <}) -

Analogamente ao caso anterior, podemos considerar os pares (X;, Y;) mutuamente

independentes e, portanto, a seqiiéncia U; (V;) também mutuamente independente.

Assim, pelas desigualdades da Proposicao 2.1, itens (b) e (a), pelo fato de U; 's serem

mutuamente independentes, com FU? < b* e EU; =0,V i = 1,...n, temos:

dg(Fgr, Fy) < %E DU+ DY Vit Y wl <
i=1 1=1 i=1
< Lulsrul s Le[sou] + Lefsha] <
on =1 Z n 1=1 Z n 1=1 Z a

[
S|

2\ 5
= 1 & 1
E(> T SNTEWT + S et <
( (il ) +”Z~:1 !!Jrnn <

1 [ T o be
< o (ZEU?) + - ;EGXZ—YJ I \Xi—Yi\>b}) + T a <

=1

n

A o) (1X; - Y"1 ) + "
= -3 n & i il XY > b} nl-a
Com o raciocinio similar ao primeiro caso, obtemos lim do (Fsa, Fy) =0 . "

Porém, na demonstragao desse teorema, consideramos haver certa inconsisténcia no
controle do primeiro e do segundo termo. O(s) autor(es) realizou(aram) as escolhas de b e
de n independentemente uma da outra, o que é inadequado, pois essas varidveis parecem

estar relacionadas. Para solucionar essa questao, elaboramos o teorema a seguir.
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Teorema 3.2. * Fize o € (0,2). Seja {X,}, <, uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias
independentes, com EX,, =0,V n € N*, se a« > 1. Denotamos ST(La) = (Z XZ) /né.
i=1

Considere Y uma varidvel aleatoria estritamente a-estdvel e Yy, Ys, ... copias indepen-

dentes de Y. Suponhamos que esteja satisfeita a condicao:

1 o
Vb>0, - ZI:E(|XZ—YZ| I{|Xﬁm>bn5}> — 0, quando n — oo, (3.2)

com0 <6< (52), seae[l,2) e0<d< (22), seae(0,1).

Se a # 1 entao lim da(FS(a), Fy)=0. Sea=1 entao ezriste uma segiiéncia

1 ¢ :
e =~ E;E (X; = Y:) tal quelim da(F55La>_cn> Fy)=0.

Demonstracao:
Caso 1: o €[1,2)
Em relacao ao caso 1 do Teorema 3.1, temos, agora, que:

204—1 he n&a 22a n N
< o b DB e =
i—=1

2a—1 he 22a n N
B (X =V s )
i—1

n(ZTTO‘)sz o

Portanto, lim d, (Fg@) , , Fy) = 0 segue ao se considerar a condicdo (3.2) e a escolha
adequada de 0.

Caso 2: a € (0,1)

Relativamente ao caso 2 do Teorema 3.1, obtemos, agora, que:

he n&v

§ 1 n u he néa
dg(Fy, Fy) < Tzt ;E <|Xi_Yi| Iy |Xrn|>bn6}) T

nlfa

Logo, lim do(F ), Fy) = 0 ocorre com a condigao (3.2) e a escolha adequada de 6. m

38



Capitulo 3. Convergéncia para Distribuicoes Estaveis

Observamos que, nas condi¢oes do Teorema 3.2, com « € (1,2), o Corolario 2.17
implica que 54 LY. Tsto é, aproximamos, em distribuicao, uma variavel aleatoria
estritamente a-estavel Y, com « € (1,2), por uma soma de variaveis aleatorias inde-
pendentes (ndo necessariamente identicamente distribuidas), desde que a condicao (3.2)

esteja satisfeita e ¢ seja adequadamente escolhido.

Se as variaveis aleatorias da seqiiéncia {X,}, - ; forem, também, identicamente dis-
tribuidas, Johnson e Samworth [12] afirmam que a condigdo (3.1) é equivalente a
do(Fx,, Fy) < oo. A proxima proposi¢ao, de nossa autoria, é similar a esse resultado,

observados, porém, os ajustes indicados no enunciado do Teorema 3.2.

Proposicao 3.3. * No Teorema 3.2, quando as varidveis aleatorias da segiiéncia {X,}, <

forem, também, identicamente distribuidas, a condigio (8.2) € equivalente a
da(FXI,Fy)<OO.

Demonstracao:
(=)

Suponhamos que a condi¢ao (3.2) esteja satisfeita. Como, V i € N* as variaveis

aleatorias X; (V;) sdo identicamente distribuidas, temos:

dg(FXNFY) = dg(FXwFYi) < E(‘Xi_Y;’aI{|Xi—Yi|Sb”5})+

+ F (|Xz - Yi|* [{ XiYi| >bn5}) :
Ao somar os lados dessa desigualdade para ¢ = 1,...,n, obtemos:

di(Fx,,Fy) < = > F (‘Xi - Vit |Xi_Yi|Sbn6}) +
=1

1 « N
o E;E(‘Xi‘yi’ I v o) <

(VAN
o
Q

1 n
oo «
e Z;E(‘Xf‘yi’ I = })

39



Capitulo 3. Convergéncia para Distribuicoes Estaveis

Devido a condigao (3.2), dado b > 0, temos que ¥V € > 0, 3 ng = ng(€) tal que a

segunda parcela da soma anterior é menor que €, V n > ng. Concluimos que:

do(Fx,, Fy) < b° ngo‘ + €< o0.

(<)

Consideremos, agora, que d,(Fx,, Fy) < oo . Sabemos que d,(F,, Fy) = do(FYx,, Fy,),
Vi € N*. Pela definicao da distancia de Mallows (infimo), do(F,, Fy,) < oo implica que
existe um par ()N(Z,ffl) tal que X; gXZ-, Y; gYi e B (‘XZ -y, ) < oo, Vie N,

Portanto, Vb > 0, F ( )NQ — Yfz

I{ |Xi—¥i| > bna}) — 0, quando n — oo.

Por um argumento analogo ao realizado no inicio da demonstragao do Teorema 3.1,
podemos considerar que os pares (XZ-,YZ-) sao mutuamente independentes, V ¢ € N*.

Dessa forma,

S = (ZX> e = (ZX) fnv =5,
=1 i=1

Assim, temos as igualdades da(FS(a>,Y) = da(Fg @,Y), quando o # 1, e

do(Fyor , ,Y) = doé(FS~ @, ,Y), quando o = 1, as quais serao utilizadas mais adiante

para concluir esta demonstracao.

Além disso, sem perda de generalidade, podemos assumir que X, - Y 2z Xj — NJ,
V1,7 € N*. Entao, pelo paragrafo anterior, quando n — oo , temos:
1 n ~ ~ | ~ ~ |
vh>0, Z:E (15 =% 1 15 mey) = B (|8 = 5[ g 15 5o pmey) =0
1=

Logo, a condigao (3.2) é satisfeita para as variaveis aleatorias X, eY;,VieN.
Aplicamos o Teorema 3.2 com as varidveis aleatorias X;, V i € N*. Obtemos, entio, que
da(Fs};’)’ Fy) = da(an(a)7 Fy) — 0 ou da(FSf;’)fcn’Y) = da(an(a)icn, Y) — 0, conforme
0 Caso. "
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No caso de {X,}, - ; ser uma seqiiéncia de variaveis aleatorias independentes e identi-
camente distribuidas, ressaltamos que, pelo Corolario 2.17, a condigao (3.2) ou, equivalen-
temente, d,(Fx,, Fy) < oo configura-se, quando « € (1,2), como uma condi¢ao suficiente
para F'y, € DNA(Fy).

A condigao (3.2) é semelhante a condicao classica de Lindeberg. Sejam X;’s, ¢ € N*,

respectivamente, variaveis aleatorias independentes, com média finita p;, variancia finita
n

o? e fungao de distribuigdao Fy,. Definimos s2 = Z o7. A condigdo classica de Lindeberg

i=1
(o = 2) assume a forma:

1 — 1>
—22/{ s }(af—m)2 dFx,(z) = S—QZE(\Xi — i T > cony) =
n T | T— g € Sn n i—1

=1

)/(,Y;H ‘/Lileb<—>en%.
n Sn n2
Particularmente, quando, u; = 0 e 0, = 1, Vi € N* a altima expressao da igualdade

Podemos fazer a seguinte identificacao: X; <>

1
3

anterior assim se apresenta:

1 — .
EZXZI:E<|XZ| I{|X1|>ené}> , com o = 2.

3.3 Caso: Martingale

Na secao anterior, estudamos a convergéncia, em distancia de Mallows e em dis-
tribuicao, de uma soma de variaveis aleatérias independentes para uma variavel aleatoria
estritamente a-estavel Y, com « € (1,2). Eliminaremos, agora, a hipotese de independén-
cia e assumiremos que {Sn, f//i } ¢ uma martingale. Mostraremos que ainda podemos
obter esses dois tipos de convergéncia para o caso martingale mencionado. Para isso,

necessitamos do seguinte lema.
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Lema 3.4. Sejam {X,}, -, uma segiéncia de varidveis aleatdrias, Y uma varidvel

aleatoria estritamente a-estdvel, com a € (1,2), e Y1, Ya,... copias independentes de Y.

Definimos S, ( (ZX) e Sy ( (Z Y). Suponhamos que {Sn (X), g?/n }

seja uma martingale. Entdo, Sy (X) — S, (Y), .7 (X,Y) } é uma martingale, onde

Fn(X,)Y)=0(X;,Y;:i=1,..,n).

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequéncia de varidveis aleatorias
{Yo},~, é independente da seqiiéncia {X,}, - ,. Lembramos, conforme explicado na

secao 1.2, que F'Y = 0. Elaboramos a demonstragao desse lema em trés etapas.
Etapa 1: { W (X)), .7 (X) } ¢ uma martingale, onde .7, (X) =0 (X;:i=1,..,n)
De fato,

B (Su1 (01 70(0)) = 80 () + B (Xan] (X)) =
= S.(0)+E{E (Xoul G )17 (X)} = S0 (X) . qee.,
pois, devido a hipétese de martingale, £ (Xn+1| < ) — 0, q.c. .
M{ (X)), . T(X, )}éumamartingale

Observamos que,

E (S (X)L (X,Y)) = Su(X)+E(Xenl Z(X,)) =

= S (X)+ B (X (X)) = S0 (X) e,

devido ao fato de a seqiiéncia {Y,,}, - ; ser independente da seqiiéncia {X,}, -, e a etapa

anterior.
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Etapa 3: {Sn V), 75 (X,Y) } ¢ uma martingale

Essa etapa pode ser provada de duas formas. A primeira é andloga a demonstracao re-
alizada na etapa anterior, pois {Sn (Y), 7(;7(3/) } ¢ uma martingale, onde, analogamente,

FY)=0(Y;:i=1,..,n).
Um outro modo é o seguinte:

E (S (N[ (X,Y)) = S (V) +E (Yo Z(X,)) =

= Su(Y)+EYor) =5 (Y),qc,

uma vez que a seqiéncia {Y,}, -, ¢ independente da seqiiéncia {X,}, - ;.

Assim, concluimos que {Sn (X) =S, (Y),-Z (X,Y) } ¢ uma martingale. u

Apresentamos, a seguir, o resultado que obtivemos para o caso martingale.
Teorema 3.5. * Sejam {X,,}, ~ | uma segiiéncia de varidveis aleatdrias, Y uma varidvel
aleatoria estritamente a-estdvel, com o € (1,2), e Y1, Ys,... copias independentes de Y.

Suponhamos que {Sn (X), % } seja uma martingale e que esteja satisfeita a condicdo

(3.2), transcrita a seguir:
1 o o
Vb>O’EZ;E(|Xi_Yi| I{|Xﬁm>bn5})%0,quando n— oo,

com 0 < < (22_—0‘;‘) Entao, lim da(FS(a)7FY) =0.

Demonstragao:

Pelo Lema 3.4, como « € (1,2), entao {Sn (X) =S, (YV),. 7 (X,Y) } é uma martin-
gale. Pela desigualdade de Burkholder (Proposigao 2.4) aplicada a martingale
{Sn (X) =S, (Y),. 7 (X,Y) } e pela desigualdade da Proposi¢ao 2.1, item (b), temos:
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1 a
dg(Fye, Fy) < EE(!Sn(X)—Sn(Y)!) <
L Gy )> -
n =1
C () .
< n E Z (X; = Y)) I{\X -V <bni} +

=1

&
2

+ Z(Xi_}/;)QI{Xi—Yi>bn5}) <

C - %
< CDp (a0 )
=1
< C ()

X aa . da @ =
. (nzb n +21:E\Xi—5/if ]{Xi—n>bn5}> .

~—

C(a) b  C(a) & o
e S (3 o).

Portanto, lim d, (F @), Fy) = 0 segue da condigdo (3.2) e da escolha adequada de §. =

Observamos que, nas condi¢oes do Teorema 3.5, com «a € (1,2), o Corolario 2.17
implica que S,(f‘) Ly, Isto é, aproximamos, em distribuicao, uma variavel aleatoria
estritamente «-estavel YV, com a € (1,2), por uma soma de variaveis aleatorias (nao
necessariamente independentes nem necessariamente identicamente distribuidas), desde

que observadas as condicoes do citado Teorema.

Para a € (1,2), quando {X,}, -, for uma seqiiéncia de variaveis aleatorias indepen-
dentes com EX, =0, Vn € N*, temos uma situagao particularmente interessante. Como
{Sn (X),.7 (X) } ¢ uma martingale, onde .7 (X) = o (X; :i=1,...,n), entdo o resul-
tado do Teorema 3.2, para « € (1,2), é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 3.5, cuja

demonstracao ¢ mais elegante.
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3.4 Caso: ¢g-mixing

Analisaremos, nesta secdo, a convergéncia, em distancia de Mallows e em distribuicao,
para uma variavel aleatoria estritamente a-estavel Y, o € (1,2), quando a seqiiéncia de
varidveis aleatorias { X, }, > € ¢1-mizing. Posteriormente, estudaremos o caso ¢s-mizing.

O primeiro resultado que deduzimos para o caso mizing esta descrito a seguir.

Teorema 3.6. * Seja {X,}, -, uma seqiiéncia de varidveis aleatorias ¢,-mizing, de
acordo com a Defini¢ao 2.5, tal que EX, = 0 e que E|X,| < M < oo, Vn € N~
Considere Y uma varidvel aleatoria estritamente ca-estdvel, com o € (1,2), e Y1, Ya, ...

copias independentes de Y. Suponhamos que esteja satisfeita a condicao
n
1 o
Vb0, ——s S E (\Xi ~ Vil Ty >bn5}) 0, quando 1 — oo, (3.3)
i=1

com0 <8< (32), =2 [(42) - (6+0)], onded' ¢ tal que 0 <6+ 0" < (52).

Suponhamos, ainda, que:
> nlgy(n) < o0,¥1eN (3.4)

Entao, lim da(FS(Q),Fy) =0.

Demonstragao:

A demonstracao deste teorema esta fortemente baseada naquelas realizadas na Proposicao
2.9 e no Lema 2.12. Observamos que, conforme explicado na secao 1.2, EY = 0. Por-

tanto, E|X; —Y;| < oo, V i = 1,...,n. Assim, de acordo, com a citada proposi¢ao,
ken—1

Vj =1,..m, fixado, { Z Zr (7)), %_1) mntj (X, Y)} constitui uma martingale,
i=1

onde Z¢ (7) = Xty —Yimnsj—E (Xi ot = Yimnii 1Tty moas (X,Y) ) Lembramos
que <(7;;~(X, Y') foi definida no enunciado do Lema 3.4.

Além disso, sem perda de generalidade, podemos supor que a seqiiéncia de varidveis

aleatorias {Y,}, -, é independente da seqiiéncia {X,}, - ;.
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Devido a essa independéncia, ao fato de £Y = 0 e & aplicagao do Teorema 2.6 para a
seqiiéncia {X,}, < ¢1-mizing, com EX, =0e E|X,| <M < oo, Vn € N*, notamos,

entao, que:
-
‘E (Xi mati = Yimots | Ty moss (X,Y) )‘ =
-
= B (Ximutsl- T 1y mus (X)) = B (Vimyss)| =

= 1B (Ximossh Tty mag (X)) | < 61 () M.

Assim, pelo Lema 2.12, obtemos:

1 a
dg(FSSla)(X),FY) < E E(‘Sn (X) — Sy (Y)’ ) <

A

C < — . o
73 {mﬁbﬁkﬁ +mp™ Y B (X = Y I xvil > be i (monny) F
i=1

+ (makndy (my) M)}
Consideremos, agora, b, = b n’, com b € RY, my, = [nﬂ} <nfek,=n"".
Observamos que:

mabak§ Y
—n < 50, quando n — oo,

(a)

n
mo! 1
(b) n S nlfﬁ(afl) ’

(€) 2(vV2—-1) <1—f(a—1) <1,pois < (£2) =
=B (a—1)<—a+3-(2)<3-2V2e

(a) (Mo Fn 01 wa) M < net g (ma) M® < 01 Gy (ma) MO, pois 61 (n) 40,

quando n — oo.
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O primeiro termo da desigualdade proveniente do Lema 2.12 tende a 0, quando n — oo,
devido ao item (a) acima. O segundo e o terceiro termos dessa desigualdade tende a 0,

quando n — oo, em razao das condicoes (3.3) e (3.4), respectivamente.

Logo, lim do(F ), Fy) = 0. "

Observamos que, nas condi¢oes do Teorema 3.6, com « € (1,2), o Corolario 2.17
C d ) . e . . .
implica que ST(La) — Y. Isto é, aproximamos, em distribuicao, uma variavel aleatoria estri-
tamente c-estavel Y, com « € (1,2), por uma soma de variaveis aleatorias ¢;-mizing (nao

necessariamente identicamente distribuidas), observadas as condicoes do citado teorema.

O nosso proximo objetivo é estabelecer um resultado similar para o caso ¢9-mizing.

Entretanto, precisamos do resultado intermediario a seguir.

Proposicao 3.7. Seja {X,}, -, uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias ¢o-mizing, de
acordo com a Definicao 2.7, e {Y,}, < uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias mutuamente
independentes. Considere que essas seqiiéncias sejam independentes entre si. Entdo, a
seqiiéncia de varidveis aleatorias {1 (X,,Yn)}, s | também é ¢o-mizing, onde ¢ : R2—-R

€ mensurdvel a Borel.

Demonstracgao:

Lembramos a o-algebra dos borelianos do R?:

@(R2) =0 (Bl X BQ : Bl,BQ S @(R)) .

Consideremos B € Z(R). Portanto, (¢ (X,Y)) ' (B) = (X,Y) (¢ 1 (B)). Como
vt (B) € ZR?), podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ (B) = By x B,
com By, B, € ZZ(R). Portanto, (¢ (X,V))™ (B) = X~ (B) Y (B,).

Definimos, agora, as seguintes o-algebras:

(a) - F={0, 2},
(b) ’—%(¢(X=Y)):U(¢(Xi7n):Z.Zlv"'vk)7 VEk>1e
(¢) Z2W (X, V) =0 (X;,Vi):i>k+n), Vn>1leV¥k>0.
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Assim, para conjuntos C' € .7 (¢ (X,Y)) e D € . /k+n (¥ (X,Y)), temos:

= (ﬂ X! (Ai)) ﬂ (ﬂ v, ! (Bi)) eD = ( ﬂ Xt (Ai)) ﬂ ( m v, ! (Bi)) :

com 4; ¢ B € ZAR),Vie N

Com a independéncia da seqiiéncia {X,}, -~ ; em relacdo a seqiéncia {Y,, } temos:

n>1

|[P(CND)—P(C)P(D)|=

P((Aara)n( () sw)) e (O w)n( A ) -
() () (o) (00 )]

Pela independéncia das variaveis aleatorias Y,,,V ¢ € N*, a igualdade anterior se torna:

|[P(CND)—-P(C)P(D)|=

(G () ()
P (ﬂ v <Bz~>) P ( N v <Bz~>) |

Pela hipotese de ¢o-mizing e pelo fato de P ( ﬂ y ! (BZ)) < 1, obtemos:

P(COD) = P(C)PD)| < 62 (n (mx )P(ﬂi@l(Bi)):@(n)P(cu

sendo que a igualdade decorre da independéncia da seqiiéncia {X,}, ., em relagao a

seqiiéncia {Y, e da definicao do conjunto C. "
n>1
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A partir da proposicao anterior, podemos enunciar o resultado que desenvolvemos para

0 €aso ¢o-mixing.

Teorema 3.8. * Sejam {X,}, - | uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias ¢o-mizing, de
acordo com a Definicao 2.7, tal que EX, = 0, V n € N*, Y uma varidvel aleatoria
estritamente a-estdvel, com o € (1,2), e Yy, Ys, ... copias independentes de Y com a
propriedade de | X, —Y,| < M < o0, q.c., ¥ n € N*. Suponhamos que esteja satisfeita a

sequinte condi¢ao do Teorema 3.6:
1 & o
Vb>0, ) ZE (\Xi—Yi\ I{|Xi_Yi|>bn5}) — 0, quando n — oo,
i=1

com0 <0< (352), =2 [(52) — (6+0)], onded' ¢ tal que 0 <6+ 0" < (52).

Suponhamos, ainda, que
> n'¢y(n) <oo,VIeEN (3.5)
n=1

Entao, lim do(Fy@, Fy) = 0.

Demonstracao:

A demonstracao é analoga aquela realizada no Teorema 3.6, com alguns pequenos

ajustes.
Ao escolhermos 9 (z,y) = = — y no resultado anterior, obtemos, pela Proposi¢ao
ki1
2.9, que, para cada j = 1,...,m, fixado, { Z zZ™(j) , %,1) mati (U (X, Y))}
i=1

constitui uma martingale, onde
7% (1) = X, VY _F(x, YV A (VXY
i (]) i mp+j i Mp+j i mp+j i Mp+j | (i=1) mp—+j (w ( ) )) :

Além disso, temos, pela Proposicao 3.7, que a seqiiéncia {X, — Y.}, < | € ¢o-mizing.
Esse resultado, somado ao fato de FY = 0 e a aplicacao do Teorema 2.8, uma vez que
|1 X, =Y, <M < o0, q.c,e EX,, =0,V n e N* implica:

‘E (Xz mn+j }/imn-l-j |"%1) M +j (I/) (X7 Y)) ) ‘ <2 QSQ (mn) M.
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Assim, pelo Lema 2.13, obtemos:

1 o
dg(Fsgla)(X)aFY) < EE(‘SR (X)_Sn (Y)’ ) <
< g mabak% +malzn:E(‘X—Y‘aI X._Y: b, —92 M )—|—
= nYnvn n - ( { {|Xi=Yi| > bp—2¢2(mn)M}
+  (mpkn2¢9 (my,) M)“}.
O resultado segue, entao, similarmente ao Teorema 3.6. ]

Analogamente ao caso ¢1-mizing, ressaltamos que, nas condi¢oes do Teorema 3.8, com
a € (1,2), o Corolario 2.17 implica que S %y, Isto ¢, aproximamos, em distribuicao,
uma variavel aleatoria estritamente a-estével Y, com « € (1,2), por uma soma de va-
riaveis aleatorias, as quais constituem uma seqiiéncia ¢o-mizing (ndo necessariamente

identicamente distribuidas), observadas as condicoes do citado teorema.

Na demonstracao do Teorema 3.8, utilizamos o Teorema 2.8, que contém a estimativa:

B0 T) - Em)| <26:(n) M, gc..

Entretanto, para se obter esse resultado, precisamos que a variavel aleatéria n seja tal

que |n| < M q.c..

O Teorema 3.8 poderia, a exemplo do Teorema 3.6, ser igualmente demonstrado com
a hipotese | X,,| < M, q.c., V n € N*, combinada com a hipétese de a seqiiéncia {X,}, < ,

ser ¢o-miring.

Mas, optamos por trabalhar com uma condi¢ao menos restritiva: |X,, — Y,| < M,
q.c., Vv n € N*. Para tanto, demonstramos, inicialmente, com a Proposicao 3.7, que a
seqiiéncia de varidveis aleatorias {¢ (X,,Y,)}, o € @o-mizing, com ¢ (z,y) = z — y e,

entao, aplicamos o Teorema 2.8 a citada seqiéncia.
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3.5 Caso: Cadeias de Markov

Esta segao relaciona os topicos cadeia de Markov, sequéncia ¢o-mizing e distancia de
Mallows. Buscamos estabelecer condicoes adequadas para obter convergéncia em distancia
de Mallows e em distribuicao, para uma variavel aleatoria Y estritamente a-estavel, com
a € (1,2), quando a seqiiéncia { X, } - | é uma cadeia de Markov uniformemente ergodica.

Iniciamos com a definicao a seguir.

Definicao 3.9. Uma cadeia de Markov {Xn}n2 , com espaco de estados geral £ € de-

nominada uniformemente ergédica se

IP" (2, A) — 7 (A)| < Ap" V2 €E eVAe &, (3.6)

-

onde A\ >0,0< p<1,w éa distribuicao de equilibrio, conforme a Definicao 1.12, E ¢

. Y o ) .
um conjunto arbitrdrio qualquer e © é uma o-dlgebra gerada por subconjuntos de E.

Antes de enunciarmos o resultado principal desta tese, precisamos relacionar cadeia de
Markov uniformemente ergodica e ¢o-mizing. A proxima proposicao trata dessa relacao.

Porém, antes de demonstré-la, precisamos transcrever mais um resultado.

Teorema 3.10. (Roussas e loannides [17], 1987) A segiiéncia { Xy}, 5 | € ¢o-mizing se,

e somente se,

P(C1-F) - P )| <6 (m) VO € T

k+n >

onde .7, e 7(;:? foram definidas no Capitulo 2.

Destacamos que a demonstra¢ao do proximo resultado é devida a Campos e Dorea [3].

Proposicao 3.11. Seja {X,,}, - | uma cadeia de Markov com espaco de estados geral E
e uniformentente ergddica, conforme a Definicao 3.9. Entao, essa seqiiéncia {X,}, < | de

varidveis alealdrias € ¢o-mizing, com coeficiente mizing ¢z (n) = 2 p".

Demonstracao:

Sejam iy e m, respectivamente, as distribuicoes inicial e de equilibrio da cadeia de
Markov {X,}, < ;-

51



Capitulo 3. Convergéncia para Distribuicoes Estaveis

Portanto, V A € gtemos:

() = [ o) o

W(A):/A 7 (dz) .

Observamos que,

[P (Xn € A) = (A)] <

<),

devido a hipotese de ergodicidade uniforme.

[ 7w mn = [ ([ @) <dy>\ <

P (y, A) —/Aw(dx)

o (dy) = / P" (5, A) — 7 ()] o (dy) < A ",

Entao, V B € %70btem0s:

&7
‘E,uo (I{Xk+n€B}|L/fk) - Euo (I{Xk+n€B})‘ =
P (Xe € B) — Puy (Xpun € B) +7(B) — 7 (B)] <

< |P"(Xy € B) = 7 (B)| + [ (B) = Py (Xin € B)| S Ap" + A g7 <2097,

pela hipotese de ergodicidade uniforme e pela desigualdade anterior.

Assim, pelo Teorema 3.10 concluimos que a cadeia de Markov em questao é ¢o-mizing,

com coeficiente mizing ¢o (n) = 2 p™. n

O proximo resultado, também de nossa autoria, sintetiza o presente trabalho, pois

constitui-se no objetivo e titulo desta tese.
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Teorema 3.12. * Sejam {X,}, -, uma cadeia de Markov uniformemente ergddica tal
que EX, =0, ¥ n € N*, Y uma varidvel aleatoria estritamente a-estdvel, com « € (1,2),
e Yy, Y, ... copias independentes de Y, tais que | X, —Y,| <M < oo, ¢.c., Vn e N~

Suponhamos que esteja satisfeita a segquinte condi¢ao do Teorema 3.6:
b L 3 @ d
Vb>0, ;s ZE(|X1—Yz| I{|Xﬁm>bn5}) — 0, quando n — oo,
i=1

com0 <0< (32),6=2[(52) - (6+0)], onded' ¢ tal que 0 <6+0" < (52).

Suponhamos, ainda, que a condicao do Teorema 3.8 também seja vdlida:
xX0
anqb (n) < oo,V 1 €N
n=1

Entdo, lim dg (F @), Fy) = 0.

Demonstracao:

Pela Proposicao 3.11, a cadeia de Markov do enunciado constitui-se em uma seqiéncia
de variaveis aleatorias ¢o-mizing, ¢ (n) = 2X p". Portanto, a tltima condi¢do do enunci-
ado desse teorema ¢é satisfeita para esse coeficiente mizing, o que pode ser verificado pelo

teste da razdo, por exemplo. Logo, pelo Teorema 3.8, obtemos que lim do (F ), Fy) = 0. =

Mais uma vez, temos S,sa) L Y, com 1 < a < 2. Com o resultado do Teorema, 3.12,

concluimos esta tese.
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Apéndice A

Definicoes e Resultados Utilizados

Definigao A.l. (Embrechts [8], pg. 564, ou Feller [9], pg. 276) Uma fun¢ao positiva e
mensurdvel a Lebesgue L, definida em (0,00), € denominada de variagdao lenta no infinito

se, e somente se, ¥V x >0

L(tx)

5o L (1) =L

Teorema A.2. Teorema Elementar de Skorokhod (Shorack e Wellner [20], pg. 9) Con-
sidere que, ¥V n € N*, X,, e X sao, respectivamente, varidveis aleatorias com funcoes de
distribuicio I, e F. Suponha que X, % X. Entdo, E-LU) 2 FYU).

Demonstracao:

Considere 0 < u < 1. Dado € > 0, escolhemos ¢ € R tal que F'(u) <t < F'(u) +e,
com F continua em t. A escolha desse t é possivel, pois o conjunto de descontinuidades

de F (funcdo ndo-decrescente) é enumeravel.

O fato de F~'(u) < ¢ implica que F(t) > u. Como F,(a) — F(a) para todo ponto
a € R onde F é continua (pois, X, N X), entao F,(t) > u , para todo n € N* suficiente-
mente grande. Portanto, F, '(u) < ¢, para todo n € N* suficientemente grande. Assim,
limsup F;'(u) < ¢t < F~'(u) + e. Logo, limsup F;*(u) < F7'(u) + e. Como essa
desigualdade vale V ¢ > 0, temos que limsup F,,'(u) < F'(u).
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Apéndice A

Por outro lado, seja v’ < u. Escolhemos 7 € R tal que F1(v') —e < r < F (),
com F continua em r. O fato de r < F~'(«') implica que F(r) < u' < u. Analoga-
mente ao caso anterior, temos que F,(r) < u, para todo n € N* suficientemente grande.
Segue, entdo, que F,'(u) > r, para todo n € N* suficientemente grande. Com o mesmo
raciocinio desenvolvido acima, obtemos que liminf F-'(u) > F~'(u’). Analogamente,

liminf F; ' (u) > F~'(u), desde que F~! seja continua em u.

Assim, concluimos que F~'(u) = lim F;'(u), para todo u que seja ponto de con-
tinuidade de F ',

Como P (U € (0,1)) =1 e F~' é continua q.c., F;Y(U) % F~Y(U). .

Definicao A.3. (Chung [5], pg. 96) Uma familia {X,} de varidveis aleatdrias é denom-

inada uniformemente integrdvel se, e somente se,

lim |X,| dP = 0.
A=00 J{|1 X, [> A}

uniformemente em n.

Teorema A.4. Teorema de Vitali (Chung [5], pg. 97, ou Shorack e Wellner [20], pg. 9).

Seja r > 0. Considere que X, € F, e que X,, > X. Entdo, as sequintes afirmativas

sao equivalentes:
o) E(IXa]") = E(IX]") ;
b) |x|" é uniformemente X,, - integrdvel ; e

c)Xn(igX.
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