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My way

And now the end is near

And so I face the final curtain

My friend I'll say it clear

L'll state my case of which I'm certain
I've lived a life that’s full

I travelled each and every highway
And more, much more than this

I did it my way

Regrets I've had a few

But then again too few to mention

I did what I had to do

And saw it through without exemption
I planned each charted course

Each careful step along the byway
And more, much more than this

I did it my way

Yes there were times I'm sure you knew
When I bit off more than I could chew
But through it all when there was doubt
I ate it up and spit it out, I faced it all
And I stood tall and did it my way

I've loved, I've laughed and cried
I've had my fill, my share of losing
And now as tears subside

I find it all so amusing

To think I did all that

And may I say not in a shy way
Oh no, oh no, not me

I did it my way

For what s a man what has he got
If not himself then he has not

To say the things he truly feels

And not the words of one who kneels
The record shows I took the blows
And did it my way

Yes it was my way

Paul Anka
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Resumo

Neste trabalho estudamos o seguinte sistema de equagoes Schrédinger nao-linear

fortemente acoplado em RY, com N > 3:

u2+02
—Au+u = U +Av
1+ (s 4+ a(x))(u? + v?)
2 2
—Av+v = Ut v +Au

1+ (s+a(x))(u? + v?)
sob quatro diferentes condigoes na func¢ao a(z). Usamos métodos variacionais para obter

solugoes nao-nulas para o sistema.

Palavras-Chaves: Teorema do Passo da Montanha, variedade de Pohozaev, sistema de

Schrodinger, sequéncia de Cerami.



Abstract

In this work we study the following coupled system of nonlinear Schrédinger equations
on RV, with N > 3:

u2+02
—Au+u = U +Av
1+ (s 4+ a(x))(u? + v?)
2 2
—Av+v = Ut v +Au

1+ (s+a(x))(u? + v?)
under four different conditions on the function a(x). We use variational methods in order

to obtain non-trivial solutions for the system.

Keywords: Mountain Pass Theorem, Pohozaev manifold, Schréodinger system, Cerami

sequemnce.
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Introducao

Nos ultimos anos, a optica nao-linear tem atraido muito a atencao de fisicos e
matematicos, por sua aplicabilidade no entendimento do comportamento da transmissao
da luz em altas velocidades. Em especial, se destacam os sélitons Opticos espaciais, que
possuem a interessante propriedade de manter sua forma durante a propagacao.

A equacao de Schrodinger, apesar de representar bem a auto-interacao de um raio
de luz através de um meio, nao leva em consideracao as possiveis interacoes do raio
com o proprio meio. A passagem de um raio de luz, ao longo de uma fibra 6ptica,
com duas componentes ortogonalmente polarizadas decompoe o raio em dois, fenémeno
conhecido como birrefracao. Para melhor representar esta situagao, em [50], os autores
consideraram um sistema de equagoes de Schrodinger fracamente acoplado. Assim, como
observou S. V. Manakov em [35], vetores de solitons foram gerados, isto é, ondas solitarias
com miiltiplas componentes acopladas e ainda com as propriedades de s6litons escalares.
Cristais fotorefrativos sao o material mais utilizado para tais experimentos pois, entre
outras propriedades, mudam seus indices de refracao durante a passagem da luz, o que
faz com que a onda se propague sem alteracao em sua forma. Entretanto, é necessario
levar em consideragao o efeito de saturacao do material, quando o indice de refragao do
mesmo chega ao seu valor méaximo e se estabiliza [32, 46, 50].

O sistema nao-linear de equagoes de Schrédinger fracamente acoplado

(- alol? + o)
e At T R’ Y
| ool + 162 (1)
Wk A T (o Y T

\

representa a propagacao de um raio com duas componentes mutualmente incoerentes

num meio saturado na aproximacao isotrépica, onde ¢ e v representam as amplitudes
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das componentes do raio, a é a for¢ga da nao-linearidade, Iy é o pardmetro de saturagao e
a expressao (|¢|? + |¢|?) representa a intensidade total criada por todas as componentes
incoerentes do raio de luz. Considerando-se solugoes estaciondrias ¢(z,t) = /au(z)e?
e (z,t) = yav(z)e??, com u e v funcdes reais e \; e A\, constantes de propagacao,
obtém-se o seguinte sistema eliptico fracamente acoplado

( u2 +U2
—Au+Mu = —————u
! 1+ s(u? +v?)

Vs 2)

“Av 4\ L
v A 1+ s(u? +112)v’

\
onde s = 1/aly, N > 2, e u e v pertencem a H'(RY).

Analises numéricas para o sistema (2) foram feitas em [15, 21, 32, 37] quando N = 1, e
o caso discreto foi estudado em [38], sempre com s > 0. Para s = 0 sabe-se que, sob certas
condigoes de parametros, existem solugoes vetoriais de energia minima [4, 9, 25, 33, 42].
Em [34], os autores estudaram a existéncia de solugdes vetoriais de energia minima para
tal sistema.

Motivados pelo trabalho [3] de A. Ambrosetti, G. Cerami e D. Ruiz, onde um sistema
de equacoes nao-autdénomas acoplado com nao-linearidade subcritica foi estudado sob
diversas condigoes, decidimos aqui estudar o seguinte sistema fortemente acoplado com

nao-linearidade assintoticamente linear no infinito, em R" com N > 3:

( —Aut+u = u’ + vt U FA\v
14 (s+alz)(u? +0?)
5 2 (3)
—Av+v = u v v +Au.

1+ (s +a(x))(u? + v?)

\
Devido ao termo A de acoplamento, se uma das entradas do vetor solugao (u,v) é nula,
entao necessariamente a outra entrada também é nula. Assim, mesmo que uy seja uma

solugao nao nula da equacao

u3

L+ (s +a(z))u?’

—Au+u=

os vetores (ug,0) e (0, up) ndo serdo solugdes do sistema (3).
Sempre que possivel, buscaremos solugoes 'ground state’, isto é, solugoes que tenham

o nivel de energia minimo entre todas as solu¢oes possiveis, pois conforme afirmam A.



Introdugao 3

Ambrosetti e E. Colorado em [4], as unicas candidatas a ondas estacionérias estéveis sao
as solugoes 'ground state’.

O problema de encontrar solucoes para a equacao mais geral em R
—Au+V(z)u = K(z)f(u), (4)

com lim wu(xz) = 0, tem sido estensivamente estudado, sob diversas condigoes no potencial
|z| =00

V e no peso K. Em 1983, num trabalho pioneiro, H. Berestycki e P. Lions [10] estudaram
a equacao autonoma —Au + mu = f(u), em RY. Eles mostraram a existéncia de
uma solugao para tal equagao, utilizando minimizagao restrita a vinculo, quando f tem
crescimento subcritico no infinito.

Em [49], C. Stuart e H. Zhou mostraram a existéncia de uma solucao radial positiva
para a equagao —Au+ Au = f(|z|,u(z))u(z), onde a nao-linearidade f ¢ assintoticamente
linear.

Assumindo que V' e K s@o periddicas, citamos os trabalhos de S. Alamae Y. Li[1] e V.
Coti-Zelati e P. Rabinowitz [20]. Destacamos também o trabalho de P. Bartolo, V. Benci
e D. Fortunato [8], onde problemas nao lineares com ’ressonéncia forte’ no infinito foram
estudados. Citamos ainda os trabalhos de D. Costa e H. Tehrani [19] e G. Li e H.-S. Zhou,
[30] onde a equagao —Au + Au = f(z,u)u foi estudada, assumindo-se o comportamento
assintoticamente linear da fun¢ao f, além do trabalho [7] de A. Bahri e Y. Li, onde a
equagao —Au +u — q(x)|[ulP"lu =0, com 0 < p < %, N > 3 foi estudada.

Assim como a equagao (4), o sistema (3) e suas variantes tem sido alvo de diversos
trabalhos ao longo dos anos. Em 1984, H. Brezis e E. Lieb [13], utilizando métodos de
minimizagao com vinculo, provaram a existéncia de uma solucao (u,v) # (0,0) para uma
classe de sistemas auténomos, dentre os quais se encontra o nosso, quando a(z) = 0. Em
dominios limitados, D. Costa e C. Magalhaes estudaram sistemas elipticos subquadraticos
e nao-cooperativos (|17, 18|, respectivamente). Em [26], M. Furtado, L. Maia e E. Silva
estudaram um sistema similar & (3), ndo acoplado e com uma nao-linearidade superlinear,
enquanto nossa nao-linearidade é assintoticamente linear. Temos ainda nosso trabalho
motivador, 3], além de [2], de A. Ambrosetti, onde foi verificada a existéncia de solugao
para um sistema eliptico em R”, via métodos de perturbacao.

Trabalharemos aqui sempre com sequéncias de Cerami, ao invés de sequéncias de
Palais-Smale pois, pela estrutura de nosso sistema, como a nao-linearidade satisfaz
a condi¢do de nao-quadraticidade introduzida por D. Costa e C. Magalhaes em [16],
podemos utilizar um argumento de C. Stuart e H. Zhou, encontrado em [49], para mostrar

que toda sequéncia de Cerami possui uma subsequéncia limitada.
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Este trabalho esta assim estruturado: no Capitulo 1, estudaremos o sistema auténomo
em RY: .
—Au+u = Lu + v
1+ s(u? + v?)
()
—Av+v = ﬂv—l—)\u.
1+ s(u?+v?)

Mostraremos que este possui uma solucao positiva radial de energia minima. Tal
solugao pode ser encontrada via minimizac¢ao com vinculo ou via Teorema do Passo da
Montanha. Para isto, adaptaremos as ideias de L. Jeanjean e K. Tanaka [27] para mostrar
que Cop = u1€I71>f0o I (u), onde ¢y € o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha e
P € a variedade de Pohozaev associada ao sistema.

No Capitulo 2, estudaremos o sistema (3) assumindo que a ¢ uma fungao radial.
Fazendo uso das imersdes compactas de HY(RY) em LP(RY), para 2 < p < 2%,
conseguiremos mostrar que a condigao de Cerami é satisfeita e obteremos uma solugao
nao-nula via Teorema do Passo da Montanha.

Ja no Capitulo 3, estudamos o caso de a nao mais radial, mas satisfazendo as condigoes:
(A1) a:RY - R, com a(z) < 0 Vo € RY;

(A2) lim a(z) =0;

|z]—o0

(A3) existe uma constante sy > 0 tal que

0<sy<s+a(r)<sVeeRY

Com estas condigoes os funcionais I e I, associados aos sistemas (3) e (5),
respectivamente, obedecerdo a relacao I(u,v) < Io(u,v),V (u,v) € HY(RY) x HY(RY).
Nesta situacao, de um problema eliptico em R, o funcional I pode nao mais satisfazer a
condigao de Cerami para todo nivel ¢. Para superar esta falta de compacidade, provaremos
um resultado de concentragao de compacidade, introduzido por P. L. Lions [31], na verséao
conhecida como ’Splitting’, introduzida por M. Struwe [48|, que descreve as sequéncias de
Cerami num nivel ¢. Assim, numa faixa especifica, (0, ¢, ), teremos satisfeita a condigao
de Cerami. Mostraremos que o nivel ¢ do Teorema do Passo da Montanha pertence a tal
faixa pela construgao de um caminho especifico, gerado a partir da solugao 'ground state’
do problema no infinito (5).

No Capitulo 4 apresentaremos o principal resultado de nosso trabalho. Vamos impor

novas condigoes sobre a funcao a, de maneira que os funcionais I e I, agora satisfacam
a relacao I (u,v) < I(u,v) V (u,v) € H(RY) x H'(R"Y). As condigdes serdo:
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(A1) a € C*(RY,R), com inf a(z) > 0;

zeRN

(A2) lim a(z) = aoo > A;

|z| =00

(A3) Va(z)-x >0,V z € RY, sendo que a desigualdade & estrita num conjunto de medida

nao nula de R";

(A4) a(x) +W < O,V z € RY;

CH(x) -
(A5) Va(z) -z + % > 0,¥ 2 € RY, onde H representa a matriz Hessiana da

funcao a.

Ao procurarmos referéncias para o caso escalar nestas condigdes, com a nao-linearidade
sendo assintoticamente linear no infinito, nao conseguimos encontrar resultados sobre a

mesma. Passamos entao ao estudo da equagio em RY
—Au+ M= a(x) f(u). (6)

Inspirados pelo trabalho [6] de A. Azzollini e A. Pomponio, no qual foi estudada a
equagao —Au + V(z)u = g(u), com ¢ nas condigoes do artigo [10] ¢ V' em condigdes
equivalentes as nossas para a, trabalharemos numa variedade de Pohozaev P para a
equagao (6) e mostraremos que p = 5272 I(u) ndo é um nivel critico para o funcional I.
Isto nos motivara a procurar por solugoes em niveis mais altos de energia. Novamente,
provaremos um resultado de concentragao de compacidade para descrever as sequéncias
de Cerami e garantir a compacidade numa faixa, agora (ceo, 2¢x).

Como o nivel minimax ¢ do Teorema do Passo da Montanha coincide com p, (de
fato, ambos coincidem com c4,) e tal nivel ndo é atingido, faremos uso do Teorema
de Linking para obter a solucao. Para construir a estrutura de linking, utilizaremos
novamente a variedade de Pohozaev P, juntamente com uma nova restrigao, dada pela
fungao baricentro, similarmente & construgao feita em [3], onde foi utilizada a variedade
de Nehari.

Para facilitar a compreensao das novas técnicas apresentadas neste capitulo, optamos
por apresentar a solu¢ao do caso escalar (6), e somente comentar as devidas adaptagdes

para o sistema

u? + v?
—Au +u = a(x)mu + AV
(7)
2 2
—Av+v = a(:v)&v + Au.
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Observamos que provaremos nossos resultados, no caso escalar, para uma classe de

fungbes f, nas quais o caso particular f(s) = se enquadra. Ainda, ressaltamos que

s
1+ 52
i - - J(s)
nao faremos uso de condigoes sobre o comportamento da fungao ~—=, como crescente ou
s
nao-decrescente, geralmente utilizadas em problemas semelhantes, para ser possivel fazer

uso das propriedades da variedade de Nehari.



Capitulo

1

Caracterizacao de solucao para sistema

autonomo

Neste capitulo, estudaremos o seguinte sistema em RY com N > 3,

—Au+u = ﬂu + Av
1+ s(u? + v?)
(P)
—Av+v = ﬂv + A\u
1+ s(u? +v?)
onde assumimos que as constantes s e A satisfazem 0 < s < 1 e 0 < A < 1.
Inicialmente, trabalhando somente no espaco das fungoes radiais, mostraremos que tal
sistema possui uma solugdo nao-nula radial, via Teorema do Passo da Montanha (ver
[5]). Em seguida, obteremos uma solug¢ao (a principio nao radial) de energia minima,
via minimizagao restrita a vinculo, e seguindo as ideias de Jeanjean e Tanaka [27],
faremos uma caracterizacao desta solugao de energia minima. Concluiremos este capitulo
mostrando que o sistema (P) possui uma solugao positiva radial de energia minima, obtida

pelo Teorema do Passo da Montanha.

1.1 Resultados preliminares

Trabalharemos em E = H'(RY) x HY(RY) com a norma

||(u7fu)||2 = / |Vul? + |Vo|* + u? + vida.
RN
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Também usaremos a notagao

1/p
o, = ([l lode) v .oc)
R

para a norma usual em LP(RY) x LP(RY).

O seguinte funcional esta associado ao sistema (P):

1
I(u,v) = —/ IVul® + |[Vo? + u? + v*dz —
RN

5 H(u,v)dz — )\/ uvdx (1.1)

RN RN
onde

u? +0? 1 5 5
5s —2—52111(14'3(“ +v7)),

e a derivada do funcional I acima é dada por

H(u,v) =

u? + v?

m(USOJrU?/J)—)\(eruw)dx.

VI(u,v)(p, ) = / VuVe+VoVy+up+o)—
RN
Procuraremos solugoes de (P), que serao os pontos criticos (u,v) do funcional I, com

u,v >0 e u(z),v(xr) - 0 quando |z| — oco.

Inicialmente, mostraremos que caso exista uma solucdo (u, v) positiva, entdo a mesma
serd radial. Para isto, usaremos o seguinte resultado de Busca e Sirakov (|14], Teorema
2):

Au+ g(u,v) =0 em RY

Consideremos o sistema:
Av+ f(u,v) =0, u(z),v(r) — 0se|z| — o0

com u e v positivas e f,g € C'([0,00) x [0,00),R).
Supondo que:

dg(u,v) . Of (u,v)

. S _
i) 5 5 2 0, V(u,v) € [0,00) % [0,00);
. 99(0,0) 9f(0,0)
ii) 5 ¢y < 0;

of of

99 99
iii) detA >0, em que A = ( Ou v ) (0,0);
ou  Ov

temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.1. Assuma (i), (ii), (i13). Entdo existem pontos xg e x; € RY tais que

w(z) = u(lx—x0]) ev(x) =v(lx—m1]). Além disto, du <0e v <0,Vri=|r—x9| >0
d?"l d?"g

ery=|r—x1]>0.
Observacao 1.1. Se o = x1, entao u e v sao simétricas em relacao ao mesmo ponto.
As condigoes para termos xy = x; sao:
. ﬁgg,;, v) ou af(z’ v) é positiva numa vizinhanca de (0,0), exceto possivelmente em
{u=0}U{v=0}; ou
. dg(u,v) ou of (u,v)

ov u
vizinhanga de (0, 0).

nao depende de uma das variaveis e é nao-nula em qualquer

Adequando o sistema (P) as condigoes do Teorema 1.1 temos:

(u,v) + v+ w
u,v) = —u v — | u
Al 1+ s(u? +v?)

u? + v?
— v+ _wrv
f(uav) U+ Au+ (1—|—S(U2+U2))v

e Verificando (i):

dg(u,v) [1+s(u® + )] 20 — (v +v*)20s 2uv

et = () S e a2
of (u,v) 2uv
“ou T ar@ror =Y

portanto (i) é verificada, pois estamos supondo que u, v > 0.

e Verificando (ii):
99(0,0) 9dg(u,v) . u? + v? 2u’v
B (1+s

ou  Ou 1+ s(u® + v?) (u? + v2))?’
portanto, 99(0,0) =-1<0.
ou
9f(0,0) 0f(u,v) _ 14 u? + v? N 2up?
o ov 1+ s(u? +v?) (14 s(u?+v2))?’
portanto, 8féO, 0) = —1<0, e (ii) esta verificada.
v

e Verificando (iii):

99 99 -1 A

ou  Ov
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Portanto, detA = 1 — A\? > 0, pois temos por hipotese que 0 < A < 1, e (iii) é

verificada.

e Verificando a condicao para que xg = x:

0 2
% = \+ T S(UZZ— e é sempre positiva numa vizinhanga de (0,0), pois

A > 0 e estamos tomando u,v > 0.

Portanto, pelo Teorema 1.1, a solugao (u,v) de (P), com u,v > 0, caso exista,

serda radial. Isto nos motiva, a partir de agora, a procurarmos solugdes para (P) em
Eroa = H J(RY) x H!

ol L (RY) e usaremos em E,,q a norma

H(u,v)||2:/ Vul? + [Vof? + 2 + vde.
]RN

Mostraremos a seguir que a condigao de nao-quadraticidade introduzida por Costa e

Magalhaes em [16] ¢ verificada:

Definigao 1.2. Dizemos que F(u,v) satisfaz a condi¢io de nao-quadraticidade (NQ) se,

para todo par (u,v) € E, temos:

a) lim 1VF(u,v)(u,v) — F(u,v) = 400

|(u,v)| =00
b) %VF(u(a:),v(x))(u(x),v(a:)) — F(u(z),v(z)) > 0,Vz € RY.
Mostraremos que a fun¢ao F'(u,v), definida por
F(u,v) = H(u,v) + Auv, (1.2)

satisfaz tal condigao, seguindo os argumentos feitos em [36]. Observamos que utilizaremos
tal funcao F'(u,v) varias vezes ao longo das proximas segoes.

Primeiramente mostraremos o item (b): Consideremos

2 (u? + v?)? 12 1
h(t) = =—————— — —(u? + %) + — In(1 + t*s(u® + v* 1.3
*) 21+ s(u? + v2) 55 (W TV F g (4 is(u” + 7)), (1.3)
definida para todo t > 0. Temos entao que
tu? + v?)? £3(u? + v?)?

H(t)

T 1t s(uZ+?) L+ st(u +02)



1.2 Solugao radial via Teorema do Passo da Montanha 11

o que implica
() <0&st>1;

() >0&t<1;
Pit)=0&t=1,

e portanto, h(t) < h(1),Vt > 0. Mas

SV (u(e), 0(2)) (u(e) v(a)) — F(u(z). v(z)
— % <1+u5—£2v+v2 —1—)\1),%—1—)\16) (u,v) — F(u,v)
- %[1—?5—25—1—1) +)\uv+%+)\uv] ~ Flu,0)
- %[H“S;UM + 2w —“2;:’ +§ln(1+s(u +0?)) = duw
_ %1 +“8(;”+)U . 2;;“ + %111(1 T s(u? +0%)

= h(1) > h(0) = 0,¥(u,v) # (0,0).

Portanto, este item é verificado.
Ainda, fazendo a mudanca de coordenadas u? + v? = 22, temos para todo 22 > 0 que

1 24 22 1

Z >
21+s522 25— 252

o que implica

24 22 1 1 1 .

— 4+ = In(1+52%) > ——— + — In(1 + s2?)

L = 400
214522 25 22 252 22 ’

e portanto
1 24 22 1
li — — — 4+ —1In(1 = .
e |21 522 23+22n( +57) oe

Assim, F satisfaz a condi¢ao (NQ).

1.2 Solucgao radial via Teorema do Passo da Montanha

Nesta se¢ao, mostraremos primeiramente que o funcional I satisfaz a geometria do
Teorema do Passo da Montanha e também a condi¢ao de Cerami (Ce) em E,.q. Com

isso, encontraremos uma solugao radial para o sistema (P). Denotaremos por X um
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espago de Banach.

Definigao 1.3. Um funcional I € C*(X,R) satisfaz a condigcio de Cerami (Ce) se toda
sequéncia (z,) C X com |I(z,)| < M e ||I'(z.)||(1 + [|zn]]) — O possui subsequéncia
convergente z,, — z € X. Um funcional I € C*(X,R) satisfaz a condi¢io de Cerami no
nivel ¢, (Ce)., se toda sequéncia (z,) C X com I(z,) — c e || I'(z,)|[(1+]|2n]]) — O possui

subsequéncia convergente z,, — z € X.

Enunciamos agora o seguinte teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [8]
ou [36], Teorema 1.1.3.

Teorema 1.4. (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espa¢o de Banach real e
I € CY(X,R) um funcional satisfazendo (Ce) tal que 1(0) = 0. Suponha que:

(Z1) existem constantes o, p > 0 tais que I|yp > a,

T,) existe e € X \ 0B, tal que I(e) < 0.
p

Além disto, considere o conjunto I' = {v € C([0,1],X);v(0) =0 e I(v(1)) < 0}.
Entao

¢ = Inf max I(v(t))
¢ valor critico de 1.

Verificaremos que as condigoes deste teorema sao validas em FE,,q. Trabalharemos

entao com o nivel ¢, dado por

¢, = inf max I(v(t)),

~el, 0<t<1
onde Iy := {y € C([0,1], Eyaq); 7(0) = 0 e I(7(1)) < 0}.
Proposicao 1.5. O funcional I satisfaz as condigoes (I;) e (Zy).

Demonstracao. Facilmente verificamos que I(0) = 0. Veremos agora que (Z;) ¢ satisfeita.

Temos que
I(u,v) = %H(u,v)”2 ~ /. H(u,v)dx — )\/RN wvdz,
onde s
H(u,v) = v L111(1 + s(u? + v?)).

25 252

Fazendo a mudanca de variaveis, u? + v? = 22, obtemos
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Calculando o limite, quando z — 0%, temos

H(z) _ i (1 1 ln(1+sz2)> o,

I
o 25 252 22

20+ 22 2—0t

Assim, dado € > 0, existe § > 0 tal que se 0 < z < 9, entao

3

5"

H(z)

2

z

Por outro lado, temos que para todo z? > 0, In(1 + s2?) < s2?, o que implica

H(z)| < 22 (1) .

2 P

52 _(5p’

2 (%) < (é) g—; _ M(2)2", M(e) > 0.

Temos entao que, dado 2 < p < 2%,

Segue que, se z > ¢, temos z/J > 1, o que implica — onde 2 < p < 2*. Assim

|H(2)] < 222 + M(e)zP,Vz > 0 (1.4)

em que z2 = u? + v2. Voltando entdo a expressao de I(u,v), obtemos:

I(u,v) = —||uvH2 / H(u dx—A/ uvdx
RN

> Sl = (5) [ tide=ar [ @ otyiae o [ uvds
2 RN RN RN
> Sl = (5) [ @+ otdo-nt [ @ etpiao -3 [ ety
2 2 RN RN 2 RN
1 € A
> 2_ (= 2 2 2\p/2 A 2
> gl ol = (5) o)l =01 [+ pPde = S0l

1—X—
- <—2 5) H(u,v)HZ—M/ (u? + v?)"2da.
RN
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Ainda, temos que

/ (u? +v*)P2dx < / 222 (uP + vP)dx < Oy ||ul|P + Col|v||P
RN RN

< Gill(w, ) []” + Cof| (u, 0) |17

< O (u,v)|".
Assim, segue que

1—A—¢

I{u,v) = 1w, 0)[[* = MC|(u, )P

2
Desse modo, seja 0 < p < 1 tal que

1 1-XA—¢€)\ ,
f<2Mc( > )p’

entao, se |[(u,v)|| =pe 0 <e<1—\ obtemos

1—XA—¢ 1 1—-XA—¢
s (1TATEN 2 2
I(u,v) > < 5 >p M02 C’( 5 >p

1/1—e=2\ , 1 ,
- == — (1= )—
2( 5 )p 1 e)p

= a>0

e (Z,) esta verificada.
Verificaremos agora (Zy), seguindo ideias de [36]. Suponhamos que R > 0.

Consideremos ¢g solu¢ao do problema de autovalor

—Ap = arp em Bg(0)

Sabemos que dado £ > 0 existe Ry(¢) tal que se R > Ry(e) entdo ar < €, pois ag
decai a zero quando R — oco. Também sabemos que ¢gr pertence a F,.q. Entao, para

t > 0, consideramos ur = tpg. Sendo assim,

1 ey 1
I(ug,0) = 5 /RN 2 Vor|* + t*phrdr — /RN QLSR — 2—521n(1 + st’p%)dx

t2

1 1
= = Verl? +¢n(1—-)d — In(1 + st’¢})dz.
[ vent e (1= 3 )dos [ oo seehyas
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Dado k € N, existe 7 = 7(R, s, k) tal que se pg*(z) > 72 entao

t2
In(1 -+ st%(pr”) < (o)’ VE > 1.

Sejam Ay s = {a: € RY; pp?(x) < 7'2} e Bys = {x e RY; pp?(x) > 7'2}. Desse modo

temos que:

t? 1 1
I(ug,0) = — Vor* +oh (1 - =) dz+ — In(1 + st’¢3)dw

2 Ja,. s 252 /4, .

- £ IVorl* +¢r” (1 = A In(1 + st?¢%)d
— ——)de+ — n s x
2 /s, . PR PR p 25 .. YR
t? s 1

= - IVor|” +¢x (1— - | da
2 Br(0) §

1 1
Ak,s Bk,s

IN
I

t? 1 1
0% (aR +1- —> dx + / — In(1 + st®¢})dx
2 BR(O) s Ak:,s 28

1 st*p3
+ / _S (PRdl‘

Bk,s 282 k
r* 2 1 1 1
= — 1—-— —|d - In(1 t2 2 d
2 </BR(0) s (OéRjL s * Sk) v 1252 Ags n(l + st°¢k) 1’)
a 2 1 1 1 2.2
< E(HSORH (aR_i_l_;—i—E) —i-@ln(l—i-stT ) A5

onde |Ay 5| representa a medida do conjunto Ay ;. Tomemos k£ > 0 suficientemente grande

de modo que 1 — — + s < 0. Fixemos R > 0 suficientemente grande de modo que
s s

ar+1——-+ 7 < 0. Por dltimo, escolhamos t > 1 suficientemente grande tal que
s s

11 1
lerll3 (aR 1= -+ —) + o In(1 + st?72)[ Ay < 0

sk t2s
e llerl > 1.
Desse modo, teremos que I(ug,0) < 0, com ||(ug,0)|] = t||l¢r| > p e tomando
e = (ug,0), verificamos (Z5). O

Observacao 1.2. Como o funcional I satisfaz as condigoes geométricas do Teorema do
Passo da Montanha, pelo Principio Variacional de Ekeland (vide [22]), temos garantida

a existéncia de sequéncias de Cerami no nivel c,.
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A seguir, mostraremos que o funcional [ satisfaz a condigdo de Cerami (Ce) em E,qq.

Para isto, vamos dividir a prova deste fato nos dois seguintes lemas:

Lema 1.6. Seja (z,) = (un,vn) C Erag uma sequéncia limitada tal que |I(z,)| < M e
11 (z) | (14 ||2a]]) — 0. Entdo existe z € Eyqq tal que ||z, — 2|| — 0.

~ .o~ ’ N .
Demonstragao. Nestas condigoes, temos que I (z,) — 0 e, a menos de subsequéncias,

temos:
a) U, — u,v, = vem E.4eem E;

b) wu, — u,v, — v em LP(RY);

) Up = u,v, — v em L (RY),
pelas imersoes compactas H} ,(RY) < LP(RY), 2 < p < 2* ¢ H'(RY) — L (RY), com
1 <qg< 2.
Temos que
I'(2) 20 — 0, (1.5)

pois [I'(zn)za] < |II'(z2)||||2nll, € por hipétese (z,) ¢ uma sequéncia limitada com
I'(z,) — 0.
Mostraremos agora que

I'(z)z=0, (1.6)

onde z = (u,v) & tal que z, — z. Para isto, basta mostrar que I (z) = 0, isto é, que z é

ponto critico de I. Visto que z, — z, ja temos que

lim I (z,)¢ = 0,

n—o0

para qualquer ¢ = (¢, p2) € C(RY) x C5°(RY). Temos ainda que

I'(2)e = lim I'(z,)p.

n—oo

De fato,

n—o0 n—o0

lim I'(z,)p = lim (/ Vz2,Vo+ z,pdr — VF(zn)goda:) :
RN RN

/ V2,V + z,odr — VzVp + zpdz,
RN

RN
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pela definigao da convergéncia fraca z, — z. Resta mostrar que

lim VF(z,)pdr = VF(z)pdx.

n—oo RN RN

Para isto, usaremos o seguinte resultado, encontrado em [29], Lema 4.8:

Lema 1.7. Sejam 1 < p < oo e (f,) uma sequéncia limitada em LP(RYN) tal que
fo(z) = f(z) qgtp x € RN, Entao f, — f em LP(RY).

Facamos f,(z) = VF(z,(z)). Como u, — u e v, — v em L. (RY), temos que
un(z) — u(r) e v,(z) = v(x) gtp x € RY. Portanto, f,(z) = VF(z,(x)) = VF(2(1)) =
f(x) qtp z € RY.

Tomando 2 < p < 2* e sabendo que

1
< —, para todo a > 0 segue que
1+ sa S

||VF(Zn)||§ = ||Fu(2n)||§+||Fv(zn)||z
/ (un® + 00Uy
RN

L+ s(un? + v,?)
o
RN

Rl

1+ s(uy? + v,,2)
< c / nl? + v P < C,
RN

p

dx

+ v,

p

dx

+ Auy,

U,

p p
+/\|vn|> +( +Ayun|> dx,

Un,
S

S

em que a tltima desigualdade segue de (b), isto &, (uy,v,) — (u,v) em LP(RY) x LP(RY)
para 2 < p < 2%.
Entéo, pelo Lema 1.7 temos que VF(z,) — VF(z) em LP(RY), ou equivalentemente

VF(z,)edr — VF(2)pdz, Yo € LV (RY) x LV (RV)

RN RN

1
em que — + — = 1.

Portanto, (1.6) esta provado.

Observamos que

2 2 2
lzn = 21" = (20 = 2,20 = 2) = [[2nl” = 2 (20, 2) + 12" (1.7)
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Mas, de (1.5) segue que

on(1l) = Il(zn)(zn - z)
= I'(z2)2m — I (2)2
= V2, V2, + zpzndr — VF(z,)zpdz

RN RN
— V2, Vz + zpzdx + / VF(z,)zdx

RN RN

=l = ez} = [ VFG) 0= 2

e portanto

2nl* = 0, (1) + (24, 2) +/ VFE(z,)(zn — 2)d.

RN

Como I'(z) = 0, obtemos

’

0u(1) = I'(z)(zn —2)

= V2Vz, + zz,dx — VF(2)(z, — z)dx — / V2Vz + zzdx
RN RN

RN

= (zn,2) — |I2]* — /RN VF(z)(z, — z)dx

e portanto

122 = (20, 2 /’VF 2 — ) — on(1).

Substituindo as expressoes (1.8) e (1.9) em (1.7), obtemos:

lzn — 2||* = {on(l) + (zn, 2) + /RN VF(z,)(zn — z)dx] — 2(zy, 2)
z VE(

+ [(zn, ) — z)(zn—z)dx—on(l)}

RN

= o,(1)+ /RN VF(z,)(2n — 2)dx — VF(2)(z, — 2)dx.

RN

Visto que VF(z) € L*(RY) x L2(RY) e 2, — z, entdo

VF(z)(z, — z)dz — 0.
RN
De (1.10) e (1.11) obtemos
|20 — 2||* = 0, (1) + VE(z,)(zn — 2)d.

RN

(1.8)

(1.10)

(1.11)

(1.12)
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Por outro lado,
/ VFE(zp)(zn — 2)dz| < / IVF(z,) (2, — 2)| dx
RN RN

— / Un” + 0 Up + AU, | Uy, — u| da

ry |1+ s( 2+ v,2)
+ / St Un + AUy | v, — v| de

ry |1+ s( 2 4+ v,2)
< / Ty |tnl lup — ul dz

gy |14+ s( 2+ 0,?)
+ / —1-2% |V |Un — v| dx

gy |1+ s(un + v,2)
3 [ Tl o= o]+ o) o — ] d

RN
2 2

< / Yoy n |t ||un — uldx

ey \ 1+ su2 = 14 sv,?

v? u?
n n n n — d
* /RN <1+svn2+1+sun2>|v o = vldz
+ )\/ (|tn||vn — v| + |vn ||ty — ul) da.
RN
Utilizaremos ainda o seguinte resultado, similar ao encontrado em [39], Lema 2.2:
2
Proposicao 1.8. Para q tal que 0 < q < 2 existe C = C(q) tal que 7 f 5 < Cg)|w|Y,
sw

para todo w € R.

Portanto, tomando 0 < ¢ < 2, temos

VF(z,)(zn — 2)dx

RN

< / (Clun]? + Cloal) ][t
]RN

+ [ (Cloat+ Clunt) oo
]RN

TN / (ltnllv — o] + o0l
RN

Analisando a primeira integral do lado direito

c/ a2t — 1] + 0] 11| 10, — 1]z,
]RN

— uldz

—v|dx

— ul) dx.
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podemos aplicar a desigualdade de Holder com p/ =g +2ep = 1]_9’_ e obter
q

1+q 1
e »’
/|un|1+q|un—uldxs(/ Iunl”'da:) (/ |un—u|p’dx> = [|un — ully [|un]];
RN RN RN

que converge & zero pois u, — u em LP(RN), 2 < p < 2* ¢ ||up|ly < Cllu,| < M. Para a

outra integral temos

/ o7ttty — uldz < (/ |vn|p/dx)p (/ ]un|p/dx>
RN RN RN

= Cllonllylunlly llun — wlly

1
ol

(/ luy, — u|p/dx) ’
RN

que converge & zero pelo mesmo argumento, mas aqui utilizamos a desigualdade de

Y e

Holder com trés indices, 1/p' + 1/p' + q/p' = 1, pois p' = q + 2.

De maneira analoga, podemos mostrar que
/ (lva]? + |unl?) |vnl vy — v]dz — 0.
RN
Temos entao que

VF(zp)(z — 2)

RN

dzx < )\/ [tn||vn — v| + |vp||tn, — uldz + 0,(1).
RN
Portanto, voltando & expressao (1.12), temos

lon— 27 < on(1) + A / il [ — ] + [0l [ — ulde
RN

< on<1>+A/ et — al [ — 0] + [l o — ]
RN

+  |vn — vl|u, — ul + |v||u, — uldz

Da mesma forma os termos /
R
u,v € LA(RY) e u,, — u,v, — v em L*RY), por (a). Assim,

ul|v, — v|dx e vl||u,, — u|dxr convergem a zero, pois
|ul] | |v]| | g , P
N RN



1.2 Solugao radial via Teorema do Passo da Montanha 21

lon— 2|2 < on(1) +2)\/ up — ul[vn — vlda
RN
< o,(1) + / [ty — ul* + |v, — v|da
RN
= 0n(1) + Mlun — ull3 + Aon — 0|3
= 0n(1) + Alzn — 2|3
< op(1) 4+ Mlzn — 2|2
Portanto,
|20 — Z||2(1 —A) <o,(1),
e assim z, — z em E,q. [

Observacao 1.3. Ressaltamos que tal argumentacao so € vdlida em FE,.q, devido as

imersoes compactas, e nao € valida em E.

Lema 1.9. Suponha que (2,) C Eyeq € tal que I(z,) — ¢ e |[I' (z)||(1 + ||lzal) — O

Entao (z,) possui uma subsequéncia limitada.

Demonstracao. Por contradi¢do, suponhamos que ||z,|| — oco. Definamos 2, = ﬁ
Zn
Entao (Z,) ¢ uma sequéncia limitada com ||Z,|| = 1 e, consequentemente, a menos de

subsequéncias, z, — 2. Assim, um dos dois casos abaixo ocorre:

caso 1 : limsup sup / |2, 2dz > 0,
Bi(y)

n—oo yeRN

caso 2 : limsup sup / 2,7 dx = 0.
Bi(y)

n—oo ye]RN

Mostraremos que nenhum dos casos pode ocorrer, obtendo para cada um uma
contradigao. Comegaremos pelo caso 2, seguindo as ideias de [39] e as referéncias ali
utilizadas.

Como [|T'(2,)]|(1+ [|2,]|) — 0, a menos de subsequéncias, temos que:

, 1
I (zn)]|l|2n]] < —, quando n — oo,
n

assim,

1 / 1
—— < T (22)2n = ||2a])? —/ VF(z,)zpdr < —. (1.13)
n RN n
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t? 1
Afirmacao 1. Para todot >0 en €N, I(tz,) < o —i—/ §VF(zn)zn — F(z,)dx.
n RN

De fato, utilizando novamente a fungdo h(t), definida em (1.3), aplicada em z, =

(Un, vy), temos:
2

h(t) = () = %VF(zn)zn — F(tz)

ha(t) < ha(1),VE > 0. (1.14)

Além disso, por (N@Q) temos que
1 N
§VF(zn)zn — F(z,) > 0,Vx € R",

Utilizando (1.13) e (1.14) temos que, dado ¢t > 0,

I(tz) = —HanQ—/ F(tz)dz
2 RN
t2 t2
< B[ Lyr [ F
< 2n+/RN 2V (2n)zndx /RN (tzp)dx
< t2+/ L F ()2 — Flza)d (1.15)
< 5 . 2n) Zn 2p)d, )

o que mostra a afirmagao. Além disso, de (1.13), segue que

1 1 1
I(z,) = §||zn||2 - /RN F(z,)dz > —5 + - VE(z,)zndr — / F(z,)dx

n 2 RN RN

e, assim,

1 1
—VF(zp)zn — F(zp)de < I(z,) + —. (1.16)
RN 2 2n

Desse modo, por (1.15), (1.16) e pelo fato de que I(z,) = ¢, + 0,(1) obtemos:

t2 1 1+
I(tzy) < — + 1(z,) + — = I(z,),Vt > 0, N,
(z)_2n+(z)+2n o + 1(2,),Vt > 0,Vn €
ou seja,
t2 1+t
—lzall? < + + ¢+ on(1) +/ F(tz,)dx (1.17)
2 2” RN

para n suficientemente grande e para todo t > 0.
2 &
VI =Xzl

Facamos t,, :

Temos que ¢, — 0 quando n — oo e, substituindo ¢,, em
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(1.17), obtemos
2¢,  _ 1+t,?
< 4 on(1 F(t,zn)d
TS5, t¢ +0()+/RN (tnzn)dz
ou seja,
2¢,
¢ < ¢ 4 o,(1) + H(t,z,)dx + )\ti/ Uy, Uy dT
1 - )\ RN RN
ou ainda,
2¢, Ao 2
<c 4 o,(1) + H(tpz,)dx + =t zodx. (1.18)
1 - )\ RN 2 RN
Considerando a estimativa (1.4) com ¢ = ——, obtemos
2 1—-A *
|H(2)| < 2 — + M(e)2P,2 < p < 2%

Substituindo esta estimativa em (1.18), obtemos

1—-A

2¢,

RN

1—XA A
on(1) + ¢, +t2 (T+§> / zfld:c—l—Mtﬁ/ |2 [Pda
RN RN

IN

IN

A
Y < 0,(1) +c + /RN tnlzn> (T) + Mt,Pz,Pdx + Eti/ 22dx

de, [1+3\ 22 NN
n(1 - L M
0(””1—A< 3 )/anan?“ (¢—1—A>/R

|20 [P

N Hanp

(14 3\ NN
SOAD+@+£Li—l/‘%M$+M( C)Q/|4mm
RN RN

2(1—\) 11—

Mas, se o caso 2 ocorre, pelo Lema de Lions (vide Lema 1.21 em [51]), terfamos 2, — 0

em LP(RY),2 < p < 2* e portanto,

/ 2.Pdz — 0.
RN

Além disso, como
[ s <iap <
RN

teriamos que

¢ (14 3X0) 3¢, + ¢ A

AV APS -
2=y =W+ 5aTy

<on(1) 4 ¢ +

Logo,
2¢, 3¢, + ¢
— 1
= 20— o
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ou equivalentemente

% < on(1),

o que é um absurdo, pois ¢, > 0. Portanto, o caso 2 nao pode ocorrer.
Suponhamos agora que o caso 1 ocorra. Podemos supor entao que existe uma

subsequéncia n; — oo tal que

) )
/ |y, [*dz > = ou / |0, [Pdz > .
Bi(y) 2 Jnw 2

De fato, caso contrério, existiria ng € N tal que se n > ng, entao

) )
/ |ﬂn]|2da: <;e / |ﬁ’nj|2dx < —,\V/TL 2 ng.
Bi(y) 2 Jew 2
Portanto, teriamos

/ |2, [Pdz < 6,
Bi(y)

uma contradicao com a hipotese. Neste caso entao, tomamos

lim sup sup / |t |*dx = 6 > 0.
Bi(y)

n—oo yERN

Assim, se (y,) ¢ uma sequéncia tal que |y,| — oo e

/ |G, |2 d2 > §/2,
B1(yn)

considerando que 4, (z + y,) — u(x), temos

| i+ )P > 572
B1(0)

e portanto,

/ a(x)Pdz > 6/2,
B1(0)

ou seja, @ # 0. Logo, existe Q C B;(0), com |2 > 0 tal que

0 < Ji(x)] = lim [an(z +yo)| = Tim eEE ) oo
n—oo

nooo ||z
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Como temos que ||z, || — oo, entdo necessariamente
Un (T + yn) = 00,V 2 € Q C By(0).

Assim, pela condi¢ao de nao-quadraticidade (NQ) e pelo Lema de Fatou, obtemos

n—oo

lim inf /]R ) %VF(zn(x + ) Con(@ + 90)) — F(on( + yo))dz

n—oo

> liminf /Q %VF(zn(x ) (@ + 90)) = F(zn(@ + yo))da

n—oo

> / lim inf %VF(zn(x +yn)) (2n(® + Yn)) — F(2n(r + yn))d
Q
— 400 (1.19)

Por outro lado, sabemos que |I'(z,)zn| < | (z2)|l|l2nll — 0, se n — oo e portanto,

I'(23)2n = 0,(1). Dessa forma,

%VF(ZH)(ZH)  F(a)dr = I(z) — %I'(zn)zn <t
RN

o que é uma contradi¢do com (1.19).
Se |yn| < R, R > 1, obtemos

)
9 < / i ( + o) Pl < / i (2 + o) Pl
27 JBio Bar(0)

e como Uy, (x + y,) — @ em Byg(0), segue que

J
=< / a(z) |2 da.
2 B1(0)

Analogamente a situacao anterior, existe 2 C By(0), |©2| > 0 tal que

lim o)l (it (7 + y)| = |(2)] £ 0,V z € Q.
—00

Logo, o argumento segue analogo ao caso em que |y,| — 00. Assim sendo, o caso 1

também nao pode ocorrer e esta garantida a existéncia de subsequéncias limitadas. [

Com pequenas alteragoes ao que foi feito em [36], podemos mostrar que o funcional [

satizfaz o

Teorema 1.10. (Principio de Criticalidade Simétrica) Seja I o funcional associado ao
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problema (P). Se (u,v) € ponto critico de I em E,q.q, entio (u,v) serd ponto critico de I

em E.
Agora estamos prontos para mostrar nosso primeiro resultado:

Teorema 1.11. Suponha que 0 < s <1 e 0 < A < 1. Entdo o sistema (P) possui uma

solugao (u,v) em Eyuq.

Demonstracao. Conforme mostrado anteriormente, o funcional I definido em E,.4 satisfaz
as condigoes (Z;) e (Zy) do Teorema 1.4. Entao, pelo Principio Variacional de Ekeland
[22], temos garantida a existéncia de uma sequéncia de Cerami no nivel ¢,. Como (NQ) é
satisfeita, nos Lemas 1.6 e 1.9 mostramos que o funcional I satisfaz a condi¢ao de Cerami
(Ce)e, em E,qq. Entao, pelo Teorema 1.4 temos que ¢, ¢ um valor critico de I e portanto
o limite forte z da sequéncia de Cerami (z,), ¢ um ponto critico de I em E,,q. Mas os
pontos criticos de I sdo exatamente as solugoes de (P). Portanto, temos que z = (u,v)
¢ uma solugao nao-nula de (P), pois ¢, > 0 e temos que a solugao ¢ radial, pois estamos
trabalhando em FE,,4. Pelo Principio da Criticalidade Simétrica, temos que nossa solugao

(u,v) encontrada em E,,q é também uma solugao de (P) em E. O

Ainda nao temos informagao sobre o sinal de tal solu¢do mas, como a solucao é
radial, temos que u e v satisfazem a seguinte desigualdade, cuja demonstragao pode ser

encontrada em [47].

Teorema 1.12. (Desigualdade de Strauss) Seja N > 2, N € N. Para cada u € H! ,(RY)

rad

existe Cy dependendo apenas da dimensao N, tal que

a-n
lu(z)| < COnla| = |lull g4

para quase todo x € RV,

Portanto, temos que u(z) e v(z) convergem a zero quando |z| converge ao infinito.

1.3 Solucao minimizante restrita a vinculo

Consideremos agora o funcional I, escrito da seguinte forma:

I(u,v) = %H(u,v)HQ [ G, vz,

RN

onde s s .
G(u,v) = _Z _2H) + 2 ;U — @ln(l + s(u® 4+ v?)) + Auw. (1.20)
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Nossa ideia agora é mostrar que /(u,v) possui um minimo no conjunto de todas as
solugbes nao triviais de (P). Para isto, faremos uso do seguinte teorema, devido a Brezis

e Lieb, que pode ser encontrado em [13|, Teorema 2.1.
Teorema 1.13. Seja G : R x R — R continua com G(0,0) = 0. Suponha que:

i) limsup |(u,v)|™ G(u,v) < 0;

[(u,v)|—00

i) limsup |(u, v)| "% G(u,v) < 0;

[(u,v)|—0

i) existe (ug,vo) € R? tal que G(ug,vg) > 0;

w) para todo v > 0 existe C,, tal que para todos pares (u,v), (w, z) € R?, temos

|G ((u,v) + (w, 2)) = Gu, )| <A[|G(u, )|+ [(u, )]+ C |G w, 2)] + |(w, 2)[* +1];

e seja

1
m = inf {—/ |Vul* + \VUIQCZ&:,/ G(u,v)dr > 1} :
(u,v)EE 2 RN RN

Entao eziste (u,v) € E tal que

1

—/ IVul? + |[Vo|*dz =m e/ G(u,v)dx = 1.
2 RN RN

Observacao 1.4. Conforme observado em [13], a condi¢ao (iv) parece um pouco abstrata,

mas € vdlida, por exemplo, no sequinte caso:

(w’)  lim  |(u,v)|7* |G (u,v)| = 0.

|(u,v)| =00
Iremos trabalhar com esta condigao (iv'), ao invés da condigao (iv).
Utilizaremos argumentos semelhantes aos utilizados em [36] para verificar que a

fungao G, como definida em (1.20) satisfaz as condigoes deste teorema. Primeiramente,

observamos que (iv') implica (). Temos que

T2 2 2
e _ N | u +v u? + v? _L
[(u, )| 72 G(u,v) = (u? +0v?) _ 5t 5, 552 In(1 + s(u® +v?)) + Auw
< (WP 4+ 0372 [(u? +0?) {=1/2+ 1/25 + 1/2}]
=N [ 1
(u® + v*) 72 ?ln(l+s(u2+v2))

- 1
< C(u? —i—vz)NifZ? — (W + 0¥ N22—ln(1 + s(u® +v?)).
2
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Tomando o valor absoluto e utilizando o fato de que In(1 + s(u? + v?)) < s(u® + v?),

temos que:

_ 2 4 2) N3
—2 =2

1
= C(u2+v2)ﬁ+2—(u2+v2) =2
S

2

[(w, o) |G(u,v)| < Clu? +07)

< C(u®+ vZ)N;—QZ.
Como N > 3, temos que a condigao (iv') ¢ verificada, assim como a condigao (7).
Vamos agora verificar (ii). Seja & > 0 tal que £ = u? +v?. Para ¢ > 0 suficientemente
pequeno temos, pela expansao de Taylor que se & — 0,
6282 5383

In(1+ s§) = s§ — S T3 T o(&%).

A
Assim, para £ > 0 suficientemente pequeno e usando o fato de que [Auv| < §(u2 + v2),

temos:
ale) = é*%‘%ln(l“f)“u“
= S w
- %(&s—gﬁzgﬂ@?’))
— _g+}152_%+05§)+>‘“
< (FeDed-ges

Dado € > 0, podemos escolher § > 0 tal que se £ < § entao

1AL € & o)
(7 5)“2‘7* 25 =

pois 0 < A < 1. Portanto, limsup |(u, v)| "> G(u,v) <0

|(u,0)|—0 -

Resta verificar (zi7). Dado a > 0, seja & = £(«) tal que In(1 + s§) < 0%6. Se u > 0,
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v>0e=u?+0v?% temos

GE) > —

Podemos escolher @ > 0 de tal modo que —1 + 1/s — a/2s > 0 e desse modo, se
ud + v = £(a) entao G(ug,vy) > 0.

Assim, mostramos que todas as condi¢oes do Teorema 1.13 sao validas, e entao existe
um par (4,0) € E tal que )

—/ Vil + [Vilde = m
2 RN

/ G(a,0)dx = 1.
RN

Observagao 1.5. Pelo Teorema 2.2 de [13], temos ainda que se 4 e v sGo como obtidas
no Teorema 1.13, entdo, por um rescalonamento, com 0 > 0, as fungoes u(x) := u(3) e

v(x) := 0(3) sao solugoes do problema (P), com

0< I(u,v) < I(u,v),V (u,v) € E.

Portanto, obtemos uma solug¢ao de (P) cuja energia é minima, isto é,
I(u,v) = m = inf {I(u,v); (u,v) € E\ {(0,0)} e (u,v) resolve (P)}.

Entretanto, ainda nao sabemos se esta solugao € radial ou nao, nem temos informagao

sobre seu sinal.

Pelo Teorema 2.3 de [13] temos que as solugoes obtidas pertencem a L>®(RY), com
|1‘im u(z) = |1|im v(xz) = 0. Além disso, pelo Lema 2.4 de [13], temos que toda solugao
T|—00 T|—0o0

de (P) em F satisfaz a identidade de Pohozaev:

N -2
—/ |Vul? + |Vo|?de = N G(u,v)dz. (1.21)
RN

2 RN
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1.4 Equivaléncia entre as solucoes encontradas

Nosso proximo passo serd mostrar que esta solugao (u, v) obtida pelo rescalonamento
da solucao do problema de minimizacao com vinculo coincide com a solugao pertencente
a F,.,q obtida pelo Teorema do Passo da Montanha, no Teorema 1.11. Inicialmente,
mostraremos que a solugao (u,v) encontrada coincide com uma solu¢ao que tenha sido
obtida pelo Teorema do Passo da Montanha aplicado em E e nao em FE,,q. Depois
mostraremos que, de fato, as solugoes encontradas pelo Teorema do Passo da Montanha
em todo o espaco E e em E, .4 coincidem. Utilizaremos aqui argumentos semelhantes aos
encontrados no artigo [27| de Jeanjean e Tanaka. Para isto, faremos uso das seguintes
notacoes:

¢ = inf max I(y(t)),

onde I' := {y € C([0, 1], E);v(0) = 0,1(y(1)) < 0};

¢ = Inf max I(7(t)),

onde I, := {y € C([0,1], Eyqq); 7(0) = 0, 1(7(1)) < 0}, e
m :=inf {I(u,v) : (u,v) € E'\ {(0,0)} e (u,v) resolve (P)}.

Observamos que o nivel ¢ existe, pela geometria do funcional, mas nao é possivel

verificar a condic¢do (Ce). em E, somente em F, 4.
Lema 1.14. Dado z € E com I(zZ) = m, existe v € ' tal que z € ~([0,1]) e

max I(y(t)) = 1(z) = m.

Demonstragao. Pela Observagao 1.5, temos que tal z = (u, v) existe. Logo, consideremos

o caminho a(t) = (v (t), az(t)) definido por

0, set=10
O[l(t) = { ﬂ(

z/t), set >0,
e analogamente para as(t) com v(z/t). Temos que
2 - 2 112 12 2
la (@I = "2 (IVall; + [Volly) + % (llall; +119113) .

logo a(t) : [0,00) — E. Ainda, como (u,v) é solugao de (P), segue da identidade de
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Pohozaev (1.21) que / G(u,v)dx > 0. Além disso:

RN

tN_2

o) = 5 /RN]VEP%—]V@\de—tN/RNG(a,ﬁ)dx.

Desse modo,

d tN*3
—I(a(t)) = (N-2) / \Va|* + Vo’ de — NtV [ G(u,v)dx
dt 2 RN RN

= AN 4 BtV

= tN3(A - Bt?)

N -2 19 9 o
onde A := —— |Va|* + |Vol°de e B:= N G(u,v)dx.
2 RN RN

Mais uma vez, pela identidade de Pohozaev, temos que A = B e assim t¥ ~3(B— Bt?) =
tN=3B(1 — t?), com t > 0, portanto

d

%I(a(t)) > 0,se0<t<1
= 0, set=1
< 0O,set>1.

Logo, para L > 0 suficientemente grande, temos

max I(a(t)) =m,e I(a(L)) < 0.

0<t<L
Portanto, o resultado segue se y(t) := a(t/L). O

O que mostramos garante que ¢ < m. Consideremos agora os conjuntos

S = {(u,v) EE;/RNG(u,v)dx— 1},

P = {(u,v) € EN{(0,0)}; J(u,v) = 0},

onde N9
J(u,v) == —_/ |Vul® + |[Vo*de — N G(u,v)dz. (1.22)
2 RN RN

Pelo que vimos até agora, temos P # ¢, pois a solucao (u,v) € P e S # ¢, pela condigao
(1ii) do Teorema 1.13.

Lema 1.15. m = inf [(u,v).
(u,v)eP
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Demonstragao. Para cada (u,v) € S fixado, definamos a aplicagao:

O, :S — FE,(u(z),v(x)) — Pu(u,v) = <U(§)7U<§))
onde
N -2
=\ o5 N(Vul), Vo),

Primeiramente, observamos que, na realidade, ®, é uma funcao de & em P. De
fato, dado (u(x),v(z)) € S, temos que / G(u(z),v(z))de = 1. Mas entao:
RN

N -2

T /RN Vu(z/a))? + |[Vo(z/a)Pde =

N —2
= ozN_Q/ Vu(z))* + |Vo(z)Pdx
2 RN

N -2

— o

N—-2(N-2
2 2N

(Vu(), Vo()lls

N-2

)2 1(7u(), Vool 1(Vul-), Vo))l

N -2

_ N (W) . e

~ N (%) ’ 1(Vu(), Vo)l

= No¥ = NaN/ G(u(x),v(z))dr = N Gu(z/a),v(x/a))dz.

RN RN

Portanto, (u(x/a),v(z/a)) € P. Agora, mostraremos que P, ¢é sobrejetiva. Tomemos
(u(x),v(x)) € P, portanto G(a(z),v(x))dzr > 0. Queremos mostrar que existe uma
RN

mudanca de variaveis x = [y tal que

[, 6w, o(pu)dy =1

o que implicaria que (@(By),v(Py)) € S. Entao, teriamos

1

1= [ Glaen. oy = 55 [ Glate). i)z,

e como (u(x),v(x)) € P, temos
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Portanto, tal mudanca é possivel se, e somente se,
N —2
N - <2
5V = 22NV, Vit 2.

Tomemos entao (a(fz),0(fz)) € S. Neste caso, temos que a é dado por

N -2 ~ . N—-2 2w . -
a =\ 5 I(Va(B), Vo )ll, =/ —57—67= II(Val), vai)ll,.
Mas entao

ﬂ B 6 B ﬁN/Z B ﬁN/Z 1

a N=2 555 |1(Va(-), V()| N -2 . . A
o B2 [(Val), Vo)) |l 5 1(Va(), i)l

ou seja, D, (u(px),v(fx)) = (a(x),v(x)). Assim mostramos que @, é sobrejetiva.
Além disso, dado (u,v) € S, temos (P, (u,v)) € P e

H@a(u0) = 30" [(VuV0lE -0 [ Gluds
! (%) (Vu, Vo) 2 - (%)m 1(Vu, Vo)
_ %(%)Wuwwmnﬁ -
Portanto,

N—2
1 (N=2\ 7 N
inf I(wov)= inf I(®y(uv))= inf — [ ———= , .
Ut Tu,0) = inf (@ (u0) (ugl)esN( = ) 1(Vu, Vo)

Mas, pelo Teorema 1.13 temos que existe (u,7) € S tal que

1

—/ |Vil* + |Vo[’dr = inf {1 1(Vu, V)3 ;/ G(u,v)dr > 1}
2 RN 2 RN

G(u,v)dr = 1.

RN

Logo,

U,V

1 _ N2 - 1 2
1078, volE = int {5070 volE
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e, ainda pela Observagao 1.5, temos que @, (@, v) tem energia minima e assim

inf [ = I(®,(a, ) = m.
Wt (u,v) = I(Pu(u,v)) =m

]

Vamos agora mostrar que o funcional J(u,v), definido em (1.22), é nado-negativo
numa vizinhanga de (0,0). Lembrando entao que, dado € > 0, temos de (1.4) que dado

2 < p <2 existe M > 0 tal que

| H (u,v)| < (g) (u? + v2) + M(u2 + v*)P/2,

segue que

N -2
J(u,v) = 5 /}RN |Vul® + |[Vo’de — N - G(u,v)dz
N —2 N
= —/ |Vul? + |[Vo|*dx + —/ u? + vide
2 RN 2 RN

- N H(u,v)dm—N)\/ uvdz
RN RN
N —2 N
—/ |Vu|2—|—]Vv|2d:v—|——/ u2—|—v2dx+N<£>/ u? + v’dz
2 RN 2 RN 2 RN
2 . 2\p/2 NA 2 2
- NM | (v +v*)P de — — u” +vidx
RN 2 RN

v

IV

N —2 N
—/ |Vul? + |Vv|2dx+—(1—5—)\)/ u? + vidx
2 RN 2 RN

— NM (u2 + v2)p/2dx
RN
> G / IVu|? + |Vo]? +u® + v?de — NM [ (u® + 0*)P2da
RN RN

N-2 N
onde C; = min{T,g(l—a—)\)}. Escolhendo ¢ > 0 tal que 1 —e — XA > 0 e

utilizando novamente a desigualdade
[ s pas < Cl ol
RN

obtemos

J(u,v) > Ci||(u,v)|* = NMC||(u, v)|".

Tomemos entdo 0 < p < 1 tal que p? < C1p?. Entdo, se ||(u,v)|| = p, temos

2NMC
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1 1
J(u,v) > Cip* — 501,02 = 50102-
Segue entao que J(u,v) > 0.
Lema 1.16. m = c.

Demonstracao. Pelo Lema 1.14, temos que ¢ < m. Vamos mostrar que ¢ > m. Seja
v €T, temos que ([0, 1]) P # 0. De fato, conforme verificado acima, temos que existe
p >0 tal que J(u,v) > 0 para 0 < ||(u,v)|| < p, e assim

N -2

J(u,v) = —5 ||(Vu,Vv)||§ — N/RN G(u,v)dx = NI(u,v) — ||(VU,VU)||§ > 0.

Dado v € ', com ~(0) =0 e I(y(1)) < 0, segue que
J(7(0)) =0 e J(y(1)) < NI(y(1)) <0.

Entao existe ¢ty > 0 tal que [|v(to)|| > p e J(v(to)) = 0, e assim y(ty) € P.
No entanto, pelo Lema 1.15, m = ( ir;fp](u,v), e assim, para cada v € I, temos
u,v)e

T(~v(8) > I(~(ty)) > inf I —
max (v(t) = 1(~( o))_(u}gep (u,v) =m,

o que implica que ¢ > m e portanto, ¢ = m. ]

Observagao 1.6. Assim, a soluciao que minimiza energia € a solugdo obtida pelo Teorema

do Passo da Montanha, caso a mesma exista.

Vamos agora mostrar que tal solugao é positiva. Para isto, usaremos o seguinte

resultado, semelhante ao Lema 2.12 de [39]:

Lema 1.17. Para cada z € E\ {(0,0)} com / G(z) > 0, existe um unico nimero real
N

t >0 tal que 2(;) € P e I(2(;)) € o mdwimo para a fungdo

tHI(z(é)),t>0.

Demonstragio. Consideramos (t) dada por v(t) := z (3), entao

tN*Q

I(v(t) =1 <z <%>> = /RN |Vul? + Vo2 de — tV /RN G(z)dx.
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Temos entao que

tN—3
v (t) = (N —2) 5 / |Vul® + |Vu|*dz — NtN_l/ G(z)dz,
RN RN

e 7' (t) = 0 se, e somente se,

(N-3 (<N2_ 2) / (Vul? + |Vo|?dr — th/ G(z)dx) =0,
RN RN

(N — 2)/ \Vul|® + |Vo|*dz
RN

, com G(z)dz > 0. O
2N G(z)dx RY

RN

portanto, t = 0 ou t? =

Estamos agora prontos para mostrar o seguinte resultado:

Teorema 1.18. O sistema (P) possui uma solu¢ao positiva radial, de energia minima,

via o Teorema do Passo da Montanha.

Demonstragao. Seja

2 2 2 2
- + 1
G(u,v) = — <u 5 v >+u 281} —gln(1+s(u2+v2))+)\uv,

vimos que existe o par (u,v) € P tal que

G(u,v)dr >0
RN
e
I(u,9) =c=m= inf [ :
(u,0) =c=m (u,lgep (u,v)
Entao,

G(lul, [o]) =

—2 —~2 —2 ~2 1
= (“ ;U >+“ ;;“ — 5o (1 + s(@ + %) + Alalll.

Mas uv < |a]|v], o que implica que
G(lal, [v]) = G(u,v) > 0.

Assim, pelo Lema 1.17, podemos projetar (|al,|v|) em P, isto é, existe to > 0 tal que

(1) € P.

Lo to
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Entao,
() = 2 1l Tl - [ Gl lobde
< 2o lvaval - [ G
1 . PRI L
— SIVa). TN - [ Gl o)
- (o)
< I(u,v)

pois (,7) € P e I(7,7) = max ] (a(é), @(é)),
>
Ainda, como o infimo sobre P é atingido, temos

I(a,7) =minI(z) < I <|u(g)|, |v(;)|) < I(u,0).

2€P to

Assim, 1 <|(a$)|, \@($)|) = m, isto &, <|a(§)|, \@(g)!) & um ponto de minimo de I

sobre P. Como a variedade de Pohozaev P é uma restri¢ao natural do problema, (vide

[41]), temos que <|ﬂ(%)|, |@(5)|> ¢ também um ponto de minimo sobre F, e assim uma

solugdo nao negativa de (P). Pelo Principio do Maximo Forte, tal solu¢ao é estritamente

positiva, e consequentemente pelo Teorema 1.1, radial.

Na Observacao 1.6, ainda nao sabiamos se existia uma solucao via Teorema do Passo

da Montanha mas, como a solugao positiva que minimiza energia é radial, com m = c, e

no Teorema 1.11 obtemos uma solucao radial do problema em FE, via Teorema do Passo

da Montanha, segue que ¢ = ¢, e as solucoes sao coincidentes.

O



Capitulo

2

Solucao para um sistema radial

Neste capitulo vamos modificar o sistema com o qual trabalhamos no Capitulo 1,
transformando-o num sistema nao-auténomo, mas ainda tendo o sistema (P) como seu
problema limite. Consideramos entao o seguinte sistema em RY, com N > 3:

u? + 02

I T P () [ e R

(£)

—Av+v = u + v* v+ Au
1+ (s+a(]z])(u? +v?)

onde a é uma fungao satisfazendo as seguintes condigoes:
(R1) a:RY — R, com a(z) = a(|z|), isto ¢, a ¢ uma fungao radial;

(R2) lim a(z) =0;
|z]—o0

(R3) existem constantes ag, a; > 0 tais que —ag < a(z) < a;,V x € RY | mas ainda com

0<s—ap<s+a(zr)<s+a <1

A este sistema esta associado o funcional

1
L) = o) |2~ | Ho(w,uv)de - / Nuvde,
2 RN ]RN
em que
2 2
1
Ho(w,u,0) = — 0 In(1 + (s + a(2)) (12 + o)),

2(s +a(x))  2(s +a(x))?
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e definimos

F.(z,u,v) = H.(z,u,v) + Auwv.

Observagao 2.1. Da condi¢ao (R3), temos que nao existe uma rela¢io direta entre os
funcionais I e I, isto €, dado qualquer par (u,v) € E, podemos ter que I(u,v) < I,(u,v)
como I.(u,v) < I(u,v), ou até mesmo uma oscilagao entre os dois casos, quando mudamos
o par (u,v). Veremos nos proximos capitulos que, quando a(x) deiza de ser radial,
precisamos impor condi¢oes sobre a mesma de maneira a termos uma relagdo fixa entre
0s funcionais no infinito e I, associado ao problema nao-auténomo, para podermos obter
solucao para o sistema. Observamos ainda que faremos uma aborgadem diferenciada

daquela feita por Stuart e Zhou, para o caso escalar, apresentada em [49].

Trabalharemos novamente em FE,.q com a norma usual de H!(RY). Faremos isso pois,
pela estrutura de nosso sistema, com a(x) radial temos que se (u,v) é solu¢do em E,.q

entao, pelo Principio da Criticalidade Simétrica, temos que (u,v) é solugdo em FE.

2.1 Resultados preliminares

Comecaremos com o seguinte resultado, que mostra o comportamento do funcional I,

a medida que a funcao a(x) varia.

Proposicao 2.1. Considere a fun¢ao

z 1
L(t) = = — — (1

onde z € uma constante positiva e t € (0,00). Entao L € uma fung¢ao decrescente.
Demonstracao. Temos que

z z 2In(1 +tz)
T (1t in) 28
—tz(1+tz) —tz+2(1 +tz)In(1 + t2)

23(1 + t2)
—(1+t2)2+1+2(1 +t2)In(1 + t2)
2t3(1 4 t2)

) =

Como 2t3(1 + tz) > 0, consideremos h(y) := —y* + 1+ 2yIlny, com 1 +tz = y,y > 1.
Temos que h(1) = 0 e mostraremos que h(y) < h(1) =0,V y > 1. De fato, temos que

h'(y) = —2y+2ny+2=2(1+1ny —y),
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1
e fazendo ¢g(y) = 1 + lny — y, temos ¢'(y) = — — 1, e portanto, ¢'(y) < 0 se y > 1.
Y
Assim, ¢g(y) < g(1) = 0, o que implica que h'(y) < 0 se y > 1. Segue que L'(t) < 0 se
1+tz=1y>1, o que sempre é valido pois ¢t > 0. Portanto, L(t) é decrescente. O]

Lema 2.2. O funcional I, satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha 1.4.

Demonstragao. Claramente temos que I,(0,0) = 0. Verificaremos inicialmente a condigao

(Z,). Fazendo a mudanca de variaveis u? + v* = 22, obtemos que

H.(z,z) 1 1 In(1+ (s+ a(x))z2).

P2 2(s+a(x)) 2(s+a(x))? 22
Calculando o limite quando z — 0%, obtemos

oy r(:2)
z—0t 22

=0.

Assim, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se 0 < |z| < 0, entdo

3

H, (z,z)
2

z

Por outro lado, temos que para todo z? > 0, In(1 + (s + a(z))2?) < (s + a(z))2?, o que

implica
22 1 )
|H,(z,2)] < 26 al) + Ten a<x))2(s +a(x))z

= <
s+a(z) s—ap

onde utilizamos a condigao (R3). Entao, se |z| > §, temos |z|/d > 1, o que implica que
2 D

24z . ,

ﬁ§§,00m2<p<2 . Assim,

2 1 62
~ < ( > O _ M(e)=",
s+ ag s+ag) OP

Portanto, para todo |z| > 0, temos que se 2 < p < 2%, dado € > 0, existe M(g) > 0 tal
que
H,(z,2)| < 222 + M{(e)2". (2.1)

Com esta estimativa, a verificagdo de (Z;) segue aniloga ao caso auténomo, feita na

Proposi¢ao 1.5. Para (Z), observamos que de (R3), temos s + a(x) < s+ ay, e da
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Proposigao 2.1, segue que os funcionais associados satisfazem a relagao I,.(u,v) < I;(u,v),
onde I; é o funcional associado ao problema auténomo, analogo ao funcional I do Capitulo
1, apenas substituindo-se s por s+ a;. Assim, como feito para tal funcional I, novamente
na Proposi¢ao 1.5 podemos encontrar e € E,.q tal que I1(e,0) < 0. Disso segue que
I,(e,0) < 0. Portanto, o funcional I, satisfaz as condi¢oes da geometria do Teorema do
Passo da Montanha. O

Vamos agora mostrar qual o efeito que a varia¢ao da funcdo a(x) provoca na expressao

de nao-quadraticidade associada ao problema.

1
Proposicao 2.3. Considere a func¢io Q(t) := §VFr(t,z)z — F.(t,z), comt > 0 e

z = (u,v), comu >0 ev >0 constantes. Entio Q(t) é decrescente.

Demonstracao. Temos que

2

1 =z z 1
£ == (14t
QW) =577 ~ o T L +12),
e
Q'(1) L =2 = 1 (1+t2) 4~
2(1+t2)?2 2t 3 2t2 (1 +t2)

—t*28 +tz2(1 +t2)* — 2(1 + t2)? In(1 + t2) + t2(1 + ¢2)

2t3(1 + tz)?
— 1323 btz + 26222 4 432° — 2(1 + t2)2 In(1 + t2) + tz + 222

23(1 + tz)?
2tz 4 3?22 — 2(1 + t2)* In(1 + t2)
263(1 + t2)?
3(1+t2)2 —4(1+t2)+1—2(1+t2)*In(l + t2)
23(1 4 t2)?

Queremos mostrar que Q'(t) < 0 para t > 0. Como 2t3(1 + tz) > 0, fazendo entao
1+ 1tz =1y temos para y > 1 que

h(y) == 3y> — 4y +1 -2y Iny,

h(1) = 0.
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Temos ainda que

W(y) = 6y—4—4ylny -2y
= 4y —4ylny — 4
= 4(y—ylny—1).

Fazendo agora g(y) :=y —ylny — 1, temos que ¢'(y) = —Ilny < 0, para todo y > 1.
Portanto, temos que g(y) < g(1) = 0 e assim,

W (y) <0,y > 1,

o que implica h(y) < h(1) = 0, para todo y > 1. Assim, Q'(t) < 0, para todo
1+ tz =y > 1, ou seja, para todo tz > 0. Como z > 0, por estar associado com

um termo quadratico, temos que @'(t) < 0, para todo t > 0. ]

Observagao 2.2. Pela proposi¢io acima, temos que a funcio F,.(x,u,v) satisfaz a
condi¢ao de nao-quadraticidade (NQ), dada pela Defini¢iao 1.2, pois de (R3), temos que
s+a(x) < s+ ay, e assim, Q(s + a1) < Q(s + a(x)), com Q(s + a1) satisfazendo as

condigoes de (NQ), pela mesma argumentagao feita para a fungao F no Capitulo 1.

2.2 Condicao de Cerami

Mostraremos agora que a condicao de Cerami é satisfeita pelo funcional I, no nivel

minimax d, do Teorema do Passo da Montanha, dado por

d, == inf max I,(v(t)),

~€El, 0<t<1

onde I'; := {y € C([0, 1], Eraa); 7(0) = 0, I,(y(1)) < 0}. Esta prova esta dividida nos

dois lemas seguintes:

Lema 2.4. Seja (z,) = (un,v,) C Eraq uma sequéncia limitada tal que |I.(z,)] < M e
11.(z)]|(1 + || zal]) = 0. Entéo existe z € E,qq tal que ||z, — z|| — 0.

Demonstracao. A demonstracao deste fato é analoga a prova do Lema 1.6 do Capitulo 1,
onde usamos o fato de estarmos trabalhando em FE,..4, e termos as imersoes compactas
H! (RY) — LP(RN), 2 < p<2*e H(RY) — LI (RY), com 1 < ¢ < 2*. O

rad loc

Lema 2.5. Seja (2,) C Erag uma sequéncia tal que I.(z,) — d, e ||I.(2,)]|(14]2n]]) — 0.

Entao tal sequéncia (z,) possui uma subsequéncia limitada.



2.3 Existéncia de solucao positiva 43

Demonstra¢ao. Novamente, a prova deste fato segue anéloga a prova do Lema 1.9 do
Capitulo 1, onde utilizamos a estimativa (2.1) e a condigdo (R3), juntamente com a

Proposicao 2.3, na passagem envolvendo o Lema de Fatou. O

2.3 Existéncia de solucao positiva

Teorema 2.6. O sistema (P,) possui uma solu¢ao radial nao-nula (u,v).

Demonstragcao. Conforme verificado no Lema 2.2, temos que o funcional I, satisfaz as
condicoes do Teorema do Passo da Montanha 1.4. Pelo Principio Variacional de Ekeland
(|22]), temos garantida a existéncia de uma sequéncia de Cerami no nivel d,. Nos Lemas
2.4 e 2.5 mostramos que o funcional [, satisfaz a condigao de Cerami em tal nivel.
Assim pelo Teorema 1.4, temos que d, é um valor critico de I, e portanto o limite
forte da sequéncia de Cerami (z,), z, € um ponto critico de I,, pertencente a FE,.q e,
consequentemente, uma soluc¢ao fraca de (P.). Como d, > 0, temos que tal solugao é
nao-nula. Finalmente, pelo Principio da Criticalidade Simétrica, z é um ponto critico em

todo E, e assim ¢ solugao de (P,) em E. O



Capitulo

3

Solucao para sistema nao-auténomo via

comparacao de niveis de energia

Neste capitulo, consideraremos o seguinte sistema em RY, com N > 3:

Au + W + A
—Au+u = w4+ v
1+ (s+a(x))(u? + v?)
(P)
2 2
—Av+v = u v v+ Au

L+ (s+a(x))(u? + v?)

com 0 < A< 1,0<s<1eafungao a satisfazendo as seguintes condigoes:
(A1) a:RY - R, com a(z) <0V z € RY;

(A2) lim a(z) =0;

|z|—o0

(A3) existe uma constante sy > 0 tal que

0<sy<s+a(r)<s VaecRY

Temos que o funcional associado ao problema é dado por

1
I(u,v) = 5/ [Vul® + |Vo]? + u® + v?de —
RN

H(m,u,v)dx—)\/ uvdz,
onde
= U2+U2 — 1 n S a\x U2 U2
H(J],U,U)— 2(S+CL(£L')) 2(s+a(m))21 (1+( + ( ))( + ))7
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e definimos
F(z,u,v) := H(z,u,v) + Auwv.

Observamos que, devido a condi¢ao (A2), o problema limite associado a este problema
(P), é o problema estudado no Capitulo 1, que de agora em diante sera denotado por
(Ps).

Como a fungao a(z) nao é radial, ndo podemos fazer uso das imersées compactas do
espago F,..q para garantir a convergéncia forte das sequéncias de Cerami. Para contornar
tal situacao, provaremos uma versao do resultado de concentragao de compacidade, de
Lions [31], conhecido como "Lema de Splitting"[48]. Além disto, comparando os niveis de
energia entre os funcionais I e I, associado ao problema (Py,), conseguiremos mostrar
que numa faixa especifica, (0, my ), temos garantida a compacidade e consequentemente
a convergéncia forte das sequéncias de Cerami. Entretanto, para ser possivel fazermos tal
comparagao entre os niveis, tivemos que impor a condi¢ao de que I(u,v) < I.(u,v), para
todo par (u,v) € E'\ {(0,0)}, que segue diretamente da hipotese (Al).

3.1 Resultados preliminares

Comecaremos com a verificacdo da seguinte relagao entre os funcionais [ e I.

Notemos que I, ¢ o funcional definido em (1.1).

Proposigao 3.1. Para todo z € E'\ {(0,0)},
I(z) < Io(2). (3.1)

Demonstragao. Como I(z) < I(z) equivale a

2 2
=] =]

5 —/RNF(Z)d:c< 5 —/RNFOO(,Z)da:,

em que F, esta definida em (1.2), z = (u,v) e o termo Auv é comum as duas fung¢oes F'

e I, temos que mostrar que a funcao

z 1
L(t) = — — — In(1 + t2),t

¢ decrescente, pois como s + a(z) < s, entdo teremos L(s) < L(s + a(x)), e assim,
F(z) > Fx(2), como desejamos. Entretando, isto segue diretamente da Proposigao
2.1. ]
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Observacao 3.1. Como nos capitulos anteriores, utilizamos a condi¢cao de nao-
quadraticidade para obter a limitacao das sequéncias de Cerami, mas pela Proposi¢ao

2.8, como s+ a(x) < s, temos que

Q(s) < Q(s + a(x)).

A fungao Q(s) estd associada a condi¢ao de nao-quadraticidade da fungao Fy e Q(s+a(x))
esta associada o condi¢cao de nao-quadraticidade para a fungao F. Portanto, como a
fungao F,, satisfaz a condigao de nao-quadraticidade, temos que a funcao F também

satisfaz tal condicao.

Verificaremos agora que o funcional I satisfaz as condi¢oes do Teorema do Passo da
Montanha.

Proposicao 3.2. O funcional I satisfaz as condigoes (I;) e (Zy) do Teorema 1.4.

Demonstragao. Facilmente verificamos que 1(0,0) = 0 e que existe e € E tal que I(e) < 0,
pois a condigao (Z,) é verificada para o funcional I, e I(e) < I(e) < 0 pela Proposigao
3.1. Para a condigao (Z;), observamos que, pela hipotese (A3) e com argumentos analogos
aos usados no Capitulo 1, Proposicao 1.5, podemos mostrar que fixado 2 < p < 2* e dado
e > 0, existe M(e) > 0 tal que

\H(z,2)| < 22 (%) +M(e)?, 2 < p < 2. (3.2)

Com tal estimativa, o argumento segue anélogo ao do caso do funcional I considerado no
Capitulo 1. n

3.2 Existéncia e limitacao de sequéncias de Cerami

Consideremos Z, a solugao radial positiva de energia minima de (P,,), encontrada
no Capitulo 1. Na demonstracao do Lema 1.14, vimos que existe L > 0 tal que
I (2(%)) < 0. Fagamos zi(z) := z(£) e z(z) := (0,0). Pela Proposicao 3.1, temos
que I(z1) < Io(2z1) < 0, e definimos

¢ = inf max I(7(t)),

onde I' := {y € C([0,1], E) : 7(0) = 20;7(1) = z1}. Com isto, podemos enunciar e

demonstrar o seguinte resultado:
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Lema 3.3. Eziste uma sequéncia (z,) = (Un,v,) C E satisfazendo I(z,) — c e

17 (z)[[(1 + [|2a]]) = 0.

Demonstracao. A existéncia de tal sequéncia estarda garantida se pudermos aplicar o
Teorema de Ghoussoub-Preiss (ver Teorema A.2, no Apéndice). De fato, para mostrarmos
a existéncia de uma sequéncia de Cerami convergindo para c¢, como definido acima,
precisamos apenas mostrar que existe um conjunto fechado F C E tal que F N I.. separa
2o € 21, como definidos acima, onde I. := {z € E;I(z) > ¢}, é um subconjunto fechado
de F.

Tomemos entao

F:={z€ FE;I.(z) >0},

que é claramente fechado. Temos que zy e z; nao pertencem a F N I, pois ambos nao

pertencem & I.. Podemos pensar em E \ F N I, como sendo
{ze E;1(z) <c,I(2) 20} U{z € E;1(2) <c¢,Ix(2) <0}.

Observamos que, a principio, ainda teriamos {z € F;1(z) > ¢,1(z) < 0}, mas tal
conjunto ¢ vazio, pois I(z) < I(z) para todo z € E e ¢ > 0.

Assim, da demonstracao da Proposicao 3.2, segue que existe p > 0 tal que se
0 < ||z]| < p, entao I(z) > 0. Portanto, existe uma bola aberta B, (0), contendo zy e existe
uma componente conexa Cy de {z € E;1(z) < ¢, [(z) > 0} tal que B,(0) C C;. Por
outro lado, z; pertence a uma das componentes conexas de {z € E;1(z) < ¢, [(2) < 0}.

Assim, temos que F N I. separa zg e 21 e o resultado segue. O

Lema 3.4. Suponha que (z,) C E ¢é tal que I(z,) — c e ||[I'(z,)|| (1 + ||zn]]) — 0. Entao

(zn) possui uma subsequéncia limitada.

Demonstracao. A demonstracao deste lema estéd baseada na demonstragao do Lema 1.9,

onde verificamos o mesmo fato para o funcional I.,. Por contradi¢cao, suponhamos que
Zn

|zn|| — oo. Definamos 2, := Entao (Z,) é uma sequéncia limitada com |[|2,]| = 1

[12n]] T ‘ .
e, consequentemente, a menos de subsequéncias, 2, — 2 € E. Assim, um dos dois casos

abaixo ocorre:

caso 1 :limsup sup / |2, [2dz > 0;
Bi(y)

n—o0o0 ycRN

caso 2 :limsup sup / |2, ?dx = 0.
Bi(y)

n—oo yERN

Vamos mostrar que nenhum dos casos pode ocorrer, obtendo uma contradicao para
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cada caso. Comegaremos pelo caso 2. Conforme feito na demostracao do Lema 1.9,

podemos mostrar a seguinte desigualdade, analoga a (1.17):

1+ ¢?
2n

2 9
5 llzall” <

+c+on(l)+ / F(x,tz,)dx (3.3)

RN
para n suficientemente grande e V ¢t > 0.
Ainda, da estimativa (3.2), andloga & estimativa (1.4), utilizada no Capitulo 1, a
verificacao de que o caso 2 nao pode ocorrer segue como na prova do Lema 1.9.
Suponhamos agora que o caso 1 ocorra. Pela Proposicao 2.3, temos que para todo
r e RN
0< %VFOO(,Z),Z _Fu(s) < %VF(x, 2)z— F(z, 2). (3.4)

Portanto, a verificagao de que o caso 1 nao ocorre segue idéntica a do Lema 1.9, até o

ponto onde aplicamos a condigao (NQ) e o Lema de Fatou. Assim, aqui temos

lim inf %VF(x, 20(T 4 Yn)) (2n(x + yn)) — Fx, 20 (2 + yp))dx

n—oo RN

n—o0

> lim inf/Q %VF(ZE, 2n(T 4+ yn)) (2T +yn)) — F(z, 20 (x + ypn) )dz

n—o0

> liminf /Q %VFOO(zn(x ) (2@ 4 9n)) — Foo (20 + yo))da

> /Q lim inf %VFoo(zn(x + 40) o (& + Yn)) = Foo(zn(@ + yo))der

n—oo

A partir deste ponto, a prova segue novamente analoga & do Lema 1.9. O

3.3 Resultado de compacidade

Nesta secao, provaremos um resultado de concentracao de compacidade, também
conhecido como lema de "Splitting", para o nosso problema (P), enunciado no inicio
deste capitulo. No que segue, utilizaremos o seguinte resultado, cuja demonstracao pode

ser encontrada em [12]:

Lema 3.5. (Lema de Brezis-Lieb) Considere j : C — C uma func¢ao continua com
j(0) = 0. Em adi¢do, considere j satisfazendo as sequintes hipdteses: para cada € > 0

suficientemente pequeno existem duas funcoes continuas e nao negativas p. € V. tais que

j(a+b) — j(a)] < epe(a)+ (D)
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para todo a,b € C. Considere f, = f + g, uma sequéncia de fungoes mensurdveis de €

em C tais que:
(i) g, — 0 qtp em Q;
(ii) j(f) € L;

(i1i) /gpg(gn(m))d,u(:p) < (' < o0 para alguma constante C, independente de € e n;

(iv) /wg(f(x))du(x) < 00, para todo € > 0.

Entao, se n — oo,

J 15+ ) = o) = 5k > 0.

Observagao 3.2. Se j(t) = [t|P,0 < p < oo, as hipdteses (it) — (iv) sdo simplesmente
que f € L? e (g,) sao uniformemente limitadas em LP, (vide [12], exemplo (a)).

Lema 3.6. (Splitting) Seja z, = (un, v,) C E uma sequéncia limitada tal que I1(z,) — c e
' (z) |l (1 + ||z0]|) = 0. Entao substituindo (z,) por uma subsequéncia, caso necessdrio,
existe uma solu¢ao z = (u,v) de (P), wm numero k € N U {0}, k pares de funcoes

U, v1), ..., (U, vs) e k sequéncias de pontos {y?}, yi € RN, 1 < j < k, satisfazendo:
(Z) (Un7'l}n) — (ﬁ,@) em F ou

(i) |yl = oo, [yl —yi| — o0, se j #i;

(”Z) (unvvn) - Z (u](x - yi)?”j(x - yﬁz)) - (17’777) em E;
(iv) I(z,) — 1(2) + Z Lo(2);

(v) zj = (uj,v;) sdo solugoes fracas nao triviais de (Ps).

Demonstragao. Como (z,) ¢ limitada, temos que z, — Z em E. Mostraremos que
I'(z) = 0. Da imersdo compacta de H'(RY) em LI (RY),1 <r < 2*, temos que u, —

e v, = vem L (RY). Logo, se K; ¢ um subconjunto compacto de R, temos que
un(z) = u(z), gtp x € Ky,

v () = v(z), qtp x € Ko,
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e existem fungoes h(z),l(z) € L], .(K), onde K = K; U K, tais que:
jun ()], [u(z)] < h(z), gtp x € K,

[on(@)], [5(2)] < 1), gtp = € K.

Fixamos ¢ e ¢ € C°(RY) e consideramos K = K; U Ky = suppyp N supp. Entao para
quase todo r € K

2 2 )
[ Un 1+ Un Uy, + )\vn} o(x) — [ Ut — — ﬂ—i-/\@} o(x),

1+ (s + a(2))(uj + v7) 1+ (s +a(2)) (@ + v?)

w? + v?
1+ (s+a(x))(a?+ v?)

l u? +v?
L+ (s + a(x))(u + v7)

lm—%Aun]¢(x)—%[ @—%Aﬂ}¢(m)

Além disso, pelo Lema 1.8 com ¢ = 0 e (A3), temos para quase todo x € K

Cu,,
<
|g0(x)| > ||90||oo s

@
< ||¢||w(sih§<i) Nz >)
< el (22 4 210

Uy, + AUy,

u? +v?
1+ (s+a(x))(u2 +v2)

u? +v? ; y . Cu, .
'1+(8+a(a:))(u,%+v,%)n+)\n’w( s Wl s+ ()+)\"
< W (C% ()
< Wl (52 4+ 20

Ch(z)

@Qenwu(c“) (0 > 0 e pertencentes a

L'(K). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

onde temos ng||oo(

lim | VF(up,va)(p,¢)dw = | VF(@,0)(p,¢)dz, Vo, € Ci°(RY).

Por outro lado, pela convergéncia fraca de u,, — @ e v, — v, temos para todo par
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(¢,¢) € C°(RY) x C5°(RY) que

lim (Vu,Vo + upp + Vo,V +v,00)de = / (VaVe + ap + VoV + v)dx.

Entao,

0= lim I'(un, va)(p, %) = I'(@, 0)(p, V)V, € C5°(RY),

n—o0

e portanto, como Cg°(RY) é denso em F,
I'(a,v) = 0.

Vamos entao agora supor que (u,, v,) nao converge forte a (u,v). Seja z,1 1= 2z, — 2 =

(up, — @, v, — D). Assim, temos que z,; — 0. Iremos mostrar que
2 2 o2
a) [z ll” = [lzall” = 12" + 0n(1)
b) Io(2n1) = c— 1(Z2)

!

c) I

[e o]

(Zn,l) — 0.
(a) Como z, — z em E, entao (z,,2) — (z,2) = ||z||*. Assim,
lznall® = llza = 2I° = (20 — 2,20 = 2)
= <Zmzn> - <Zn72> - <Z7zn> + <27 2)
2 _ 112
= lznll” =2 (20, 2) + ||l
2 o2
= |lzall” = [I2[I” + 0n(2)
(b) Temos que

1 1
Taen) = 1) 1) = 5wl = [ Pulen)de = 5l + [ Fada
RN N

2 R
+ gl - [ PG
— on(1) — /R Flza)do+ /R F(z)da - /R F(2)ds
+ (/RN F(zp1)dx — - F(zm)d:v)
— o)~ [ (Fulons) = Flan)) da

+ /RN (F(2zp) — F(2) — F(zn1)) do
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onde usamos o item (a).

Afirmacao 2. / (Fo(2n1) = F(2n,1)) dv = 0,(1).

RN

Afirmagao 3. / |F(2n) — F(2) — F(2n1)|dr = 0,(1).

RN
Portanto, Ioo(zn1) — I(z,) + I(Z) = 0,(1), 0 que implica em

Io(2p1) = c—1(2),

visto que I(z,) — ¢. Assim concluimos a prova de (b).
Vamos agora verificar as afirmacoes acima.

Verificagao da Afirmacao 2: Recordamos que

Foo(u,v) = 4 ;SU — % In(1 + s(u? +v?)) + Auw
Fluo) = 500 — 5 +1a(:r))2 Inl + (s + ala)(u +v5) + Aue.
Portanto,
Faole) — F(z) = (5 - ﬁ) (2 + o) — (1 + s(u? 4 0)
b (4 (s a(e) e +0?)).

2(s +a(x))?

Temos que z,; — 0, entdo, 2,7 — 0 em LP(Bg(0)), para 2 < p < 2*. Vamos

primeiramente mostrar que
/ Foo(2n1) — F(2n1)dz = 0,(1).
Br(0)

De fato, utilizando a hipotese (A3), temos

/BR(O)

1
de < / ———(uly + 2, )da
Br(0) (

(35~ st may) () S a()

IN

1
S—||zn,1|\§—>0 em Bgr(0).
0
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Para a segunda parte, temos:

1 , ,
35t ag)e M s+ a@) (4 vn))de

1
——1n(1—|—s(ui —i—vi )+
/BR(O) 2s° ! !

1
< [l st, o ))ds
Br(0)

1 2 v2 T
i /BR(o) 2(s + a(x))? (1 + (s + a(x)) (up,, +v51))d

1 1
< — ) In(1 + s(u?, +02)))dx
/BR(O) <252 2(s + a(x))2> ( (tn )

< / ( 1 + 1 ) 2 dx < / 1 2 d
< — 4+ —————— ) sz dx < ———sz,dx
Bro) \25%  2(s +a(x))? ! B0 (5 +a(x)?” ™!

S S 2
— zijldx = — [|znall; = 0
S0 J BRr(0) 50

utilizando (A3) e o fato que In(1 + sz) < sz, para todo z = Vu? + v2 > 0. Portanto,

/ Foo(ont) — F(zna)dz = on(1),
Br(0)

e o comportamento da integral sobre a bola estd completamente descrito. Vamos agora

analisar a integral sobre o exterior da bola € := RV \ Bg(0). Analisaremos primeiramente

/Q <% - m) (U2, +v2,)d.

Pela hipotese (A2), temos que dado € > 0, existe R > 0 tal que se |z| > R, entao

a integral

1 1 -
—— | <c
2s  2(s+a(x)) ’

o que implica que

/Q (2_13 - m> (u2 ) +v2))dz

pois (z,1) € limitada e, portanto, esta parte esté verificada, bastando considerar R > 0

< 5/(11%71 + Uil)dl‘ <e ||zn1||§ <eM,
Q

suficientemente grande.

Vamos agora analisar

1

/Q (—2%2 In(1+ s(ul; +v2,)) + 20+ a(@)

In(1+ (s+ a(x))(ufu1 + U?u))) dz.
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Primeiramente, vamos mostrar que a funcao do integrando é sempre positiva. Como
estamos somente interessados no comportamento da fun¢ao a(x) quando |r| — oo,

pensaremos em 2,1 = z, uma constante e analisaremos a funcao

ft) = 2—12 In(1+tz)

onde t = s+a(x),e 0 <t <s. Comos+a(x)< s, mostraremos que f é decrescente,
assim f(s) < f(s+ a(x)) e portanto —f(s) + f(s+ a(z)) > 0, o que equivale a

1 1
_@ ln(l -+ S(Uil + UZJ)) -+ m ln(l -+ (S + a(x))(uiJ -+ ,072171)) > 0. (35)
Temos que
1 1 z
") = —=In(1+t —
I p i)+ oy
1 /1 =z 1
= —|= — —In(1+t¢
Iz <21+tz i+ Z)>
Queremos mostrar que f’(t) < 0. Consideremos entao a fungao h(y) := ylny + 3~ g
Temos que
1
R (y) =Iny+ 5> 0,Vy>1.
Assim,

h(y) > h(1) =0,V y > 1.

Entao, se y =1+ 2zt > 1, temos que

1 142t
(1+ 2t In(1+ 2t) + 5 — +2Z > 0
1 1
/
(14 2t)In(1 +2t) > %
1 z
(1 4at) >
pn+2t) > 59—,

ou seja, f'(t) < 0se 1+ 2t > 1, o que é sempre valido, pois 2zt > 0. Portanto a

fungao f(t) = o5 In(1l + 2t) ¢ sempre decrescente, e como s + a(z) < s, temos que
f(s) < f(s+a(x)), ou seja, (3.5) ¢ valida.
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Entao,
/ _ L In(1+ s(u, +v2,)) + _ In(1 + (s +a(x))(u2 |, +v2,))dx
0 282 n,1 n,1 2(8 + a(l‘))Q n,1 n,1
1 1
= [ gl s )+ g (1 (s @) (0 0 )
1

1
< / ——In(1+ 5(“2,1 + vil)) + In(1 + 5(“2,1 + U?l,l))d‘x
Q

252 2(s + a(x))?

_ /Q (_QLSQ + m) In(1 + s(u2, +v2,))dz
< /Q (—2%2 + m) s(up 1 + vy )da.

Novamente por (A2), dado € > 0, existe R > 0 tal que se |z| > R, entéao

—— 4+ <e,

‘ 1 1
252 2(s+a(x))?

e, portanto, temos que

1

m In(1+ (s+ a(x))(un,l + vn,l))dx

1
/ —5 (L + sy +vn) +
Q

< esllzall;,

e o resultado segue. Concluimos assim a verificagao da Afirmacao 2.

Verificagao da Afirmacao 3: Vamos agora mostrar que

/RN |F(2,) — F(2) — F(zp1)|dz = 0,(1).

Consideremos a fungao
F(u,v) = H(u,v) — F(u,v),

em que
H = w4 — L n(l+ (s + a(x))(u? + v?
(u, ) 2(s + a(x)) 2(S+a(x))21 (1+( (@) )

A

F(u,v) = Auw.

Temos que Vﬁ(u, v) = (Av, \u), o que implica

vamwﬁzxﬁﬂw+wazxuwwL
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onde |.] representa a norma euclidiana de R?. Entao

1 d -
/OEF(ﬁ—tG)dt‘

/0 1 VE(¢ — t9)(—9)dt’

|F(&—1t0) — F(§)| =

IN

/0 1 {vmg—te)J 10] dt
- )\/l[g—tej 10] dt
< [l oa

= fig 1o+
< A 5L5J2+LZ—5+WTJ2
= 5@6(€)+¢6<9)

onde .(6) = M€l e vu0) =2 (1 + 1) 107

Assim, tomando z, = Z+z, 1, e sabendo que z,; — 0 em quase todo x € RY, podemos

aplicar o Lema 3.5 e concluir que

A

/]RN |F(Zn) — F(E) — F(Zn,1)|dflf — On(l)

_ u? + v? 1 5
Agora, consideremos H (u,v) = G Ta@) 20T a@)? In(1+ (s+a(z))(u”+v%)).

Temos que

u? + 0?2 u? 4 v? )
M

VH(u,v) = (1 n (3+a(:v))(u2+v2)u’ I (8+a(a7))(u2—|—1)2)v
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e, portanto

|V H (u, U)jQ = (u? + v?)

[N
Q———~  —~
—~~ =

+‘

V2) Nw

N
IS
[\
~_
[N}
(3]

IN

onde usamos o Lema 1.8 e (A3). Assim,

C(q)

S0

[VH(u,v)] < [(u,0) )"

Utilizando um argumento anélogo ao anterior, podemos mostrar que
[H(E —t0) = H(E)| < C (e [€)™ + (C) [0)7).

Portanto, novamente pelo Lema 3.5, temos que

/RN |H(2,) — H(201) — H(Z)|dz = 0,(1).

Assim, a Afirmagao 3 esta verificada.

Vamos agora verificar (c): I._(2,1) = 0,(1). Temos, ¥V p, ¢ € C¢(RY), que

I;O(Zn,l)(907 ¢) = /N vun,lv@ + an,lv¢ + un,lSD + Un,lwdgj - /N VFOO(ZR,I)<<IO7 ¢)d$
R R

Como Uy 1,v,1 — 0 em E, pela defini¢ao de produto interno temos

RN

/ Vu,1Vo +u,1p0de — 0 e Vo, 1V + v, 190de — 0.
RN

Para mostrar que

VE(zn1)(p,)dx — 0,

RN

observamos que (z,1) é limitada e 2,7 — 0 em quase todo = € RY. Entao, pelo Lema
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1.7, identicamente & forma como ele foi utilizado na demostracao do Lema 1.6, temos que

RN RN

pois VE,(0,0) = 0. Portanto, (c) ¢ verificada.
Temos ainda que
0= I;o(zn,l)(zn,l) + on(1),

ou seja,

u? | 402 )2
i |)* + [|onal)® = 2)\/ Up 1V dT = / (U1 1) dr + 0,(1).
RN R

N1+ 3(“%,1 + U%,l)

Como estamos considerando que z,; — 0 em E, tomemos

0, := lim sup sup / |t 1 |2
B1(y)

n—oo  ycRN

0y := limsup sup / v 12 d.
Bi(y)

n—o0o0 ycRN

Se 0, = 9, = 0, entdo, segue do Lema de Lions ( Lema 1.2 de [51]) que

Un,1, Un,1 — 0

(3.6)

em L?T(RY), com 2 < 2+ ¢ < 2*. Assim, usando (3.6) e o Lema 1.8 novamente, temos

0 < (L= A)(llwanll® + fonall”)

= ot I+ ol = Al + a2
a2 + [t — 22 / oy 10m 12
RN

u? | 402 )2
_ / ( n,1 n,Ql) 5 dr + On<1)
RN 1+ (S + a(x))(un,l + Un,l)

u? |+ 02 ))?
/ ( n,1 ) n,1)2 d.’E—i-On(l)
RN 1+ So(un,l + vn,l)

IN

< /RN C(Q) (Zn71)q+2d.l" + On<1)

S0

Portanto u,1,v,1 — 0 em E, o que ¢ uma contradigao.

Suponhamos entao, sem perda de generalidade, que 9, > 0. Entao existe uma
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sequéncia (y!) € RY tal que
Ou
/ |t 1 [Pdr > ==
Bi(h) 2

Consideremos agora a sequéncia (un1(- + y3), vn1(- + y1)). Podemos assumir que tal
sequéncia satisfaz

(Un1 (- + Yn)s Uua (- + 4n)) = (w1, v1) em E

(unJ(' + yrlz)ﬂ}n,l(' + y711)> — (uhUl)?qtp YIS RN'

Como 5
[ lmala s> 2,
B1(0) 2

segue pelo teorema de Rellich que

d
[ updr= 3,
B1(0) 2

e assim u; Z 0. Mas (up1,v,1) — (0,0) em E, entao (y;) ¢ ilimitada e, a menos de
subsequéncias, podemos assumir que |y}| — oo. Além disto, como I (tn1,vn1) = 0,(1)

em E, podemos deduzir que z; := (uy,v;) é uma solugao fraca de (Py ). Definamos agora

(tn2(2), n2(2)) = (Un1 () = ur(z = yp), v () = vi(7 = y)).
Entao, como anteriormente, temos que:
a) [[znall” = llzall® = 121" = 211" + 0n(1);
b) Io(2n2) = ¢ —1(2) — Io(21);

!

c) I

o0

(ang) — 0.

De fato, para (a), temos que

<Zn,27 Zn,2> - <Zn,1 — 21,%n,1 — Zl)

= (Zn1,2n1) — 2(2n1, 21) + (21, 21)

e usando que z,1 — 21 e que ||zo1]|> = [|za]]> = |1 Z]|* + 0n(1), 0 resultado segue.
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Para (b), temos que

1

Ioo(ZnQ) - Ioo<zn,1) + Ioo(zl) = § ||Zn72|

2—/ Foo(#n2)dz

RN
1 2 L2

= leal®+ [ Peldnt 3l - [ Fu(ade
2 RN 2 RN

— /RN Foo(#n1) — Foo(21) — Fo(2n2)dx

e, utilizando uma ideia analoga a da Afirmacao 3, podemos mostrar que

[ VPen) = Fuler) = Fulzaa)ldi = 0.
R

e portanto o resultado segue.

Para (c), utilizamos argumento semelhante ao da verificagao de que I._(z,;) — 0. Se
| (2n,2, vn2)|| = 0, concluimos a demonstragao. Caso contrario, (z,2) — 0 e ndo converge
forte, e podemos repetir o argumento. Dessa forma, obtemos sequéncias de pontos
(y2) € RY tais que |y2| — oo, |yd —yi| — oo se i # j, com n — 0o, sequéncias de pares de
fungdes (un;(2),vn;(x)) = (Unj-1(2) — w1 (z — ¥ 7) Va1 (@) —vma( —9571)).J = 2
tais que

(tn (T + 1), V0 (7 + 1)) = (u(@), v5(x)), em E,

e (u;,v;) é solucao fraca de (Py). Pelo que vimos no Capitulo 1, temos que I (u;,v;) >

Meo > 0, onde
Moo := Inf {1 (u,v) : (u,v) € E\{(0,0)} e (u,v) resolve (Px)},

e pelo Lema 1.16, temos que my = s, 0 nivel minimax to Teorema do Passo da Montanha

para o funcional I,. Portanto, pela expressao
I(z) = 1(2) + Ino(21) + Ioo(22) + 0,(1),

tal iteracao deve parar em algum indice 7 > 2 finito. O
Corolario 3.1. O funcional I satisfaz (Ce)., para todo 0 < ¢ < M.

Demonstragao. Temos que I (u?,v7) > mq, para todo par (u?,v?) solu¢ao nao trivial de
(Ps). Tome (uy,v,) uma sequéncia (Ce)g tal que § < mo € aplique o Lema 3.6 a esta

sequéncia. Como I (uy,v,) < M, obtemos que k = 0 e assim (u,, v,) — (4,0) em E. O
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3.4 Existéncia de solucao

Nesta se¢ao, mostraremos entao que o sistema (P) possui uma solu¢do (u,v) nao-
nula. Inicialmente, mostraremos que o nivel de energia gerado pelo Teorema do Passo da

Montanha esté na faixa onde temos compacidade, conforme o Corolario 3.1, isto é,
Lema 3.7. 0 < ¢ < My

Demonstracao. Recordamos que

u? 4 v u? + v? 1

G =— - In(1 2+ 0%) 4+ A
(u,v) 5 + T a@) 20T a@)? n(l+ (s +a(x))(u” +v%)) + Auwv,
‘ G (1, 0) u2+02+u2+1}2 11(1+(2+ 2)) 4 A
=— ——1n :
(U, v 5 5% 52 s(u®+wv uw
1

Assim, as fungbes G e G, diferem pela fungao L(t) = 2% ~5p In(1+tz), com ¢ > 0.

Mas, na Proposigao 3.1 verificamos que L(t) é decrescente, e como s + a(x) < s, entao

L(s) < L(s + a(x)), o que implica que
Goo(2) < G(2),Vz € E\{(0,0)}.

Tomemos z a solugdo radial positiva de energia minima de (P,), e consideremos

z,(z) = zZ(x — y), para algum y € R" fixado. Entao

/RN Glzy(2))de > /RN oo (2)(2))da
= /RN Goo(Z(z — y))dx

= Goo(Z(x))dx > 0

RN

onde usamos a invariancia por translacoes na integral de G, e o fato de que, como z é

solucdo de (P ), entao z satisfaz a identidade de Pohozaev e assim Goo(Z(x))dz > 0.
RN

Como / G(zy)dx > 0, segue da demonstracao do Lema 1.17 que existe 0 < ¢, <1
RN

1) -1 () (7).

tal que
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@) < =6)
= = (7))
==+ 2)
- = (+(5))
= = (1)

onde utilizamos novamente a invariancia por translacoes de I, e o fato de que z é solugao
de (P) de energia minima, portanto o maximo no caminho z(x/t) é obtido em ¢ = 1.

Precisamos entao construir um caminho v € I' tal que

e 16:(0) =1 (5 (})) < e,

I = {7 € C(0.1), B):7(0) = 0,7(1) = z1(2) = 2 () }.

relembrando que

Temos ainda que, se t = L, entao

H(3) <to (5 (3)) =10 (: (2)) = e <0

Portanto,
I <zy (%)) <0, com L >t,.
Consideremos
o= (200 (2 -2).
Temos que
90) == (7)
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Assim, /3(t) é um caminho ligando z, ( ) a z1(x). Além disso

z
L

1o = 1z (zrra-n(z-7)))
< Bo(e(prro-n(z- 1))
= L (:(z+ 7))
- 1 (:(3)
= I.(z)<0.

Portanto, o funcional I é sempre negativo ao longo do caminho 5(t). Seja a(t) o

caminho dado por

0, t=20
a(t) =
S EO
e consideremos «(t) := &(t/L), um caminho ligando zy = 0 a z, (%), passando por

x
2y <t—>, pois 0 < t, < L. Assim, fazendo v(t) a composi¢do entre os caminhos «(t) e
y

B(t), temos que y(t) € T e

s 1600 =1 (3 () ) < e

e assim,

¢ < Meo-
O

Teorema 3.8. Suponha que 0 < A < 1,0 < s <1 e que (Al — A3) sdo satisfeitas. Entdo

o sistema (P) possui uma solugdo nao-nula (u,v) € E.

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 3.2 temos que o funcional I satisfaz as condigoes (Z;) e
(Zy) do Teorema 1.4. Pelos Lemas 3.3 e 3.4, temos garantida a existéncia e a limitacao,
respectivamente, de sequéncias de Cerami no nivel ¢. Pelo Corolario 3.1, temos que o
funcional I satisfaz a condi¢ao de Cerami no nivel ¢, pois ¢ < m,, desigualdade esta
que foi verificada no Lema 3.7. Portanto, podemos aplicar o Teorema 1.4 e concluir a
existéncia de uma solu¢ao nao-nula para o problema (P). O
VF(tz)z

122
em t para mostrar a limitagao das sequéncias de Cerami. Em geral esta propriedade

Observagao 3.3. Até aqui s fizemos uso da propriedade de que € crescente
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€ muito utilizada para projetar um vetor z = (u,v) # (0,0) sobre a variedade de
Nehari N := {(u,v) € E\ {(0,0)};1 (u,v)(u,v) =0}. Como utilizamos a variedade de
Pohozaev no Capitulo 1 para fazer a comparacao entre os niveis de energia, esta hipdtese

nao foi necessdria nesse momento.



Capitulo

4

Solucao para sistema nao-auténomo via

Teorema de Linking

Neste capitulo estamos interessados em estudar o seguinte sistema em R, com N > 3:

u? + v?
A _ _ 0 TY L
u+u a(x)1+(u2+v2)u+ v
(Fa)
u? +v?
A — _ UYL
v+ a(x)1+(u2+v2)v+ u

com condigoes sobre a fungao a(x) de tal maneira que tenhamos os funcionais associados
a este sistema e ao sistema no infinito, obedecendo a relagao I (u,v) < I(u,v), situagao
que nao foi estudada no Capitulo 3.

Entretanto, ao buscarmos referéncias para o caso escalar nestas condigoes, —Au—+Au =
a(x)f(u), ndo encontramos resultados sobre o mesmo. Faremos entdo o estudo de tal

equagao e depois apresentaremos a solugao para o sistema. Situaremos nossa equagao nas

f)
¢

¢ uma funcao crescente ou nao-decrescente. Tal hipotese é imposta quando se deseja fazer

condicoes descritas abaixo, e ressaltamos que nao utilizaremos aqui a hipotese de que

uso das propriedades da variedade de Nehari |[vide [51], Capitulo 4], e a nao-linearidade
f € homogénea. Entretanto, pelo comportamento assintoticamente linear de nossa nao-
linearidade f, a mesma é nao-homogénea. Para abordar esta situacao, trabalharemos com
a variedade de Pohozaev P, associada a tal equacao.

Primeiramente, mostraremos que o infimo p = 1r€17f) I(u) nao é atingido. Isto nos
motivard a procurar por solucoes em niveis mais altosu de energia. Utilizando novamente

um resultado de concentragao de compacidade na forma do Lema de "Splitting" ([31],[48])
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e a chamada fungao baricentro, apresentada em |[3], teremos condigoes para aplicar o
Teorema de Linking e garantir a existéncia de uma solucao para a equagao.

Optamos por apresentar em detalhes a resolugao para o caso de somente uma
equacao para simplificar os calculos e assim explicitar com maior clareza as ideias aqui
desenvolvidas. As provas dos resultados analogos para o sistema sao muito semelhantes as
aqui apresentadas e algumas observagoes sobre as mesmas serao apresentadas na ultima
secao deste capitulo.

Assim, estudaremos a seguinte equacao, com A > 0:
—Au+ Au = a(x) f(u) (4.1)
em RV, N > 3, onde temos as seguintes condicoes sobre a funcao a:

(A1) a € C*(RY,R), com inf a(z) > 0;

zeRN

(A2) lim a(z) = aoo > A;

|z|—00

(A3) Va(z)-x >0,V x € RY sendo que a desigualdade ¢é estrita num conjunto de medida

nao nula de R";

\V/ .
(A4) a(z) + %ﬁ < oo,V 7 €RY;
r-H(x) x N : :
(A5) Va(z) -z + —N > 0,V z € RY, onde H representa a matriz Hessiana da
funcao a,

e as seguintes condigoes sobre a fungao f:

(f1) f e C(RT,RT), lim s) = 0;

s—0t S

(f2) lim 1)y,

)
§—00 S

s 1
(f3) definindo F(s) := / ft)dt e Q(s) == Ef(s)s — F(s), entao existe uma constante
D > 1 tal que "
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A condigao (A1) nos fornecera a geometria do Teorema do Passo da Montanha para
o funcional I associado & equagao (4.1), e também sera utilizada na demonstragao da
limitacao das sequéncias de Cerami. As condigoes (A2 — A4) fornecerao a relagao I, < I
entre o funcional I e o funcional I, associado ao problema limite e, juntamente com a
condigao (A5), aparecerao naturalmente no desenvolvimento da teoria aqui apresentada

envolvendo a variedade de Pohozaev P associada a equagao (4.1).

Observagao 4.1. Das condigoes (A2), (A3) e (A4), e do Teorema do Confronto, temos
que

Va(z) -z — 0, quando |x| — oo. (4.2)

Observagao 4.2. Conforme feito no trabalho [28] de L. Jeanjean e K. Tanaka, onde tal

condi¢ao (f3) foi apresentada, temos que
Q(s) > 0 para todo s > 0. (4.3)

Neste trabalho € também observado que a condicdo (f3) é mais geral que a condigdo

(s)

comumente utilizada de que —= € uma fung¢ao crescente. Em particular, temos que se f
s

. . ~ Ss) . P
é diferencidvel, entao & € crescente se, e somente se (f3) € vdlida com D = 1.

f(s)

De fato, ——= € crescente se, e somente se
S

(&) _ P16
s 52 ’
ou seja, se para todo s > 0 temos
f'(s)s — f(s) > 0. (4.4)

Por outro lado, (f3) € vdlida com D =1 se, e somente se Q(s) € crescente, ou seja, se

(f'(s)s — f(s)) > 0. (4.5)

N | —

(f'(s)s + f(s)) = f(s) =

N —

Q'(s) =

De (4.4) e (4.5) seque a equivaléncia.
f(s)

Como exemplo de uma fungao f tal que ——= nao € crescente, mas satisfaz a condi¢ao
s

(f3), consideramos a sequinte fungao, definida para s > 0

s" —1,5s° + 253
1+ 56

f(s) =
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Figura 4.1: Grafico de @
s

Sua primitiva F(s) € dada por

3v31n(1 + s%) + 2arctan(2s + v/3) — 2arctan(2s — v/3)
4v3

F(s):%—

e temos

o
&
w
&
o

Figura 4.2: Gréafico de Q(s) = %f(s)s — F(s).

Pela andlise do grdfico de Q(s), podemos ver que € possivel encontrar D > 1 tal que
(f3) seja vdlida.

1/2
Trabalharemos neste capitulo com a norma |u|y, = / Vul? + \udr |
RN

equivalente a norma usual || - || de H'(RY). Assim, definimos E\ := (HY(RY), || - ||»)-

Observagao 4.3. Assumiremos neste capitulo que f(s) € definida para todo s € R e
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f(s) =0 se s <0. Assim, sabendo que os pontos criticos do funcional

I(w) = %/RN Vul? + A2 — /RN a() F(u)da

associados & equagao (4.1) sao as solugoes fracas da equagdo, temos que se u € um ponto

critico de I, entao

0 = I'wu = VuVu~ —l—)\uudx—/ a(x) f(u)u~dx
RN RN
= [ VR AP = o,
RN
onde u~ := min{u,0}. Assim, necessariamente temos u > 0.

Um problema modelo de (4.1) é dado por

U3
—AU + )\U = (l([[‘)m,

1 1
com a(x) = s — onde k > —. Neste caso, temos F(s) = 5(52 —In(1 + s%)).

1
lz| + K’ oo
As condigoes sobre a funcao f sao facilmente verificadas. Para a funcdo a, claramente
se verifica a condigao (A2). Para (A1), podemos ter problemas quando |z| é proximo de

zero, mas contornamos esse problema assumindo que k > 1/a.,. Temos que

2]

Va(z) -z = (EFE

o que verifica a condigao (A3). Para (A4), temos

Va(r) -z 1 ||
@)+ N T =T o T N R
 (N(a] + k) ]
o N(|z| + k)?
_|#|[(N-1)+ Nk

G0 T T N(a[+ k)2 O

pois estamos considerando sempre que N > 3.
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Para terminar, observamos que z - H(z) - x = —pr. Assim,
(lz| + k)3
v-H(x) -z || 2|z|?
N (Jz] + )2 N(la] + k)3
Nlz|(jz| + k) — 2Jz/?
N(|z| + k)3
N|z|* + Nk|z| — 2|z|?
N(|z| + k)3
|z[*(N —2) klz|
N(lz| +k)* (|2 + k)*

Como estamos considerando que N > 3, segue que

r-H(x) x
\Y% . — — >0.
a(z) -z + N >
Apresentaremos agora uma estimativa envolvendo a fungao F', que utilizaremos vérias
vezes ao decorrer deste capitulo. Da condicao (f1) e relembrando que F(s) = / ft)dt >
0

0, temos
lim F(s)
s—0 32

=0,

ou seja, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se |s| < § entao

€
(s < Slsl
Por (f2), temos também que
F
lim (28) —1,
s—oo S

ou seja, dado € > 0 existe R > 1 tal que se |s| > R, entao

F(s)

52 -1

<e,

ou ainda, existe uma constante C'(p) > 0 para 2 < p < 2* tal que
|F(s) = s°| <els|* = [F(s)| < C(p)|s|”.

Se 6 < s < R, entdo |F(s)| < M, pois F' ¢ continua.

Assim, juntando todas estas estimativas temos que, dados ¢ > 0 e 2 < p < 2%, existe
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uma constante C(p) > 0 tal que

|F(s)| < §|s|2 + C(p)|s|?, para todo s € R. (4.6)

4.1 Variedade de Pohozaev

D. Costa e H. Tehrani em [19] (Proposigdo 2.2) observaram que, se numa equagao

como (4.1) tivermos somente que TS é nao-decrescente, e nao estritamente crescente,
nao temos garantia de que todo caminho I(tu) intercepta uma tnica vez a variedade de
Nehari N := {u # 0; I'(u)u = 0}. Podemos ter caminhos que nao interceptam a variedade
e caminhos que a interceptam infinitas vezes. Como nao temos tal condi¢cao sobre o
comportamento da funcao f, este foi um dos motivos que nos levaram a trabalhar com a
variedade de Pohozaev P .

Nesta se¢ao, apresentaremos tal variedade, associada a equagao (4.1), além de diversas
propriedades da mesma. Comecaremos entao com sua construcao, numa adaptagao de
resultado semelhante encontrado em [24]|, onde 2 representa um subconjunto aberto

limitado de RY, com fronteira ) suave.
Proposigao 4.1. Se u € HY(Q) \ {0} € solucio da equa¢io —Au = g(z,u), onde
g: QxR —=R € continua, entio u satisfaz:

N
/ IVl - de:2N/G(x,u) dx—i—QZ/xtii(x,u) dx—(N—Q)/ Vul2de,
o0 Q — Ja Q

onde G(z,u) = / g(x,s)ds e n denota o vetor normal unitdrio exterior de 0S). Ainda,
0

se O =RY, entao

N
oN [ Gl de+23) / G (2, 0) dz = (N — 2) / Vuldr.  (47)
i=1 /RY RY

RN
onde agora assumimos que G e VG| pertencem a L'(RY).

Demonstracao. Seguiremos aqui as ideias de [51]. Multiplicando —Au = g(z,u) por z-Vu

e, analisando cada lado da equagao, temos:

2 N -2
Auz - Vu = div (Vux-Vu—x|v2u| )-i— 5 Vul?,
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e utilizando o Teorema do Divergente, obtemos
2 N -2
- / Auzx - Vu dr = —/ (Vux -Vu — x|Vu| ) n dS; — —/ |Vul?de.  (4.8)
Q o9 2 2 Q
Por outro lado, temos
N
g(z,u)x - Vu = div(zG(z,u)) — NG(x,u) — Z Gy, (2, u),
i=1
e novamente utilizando o Teorema do Divergente, obtemos
N
/g(x,u)x-Vu dx :/ xG(x,u)n de—N/ G(z,u) dx—Z/ 2;Gy, (z,u) dz. (4.9)
Q o0 Q — Jo

Fazendo (4.8) = (4.9), obtemos

2 _
—/ Vux-Vu—x’vu‘ -1 dS; — u/ |Vul*dz =
o9 2 2 Ja

N
/ xG(z,u)-n dS, — N/ G(z,u)dr — Z/ Gy, (z,u) dx.
G Q — Ja

Como u = 0 em 012, temos que G(z,u) =0 em 092 ¢ Vu = Vu - nn implica

1 2 _ x 2
§|Vu| r-n=— (Vux-Vu—§|Vu| ) - 1.

Assim, na expressao acima, obtemos

N
|Vul?z -1 dS, = ZN/ G(z,u) dm+22/ Gy, (z,u) de — (N — 2)/ |Vu|*dx.
o0 Q — Ja Q

Agora, consideremos Q = Br(0). Como |Vu| € L?(RY), temos que

/ \VulPde = / / |Vu(r,0)*dS,r tdr
RN 0 JaBg(0)

= / TN_2/ \Vu(r,0)|*rdS,dr
0 9Br(0)

= / T‘N2/ (Vu(r,0) |z - n dS.dr < oc.
0 dBR(0)
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Mostraremos que existe uma sequéncia (r,,) tal que r, — oo e
rn/ |Vu(r,0)*dS, — 0.
9B, (0)

Suponhamos que nao exista tal sequéncia (r,). Entao,

r—00

lim infr/ |Vu(r,0)?dS, > a > 0.
9B,(0)
Mas, 7‘/ |Vu(r,0)?dS, = f(r) > 0 e assim
9B,(0)

/OOTN_Qf(T)dr > /OOTN_zf(r)dr > a/oorN_zdr = 400,

0 Ro Ro

o que ¢ uma contradigdo com o fato de |Vu| € L*(RY). Assim, tal sequéncia (r,) existe.

Ainda, como /|Vu|2d:p — / |Vul*dz, /G(:E,u)dx — / G(z,u)dx e
Q RN Q RN

N N
Z/ Gy, (z,u)dr — Z/ 2;Gy, (z,u)dz, obtemos (4.7).
i=1 /9 i=1 /RY

[
Para nossa equagao (4.1), temos que (4.7) pode ser escrita como
N -2 ,
T |Vu|*de = N G(z,u)dx + Va(x) - xF(u)dx (4.10)
2 RN RN RN
Au? . . . s
onde G(z,u) = a(z)F(u) — -5 Assim, temos que a variedade de Pohozaev associada a

equagao (4.1) é dada por
P = {ue€ E,\ {0};u satisfaz (4.10)}.

Lema 4.2. Seja o funcional J : Ex — R definido por

J(u) = ¥ /]RN Vul*dz — N/RN G(x,u)dr — o Va(x) - xF(u)dx.

Temos que

a) Existe o > 0 tal que ||u||x > o, para toda u € P.
b) P:={ue E\x\{0};J(u) =0} € um conjunto fechado.

¢) P é uma variedade de classe C*.
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Demonstragao. (a) Tomemos u € P. Entao u satisfaz J(u) = 0, o que equivale, por (A4)

a

(N —2) /RN |Vul?dz + AN [ u?dx = 2N <a(:c) + W) F(u)dx

RN RN

< 2N Qoo F'(u)dz.

RN

Utilizando (4.6), dado € > 0 e 2 < p < 2* temos

(N — 2)/ \VulPdz + AN [ u?dr < Naoos/
RN

RN

lu|?dx + 2NaooC(p)/ |u|Pdx,

RN RN

ou seja,

udr < ZNGOOC(]))/ |u|Pdx.

RN

(N —2) /RN |Vul*dz + (AN — aaooN)/R

Tomamos € > 0 tal que (N —2)A < N(\ — €an,). Assim,

N

C
(N —2)|[ulf < 2Naooﬁ/ AulP
)\ RN
Cp)
< 2NaooTC||u||I))\'
Assim, temos que
(N —2)A _
<l
2NaxC(p)C
onde as constantes envolvidas nao dependem de w. Portanto, existe o
_1
N-=2)x \""
(—)A > 0 tal que se u € P, entdo ||ul|y > 0.
2Na..C(p)C

(b) J(u) ¢, por construgao, um funcional de classe C'. Assim, J~!({0}) ¢ um conjunto

fechado, por ser a imagem inversa de um conjunto fechado por um funcional continuo.

Como {u = 0} é um ponto isolado de J~1({0}) entao a afirmagao (b) segue.

(¢) Consideremos a derivada do funcional J, aplicada em w:

J (u)u = (N—Z)/ |Vul*dz— N a(x)f(u)u—)\u2d:v—/ Va(z)-xf(u)udz. (4.11)

RN RN RN
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Como temos u € P, u satisfaz J(u) = 0, ou seja,

(N —2) /RN |Vul?de = 2N G(x,u)dr + 2/ Va(zx) - xF(u)dz, (4.12)

RN RN

e substituindo (4.12) em (4.11) obtemos

2
J(wu = 2N [ a(z)F(u) — ALy + 2 Va(z) - xF(u)dx
RN 2 RN

- N . a(x) f(u)u — M’dr — - Va(z) - xf(u)udz
= 2N - (a(x) + W) F(u)dz

- N (a(:c) + W) f(u)udx

RN
Va(z) -z

o [ (a(:c) + T) <F(u) - % f(u)u) dz < 0,

onde utilizamos (Al), (A3) e (4.3). Assim, para toda u € P, temos que J'(u)u < 0.
Portanto, P ¢ uma variedade C*.

m
Lema 4.3. A variedade P é uma restri¢ao natural do problema (4.1).

Demonstragao. A argumentagao de nossa prova se baseia nas ideias encontradas em [41],
onde este lema foi provado para o caso autéonomo. Seja u um ponto critico do funcional

I, restrito a variedade P. Pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange, temos que
I'(u) 4+ pJ' (u) =0, € R.
Mostraremos que p = 0. Aplicando u € P na equagao acima, obtemos:
I'(w)u + pJ (uw)u =0,

0 que equivale a

0 = /RN IVul? + \udr — /IRN a(z) f(u)udz
Va(z) -z

+ou <<N ~9) /RN Vafde - [ (a(m) + T) Fluyu — /\qux) |
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Tal expressao esté associada a seguinte equacao
Va(z) -z
—Au+ A u—a(x)f(u)+p| —(N—2)Au+ ANu— N | a(z) + ———— | f(u) ) =0,
que pode ser reescrita como
—(14+ pu(N=2)Au+ A1+ pN)u = [(1 + uN)a(zx) + pVa(x) - 2] f(u). (4.13)

Tal equacao tem uma variedade de Pohozaev a ela associada, dada por P~1({0}), em

que

) = (L1 = 2)N =2 / Valds - N

G*xudm—Z/ G, (x,u)x;dx,

onde
G*(z,u) = (1 4+ puN)a(x) + pVa(z) - x) F(u) — )\wua
Z . Gy (2, u)zidr = /]RN (14 uN)Va(z) -z + px - H(z) - z) F(u)dz,

onde H(x) denota a matriz Hessiana da funcao a(x).

Assim, P pode ser escrito como

Py - LEHY D) [y,

= N[ (Ut pN)ala) + pVa(e) o) Flu) - )\(1+—2’UN)u2dx

- / (L4 pN)Va(@) -7 + - Hz) - ) Flu)de
(1+M(N—2))(N—2)/ :
|Vul|“dx

| (o) + Z2°) o %

- N(1+,uN)/

RN

~ Nu /R ) (Va(x) T+ %) F(u)dz.

Mas relembrando, como u € P, entao J(u) = 0 e substituindo (4.12) na equagao acima
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segue que
Pluy = LEHN _22))(N_ 2) /RN Vuldz — (1+ uN) (N;Q) /RN Vuldz
- NM/RN (Va(a:) T+ %) F(u)dz
ou seja,

P(u) = —u(N —2) /RN \Vu|?dz — Ny /RN <Va(:p) x4 %) F(u)dz.

Ainda, u é solugao da equagao (4.13) e portanto satisfaz P(u) = 0. Assim, obtemos

(N —2) /RN Vuldr = Ny /RN (Va(:z) Tt %) Flu)da.

Da Observacao 4.3 e da hipotese (A5), temos que o lado direito da equagao é sempre
positivo, enquanto o lado esquerdo é sempre negativo, caso p > 0 (ou vice-versa caso

i1 < 0). Entao, devemos ter que p = 0. Assim a equagao inicial
I'(w) + pJ' (u) = 0,

com p = 0, implica em I'(u) = 0 e portanto u é um ponto critico de I e a restricdo P é
natural.
]

4.2 O resultado de nao existéncia

Comecaremos esta secao com algumas relagoes entre a variedade de Pohozaev P,
associada & equacao (4.1), e a variedade de Pohozaev P,, associada ao problema
autonomo, isto ¢, a equacao

—Au+ M= ax f(u). (4.14)

Temos que o funcional associado a equagao (4.14) é dado por

1
Io(u) = 3 /RN |Vul? + Mdr — /RN oo F'(u)dz,
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e a variedade de Pohozaev P, é dada por
Poo ={u € Ex\ {0}; Joo(u) = 0},

onde

Joo(u) = (NQ_ 2) /]RN |Vul*dz — N . Goo(u)dz,

02
com G (u) = anF(u) — )\7.

Ainda, consideremos o conjunto de caminhos
Foo = {7 € C([0,1], Ex)|7(0) = 0, Is(7(1)) < 0},

e definamos o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha para o funcional I, por

Coo 1= MmN max Joo(7(2)).

Mostraremos ao final desta secao que

= inf I(u) =
pi= o ) = e

e tal nivel nao é atingido, isto é, tal nivel nao é um nivel critico para o funcional I. Isto
nos motivara a procurar solugoes em niveis mais altos de energia. Mais precisamente, na
préoxima se¢ao mostraremos a existéncia de uma solugao cuja energia se situa no intervalo
(Coos 2Cs). Nossa argumentagao aqui feita foi inspirada, com as devidas adaptagoes, na
argumentacgao para a equagao —Au + V(x)u = g(u), em RY, estudada por A. Azzollini e

A. Pomponio, encontrada em [6].

Lema 4.4. Suponha que / Goo(u)dx > 0. Entao existem unicos 01(u) > 0 e y(u) > 0
RN
tais que u(x/01) € P e u(z/bs) € P.

Demonstragao. O caso de Py, ja é conhecido (vide, por exemplo, o Lema 1.17). Vamos

verificar o caso de P. Definimos a fungao

V(@) = I(u(z/0)) = 0 22 /RN \Vu|2dz — /RN G(z, u(z/0))dx
= O [ e [ Pt A

_ 9 27 /]RN \Vul?dx — 6N /RN a(0x)F(u(x)) — = éx)dx
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Derivando (0), e lembrando que trabalhamos com N > 3, obtemos:

_ 2
P'(0) = ¥0N3/ |Vul*dz — N@Nl/ a(0x)F(u) — )\%d:c
RN RN

— N Va(0z) - o F(u)dx,

RN
ou ainda,

() = 9N—3{E/ |Vu|2dx—N6’2/ a(Hx)F(u)—/\u;dx
RN

2 RN

- Va(bz) - (Qx)F(u)dx} :

RN

Assim, temos que u(x/0) € P se, e somente se, ¢'(f) = 0, para algum 6 > 0.
Observamos que, pela condi¢cdo (A2) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue temos:
u? u?
lim a(0z)F(u) — A—dx = / oo F(u) — A—dz = Goo(u)dz,
0—r00 RN 2 RN 2 RN
e por (4.2) e novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos
lim Va(bz) - (0z)F(u)dx = 0.
0—o00 RN

Assim, para 6 > 0 suficientemente grande, temos

V() =N 3 {? /RN |Vul*dx — N§? (/RN Goo(u)dz + 09(1)) } :

Como / Go(u)dx > 0, segue que 9'(0) < 0, para 6 > 0 suficientemente grande.
RN

Para # > 0 suficientemente pequeno temos, da condi¢ao (A4), juntamente com as
condigbes (A1) e (A3), que

0<a(m)+w<am,
_% /RN W2dr < /RN (a(gx) + W) F(u) — )\u;dg: < /RN Goo(u)dz,

2
/ Goc (1) d = / 1o F (1) = A dar < ano(1+ C(2)) 3,
RN RN

onde utilizamos a estimativa (4.6), come =2e p = 2.
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Assim, existem constantes positivas A, B independentes de 6 tais que
- (0 2

A< / (a(e:c) + M) Flu) — 2\l de < B.
RN N 2

Entao, fazendo 6 > 0 suficientemente pequeno na expressao de ¢'(6), temos ¢’(0) > 0.
Portanto, existe (pelo menos um) 6; > 0 tal que ¢’'(6;) = 0, ou seja, existe 6; > 0 tal que
u(x/6,) € P.

Mostraremos agora a unicidade de ;. Como 6 > 0 da expressao de ¢'(f) = 0 obtemos

N=2 /RN Vultds = N6? {/RN [a(@x) + W} Flu) A—“2d:z:} ,

2 2

ou seja,

N -2

—/ |Vul?dr = NO%p(6),

2 RN
onde —_— 4 o
H(0) = / [a((,x) N M] F) -
RN N 2

Derivando ¢ em respeito a 6, e pelas propriedades das fungoes envolvidas obtemos

2(0) = /R ) (Va(Qm) A (9;” (02) | ij) ‘ "”) F(u)de,

que pode ser escrita como

=1 [ (olony () 3 G HOD-0) | S0 00

Pelas condigoes (A3) e (A5), bem como as condigoes sobre a fun¢do F, temos que
©'(0) > 0.

Assim, como ¢(f) é uma fungao crescente, s6 existe um tunico 6 > 0 tal que

N =2

5 /]RN |Vul*dz = NO*p(0).

Com isso, temos verificada a unicidade de 6.
O

Lema 4.5. Considere o conjunto aberto O = {u € EA\{O};/ Goo(u)dz > 0}. A
RN
funcao 6, : O — RT dada por u — 01(u) tal que u(x/01(u)) € P € continua.

Demonstragao. Consideremos (u,) C O tal que u, — u € O. Mostraremos que
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Ql(un) — Hl(u)
Afirmagao 4. 0,(u,) € limitada.
De fato, consideremos a expressao ¢'(#) = 0 do lema anterior, aplicada em u,, e em

01(uy,) :

_ 2
¥ / VunPdr = NO2(u) / a(@l(un)x)F(u)—)\g" .
RN RN

Va(by(uy)x) - (01 (uy)x)
N

+ Né’f(un)

F(uy)dzx.
RN

Como 0 (u,) > 0,¥ n € N, suponhamos que 6;(u,) — +oo. Entao, pelas condigbes
sobre as funcoes a e F', e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

o lado direito da expressao acima converge ao infinito, enquanto o lado esquerdo converge
N -2

a
2 —
possui uma subsquéncia convergente, digamos 61 (u,) — 0.

/ |Vu|?dr < co. Portanto, temos que ) (u,) ¢ uma sequéncia limitada e assim,
RN

Novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/R alBh(u))Fl)dr — [ (@) Py

RN

/ Va (b (un)x) - (01 (un)z) Flu,)dz — V“(élx)'(élx)p’(u)daz,

N RN N

e além disso, / |V, |Pdx — / |Vu|?dx e / uidr — w?dzx, pois u, — u em E).
RN RN RN RN
Assim, obtemos que

J— — — ) . ). 2
u/ |Vul*dz = N612/ <a(91x) + Va(byz) (6130)) F(u) — )\idl‘.
2 RN RN N 2

Mas, se tal igualdade é verdadeira, temos que 6; ¢ tal que u(z/0;) € P. Pela unicidade

da projecdo em P, temos que 0, = 6;(u). Portanto, 0;(u,) — 6;(u) em R*. O
Lema 4.6. Se u € Py, entdo existe 0 > 0 tal que u(z/0) € P, com 6 > 1.

Demonstrac¢ao. Como u € P, temos que / Goo(u)dxr > 0 e a existéncia de tal 6 é
RN
garantida pelo lema anterior. Vamos mostrar que § > 1. Aplicando u(x/6) no funcional
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J, temos:

dx

0=J(u(z/0)) = ¥9N_2 /]RN \Vul*dz — NOV /RN a(0x)F(u) — A2 éx)

— N /RN Va(0z) - (0z)F(u)dx

ou seja,

— 2
0 = 62 {u/ |Vul*dz — N§? {/ a(0x)F(u) — A2 (aj)dm
2 RN RN 2

R RIC R

e como temos € > 0, obtemos

% /RN |Vul*dr = N6 /RN {a(@x) + W} F(u) - )\%dl’,

e pela condigao (A4), temos

<N_2)/ \Vul?dz < N92/ oo F (1) — \—dx
2 RN RN

= N¢? Goo(u)dz

RN

Assim, temos

(27! / Vulde < 0 [ Go(u)da.
]RN

RN

Mas, como u € P, temos que (2*)1/ |Vul*dz = / Goo(u)dx, portanto, para a
RN R

N
desigualdade acima ser verdadeira, devemos ter 62 > 1, ou seja, 6 > 1.

]

Lema 4.7. Se u € P, entdo eziste 0 > 0 tal que u(x/8) € Poy, com 0 < 1.

Demonstracao. Primeiramente, devemos verificar que se u € P, entao / Goo(u)dz > 0.
RN
De fato, se u € P, entao u satisfaz
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E/RN VuPde = N | <a(x) +M) Flu)— A d

2 N 2
U2
< N oo F'(u) — A—dzx
RN 2
= N Goo(u)dz,
RN

onde utilizamos novamente a condigao (A4). Como u # 0 e u € E,, temos que

/ |Vul*dz > 0, portanto / Goo(u)dz > 0 e a existéncia de € > 0 tal que u(z/0) € P
RN

N
estd garantida pelo Lema 4.4. Para verificar que 6 < 1, observamos que, conforme acima

temos
N -2

2N RN
Mas, se u(x/0) € Pw, entao 6 satisfaz

(2*)1/ |Vul*dz / Goo(u)dz
0 = RY < JBY =1

Goo(u)dx Goo(u)dx

RN RN

|Vu|2dx</ Goo(u)dz.
RN

Portanto, % < 1, o que implica que # < 1.
O

Observacgao 4.4. Pelo que vimos até agora temos que, dada u € Ey,u Z 0, ela pode ser

projetada em P e em Po se, e somente se, Goo(u)dz > 0.
RN

Lema 4.8. Se u € P, pela invaridncia por translagoes da integral, tem-se que u(x—y) €
r—Y

Poos para todoy € RN, Pelo Lema 4.6, tem-se que existe 0, (u) > 1 tal que u 7 epP
y
e, além disso, tem-se que
lim 6,(u) = 1.
ly|—o0

Demonstragao. Suponhamos, por contradicdo, que exista uma subsequéncia y, € RY tal

que |y,| = +oo e §,, = A > 1 ou +oo, pelo Lema 4.6. Definindo

Y

H(0y, 7+ yn) := (a(eynx t g+ Yol % (B, + yn>)

temos que
u’(x)

H(0,,7 + yo)F(u) = A
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converge pontualmente a G (u(z)). Além disso temos, por (4.6) com p =2 e e =2 que

u(a)

H(0,,x + yo) F(u) — A“Zf) < anF(u) — A
< aw(l+ C@2)d(z) € L'(RY).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

lim H(0,,x + yn)F(u) — )\m

Yn—=0 JpN 2

dx = /RN Goo(u(z))dz. (4.15)

Mas, para cada y,, temos que u (339_ yn) € P com 6, > 1, ou seja, temos
Yn
N -2 2
—/ Vu|?dz = N6 / H(0,,2 + ya)F(u) — A\ ) 4o (4.16)
2 RN Yn RN

Pelo limite acima, teremos o lado direito de (4.16) convergindo a N A? / Goo(u)dx
RN

e o lado esquerdo fixo em T_ |Vul*dz. Como u € Py e A > 1 ou 400, segue o
RN
absurdo.

O

Lema 4.9. sup 0, = 0 < oo, com 6 > 1.
yERN

Demonstracao. Como ‘llim 0, = 1, para |y| > R, com R > 0 suficientemente grande,
y|—o00

temos 6, tao proximo de 1 quanto necessério. Mostraremos entao que sup 6, < M.
0<ly|<R

Suponhamos que o supremo ndo exista. Entdo, existe uma sequéncia y, € RY, com
lyn| € [0, R] tal que #,, — oco. Mas, com um argumento analogo ao do lema anterior,

agora com o limite em 6, — oo, podemos mostrar que

lim H(0,,x + yn)F(u) — )\u2(q:)

Gyn—ﬂ)o RN 2

dr = /R Gue(u(a))da.

Assim, em (4.16), teremos

N -2
T/ [Vu|*dz = N0, (/ Goo(u)dr + oyn(l)) .
RN RN

Como 68, — oo e o lado esquerdo esta fixo, temos o absurdo. Assim, o supremo existe.
O

Lema 4.10. Existe 6 > 0 tal que in7fD |Vul|lz > 6.
ue
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Demonstragao. Se u € P, u satisfaz

_ , 2
u/ |Vul?dz = N (a(x) + M) F(u) — )\u—dx,
2 RN RN N

2
e pela condigao (A4), temos

N -2 u?

—/ VulPdz < N | axF(u) — \—dz.
2 RN RN 2

A
Mas, por (4.6), com p =2* e e = — > 0 temos
Qoo

2%

N -2 A
— / \Vul*dz < N “ul? + ass C(29)|u
2 RN RN 2
1 .
— \VulPde < aooC'(Z*)/ |u|? dx
2* JrN RN

A
— §u2dx

2%
2*

1 *
SIVulE < awC(@)u

Mas, pelo Teorema de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (vide [11], Teorema 9.9), temos
que existe C' > 0 tal que

[ull2 < ClVulls,
assim,
]_ * *
5 1Vull3 < axC(@)C” |V,
ou seja,
1 *
O < < v 2 72.
2 anC(2)CF Vull3
1 2% -2
Portanto, 527@ [Vulls > &, em que 6 > (2*%00(2*)02*) '

Lema 4.11. Temos que p =: in7f3 I(u) > 0.
ue

Demonstragao. Se u € P, entdo I(u) pode ser escrito como

I(w) = %( [ V(@) aF(de + /

RN

|Vu|2dx)

1 1
g Vul?de > —62 >0
= N RN| uffde = o



4.2 O resultado de nao existéncia 86

onde usamos o Lema 4.10 e a condi¢ao (A3). Portanto, p > 0. O]

Observacao 4.5. Analogamente ao que fizemos no Capitulo 1, podemos mostrar que

inf Io(u) = cx,
uEPoo
onde co, € o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha para o funcional I, e tal

nivel é o nivel de energia minima para o funcional 1.
Lema 4.12. Temos que p < Cxo.

Demonstracdo. Seja w € H*(RY) uma solugio ’ground state’ do problema no infinito,
entdao w € Py € Io(w) = co. Para qualquer y € RY| definimos w, := w(x — y). Pela
invaridncia por translagdes de integrais, temos que w, € Py € Ioo(wy) = ¢x. Pelo Lema

4.6, para qualquer y € RY existe um 6, > 1 tal que w, = w,(-/6,) € P. Temos que

|I(wy)_coo| = |I(wy)_]oo(wy)|
1/ |Vﬁ)y]2dx—/ G(a:,u?y)dx—l/ |wa|2dx+/ Goo(wy)dz
2 ]RN ]RN 2 ]RN ]RN

1
= ‘—6’5—2/ |wa|2da:—/ G(z,w,)dx
2 RN RN
1
- 5/ |wa|2dx+/ Goo(wy)dx
RN RN
1
Lgv2_q / Vw, [2dz — / a(2) F(i,) — o g
2 Y RN RN 2

Aw?
+ / oo F(w,) — —2dz
o 2

Aw?

(AR 1)/ |Vw|*dz — Qév/ a(zf, +y)F(w) — —dx
RN RN

2
A 2
a0 F(w) — %dm

(952—1)/ wa\2dx+<9;V—1)/ M
RN RN
— 95/ a(m0y+y)F(w)d9{:+/ oo F(w)dz

RN RN

02 —1] ) Aw?

R d oV — 1 —d
5 AN|Vw| z+ 0, |/RN 5 de

DO | —

_l’_
T

N | —

IA

+ / |F(w)|}aoo—0éva(x0y+y)’dx.
RN




4.2 O resultado de nao existéncia 87

Como temos que 6, — 1 quando |y| — oo, obtemos que
|[1(y) = ool < 0y(1) + 0y(1) + /RN |F(w)] |ase — a(z +y)| dz,
e como a(z + y) — as quando |y| — oo, segue que

lim () = Coo.
ly|—o0

Portanto, p = in7f) I(u) < ce.
ue
O]

Observacgao 4.6. Sejam u € Ey, com Goo(u)dx >0 e 0 > 0 tal que u(z/0) € Px.
RN
Entao, temos que

9N—2

La(u(z/8)) = — /RN|Vu|2dx—0N/RNGOO(u)dm

1
= QN_Q{E/ |Vu|2dx—«92/ Goo(u)dx}
RN RN
N2 [1 2 1 2
= 0 5 |\Vu|*dz — > \Vu|*dzx
RN RN

0N—2 N
= N s \Vu|“dz,
ou seja,
9N—2
Io(u(z/0)) = |Vu|*dx (4.17)
N Jgn

Lema 4.13. p = ¢

Demonstragiao. Tomemos u € P e 0 < 6 < 1 tal que u(z/0) € Ps. Como u € P, entdo u

satisfaz
Iw) = ~ [ VuPde+~ [ Va(@)-2F(uwd
Uu = — Uu X -— a\r) - -x u)axr
N RN N RN
1
> = Vul*d
N RN] u|*dx
9N72 .
> de, (60 <1
z 5 RNIVU\ z, (0 <1)

= Io(u(z/0)) > co

onde usamos (4.17) e (A3). Assim, para todo u € P, I(u) > cs € portanto in7fjl(u) > Coo.
ue

Do lema anterior, concluimos que p = c..
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Estamos entao prontos para mostrarmos o resultado principal desta secao:

Teorema 4.14. Assuma que (Al — A5) e (f1— f3) sao vdlidas. Entao, p = in7f) I(u) nao
ue

¢ um nivel critico para o funcional I. Em particular, o infimo nao é atingido.

Demonstracao. Suponha, por contradi¢ao, que exista z € E), ponto critico do funcional

I no nivel p. Em particular, z € P e I(z) = p. Seja 8 € (0,1) tal que z(x/6) € Pw. Entao

p=1I1(z) = N/ V2| alx+l RNV@() xF(z)dx

> N ]Vz| dx
QN 2 )

d

> 5 RN\V2| x

= Io(2(2/0)) > co

onde utilizamos (A3) e (4.17). Assim, p > ¢, 0 que contradiz o lema anterior. O

4.3 Resultado de existéncia

Nesta secao iremos mostrar a existéncia de uma solugao positiva para a equagao
(4.1). Como vimos na segdo anterior, devemos procurar por fungdes que possuam
nivel de energia maior que c,. Utilizaremos aqui ideias semelhantes as descritas no
artigo de A. Ambrosetti, G. Cerami e D. Ruiz [3], onde um argumento de "linking"é
utilizado, juntamente com uma restrigao sobre a variedade de Pohozaev P, feita a partir
da construcao da chamada funcao baricentro. Argumentos semelhantes com tal funcao
baricentro, feitos sobre um outro tipo de variedade, podem ser encontrados nos trabalhos
de G. S. Spradlin (]|44], [45]).

Comecaremos mostrando que os niveis de energia do Teorema do Passo da Montanha
para os funcionais I e I, coincidem. Temos que o funcional I satisfaz as condigoes do
Teorema do Passo da Montanha, pela estimativa (4.6), para a condi¢ao (Z;) e, para a
condigao (Z,), temos que (Al) implica que I(z) < I,(z), onde I, é o funcional associado
ao problema autéonomo —Au + Au = o f(u), em que o := inf a(z) > 0 e conforme feito no

Capitulo 1, podemos encontrar e € F) tal que I,(e) < 0, e consequentemente, I(e) < 0.

Lema 4.15. Seja ¢ o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha para o funcional

I. Entao coo = c.
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Demonstragao. Sejam

Foo = {7 € C([0,1], Ex);7(0) = 0, Lo (7(1)) < 0},

I':={y € C([0,1], Ex);7(0) = 0, I(~(1)) < 0} .

Tomemos v € T', entdo I(y(1)) < 0. Mas como I, < I, temos que I (y(1)) < O.
Portanto, v € I'y. Assim, I' C I'.. Entao, segue de I, < I que se v € I, entao

<
max Io(v(t)) < max I(y(t)),

ainda,

. o
min max Jo(y(t)) < min max I(v(t)),

e como [' C I'y,, temos

o . o .
Coo = min max Joo(7(1)) < min max Ioo(7(1)) < min max I(y(t)) = ¢

Portanto, c,, < ¢. Para mostrar que ¢ < ¢y, dado € > 0, tomemos v € 'y, tal que
Io(y(t)) < coo +&. Tomemos y € RY e fagamos a translacio 7,(y(t)). Fazendo y
suficientemente grande, temos que 7,(7(t)) € I'. Se ty & tal que I(7,(v(ty))) € o valor

maximo no caminho, temos

Coo + > Is(7(to)) = Um Io(7y(7(t0))) = lUm I(7,(v(t0))) > c.

ly[—o00 ly[—o0

Portanto, ¢, > ¢ e temos a igualdade.

Lema 4.16. p = c.

Demonstragao. Ja sabemos que, para o funcional I, ¢, = pso, onde P, € 0 infimo sobre
Poo (vide Lemas 1.15 e 1.16). Além disso, no Lema 4.13, mostramos que p = ¢4, Assim

temos que p = c5 = ¢. Além disso, temos também que p = po. O

Temos ainda a seguinte propriedade da variedade de Pohozaev P em relagao a estrutura

de caminhos do Teorema do Passo da Montanha:
Lema 4.17. Dado v € T, existe s € (0,1) tal que v(s) intercepta P.

Demonstracao. Primeiramente, verificaremos a seguinte afirmagao:
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Afirmacao 5. Eziste py > 0 tal que se 0 < ||u||x < po, entao J(u) > 0.

De fato,

J(u) = % /RN |Vul*dz — N - (a(x) + W) F(u) — )\u;dx

\

N -2 2
e / |Vul?de — N aOOF(u) L
2 RN RN 2
N —2
= — / |Vul*dz + N )\ da: — N Uoo F'(u)dx
2 2 v

> Sl =N [ o

onde utilizamos a condigao (A4). Temos ainda que

1

1
_ P < — p‘
3 e < Sl

Assim, utilizando também a estimativa (4.6), temos

N -2 N
Jw) > D22 - N / Ne2dz — a NC(p) / o (z)dx
2 2)\ RN RN
Nsaoo
Hu) > Sl - 25 [ aide = anONC() ul
N 2 N&?aoo
> 2l - P2l — OOl
1 Neag
= 5 (v-2- =) i - ewenci g

1
= (AN =22 - Neag)|[ull} = a CNC(p)|ull3.-

1 AN — 2\ — Neay, .
Tomemos 0 < p < 1 tal que p? < JaCNC(p) ( 3 =4 ),02. Entao, se
[ullx = p, temos
1 (AN — 2\ — Nea 1 AN — 2\ — Nea
J = =) p* - =) aCNC(p)p*
=5 ( X ) 7 14 ONC(p) ( X ) G CNCp)p
= 4/\()\]\/ 2\ — Neas)p® > 0.

Notemos que para isto, basta tomarmos ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que (N —

2) — Neay > 0. Assim, J(u) > 0se 0 < ||ul|x < p.
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Observamos ainda que

J(u) = %/RN\VMZCM—N/RN G(x,u)dr — . Va(zx) - zF(u)dx

— NI(w) — ||Vl - / Va(z) - 2F(u)dz.
RN
Por (A3) e da Observagao 4.3 segue que
J(u) < NI(u).

Assim, tome v € I". Temos que v(0) = 0, e assim, J(y(0)) = 0. E como I(y(1)) <0,
temos que

J(v(1)) < NI(v(1)) <0.

Portanto, existe s € (0,1), com ||y(s)|lx» > p tal que J(y(s)) = 0. Portanto, v(s) € P, ou
seja, todo caminho v € I' intercepta P.
0

Vamos agora, nos proximos lemas, mostrar a existéncia e a limitacao de sequéncias de

Cerami para o funcional I. Definimos assim o baricentro de uma funcao u # 0 € E): seja

1

plu)(x) = Bl Joce

lu(y)|dy,

com pi(u) € L®(RY) e continua. Em seguida, facamos

i 1 !
(o) = [(0) (o) = maxutn)]
Agora temos @ € Cy(RY). Definimos entdo o baricentro de u por:
1 . N
Blu) = — zu(z)dr € RY.
[l Jrw

Visto que @ tem suporte compacto, 3(u) estd bem definida.
A funcao [ satisfaz as seguintes propriedades, cujas demonstragoes podem ser

encontradas no Apéndice:
(a) B é continua em E) \ {0}.
(b) Se u é radial, B(u) = 0.

(c) Dado y € R¥, e definindo u,(z) := u(z — y), temos que B(u,) = B(u) + y.
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Lema 4.18. Seja ¢ o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha. Entao existem

sequéncias de Cerami (uy,) C Ey tais que I(u,) — ¢ e |[I'(un)||(1 + ||unl/x) — 0.

Demonstra¢ao. Vamos utilizar o Teorema de Ghoussoub-Preiss [23] (Teorema 6, ou vide
Teorema A.2, no Apéndice) com X = E) e ¢ = I. Inicialmente, consideremos zy = 0 e z;
pertencentes a Fy, tal que I(z1) < 0. A existéncia de tal z; é garantida pela geometria
do Passo da Montanha, e consideremos ainda P = {u € E, \ {0}; J(u) = 0}, variedade

de Pohozaev.
Afirmacgao 6. P separa zy e 2.

De fato, observamos que zp = 0 ¢ P e 2 ¢ P, pois J(z1) < NI(z) < 0
(prova do Lema 4.17). Ainda da prova do Lema 4.17, segue que existe p > 0 tal
que se 0 < Jlul[x < p, entdo J(u) > 0. Podemos pensar em E) \ P como sendo
{u € Ey;J(u) > 0}U{u € Ey; J(u) < 0}. Assim, existe uma bola aberta B, (0), contendo
29, € existe uma componente conexa C; de {u € Ey; J(u) > 0} tal que B,(0) C Cy. E
claramente, z; pertence a uma das componentes conexas de {u € Ey; J(u) < 0}.

Consideremos agora o conjunto fechado € := {u € Fy; 5(u) = 0}. Temos que
F=PnNQ

é fechado e F novamente separa zg e z1, pois zg, 21 ¢ F, zp continua em uma componente
conexa de {J(u) > 0} e z; numa componente conexa de {J(u) < 0}, independentemente
da condi¢ao de 2. Tomando agora o conjunto fechado I, := {u € Ey;I(u) > c} e fazendo
F N 1., temos que este conjunto fechado separa zy e 21, pois F ja os separava, e ainda,
20,21 ¢ 1.

Entao, pelo Teorema de Ghoussoub-Preiss temos garantida a existéncia de uma

sequéncia (u,) C F) tal que

S, F) — 0 (4.18)

I(u,) — ¢ (4.19)

1 (un) 11+ [unllx) — 0 (4.20)
[l

Lema 4.19. Toda sequéncia de Cerami (uy), com I(u,) — d e |[I'(u,)||(1 + ||un|lx) — O

possut uma subsequéncia limitada.

A demonstracdo deste lema segue as mesmas ideias dos lemas semelhantes

demonstrados nos Capitulos anteriores, por isso, para nao cansar o leitor, a mesma estéa
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apresentada no Apéndice.

Lema 4.20. (Splitting) Seja (u,) C Ex uma sequéncia limitada tal que I(u,) — d e
I (un) || (14 |Jun||x) — 0. Substituindo (u,) por uma subsequéncia, caso necessdrio, temos
que existe uma solugao u de (4.1), um numero k € NU {0}, k funcdes uy, ug, ..., ux e k

sequéncias de pontos (y)) € RN, 1 < j <k, satisfazendo:
a) u, — u em Ey ou
b) u; sao solugdes nao triviais de (4.14);

¢) [yl] = o0 e |yl —yi| = 00,0 # j;

k
d) Up — Zul(:v - y;) — U
1=1

k

e) I(u,) = I(0) + Y Io(u;).

i=1
Novamente, a demonstracao de tal fato segue as mesmas ideias da prova do Lema 3.6,

e portanto também é apresentada em detalhes no Apéndice.

Corolario 4.1. Se I(u,) — ¢, entdo (uy,) € relativamente compacta ou o lema anterior

vale comk=1eu=0.

Lema 4.21. O funcional I satisfaz a condi¢io de Cerami (Ce)q, para qualquer d €

(Coos 2Co0) -

Demonstracao. Tomemos uma sequéncia (u,) € E) tal que I(u,) — d e |[I'(u,)||(1 +
|unl|x) — 0. Pelo Lema 4.19, temos que (u,,) é limitada. Aplicando o Lema 4.20, a menos

de subsequéncias, temos
k

Up — g w(x—yl) — a,
J=1
em E), onde u/ é solugdo fraca nao nula do problema no infinito, |y/| — oo e @ é solucao

fraca da equagao (4.1). Ainda,

k

I(uy,) = I(u) + Zfoo(uj) + 0,(1).

J=1

Como d < 2c¢.,, temos que k < 2. Se k = 1, temos dois casos:

1) @ # 0, o que implica em (1) > ¢, poisu € P e in7f)](u) = Coo. Assim I(u,) > 2¢x.
ue
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2) u =0, o que implica em I(u,) — Io(uy).

Em ambos os casos, temos uma contradigao com o fato de d € (¢4, 2¢s). Assim, devemos
ter k=0 e u, — u.
m

Definimos agora
b:=inf{I(u);u € Pe B(u)=0}.

Claramente, temos que b > c,,. Temos o seguinte resultado:
Lema 4.22. b > c..

Demonstrag¢ao. Suponhamos, por contradicao, que b = ¢, = ¢. Entao, pelo Lema 4.18

existe uma sequéncia de Cerami (u,) C F) satisfazendo (4.18), (4.19) e (4.20), onde
F={ue€ E\;ueP,p(u)=0}.

Temos entao por (4.18) garantida a existéncia de uma sequéncia
(v,) C F tal que §(up,v,) — 0.

Pelo Lema 4.19, temos que (u,) é limitada, isto é, ||u,|[x < M. Vamos mostrar que (vy,)
é também limitada. De fato, pelas propriedades da métrica geodésica o (encontradas no

Apéndice), temos que
(U0, 0) < 6(vn, up) + 6(ty, 0) < 1+ ||uplly <14+ M,
ou seja, (v,,) € limitada na métrica §. Por outro lado, temos que
In(1 + ||va]la) = 0(0,v,) = 6(v,,0) < 1+ M,

o que implica que (v,) ¢ limitada na norma || - ||\, ou seja, [|v,][x < N. Tomemos
Ry := max(M,N). Entao (u,) e (v,) pertencem a bola Bg,(0) na norma || - |[x. Assim,

existe a > 0 tal que d(up, vn) > aflu, — vallx, 0 que implica que [ju, — v, ||y — 0, ou seja,
Up () = vp(x) + 0, (1) (4.21)

com v, € P e B(v,) = 0.
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Mas, por outro lado, como (u,) é uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ = ¢, e limitada,

pelo Corolério 4.1, temos que

U () = u'(z — yn) (4.22)

onde u' é uma solugdo do problema no infinito e |y,| — oo.
De (4.21), dado € > 0, existe nyg € N tal que se n > ng entao ||u, — v,|lx < £/2. E
de (4.22) existe n; € N tal que se n > ny, entao |ju,(x) — u'(z — y,)|lx < £/2. Assim, se

ny > max {ng, n1}, temos que
[vn (@) = w! (@ = ya) s < llva(@) = wa(@)llx + lJun(@) — w'(z = ya) 1 <e.
Assim, v, (x) — u'(z — y,). Fazendo uma translagio, obtemos
V(T 4 yp) = u'(2) + 0,(1).

Calculando o baricentro em ambos os lados, obtemos

Bon(z +yn)) = B(n) = Yn = —Yn,

pois (v,) € F, e
Blu' () + 0n(1)) = B(u' (z)),

pela continuidade de 3, e S(u'(x)) é um valor fixo. Como |y,| — 0o, temos um absurdo.

Assim, temos que b > c4.
O

Tomemos agora ug € E) a solu¢do "ground state"radial do problema no infinito (4.14),

e definamos o operador II : RN — P, dado por

1] (e) = o ( - 7).

onde 0, ¢ justamente o 6 que projeta na variedade de Pohozaev P. Pela unicidade de

6, e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que tal operador ¢é

continuo.

Verificaremos agora algumas propriedades deste operador II:

Lema 4.23. f(I1[y](z)) = y.
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Demonstragao. Seja v(x) = ug <x9— y) Entao

Y

1
po()(z) = 7o |v(2)]d=

‘ 1| Bi(z)
! u (z—y) dz

= B 0
1Bil /B, (@) 0,
1 w

= — up | — || dw
|B1| Bi(z—y) (Qy)’

— s (w)) @

Assim, temos que 0(x) = g (9—) (x —y). Aplicando em f3, e utilizando o fato que as
)

normas em L!(RY) sao iguais, temos

1 R 1 . .
Bv) = B /RN x0(x)dx = B /RN T <9_y> (x —y)dx
1 )
— i /RN(Z + y)up (Q_y) (2)dz
1 e 1 e
— m /RN ZUQ (6_y> (z)dz + W/RLN Yug <9—y) (Z)dZ
_ - Y N _ _
— ﬁ(uo(ey)> + ol /RNv(erz)dz O+y=uy

onde utilizamos que (u) = 0 se u ¢ radial. O

Lema 4.24. I(II[y]) — ¢o, quando |y| — oo.

Demonstracao. De fato, I[y] € P, e em P o funcional I pode ser escrito como

r—y 1 T —y
Vuo( G > d:l:+N RNVa(x) rF (uo( G ))dm

Além disso, como ug € P, temos I (ug) =

2

) = /|

|Vuo|?dz e podemos fazer uma

N RN
mudanca de variaveis obtendo
N-2 QN
I(Ily])) = -2 \Vuo|2de + i/ Va(0,z +vy) - (0,7 + y)F(ui(z))dx
N RN N RN

eN
= 95”2100(1;0) + % Va0, + ) - (0,7 + y)F(ui(z))dx.

RN
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Mas, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, por (4.2) e pelo fato de

que 6, — 1 quando |y| — oo, temos

lim Va(0,z +y) - (0,2 + y)F(ui(z))dx = 0.

ly|—oc0 JRrN

Portanto, I(Il[y]) — ¢, quando |y| — oc.

Lema 4.25. Assuma que

2000Coo

A6) sup|as —a(7)| < =5
(46) RN! ()] P ATE

onde 0 = 0(up) = sup 0,(ug). Entio I(TI[y]) < 2¢e0.

yeRN

Demonstracao. Observamos inicialmente que

[ ratin= [ F(w(2)) = [ Fu

Como uy € Py, temos

N —2 N
N oo F(ug)dz = —/ \Vuo|2d:17+—/ ugdx
RN 2 RN 2 RN
N N
< 5 |Vu0|2+)\ugda::5|]uo\|§,
RN
ou seja,
1
F(ug)dr < —||uoll3
[, Fun)ds < 5ol
e assim,
6N )
[ Pl < 52 uol:
RN [078%)

Por outro lado, temos que

1ttt = 1o (w0 (5572 ) ) = L Canlo/6)),

(4.23)

pela invariancia por translagoes da integral. Ainda, como uy é a solucdo de energia

minima, I (uy(z)) = ¢sx € 0 maximo da funcdo t — I (ug(./t)) é atingido em ¢t = 1.

Como 0, > 1, temos que
Lo (I[y]) < oo

(4.24)
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De (4.23) e (4.24), temos que

I(I[y]) = Io(Iy]) + I(I1[y]) — Lo (I[y])
< coo+/RN(aoo—a(x))F(H[y])dw
< C”*é%vaﬁ.ﬁ /R P(Ify)(a)da

o 2000Ce0 Oy [luol 13

T Jluwol30 200

< Coo + Coo = 2Co

Assim, temos que I(I1[y]) < 2¢x. O
Vamos agora apresentar uma versao do Teorema de Linking para sequéncias de Cerami.

Definigao 4.26. Seja S um subconjunto fechado de um espag¢o de Banach X | e seja Q)

uma subvariedade de X com fronteira relativa 0Q). Dizemos que S e 0Q) "link"se:
1) SNoQ = 0;
2) para qualquer h € C°(X, X) tal que hlsg = id, vale h(Q) N S # 0.

Ainda, se S e Q sio como acima e B é um subconjunto de C°(X,X), entao S e 0Q

"link"com respeito a B se (1) vale e se (2) vale para qualquer h € B.

Teorema 4.27. (Linking) Suponha que I € C'(X,R) seja um funcional satisfazendo
(Ce). Considere um subconjunto fechado S C X e uma subvariedade QQ C X com fronteira

relativa 0Q. Suponha que:
a) S e0Q "link";

b) b=inf I(u) > sup I(u) = bp.
u€es uedQ

c) sup I(u) < 4o00.
ueEQ

Seja B ={h € C°(X,X);hlag = id}. O nimero

d = inf sup I(h(u))

hGB UGQ
define um valor critico de I, com d > b.

A demonstragao de tal teorema pode ser encontrada no Apéndice. Temos assim, o

nosso resultado principal:
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Teorema 4.28. Suponha que sejam vdlidas as condigoes (Al — A6) e (f1 — f3). Entao

a equagao (4.1) possui uma solugao positiva.

Demonstracao. Pela condigao (A4), temos que I (u) < I(u) para toda u € E) \ {0}.
Em particular, I.(Il[y]) < I(I[y]), para qualquer y € RY. Como I(II[y]) — ¢ quando
ly| — 00, pelo Lema 4.24, e b > ¢4, pelo Lema 4.22, existe p > 0 tal que para todo p > p,

Coo < max I(Il[y]) <. (4.25)

lyl=p

Para aplicar o Teorema de Linking, tomamos
Q=11(B5(0)) e S ={u € P; B(u) = 0}.

Mostraremos que 0Q e S "link". Como B(Il[y]) = y, do Lema 4.23, temos que
0Q NS = 0, pois se u € S, temos F(u) = 0, e se u € IQ, entdo [S(u) = y # 0, pois
ly| = p > 0. Precisamos agora mostrar que h(Q) NS # (), para qualquer h € H, onde
H = {h € C(Q, P): hlog = id}.

Dada h € H, definimos T : m — RN por T(y) = Bohollly]. Por ser a
composicao de fungdes continuas, temos que T é continua e, para qualquer |y| = p,
temos que I[y] € 0Q, assim, holIl[y] = II[y], pois hlsg = id e, finalmente, T'(y) = y. Pelo
Teorema do ponto fixo de Brouwer, temos garantida a existéncia de § € B;(0) tal que
T(g) =0, o que implica que A(I1[g]) € S. Portanto, temos que h(Q) NS # () e assim S e
0Q "link".

Ainda, temos que (4.25) pode ser escrita como b = igf I > négx I. Definimos

d= égféfgg&é{](h(u)).

Temos que d > b. De fato, temos que h(Q) NS # (), para toda h € H. Fixada uma
h, temos que existe w € S tal que w também pertence a h(Q), ou seja, w = h(v) para
alguma v € I1(B;(0)). Assim,

I(w) > irelgf(u) e max I(h(u)) > I(h(v)).
Logo,
max [ (h(u)) > I(h(v)) = I(w) > inf I(u) =,

u€eQR) u€eS

e assim

inf max /(h(u)) > b.

heH ueQ
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Em particular, temos que d > ¢4, pois b > ¢, do Lema 4.22. Ainda, se tomamos
h = id, temos

inf I I 2
peh g 1)) < g ) < 26

devido ao Lema 4.25, ou seja, d < 2¢,. Portanto, temos pelo Lema 4.21 que a condigao
de Cerami é satisfeita no nivel d. Assim, podemos aplicar o Teorema de Linking e concluir
que d é um valor critico para o funcional I. Portanto, temos garantida a existéncia de
uma solugao nao nula para a equagao. Pelas condigoes iniciais sobre a funcao f, temos

que tal solugao é estritamente positiva. O

4.4 Solucao nao-nula para o sistema

Nas segbes anteriores, estudamos a equagao (4.1) e obtemos uma solugao positiva para

mesma, via Teorema de Linking. Voltemos agora ao nosso problema inicial (P,),

u? + v?
(Fa)
u? + v?
—Av +v = a(x)mv -+ AU.

Inicialmente, queriamos resolver um sistema como o sistema estudado no Capitulo 3,
mas com condigoes sobre o comportamento da fungao a(x) de maneira que os funcionais
obedecessem a relagao I, < I. Entretanto, encontramos dificuldades para identificar
como a variedade de Pohozaev P associada ao sistema (P,) se comportava e quais
condigbes deveriamos impor sobre a fungao a(x) para termos as mesmas propriedades que
obtivemos no caso escalar. Por isso optamos por, de certa forma, simplificar o sistema em
questao de maneira a deixé-lo similar & equacao estudada. Com isso, nao encontramos
praticamente nenhuma dificuldade para passar do caso escalar para o sistema.

Vamos considerar as mesmas hipoteses (Al — A6) sobre a fungao a e trabalharemos
novamente com a norma padriao de H'(RY) x H}(RY). Associado & este problema, temos

o funcional

1
Lw.0) = 5l = [ Huwaods = [ s
2 ]RN ]RN
onde ) >
Hy(x,u,v) = a(z) (u ;—U ~3 In(1+ (u® + 112))) :
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Ainda, podemos mostrar para todo € > 0 e considerando z? = u? + v?, que

2
|Ho(z, )| < %5 4 M(e)2",2 < p < 2%,

Considerando F,(z,u,v) := H,(z,u,v) + Auv, podemos facilmente verificar, que tal
funcgao satisfaz a condigao de nao-quadraticidade definida no Capitulo 1.

Com estas observagoes, temos todas as condigoes necessérias para realizarmos
novamente todos os passos que fizemos neste capitulo. Por exemplo, para este sistema

(P,), temos que a variedade de Pohozaev P, é dada por

N -2
—/ |Vu|? + |Vo2dr = N/ Go(z,u, v)d:)c+/ Va(z) - xH,(x,u,v)dz,
2 RN RN RN
2,2
onde G,(z,u,v) = a(x)Hy(x,u,v) + Auv — “ —2H] :
Para o problema limite,
u? + v?
—Au +u = &mmu—i— Av
(Paco)
u? + v?

—Av+wv

temos a variedade de Pohozaev P, o, dada por

N -2
—/ |Vul? + |Vv|*dz = N Ga.oo(u,v)dx
2 RN RN

2 4,2
onde Gy o0(t, V) = oo Hy oo (1, v) + Auv — wtv )

Temos que o problema limite satisfaz todas as propriedades verificadas no Capitulo 1
deste trabalho. Assim, podemos mostrar aqui as mesmas relacoes entre as variedades P,

e P,00 do comeco deste capitulo e concluir que o nivel

po = inf I,(u,v),
(u,v)EPaq
nao é atingido, e portanto, nao é um nivel critico para o funcional I,,.

Definimos a funcao baricentro neste caso como sendo

B 1
‘7:5|L1 + "IA}|L1

B(u,v) /RN z(u(x) + o(x))dr € RY,

onde 4 é como definida anteriormente. Com isso, podemos mostrar a existéncia (via
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Teorema de Ghoussoub-Preiss), a limitagao das sequéncias de Cerami ( via condi¢ao de
Nao-Quadraticidade, como no Lema 4.19) e podemos provar um Lema de Splitting, como
o Lema 4.20.

Em seguida, considerando (ug,vg) a solucdo ground state radial do problema (P, ),

definimos o operador II : RN — P,, dado por

)(e) = (w55 )

onde 60, ¢ novamente o ¢ que projeta na variedade P,.

Observamos ainda que, para o caso do sistema, precisamos impor a condi¢ao de que
Coo € um ponto critico isolado do funcional I, para garantir que nosso nivel minimax nao
ira4 coincidir com nenhum dos valores criticos de (P, ).

Assim, temos todas as ferramentas necessarias para aplicar novamente o Teorema de

Linking 4.27 e obter uma solugao nao-nula para o sistema (F,).



Apéndice

A

Resultados Auxiliares

A.1 Teorema de Ghoussoub-Preiss

Apresentamos aqui algumas defini¢oes e observagoes sobre o Teorema de Ghoussoub-

Preiss:

Definicao A.1. Seja X um espaco de Banach. Um subconjunto fechado F separa dois

pontos zg e z1 em X se zy e z; pertencem a componentes conexas disjuntas em X \ F.

Observacao A.1. Como X\ F' ¢ localmente conexo, qualquer componente serd um aberto
e um fechado de X \ F' e assim, aberto em X. Denotando por Qy a componente contendo
zo e por 2y a unigo de todas as componentes nao contendo zy, consequimos uma parti¢ao

de X \ F' em dois conjuntos abertos disjuntos, com zy € o € z1 € €.
A prova do seguinte teorema pode ser encontrada em [23|, Teorema 6.

Teorema A.2. (Ghoussoub-Preiss) Seja X um espago de Banach e ¢ : X — R um
funcional continuo, tal que ¢' : X — X' seja continuo. Tome dois pontos zg e z1 em X e

considere o conjunto I' de todos os caminhos de zy para z

= {y € C%([0,1; X)|7(0) = 20,7(1) = 21 } .

Defina um nimero ¢ por

¢ = Inf max I(v(t)).

Assuma que existe um subconjunto fechado F de X tal que F N ¢. separa zy e z; com

¢c = {x € X|p(x) > c}. Entao existe uma sequéncia {x,} em X tal que a distincia
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geodésica & satisfaz

(zn, F) — 0;
o(rn) = ¢

19" (@) (1 + [lzn]]) — 0.

Observacao A.2. Tul distincia geodésica, mencionada acima € definida da sequinte
maneira: Dado um espago de Banach (X, || -||), primeiramente definimos o comprimento

geodésico 1(y) de uma curva v € C*([0,1], X) por

ol
‘o) “/o T ™

Assim, a distincia geodésica d entre dois pontos x1 e x9 em X € dada por

§(x1, 22) := inf {I(y)|y € C*,7(0) = 21, 7(1) = 22} . (A1)

Claramente, temos que 6(x1,22) < ||v1 — 22||. Reciprocamente, para todo conjunto B
limitado na norma em X, eziste uma constante o > 0 tal que 0(xq,x2) > aljz1 — 22|,
sempre que x1,Ts € B.

Por simetria radial, quando x1 =0, o infimo em (A.1) deve ser atingido no segmento

de reta de 0 a4 x9 = x. Assim,

Pl
0(0,x :/ ————dt = In(1 + ||x]|).
0.0) = [ it =+ )

Seque entao que os subconjuntos de X & — limitados e limitados na norma sao os
mesmos. Qualquer sequéncia de Cauchy para 6 € 6 — limitada e assim, limitada na
norma. Pelas consideragoes iniciais, € também uma sequéncia de Cauchy na norma, e

assim, convergente na norma e em 0. Entao, (X,d) é um espago métrico completo.

A.2 Propriedades da funcao baricentro

Apresentamos agora as propriedades da fungao baricentro:

(a) Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

(b) Se u & uma fun¢ao radial, entdo S(u) = 0. Pela construgao da fungao 4, temos que
se u ¢ radial, entao © também ¢é radial. Assim, mostraremos que zu(x)dx = 0, onde
u(z) = a(]z|). Para isto, faremos uso das coordenadas esféricas, aNssim definidas: seja

r = (21,22, ....,xy) € RY. Em coordenadas esféricas, teremos uma coordenada radial r, e
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N — 1 coordendas angulares, @1, s, ..., py_1, cOm @1, ...pN_o variando em [0, 7] e pn_1

variando em [0, 27r). Assim, temos:

T1 = Tcosp;
To = TSENYICOSPo
T3 = TSENPISENP2COSP3

TN_1 = TSenpisenys...SenpnN_sCOSPN_1
TN = TSenYisSenps...Senpn_oSenpn_1.

O jacobiano de tal mudanca de coordenadas é dado por

()
8(7”, 901)

NflsenN’ngl senN’Sgpz...sengpN,Q.

J = 'det

Observamos que, como = € RY | a integral / zu(x)dxr é uma expressao vetorial, isto
RN

A&xﬂxﬂx:<A§xﬂ&@@a@N@awﬂﬁ”WAQxNM@ia.

Mostraremos que cada uma das entradas desse vetor ¢ nula. Como u(x) é radial, ao

¢,

fazermos a mudanga de coordenadas, temos que u(z) = u(r, ¢1,...on—1) = U(r), ou seja,

4 depende somente da coordenada r. Comegamos considerando a integral

2m s m 00
/ xlﬁ($)d$:/ / / / rcospru(r)Jdrde...den_1.
RN o Jo 0o Jo

Lembrando que estamos considerando N > 3, para a integral na variavel ¢;, teremos

— m
senN"tp,

RS, o ) p—
N -1 ’

0

/ cosprsen™N 2o dp, =
0

e assim, toda a integral se anulara. Para a integral

21 T T [e]
/ xgﬂ(x)dx:/ / / / rsenycospot(r)Jdrde;...dpy_1,
RN o Jo o Jo

consideramos a variavel ¢, e obtemos

— ™
sen™N "2,

N_2 | v

0

/ cospasen™N 3padp, =
0
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Assim, de maneira geral, para 1 < j < N — 1, temos

2 ™ ™ e}
/ szl(ac)dx—/ / / / rSENP1C0SPy...senp;_1cosp;u(r)Jdrdp...don_1,
RN o Jo o Jo

e considerando a variavel ¢; obtemos

J— ™
sen™ Tp;

= 0.
N—j

/ cospisen™ Ut idp; =
0 0

Por ultimo, para

2T ™ T o)
/ xNﬂ(x)dx:/ / / / TSeny;cosps...senpn_ssenpn_1u(r)Jdrdp;...don_1,
RN o Jo o Jo

consideramos a variavel ¢x_1, que varia em [0, 27), obtemos

27
/ senpn_1dpn—1 = 0.
0

Assim, todas as entradas do vetor se anulam e temos que f(u) = 0, se u é uma funcao

radial.

(c) Temos que p(u(-))(z —y) = p(u(- —y))(x). De fato,

1 1
plu(- —y))(x) = Bl S |u(z = y)|dz = Bl o u(t)|dt = p(u(-))(z —y).

Assim, a fungdo u(z — y) gera a fungao u(z — y). Entao,

1 X
Bluy) = Blulz —y)) = m /RN zu(r — y)dx
1 . 1 . 1 .
- a4 /sz(x +y)iz)de = || 1 /RN vife)de + |G| 1 /RN yilr)de
= Blu)+ y:z:i = Bu) +y

onde utilizamos o fato de que 4(z) > 0, para todo z € RY e assim, a(x) = |a(z)].

A.3 Limitacao das sequéncias de Cerami

Apresentamos agora a demonstracao do Lema 4.19:
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Demonstragao. Seguiremos as mesmas ideias apresentadas nos capitulos anteriores, com

, . B . u
as devidas adaptagoes. Entao, suponhamos que ||u,|x — oo. Definamos wu,, := ﬁ ,

Uy |
uma sequéncia limitada com ||u,|[y, = 1, tal que u, — @, a menos de subsequéncias.

Assim, um dos casos abaixo deve ocorrer:

Caso 1 : limsup sup / |, (z)Pdz > 0;
Bi(y)

n—oo yeRN

Caso 2 : limsup sup / |0, () |*dx = 0.
Bi(y)

n—oo yg]RN

Suponhamos que o caso 2 ocorra. Tomemos L > 1 e entao

L 1 L
I( un) = _I? —/ a(x)F (—un) dz.
[[en [ 2 RN [[2n [

Dados € > 0 e 2 < p < 2* temos por (4.6) que

L
L/a@ﬁ(———%)m<aw/-iﬁQﬁMm+amm/)%M.
RN 2] x RN 2A RN

Pelo Lema de Lions [51], temos que

/ ubdr — 0.
RN

Ainda,
A/'ﬁmgwwﬁ§1
RN

Assim,

L €a
a(x)F Up | de < =—=L? + 0,(1).
for (o) ae < G+ out)

A
Tomando € = o’ obtemos

L 12 (B ) 12
I Up | >— — | — +o0,(1) ) = — —o0,(1).
(Hunm ) y “\a )= ool

Como ||u,|[x — oo, temos que

Tan € (0,1) para n > 0 suficientemente grande e
Un ||\
assim "

mwMWEIGi—)>E—MU

t[0,1] |un|],\un 4
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Seja t, € (0,1) tal que I(t,u,) = m[éa}ﬁ I(tu,). Entao
telo,

I(thuy,) > LIZ — 0,(1). (A.2)

Mas, como t,, < 1, por (f3) temos

Iboun) = I(thuy) — %1’ (bt (i)
1
_ /R a(e) (5 Ftntn) (bttn) — F(tnun)) dz
< D - a(x) (%f(un)un - F(un)) dx
= DI — 51 ()
= Dd+ o,(1).

Logo,
I(tpu,) < Dd+ 0,(1). (A.3)

De (A.2) e (A.3) obtemos

L2
U on(1) < I(tyu,) < Dd+ 0,(1).

Fazendo L > 0 suficientemente grande, obtemos uma contradigao.

Suponhamos que o caso 1 ocorra, ou seja limsup sup / i, [Pdz = 6 > 0. Assim,
n—00  yeRN JBy(y)

se (y,) € uma sequéncia tal que |y,| — oo e / |4, |*dz > 6/2, considerando que

B1(yn)
Un (T + yn) — U(x), temos

/ |t (2 + yn)|?dz > §/2,
B1(0)

e portanto,

/ )2z > 6/2,
B1(0)

ou seja, u # 0. Logo, existe 2 C B1(0), com |Q] > 0 tal que

0 < Ji(a)] = lim [iin(z + )] = lim (2 + )|

oo [lunly

Vo e Q.
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Como temos que ||u,||x — 0o, entdo necessariamente,
Un (T + yn) — 00,V € Q C By(0).

Assim, pela condicao (f3), pelo Lema de Fatou e por (Al), com o := inf a(z) temos

n—o0

imint [ ale)5 (Flun + )unti + 30) = Plun(o -+ ) d

> liminf (7% (f (up(z 4+ yn))un(x + yn) — F(up(z +yy)) da
n—oo RN

> lim inf/ 0’% (f(up(x 4+ yn))un(x + yn) — F(up(z + yn)) dx
n—oo 9]

> / lim infa% (f (un (@ + yn) )n (2 + yn) — F(un(z +yn)) dx
0 n—oo

= +OO

Por outro lado, temos que |I'(un)un| < || I'(un)||||unl|lx — 0, e portanto, I'(u,)u, =

on(1). Dessa forma,

/RN a(m)%f(un)un — F(uy)dz = I(u,) — %I’(un)un <d+1,

o que é uma contradicao.
Se |yn| < R, R > 1, obtemos

5
-g/ |z[n(x+yn)|2dx§/ i (2 + yo) |2,
2 B1(0)

Br(0)

e como U, (r + y,) — U em Byg(0), segue que
5/2 §/ a(z) |2 da.
B1(0)

Logo, como anteriormente, existe 2 C By(0), |2] > 0 tal que

lim o)l iy ( + y)| = ()] # 0,V €
oo ||tn|a =300

Assim, o argumento segue andlogo ao caso em que |y,| — oo. Portanto, o caso 1

também nao pode ocorrer.

]
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A.4 Lema de Splitting

Antes de demonstrar o Lema 4.20, temos o seguinte resultado:

Lema A.3. Assuma (f1) e (f2). Se u, — ug em HY(RY), entdo

f(un) - f(un - uO) — f(UO)

em H1(RY).

Demonstragao. De (f1) e (f2) segue que dado € > 0 existe uma constante C' > 0 tal que
1f(s)] <els| +Cls|,V s € R. (A4)

Como u, — ug, entao (u,) é uma sequéncia limitada, isto é, existe M > 0 tal que
|un||x < M. Assim,
|f(un)| < €lun] + Clun| = (€ 4+ C)|unl,

e up(z) = ug(z)qtp x € RY. Como f é continua, temos que f(u,(z)) = f(uo(x)). Assim
dado w € F) temos

1) = Fatn = ) = F(alde < () [ (] + = o] + o] = 0,(),

pelo Lema 1.7 com p = 2. O
Apresentamos agora a demonstragao do Lema 4.20:

Demonstrag¢ao. Como (u,) ¢ uma sequéncia limitada, temos que u, — u em FE).
Mostraremos que I’(%) = 0. Da imersao compacta de H'(RY) em L7 (RY) 1 <r < 2%
temos que u, — @ em L7 (RY). Como C°(RY) ¢ denso em E), fixamos ¢ € C°(RY) e

consideramos K = suppy. Entao

a(x) f(un(x))p(x) = a(x) f(u(z))e(z) gtp x € K,
e existe h(x) € L], .(K) tal que
|un(2)], [u(2)] < h(2), qtp = € K.

Ainda, da estimativa (A.4) com € = 1 temos

|a(@) f (un(2))o(2)] < as(l+ O)un(2)|ll¢lloc < Chix) gtp x € K,
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onde Ch(z) > 0 e tal funcio pertence a L'(K). Assim, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue,

lim [ a(z) f(un(z))p(z)de = / a(x)f(a(x))p(x)dz, Vo € C5°(RY).

n—oo RN RN

Por outro lado, pela convergéncia fraca de u,, — u, temos

lim Vu,Vip + Auypdr = / VuVy + Aupdx, Yo € Cg°.
RN

n—oo RN

Entao,
0= lim I'(u,)p = I'(a)p,Vp € Cy°,

n—00

e portanto,

I'(a) = 0.
Suponhamos agora que a sequéncia (u,) nao converge forte a u. Seja u,1 ‘= u, — U.
Assim, temos que u,; — 0. Mostraremos que
a) [lunallk = lluallX — Tl + 0n(1);
b) Io(tn1) — d— I(a);

c) I'(un1) — 0.

il = lun —all3 = (up — @, u, — @)
= <um un) - <unv ﬂ> - <a7 un) + (ﬂ,ﬂ)
= Jlunll3 — 2 (un, @) + ||a3

= JuallX = N1l + on(1)
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(b) Temos que

litns) = 10) +1@) = Glonali = [ aPlunn)ds = 5l + [ ale) Flundo
+ gl = [ a@F@
— on(1) — /R o F () + /R a(@)F(uy)da
_ /]R a()F(a)dr + ( /]R a(e) Pl ) ~ /R ) a(x)F(un,l)dx)
= (1) - /RN(aoo — a(e)) F(uns )da
[ al)(Ptu,) = F@) = Fu)ds,
onde utilizamos o item (a).

Afirmagao 7. / (oo — () F(up1)dr = 0,(1).

RN

Afirmacio 8. / (@) (F() — F(7@) — F(una))|dz = on(1).

RN
Portanto, Io(un1) — I(u,) + I(a) = 0,(1), e como I(u,) — d, temos

Lo(upy) — d — I(a).

Verificagao da Afirmagao 7: Temos que u,; — 0. Entdo, u,; — 0 em LP(Bg(0)),

para 2 < p < 2*. Mostraremos primeiramente entao que
/ (G0 — a(x)) F(up1)dz = 0,(1).
Br(0)
De fato, da estimativa (4.6) com € =1 e p = 2 temos
[(aos — al@))||F' ()| < (ace + |a(2) ) F (un1)] < 2a00(1 + C(2))[tna]*.

Assim,

/ [(aoe — a(z))F(up1)|dz < é’/ |un1|*dzr — 0, em Bg(0).
Br(0)

BRr(0)
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Para a integral sobre 2 := RY \ Bgr(0), temos

‘/mm— Hme»m~i/mm—wwmmm%ﬂwm

Mas, como a(x) — @, dado € > 0 existe R > 0 tal que se || > R, entdo |a, —a(x)| < e,

assim

/(aoo — a(x))F(up)dz
Q

SC@%/WmeSC@ﬂwﬂé
Q

e o resultado segue pois (uy, 1) ¢ limitada.

Verificagao da Afirmagao 8: Como a(r) < as, temos que

/RN la(z)(F(u,) — F(u) — F(up1))lde < ax /RN |F(uy) — F(u) — F(upa)|de.

Assim, mostraremos que

/RN |F(uy) — F (@) — F(up,)|de = 0,(1).

Nossa ideia é utilizar novamente o Lema 3.5. Como F' é continua e F(0) = 0,

mostraremos que dado £ > 0, existem fungdes continuas . e ¥, tais que |F(a+b)—F(a)| <

epe(a) + 1. (b).
De fato, se 0 <t <1 temos, por (A.4) que

L q
—Fl(a — tb)dt| =
Adt“ >’

/0 Fla — th)||bldt < C(/O la — tb|[bldt
C(p)(Jallbl + [b*) < C(elal + (C- + 1)[b]*),

|F(a—b) = F(a)] =

(a— tb)(—b)dt‘

IN

IN

assim, p.(a) = Cla| e 1¥.(b) = (C. + 1)|b]>.
Tomando u,, = @ + u,; e sabendo que u,; — 0 gtp * € RN, podemos aplicar o Lema

3.5 e concluir que
|F(u,) — F(a) — F(up1)|de = 0,(1).

RN
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(¢) Utilizaremos aqui o Lema A.3. Temos para toda funcao h € E), que

0n(1) =I'(up)h = I'(up1 +a)h
= Vu,1Vh + Auy, 1hdr + VuaVh + \uhdx

RN RN
— / a(z) f(up1 + w)hdz
RN
= [;o(un,1)+f’(ﬁ)+/ aoof(un,l)hdx—i-/ a(z)f(u)hdz
- / a(z) f(up1 + @)hdz
RN

= [;o(un,l) + I'(u) +/ a(z)(f(a) + f(un1) — f(un1 +@))hdx
+ /RN<CLOO —a(z)) f (up1)hdz
= L) + @)+ [ a@)(F(@)+ flun 1) = () hds

Temos que

[ @@+ Flan =) = Fun)

< s, / M@+l — 1) = F(un)] Bl

Assim, utilizando o Lema A.3 obtemos que tal integral converge a zero.
Ainda, temos que / (a0 — a(x)) f(up1)hdz = 0,(1). De fato, definindo g¢,(z) =
RN

f(un1(2)), temos que g,(z) = 0 gtp x € RN, pois (u,;) é limitada e converge a zero

gtp x € RY. Ainda, temos que

lgall2 = / Fluna)?da < / Cluna [Pda.
RN RN

Assim, temos que
gall2 < Cllunallz < M,

pois (u, 1) ¢ limitada em L?(RY). Pelo Lema 1.7, temos que

[ maet)is = 0,17 ¢ € CF(RY),

Como C§°(RY) ¢ denso em L*(RY), segue o resultado e temos que I'(u, 1) — 0.
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Temos ainda que
0= I;(Un,l)uml + On(1>7

ou seja,

t= [ aFmunade +0,(1). (A.5)

[tn.1]

Como estamos supondo que u,; — 0 em Ej), tomemos

0 = limsup sup / U1 |*da.
Bi(y)

n—oo yeRN
Se 0 = 0, segue do Lema de Lions ( Lema 1.2 de [51]) que
Uy — 0 em LP(RY),2 < p < 2%
Assim, de (A.5), e das estimativas sobre F', com 2 < p < 2*, temos
funal} = [ asFn)nade + o)
RN

< 0l / 1 [P |
RN

= CNf/‘ |un,1‘p7
RN

|lunillx = 0 em Ej,

e assim

o que é uma contradicao. Suponhamos entao que 6 > 0. Entao existe uma sequéncia

(yl) C RY tal que
/ U1 |*dz > /2.
Bi(y})

Consideremos entdo a sequéncia (u,1(-+¥})). Podemos assumir que tal sequéncia satisfaz

U1 (- + yl) = uy em E)\

U1 (z + yl) — u(z)gtp x € RN,

Como
/ U1 (@ + yl)[2dx > §/2,
B1(0)
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segue do Teorema de Rellich que

[N
B1(0)

e assim u; # 0. Mas u,; — 0 em E), entdo (y,) ¢ ilimitada e, a menos de subsequéncias,
. , . 7 .
podemos assumir que |y}| — oco. Além disso, como I__(u, 1) = 0,(1), podemos deduzir

que u; é uma solugao fraca do problema no infinito. Definamos agora
._ 1
Unp = Un,1 () — ur (2 — Y.

Entao, como anteriormente, temos
a) flun2l3 = llunllX = all3 = lurlX + o0n(1);
b) Io(tn2) = d— (1) — Io(uy);
¢) I (tns) — 0.

A verificagdo destes itens segue a mesma argumentacao utilizada anteriormente nos
itens analogos para a sequéncia (u,, 1), com as devidas adaptagoes. Assim, se ||uy, 2| — 0,
concluimos a demonstragao. Caso contrario, se u,2 — 0 e nao converge forte a zero,
contruimos u, 3(z) := u, 2 (x) —uz(x—y?2) e repetimos o argumento. Dessa forma, obtemos
uma sequéncia de pontos (y2) C RY tais que |yi| — oo, |y —y!| — 00,7 # j e sequéncias

de fungoes uy, ;(z) = upy j-1(x) — uj_1(x — y2~1),j > 2 tais que
Un (T +y1) = ui(z) em E,
e u; é solugao fraca do problema no infinito. Como I (u;) > coo € I(u,) — b, da expressao
I(up) = I(a) 4 Lo (ur) + Ino(u2) 4+ 0,(1),

tal iteragao deve parar em algum indice finito j > 2.

A.5 Teorema de Linking

Apresentaremos agora os resultados e definigdes necessérios para podermos demonstrar
o Teorema de Linking, e seguiremos os resultados apresentados em [8]. Comegaremos com
a seguinte definicao para sequéncias de Cerami, mais geral em relacao & que estivemos

utilizando até entao:
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Definigdo A.4. Dizemos que o funcional f € CY(X,R) satisfaz a condicio (C') em

(c1,¢2), com —oc0 < ¢ < cg < 00 se

a) toda sequéncia limitada (u,) C f~'((c1,¢2)), com (f(un)) < M e f'(u,) — 0 possui

subsequéncia convergente;

b) para todo c € (c1,cq) existem «, R,0 > 0 tais que [c — 0,c+ o] C (c1,¢2) e para toda
u€ f~H[c—o,c+0]), [lullx, temos que || f'(un)[lullx > o

Definicao A.5. Seja H um espaco de Hilbert real e S um subconjunto fechado em H.
Seja QQ uma variedade de Hilbert com fronteira 0Q. Dizemos que S e 0Q) "link"se:

(Ly) SNoqQ = 0;

(Lg) Se ¢ € uma aplicagio continua de H sobre H tal que p(u) = u,Yu € 0Q, entdo
(@) NS #0.

Teorema A.6. Suponha que f € C*'(H,R) satisfaz as sequintes propriedades:
(f1) f satisfaz a condigao (C') em ]0,4o00];

(f2) existem um subconjunto fechado S € H e uma variedade de Hilbert Q C H com

fronteira 0Q) com as sequintes propriedades:

(a) existem duas constantes f > a > 0 tais que
flu)<aVu e 0Qe flu) > YueS,

(b) S edQ "link";

(c¢) sup f(u) < oc.
ueQR

Entao f possui um wvalor critico ¢ > .

Para provar este teorema, precisamos de mais algumas definicoes e resultados.
Consideraremos H um espago de Hilbert real e G um grupo compacto de transformagoes

unitarias que age sobre H.

Definicao A.7. Uma teoria do indice sobre H relacionada com o grupo G € a tripla

I=(X,H,i) onde
(a) ¥ € a familia dos subconjuntos fechados de H que sao G-invariantes;

(b) H € o conjunto de aplicagoes continuas em H que sio G-invariantes;
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(c) i:% — NU{+oo} € uma aplicagao satisfazendo as sequintes propriedades:
(i1) i(A) = 0 se e somente se A = );

(i) (A,BeX,AC B)= (i(A) <i(B));

(i3) (AU B) <i(A)+i(B),VA,B € ¥;

(is) i(A) < i(h(A)),VA € B,Vh € H;

(i5) Se A € ¥ € um conjunto compacto, entao existe 6 > 0 tal que i(Ns(A)) = i(A),
onde Ns(A) denota a §-vizinhanga fechada de A.

Um exemplo é dado por G = {ig}, onde iy é a aplica¢ao identidade de H. Entao:

e > consiste de todos os subconjuntos fechados de H;

e 7 consiste de todas as aplicacoes continuas de H;

0 A=
e Se definimos i;(A) = { o 0 obtemos uma teoria do indice I

1 se AeX\ {0}

relacionada com (G1, que chamaremos de ’teoria do indice trivial’.

Definigao A.8. Sejal = (X, H, i) uma teoria do indice sobre H, relacionada com o grupo

G e S € ¥. Chama-se uma teoria do pseudo-indice (relacionada a S e 1) a tripla
I* = (S, H",i"),

onde H* C H é um grupo de homeomorfismos sobre H e i* : ¥ — NU{+o0} € a aplicagao
definida por

*(4) = min i(h(4) N S). (A.6)

Teorema A.9. Seja H um espago de Hilbert real sobre o qual uma teoria do indice
I= (3,R,i) relacionada ao grupo G age. Seja f € C'(H,R) um funcional G-invariante.
Sejam S € X e a,b,cy, coo € R tais que

—00 < a<cy < e <b< +00.

Considere a teoria do pseudo-indice I* = (S, H,i*), onde H* € o grupo de homeomorfismos

G-equivariantes h : H — H tais que

h(u) =u se u ¢ f~'(a,b]).

Suponha que:
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(a1) f satisfaz a condi¢iao (C) em a,b|;
(az) S C f~([co, +o0[);
(a3) existem um inteiro k >1 e A€ X, tais que A C f71(] — 00, ¢x]) € i*(A) = k.

Entao os nimeros

cp = inf sup f(u), k=1,2,...k; 3 = {4 € X;i*(A) > k} (A.7)

AEX UEA

sao valores criticos de f e

o< << < < e (A.8)
Ainda, se
c=cy=..=cCprcomk>lek+r<k
entao
i(Ke) >+ 1 (A.9)

A demonstrac@o deste Teorema pode ser encontrada em [8], Teorema 2.9.

Estamos entao agora prontos para demonstrar o Teorema A.6:

Demonstragao. Seja

H* = {h; h é um homeomor fismo de H em H e h(u) =u se u & f~'(Ja,+00)}

e consideremos a teoria do pseudo-indice I} = (S, H*,i}) relacionada com S e a teoria do

indice trivial I (vide exemplo acima). Consideremos agora dois ntimeros positivos ¢y € oo
tais que

Coo > max {sup f(Q), 5} a<cy< oo

Mostraremos que (f1), (f2) implicam que as condi¢oes do Teorema A.9 sdo satisfeitas com
a=a, b=400, A=Q, k=1.

Obviamente, (a1) e (ay) sao satisfeitas. Provaremos que (a3) também é vélida.
Como 0Q e S "link", h(Q) N S # () para cada h € H*. Entao, i*(Q) = 1. Assim, pelo
Teorema A.9, conluimos que
c¢ = inf sup f(A)

AeX,
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é um valor critico pertencente a [cg, ¢5). Ainda
(i"(A)=1)= (ANS #0).
Entao, pela hipotese (a), temos
sup f(A) > VAe ¥,

e consequentemente
c>p.

]

Vamos finalmente mostrar que o nosso Teorema de Linking, apresentado como Teorema

4.27, ¢ um caso particular do Teorema A.6.

Demonstragao. (Teorema 4.27):

Mostraremos que nossa definigdo anterior de condi¢do de Cerami (Ce) satisfaz a
condigao (C'). De fato, suponha que o funcional I satisfaz a condi¢do de Cerami (Ce),
para ¢ € R, ou seja, temos que se I(u,) — c e ||I'(u,)]|(1 4 |Jun|[x) — 0, entdo existe uma
subsequéncia (u,,) tal que u,, — v € H'(RY). Temos dois casos a analisar:

Caso 1: (u,) é limitada. Neste caso, temos que ||I'(u,)|| — 0 e existe subsequéncia
convergente (u,,). Assim, a condicdo (a) ¢ satisfeita.

Caso 2: (u,) nado é limitada. Mostraremos que o item (b) deve ocorrer. De fato,
suponha que (b) ndo ocorre, ou seja, nao existem as constantes positivas «, R, 0. Logo,
existe ¢ € R tal que dados a, R,0 > 0 existe u € ["([c — 0,¢ + 0]),u = u(a, R, 0),
com |lul|x > R, mas [[I'(u)]||ul]|]x < «. Considere entdao n € N de modo que R = n
e a = 0 = 1/n. Assim, obtemos uma sequéncia (u,) C H*(RY) onde Vn € N,u, €
I"Y[e —1/n,c+ 1/n]), |unlln > n e [[I'(u,)|[||unllx < 1/n. Observe que daqui segue que

existe uma constante M > 0 tal que Vn € N, |I(u,)| < M. Além disso,
1 () I < (L () [l |3 < 1/,

logo, I'(un) — 0 em E’. Assim, ||I'(u,)]|(1 + ||unl[x) — 0. Pela condigao (Ce), existe
u € F tal que u,, — u, a menos de subsequéncias, mas isto é uma contradi¢ao, pois (uy,)
nao era limitada.

Assim, estamos nas condi¢oes do Teorema A.6, e a prova segue anéloga. [

Observacgao A.3. Uma outra versao para Teorema de Linking para sequéncias de Cerams,

em condigdes mais gerais, pode ser também encontrada em [40] e [45].
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