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Resumo

Estudamos classes de hipersuperficies conformemente planas associadas a solucgoes invari-
antes por um grupo de simetria das equacoes de Lamé com a condicao de Guichard.

Mostramos que os grupos de simetria deste sistema de equagoes diferenciais sao dados por
translagoes e dilatagoes nas variaveis independentes e dilatagoes nas varidveis dependentes.
Além disso, obtemos as solugoes invariantes pelo grupo de translacao.

A partir dessas solucoes, usamos os resultados de Hertrich-Jeromin para obter as hipersu-
perficies conformemente planas e descrever as redes de Guichard correspondentes. Obtemos
parametrizacoes explicitas de hipersuperficies conformemente planas geradas a partir de su-
perficies planas no espaco hiperbélico H? e na esfera S?. Mais ainda, mostramos que associada
a uma solucao dada em termos de funcoes de Jacobi elipticas existe uma nova classe de hiper-
superficies conformemente planas. Quanto as redes de Guichard correspondentes, mostramos
que suas superficies coordenadas tem curvatura Gaussiana constante, e a soma das trés curvat-
uras € igual a zero. Além disso, as redes de Guichard sao folheadas por planos com curvatura
Gaussiana nula e curvatura média constante.

Mostramos que a superficie plana em H? possui primeira forma fundamental determinada
por uma funcao linear. Em geral, uma superficie plana em H? é determinada por uma funcao
harmonica, assim como por dados meromorfos. Uma classificacao completa de superficies planas
helicoidais em H? ¢ obtida em termos de suas aplicacoes de Gauss hiperbdlicas e por funcoes
harmonicas lineares. Incluimos uma familia de exemplos que fornece a classificacao das su-
perficies planas helicoidais. Mais ainda, mostramos que uma superficie plana em H? correspon-
dente a uma funcao harmoénica linear é localmente congruente a uma superficie helicoidal ou
ao “peach front”.

Palavras-chave: hipersuperficies conformemente planas, equacao de Lamé, Grupos de

Simetria, Redes de Guichard, superficies planas, superficies helicoidais, espago hiperbdlico.
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Abstract

We study classes of conformally flat hypersurfaces associated to solutions invariant by a
symmetry group of Lamé’s Equation satisfying the Guichard condition.

We show that the symmetry group of such system of differential equations are given by
translations and dilations in the independent variables and dilations in the dependents variables.
Moreover, we obtain the solutions invariant solutions by the translation group.

From these solutions, we use the results due to Hertrich-Jeromin in order to obtain the
conformally flat hypersurfaces and describe the corresponding Guichard nets. We obtain ex-
plicit parametrizations of conformally flat hypersurfaces that are generated from flat surfaces
in the hyperbolic spaces H? and in the sphere S*. Moreover, we show that associated to a
solution, given in terms of Jacobi elliptic functions, there exists a new class of conformally flat
hypersurfaces. With respect to the corresponding Guichard net, we show that their coordinate
surfaces have constant Gaussian curvature, and the sum of the three curvatures is equal to zero.
Moreover, the Guichard nets are foliated by flat planes with constant mean curvature.

We show that the flat surface in H? has its first fundamental form determined by a linear
function. In general, a flat surface in the hyperbolic space H? is determined by a harmonic
function, as well as by its meromorphic data. A complete classification of the helicoidal flat
fronts is given in terms of their hyperbolic Gauss maps as well as by means of linear harmonic
functions. A family of examples which provides the classification of the helicoidal flat fronts is
included. Moreover, it is shown that a flat surface in H?, that corresponds to a linear harmonic
function, is locally congruent to a helicoidal flat front or to a “peach front”.

Keywords: conformally flat hypersurfaces, Lamé’s equations, symmetry groups, Guichard

nets, flat surfaces, helicoidal surfaces, hyperbolic space.
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Introducao

Classificar hipersuperficies conformemente planas tem sido um tépico de interesse em geometria
diferencial ha algum tempo. Assim como vemos em outros problemas de geometria, o problema
em questao é fortemente influenciado pela dimensao da hipersuperficie.

Quando temos uma superficie regular, ou seja, uma hipersuperficie de dimensao n = 2 em
R3, o problema estd resolvido. A solucdo estd relacionada ao fato de que sempre é possivel
obter coordenadas isotérmicas para superficies. Dessa forma, hipersuperficies de dimensao
n = 2 sempre sao conformemente planas.

Para dimensoes maiores, a primeira solugao obtida foi dada em [6] por E. Cartan, em
1917. Neste trabalho Cartan deu uma classificacao completa para as hipersuperficies con-
formemente planas em formas espaciais de dimensao n + 1 > 5, caracterizando-as por aquelas
quasi-umbilicas, ou seja, onde uma das curvaturas principais tem multiplicidade pelo menos
n— 1.

No mesmo trabalho, Cartan fez um estudo de hipersuperficies conformemente planas em
formas espaciais de dimensao 4. Embora tenha mostrado que as quasi-umbilicas sao conforme-
mente planas, a reciproca nao é verdadeira. Para aquelas hipersuperficies conformemente planas
genéricas, isto é, com curvaturas principais distintas, Cartan obteve a seguinte caracterizagao:

Uma hipersuperficie com trés curvaturas principais distintas em uma forma espacial de
dimensao 4 é conformemente plana se, e somente se, suas seis "distribuicoes umbilicas” (ou
seja, os planos onde a sequnda forma fundamental é miltipla da primeira forma fundamental)
sao integrdveis.

Este foi por um bom tempo o tnico resultado existente para hipersuperficies conformemente
planas genéricas. Nesse sentido, o que tem sido feito desde entao foi procurar classificacoes,
mesmo que parciais, para esta classe de hipersuperficies que satisfizessem a caracterizacao dada

por Cartan, ou até mesmo fazendo uma releitura do seu trabalho, na intencao de obter mais



informagoes sobre tais hipersuperficies.
Em 1988, Lafontaine em [15], tratou das hipersuperficies do tipo M3 = M? x I C R*,
obtendo trés classes de solugoes, as quais listamos aqui da maneira como estao resumidas

em [30]:
e Tipo produto direto: M?3 é do tipo
M3}=M*xICR}xIcCR?
onde M? é uma superficie de curvatura constante munida da métrica induzida por R?;
e Tipo cone: M? é do tipo
M3:{tp:0<t<oo,p€M2},
onde M? ¢é uma superficie de curvatura constante munida da métrica induzida por S3;

e Tipo rotacao: Seja H? o espaco hiperbdlico, onde podemos penséa-lo como subconjunto

de R* da seguinte maneira
HY = {(y"¢",4%0) ¢ >0} CR' = {(y", 9", y") : v’ €R}.
Considere agora as rotacoes do eixo 3% em torno do eixo y*, isto é,

(y17 y27 y37 O) — (y17 y27 y3 COSt? y3 SiIl t),

entao M? é obtida rotacionando da maneira acima uma superficie M? C H? de curvatura

constante na métrica induzida por H3.

O trabalho de Lafontaine é notdvel e foi por algum tempo a principal referéncia para tra-
balhos posteriores. Os estudos que vieram posteriormente, trataram de obter novas classes que
nao estavam contidas nas trés classes descritas acima.

Em 1994, Hertrich-Jeromin em [11], estudou o artigo de Cartan e tentou dar uma resposta
mais satisfatoria a questao envolvendo a dimensao da forma espacial igual a 4. Neste trabalho,
o autor conseguiu uma correspondéncia entre as hipersuperficies conformemente planas de
dimensao 3 e as redes de Guichard, uma espécie de sistema triplamente ortogonal de superficies

consideradas inicialmente por C. Guichard em 1905 [10] onde se referiu a esses sistemas como um



analogo as coordenadas isotérmicas. Dessa forma, Hertrich-Jeromin transferiu o problema de
classificar as hipersuperficies conformemente planas para o problema de classificacao das redes
de Guichard em R?, isto é, um sistema triplamente ortogonal de superficies X : U C R — R?,

com uma métrica dada por
g = l(dz1)* + [5(dws)” + U5(dws)”, (1)
onde as funcoes [y, I e l3 satisfazem a condi¢ao de Guichard
B—13+103=0, (2)

e o sistema de equacoes diferenciais parciais de segunda ordem, denominado equacoes de Lamé

[16], dado por

li,xj lj,xk li,xk lk,xj

li,a:j:ck - l — 0,

U

1

(lz’ﬁ) + (@) + ligckij,zk - 0. (3)
lj T ll i lk

g

para i, j, k distintos.

Usando redes de Guichard, Hertrich-Jeromin conseguiu um exemplo de rede de Guichard
construida a partir de superficies paralelas da hélice de Dini e verificou que a hipersuperficie
conformemente plana correspondente nao pertencia as classes produto das descritas por La-
fontaine, fornecendo assim um novo exemplo ao problema.

A partir dos trabalhos de Cartan, Lafontaine e Hertrich-Jeromin, Suyama em 2000 e em
2005, com os trabalhos [28] e [29], conseguiu ampliar ainda mais o leque de classes de hiper-
superficies conformemente planas. A estratégia de Suyama foi verificar que, a partir das redes
de Guichard descritas por Hertrich-Jeromin, sempre podemos supor que hipersuperficies con-
formemente planas em formas espaciais de dimensao 4 admitem uma parametrizacao onde a

primeira forma fundamental é dada por
g = "W {cos?p(w)(dwr)® + sen’ () (dws)® + (dws)’} (4)

ou

g= e2P(@) {coshggp(gv)(dgvl)2 + senh2g0(m)(dm2)2 + (dl’g)g} , (5)
com respectivas segundas formas
II = 2P {a1($)0082g0<d1’1)2 + ag(w)sen*o(dxg)* + ag(x)(dx3)2} , (6)

3



11 = e*"@) {a,(z)cosh*p(dx1)* + az(z)senh*p(dx2)? + as(z)(dxs)*} . (7)

Assim caracterizaram as hipersuperficies em termos de primeira e segunda formas funda-
mentais. Especificamente, Suyama mostrou que a funcao ¢ é um invariante conforme, isto é,
parametrizacoes com a mesma ¢ levam em hipersuperficies conformemente equivalentes. Além
disso, conseguiu classificar todas as classes ja descobertas a partir da fungao ¢, mostrando que,
quando ¢ nao depende de uma varidvel, a hipersuperficie estd em uma das classes descritas
por Lafontaine. Além disso, mostrou que o exemplo dado por Hertrich-Jeromin se encaixa na

classe com primeira forma fundamental (4) onde

P w12s = Paszs = 0 (8)

Partindo desta condi¢ao nas derivadas parciais de ¢, Suyama obteve uma classificacao par-
cial, fornecendo construgoes explicitas para as hipersuperficies encontradas.

Em 2007, Hertrich-Jeromin e Suyama descreveram em [13] uma classificacao total de hiper-
superficies conformemente planas que satisfazem (8). A classifica¢do obtida foi dada em termos
de redes de Guichard, seguindo as idéias introduzidas por Hertrich-Jeromin em [11], onde
mostrou-se que as hipersuperficies desta classe estao relacionadas a um tipo especial de redes
de Guichard, denominada pelos autores de redes de Guichard ciclicas. Tal nome se deve ao fato
de que uma das curvas coordenadas sempre esta contida em um circulo.

O presente trabalho consiste em obter solugdes [y, I3 e I3 para o sistema (2) e (3) e em seguida,
utilizando o que foi descrito por Hertrich-Jeromin em [11], obter uma classe de hipersuperficies
conformemente planas correspondente. Para obter as solucoes, utilizamos a teoria de grupos
de simetrias para equagoes diferenciais parciais, através da teoria dada em [22]. A motivacao
segue do fato de que as equagoes de Lamé (3) com a condicdo de Guichard (2), reduzidas
a um sistema de primeira ordem, assemelham-se tanto as equagoes generalizadas intrinsecas
da onda e de sine-Gordon, quanto as equacoes generalizadas de Laplace e de sinh-Gordon
eliptica. Tenenblat e Winternitz em [32] obtiveram o grupo de simetria para as equagoes
generalizadas intrinsecas da onda e de sine-Gordon, enquanto Ferreira em [8], considerou as
equacoes generalizadas de Laplace e de sinh-Gordon eliptica. As solugoes invariantes pelo
subgrupo de translagdo obtidas em [32] e [8] generalizam os resultados dados por Rabelo e
Tenenblat em [23], onde consideraram solugoes das equagoes generalizadas intrinsecas da onda

e de sine-Gordon que dependem apenas de uma variavel. Tais solucoes estao associadas a
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subvariedades de R?"~1 e S?"~! chamadas subvariedades toroidais. Dessa forma, utilizamos
as técnicas dos trabalhos citados para obter subgrupos de simetria para as equagoes de Lamé
com a condi¢ao de Guichard, além das solucoes invariantes por subgrupos de translacao. Com
essas solugoes em maos, partimos para a construcao de hipersuperficies conformemente planas
associadas a essas solucoes. Obtivemos parametrizacoes explicitas de hipersuperficies contidas
nas classes dadas por Lafontaine, além de uma classe onde temos a primeira forma fundamental

do tipo (4) ou (5), onde a fungao ¢ é do tipo
p(x1, 2, w3) = (§), com § = a1z + arws + asws,
que satisfaz a equacao
¥% = Acrcos® p — c), (9)
ou
gpi = A(cy cosh? p — ¢y). (10)

onde ¢, ¢ e X\ sao constantes nao nulas. Observe que podemos expressar as derivadas parciais
de ¢ nas varidveis (x1, z2, x3) em termos das derivadas ordindrias de ¢ em termos da varidvel

&, através das relagoes

O _ 4o
0@- ng’
P _ 0T
8331-:1:]- ’ ]d52'

Considerando que todos os «;’s sao nao nulos, temos a partir das relagoes acima que esta é uma
nova classe que nao esta incluida em nenhuma classe obtida nos trabalhos anteriores.

Com relagao a construcao das hipersuperficies conformemente planas associadas, mostramos
que quando todos os a;’s sao nao nulos, a construcao esta relacionada como solugoes da equacao

diferencial parcial

f + f,zlxl - f,xga?z + f,:vgx‘g, - ﬁ12f,:r1:1:2 - /813f,$1x3 - ﬁ23f,w2x3 - 07

2 2 2 2 2 2 2 2 2
(o] —a;— a3 B a7 + a5 + a3 _[oz—a] — o
612_ aﬁl3_ 7623_ .

onde

19 103 [65)6 %)
g L .. . ..
Quando um dos «a;’s é nulo, obtemos parametrizacoes explicitas para as hipersuperficies con-

formemente planas. Neste caso os exemplos pertencem as duas das classes dadas por Lafontaine,



a saber, o tipo cone e o tipo rotacao. Em ambos os casos as superficies geratrizes correspon-
dentes sao superficies de curvatura zero e estao parametrizadas por linhas de curvatura.

Estudamos ainda propriedades geométricas das redes de Guichard associadas as solucoes
invariantes por subgrupo de translacao. Mostramos que suas superficies coordenadas possuem
curvatura Gaussiana constante e que a soma dessas curvaturas é igual a zero. Utilizando as
técnicas descritas em [8], mostramos também que tais redes sao folheadas por superficies de
curvatura gaussiana nula e curvatura média constante.

A segunda parte do trabalho consiste nos resultados obtidos durante o programa de doutorado
sanduiche na Universidad de Granada, sob a co-orientagao do professor Antonio Martinez.
Neste parte, estudamos as superficies planas obtidas através das hipersuperficies planas corre-
spondentes ao tipo rotacao, isto é, estudamos superficies planas no espaco hiperbdlico H?.

A teoria das superficies planas no espaco hiperbélico H? teve um desenvolvimento impor-
tante nos tltimos anos. O renovado interesse nessa teoria teve inicio com o trabalho [9], onde
foi provado que superficies planas em H? admitem uma representacao de Weierstrass em termos
de dados meromorfos, de modo andlogo ao que ocorre com superficies minimas em R®. Este
fato gerou um grande interesse no estudo de tais superficies.

Sabe-se da teoria geral de superficies planas no espaco hiperbdlico H? que, em uma vizin-
hanca de um ponto nao umbilico, sempre existe uma parametrizacao por linhas de curvatura
onde a primeira e segunda forma fundamental sao dadas por (para detalhes veja [31], pagina

8, Teorema 2.4 e pagina 15, Corolério 2.7)

I = cosh® ¢(u,v)(du)? + sinh?® ¢(u, v)(dv)?, (11)

IT = sinh¢(u,v)cosh@(u,v) ((du)® + (dv)?), (12)

onde ¢ é uma funcao harmonica, na métrica Euclidiana, i.e., A¢ = 0.

No caso das superficies planas que obtivemos, a fun¢ao harmonica correspondente é linear.
Nesse sentido, como a primeira e a segunda formas fundamentais determinam a superficie a
menos de uma isometria do espaco ambiente, caracterizamos as superficies planas de H? que
possuem primeira e segunda formas fundamentais dadas pelas Equagoes (11) e (12), onde a
funcao ¢ é dada por

d(u,v) = au + bv + ¢, (13)

onde a, b e ¢ sdo numeros reais tais que (a, b, ¢) # (0, £1, 0).
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O método empregado para obter os resultados de classificagao foi a representacao de su-
perficies planas no espaco hiperbdlico H? via dados holomorfos introduzida por [9]. Esta repre-
sentacao ¢ similar aquela empregada no estudo de superficies minimas de R? e basicamente nos
diz que, qualquer superficie plana de H? est4 determinada por duas funcoes holomorfas g e g*,
chamadas aplicacoes de Gauss hiperbolicas, que sao obtidas a partir da interseccao da geodésica
normal a superficie, com a fronteira ideal de H?. Reciprocamente, a partir de quaisquer duas
funcoes holomorfas g # g*, podemos recuperar uma imersao plana de H?.

Como principais resultados obtidos, caracterizamos as superficies planas em H? com primeira
e segunda formas fundamentais dadas por (11) e (12) em termos de suas aplicagoes de Gauss
hiperbdlicas e classificamos em termos de propriedades geométricas, a saber, sao superficies
invariantes por um movimento helicoidal do espago ambiente, denominadas superficies heli-
coidais.

Organizamos o presente trabalho nos seguintes capitulos

e Capitulo 1: Hipersuperficies Conformemente planas e Redes de Guichard.
Neste capitulo, apresentamos a teoria sobre hipersuperficies conformemente planas e re-
des de Guichard desenvolvida por Hertrich-Jeromin em [11]. Consideramos imersoes de
variedades riemannianas de dimensao 3 no cone de luz dentro do espaco de Minkowski
e observamos como essas imersoes podem nos ajudar a obter condi¢oes para que hiper-
superficies em formas espaciais sejam conformemente planas. Apresentamos também a

correspondéncia obtida entre tais hipersuperficies e as Redes de Guichard.

e Capitulo 2: O grupo de simetria para as equagoes de Lamé. Neste capitulo apre-
sentamos a teoria de grupos de simetria de um sistema de equagoes diferenciais parciais.
Apresentamos uma breve introducao aos métodos e técnicas, descrito de uma forma mais
ampla e detalhada em [22]. Uma vez familiarizados com esta teoria, calculamos o grupo
de simetria para as equacoes de Lamé, onde as funcoes [, [ e [3 satisfazem a condicao de
Guichard (2). Mostramos que o grupo consiste de translagdes e dilata¢oes no espago das
variaveis e de dilatagoes no espago das fungoes. Calculamos as solucoes invariantes pelo
subgrupo de translagao, onde obtivemos fungoes trigonométricas, hiperbdlicas e elipticas

de Jacobi.

e Capitulo 3: Classes de hipersuperficies conformemente planas associadas as



solucoes invariantes. Neste capitulo, trabalhamos na integracao do sistema descrito no
Capitulo 1 que fornece a imersao plana no cone e o correspondente referencial adaptado,
utilizando as solugoes invariantes obtidas no Capitulo 2. Como resultados, obtivemos
classes explicitas de hipersuperficies conformemente planas, que podem ser vistas como
subclasses das classes dadas por Lafontaine. Além disso, obtivemos uma nova classe,
onde mostramos que a imersao € descrita através de uma equacao diferencial parcial de

segunda ordem com coeficientes constantes.

Capitulo 4: Propriedades geométricas das redes de Guichard associadas as
solugoes invariantes. Neste capitulo mostramos as propriedades geométricas das redes
de Guichard associadas as solucoes invariantes obtidas no Capitulo 2. Mostramos que
tais redes sao folheadas por superficies geodesicamente paralelas de curvatura Gaussiana
nula e curvatura média constante. Além disso, mostramos que as superficies coordenadas

possuem curvatura Gaussiana constante e a soma dessas curvaturas € igual a zero.

Capitulo 5: Superficies planas no espago hiperbdlico associadas as hipersu-
perficies conformemente planas. Neste capitulo mostramos os resultados gerais para
superficies helicoidais no espaco hiperbdlico. Mostramos que as superficies helicoidais
planas em H? sao caracterizadas, por aquelas que, em seus pontos regulares nao-umbilicos
possuem uma parametrizacao por linhas de curvatura onde as primeira e segunda formas

sdo dadas por (11) e (12), onde ¢(u,v) = au + bv + ¢, com (a, b, ¢) # (0, 1, 0).



Capitulo 1

Hipersupertficies conformemente planas

e Redes de Guichard

Apresentaremos neste capitulo os principais resultados do trabalho de Hertrich-Jeromin [11].
Veremos como imersoes isométricas de variedades riemannianas de dimensao 3 no cone de luz do
espaco Minkowski nos ajudam a obter condigoes para que tenhamos hipersuperficies de formas
espaciais conformemente planas. Para isso, comecaremos o capitulo estudando tais espacos.
Uma vez estabelecidas as formas espaciais, estudaremos as imersdes no cone de luz definindo
o referencial mével e a equagao de Maurer-Cartan. Dessa forma, introduziremos as formas
fundamentais conformes que darao origem a sistemas de coordenadas especiais, chamados redes
de Guichard. Finalmente, mostraremos como as redes de Guichard e as equagoes de Lamé estao
relacionadas com as hipersuperficies conformemente planas.

Além do trabalho de Hertrich-Jeromin [11], outras referéncias para este capitulo sdo dadas

por [12] e [25], onde as demonstracoes detalhadas dos teoremas podem ser encontradas.

1.1 Definicao do espaco ambiente

Definiremos a seguir o espaco em que iremos trabalhar de agora em diante. Veremos que, nao
teremos agora, no espaco ambiente, uma métrica positiva definida, mas o que é usualmente
chamada de métrica semi-riemanniana. O leitor interessado poderd consultar [21] onde terd a

disposi¢ao uma boa abordagem sobre o assunto.

Definicao 1.1 Considere o espaco vetorial RS e a forma bilinear simétrica, nao-degenerada



(,) dada por:
() : RExRS —» R

5
(v,w) =  —vowy + Z V;W;.
i=1

Dessa forma, R® munido com o produto escalar (,) é chamado espaco Minkowski e denotado

por RS.

Observacao 1.1 Dizer que a forma bilinear simétrica é ndao-degenerada significa que se

(v,w) = 0 para todo w em R® entdao v = 0.

Observacao 1.2 Lembramos que quando temos uma transformacao linear em RS que preserva
o produto interno usual, chamamos essa transformacao de transformacgao ortogonal. No caso
do espaco Minkowski RS, as transformagoes lineares que preservam o produto escalar definido
acima sao chamadas transformacoes de Lorentz e o conjunto de todas as transformacoes de

Lorentz formam um grupo, chamado grupo de Lorentz e denotado por O;(6).

O conjunto de todos os vetores y tais que (y,y) = 0 serd chamado cone de luz e denotado

por L3, Assim,
L* = {y € R{| {y,y) = 0}. (1.1)
Trabalhando no cone de luz, vamos estudar subconjuntos que identificaremos com as formas

espaciais. Especificamente, considere os vetores
my = (1,0,0,0,0,0), mg=(1,0,0,0,0,—1), m_; =(0,1,0,0,0,0). (1.2)
Vamos mostrar que os conjuntos

My = {y € L[ {y,mx) = 1}, (1.3)

onde K = 1,0 ou —1, com a métrica induzida por R¢ sao variedades riemannianas de curvatura
seccional constante 1, 0 e -1, de acordo com K.

Comegando com my, considere o conjunto dado por E¢ = {y € R¢|(y,m;) = —1}. Em
coordenadas, escrevendo y = (yo,...,ys) concluimos que E¢ = {y € RS|yy = 1}. Assim, EY é
um hiperplano passando por m;.

Identificando m; como a origem 0 do espago vetorial EY podemos associar, para cada y € E?

um vetor J = y—my = (0,1, ...,y5). Com essa identificacao, olhamos para EY como o conjunto
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5

dos vetores y satisfazendo (y,7) = g y?, que a métrica euclidiana usual. Dessa forma, E¢
. . . i:1 ~
torna-se um espaco euclidiano de dimensao 5.

Segue da definicao de E¢ e de M{ que M{ = ES N L5 e entdo se y € M{ temos

5
0={(y,y)=—1+> v,
=1

o que implica

i=1
Assim, obtemos que M} é a esfera padrao unitaria dentro de um espaco euclidiano de

dimensao 5. Logo, M} é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante igual a

1.

Para o caso m_; temos uma situacao bastante parecida. A saber,

ES ={yeRf|(y,m_) =—-1} ={y e Rf|y; = —1}.
E entdo, identificando a origem de E®, com —m_;, E%, ¢é visto como o conjunto dos vetores

5

y=1vy—(—m_1) = (¥0,0,99,...,ys) satisfazendo (y,y) = —y2 + ny Dessa forma, ES,
i=2

torna-se um espaco Minkowski de dimensao 5.

Como M*, = E%, N L%, temos que, se y € M*,,

5
0={(y,9) =~y + Y v +1,
=2
o que nos da i
—Yi+ D =@ =1
i=2

Esta é a equacao de um hiperboldide de duas folhas em um espago Minkowski de dimensao
5, variedade que sabemos ser Riemanniana e ter curvatura seccional constante igual a -1.

Considere agora o vetor mg. Nesse caso, se y € M entdo (y, mg) = —1 portanto, (y, mg) =
—Yo — Y5 = —1, isto é

4
Como y € L® temos que (y,y) = 0 e entdao —y2 + Z y? + 12 = 0 o que é equivalente a
i=1

4
> yP = (o +5) (o — us).
=1
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Seja x € R* tal que z = (y1,...,ys) e entdao, denotando por x -z o produto interno usual de R*

e usando (1.4) podemos reescrever a equacao acima como
T-T=1Yy— Vs (1.5)

E assim, as equagoes (1.4) e (1.5) nos fornecem o seguinte sistema

Yo+ys = 1
Yo —Ys = T,
o que implica em
14z -z l—z-z
= - e s E—
Yo 5 Ys 5

Considere entao a aplicagao

f: RY — L[PCRS
l4+2-2x l—o-2x
T = , T, .
2 2

Temos que f ¢ claramente uma bijegao entre R* e M. Além disso, f é uma imersao isométrica.

De fato, dados p,v € R* temos que df,(v) = (p-v,v, —p - v) e entdo

{dfyp(v), dfp(w)) = —(p-v)(p-w)+v-w+(p-v)(p-w)

= vV-w.

Como a curvatura seccional é preservada por isometrias obtemos que M é uma variedade

Riemanniana de curvatura seccional 0.

Observacao 1.3 Para que tenhamos uma forma espacial conexa de curvatura seccional -
1 usaremos somente a parte do cone de luz onde yy > 0, e assim, M*, terd somente uma

COHlpOIlGIlte conexa.

Observacao 1.4 Inicialmente, notamos que se y € L entao Ay € L°. Pelo que vimos acima,

conseguimos uma isometria entre R* e Mg,

L+ ]z? 1—|z|?
7'1'7
2 2

x€R4H( )eMé‘cL?

Note agora que, se A\ = ———— temos
sore 1+ |2

\ 1+|x’2,x,1_|x|2 _ (1 2z ,1—|x\2 c 5.
2 2 1+ |22’ T+ [of?
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Mas vimos que, o conjunto dos pontos em L° tais que yo = 1 é exatamente M. Dessa forma,
passamos de M} para M através de uma simples multiplicacao por uma fungao escalar. Perceba
ainda que a expressao que obtivemos ¢é exatamente aquela da projecao estereografica, ja que

podemos fazer a identificagao

peSPCcR & (1,p) € M C L°.

1.2 Imersoes isométricas em L°

O objetivo desta secao é estudar imersoes isométricas de variedades riemannianas de dimensao
3 no cone de luz L5. A idéia é obter informacoes sobre essas aplicacoes e introduzir alguns
conceitos importantes. Como as imersoes serao sempre isométricas, as trataremos somente por
imersoes.

Iniciaremos com imersoes de variedades tridimensionais nas formas espaciais de curvatura
constante M. Essas observagoes serdo importantes pois, localmente, podemos ver a imersao
como uma subvariedade de M. Tais subvariedades serdo hipersuperficies, j4 que a codimensao
é 1.

Considere entdo uma imersao Riemanniana f : M® — M} C L° com um campo normal
unitario n, ou seja, (df,n) = 0. Além disso, o campo n satisfaz (n,mg) = 0 e (n,f) = 0,
onde os mg sao dados por (1.2). De fato, para todo p € M?, n(p) € Ty My, e entao se
a: (—€€) = My é tal que a(0) = f(p) e /(0) = n(p), temos

(a(t),mg) =—1 e (a(t),a(t)) =0, t € (—¢e€),
o que implica, derivando em t = 0,
(@) m) =0 e (a(0), f(p)) = 0.

Motivados com o que vimos acima, considere agora uma imersao f : M® — L° (nao neces-
sariamente em Mj-) com um campo normal unitdrio satisfazendo (f,n) = 0. Como (f, f) =0

temos que (df,(v), f) = 0, assim seja v uma funcao diferencidvel em M3, se f=e"f entdo

dfp(v) = e"du,(v) f + e"df,(v).

13



Entao a métrica induzida por f é tal que

(afy (), dfp(0)) = e lduy(0)]? (f, ) +26™ (Fdfy (0) + € (dfy (0) dfy (0)
= e (dfy(v), dfy(v))
ou seja, ¢ uma métrica conforme a métrica induzida por f.
Assim, dada uma imersao f : M3 — L° podemos obter, através de uma simples multi-
plicacdo por uma funcdo escalar, uma outra imersio f cuja métrica induzida é conforme A
induzida por f.

Dada uma funcao diferenciavel a em M3, se i = n + af, temos que

(fintaf) = (fim+alf,f) =0
{df.n+af) = (df,n)+aldf.f) = 0
e assim, n ainda é um campo normal a f e a df. Além disso,
(a.f) = (ierf) = 0
(ndf)y = (i e'(duf +df)) = 0
(n,n) = (n,n) = 1

Tais observagoes nos conduzem a seguinte definigao:

Definigao 1.2 Seja f : M3 — L5 uma imersao tal que a métrica induzida (df,df) é positiva
definida, seja m um campo normal unitario de f tal que (f,n) = 0 e sejam u e a fungoes

diferenciaveis em M3. Entao o par (f,n) é denominado uma faira e a mudanga

f=e'f, n=n+af
é chamada uma deformagao conforme da faixa (f,n).

Observacao 1.5 Como vimos, considerando a mudanca f = e"f, continuamos com uma
imersdao em L° mas agora com uma métrica induzida conforme & métrica induzida por f.
Assim, a idéia é obter uma imersao f : M3 — L5 através de uma deformacao conforme e
obter condicoes para que a imersao f tenha métrica induzida plana, e portanto condicoes para
que f seja conformemente plana. Dessa forma, obtida uma imersao com esta propriedade no
cone de luz L5 basta fazer uma deformagiao conforme para que tenhamos f : M3 — M{
conformemente plana e portanto hipersuperficies conformemente planas nas formas espaciais.
A mudanca n = n—+af serd conveniente em alguns casos, e ficarda mais clara com o que faremos

mais adiante.
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1.3 Referencial adaptado e equacoes de compatibilidade

Para estudar as imersoes em L° definiremos agora o referencial adaptado com que iremos traba-
lhar. Antes, considere uma base pseudo-ortonormal de R, isto é, um conjunto {ey, ..., es} € RY

onde
GA,GB> - 6AB’ para 1 S AaB S 47

es,ea) = (eg,ea) =0, paral <A <4, (1.6)

Definigao 1.3 Um referencial adaptado para uma faixa (f,n) é uma aplicacao que associa a
cada p € M?, uma base pseudo-ortonormal {n;(p),...,ne(p)} satisfazendo, de acordo com os
indices, as relagoes (1.6) acima, de forma que {n;(p),n2(p),n3(p)} é uma base ortonormal de

df,(T,M), ny =nens = f.

Dessa forma, os vetores ni, ny € ng sao tangentes a M e ny, ns e ng sao normais a M. Por

isso, ¢ importante neste ponto, estabelecer a seguinte convencao de indices:

e as letras maiusculas A, B, C, ... serao usadas para variar os indices de 1 a 6;
e as letras minusculas i, j, k, ... serao usadas para variar os indices de 1 a 3;

e as letras gregas «, (3, 7, ... serao usadas para variar os indices de 4 a 6.

Introduzimos agora as 1-formas diferenciais w4 e wyp definidas por:

6
df = Z wanay,
A=1

6
dnA = E Wacngc.-
C=1

Como df esta sempre no espago tangente, concluimos que, wy, ws; € wg sao identicamente

(1.7)

nulas. Se z; € X(M) sd@o tais que df,(z;(p)) = n;(p), entdo temos que w;(z;) = d;;. O conjunto
{w1, ws,ws} é chamado co-referencial adaptado e as formas wap sdo as formas de conexao.
Note que, a partir de (1.7), podemos obter informagoes importantes com relagao as formas

de conexdo wap. Inicialmente, se ny = f, obtemos de (1.7) que:

Ws; = Wy,
(1.8)
Wsq — 0.



Por (1.6) temos que (na,np) é constante, o que implica (dna,ng) + (na,dng) = 0 e entdo,

por (1.7) obtemos que

6 6
<Z wAcnc,nB> + <nA, ZWB(J?”LC> =0, (1.9)
c=1

C=1

que reduz-se aos seguintes casos:

wap +wpa =0, 1§A7B<47

wae +wsa =0, 1<A<A4,

was +wea =0, 1< A<LA4,

Ao oA =0 (1.10)
2ws6 = 0,

2wes = 0,

| wss +wes = 0,
obtidos considerando em (1.9) B = 5 (respectivamente B = 6) para obter a 2% relagdo (re-
spectivamente 3* rela¢do), A = B = 5 (respectivamente A = B = 6) para obter a 4% relacao
(respectivamente 5% relacdo) e A =5, B = 6 para a tltima relacao.

Se wsq = 0, temos que (1.10) implica em:

s = s =0 (1.11)
weg = —ws; = 0.
Assim, a partir de (1.8), (1.10) e (1.11) concluimos que:
(WSiZWzH 1<i<3,
wap+wpa =0, 1< A B</4,
was +wsa =0, 1< A<A4,
was +wea =0, 1< A<M, (1.12)
was =0, 1< AL6,
wsa = 0, 4 <a<6,
[ W65 = Wae = 0.
Considerando a diferencial de (1.7), obtemos as chamadas equagdes de estrutura:
6
dwy = ng ANwpa,
Bl (1.13)
dwap = Z wac A\ wWes,
c=1
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Pelo teorema fundamental das subvariedades, que também vale para o espago Minkowski,
a condicdo necesséria e suficiente para que exista uma imersao f : M™ — R} é que, definido
um referencial adaptado, o co-referencial e as formas de conexao satisfacam as equagoes de
estrutura. O enunciado e a prova completa do teorema fundamental das subvariedades, para o
caso euclidiano, podem ser encontrados em [33].

Como vimos w, = 0 (lembre-se que as letras gregas representam os indices de 4 a 6). Para

a = 4 temos ny = n, o vetor normal unitario que compoe a faixa (f,n). Portanto:

6 3 6 3
d(JJ4: E WA/\WAZ,L: E wi/\wi4+ E wa/\wOA: E wi/\wi4.
A=1 i=1 a=4 i=1

Pelo lema de Cartan, existem funcoes hfj tais que
3
wia =Y hiw;,  hi=h, (1.14)
j=1

Como consequéncia, para cada p € M a forma bilinear definida em T, M x T),M dada por

3 3 3
Hn = Zwin = Z Z hfjwiwj, (115)
=1

i=1 j=1

¢ uma forma bilinear simétrica. E assim, podemos associar a H,, uma forma quadratica
I1,(x) = Hy(z,x),

chamada sequnda forma quadrdtica. Decorre do que vimos acima que,

3 6 3 3
- <df, dn> = — <Z wini,Zw4AnA> = — Zwin = Zwiwm = Hn, (116)
=1 A=1 =1 i=1

relacao que sera util em alguns casos.
Sabemos que a toda forma bilinear simétrica definida em um espaco vetorial esta associada
uma aplicacdo linear auto-adjunta. Assim, definimos o tensor de Weingarten A, que a cada

p € M associa uma aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M tal que:

H,(z,y) = —g(An(7),y), (1.17)

onde g é a métrica induzida.
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Dessa forma, usando (1.15) e (1.17) podemos obter facilmente a matriz de A, na base

{1, 29,23} j& que

3 3

(A = g(An(wr), @) = —Ho(z,mn) = =Y Y hjwi(z)w;(zx)
S (1.18)
i=1 j=1

Sendo A, uma matriz auto-adjunta, admite entdo uma base ortonormal de auto-vetores

onde, nesta base, a matriz de A,, é dada por

—ay 0 0
0 —as 0 )
0 0 —das

nesse caso, hj; = a; e hj; = 0 para i # j.

Assim, as fungoes a; sdo as curvaturas principais e os auto-vetores que constituem essa base
sao as diregdes principais associados a faixa (f,n). Quando o referencial adaptado for definido
de forma que a parte tangencial seja dada por n; = df(v;) com v; uma diregao principal da
faixa (f,n), chamaremos esse referencial de um referencial adaptado de dire¢oes principais para
a faiza (f,n).

Vamos agora relacionar o que introduzimos acima com as formas diferenciais definidas com

o referencial adaptado. Temos que:

3
Wy = — Z h?j(,k)j. (119)
j=1
Portanto por (1.15), H, fica da forma:

3
Hn = —sz‘wM. (120)
i=1

Trabalhando com um referencial adaptado de diregbes principais, as equagOes anteriores se

reduzem a:

3
Wy = —a;w; e Hy, = E aiwf.
=1
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1.4 Imersoes conformemente planas

O objetivo desta secao é mostrar condigoes necesséarias e suficientes para que uma imersao f :
M3 — L? seja conformemente plana. Embora estejamos procurando imersoes conformemente
planas nas formas espaciais M3 C L, é suficiente encontra-las simplesmente em L® j& que,
por uma deformacao conforme, podemos obter uma imersao f em Mj cuja métrica induzida
é conforme a métrica induzida por f e entao, se f for uma imersao conformemente plana em
L3, f serd uma imersao conformemente plana em Mj-. Dessa forma, o que faremos ¢ obter o
referencial adaptado e as formas de conexdo de uma faixa (f,7) resultante de uma deformacéo
conforme da faixa (f,n). A idéia é obter ambos em fungao do referencial e das formas de (f, n)
e assim, exigindo que a imersdo f seja plana, obteremos f conformemente plana.

Temos a seguir uma sequéncia de proposicoes relacionadas as deformacgoes conformes. Tais
proposigoes mostram a construcao de um referencial adaptado para a faixa ( f ,1) bem como as

correspondentes formas de conexao.

Proposicao 1.1 Dado um referencial adaptado para uma faiza (f,n) como definido na Defini¢ao

1.3, um referencial adaptado para a deformagao conforme (f, n), onde f=e"f en=n+af,

¢ dado por:
(= m+ ui f,
n = n+af,
Fo= euf, (1.21)

(—u;)n; —an +

f+n6}

Proposicao 1.2 Dados o co-referencial adaptado w; e as formas de conexdo wap de um refer-

3
ﬁ6 = e
\ Jj=1

onde u; = du(v;).

3
1
~3 (Z uy + GQ)
i=1

encial adaptado para a faiza (f,n). Entdo, as formas correspondentes para a faiza (f, n), onde
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f=e"f en=n-+af sio dadas por:

wi = e'w
(Ijij = /U/iCL)j — 'LL]'(.UZ' + wij,
Wy = Wyt aw;,
(1.22)
~, —u 1 2
Wei = € Wei — AWg; — §a Wi —Ti |,
3
Wea = e ¥ E Uiy, + adu + Wea — da
\ Jj=1
3
Além disso, se p;; = —dw;; + E wik, A wg; sdo as formas de curvatura da faiza (f,n), entdo as
k=1 3
formas de curvatura correspondentes a faiza (f,n) sao dadas por:
pij = pij — (Wi AT+ T Awj), (1.23)

3 3
1 2
onde 1; = du; — Z Ujwsj — udu + 3 Z’iji-

=1 j=1
Proposicao 1.3 Sejam v; as direcoes principais e a; as curvaturas principais de uma faiza

(f,n). Seja (f,n) uma deformagio conforme dada por

f=e“f e n=n+af.

Entao as direcoes principais sao preservadas pela deformacgao conforme e as curvaturas prin-

cipais @; associadas a (f,7) sdo dadas por:
a; = e “(a; — a). (1.24)

De agora em diante, vamos considerar que estaremos sempre trabalhando em um referen-
cial adaptado de diregoes principais para a faixa (f,n). Além disso, vamos estabelecer uma
convengao envolvendo as curvaturas principais. Sempre que falarmos das funcoes aq, as e as,

elas estarao satisfazendo a seguinte ordem:
a; < ao < ag

Com isso, temos a seguinte definicao:
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Defini¢ao 1.4 Definimos as formas fundamentais conformes da faixa (f,n) como sendo as

formas «; dadas por:

ar = Waz — aiy/ay — a;wi,
Qy = \/CLQ - al\/a3 — Qg W2, (1-25)
3 = \/&3—0,2\/&3—(1,1603.

Uma observagao interessante é que as formas «; sao invariantes por deformacoes conformes.
Como vimos em (1.24), com uma deformagcao conforme, passando da faixa (f,n) para a faixa
(f,7n), as curvaturas principais passam de a; para a; = e “(a; — a) e entdo, calculando a;, por

exemplo, temos

a1 = \/&3 — dl\/dQ — C~L1(:)1 = \/e—“(ag —a—a; + a) \/6_“(a2 +a—a; — CL) e“w1
= e 2(az —ay)(az — ay) ew

= Va3 —a1y/az — agwi

= .

Dessa forma, exigindo que a métrica <d f.df > de uma deformagao conforme (f,n) de uma faixa
(f,n) seja plana, temos o seguinte teorema, que caracteriza imersdes conformemente planas de

dimensao 3 em L°:

Teorema 1.1 Seja f : M? — L° uma imersdo riemanniana e n um vetor normal unitdrio
tal que (f,n) = 0. Entao f € conformemente plana se, e somente se, as formas fundamentais

conformes da faiza (f,n) dadas em (1.25) sao fechadas, isto é, da; = 0.

1.5 Redes de Guichard

Nesta secao, usaremos o Teorema 1.1 para mostrar a existéncia de uma parametrizacao por

linhas de curvatura através de um sistema de coordenadas especial, chamado redes de Guichard.

Definigao 1.5 (Redes de Guichard) Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana de dimensao
3e
X = (fEhl‘Q,l'g) : (M37g) — R37

um sistema de coordenadas onde as componentes da métrica g sao dadas por g;; = [;0;;. Se as

funcoes [; satisfazem a relagao

B—15+13=0, (1.26)

21



entdo o sistema de coordenadas X serd chamada uma Rede de Guichard e a relagao (1.26) serd

chamada condi¢cao de Guichard.
Segue entao da definicao de Redes de Guichard e do Teorema 1.1, o seguinte teorema:

Teorema 1.2 Se uma imersdio f : M® — L° é conformemente plana e n um campo normal a f
tal que (f,n) = 0. Entao existe uma parametriza¢ao por linhas de curvatura para a faiza (f,n)
dada por uma rede de Guichard. Se além disso, f € uma imersao plana, entao as componentes

da métricas l; satisfazem as equacoes de Lamé:

o2, 101 0 19l ol

dr,0mn 10w Oy Ipdwedz; L27)
o (1on ] o (1on Tokoy _ ‘
83:]- lj 6513]' a.TZ lz 6337, llz 8a:k 8a:k N ’

onde i, j e k sao indices distintos variando em {1, 2, 3}.

Demonstragao: Vimos no Teorema 1.1 que, a imersao f : M3 — L° é conformemente
plana se, e somente se, as formas fundamentais conformes da faixa (f,n), dadas por (1.25) sao
fechadas. Assim, usando o lema de Poincaré , obtemos um sistema de coordenadas X, através

de funcoes z; definidas em um aberto U C M? tal que
X = (21,29, 73) : U C M> — R,

com dx; = «;. Considerando as fungoes ¢;:

( 1
G = 3
! \/ag—all\/aQ—al
- : 1.2
y s = CL11\/G3 — (1.28)
a3 =

\ B \/a3—a2\/a3—a1’

1 o o0 0
temos dr; = —w;. Seja {— — —} a base de vetores tangentes as curvas coordenadas,

i 6x1’8352’8x3
entao,
0 1 0 1 0
bij=dr; | — | =—wi|=— | =wi|—5— ).
1o (al’j) G (a%) ¢ (qﬁ%)
Portanto
1 0
il — 1.2
= (129)
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sao as direcoes principais, ja que as formas fundamentais conformes sao definidas para um refer-
encial adaptado de diregoes principais para a faixa (f,n). Temos portanto uma parametrizac¢ao
por linhas de curvatura e consequentemente, um sistema de coordenadas triplamente ortogonal,
ou seja, as superficies coordenadas x; constantes intersectam-se ortogonalmente.

Dado este sistema de coordenadas, considere

) ()

Uma consequéncia do que vimos acima é que

= \/ (a1 (5 ) (5 ) ) = V@@ o) = (130

Portanto as fungoes [; satisfazem

1 1 1
l2 _ l2 l2 — 2 2 2 — o — 0
! 2T =h -Gt (a3 —a1)(az — ax) (az — ay)(as — az) * (az — az)(az — a) ’

o que prova a condicao de Guichard. Quando temos uma imersao plana f : M3 — L°, as

equacoes de Lamé seguem diretamente da equacao de Gauss.

U

Observacao 1.6 As equagoes de Lamé 1.27 foram introduzidas por G. Lamé em [16], como

equacoes que descrevem parametrizacoes ortogonais em R3.

Uma vez garantida a existéncia de uma rede de Guichard para uma imersao plana f : M3 —
L7, podemos escrever o co-referencial e as formas de conexao do referencial adaptado em termos

das funcoes I;. E o que nos diz o seguinte teorema:

Teorema 1.3 Seja f : M3 — L5 uma imersao com métrica induzida plana g e curvaturas
principais distintas ay, as e ag, associadas ao campo normal n, tal que (f,n) = 0 e seja
X = (w1, 29, 23) : (M3,9) — R? sua rede de Guichard correspondente dada pelo Teorema 1.2.

Considere o referencial adaptado de dire¢oes principais

1 0
nl:_df 7n4:n+a3f7 n5:f7 Ng,
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0
ondel; = /g <— —) satisfaz (1.27). Entao, podemos escrever o co-referencial e as formas

8l‘i’ 0@

de conexao do referencial adaptado n;, em termos da rede de Guichard, da sequinte forma:

w; = lzdl‘l,
1 9l; 1 0l;
g o= gy 1,
wij lj ij Tty l 8 i
[
Wi = Z_del W1 — ——lzdl’l,
o
Wi = —1dx2 We2 = ——22d$2,
Ils 7 12l3
wgg = 0, Weg = 2—l3d$3, (1.31)
Wsi = Wi,
Wsa = 0, 4<a< 6,
1 0l oly
Weq = ;i l2l2 (l2dl3 + l%a ldI'l — lllga—%d.fg)

e pelas relagoes
WAB+UJBA:07 1§AaB§47

wae +wsa =0, 1<A<A4,
WAs5 +w6A - 07 ]- S A S 47 (132)
wss + wee = 0,

Wes — W — 0.

Como curvatura zero ¢ uma propriedade intrinseca, consideramos M3 como um subconjunto
U C R3 com a métrica usual e f como uma imersao isométrica em L°. Assim, temos uma rede
de Guichard em X : U C R® — R3. Podemos pensar na reciproca deste resultado, isto ¢, dada
uma rede de Guichard em R? queremos saber se é possivel obter uma imersao plana f : M3 — L?
e por consequéncia, uma imersao conformemente plana nas variedades de curvatura constante
Mj.. Este é o contetido do seguinte resultado, que serd fundamental para nossos objetivos

futuros:

Teorema 1.4 Seja X = (11, 29,73) : U C R3 — R3, uma rede de Guichard com suas fungoes

l; definidas por l; = /g <88 ,ai
€Z; €Z;

>, onde g a métrica euclidiana em U. Entdo, as fungoes
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l; satisfazem (1.27) e as formas diferenciais (1.31) e (1.32), dadas em termos das funcoes I,

satisfazem as equagodes de estrutura e existe uma imersao isométrica f : U — L5 C RS com
3

primeira forma fundamental I = Z 12(dz)* e um campo normal n tal que (f,n) =0, onde as
curvaturas principais relativas a Tizsldo distintas.

Uma demonstragao completa pode ser encontrada em [12] e [25]. A demonstragao consiste
em usar a condicao de Guichard e as equagoes de Lamé para mostrar que as formas diferenciais
dadas no teorema satisfazem as equagoes de estrutura (1.13) e assim, pelo Teorema Fundamental
das Subvariedades, existe uma imersao f : U — R% e uma aplicagiao F : U — 0(6), o grupo das
transformagoes ortogonais de RS | que para cada p € U associa uma base pseudo-ortonormal

{n1,...,ng} de vetores em R? de forma que
[ (na,n5) = dap, 1<AB<4
(na, n5) = <nA,n6>=0, 1<A<4

(ns,n6) =
| (

N5, N5) = <n67 ng) = 0.

Além disso, {ni,ny, n3} formam uma base para o espaco tangente de f e {n4,ns,ng} formam
uma base para o espaco normal ao espaco tangente de f. Temos ainda que as formas w; e wap

estao relacionadas aos vetores n 4 pelas relagoes:

3
df = E Wity
i=1
dny = E WABNEB.

Como ws; = w; € ws, = 0 temos que

6 3
dn5 = E WspNp = E w;n; = df
B=1 =1

Portanto, dns = df o que implica

n5:f+U,

onde v € R% é um vetor contante. Fixado py € U, podemos escolher nossa condigao inicial de

forma que f(po) = n5(po) o que implica em v = 0. Entao

f(p) = n5(p)7
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para todo p € U. Como ns é normal ao espaco tangente de f, concluimos que

{df, f) =0,

implicando que (f, f) é constante. Escolhendo a condigao inicial tal que (f(po), f(po)) = 0

concluimos que
flp) € L,

para todo p € U. Portanto, f: U — L° C RS.
Denotando n = ny temos que (f,n) = (df,n) = 0. Portanto, (f,n) constituem uma faixa

para a imersao f. Por (1.31), temos que:

lo lo

= Zdy, = —=—
W41 ls h l]Zlg Wi,
Wy = l—ldy = 1w
42 s 2 ol 2;
Wye3 = 0.

Entao as curvaturas principais associadas a faixa (f,n) sao dadas por

ly
a = T,
lyl3

b
lyl3’

a3:O.

oy =

Afirmamos que as curvaturas principais sao distintas. De fato, como as fungoes I; sao nao nulas,

temos inicialmente que
az #a; e as # aj.

Suponha por contradicao que a; = as, entao

b b
Ly Ioly’
o que implica
3
Liols — lills

Portanto, I3 = [, o que é um absurdo j& que, pela condi¢ao de Guichard

B—154+15=0,

implicando em [3 = 0.
Como consequéncia dos Teoremas 1.3 e 1.4 temos entao a correspondéncia entre redes de

Guichard em R? e hipersuperficies conformemente planas em formas espaciais de dimensao 4.
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Teorema 1.5 Considere uma hipersuperficie conformemente plana, com curvaturas principais

distintas, em uma forma espacial M. Entao existe uma rede de Guichard X : U C R3 — R3

o 0
para um aberto U do espaco euclidiano R3, com as funcées l; definidas porl; = /g <a—, 3_> ,
€T; €T;

onde g a métrica euclidiana em U, que satisfazem (1.27). Tal rede é unica a menos de trans-

formacgoes conformes.

Reciprocamente, seja X = (xy,29,23) : U C R® — R3, uma rede de Guichard com suas

9 9
8:70," &r,

(1.27). Entdo existe wma uma imersio f : U C R — Mj. conformemente plana com curvaturas

fungoes l; definidas porl; = /g ( ), onde g a métrica euclidiana em U, que satisfazem

principais distintas em uma forma espacial My, cuja métrica é dada por
g =™ {B(dr))? + 13(dw2)? + 15(dxs)*} (1.33)

onde u é uma fungdo diferencidvel que depende de M. Neste caso, redes conformemente

equivalentes implicam em imersoes conformemente equivalentes.

Demonstragao: A primeira parte é a conclusao do que fizemos neste capitulo. Dada uma
hipersuperficie conformemente plana f : M3 — M3 C L5, aplicamos uma deformagao conforme
e obtemos uma imersao em f : M3 — L5 com métrica induzida plana. Neste caso, pelo Teorema
1.2, existe uma rede de Guichard X : M3 C R® — R3, onde as fungoes [; satisfazem (1.27).
Como curvatura zero ¢ uma propriedade intrinseca, consideramos M? como um subconjunto
U C R? com a métrica euclidiana e f como uma imersao isométrica em L®. Assim, temos uma
rede de Guichard em X : U C R3® — R3.

Para a reciproca, dada uma rede de Guichard em X : U C R?® — R?, o Teorema 1.4 garante
3

que existe uma imersao f : U — L° com primeira forma fundamental [ = Zl?(dws)Q e um
s=1
vetor normal n tal que (f,n) = 0, onde as curvaturas principais relativas a n sao distintas. Segue

entao da Proposicao 1.3 que, se f é uma imersao com métrica induzida plana, efetuando uma
deformacao conforme ( 1, n), onde f=ce“f e =n+af, obtemos uma imersio f : U — M3
conformemente plana, onde u e a sdo fungoes definidas em U que dependem de M. Sejam a;
as curvaturas principais da imersao plana f referente ao campo normal n dados no teorema
anterior. Como vimos em (1.24), com a deformacao conforme, as curvaturas principais passam
a ser

a; = e “(a; — a).
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Entao, se as curvaturas principais a; sao distintas, a; também sao. Dessa forma, obtemos uma

imersao conformemente plana em M3} com curvaturas principais distintas. Como a métrica

plana é dada por (df, df) = Z I?(dx,)?, segue que a métrica para f serd dada por (1.33).
O

Além da correspondéncia entre redes de Guichard em R? e hipersuperficies conformemente
1 f iais M}, out to fund tal do t terior é most
planas em formas espaciais My, outro ponto fundamental do teorema anterior ¢ mostrar como
podemos construir uma hipersuperficie conformemente plana a partir de um conjunto de fungoes
reais e diferenciaveis (I, ls,l3). Para isso, é necessario e suficiente que (I, ls,l3) satisfagam o
sistema de equagoes de Lamé

Pl 100, 10k ok
Ox;0xy,  1;0x; 0y, Iy 0wy Oxy;

o (o, o (1o 1onoy
&rj lj 8xj 3% ll 3xz l’% 8.Z'k 8xk n ’

e a condi¢ao de Guichard [? — I3 + 12 = 0. Através deste conjunto de solugdes, escrevemos

as formas diferenciais (1.31) e (1.32) e obtemos um sistema integravel de equagoes diferenciais
para um referencial adaptado a uma imersao plana f : U — L% Integrando o sistema e
realizando uma deformacio conforme, a hipersuperficie conformemente plana em M} ¢é obtida.
No proximo capitulo, mostraremos como obter uma classe de solugoes para as equacoes de
Lamé com a condi¢ao de Guichard.

Para finalizar o capitulo, temos o seguinte corolario do Teorema 1.2

Corolério 1.1 Dada uma hipersuperficie (M3, g) conformemente plana em uma forma espacial
de dimensao 4, existe uma parametrizagao por linhas de curvatura X = (xy,xq,x3) : M> — R?

tal que g € dada nesta parametrizacao, por:

g = e*"@ Leos? p(x)(dzy)? + (dws)? + sen’p(x) (dxs)* } (1.34)

ou

g = e*"@ Lsenh’p(7)(dx1)? + cosh?® p(z) (dx2)® + (dxs)*} (1.35)

com respectivas sequndas formas quadraticas:
{a1 cos” p(x)(dx1)? + as(z)(dxo)? + as(z)sen’p(z)(dxs)? } (1.36)
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ou

11 = e*"@ Ly (z)senh’p(z)(dr1)? + az(z) cosh®(da2)® + as(x)(dxs)* } (1.37)
onde x = (x1,x2,73), a1(x), az(x) e az(x) sdo as curvaturas principais.

Demonstracgao: Pelo Teorema 1.2, temos uma parametrizacao por linhas de curvatura

para a nossa hipersuperficie dada por uma rede de Guichard X = (xy, x5, 23) : (M3, g) — R3.

0 o 0
—,——,—— ¢ sao ortogonais e [; = —,— | temos que a métrica
6$1 0x2 65E3} & ‘ g (6%1 8901) d

g induzida pela imersao, ¢ dada por:

Como os vetores {

g = (L)*(dz1)* + (I2)*(dx2)? + (I3)*(das)®.

2P(x)

Considere [ = ¢ , entdo g é expressa Por:

12 l2
g= e2P(@) {—l(dxl)Q + (dxo)* + —3(d$3)2} )

i3 i3

Como [3 = [? + [2 temos que

_ &
0< 5 =
5 B+

<1,

[ [
o que é equivalente a 0 < 1. Portanto, existe uma funcao diferenciavel tal que cos p(x) = l_l
2 2

Como
BB BiB
o B

temos que

[
2 — senp(z).
l

E obtemos (1.34). Para a equacio (1.35), basta considerar 2 = e27'(*)

para obter

12 12
g =@ { L(dxy)? + l—%(dgcg)2 + (dl’g)Q} :
3

3

Agora vemos que
3 13+105

= = > 1.
B
l
Dessa forma, tomamos uma funcao diferenciavel tal que cosh p(z) = l_2 Como
3
3 B-h 1
5o 5
temos que
l

L — senhy(x).
I3
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E obtemos (1.35).
Para obter (1.36) e (1.37), basta notar que, quando temos uma parametriza¢ao por linhas

de curvatura, ao escrevermos uma métrica g da forma:

g= gll(dﬂfl)Z + 922(611’2)2 + 933(d953)2,

a segunda forma fica dada por:

IT = ai(2)g11(dr1)? + az(x)gaa(d)? + az(x)gss(drs)®.

Pelo que fizemos acima e pela expressao anterior, segue diretamente que as segundas formas

fundamentais, relacionadas as métricas sao dadas respectivamente por

I = '@ {ai(z) cos® p(z)(dz1)? + as(z)(dzs)” + az(z)sen’p(z)(dxs)?}

11 = e*@ {q;(z)senh’p(z) (dx1)? + aa(x) cosh?(dxa)* + az(x)(dxs)?} .
U

Observagao 1.7 O Corolario 1.1 é o ponto de partida para o trabalho desenvolvido por
Suyama em [29]. Suyama mostrou que a func¢ao ¢ é um invariante conforme, isto é, parametrizagoes
com a mesma ¢ levam em hipersuperficies conformemente equivalentes. Além disso, conseguiu
classificar todas as classes ja descobertas a partir da funcao ¢, mostrando que, quando ¢ nao
depende de uma variavel, a hipersuperficie estd em uma das classes descritas por Lafontaine.
Além disso, mostrou que o exemplo dado por Hertrich-Jeromin se encaixa na classe onde

0% 0
8x18x2 8$28$3 0 ( 38)

Partindo desta condicao nas derivadas parciais de ¢ Suyama obteve uma classificacao parcial,

fornecendo construcoes explicitas para as hipersuperficies encontradas. Em 2007, Hertrich-
Jeromin e Suyama descrevem em [13] uma classificagao total de hipersuperficies conformemente

planas que satisfazem (1.38), para o caso (1.34) e que satisfazem
02 B 0% B
8I18$3 a 6.73281’3 N

para o caso (1.35). A classificacdo obtida foi dada em termos de redes de Guichard, seguindo as

0. (1.39)

idéias introduzidas por Hertrich-Jeromin em [11], onde mostrou-se que as hipersuperficies desta
classe estao relacionadas a um tipo especial de redes de Guichard, denominada pelos autores

de redes de Guichard ciclicas.
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Capitulo 2

O grupo de simetria para as equacoes

de Lamé

Neste capitulo iremos calcular o grupo de simetria para as equagoes de Lamé (1.27) assim
como solugoes invariantes por subgrupos de translagao. Faremos inicialmente uma introducao
a Teoria dos Grupos de Simetria, para deixar o leitor familiarizado com os métodos e técnicas
para calcular o grupo de simetria, efetuar calculo de invariantes bésicos e também de solugoes
invariantes.

Uma vez estabelecidas as nogoes da teoria dos grupos de simetria, partiremos em busca do
grupo de simetria para as equacoes de Lamé. Veremos que o grupo é constituido de translagoes
e dilatagbes no espaco das variaveis, e de dilatagoes no espago das fungoes. Dando sequéncia
ao capitulo, calcularemos os invariantes pelo subgrupo de translagao e também as solugoes do

sistema invariantes pela acao deste subgrupo.

2.1 Introducao a Teoria dos Grupos de Simetria

A nocao de grupos de simetria de sistema de equacoes diferenciais foi introduzida por Lie no
final do século 19. Veremos que um grupo de Lie é um grupo de simetria de um sistema de
equagoes diferenciais, quando, a grosso modo, a acao do grupo transforma solugoes do sistema
em outras solucoes. Porém, a aplicacao mais importante, consiste no uso de invariantes pela
agao do grupo (ou de subgrupos) para reduzir o nimero de variaveis de uma equagao diferencial

parcial, podendo até mesmo, reduzir para um sistema de equagoes diferenciais ordinarias que
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apresenta uma quantidade maior de técnicas de resolucao, o que, em teoria, facilitaria nosso
trabalho na busca de solugoes para o sistema original.

Faremos nessa sessao uma breve introducao a teoria dos grupos de simetria de um sistema
de equacoes diferenciais parciais. Por breve, entenderemos defini¢oes e exemplos basicos, assim
como os resultados mais importantes para o nosso trabalho. O leitor interessado em aprofundar-
se nesta teoria, podera encontrar as demonstragoes dos resultados, exemplos mais avancados e

outras técnicas em [22].

2.1.1 Acao Local

Definicao 2.1 Seja M uma variedade diferenciavel. Um grupo local de transformagcies agindo

em M ¢é dado por um grupo de Lie GG, um subconjunto aberto U, tal que
{e} xM cCcUCGxM,

onde e é o elemento neutro do grupo, e uma aplicagao diferenciavel ¥ : U — M satisfazendo

as seguintes propriedades:

a) Se (h, ), (g, V(h, z)) e (g - h, ) pertencem a U, entdo
U(g,¥(h,z)) =V(g-h,x).
b) Para todo x € M,
U(e, ) = z.
c) Se (g, x) €U, entdao (g7, ¥(g, z)) €U e

(g™, U(g, x)) = .

Para simplificar a notacao denotaremos W(g, x) por g - x, de forma que as condigdes da

definicao acima sao escritas como

g-(h-z) = (g9-h)-=,

e .

8
I

x?
gt(grx) = =

Onde g, h e x estao nas condigoes da definigao.
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Definicao 2.2 Seja G um Grupo de Lie local de transformacoes agindo em M, entao, para

cada x € M, definimos a drbita através de x por
Or={g1-92- . gp-z|k>1,9€Geg-ga... gy estd definido.}

Além disso, dizemos que o grupo G age semi-reqularmente se todas as érbitas sao subvariedades

de M com a mesma dimensao.

Exemplo 2.1 Exemplo de Grupos de Transformagoes.

a) O grupo de translagées em R™: Seja v # 0 um vetor fixado em R™ e seja G = R o grupo
aditivo. Defina,

U,(e,z) =x+ev,z € R e €R.

E facil ver que as dérbitas sao retas paralelas a v de forma que a acao é semi-regular com

d6rbitas unidimensionais.

b) O grupo de dilatagoes em R™: Considere novamente o grupo aditivo G = R, uma constante
A > 0 e defina

Uy(e, z) =Xz, z € R", e € R.

Neste caso, temos érbitas unidimensionais, quando z # 0 e a drbita singular consistindo

apenas da origem {0}. Dessa forma, a a¢do é semi-regular no conjunto aberto R™\ {0}.

2.1.2 Fluxos

Seja v um campo de vetores, vamos denotar por ¥(e, x) a curva integral maximal de v passando
por x e dizer que ¥ é o fluro gerado por v. O fluxo de um campo vetorial possui as seguintes

propriedades:
U(0,V(e,z) =¥(d+e,2), x €M, (2.1)
para todo 9, € € R tal que ambos os lados estao definidos,
U(0,z) =z, (2.2)
e ainda,
d
_‘11(57 l‘) = V|‘1/(5,:c)- (23)

de
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Comparando as propriedades (2.1) e (2.2) com os itens a) e b) da Defini¢ao 2.1, podemos
ver que o fluxo gerado por um campo vetorial representa uma acao local do grupo de Lie R em
uma variedade M, dessa forma dizemos que ¥ é um grupo a 1-parametro de transformagoes e
v é chamado gerador infinitesimal da agao. Perceba que as érbitas deste grupo sao as curvas
integrais maximais do campo vetorial v.

Reciprocamente, se ¥(e,x) é um grupo a l-pardmetro de transformagdes qualquer agindo

em M, entao o gerador infinitesimal é obtido fazendo

d

- — 8:0\1/(6,95). (2.4)

Ve

Assim, o teorema de existéncia e unicidade garante que o fluxo gerado por v coincide com a
dada agao local de R em M no dominio comum de defini¢ao.
Um grupo a 1-parametro gerado por um dado campo vetorial v é frequentemente chamado

de exponencia¢ao do campo vetorial. Usaremos aqui a seguinte notagao
exp(ev)x = U(e, ).
Exemplo 2.2 Fxemplos de campos vetoriais e fluxos.

a) Seja M = R com coordenada = e 0, = (ﬁ o vetor coordenado usual. Considere o campo
vetorial v = 0,. Segue que
exp(ev)z = a(e),
onde o é uma curva que satisfaz
a(e) = v,
©) (2.5)
al0) = =
Dessa forma temos que exp(ev)x = x + €. Para o campo vetorial v = xd,, basta analisar o

sistema (2.5) para ver que, neste caso exp(ev)xr = e°x.

b) Seja M = R? com coordenadas (x,y) e base coordenada usual 9, = €1, 9, = ea, onde {ey, €2}

é a base canonica. Considere o grupo de rotagoes no plano

exp(ev)(x,y) = (xcose — ysine, rsine + ycose).
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Seu gerador infinitesimal é um campo vetorial v = &(z,v)0, + n(z,y)0d,, onde, de acordo

com (2.4)
d

fxy) = — (xcose —ysineg) = —y,
de|._q
d :
n(z,y) = — (xsine +ycose) = .
de|._,
Assim, v = —y0, +x0, é o gerador infinitesimal e, de fato, o grupo de transformacoes acima

coincide com as solugoes do sistema de equacgoes diferenciais ordindarias

r'(e) = —v,
y') = =

2.1.3 Invariantes

Definicao 2.3 Seja G um grupo local de transformagoes agindo em uma variedade M. Uma
funcao € : M — R é chamada um invariante de G se para todo x € M e para todo g € G tal

que g - x esta definido, vale

£(g-z) = &(x).

Proposicao 2.1 Seja G um grupo conexo de transformacoes agindo em uma variedade M.

Uma funcgao diferencidavel & : M — R € uma fungao invariante para G se, e somente se,
v(€) =0, Yo e M, (2.6)
e para todo gerador infinitesimal v de G.

Definicao 2.4 Considere & (x),. .., & () fungdes reais e diferencidveis, definidas em M. Entao

a) &1,...,& sdo chamadas funcionalmente dependentes se para cada x € M existe uma viz-
inhanga U de x e uma fungao real diferencidvel F'(zy,...,z;), ndo identicamente nula em

qualquer subconjunto de R¥, tal que

F(&(2),...,&(x)) =0, (2.7)
para todo x € U.

b) &,...,& s@o chamadas funcionalmente independentes se nao sdo funcionalmente depen-

dentes quando restritas a um subconjunto aberto qualquer U C M.
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O seguinte teorema nos da a quantidade maxima de invariantes funcionalmente indepen-

dentes que podemos obter por uma agao de G em M:

Teorema 2.1 Suponha que G age semi-regularmente na variedade M de dimensao m com
orbitas s-dimensionais. Se xo € M, entdo existem precisamente m — s invariantes funcional-
mente independentes &1, ..., n—s definidos em uma vizinhanca de xo. Além disso, qualquer

outro invariante definido nesta vizinhanca € da forma

§(x) = F(&(x), .., Ems(x)), (2.8)
para alguma funcao diferencidvel F.

Falta mostrar como encontrar invariantes de um dado grupo de transformacoes. Inicial-
mente, suponha que G é um grupo de transformagoes a 1-parametro agindo em M, com gerador
infinitesimal

v = 771($)8x1 Tt Um(%’)axm,

expresso em alguma parametrizagao local dada. Pela equagao (2.6), um invariante ¢ de G é

uma solucao da seguinte equacao diferencial parcial linear de 1* ordem

v(§) = m(2)02,§ + -+ + N () s, § = 0. (2.9)

O Teorema 2.1 diz entao que, se v é nao nulo, entao existem m—1 invariantes funcionalmente
independentes, consequentemente, m — 1 solugoes funcionalmente independentes da equacao
diferencial parcial (2.9) em uma vizinhanca de xo € M.

O célculo de invariantes independentes para grupo de transformacoes a r-parametros con-
siste no seguinte: Se vi = E nr0,,, k =1,...,r forma uma base para os geradores infinitesi-

i
mais, entao os invariantes sao encontrados resolvendo o seguinte sistema linear homogeéneo de

equacoes diferenciais parciais de primeira ordem

vi(§) :Zﬁfa@f:@, k=1,....r
i=1

Uma maneira de proceder este cédlculo é trabalhar de maneira indutiva, isto é, uma vez que
& é necessariamente um invariante simultaneo de todos os vetores vy, ..., vy, calculamos ini-
cialmente os invariantes de v;. Como qualquer invariante simultaneo ¢ deve, em particular,

ser um invariante de vy, escrevemos ¢ como funcao dos invariantes calculados de vi. Assim,
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deveriamos reexpressar os vetores restantes vy, ..., v, usando os invariantes de v; como coor-
denadas e entao encontrar os invariantes simultaneos destes r — 1 “novos” campos vetoriais.
Procedendo indutivamente, deveriamos ser capazes de encontrar os invariantes independentes
simultaneos. Tal processo porém, pode nao ser simples. Veremos na construcao dos invariantes

necessarios para nosso problema, como esse procedimento funciona.

2.1.4 Grupos de Simetria

Considere um sistema S de equacoes diferenciais envolvendo p variaveis independentes x =
(21,...,2p,) e q varidveis dependentes u = (u1,...,u,). Seja X = RP, com coordenadas x =
(21,...,xp), 0 espaco das varidveis independentes e U = R?, com coordenadas u = (u1, . .., u,).

Temos entao a seguinte defini¢ao

Definicao 2.5 Seja S um sistema de equacgoes diferenciais. Um grupo de simetria do sistema
S é um grupo local de transformacoes G agindo em um aberto M C X x U com a propriedade
de sempre que u = f(z) é uma solugao de S e sempre que g - f estd definido para g € G, entao

u=g- f(r) é ainda uma solugao do sistema.

Uma das vantagens de se conhecer um grupo de simetria de um sistema de equacoes diferen-
ciais é que podemos construir novas solucoes do sistema a partir daquelas conhecidas. De fato,
se sabemos que u = f(z) é uma solugao do problema, entao u = g- f(Z) é também uma solucao
para qualquer elemento g, portanto, podemos encontrar familias de solugoes apenas aplicando
a agao a uma solucao conhecida por todos os elementos do grupo.

A outra vantagem consiste em encontrar solugoes invariantes pela agao de um grupo de
simetria. Veremos que esta vantagem é mais interessante, uma vez que o método de encontrar
solucoes invariantes permite reduzir a quantidade de varidveis do sistema, podendo inclusive
reduzi-lo a uma equagao diferencial ordinaria que, na teoria, possui mais métodos para encontrar
solugoes. Por hora, vamos nos concentrar nos métodos para encontrar o grupo de simetria e
posteriormente, mostraremos como encontrar solugoes invariantes.

Considere uma funcao real diferencidvel f(z) = f(x1,...,x,) de p varidveis independentes.

Um calculo combinatério mostra que existem

p+k—1
k

Pk =
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diferentes derivadas parciais de k-ésima ordem de f. Vamos empregar a seguinte notagao de

multi-indice:

ok f(x)
= , 2.10
fal@) O0xj,0x;, - - - 0z, (2.10)
Nesta notagao, J = (ji,...,jx) é uma k-upla nao ordenada de inteiros, com entradas 1 <

Jr < p, indicando quais derivadas estao sendo tomadas. Denotamos a ordem de tal multi-indice
por |J| = k. Em geral, se f : X — U é uma funcao diferencidvel de X C RP para U C R,
de forma que v = (u1(2),...,u,(z)), existem ¢ - p; nimeros u, ; necessarios para representar
todas as diferentes derivadas de k-ésima ordem das componentes de © em um ponto z. Seja
U, = R?P munido com coordenadas u, ; para o variando de 1 a ¢ e para todos multi-indices
J = (j1,...,jx) de ordem k.

Definimos entao o espaco de jatos de ordem n sobre o espagco X x U o conjunto
XxUM =X xUxU---x U, (2.11)

que representa as variaveis independentes, as variaveis dependentes e as derivadas das variaveis

independentes de ordens no maximo k. Um ponto de U™ serd denotado por
u(x), (2.12)

chamado o n-ésimo prolongamento de u. Dessa forma, pr™u é uma funcio de X no espaco
U™ que para cada x em X associa um vetor tal que suas coordenadas representam os valores
de u e suas derivadas de ordem no maximo n em z.

Voltemos agora ao nosso sistema de equacoes diferenciais. Um sistema de equagoes difer-
enciais S de ordem n em p varidveis independentes e g variaveis dependentes é dado por um
sistema de equacgoes

Al,(x,u("))zo, v=1,....,m.

Assumiremos que as fungoes A (x, u(”)) = (Al(x,u(")), oo A (z, u(”)) sao diferencidveis em
seus argumentos, de forma que A pode ser vista como uma palicacao diferencidvel do espaco

de jatos X x U™ em algum espaco euclidiano m-dimensional,
A:X xU™ - R™

Assim, o sistema S indica onde a aplicacdo A se anula em X x U™ e, consequentemente,

determina uma subvariedade
Sa = {(a:,u(”)) Az, u™) = 0} C X x U, (2.13)
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do espaco de jatos. Deste ponto de vista, dizer que uma func¢ao u é solucao do sistema S é equiv-
alente a dizer que o grifico do prolongamento pr(™u esté contido inteiramente na subvariedade

Sa, determinada pelo sistema.
Exemplo 2.3 Considere a equacao de Laplace no plano
Ugg + Uyy = 0.

Neste caso, temos p = 2, ¢ = 1 e n = 2. Em termos de coordenadas (x,y, u, Uy, Uy, Uz, Ugy, Uyy)
de X x U®, a equacdo de Laplace define uma subvariedade linear, ou um hiperplano neste
espaco, dado pelo conjunto cuja soma da quarta coordenada com a sexta ¢ igual a zero. Tal

hiperblano é o conjunto Sp da equacao de Laplace. Perceba que a funcao,
fla,y) = a® = 3ay?,
é solucao, uma vez que o grafico de
pr® f(z,y) = («* — 3xy?, 3% — 3y2, —62y, 62, —6y, —6),
estd contido em Sa (a soma da quarta e sexta coordenada se anula).

O que veremos a seguir é como usar este conceito de subvariedade do espago de jatos
associada ao sistema de equagoes diferenciais para determinar se um dado grupo é um grupo
de simetria do sistema.

Suponha que G é um grupo local de transformagoes agindo em um subconjunto aberto
M C X x U do espago das variaveis independentes e dependentes. Existe uma acao local
induzida por G no espaco de jatos M chamada n-ésimo prolongamento da acio de G em M
e denotada por pr™@G. Este prolongamento é definido de forma que transforma as derivadas
de uma funcao u em derivadas correspondentes da funcao transformada u. Mais precisamente,
determinamos a acdo de uma transformacao prolongada pr(™g no ponto (g, u(()”)) avaliando as

derivadas da funcao transformada ¢ - u no ponto o = g - xy, explicitamente,

prg - (zo,u") = (%o, a"),

onde



Podemos entao estabelecer o seguinte teorema que determina se um dado grupo é um grupo
de simetria de um sistema de equacoes diferenciais parciais usando o ambiente na qual estamos

inseridos, isto ¢é, espagos de jato e prolongamentos.

Teorema 2.2 Seja M um subconjunto aberto de X x U e suponha que A(z,u™) = 0 ¢ um
sistema de equacgoes diferenciais de ordem n definido em M, com subvariedade correspon-
dente S € M™ . Suponha que G é um grupo local de transformagées agindo em M cujo
prolongamento deiva Sa invariante, no sentido de que se (x,u'™) € Sa entdo temos que
n)

prg - (z,u™) € Sa para todo g € G, tal que a agio estd definida. Entio G é um grupo

de simetria do sistema.

Demonstragao: A prova consiste apenas em esclarecer e usar as definigoes anteriores.

Suponha que u = f(z) é uma solucdo local para A(x,u™ = 0. Isso implica que o gréfico

L = {(a,pr™ f ()}

do prolongamento pr™ f esta inteiramente contido em Sa. Se ¢ € G é tal que a funcéo
transformada ¢ - f esta bem definida, o grafico do seu prolongamento, a saber ng}’ ¢ 0 mesmo

grafico transformado de pr™ f pelo elemento prolongado pr(™g:
Fg?} = prWyg (F;n)) .

Como Sp é invariante sob pr(™g, o gréfico de pr™(g - f) novamente estd inteiramente contido

em Sa, mas isso é apenas outra forma de dizer que a funcao ¢ - f é uma solucao do sistema A.
O

Vamos agora em diregao de um importante teorema que nos dard um critério para que um
grupo local de transformagoes seja um grupo de simetria de um sistema de equacoes diferenciais.

Para isto, precisamos da seguinte defini¢ao,

Definicao 2.6 Seja
A, (z,ul™) =0, v=1,...,m,

um sistema de equagoes diferenciais. O sistema é dito de posto mdzimo se a matriz Jacobiana

0A, 0A,
JA(x,u(n)) - (8x ’ 6u°‘)
i J

de A com respeito a todas as varidveis (z,u™) é de posto m sempre que A(z,u™) = 0.
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Assim, por exemplo, a equacao de Laplace
Ugg + Uyy = 0,

é de posto maximo, ja que a matriz Jacobiana nas varidveis (z,y, u, Uy, Uy, Uzy, Ugy, Uy,) €M
XxU®? ¢
J=1(0,0,0,0,0,1,0,1),

que é de posto 1.
Assim como as proprias transformacoes, podemos também definir o prolongamento dos
correspondentes geradores infinitesimais da acao. De fato, estes serao justamente os geradores

infinitesimais da acao prolongada do grupo.

Definicao 2.7 Seja M C X x U um aberto e suponha que v é um campo vetorial em M, com
correspondente grupo a 1-parametro exp(ev). O n-ésimo prolongamento de v, denotado por
pr(™v, serd um campo vetorial no espaco de jatos M e é definido como o gerador infinitesimal

do correspondente grupo a 1-parametro prolongado pr(™ lexp(ev)]. Em outras palavras,

n d n n
pI'( )V’(I,u(”)) = d_E pl"( )[GXp<€V)] (x,u( ))7
e=0
para qualquer (z,u™) & M™,

Neste ponto, podemos enunciar um dos teoremas mais importantes para o calculo dos grupos

de simetria. Omitiremos aqui a prova, que pode ser encontrada em [22].
Teorema 2.3 Suponha que
Ay(z,u™) =0, v=1,...,m,

€ um sistema de equagoes diferenciais de posto mdzrimo, definido sobre M C X x U. Se G €

um grupo local de transformacgoes agindo em M, e
priMy [Au(x,u("))} =0, v=1,...,m, sempre que A,(z,u™) =0, (2.14)

para todo gerador infinitesimal v de G, entao G € um grupo de simetria do sistema.
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Dessa forma, a equac@o (2.14) torna-se um critério para determinar se um dado grupo
de transformacoes é um grupo de simetria do sistema, na verdade, mostra-se que essa é uma
condigao necesséria e suficiente e esta prova pode ser encontrada em [22] (Teorema 2.71). O que
nos interessa, por hora, é como usar esse critério para encontrar o grupo de simetria. Uma vez
encontradas simetrias infinitesimais que satisfazem (2.14), a seguinte proposigao, cuja demon-

stracao pode ser encontrada em [22], garante que obtemos uma &dlgebra com essas simetrias:

Proposicao 2.2 Seja A um sistema de equagoes diferenciais parciais de posto mdzimo definido
em M C X x U. O conjunto de todas simetrias infinitesimais do sistema forma uma dlgebra
de Lie de campos vetoriais em M. Além disso, se essa dlgebra de Lie € de dimensao finita,
a componente conexa da identidade do grupo de simetria do sistema é um grupo de Lie de

transformacoes agindo em M.

Veremos agora como escrever o prolongamento de um dado campo vetorial, antes, precis-

aremos da seguinte definicao:

Definicao 2.8 Seja P(z,u™) uma funcdo diferencidvel de z, u e as derivadas de u de ordem
no maximo n, definida em um subconjunto aberto M™X x U™ . A derivada total com relacao

a x; é dada por

8ua,J oP
i 81’2 QZZ 8x, aua,J

u,
onde uy g = — X para J = (J1, ..., Jk)-
J dxj, - Oy, 1% (J1 Jk)

Por exemplo, no caso onde X = R? com coordenadas (z,y) e U = R? temos

oPr oP oP (9P oP
ox ou Ou,, (’3u
oP 0P or o or

— tuy— +tu, +u + Uzy —|—~~,
dy Y ou Y Ou, yya Y Oty
Assim, se P = zut,, temos

D, P = ulgy + TUplgy + TUULgy,

D,P = xuylgzy + TUlgy,

Nesse ponto ja estamos em condi¢oes de entender o enunciado do préximo teorema que é

peca chave para o calculo dos grupos de simetria.
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Teorema 2.4 Seja

N 0 d 0
v = Zé’(m,u)axi + ;qﬁa(:ﬁ,u) .

i=1

um campo vetorial definido em um subconjunto aberto de M C X xU. O n-ésimo prolongamento

de v € o campo vetorial

q
ey — v 303 6ty o)

a=1 J

2.1
(9ua7j ( 5)

definido no espago de jatos correspondente M™ C X x U™ | onde a sequnda soma ¢ feita sobre
todos multi-indices J = (J1,...,jk), com 1 < jp < p, 1 <k <n e os coeficientes gb?f,) de pr'*v

sao dados pela sequinte formula:

¢y (z,u™) = D, (qﬁ“ - Zéua) + (e (2.16)
=1 =1

Oua
('3xi

8’&0[7]
" 3:15, ’

onde Uq,; = e (Ua,r)

A prova é bastante extensa é nao é interessante neste momento estuda-la em detalhes aqui.
O que nos interessa sao as férmulas (2.15) e (2.16), que ser@o 1teis no que veremos a seguir. O
leitor interessado na demonstragdo do Teorema 2.4 pode encontra-la em [22].

O Teorema 2.3 juntamente com as férmulas (2.15) e (2.16) fornece um método efetivo para
encontrar o grupo de simetria (conexo) mais geral de quase todos sistema de equagoes diferen-
ciais. Neste método, considera-se os coeficientes £ (x,u) e ¢*(z,u) do gerador infinitesimal v
de um grupo de simetria a 1-parametro hipotético como funcoes de x e u desconhecidas. Os co-
eficientes ¢?J) do gerador infinitesimal prolongado pr™v serdo expressoes envolvendo derivadas
parciais de £ e ¢® com respeito tanto a x quanto a u. O critério de invariancia infinitesimal
(2.14) ird entao envolver z, u e as derivadas de u com relagao a x, assim como &', ¢ e suas
derivadas parciais com relacao a x e u. Apds eliminar quaisquer dependéncias entre as derivadas
de u causadas pelo sistema (uma vez que a equagao (2.14) deve valer apenas quando o sistema
¢ satisfeito), podemos entao igualar a zero os coeficientes das derivadas parciais independentes
de u remanescentes e assim obter um grande nimero de equacoes diferenciais parciais ele-
mentares para as funcoes £ e ¢®, chamadas equacdes determinantes para o grupo de simetria
do sistema dado. Na maioria dos casos, estas equagoes determinantes podem ser resolvidas por

métodos elementares, e a solucao geral ird determinar a simetria infinitesimal mais geral do
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sistema. A Proposicao 2.2 assegura que o sistema resultante de geradores infinitesimais forma
uma algebra de Lie de simetrias e o grupo de simetria pode ser encontrado exponenciando os
campos vetoriais dados.

Veremos com um exemplo simples, como esse método é desenvolvido. Escolhemos aqui a

equacao do calor para obter grupos de simetria.
Exemplo 2.4 A equacgao do calor. Considere a equacao do calor dada por
Ut = Ugy-

Aqui temos duas variaveis independentes, x e t, e apenas uma dependente, a funcao u. Portanto,
p =2 e ¢ = 1 na nossa notacao. Como a equacao ¢ de segunda ordem, temos n = 2 e podemos

identifica-la com a subvariedade linear em X x U® determinada por
Az, t, u(z)) = U — Uy = 0.

Seja

0 0 0
V= f([L‘,t,U)% + T(l’,t,u)a + QS(I,t,U)%

um campo vetorial em X x U. Queremos determinar todos os coeficientes possiveis &, 7 e ¢

(2.17)

de forma que o grupo a l-pardmetro exp(ev) é um grupo de simetria da equagao do calor. De

acordo com o Teorema 2.3, precisamos saber o segundo prolongamento

0 0 0 0

0
2 —
pr( lv=v+ Qb(a:)% + gb(t)@_ut + P(ax) ou + Pat) iy + Oury Ol

de v. Quando aplicamos pr®v a equacido do calor, descobrimos que o critério infinitesimal

(2.14) sera
Ot) = P(az), (2.18)

que deve ser satisfeito sempre que u; = u,,. Os coeficientes sao dados por:

¢(t) = ¢t - §tu$ + (Qbu - Tt)ut - éuuxut - Tu%%,

F(Pu — 26)Up® — 2T Upy — 3y Uplpy — Tylplpy — 2Ty Ug Uy

Substituindo os coeficientes dados acima em (2.18), substituindo u; por wu,, para eliminar a

dependéncia funcional e igualando a zero os coeficientes dos mondémios nas primeiras e segundas
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derivadas de u, encontramos as equacoes determinantes para o grupo de simetria. Abaixo
seguem essas equagoes, onde entre parénteses indicamos qual ¢ o monomio que determina a

equacao:

Tw = 0, (Uglyy) (2.19)

7. = 0, (Ugt) (2.20)

0 = 0, (U ) (2.21)

Tuw = 0, (U2t (2.22)

Touw +&u = 0, (U ) (2.23)

Tow — Tt — 26, = 0, (Uge) (2.24)
§ww = 0, (u3) (2.25)
Puw — 2850 = 0, (ug) (2.26)
200y —&ua + & = 0, (uz) (2.27)
Gz — P = 0, (1) (2.28)

Vamos agora resolver as equagoes determinantes. Primeiro, (2.19) e (2.20) exigem que 7 seja
uma fungao apenas da varidvel t. Entao (2.23) mostra que £ nao depende de u e (2.24) requer
que 7, = 2&,, entdo {(z,t) = inx 4 o(t), onde o é alguma fun¢do que depende apenas de t.

Em seguida, por (2.26), ¢ é linear em u, entao
o(z,t,u) = Bz, thu + a(z,t),

para certas fungoes a e . De acordo com (2.27), & = —2f,, de forma que 5 é no méximo
quadratica em x, com
1

1
B = —thtl'2 — 50}.17 + p(t)

Finalmente, a ultima equacao (2.28) exige que ambas « e 3 sejam solugoes da equagao do calor.

Usando a forma que obtemos anteriormente para § temos

1
Tue = 0, oy =0, Pt = — =Tt

4

Assim, 7 é quadratica em t, o é linear em t e podemos entao escrever £ e ¢ diretamente de

p, o e 7. Como temos todas as equacoes determinantes satisfeitas, concluimos que a simetria
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infinitesimal mais geral da equacao do calor tem os seguintes coeficientes

& =

T =
¢:

., C¢ sAo constantes arbitrarias e a(z,t) é uma solucao qualquer da equacao do calor.

onde ¢y, . .

c1 + cyx2ce5t 4 4egat,
¢y + deqt + 4egt?,

(c3 — s — 2c6t — cex?®)u + o, t),

Assim a dlgebra de Lie da simetrias infinitesimais da equacao do calor é gerada pelos seis

campos vetoriais seguintes
Vi
Vo
V3
Vy
Vs

Vg

0

= o

3

= o

= g

= a:i + ZtQ

70 ot’

= 275é — U 0

: a“’"a oy B}
_ i 2 2 _
= 4mﬁm + 4t 5 (® + 2t)uau,

e a subalgebra de dimensao infinita

Vo = a(z,t)—.

ou

Onde «a é uma solucao arbitraria da equacao do calor.

Os grupos a 1-parametro GG; gerados por v; sao dados abaixo. As entradas fornecem o ponto

transformado exp(ev;)(z,t,u) = (Z,1, ) :

Gy :
Go :
Gs:
Gy :
Gs:
G :
Gs:

T+ 2et,t,u - el~ere),

t —e
* Juy/ 1 —4ste(m)),

1 —4et’ 1 —4et
x,t,u+ea(z,t)).

O grupo a 1-parametro de simetria mais geral é obtido considerando a combinacao linear

geral

C1V1+ - CgVg + Vg,
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dos vetores encontrados, no entanto, a férmula explicita do grupo é bem complicada.
No nosso trabalho também escreveremos apenas subgrupos e nao o grupo todo, o que ira
nos interessar sao solugoes invariantes por determinados subgrupos de simetria, o que ja nos

dara solugoes especiais para o sistema de equacoes diferenciais que estamos estudando.

2.2 Equacoes de Lamé

Nesta secao apresentaremos o calculo dos grupos de simetria para as equacoes de Lamé. A
motivagao para a aplicacao da teoria de grupos de simetria a este sistema de equagoes veio do
trabalho de Tenenblat e Winternitz [32], onde foi calculado o grupo de simetria para as equagoes
generalizadas intrinsecas da onda e de sine-Gordon, e do trabalho de Ferreira [8], onde foi
calculado o grupo de simetria para as equacoes generalizadas intrinsecas de Laplace e de sinh-
Gordon elipticas. Uma vez que estes sistemas de equagoes sao de certa forma semelhantes ao
que estamos tratando aqui, utilizaremos as técnicas desenvolvidas nestes trabalhos para calcular
o grupo de simetria para as equacoes de Lamé. Veremos aqui que a condi¢ao de Guichard exerce
um papel fundamental, mostrando que o grupo de simetria ¢ diferente daqueles considerados

nas equagcoes acima.

2.2.1 Calculo dos Grupos

Utilizando a notagao que adotamos neste capitulo, escrevemos as equagoes de Lamé (1.27) como

li,lej,:c li,x lkﬂ,‘j

< ’ ) + <J—> 4 LT — ), (2.30)
lj X ll i lk

J

onde 7, j e k s@o indices distintos variando em {1, 2, 3} e todos as fungoes [; sao distintas de
zZero.

Como vimos, a ordem de derivacao do sistema influi diretamente no célculo do grupo de
simetria procurado. Dessa forma, é conveniente em alguns casos, reduzir a ordem de derivacao

introduzindo novas funcoes.
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E o que faremos para o nosso problema. Considere entao as fungoes h;;, com ¢ # j, definidas
por

lia, — hijly = 0. (2.31)
Considerando a equacao (2.29) temos

ljli,:tjzk — li,zjlj,zk . li,mklk,xj —0
12 lklj ’

J

(7). () ()
b ) Iy lj

Dessa forma, obtemos a partir de (2.31) e (2.32) a seguinte equagao

o que implica em

hijz, — hikhi; = 0, (2.33)

para 1, 7, k distintos.

Considerando agora a equagao (2.30) podemos reescrevé-la como

li:v' ljx' lza:k ljwk
Rty Rkid} 7k Lk ) — )
<1j>,x.+<li>,xi+<lk)(lk ’

J
de onde obtemos

hija; + hjig, + hikhje = 0, (2.34)

para ¢, j, k distintos.

Uma vez que as fungoes [y, Iy e I3 satisfazem a relagdo de Guichard (1.26)
Po2y2=0,

existem outras relagoes envolvendo as derivadas de [; e h;; diferente das apresentadas em (2.31),
(2.33) e (2.34). Vamos obté-las a seguir para usd-las no calculo do grupo de simetria. Para

isso, consideraremos a seguinte notagao para sinal, denotada por €5 dada por

1 se s=1ous=3,
€s =
-1 se s=2,

o que nos possibilita escrever a relacao de Guichard da forma
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Derivando (2.35) em relagao a x; temos
2 (51l2l1,xz -+ Ejljlj,xi -+ gklklk,xi) = 0,

de onde obtemos

i v
5ili,xi + €jlj Jé - 4 €klk
Assim, basta usar a defini¢ao das fungoes h;; para obter
Eiliw;, +€5hjil; + exhiily, = 0, (2.36)

para i, j, k distintos.

Derivando agora a equagao acima em x;, obtemos
Eiligie; T €iNjiwe;lj + €ihjils o, + Exhri e, Ik + Exhiilie; = 0.

Substituindo l;., , hrie, © lka, através das equagdes (2.36), (2.33) e (2.31) respectivamente

(com os indices ajustados) obtemos
Eili7xi$j + gjhji,lej — hﬂ (Z:‘thlz + 5khkjlk) + Ekhkjhﬂlk + Ekhkihkjlj =0.

Dividimos agora por [; temos

hjigihijli
lj

li,xixj

i €jljia; —
lj

+ Ekhkihkj =0.

Escrevendo agora as fungdes h;; e hj;; da forma como sao dadas em (2.31) obtemos

(A P
E; l2 + 5jhji,xj + gkhkihkj = O,

J

o que implica

liz:

E; (é—J) + €jhji7$j + 5khkihkj = 0,

i/
isto é,

Eihij,zi + gjhji,:cj + +8khkihkj =0. (237)

Resumimos entao as equagoes (2.31), (2.33), (2.34), (2.35), (2.36) e (2.37) no seguinte

sistema de equagoes diferenciais parciais de primeira ordem envolvendo as fungoes [; e hj;:
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eil; + &2 + ey =0

liw, — hijl; = 0

Eili g, +€jhjilj + ephiily =0
hij e, — highi; =0

hije, + i+ hichj = 0

Eihij,xi -+ Ejhjmj + Skhkihkj =0

O sistema acima serd chamado equacoes de Lamé de 1* ordem e o denotaremos por A =
(Ay(x, 1, hij, L oy, hijsw,)) = 0, onde v representa a coordenada da funcao A e 1 < v < 22,
r = (z1,79,73) e | = (I1,la,13). Perceba que X x UM possui 39 coordenadas, uma vez que

temos:
3 variaveis independentes : xq, xo,x3

9 variaveis dependentes : Iy, [y, I3, hyj
27 derivadas 1 14, , Nija,
Assim, para mostrar que o sistema é de posto maximo, basta mostrar que a matriz Jacobiana

de A = (A,) possui 22 colunas linearmente independentes. Observe que:

° Ol fornece 9 vetores L.i., através da andlise das equagoes (2.39) e (2.40);

. a}ii fornece 6 vetores li, através da andlise da equagao (2.41);

° aflfx, com ¢ < j, fornece 3 vetores Li, através da andlise da equagao (2.42);
° agj%, com i < j, fornece 3 vetores Li, através da andlise da equagao (2.42);
o g—ﬁ = (201,0,0, —h21l1,0, —h31,0, —hq2, h13,0,...,0).

Como os vetores acima constituem 22 vetores linearmente independentes, segue que o sistema
é de posto maximo.
Vamos entao ao calculo dos grupos de simetria do sistema A. Comecaremos calculando o

gerador infinitesimal da agao do grupo.

20



Teorema 2.5 Seja V' o gerador infinitesimal do grupo de simetria das equacgoes de Lamé de

1% ordem (2.38)-(2.43), dado por
3

3 3
, ) ) 0 g 0
— E 7 § ? E ]

ij=1,i#]

Entao as funcoes £, ' e ¢ sao dadas por

Ei = ax; + ag,
qblj - _ahija

onde a, ¢ e a; sao constantes reais.

Antes de demonstrar o Teorema 2.5, observamos que temos como consequéncia as trans-
formagoes do grupo de simetria para as equacoes de Lamé, obtidas exponenciando o gerador

infinitesimal V:

Corolario 2.1 o grupo de simetria das equacoes de Lamé de 1% ordem, (2.38)-(2.43) € dado

pelas sequintes transformagoes:

1. translagao nas varidveis independentes: T; = x; + v;;
2. dilatacao nas varidveis independentes: T; = A\x;;

3. dilatagao nas varidveis dependentes: I, = pli;
onde v;, A e p sao constantes reais.
Demonstracao do Teorema 2.5: As funcoes &, n', ¥ serao obtidas resolvendo as

equacoes determinantes que sao obtidas através da aplicacao do primeiro prologamento de

V a cada equacao do sistema. A expressao para este primeiro prolongamento é dado por

0 0
U E LAY E Np..
¢ Dk(g )lz,r 8l,k Dk(f )hZJ,r ahi]’,k .

gk i Ohijk ikt bRk

Para eliminar possiveis dependéncias funcionais, faremos as substituicoes

lie; = hily, i# 7], (2.45)
li,xi = —€i€jhjilj — gickhpily, (2-46)
hijo, = hikhgg, (2.47)
hije, = —Njiw, — hahj , 1 <7, (2.48)
hijo; = —€i€ihjia, — €i€khrihig , 1 < j. (2.49)
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Fixando 7, j e k, indices distintos, vamos comecar aplicando pr™V & equacio (2.41). Temos

entao o seguinte,
sz(%) — ¢ iy — hip® =0,

usando as formulas para o prolongamento, temos

+ Z szj lr ay, T Z ¢ s hys Tk Z ( j;k + Z ffrlmk + Z Sf " hrs,mk) hijwt
t r r,s

™y — g = 0.

(2.50)

Suponha que ¢ < j. Aplicando entao as substituicoes e analisando separadamente as parce-

las, temos que

Z gb?ljrlm@k = Z Qs?ljrhrklk — QZS?ljk (Eké‘jhjklj + Ek&hlkl,) s (2.51)
r r#k

Z ¢ s ’I‘S T Z Qﬁfim hrkhks + Z Qbf;]lks hks,xk

r#k, s#k s<k

B I MCTY NEEE .57
s>k

=D 0, (P, + habia) + Y 85 P
T‘<I€ 7»>k

Z ( + th Xk + th TS a:k> ij,xe C hlk‘hkj O (h]z x; + hzkh]k)

t

(2.53)
_Oli <€i€jhji,xj + 57,5kh]ﬂhkj) ,

com os coeficientes C}, dados por

O]i = é.xk + Z&l Tklk glk (€k6]hjkl + EkEi zkl Z gh,«g Tkhks + thk hks T

r#k r#k, s#k s<k
t t
- E 67}”@. ELEs hskz s + EkEm mkhms E f hkr,azr + hrnhkn) + E §7hrkhrk,xk.a
s>k r<k r>k

onde os indices m e n introduzidos sao tais que {k,s,m} e {k,r,n} constituem conjuntos
formados por indices distintos.

Passemos entao as andlises dos coeficientes da equagao (2.50), considerando (2.51)-(2.53).
Igualando a zero os coeficientes de hj; ;. hgs 2, com k > s, obtemos ffhks = 0. De forma anéloga,

ara os coeficientes de hj; ,.hg, . com k < s, obtemos £, = 0. De onde concluimos que
J,Z 4 sTs ) ks
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Da mesma forma, com os coeficientes de Rjiw;Pkray,, 7 < k € hjig hrg e, com r > k, obtemos
que

i _ : ) __ ¢t _

&, =0,Vr,r #+k, ie. é:hjk =&, =0.
Para &7, trabalhamos com os coeficientes de NjiziPks 2y, com k > s e hj; p b, com k < s,

temos que
Ehp, =0, Vs, 5 #k, de &, =&, =0

Analogamente, os coeficientes de hj; o, hkre, com k > 1 € hj; p Rk 5, com k < 7 fornecem

Epy =0T T # K, Qe &, =&, =0

)

Como 1, j, k € {1, 2, 3} s@o indices distintos e arbitrarios com i < j, concluimos que
., = 0 para quaisquer indices, m, s e t, s # ¢, ou seja, {™ s6 depende de z e [.
Usando as informagoes que obtivemos, resulta que Cf. fica reduzido a
C]i = §fzk + Z £Srthlk - gflk (5k€jhjklj + €k61h2kll) ,
r#£k
que pode ser reescrita como
CL=¢, + Y (&0 — & eerly) by (2.54)
r#£k

Vamos agora aos coeficientes de 1* ordem. A partir de (2.52) temos que na equacao (2.50)

os coeficientes de hys,, com s < k e os coeficientes de hgy,, com s > k fornecem
i R T
¢7hks =0,Vs#k, ie. b, = (b,hk]- =0.

Analisando a equagao (2.53) temos que os coeficientes de hj; ., e hji., fornecem respectiva-
mente, C,Z =0eC| =0. Comoi < jei,j k€ {l, 2, 3} sdo arbitrérios e distintos, concluimos
que Ci = C = 0, para todo i, j, k.

Uma vez que £™ nao depende de hg, a andlise de (2.54) nos fornece o seguinte sistema

m — O’

» Lk
fjﬁlk - 57"5165,7[7,111" = Oa vr 7& k?
Qualquer que seja m # k.
A primeira equacao do sistema nos diz que £™ depende apenas de x,, e [. Pelo método das

caracteristicas (ver apéndice A), a segunda parte do sistema implica que ™ depende de z,, e
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uma variavel ¢ = &l7 +¢;13 + £,l3. Porém, pela condigao de Ghichard, ¢ = 0, o que mostra que
&M nao depende de I, para todo s.

A conclusao que obtemos a partir da analise destes termos de primeira ordem é que
¢8t = ¢St (hsta his, x, l) e " = 5m(xm)
Vamos agora analisar a equagao (2.39). Aplicando o prolongamento, temos
77@') - ¢ijlj - hijnj =0,
o que implica usando (2.15), em
W+ > 0l + > 0 B, — & lia, — 091 — higip = 0. (2.55)
Vamos obter duas parcelas de (2.55). Temos que, aplicando (2.45)

> Wlra, = > i hesly — 0, (£5Ehals + €jerhusli)
: v

Aplicando (2.47), (2.48) e (2.49) temos

Dot brsay, = Y Wil > 0 hisa; = > (E58shsja, + €€ mbmghms)
r,s r#7, s#£j s<j s>j
- Z nfhm- (th,CL’,- + h""nh]n> + Z /r’?hrj hrjvxj :
r<j r>j

Analisando na equacao (2.55) os coeficientes de h., ,. com s < j e hg; ,. com s > 7 ., concluimos
38,2 5J,Ts )
que nfhjs = 0. De forma andloga, a analise dos coeficientes de hj,,, com r < j e h.j,, com

r > j, obtemos nfhw, = 0. Dessa forma, concluimos que

Como i e t # j sao arbitrarios, concluimos que n™ nao depende de hg, para quaisquer

indices, m, s # t. Portanto, (2.55) reduz-se a
77?'1,]. + (77?[1[] - 5i5j77,izjli — f?lej — 77]> hij + <777Zlklj — gjgk‘n,iljlk) hkj — ¢ijlj = 0. (257)
Como 7' nao depende de hg e ¢ depende apenas de x, [, h;; e hj;, obtemos o seguinte sistema

Ufzklj - €j5k?7fljlk =0, (2.58)
7772'%. + <77le[] — 5i5j77,izjli — gfz]l] — 7’]]> hij — QSUZ]' =0. (259)
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Segue de (2.59) pelo método das caracteristicas que n* = n'(z, ;). Derivando (2.59) com relagao
a hj; temos que

b =0 (2.60)
Por outro lado, derivando (2.59) duas vezes com relacao a h;;, obtemos que
oy = 0- (2.61)
Portanto, segue de (2.60) e (2.61) que ¢ é da forma
¢ = AY(z,)hi; + B (x,1) (2.62)

Voltamos agora a equagao (2.50) para analisar os termos restantes. Reescrevendo-a a partir

das informacoes que obtidas acima temos

Tk

DoAY S by + A0y — & hija, — (A% + B*) hyy — (A¥hyy + BY) by, = 0. (2.63)
Efetuando as substituigoes necessérias em (2.63) obtemos

+ AU hyhyy — €5 i — A% Ry — B%hyy — A¥ gy — B¥hy, = 0.

Usando (2.62) e agrupando os termos em (2.64) temos
BU + Al hy; + (BYl), — exeiBY 1 — BY) by + (BZ L — 5k5jBf;;zj) hyi — B*hy+
(Af{;lk - 514:51’14?[];[1‘) highi; + (Azljlk — 5k5jAfljklj> hijhji + (Aij _ ¢k Ak Akj) highij = 0.

J

sLTk
(2.65)
Pelo coeficiente de hy; temos que B* = 0. Permutando os indices 4, j e k obtemos que
B =0,Vs,t, s#t. (2.66)
Igualando a zero os coeficientes de h;zhy; e hijh;, obtemos
ATl —epgi A% 1L = 0,
Atk IR (2.67)

A?ljjlk - gkngfljklj = O,
que o método das caracteristicas nos diz que A¥ sé depende de x. Por outro lado, o coeficiente
de h;; nos diz que AY nao depende de xy, logo AY = AY (z;,2;). Quanto ao coeficiente de

hixhij, obtemos a seguinte equagao

A gk AR AR =, (2.68)

Tk
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Voltamos agora a (2.57) que a partir das informagoes acima, reduz-se a
M, + (ﬁfzilj — & L= — Aijlj) hij =0
Como 7" nao depende de h;; devemos ter

N, =0,
s = €Ly — 7 — AT =0,

Aplicamos agora o prolongamento na equagao (2.42). Temos entao que
B0 + Dy + iy + hixg™ = 0,
que implica em
5+ O iy — € iga, + O+ O i, — € i, ++6 iy + hig™ = 0.
Vamos supor que i < j para substituir h;;,;, dada por (2.48) e obter
G 0 (€, = AV AT = Y R, + (8, — A+ AP A9 ) ahg = 0.
Assim, o coeficiente de hj; ,, nos dd a seguinte equacao
g — AT A ¢ =0
Mantendo i < j e aplicando o prolongamento a (2.43) temos
eidy + €0l + erd™ g + exd s = 0,

que implica em

(2.69)

(2.70)
(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

Ao substituir h;j,, e agrupando os termos, temos

(2.75)

el +e; 0l +e; (gfxi — AT 4 AT gf@) hjiw;+ew (€, — AT + AF + AR hyshy; = 0. (2.76)

Obtemos entao, a partir do coeficiente de hj; ., que
AT g A =0,
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Subtraindo (2.74) de (2.77) temos
2 (A — AT) = 0,
o que implica
ATt = A, (2.78)

~ T ¢] m
Dessa forma, ambas equagoes nos fornecem &', = §ij. Como &™ depende apenas de x,, para
todo m. Segue que

§" = ary + ay, V1 <m <3, (2.79)

onde a e a,, sao constantes reais.
Vamos reescrever a equagao (2.68) na forma original e também na forma quando permutamos

J por k, usando as informagodes acima, isto é

Al g — Ak AR = ()
Al g Al ATk =,

Somando essas duas equagdes e usando a equacao (2.78) obtemos que
AM = _q.
O que nos leva a concluir, juntamente com (2.66) que
¢ = —ahg, Vs £t (2.80)

Usamos os tltimos resultados obtidos para voltar a equacao (2.71) para obter

wily =1 (2.81)

)

Mas sabemos que ™ é uma fungao que depende apenas de x,, € [,,, logo, concluimos a partir
de (2.81) que 7%, =0, isto é
n' = N'(x)l; + M (). (2.82)

Segue entao de (2.81) e (2.82) que
=, = N(x),

o que implica em
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consequentemente,
n' = cl; + M"(x;). (2.83)
Para finalizar, vamos aplicar o prolongamento a equagao (2.40), obtendo assim
ey + €507l + £5hn + exd®ly + exhin® = 0. (2.84)
Aplicando as férmulas do prolongamento, temos
iy, + ey lis — €€ lies + €507l + b’ + ex 'l + exhym® = 0. (2.85)
Aplicando a substituicao (2.46) para [; ,, e as equagoes (2.79), (2.80), (2.83) obtemos
eiM’, + e;h; M’ + ephy M = 0. (2.86)
Através da andlise dos coeficientes de hj; e hy; obtemos que
M= M" =0, (2.87)

de onde concluimos que

™ =cly, V1 <m < 3. (2.88)

Para concluir o teorema basta resumir as conclusoes que obtivemos nas equagoes (2.79),

(2.80) e (2.88)

£ = ar;+a;
nt = c,
¢ = —ah;;

2.2.2 Calculo dos invariantes

Usaremos agora as técnicas apresentadas na Secao 2.1.3 para calcular um invariante basico para
o subgrupo de translacgao.

Se GG age semi-regularmente em uma variedade de dimensao m, com o6rbitas de dimensao s,
entao de acordo com o Teorema 2.1, existem exatamente m — s invariantes independentes.

No nosso caso, o espaco das varidveis é tal que X = R?, dessa forma, m = 3, vamos

considerar o grupo de translagoes gerado por dois vetores linearmente independentes na Algebra
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de Lie do grupo de simetria. Em geral, escolher s como a dimensao da subdlgebra ja sera
suficiente para que s seja a dimensao das orbitas do subgrupo, exceto casos raros, que nao
trataremos aqui (para maiores detalhes especificos sobre este ponto confira [22]). Neste caso,
teremos apenas 1 invariante basico, o que sera muito interessante quando tratarmos de solugoes

invariantes. Temos entao a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3 Um invariante basico para um subgrupo de translagao de dimensao 2 do grupo
de simetria, € dado por

§ = a1z + Qs + aey, (2.89)

onde aq, g, (i3 Sa0 constantes reais.

Demonstracao: Consideremos dois vetores linearmente independentes na algebra de Lie do
subgrupo de translagao

Vi = 110z, + 1205, + 0130,,,

Vo = 210z, + 2204, + 230,

Para encontrar os invariantes, procedemos da seguinte forma. Primeiro aplicamos o critério
de invariancia com o primeiro vetor, isto ¢, £ é invariante sob a agao de vy se, e somente se,
vi(€) = 0, ou seja,

a11€ 3, + @128 2o + @138 25 = 0. (2.90)
A teoria classica de equagoes diferenciais parciais de primeira ordem homogéneas mostra que a

solugao geral de (2.90) pode ser encontrada integrando o correspondente sistema caracteristico

de equagao diferenciais ordinarias, dado por

d.Tl dﬂfg d.ng

—_— ==,

a1 Q12 a13

cujas solugoes gerais sao da forma
a11T2 — Q1271 = €1, G123 — A13T2 = Cg,

onde ¢; e ¢y sao constantes de integracao. Temos entao que invariantes basicos para v; sao

dados pelas seguintes solugoes de (2.90)

S = anT — appwy,

§12 = G12T3 — A1372.
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O préximo passo é encontrar um invariante basico simultaneo para vy e vy. Para isso escrevemos

vy em termos de g, e O¢,. Assim, temos que

81‘1 = _a128€11a
81‘2 - a/llafll - a13a£127
81,3 = a128§12.
Logo,
Vo = —612161123511 + a22a118511 - a22a133§12 + a23a123512

= (G22G11 - a21a12)agn + (a12a23 - a22a13)8§12.
Dessa forma, n(&11,£12) é um invariante por vy se, e somente se, von = 0. Portanto, temos a

seguinte equagao diferencial parcial:

(Cl22a11 - &21&12)77,511 + (042&23 - (122(113)77,512 =0,

que possui como sistema caracteristico

déu _ d12

b
Q220711 — A21412 a12G23 — A22413

cujas solugoes gerais sao
(a12a23 - a22a13)§11 - (a22a11 - a21a12)f12 = Cs,
onde c3 ¢ uma constante de integragao. Voltando as variaveis anteriores, temos

3 = (CL12CL23 - a22a13)(a11m2 - &12$1) - (a22a11 - a21a12)(a12$3 - a13x2)
= —alz(a12a23 - 022a13)£171 + &12((111(123 - a13a21)3:2 - 042((122(111 - a21a12)x3

= —a12 [(a12a23 - a22a13)x1 - (anazs - a13a21)x2 + (Cl22a11 - a21a12)373] .

O que nos da como invariante simultaneo para vy e v
§= (G12@23 - C1226113)551 - (G11@23 - G13G21)$2 + (a22a11 - G21G12)l’37 (2-91)
que pode ser escrito da seguinte forma
§ = airy + azry + azrs. (2.92)

Uma vez que os vetores (aj1, aja, a13) € (a1, age, azg) sao linearmente independentes, segue

que pelo menos um dos «; é nao nulo.

60



O

Observacao 2.1 Uma observacao interessante é que podemos interpretar a parte analitica
sobre a invariancia descrita acima geometricamente. De fato, olhando para a expressao (2.91) e
considerando £ = cte, obtemos planos que sao gerados pelos vetores (aq1, a12, a13) € (a1, aze, ass)

e consequentemente, sao invariantes por qualquer translacao gerada por esses vetores.

2.3 Solucgoes Invariantes das Equacoes de Lamé

Consideraremos nesta segao solugoes das equagoes de Lamé (2.38)-(2.43) que sdo invariantes
pela acao do subgrupo de translacao. Nesse sentido, o que iremos fazer é procurar solugoes [;
tais que

onde £ é o invariante simultaneo encontrado na secao anterior, dado por £ = ayx3+ s+ asrs.
Dessa forma, impondo a condigao (2.93), nosso sistema de equagoes originais reduz-se a um

sistema de equacgoes diferenciais ordinarias na variavel &, observando que

l;

ey = Ozjlg.

Perceba que o nome solucgoes invariantes torna-se agora trivial. Uma vez que £ é um invariante
bésico, a condigao (2.93) impde que as solugoes encontradas sob essa condigdo também serdo
invariantes pelo subgrupo de translacao. Este fato serd interessante quando tratarmos das
propriedades geométricas associadas.

Vamos comegar com dois lemas que relacionam as funcoes /; com as constantes ;.

3
Lema 2.1 Seja I5(§), s = 1,2, 3, onde & = Zasxs, uma solucao das equacoes de Lamé
s=1

(2.38)-(2.43). Sejam i, k € {1, 2, 3} indices fizos e distintos tais que o; = ap = 0. Entdo l; ou

li € constante.

Demonstracao: Seja j € {1, 2, 3}, um indice fixo distinto de i e k. Lembramos a equagao
(2.42):
hij e, + Njiw; + haxhg, = 0.
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Usando que a; = ay = 0, temos de (2.39) que

L.

2 | Y, _

a; {_l } =0.
ide

)

como pelo menos um «, deve ser nao nulo, temos «; # 0 e entao l;¢ = ¢;l;. Trocando ¢ por k
obtemos de maneira andloga [y, ¢ = cil;.

Finalmente, trocando & por j, obtemos

i 72
lj

2h£h£__0_

De onde concluimos que

a?cick =0,

e portanto que [; é constante ou [, é constante.

U

3
Lema 2.2 Seja 15(§), s = 1,2, 3, onde & = Zasxs, uma solucao das equacoes de Lamé

s=1
(2.38)-(2.43). Se existe um unico j € {1, 2, 3} tal que a fungdo l; é uma constante nao nula,

entao a; = 0.

Demonstragao: Permutando os indices em (2.41), obtemos seguidamente,

l; el

oo (1= ) =0 29
elie

OéjOzZ' lkéf — —l = 0, (295)

e uma identidade.

Analogamente, considerando (2.42), obtemos

Oé?li’fg = 0, (296)
Ozjzlk,gg = 0, (297)
a2 (_f) +a? (ﬁ) + a?% —0 (2.98)

Suponha por contradigdo que «; # 0. Entao segue de (2.96) e (2.97) que
lige = lkge = 0,
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o que implica l;¢ = ¢; e Iy ¢ = ¢x. Decorre de (2.94) e (2.95) que

arcie, = 0,

aicge; = 0,

Como [; é a unica solugao constante, temos que ¢; # 0 e ¢ # 0 e entao o; = o = 0. Pelo

Lema 2.1, segue que [; ou I é constante, o que é uma contradigao.
O

Iniciaremos procurando solugoes invariantes, todas nao constantes, de acordo com o seguinte

teoremas:

3
Teorema 2.6 Seja [,(§), s =1, 2, 3, onde & = Zasxs, uma solucao das equagoes de Lamé

s=1

(2.38)-(2.43), tal que ls¢ # 0, para todo s. Entao existem constantes c; € R\ {0}, tal que

lie = calily, i, 7, k distintos, (2.99)
a’cycs + adeics + agclcg = 0, (2.100)
Ci —Cy+cy = 0. (2101)

Além disso, as fungdes [;(§) sdo dadas por

A A
lig = cy(c2 — c1) (lf — 6—2) (l% o 61) , (2.102)

A
2= (l% - —) , (2.103)
R — (lf - ) , (2.104)

onde \ € uma constante real.

Demonstragao: Por hipotese, buscamos solucoes todas nao constantes. Entao pelo Lema 2.1,
temos no maximo um indice s tal que «a; é nulo, portanto, pelo menos duas constantes o, sao
nao nulas.
Fixando a; e aj nao nulos e usando as equagoes (2.39) e (2.41) para obter
i, j

)
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consequentemente,

Concluimos entao que

l; L1
{_75] _,E] _ ke (2.105)
3

Integrando (2.105), obtemos l; ¢ = ¢;lil;, como querfamos em (2.99).
Se «; # 0, analogamente considerando os pares (o, a;) e (o; ) nao nulos, obtemos que

e = cilily e lj¢ = c;lili, o que prova (2.99). Suponha entdo que o; = 0. Pela equacio (2.42)

|:li,$j:| + li@k l],l‘k —0.

temos

T P A

Como vale (2.99), temos

L.
Oéjz-cilk’g + Oézciljg—f = O,
k

como [; nao é constante, temos que ¢; # 0 e obtemos a expressao
o llig + ajlilie = 0. (2.106)
Integrando (2.106) obtemos
Sl 4l = A, (2.107)

onde A é uma constante. Podemos entao escrever ZJQ- em funcao de [, da seguinte forma

2
I} = a—; (% - l,i) : (2.108)

Além disso, podemos usar (2.108) e a condigao de Guichard (2.38) para escrever [? em fungao

de . De fato, combinando as duas equacoes obtemos

a? [\
gl? + eja—; (? - z,%) + ez = 0.

k J
Portanto,
2= =5 [ (e50% — enad) — )]
k

Derivando em relagao a & e usando que l; ¢ = ¢;lil;, temos

g
li (Czlkl]> = ?lklk@ (5j04§ — ekai) .
k
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Se Eja? — grai # 0, concluimos a partir da equacao acima que

2
EiCi0yy,
D) lll] = Cklilj.

lee = 2

Derivando agora (2.108) em relacao a £ obtemos

2 a?
Lilje = _a_%lklk,g = —a—%lk (exlil;)
de onde concluimos que
e = c;lily.

Vamos mostrar agora que 5]-04]2 —era? # 0 e assim provamos (2.99). Suponha por contradigao

que qoz? — 5;304% = 0, temos entao que

2

Y _Ek
2 o
ap &

Como consequéncia, pela equagao (2.108)
2= %k A 12
J €j Oé? ko

2 2 _
gjly + exly = const.

e assim,

O que implica, pela condi¢ao de Guichard, que [; é constante, o que é uma contradigao.

Para provar a relacao entre as constantes, basta ver que, para quaisquer ¢, j, k temos
hij = cialy, (2.109)
onde usamos (2.39) e (2.99). Logo, por (2.40), temos
eicioulily + €jcjaulily + epcpoylily, = 0.

De onde concluimos que

gi¢i + ¢ +erer, = 0,

que implica (2.101). Para obter a outra relagao, utilizamos (2.42) e a expressao (2.109). De

fato, combinando as duas equagoes, temos o seguinte,

(cicjli) ; + (cjoule); + ciciailily = 0.
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Portanto, segue de (2.99) que
(a?cick + afcjck + aicicj) l;l; = 0.

Como [;1; # 0, obtemos que a relagao (2.100) vale.

Para obter as funcgoes [; observamos que

1175 = 0112l3, (2110)
lgf = CQlllg, (2111)
1375 = C3lllg. (2112)

Multiplicando (2.111) por Iy obtemos
lg{lg = Cgll (lglg) s

de onde obtemos
C2
loelo = —lily¢.
2602 = g
Integrando a equagdo acima temos que (2.103) se verifica. Usando (2.103) e a condigao de

A
zf—ﬁ(zf——>+l§=o,

&1 C2

Guichard (1.26) escrevemos

que implica em (2.104).
Usando agora as equagoes (2.110), (2.103) e (2.104), obtemos

2 _ ol A C2—C (A
het = a Ll (ll Czﬂ{ 1 (ll 02—01)}
A A
— 02(02—61) <l%—a) (l%—CQ_Cl)

Concluindo a demonstracgao.

O

Observacao 2.2 Embora o calculo do grupo de simetria para as equacoes de Lamé possua
técnicas similares aquelas usadas por Tenenblat e Winternitz em [32], observamos que as
solucgoes invariantes sao diferentes. De fato, quando consideramos as solugoes invariantes pelo
subgrupo de translacao no Teorema 2.6, as solugoes de (2.102) sao dadas por fungoes elipticas
de Jacobi que nao podem ser reduzidas a funcoes elementares. A principal razao é devido
a condicao de Guichard, que além de afetar as solucoes, fornece uma nova transformacao no

grupo de simetria, a saber, a dilatagao nas variaveis dependentes [;.
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Agora que ja sabemos as solugoes quando nenhuma das fungoes [; é constante, vamos con-
siderar o caso onde temos apenas uma delas constante. Perceba que pela condicao de Guichard
2 — 15+ 13 = 0, somente essa situagdo ¢é possivel, isto é, duas solugdes constantes implicam

imediatamente que a terceira é constante. Temos entao o seguinte teorema

3

Teorema 2.7 Sejals(€), s =1, 2, 3, onde Zasxs, uma solugao das equagoes de Lamé (2.38)-
s=1
(2.43), tal que apenas uma das fungoes ly € constante. Entao um dos sequintes casos ocorre:

a) Iy = A1, lo = Ay cosh(b€ + &), I3 = A\;sinh(b€ + &), onde £ = anmy + azrs, a3+ a2 #0,b e

& sao constantes;

b) Iy = o, Iy = Aacosp(§), I3 = Ngsing(€), onde & = ayzy + azrs, af + a2 #0, e ¢ é dada

considerando os sequintes casos:

b.1) p(&) = b€ + &, se a? # a3, onde & e b sao constantes;

b.2) ¢ € qualquer fungdo de &, se af = a;

c) I3 = A3, Iy = Agcosh(b€ + &), 11 = Agsinh(b€ + &), onde &€ = ayx1 + oz, a2 + a3 # 0 e &

€ uma constante.

Demonstragao: a) Se [} = A, entdo, pelo Lema 2.2 devemos ter £ = ayzy + asxs e pela
condi¢ao de Guichard, Iy = Aj cosh (&) e I3 = Ay sinh¢(§). Para determinar ¢, usamos (2.42)
com os seguintes indices

hos 3 + hga o + hothg =0
o2 >‘190,€ sinh ¢ . /\19075 cosh ¢ —0
*\ Asinhe /. 2\ Mcoshe ), 7

(0 +a3) pee = 0.

e obtemos

que implica em

Como I, e I3 nao sao constantes, entdo a2 + a3 # 0 e consequentemente devemos ter

p(&) = (€ + &)
b) Se [y = Ay, segue pelo Lema 2.2 que £ = ajz1 +azz3 e pela condigdo de Guichard devemos

ter I} = Acosp(§) e l3 = Asinp(§). Para determinar ¢, usamos (2.42) com os seguintes indices

hiss + hsi1 + highse =0
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e obtemos

2 Ao ¢ sin Lol A2 ¢ COS _0
3\ Agsing ¢ P\ Ncoso ¢

(af —a3) pee = 0.

que implica em

Como [; e I3 ndo sao constantes, temos a? +a3 # 0. Dessa forma, temos dois casos a considerar:
b.1) Se a? # a2, entdo (&) = b(€ + &);
b.2) se a? = a2, entao ¢ é qualquer fungao de &.

c¢) Se I3 = A3, os célculos sdo andlogos a parte a) de onde obtemos I = Azsinhb(§ + &) e

lo = Az coshb(€ + &), onde & = a1 + axy € aF + a3 # 0.

68



Capitulo 3

Classes de hipersuperficies
conformemente planas associadas as

solucoes invariantes

Neste capitulo combinaremos os resultados dos Capitulos 1 e 2 para obter classes de hipersu-
perficies conformemente planas. Partindo do ltimo resultado do Capitulo 2, onde vimos que,
dadas solugoes [; para as equagoes de Lamé, satisfazendo as condigoes de Guichard, podemos
obter formas diferenciais que satisfazem as equacoes de estrutura para um referencial pseudo-
ortonormal adaptado a uma imersao em L. Dessa forma, com as solucdes invariantes sob
acao do subgrupo de translacao obtidas no Capitulo 2, vamos escrever o sistema de equacoes
diferenciais parciais para o dado referencial e buscar maneiras de integra-lo. Veremos que o
caso das solugoes invariantes onde uma das [; é constante pode ser integrado explicitamente,
com um método analogo para os trés casos, ilustraremos este exemplo em um dos casos. Para
a situagao onde nenhuma solucao é constante, obtivemos que a imersao no cone de luz satis-
faz uma equagao diferencial parcial de segunda ordem, homogénea de coeficientes constantes.
Além disso, mostramos que neste caso temos uma nova classe de hipersuperficies conformemente

planas.
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3.1 O sistema de equacoes diferenciais do referencial adap-

tado

- . - . .. .. . 6
Nesta secao mostraremos o sistema de equacoes diferenciais parciais para o referencial {n;},_;.
Convém lembrar neste momento que todas as equacoes diferenciais que aparecerao neste capitulo

envolvem fungoes vetoriais, neste caso, se f = (fo, ..., f5), ¢ uma fungio vetorial em RS, entao

fﬂcz‘ = (fo,xw e '7f57$i>'

Para montar o sistema, lembramos que o referencial adaptado satisfaz a seguinte equacao

6
dns = g waBNpB,

B=1

onde as formas de conexao wap sao dadas por (1.31) e (1.32). Como dna = na ,,dr1+n4 ,drs+
nAz,drs, 0 que devemos fazer é escrever as formas wap na base dx;, dry e dxrs, usar que este
¢ um conjunto linearmente independente no espaco das 1-formas e entao, obter as derivadas

parciais de n 4. Por exemplo, para nq, devemos ter

dn1 = W12Ng + W13N3 + W14Ng + W1isNs + WigNg
Lo b L l3.2
nq 11d$1 + nq xzde + nq deI‘g = _L 2dl’1 -+ 221 dl’g no + | — L 3dl’1 + 321 dJ?g ng
’ ’ ’ ly I l3 l
l2 1
——d$1n4 + —d.T17”L5 — lld.CElTLG

s 202
o ( l17x2 ll,xg l2 ll
= — ne —

Iy 2 I ng — Em + 2—@”5 — ll”G) dz,

low l3,2
+ 2 17”&2 dQ?Q + 5 1n3 diIZ’g
[y l

Igualando os coeficientes de dx, drs e dxs, obtemos que

i o ly 4 l l
Nz = — ll’ 2712 - ll’ 3n3 - l—2n4 -+ 2—;271/5 — llnﬁ, (31)
2 3 3 3
b
Nz, = 2l711n27 (32)
l3,2
Nizs = ?}711n3’ (33)

lembrando que aqui temos um sistema de funcoes vetoriais. Para as outras derivadas, o pro-

cedimento é exatamente o mesmo, de onde obtemos assim, os seguintes sistemas.
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Para as derivadas parciais de ny, temos

o ll,:pg
n2,x1 - l nl)
2
o l2,x1 l?,:cg ll l2 l
Nozy = — ny — ——"ng — l_n4 + —l2n5 — laNg,
ll l3 3 2 3
l37x2
USRS I ns.
2
Para as derivadas parciais de ng, temos
o l1,333
n3,x1 - l nl?
3
o l2,r3
ngz, = . na,
3
_ b b 1
N3xz = I n I N2 2l 5 3N
1 2 3

Para as derivadas parciais de ny4, temos

n = l—2 ny — lg’xln
4,21 l3 1 lllg 5>

n = l—l Ny — lg’mn
4,29 l3 2 lglg 5]

4,13 12 13 o 5-

Para as derivadas parciais de ns, temos

N5z, = ling,
N5y = l2n27
n57x3 = 13713.
Para as derivadas parciais de ng, temos
~h lol3 o,
Neaz, = _2l2n1 + N Ty,
3 143
. b n l1l3,m2n
6,z — T 5i2!t2 o 44,

1

1 /1
vy = —MNg——|— ny.
16,25 205 0 1, \ s o
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3.2 O referencial para solucoes invariantes por subgrupo
de translacao das equacoes de Lamé

Nossa tarefa agora é integrar o sistema (3.1)-(3.18) para o referencial n; usando as solucoes das
equacoes de Lamé invariantes pelo subgrupo de translacao que obtivemos no capitulo anterior.
Lembramos que tais solucoes sao funcoes da variavel £ = ajx; + asxy + azrz, onde «; sao

constantes reais, cujas solugoes sao dadas nos Teoremas 2.6 e 2.7.

3.2.1 O caso £ = ajxr1 + Qs

Nesta secao vamos trabalhar com o sistema onde a3 = 0, cujas solucoes, descritas no Teorema
2.7, sdo dadas por l; = Agsenh(b€ + &), lo = Agcosh(b€ + &) e I3 = A3. Vamos introduzir a

seguinte notagao que sera utilizada nos teoremas que demonstraremos nesta sec¢ao:

VETI+k _ VETI-k

b*(af —03) — 1

= c = 1
1 , 1 , com k PAPE , (3.19)
gV laias|c G V]oasle (3.20)
a ) o y .
v =0bla; — axc), 7 =b(a; + @), (3.21)
£ = w4 aoza, € =bE+ &, (3.22)

7 = by/|aras|(Vers + Vexr), 7= by/|oros|(Ver, — Very). (3.23)
observe que c¢ = 1. O objetivo desta subsecao é demonstrar os seguintes teoremas:
Teorema 3.1 Uma hipersuperficie conformemente plana X : U C R®* — R*, associada as
solugoes das equagoes de Lamé invariantes por translagdo l;(x1,xq,x3) = li(cqry + qaxs),
ajan > 0, € dada por
X (21,9, 23) = M1, 22)Y (21, 2, T3),

onde Y € uma funcdo vetorial dada por
Y = (7 [coshg~ COST — Bsenhésem_'} ) Y [cosh gsem_' + Bsenh{~ cos %} , Senxsz, cos x3>

e A é uma funcao real dada por

c(c2+1)

blaic+ as) <1 /Z—: — c) er [coshé - Bsenhé} |
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onde usamos a notacao dada pelas equagoes (3.19)-(3.23).

Teorema 3.2 Uma hipersuperficie conformemente plana X : U C R®* — R*, associada as
solugoes das equagoes de Lamé invariantes por translagdo l;(x1,xq,x3) = li(cqry + qaxs),
ajan < 0, € dada por

X(Q?l, T, LC3) = )\(331, IQ)Y(SL’l, T2, 373),

onde Y € uma funcgao vetorial dada por
Y = (7 [coshé COS T + ﬁsenhgsenr} Y [COSh Esent — fsenhé cos T} Senrs, cos x3>

e A € uma funcao real dada por
(¢ +1)

A= )\(ZL‘l, .I’Q) = s
bl — asc) [ — (1 + Z—;cﬂ er [Coshg—i— —V‘ji"‘ﬁsenhé}

onde usamos a notacao dada pelas equagoes (3.19)-(3.23).

Teorema 3.3 Uma hipersuperficie conformemente plana X : U C R® — R*, associada as
solugoes das equagdes de Lamé invariantes por transla¢io l;(xq1,x9,x3) = l;(aqx1), a; # 0, é

dada de acordo com aq por

i) Se |ay| < 1, entao

X($1>332, 1’3) = )\($1>$2)Y($1,$3),

onde \ € uma funcgao real dada por

V1-—a?
/\(371, IL‘Q) = > !
eV1721%2 cosh(ay 1)

b

eY ¢ uma funcao vetorial dada por

Y (21,23) = (senh(alxl)sen(\/l —adry) + \/% cosh(ayxy) cos(y/1 — a2xy),
—senh(axy) cos(/1 — afxy) + cosh(agzy)sen(y/1 — a?xy),

senrs, CoS x3) .

aq
V1—a?

ii) Se |aq| > 1, entdo

X($1, I, Ig) = )\($1)Y<LL’1, T, .Tg),
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onde A € uma funcao real dada por

A1) = :
areVeilu {cosh(alxl) — Cy%_1senh(alxl)

aq

eY ¢ uma funcao vetorial dada por

||
Y (x1,20,23) = (— cosh(ayzy) cos(y/a2 — 1)z,
ajy/a? —1
||

———— cosh(aqz;)sen(y/o? — 1)z,

alm ( 1 ) ( 1 )
senxs, cos r3) .

iii) Se oy = £1. Entdo

1

X(x1,29,23) = [ 7 — tanhxq , 29,
cosh x4

, S€eNnxs, COS Ig) .

Teorema 3.4 Uma hipersuperficie conformemente plana X : U C R® — R*, associada as
solugoes das equagdes de Lamé invariantes por transla¢io l;(xy, 9, x3) = l;(agxs), as # 0, é
dada por

X (21, 29, 3) = Ma2)Y (21, 2, 3),
onde A é uma funcao real dada por

1

)\(ZL‘Q) ==
ew/lJra%xz [COSh(O{QIQ) Q% SiIlh(OégZEQ)

1+ a3

eY ¢ uma funcao vetorial dada por

a
Y(xy, 29, 23) = (Om‘/%senh(agzg) cos(y/1+ adxy),
2

|as|
. . 2
—————sinh(apxs) sin(y/1 + a5z
1 2 ( 2 2) ( + 2 1)7
052 + Of2
COS T3, SeNT3) .
Vamos dar uma demonstragao completa do Teorema 3.1, os outros teoremas seguem a

mesma linha de raciocinio, com pequenas alteragoes que observaremos posteriormente.

Neste sentido, podemos supor que A3 = 1 e escrever

li = senh(b§ + &)
lo = cosh(b¢ + &) (3.24)
I3 =1
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uma vez que o valor da constante A3 nao influi no fato da métrica ser plana. Além disso, como
faremos deformagoes conformes para encontrar a hipersuperficie em alguma forma espacial, o
valor dessa constante serd embutido no coeficiente conforme.

Como agz = 0, podemos listar as derivadas de [y, 5 e I3, conforme segue

Lz, = a;bcosh(b€ + &),
laz, = a;bsenh(bé + &), (3.25)
l3,xi - O

Para comecar a andlise do sistema com essas fungoes, vamos listar as equagoes (3.1), (3.5)

e (3.9):

1
N1y + a2bng + cosh(b€ 4 &y)ny — senh(b€ + &) (§n5 — nG) = 0, (3.26)
1
Moz, + 1bng + senh (b€ + &o)ny — cosh(bE + &) (5715 - n6) = 0, (3.27)
1
N3.z5 + oM +ng = 0. (3.28)

Multiplicando (3.26) por senh(b€+&p), (3.27) por — cosh(b+¢&p) e somando as trés equagdes,

obtemos
Senh(bf + 50) (nl,ml + Oéang) — COSh(bg + fo) (nzm + Oélb’fh) + N3 zs +ny = 0. (329)

Dessa forma, para obter ns, que é especificamente o vetor que procuramos, basta encontrar

os vetores ny, ny e n3g. E o que iremos fazer no préximo lema:

Lema 3.1 Considere o sistema de equacoes diferenciais parciais (3.1)-(3.18) para o referencial
{n1,...,ng} com as fungoes l; dadas por (3.24) e & = aqyxy + axs, ayas # 0. Entdo os campos

vetoriais ny, no e ng sao dados por:

ChcosT + CsysenT + C3 cosh 7 + Cysenhr,  se ajas >0
ny = (3.30)

Cicosh T + Cosenh7 + C5cos T + Cysent,  se ajany < 0

_|a1a2| [\/E (=CysinT + Cycos ) + /¢ (Cssenht + Cy cosh T)] , g > 0

_ (651
M [\/E (Cy sinh 7 + Cy cosh 7) + /¢ (—Cssent + Cj cos 7‘)] , g > 0
aq
ns = —Cssenxs + Cg cos T3. (3.32)
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O campo vetorial ns € dado por
ny = 7y { [coshf COST — Bsenhésem"] Cy + [cosh sent + fsenhé cos 7"] C’z} +
+7 { [coshé cosh1 — BsenhésenhT] Cs + [cosh Esenhr — Bsenhé cosh T] 04} +

+Cssenxs + Cg cos x3,
(3.33)

quando ayag > 0. Se ajag < 0, ng € dado por
ng = v { [Cosh 5 cosh 7 + Bsenhgsenh?] C + [cosh fsenhi’ + Bsenhg cosh ?] 02} +
+7 { [cosh EcosT + ﬁsenhésenT} Cs + [cosh Esent — fBsenhé cos Ti| 04} + (3.34)

+C'5senxs + Cg cos a3,

onde utilizamos a notagdo dada em (3.20)-(5.23) e {C4,...,Cs} sao vetores constantes.

Demonstragao: A demonstracao consiste em obter expressoes para os campos 1, Ng €
ns e em seguida, usar a expressao (3.29) para obter ns. Comegando com nq, note que segue de

(3.3) e (3.24) que ny é uma fungao de z; e z5. Escrevendo as equagoes (3.2) e (3.4) temos que
n17w2 = Oélbng, (335)
Nog, = aobng. (3.36)
Derivando a equagao (3.35) e comparando com (3.36), segue que n; satisfaz a equacdo de

Klein-Gordon

N1 zoxy — a10{2b2n1 = 0. (337)

Por outro lado, derivando a equagao (3.26) em x

N1gye, + Qabngp, + arbsenh (b€ + &y)ny + cosh(b€ + &o)naay

1 1 (3.38)
—aybeosh(b€ + &) <§n5 - 716) — senh(b€ + &) <§n5,x1 - ngm) = 0.

Neste ponto, precisamos das derivadas em z; de ny, ns e ng. Usando as equagoes (3.10), (3.13)

e (3.16), concluimos que essas derivadas sao dadas por

Ny, = cosh(b§ + &o)na, (3.39)
N5, = senh(bg + &o)na, (3.40)
n67$1 = _wnl. (341)
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Substituindo as equagoes (3.36), (3.39), (3.40) e (3.41) em (3.38), obtemos

1
N gyz, + [(agb)Q + 1] ny — aqb {cosh(bf + &) (5715 — nG) —senh(b€ + &)ny| = 0.  (3.42)
Por outro lado, derivando (3.35) em xq, temos

nl,xzwg - albn2,x2 = 07 (343)

substituindo agora (3.27) em (3.43), obtemos

1
N1 ayey + (010)> 0y — b {cosh(b& + &) (§n5 — nﬁ) —senh (b€ + &)ng| = 0. (3.44)
Portanto,
N1 gye, — Maszs — [0°(a] — a3) — 1] ng = 0. (3.45)

Combinando as equagoes (3.37) e (3.45), concluimos que

nl,.’blxl - nl,fl‘g.’bz - k'nl,ngl‘l = 0 (346)

202 2
b*af —a3) — 1
OélOéQb2
Para estudar a equacgao diferencial parcial faremos uma mudanca de variavel para reduzi-la

onde k =

a sua forma normal (ver [14] e [27]). A mudanca a que estamos nos referindo serd a seguinte

S = X9 — CXy, (347)
t = x9+ cxq.

onde c¢ e ¢ estao definidas em (3.19). Observe que ¢ > 0, ja que
VE2+4>VE2= k| > k.

Além disso, ¢c = 1 e portanto ¢ > 0.

Seja u(s,t) = ny(x1, x2), entdo segue que,

= 2
nl,xlrl - Cu,ss - 2u,st +c U it
N zize = _Eu,ss - (E - C)u,st + CU 4t,
N1 gozy = Ugss + 2u,st + U t¢-

Segue de (3.19) que
E+kc—1=c—ke—1=0,
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e portanto concluimos que,
Mgy = Mges — Farey = — (K7 + 4)u g
Segue entdo de (3.46) que u o = 0 e assim,
u(s,t) = Fi(s) + Fy(t),

consequentemente,

nl(xl,xg) = F1 (ZL‘Q —Exl) +F2 (ZEQ—f-El'l). (348)

Lembramos que a equacdo (3.37) deve ser satisfeita. Nesta direc@o, vamos calcular ny ,,,, em

funcao de Fy e Fy. Como ny ., = F{(s) + F}(t), segue que
N1 ayey = —CFY'(8) + cFy (t).
Portanto, segue de (3.37)
—CFY(s) + cFy(t) = anaab® (F1 + F),

o que implica,

cFy(t) — a1anb®Fy(t) = CFY (s) + araab®Fi(s).

Como o lado esquerdo sé depende de t e o lado direito s6 depende de s, segue que ambos o0s

lados sao iguais a uma constante, vamos chama-la V. Escrevemos entao,
CF!(5) + a1apb®Fi(s) =V,

portanto usando a propriedade c¢ = 1, temos
Fl'(s) + capanb®Fy(s) = cV.

Analogamente,

F2//<t> — EOélOéQbZFQ(t) =cV.

Destas duas equagoes concluimos que

v
C cosby/ajasc s + Cysenby/ajancs + ———, se ajag > 0,

F1(3 = 041062b2’

- V
Cy cosh by/|aas|e s + Cosenhby/|ayas|c s + o se apag < 0,
(658D
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1%

C5 cosh by/ajasct + Cysenhby/aqasct — o se ayog > 0,
(e3Ye%

Cycosby/|araglct + Cysenby/|ayaslct —

Onde (4, (5, C5 e (4 sao vetores constantes.

Fz(t) -

——, se oy < 0.
ozlong

Observamos que de (3.47) e da propriedade c¢ = 1, temos que

by/|larasles = by/|oyao|e(zy —exy) = by/|onas|(v/exy — Vexy),
b\/’@l@g‘ét = b\/quCkQ’\/E<£L'2+C$1) = b\/|@1&2‘<\/§$2+\/6$1).

Tendo em vista as fungoes 7 ¢ 7 definidas em (3.23), temos que

b/ |omasles =7 e by/|aqaglet = 1.

Portanto, concluimos que

\%
CicosT + CosenT + PPEL se ajan > 0,
Fl(S) = A e
Cicosh T+ CssenhT + ———, se ajag < 0,
\ o ab?
Cscosh 1 + Cysenht — oy se ayag > 0,
Rft) = oy
CzcosT + Cysent + ———, se ajan < 0.
\ Oél(XQbQ

Dessa forma, segue de (3.48) e das expressoes acima a expressao para ny dada em (3.30).

Para obter ngy, basta usar (3.30) e (3.35). Considerando que

Ty = by lonaslc e Tzs = b/ lagasle, (3.49)
obtemos (3.31).

Uma vez que encontramos as solucoes gerais para n, e ny, vamos obter uma expressao para

ns. Segue de (3.7) e (3.8) que ng s6 depende de x3. Por outro lado, a partir de (3.9) temos

1
N3,a3 = _§n5 — Ne- (3.50)
Derivando em z3 a equacao (3.50) obtemos
1
n3vf3$3 = _577/5@3 - n6,$37 (351)

usando as equagoes (3.15) e (3.18) concluimos que

n57$3 = N3 (352)
1
nmg = 5713 (353)
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Combinando as equagoes (3.50), (3.52) e (3.53) obtemos

n3,:t?31‘3 = —MNg,

Como n3 s6 depende de 3 segue que ng é dado por (3.32).

Neste ponto podemos obter uma expressao explicita para ns através da equagao (3.29)
ns = cosh(b€ + &) (na.z, + ai1bny) — senh (b€ + &) (12, + abng) — N3 4,

e das expressoes de ny, ny e ng que obtivemos dadas em (3.30), (3.31) e (3.32). Como

Tay = —by/|wasle e Tap =0 lagase,

segue que

by/ |l [ ¢(CysinT — CycosT) 4+ /¢ (Cssinh 7 + Cy cosh T)} , apag > 0,

b/ || [ ¢(Cysenh7 + Cy cosh 7) + /¢ (—Cssent + +C cos T)} , apan < 0,
(3.54)

Ny, =

Por outro lado, considerando (3.49) segue que

bag [—c(Cy cos T + Casent) + ¢(C cosh 7 + Cysenht)], agag > 0
N9 gy = (3.55)

bavg [—c(CY cosh T + CysenhT) 4 ¢(Cs cos T + Cysent)|, ajag < 0.

Portanto, concluimos das derivadas acima e das expressoes (3.30), (3.31) e (3.32) que, se ajag >

0, devemos ter (3.29) dada por

ns = cosh(b€ + &) {bas [—c(Cysent + Cy cosT) + ¢ (Cysenht + C3 cosh )] +
+bay [C cos T + CysenT + Cs cosh T + Cysenht]} —
—sen (b€ + &) {b\/ laras| [VE(CisenT — CycosT) + /¢ (Cssenhr + Cycosh )] +

bOéQ

—1——\/ laras| [v/e(Cycos T — Cisent) + /2 (Cy cosh 7 + Cysenhr)] } +

+C5cosxs + C’Gsenxg

= beosh(b€ + &) {(a1 — age) (cos TC + senTCy) + (g + ac) (cosh 7C3 + senh7Cy) } —
—by/|arag|senh(bE + &) { <\/E — %ﬁ) (sen7Cy — cos 7Cy) +
1

+ (\/E + %\/E) (senhCj5 4 cosh 04)} + C5 cos x3 + Cgsenxs,
aq
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segue entao que,

aplc

ns = bla; — ase) { {cosh(bﬁ + &) cos T — Y———senh(b€ + &y)senT | C1+

cosh(b€ + &p)sent + ’aa—laksenh(bf + &) cosT 02}
+b(ay + asc) { [cosh(b£ + &o) cosh 1 — | “ 2|Csemh (b€ 4 &y)senht | Cs3+
cosh(b€ + &y)senht — | e 2’Csenh (b€ + &) cosh | Cy } +

+C5 cos xg + Cgsenes.

Usando a notacao (3.20)-(3.23), temos a expressao (3.33). Analogamente se obtém (3.34) e o

lema esta provado.
O

Uma vez que obtivemos uma expressao para o campo ns, precisamos determinar como os

vetores constantes (7, ... Cg estao relacionados. Tal fato esta estabelecido no seguinte lema

Lema 3.2 Considere os campos vetoriais ny, ns € ng dados pelo Lema 3.1. Para que esses

campos sejam unitdrios e ortogonais entre si, € necessario e suficiente que os vetores constantes

de integracao {C1,...,Cs} satisfacam as sequintes relagoes:
(C;,C;) =0, paral<i, j <6, 1], (3.56)
Cs5,C5) = 1,
(Cs5,Cs) (3.57)
(Ce,Cs) = 1.
Além disso,
i) se ajag >0, entdo
Q9 + aqc C(CY2C - Oél)
Ch,C1) =(Cy,Cy) = ———— >0 C5,03) = — (04, Cy) = ———— <0
(C1,C1) = (Cy, Cy) a2(02—|—1)> e (C3,Cs) (Cy, Cy) (1) <
(3.58)
ii) se aqag < 0, entao
Q9 + aqc 0(0420 - Oél)
Ch,C1) = —(Cy,Cy) = ————— <0 Cy,Cy) = (C3,C3) = ————= > 0.
(C1,Ch) (Cy, Cy) a2(02+1)< e (C, Cy) = (C35,C5) (@ 1) >
(3.59)
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Demonstracao: Inicialmente, vamos estudar as relagoes entre os vetores ny; e ny e suas

derivadas. Pelas equagoes (3.26) e (3.35) temos que

<n1,z1 y nl,x1> = (legb)Q -+ ]_,
(MayyMig,) = (a1h)? (3.60)
<n17x1an1,x2> — —a1a2b2.

Derivando (3.30) em x5 temos

by/|oas|e (—Cisent + Cy cos T) + by/|agaz|é (Cssenht + Cycosh ), aqan > 0,

Ny,ze =
’ by/|ciase (CysenhT + Cy cosh 7) + by/|aias|e (—Cssent + CycosT) , aan < 0,
(3.61)
Avaliando (3.54) e (3.61) em (z1,22) = (0,0), temos 7 = 7 = 0, portanto
n1e(0,0) = by/|aras] (—\/502 + \/504) ) (3.62)

N1 2y (0, 0) = b\/ |O[10./2| (\/ECQ + \/504) .

Aplicando as relagoes (3.60) a (3.62), obtemos o seguinte sistema linear nas variaveis (Cy, Cs),

<Cg, C4> € <C4, C4>

( 2
_ (Oégb) + 1
C<CQ,CQ> —2<CQ,C4>+C<C4,04> = W,
¢(Cy, Co) +2(Ca, Cy) +E(Cy, Cy) = % , (3.63)
2
L — <Cg, OQ) + (C — 5) <Cg, O4> + <C4, C4> = —g,
onde £ = sgn(aq, a3), cuja solugdo é dada por
e(ag + asc)
(C2,Cy) = 0, (3.64)
~ec(og — age)
(Co,Cy) = az(c+1)

Vamos agora fazer o mesmo processo, usando neste caso, as derivadas de ny. Pelas equagoes

(3.36) e (3.27) temos

<n2,x1 ) n2,:m> - (Oégb)2,
(Mo ) = (a1, (3.65)
<n2,$1 ; n?,xg) = _0104262.

Derivando (3.31) em z; e 3 temos

bay (C cos T 4+ CysenT + C3 cosh 7 + Cysenht) , aqag > 0
Noa, = (3.66)
ba (Ch cosh T + CasenhT + C3cos T + Cysent) , aqag < 0
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Avaliando (3.55) e (3.66) em (z1,x2) = (0,0), obtemos

n24,(0,0) = bay(C + Cs),
22(00) A+ Gs) (3.67)
n27$2 (O, 0) = b&g(-CCl + ECg)
De maneira andloga ao caso anterior, aplicando as relagoes (3.65) a (3.67), obtemos o seguinte

sistema linear nas varidveis (C1, C4), (C1, Cs) e (C3,C3)

(C1,Ch) +2(Ch,C5) +(C5,C5) = 1,

2 ) _ (a1b)® —1
c <C1,C1> —2(01,C3> +c <C3,03> = W’ (3.68)
—c(Cy,Cy) + (6= ) (Cy, Cs) + E(C5,C5) = —%,
2
cuja solucao é dada por
ag + agc
Cy,,C)) = —————
< 1 1> 062(02 + 1)7
(C,C3) = 0, (3.69)
clage — )
C3,C3) = ———=.
< 3 3> 062(02—|—1)
Para completar as relagoes entre as constantes C1, . . . , Cy, vamos considerar agora os seguintes
produtos internos:
<n17n1 x1> = 07
<n17n1,362> = 07
(n2,moz) = 0, (3.70)
<n27 n2,$2> - 07
<n2,1’27 nl,x1> = 0.

As quatro primeiras relagoes sao imediatas, enquanto que a ultima segue das equagoes (3.1) e
(3.5). Avaliando os vetores em (z1,x2) = (0,0), temos que, além das equagdes (3.62) e (3.67),

temos ainda

n1<0,0> = 01+03,

/ (3.71)
n2(0,0) = |a1042] (VeCs + VeECy)
Aplicando as relagoes (3.70) aos vetores acima, temos que
—VE(C1, C) 4+ /¢ (C1, Cy) — VE(Cs,Ch) + Cs,Cy) = 0,
\/E<01702>+\/E<Cl, 4> +\/_<C3702>+ C1376'4 = )
Ve (O, Ca) + Ve (Ch, Ca) + /e (T, C2> + (3.72)

ISINS

—C\/E <O1, Cg> — C\/E <Cl, O4> + E\/E <02, Cg>
C\/E <Cl, CQ> — C\/E <Cl, C4> — E\/E <02, Cg>

037
037 C4

o o o o o

%%%%%

( )
c )
c(Cs,Cy) =
¢ )
( )
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Observe que a segunda e a terceira linha do sistema se repetem, eliminando uma delas e

1 : .
usando o fato de que ¢ = —, chegamos ao seguinte sistema homogéneo,
c

1 1
— 1 — 1 (CY, Cs) 0
1 o 1 % <C1, C4> . 0
—c -1 1 - <C3, 02> 0 ’
“© 9
1 —c - = <C37 C4> 0
c c

cuja matriz possui determinante igual a

144 +6¢* +4c8 + &
6

que é sempre diferente de zero. Logo o sistema possui solucao trivial, e entao
<Cl, CQ> = <Cl,C4> - <Cg, 02> == <03, C4> - O (373)

Nosso préximo passo € encontrar as relagoes envolvendo as constantes Cs e (g envolvidas na

expressao de ng. Lembramos que ng = —Cssenxs + Cg cos x3, devemos ter as seguintes relagoes
<n3, n3) = 1

<n37 n3,x3> - 07 (374)
<n37x37 n3,x3> = L

As duas primeiras relagoes sao triviais, a terceira decorre da equagao (3.50). Além disso, temos

ng zs = —05 COS T3 — OﬁSGl’lIg, (375)
avaliando em x3 = 0,
7’L3(0) = CG, (3 76)
N3 x5 (0) = —05.

Assim, aplicando as relagoes (3.74) a (3.76), concluimos que

(Cs,Cs) = 1,
(Cs,C5) = 0, (3.77)
(Cs,C5) = 1.
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Utilizando as equagoes (3.26), (3.35), (3.36) e (3.27), temos

Y

(3.78)

9

0
= 0,
0
0.

Vamos aplicar as duas primeiras relagoes de (3.78) aos vetores (3.62) e (3.76) para obter o

sistema homogéneo

—\/E<C2,C6>+\/E<C4,C6> = 0,
Ve(Co, Co) + VT (Cy, Cg) = 0,

que possui apenas a solugao trivial

(3.79)

(G2, Cs) = (Cy, Cs) = 0. (3.80)

De maneira andloga, as duas tltimas rela¢oes de (3.78) aplicada aos vetores (3.67) e (3.76)

fornecem
Cy,Cg) + (C5,C6) = 0,
(O G+ {C Gl (3.81)
—C <OI,C6> +5<03,C6> == 0,
da mesma forma, o sistema (3.81), possui apenas a solucao trivial
<Cl, 06> - <Cg, Cﬁ) == 0 (382)

Realizando o mesmo processo, agora com as equagoes (3.26), (3.35), (3.36), (3.27) e (3.50),

obtemos as relacgoes

<n1 1‘17”3363) - 07
Nlay,N3zs) = 0,
(1220 13) (3.83)
<n2 Tl n3,13> = 07
<n2 x99 n3,$3> - 0
Que fornecem de maneira analoga
(C;,C5) =0, parai=1,...,4 (3.84)

Assim, as equagoes (3.64), (3.69), (3.73), (3.77), (3.80), (3.82) e (3.84) fornecem (3.56) e (3.57)
e as igualdades de (3.58) e (3.59).

Para estudar as desigualdades de (3.58) e (3.59), olhamos os itens separadamente:
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i). Inicialmente observe que

oy + aqc 1 Qay
= 1+—c) >0,
as(c2+1)  +1 ( +agc>

. . . aq
pois ¢ > 0 e ayag > 0 € equivalente a — > 0.
%)

Mostremos a outra desigualdade de (3.58). Lembramos de (3.19) que

VEE A+

onde k é dado por

k —
bQOélo[Q
que pode ser escrito como
(03] (67) 1
k=———— 3.85
(6%) aq b2061062 ( )
Além disso, note que
oy L Vool i e a1
bratal
2
b o} —a3)? — 262(a1 — ag) + 1+ 4b*a2a2
— bia?
b +ad)? + 2 (a? ¢ a2) 1 - 4b%a? (3.86)
ba? oz%
 [P*af+a3) + 1> —4b al
B bra2al
Logo,
K244 (P +ed)+1)° 1 _(Plad+a3) +1 2 (3.87)
4 2020 vy b2a3 20201 vy ’ ’

% < 0. Como 2 j_ ] > 0, basta provar que ¢ — Z—; < 0.
Neste sentido, segue de (3.85) e (3.87) que

Queremos provar que

c — ﬂ = ﬂ + E — k+ % + 1 )
(0D)] 2 2 aq b2(1/1042
Vi+ad)+1 ks 1
2b2a1042 B 5 B CY_l B b2061062
= 0.

. ~ Qg . .
ii) Neste caso temos ajay < 0 e entdao, — < 0, o que implica
0%

c(agc—al): c M),
as(+1)  2+1 Qs
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Para a outra desigualdade de (3.59), procedemos como em em (3.86). Temos que

a2 +a3)? +20%(a3 —a?) + 1
b4(a1a2)2
b (ad + a3)? — 26 (a + a?) + 1 + 4b%a2
bi(avan)?
(02 + 03) — 1" + 4b%03
b (apan)? '

K4+4 =

Logo,

244 20 .2 2) _ 1 2 1 1 20 .2 2y _q 2
k? + :<b (] + a3) ) >(b (af +a3) ) (3.89)

4 20%| | b2a? = b2ad 20%| vy s |
2 e < 0. Como M < 0 basta provar que @2 + ¢ > 0. Pelas
as(c®+1) a9 o

equagoes (3.85) e (3.88), temos que

Vamos provar que

(0% k‘2 + 4 k aq 1
ct+ = = bo—k——
(o5} 4 2 (0] bQOéloZQ
Plai+ad) =1 k a1
2b2|041062| 2 (6] bQOélOéQ7
Como ajay < 0, temos que
Qo aq (%) 1 k aq 1
2, _I ~0.
et aq 20(2 20(1 + 2b20é10[2 2 (0%)] 62a1a2

O

Agora que temos as informagoes dadas pelos Lemas 3.1 e 3.2, podemos demonstrar o Teo-
rema 3.1:
Demonstragao do Teorema 3.1: Como ajas > 0, segue do Lema 3.1 que
ns = 7 { [coshé COST — Bsenhésenf] Cy + [cosh EsenT + Bsenhé cos 7"] C’g} +
+5 { [coshé cosht — BsenhgsenhT] Cs + [cosh Esenht — Bsenhé cosh T] 04} +
+Cssenxsg + Cg cos 3.

Pelo Lema 3.2, temos que (C5, Cs) = (Cg, Cg) = 1,

Q9 + ayc 0(0420 - 041)
C,Ch) = (Ch,Cy) = ————= >0 C5,C3) = — (C4, Cy) = ———= < 0.
Seja (e;)7_, a base canénica de RS, isto é, e; = (0,...,1,...,0) onde 1 aparece na i-ésima
coordenada. Além disso, temos as seguintes relagoes
<€i7 €J> = 07 para i 7é j7
(ei,e;) = 1, paral <i <5, (3.89)

<€0, €0> = —1.
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Podemos entao escolher a nossa base (1, ..., Cg, da seguinte forma

o + g
C, = |————=e1,
! as(c? + 1)61
a9 + aqc
Cy = |—/———
? as(c? + 1)62’
clag — ase)
Cy = (|———=¢o,
K ar(+1) 0 (3.90)
c(ag — asc)
Cy = (|———+
Cs = es,
C6 = €4.

Além da ébvia opgao da escolha da base em termos dos sinais, a determinagao acima tem outra
a ficard mais cl i do fi i a R*
razao que ficard mais clara a seguir, quando fizermos a imersao em R*.
Para fazer a imersao, usamos o argumento do inicio do Capitulo 1, onde vimos R* como
uma subvariedade do cone de luz L°, através da isometria com a subvariedade Mg C L, dada

pelo conjunto
= {y € LI {y,mo) = —1},

onde my = (1,0,0,0,0,—1). Neste caso, a isometria é dada por

1 21— |z
r€R & < +2|x| T, 2|x| > € My C L. (3.91)
De agora em diante, seja f = ns. De acordo com o que vimos, procuramos \ tal que f =\f
satisfaca
<fa m0> = _]-7
Se escrevemos f = (fo,..., f5), concluimos que
1
= : 3.92
Jo+ /5 (3.92)
Segue de (3.33) que
fo+fs = C(al _ OQC b(ay + axc) |cosh(bE 4 &) cosh T — ~ a1a2csenh(b§ + &)senh7+
a2(02 +1) aq

cosh (b€ + &y)senhr — ~ “se enh (b€ + &) cosh T:|

- clar — azc) aQC)b(al + asc) { {cosh(b{ + &) — a1a2csenh(b§ + 50)} (senhT + cosh T)}
az(c® +1) A
_ %b(al + ape)e” [cosh(bg + &) — a;f‘zcsenh(bg + 50)} .
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Assim,

2+1
A= = e +1) N . (3.93)
blare + ) < a_l - c) e {cosh(bf +&) — oj Zsenh (b€ + &)
2 1
Teremos entao a imersao dada por f = Af. Portanto, concluimos que
f=0fo, \Y, \fs), (3.94)

onde

o
;;Q(Z;Ojﬁf)b(al — axc) [cosh(b£ + &o)senT + @senh(bg + &) cos f} ,Senrs , cos xg)
(3.95)

Y = ( ai?;‘ilf)b(al — asc) [cosh(bg + &) cos T — YU1%2C5enh (bE + ﬁg)senf] ,

Portanto, pela isometria (3.91) entre Mg e R*, segue que a hipersuperficie conformemente

plana procurada é exatamente \Y dada em (3.94), o que demonstra o teorema.
OJ

Para o caso ayas < 0 os calculos sao andlogos, de forma que temos também a demonstragao
para o Teorema 3.2:

Demonstragao do Teorema 3.2: Vamos escrever o vetor n; dado pelo Lema 3.1

ns = 7y { [coshg cosh 7 + Bsenhgsenhf] Ci + [COSh gsenh? + Bsenhé cosh f} C’g} +
+7 { [coshé cosT + 5senh§sen7'] Cs + [cosh Esent — PBsenhé cos T] 04} +

+Cssenxs + Cg cos 3
Pelo Lema 3.2 i) temos que (C5,Cs) = (Cg, Cg) = 1, além de

Q9 + ayC

B c(age — o)
as(c®+1) B

(C1,C1) = = (Cy, Cy) = as(c? + 1)

<0 e <03, Cg> = <C4, C4> > 0.
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Vamos agora relacionar (', ..., Cs com a base canonica, da forma como fizemos anteriormente,

devemos ter
Q9 + ayC

Ci = |—————
! as(c? + 1)607
Qo + o1cC
Cy = |——————=
clage — ayp)
Cy = | ————e,
? as(+1) ' (3.96)
clage — ay)
Cy = | ——
4 (@ + 1) €2,
C5 = es,
C@ = €4.

Assim, determinamos uma imersao conformemente plana em R* associada as solucoes invari-
antes por um subgrupo de simetria onde o invariante basico é dado por £ = o121 + as9, com

10 < 0.
U

As demonstracoes para os Teoremas 3.3 e 3.4 sao analogas, porém mais simples, uma vez que
segue diretamente de (3.37) que ny(xy,x2) = Hi(x1) + Ha(z2) e entdo, usamos (3.45) para

determinar H; e Hs.

3.2.2 O caso geral £ = ajx1 + asxy + agxs

Nesta se¢ao estudaremos o caso geral para solugoes invariantes pelo subgrupo de translacao,

isto é, vamos trabalhar com todos «;’s todos nao nulos. Pelo Teorema 2.6, lembramos que

l1,§ = C1lzl3,
lgf = Cglllg, (397)
l37£ = (CQ — Cl)lllg.

Portanto, obtemos o seguinte sistema de derivadas parciais para os campos n;: as equagoes
(3.1)-(3.3) nos dao

lo [y

Nz = —Cioalzng — craslong — l—n4 + W% — line,
3 3
_ 3.98
Nz, = caouilzng, ( )
Nygzs = (CQ — Cl)Oéllngg.
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Para as derivadas parciais de ng, as equagoes (3.4)-(3.6) se reduzem a

No gz = craalzng,
hL Iy

N2 zy = —czoqlgnl — 02a3l1n3 - l—n4 + ﬁn5 - lgnﬁ, (399)
3 3

N2 zs = (CQ — Cl)Oégllng.

Segue de (3.7)-(3.9) que as derivadas parciais de n3 sao dadas por

ng . = craslang,
N3z, = 620431177/2, (3100)
N3 zs — —(02 - Cl>a1l2n1 (02 - 01)062l1n2 — —"n5 — l3ng.

213

Para as derivadas parciais de ny, as equagoes (3.10)-(3.12) se reduzem a

ly 12
N4z, = l_nl - 041(02 )l2n5’
K 3
I I
Naz, = En2 — ag(cp — )12715, (3.101)

4,3 l2 13 o 5.

As derivadas parciais de nj, sdo obtidas de (3.13)-(3.15) e s@o dadas por

N5, = ling,
N5z = ZQTLQ, (3102)
N5z = 13713.

Segue de (3.16)-(3.18) que as derivadas parciais de ng, sdo dadas por

1 12
Nz, = 27”61 + o (e ) 5N,
2l l§
Iy l5
n6,$2 - 2[2 512 + OZQ(CQ )ZQ Ny, (3103)

1 1/
Negs = —N3— — | — ng.
623 200 1, \Us 4

Utilizando as equacgoes acima, provaremos o seguinte teorema.

Teorema 3.5 Seja {ni,...,ng} um referencial que € solugao do sistema (3.98)-(5.103). Entdo
o campo ny satisfaz a sequinte equacao diferencial parcial de sequnda ordem de coeficientes
constantes

ns + n5,r1m1 - n5,x2m2 + n5,(£3.’£3 - 512n5,x1x2 - /813n5,£1$3 - 623”5,(2223 — 07 (3104)
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onde

2 2 2
12 — )
31875
2 2 2
- a + a; + oz
513 - 9
103
2 2 2
23 —

o585
Demonstracao: A demonstragao consiste em calcular efetivamente as derivadas de segunda

ordem de ns. Comecamos com as derivadas duplas, usando as equacoes acima, obtemos que

2
n :calln—calln—calln—@n—l—l—ln—l2n
5,211 1Q1l2l3M 100201139 1Q3t1L2M3 ;. T 5pts — T,
3 3
Iy 12
n = coanlylzng — caaylalzng — coslilong — —ny + —=ns — 12n
5,222 200al1 L3N 20l Loty 2Qu3l1toM3 7 T 5ats — 3T,
3 3
1
_ 3
n5,$3x3 = (02 — Cl>&3l1l2n3 — (CQ — Cl)OzllglgTLl — (CQ — Cl)a2l1l3n2 — §TL5 — l1n6.
Calculando agora 15 4,5, — 15 z0zs + 15,2525, LEMOS
N5 z121 — N5,2920 + N5 zazs = 2 [Clallglgnl — 02a2l1l3n2 + (CQ - Cl)Oé3lll2n3] — Ns5. (3105)
Vamos agora calcular as derivadas mistas. Temos que
N5zize = Ci10alalzng + coalilsng,
Nsazs = C103lalsng + (ca — c1)aqlylans,
N5 zozs — 02043l1l3n2 + (CQ — Cl>062l112n3.
Observe agora que
Q3N g2y T QN5 3125 — QNG gogy =  2C10003100300,
Q3N5 212y — Q2N o125 + UUN5 ozs =  2Co0131113109,
— QN5 3y T Q2N g1 2g + QAN gyzy = 2(Ca — C1)12lylons.
Como aq, as e ag sao nao nulos, podemos escrever
a1
201a1l2l3n1 - (a3n5,$1x2 + a2n5,x1$3 - a1n5,m2a}3) )
18 %]
(%)
2co000l1l3ny = (3N 12y — Q2N 212 + Q1T ozs) (3.106)
Qs
Qg
2(cy — c1)aslilong = o (—Q3Ms 5120 + QN5 212y + 1IN 400 ) -
1002
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Substituindo (3.106) em (3.105), obtemos

(05} (0%)] Oé% (5] Oé% Qa3
n5,x111 - n5,x2x2 + n5,x3x3 == - - n5,1‘112 _'_ - + _'_ - n5,:1:1:1:3+
Q9 (03] 109 (0%} 103 (03]
2

ay (6%) Qa3
+ Q— = ) My — 1

Qo3 a3 6%)]

i — a3 — a3 ol + a3+ o
- N5 zq + n5,m1x3+
109 103

2 2

a; — o7 — &

3 1 2

+ n5,$21‘3 — Ns.
Qia(rg

Portanto, segue que
N5 + n5,331331 - n5,(£2x2 + n5,x3x3 - /81277’5,1‘1.’172 - 513”5,&E11‘3 - /823n5,x2:p3 == O

O

Vamos agora caracterizar a classe de hipersuperficies conformemente planas associadas ao
caso geral £ = ayx1 + asxy + azx3, onde o; # 0, em termos da parametrizagao por linhas de

curvatura dada no Corolério 1.2.

Teorema 3.6 Considere uma hipersuperficie conformemente plana na forma espacial My, as-
3

sociada & uma solug¢do das equagoes de Lamé l;(xy,xo,x3) = 1;(€), com & = E s, COM
s=1

as # 0, para todo s. Entao sua primeira forma fundamental g € dada por

g =@ {cos® p(&)(dz1)* + (dxo)? 4 sen’p(§)(dz3)* } (3.107)
onde o satisfaz,
©% = Macos® p — b), (3.108)
ou g € do tipo
g = 2@ {senh®3(&)(dz1)* + cosh® 3(£)(dws)* + (dw3)* } (3.109)
onde ¢ satisfaz
@% = Mbcosh? g — b). (3.110)

Onde A\, a e b sao constantes reais nao nulas e P(x) e P(x) sdo fungées diferencidveis que

dependem de l, e da forma espacial M.
Demonstracao: A demonstracao baseia-se principalmente na condigao de Guichard
B—1+15=0.
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De fato, para a primeira parte, basta dividirmos a expressiao acima por 5 para obter

(%) + (%) = 1. (3.111)

Como «, # 0 para todo s, segue do Lema 2.2 que [5 ndo é constante, segue entao de (3.111)

que podemos escrever

li = lycosy, (3.112)

ls = lssenp. (3.113)
onde ¢ é uma funcao de £ nao constante. Pelo Teorema 1.4, vemos na equacao (1.33) que
g = {15(dz1)* + 13(dxo)? + 5(dxs)?}

onde a fungao u depende de Mj-. Observe que podemos escrever g como
w2 J U1 2 2 B 2
g = (€"la)" § (da1)” + (dwp)” + 75 (dxs)" ¢,
2

2
o que implica

g = e*" {cos® p(da1)? + (dz2)® + sen’p(dx3)* } .
Para obter a expressao para a derivada de ¢ com relagao a &, vamos derivar [; usando a forma

como estd escrito em (3.112), temos

lie = lagcosp — lap esenp.

Usando (3.97), temos que
cilals = calylz cos p — @ els,

para c; e c¢o constantes nao nulas, o que implica
pe=1 (02 cos® p — cl) ) (3.114)
Derivando a equagao (3.114) em ¢ e usando (3.112) e (3.113) temos

0ee = lag(cacos® o — 1) — 2cyly cos psenpp ¢
1
= lagps — 2eallscos ) (lsseng)i

= l_ [b,g@,g - 2021113<P,5]

=% laepe — 2laep ]

B laepe
ly
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De onde obtemos que

pely = A, (3.115)

onde A é uma constante real nao nula, ja que ¢ ¢ # 0. Assim, multiplicando a equacao (3.114),

por ¢ ¢ e usando (3.115), obtemos
go?g =\ (02 cos? o — cl) . (3.116)

o que mostra o primeiro caso. O segundo caso é analogo, basta utilizar a condi¢ao de Guichard,

agora dividindo por [3, para usar a relagao fundamental das fungoes hiperbdlicas
cosh? ¢ — senh?p = 1.
O

O Teorema anterior é um resultado fundamental no sentido que mostra que a classe de
hipersuperficies conformemente planas para o caso geral é uma classe que ainda nao foi estudada
na literatura. Lembramos que a funcao ¢ é um invariante conforme e a classificagao feita nos
trabalhos de Suyama e Hertrich-Jeromin é feita a partir das derivadas parciais de . Os casos
classificados constituem aqueles onde ¢ nao depende de uma coordenada, que sao as classes de
Lafontaine e aqueles onde ¢ possuem duas derivadas mistas nulas, que constituem as classes

associadas a redes de Guichard CfChC%S.

Como p(z1,x2,23) = p(§), £ = Zasxs, com o # 0, temos que ¢, = aspe # 0, 0 que
mostra que esta hipersuperficie nao f):elrtence aos produtos de Lafontaine. Além disso segue de
(3.108) que

Pax; = CGOGP e,
= = —;0,;\Cy COS pseney,

de onde concluimos ¢ ;... nao ¢ identicamente nula. Dessa forma, a hipersuperficie considerada

nao pertence as classes associadas a redes de Guichard ciclicas.

3.2.3 Os casos restantes

Nos demais casos, isto é, para os invariantes & = sy + a3x3 € £ = a1 + azxs sao calculos

exatamente analogos ao da Subsecao 3.2.1 Todos os passos sao efetuados da mesma maneira.
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O caso onde & = anxy + azxs possui

os mesmos calculos do caso & = o121 + asxs. Era de

se esperar algo nesse sentido, uma vez que as funcoes invariantes neste caso sao dadas por

h
Iy
I3

e além disso, a métrica é dada por g = [}

de variaveis, especificamente, trocando x

>\17
A1 cosh(b€ + &),
Arsenh (b€ + &,

(dxy)? +13(dx2)? + 12(dz3)?. Assim, com uma mudanca

1 por x3, passamos de um caso para o outro.

O caso onde ¢ = a7 + azrs, embora apresente como solugoes invariantes

ll = )\Qsen(bf—i—fo),

ly

)\27

Is = MAycos(bé + &),

os calculos sao semelhantes, passando por equacoes de Klein-Gordon da mesma maneira como

fizemos anteriormente. Porém, temos uma imersao um pouco diferente do caso anterior, para

0 caso ajaz > 0, temos como imersao

X(wy,29,03) = €™ (f‘y %(bccos ésem_' — Bsen(b€ + &) cos T),

Vo) sz (be cos € cos T + fBsenésent), -

7/ %(bé cos Esent + fBsené cos 7),

¥ %(bECOSéCOST — Bsenésenr))

onde

Y = Qa3 — i,
7 = oc—as,
T = byaias (Vers + V),
7 = by (v - V).

Os casos onde um dos «; é nulo estao contidos nas classes dadas por Lafontaine. Os casos

onde £ = a1 + o € £ = Ty + i3T3
contidas na classe de rotacao, isto é, s

gaussiana constante no espaco hiperbélic

hipersuperficies conformemente planas co

sao classes de hipersuperficies conformemente planas
ao obtidas pela rotagao de superficies de curvatura
o H3. J4 o caso onde £ = ayx1 + a3 é uma classe de

ntida na classe tipo cone, isto é, construido a partir

de uma superficie de curvatura constante sobre a esfera S2.
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Capitulo 4

Propriedades Geométricas das redes de
Guichard associadas as solucoes

invariantes

Neste capitulo, apresentamos as propriedades geométricas das redes de Guichard associadas as
solugoes invariantes por subgrupo de translacao obtidas no Capitulo 2. Vamos considerar as
redes de Guichard X : U C R®* — R3 que induz em U uma métrica Riemanniana g definida em
U por

g = 13(dzy)* + 15(dxo)? + [3(das)?, (4.1)
onde as fungoes [; satisfazem a condigdo de Guichard 3 — [2 + (2 = 0 e além disso, estamos
supondo que satisfazem as equagoes de Lamé (1.27)

0?l; 1oL dy 10k ol 0
Or;0xy, 1 0r; Oy, Iy Oxy, 0z;

o oL\ e (rony Tonay
0$]~ lj Oxj 8171 ll 0% ll% al’k al’k N ’

que ¢é equivalente a dizer que a métrica g é plana.

Mostraremos primeiro que as redes de Guichard sao folheadas por planos de curvatura Gaus-
siana nula, curvatura média constante e sao geodesicamente paralelas. Como essas superficies
sao obtidas a partir dos planos &, vamos chamaé-las de planos de nivel . Este resultado segue
o que foi proposto por Ferreira em [8] e por Barbosa, Ferreira e Tenenblat [1], cuja a demon-

stragdo apresenta argumentos similares aos empregados nestes trabalhos. Na secao seguinte,
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demonstraremos um interessante resultado relacionado as superficies coordenadas da rede de
Guichard. Mostraremos que tais superficies possuem curvatura Gaussiana constante e a soma

dessas curvaturas ¢ igual a zero.

4.1 Superficies de nivel &

Para a demonstracao do principal teorema desta secao, necessitamos definir o conceito de

subvariedades geodesicamente paralelas.

Definigao 4.1 Seja M™, uma variedade Riemanniana e seja f : M — R uma funcao difer-
enciavel. Diz-se que as subvariedades de nivel de f sdo geodesicamente paralelas se |gradf| é

constante, nao nula, ao longo de cada uma destas subvariedades.

A razao desta definicao é justificada pelo fato de que, neste caso, as trajetorias do campo gradf,
parametrizadas pelo comprimento de arco, sao geodésicas de M, ortogonais as subvariedades

de nivel de f, conforme a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.1 Seja f : M"™ — R wma funcao diferenciavel, onde M"™ €é uma variedade

Riemanniana. Se gradf(p) # 0, para todo p € M e |gradf| é constante, ao longo de cada
grad f

|grad f|”

subvariedade de nivel de f, entdo as curvas integrais do campo v =

M.

sao geodésicas de

Demonstragao: Vamos mostrar que Vv = 0, onde V é a conexao Riemanniana. Para isto,
tomamos X (x1,...,%,) um sistema de coordenadas locais em M tal que (fo X)(x1,...,x,) =

x1, podemos encontrar este resultado em [17]. Dessa forma,

0
o~ i(0,,) = (grad .02, = 0
L
Portanto
1
gradf = —0,,.
g
Como |gradf| = é constante ao longo de cada subvariedade de nivel de f, segue que g1,

V911
sO depende de z;. Para j > 2, temos

<V’ 8ﬂﬁj> =0,
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o que implica

(Vov, 0.} + (v, V405, ) = 0.

Por outro lado, para todo 5 > 2,

1
,vvam - v x
(v.9.0) <1m =V, )

1

- <ax1,va 0, >
9111

- az amuarl
2911 J< >

— 07

pois g11 s6 depende de 1, logo <Vvv, 8%.> = 0, para j > 2. Por outro lado, como (v,v) = 1,

segue que (Vyv,v) =0, de onde concluimos que
(Vyv,0,,) = 0.

Assim, segue que V,v = 0, como queriamos.

Temos entao o seguinte teorema

Teorema 4.1 Considere a variedade Riemanniana (U,g), U C R3®, com a métrica g dada

por (4.1). Entdo os planos P, definidos por E oz = &, & < & < &, munidos com a
o . =1 .
métrica induzida por g, possuem curvatura gaussiana constante zero, curvatura média constante

(dependendo de &) e sio geodesicamente paralelos.

Demonstragao: Como observamos na equagao (2.92), pelo menos um «; é nao nulo, supon-

hamos que este seja a3, podemos entao parametrizar Py, por

fo — 1T1 — (a2
X(l’l,l'Q) = (3:1,1’2, 5

a3

X, = <1 0, ——) e Xy= (0,1,—%>.
a3 Q3

portanto
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Calculando os coeficientes da primeira forma na métrica induzida, temos

2
g(X,. X)) = @(&H(Z—i) B(),

v
9(X1,X0) = = FB(&),
3

2
g(Xa Xa) = z;<so>+(j—§) B(&).

Assim, os coeficientes da primeira forma sao constantes, o que implica, pela formula de Gauss,

que a curvatura Gaussiana é constante igual a zero.

3
Considere agora a fungao h(x) = Z o;x;. Temos entao que
i=1

P, = 17 (&)
Lembramos agora do vetor gradh, definido por
g(gradh,v) = dh(v) (4.2)

Como h ¢ constante ao longo de F,, segue que gradh, é normal ao longo de F,. Além disso,
3

se escrevemos gradh = E A;0,;, segue que
J=1

A= Z—Qg(gradh, Oz,),
J
. . %
o que implica A; = R Portanto,
J
a2
g(gradh, gradh) = Z 1_2]’
j=1 1
3 o\ 2
o que implica |gradh| = Z ( I g )) , que é constante em Fg,. Segue entao da Definicao
(8o

j=1
4.1 que os planos sao geodesicamente paralelos.

Passamos agora as curvaturas médias. Dado p € P, seja A : T,P,, — T,F¢, o operador
radh
autoadjunto associado a segunda forma fundamental de P, isto ¢ Av = =V, (g_) (p),

|gradh|
onde V ¢ a conexao Riemanniana em (U, g). Como |gradh| é normal ao longo de P, segue que

1
Av = —— =V gradh(p).
M |g1radh|v gradh(p)
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Considere agora F, E» uma base ortonormal de 7,&p, como a curvatura média de P, é o traco

de A, segue que

3
1
= _\gradh|g g9(Vg,gradh, E;)
i=1

o1 div(gradh)(p)

|gradh|
Ah(p)

~ |gradh|

Lembramos agora a férmula geral para o Laplaciano de uma funcao para uma variedade Rie-

oh
A k=2
h= Z { 83:18% - " Oxy, } ’

de onde concluimos que, no nosso caso

manniana

1
Ah = Tk a,. 4.3
2 gy e 43)

Calculando os simbolos de Christoffel, temos que
k 1
I = 5 Z {9jm,i + Gimj — Gijom} »

como g;; = 6;;12(£), segue que F é funcao apenas de £. Dessa forma, pela equagao (4.3), segue
que Ah é funcao apenas de £ e consequentemente, constante ao longo de P,. Como a curvatura

média é o traco de A, segue que a curvatura média dos planos P, é constante.

4.2 Superficies Coordenadas

Nessa secao usaremos as equacgoes de Lamé para mostrar que as superficies coordenadas da
rede de Guichard em questao possuem curvatura constante. Além disso, um fato bastante
interessante, consiste em relacionar essas curvaturas com uma relagao algébrica das solugoes
invariantes [;, que obtemos no capitulo 2. Tal relagao mostrarda que a soma das curvaturas

Gaussianas das superficies coordenadas ¢é igual a zero.
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Teorema 4.2 Seja (U,g) a variedade Riemanniana onde Q C R® e g é dada por (4.1). As

superficies coordenadas S; de ), dadas por
Si =A{(x1, 2, 23) € Ulx; = cte}, (4.4)

com métrica induzida por g, possuem curvatura Gaussiana K; constante com a propriedade de
que

K+ Ky + K3 = 0. (4.5)

Demonstracao: Dividimos a prova em varias etapas, cada uma de acordo com uma solucao

invariante encontrada anteriormente.

i) Nenhuma funcao Is é constante e £ = ayz1 + asxs + asxs, com «y # 0, para todo s.

Neste caso, temos que l; ¢ = ¢;l;li, onde 4, j e k s@o distintos percorrendo {1,2,3}. Vamos
entao calcular a curvatura Gaussiana K; de S;, temos que a métrica induzida por g em S;
¢é dada por

g = l?(dxj)2 + 2 (dwy)?.

Lembramos a férmula de Gauss para calculo da curvatura Gaussiana quando temos uma
parametrizacao ortogonal, isto é, quando a primeira forma é dada por I = E(du)*+G(dv)?,

(ver [4]):

“=-sma| (7).~ (756}

Aplicando a nossa métrica, obtemos a seguinte expressao

1 L I,
K- ) (),
Uil { k), i)

usando (2.30), temos que
1 (lo,lis,
KZ' - yLi " ],T5 . 46
Lilk < 4 > (46)
Basta agora substituir as derivadas para concluir que

(Cklzl 'O[Z‘) (C lllka@)
j(ljlkl;) = cjckoz?.

K, =
Agora, pela equagao (2.100), segue que
K, + Ky + K3 = ajescs + ascser + aseicy = 0.
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ii) Uma das funcoes [; é constante.

Nesse caso ja vimos no Lema 2.2 que, se [; é constante, entao a; = 0. Neste caso, usando

a equacao (4.6), obtemos que todas as curvaturas sao nulas. De fato, fixados i, j e k

1 (il

KZ — . 5277,
Lilk ( H )

1 (il

K( — _ »J "]
d Ll ( 2 )

1 Uil
K — - sRY7,
: Lil; ( I )

a conclusao segue na primeira equacao devido as fungoes nao dependerem de z;, para as

distintos, temos que

outras duas, segue da funcao [; ser constante. Dessa forma as curvaturas gaussianas sao

constantes nulas e a soma ser igual a zero, nesse caso, é trivial.
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Capitulo 5

Superficies planas no espaco
hiperbdlico associadas as

hipersuperficies conformemente planas

Neste capitulo faremos um estudo detalhado das superficies planas no espaco hiperbdlico H?
que geram as hipersuperficies dadas nos Teoremas 3.1 e 3.2. Como mencionado ao final da
Secao 3.2.3 do capitulo anterior, tais hipersuperficies sao obtidas através de uma rotacao de uma
superficie de curvatura gaussiana constante no espaco hiperbélico H? quando este é considerado
com o modelo do semi-espaco RY = {(x1, 22, 73,0), 23 > 0} C R*. Daremos parametriza¢oes
explicitas para as superficies obtidas mostraremos que todas possuem curvatura gaussiana nula
e a propriedade de serem invariantes por movimento helicoidal, de forma que serao chamadas
superficies helicoidais planas.

Superficies helicoidais surgem como generalizacoes das superficies rotacionais, possuindo
assim um interesse independente. O objetivo deste capitulo é obter resultados gerais para
superficies helicoidais no espaco hiperbélico. Mostraremos que as superficies helicoidais planas
em H? sao caracterizadas, por aquelas que, em seus pontos regulares nao-umbilicos possuem

uma parametrizagao por linhas de curvatura onde as primeira e segunda formas sao dadas por

I = cosh® ¢(u,v)(du)? + sen’(u, v) (dv)?,
IT = senho(u,v) cosh ¢(u, v) ((du)? + (dv)?)
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onde ¢ é uma funcao harmonica do tipo linear, isto é,

o(u,v) = au + bv + ¢,

3
o que concorda com as superficies que obtivemos a partir de invariantes do tipo ¢ = g T4,

onde um dos «; é nulo. =
Neste sentido, usaremos uma representagao conforme apresentada por [9] extendida a su-
perficies chamadas flat fronts apresentada por [19], uma vez que as superficies obtidas possuem
singularidades.
Neste capitulo estao descritos os resultados obtidos durante o programa de doutorado

sanduiche na Universidad de Granada, sob a co-orientacao do professor Antonio Martinez.

Estes resultados também constituem o trabalho [20].

5.1 Modelos do Espaco Hiperbdlico

Quando tratamos do espaco hiperbdlico, é usual na literatura considerar distintas representacoes
segundo seja conveniente em cada caso. Daremos aqui uma pequena descri¢ao de algumas delas
que sao bastantes usuais e que serao uteis no decorrer do capitulo.

Modelo do semi-espago superior: Considere o semi-espaco superior de R?* dado por

R} = {(y1,92,53) € R? y3 > 0},

munido da métrica
0= 5 {(dn)? + () + ()}
¢ um variedade completa de curvatura seccional constante —1.
Modelo Conforme da Bola Unitdria: Denotamos por B3(1) a bola de centro 0 e raio 1

em R3. Consideramos sobre ela a seguinte métrica de curvatura seccional constante —1:

4
2 _ 2 2 3
con | - | a norma usual de R®. Entao a aplicagao R — B?*(1) dada por
1 2., 2 92
(i ys) = 2yiyi +v5 +ys — 1) (52)

yi + s+ (ys + 1)

com y = (y1,%2) e y3 > 0, é uma isometria.
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Modelo Lorentziano: SejaLL* o espaco Minkowski 4-dimensional, munido de coordenadas

lineares (xo, z1, 2, x3) € 0 produto escalar (,) dado por
(,) = —da + dz] + dx3 + da3. (5.3)

O espaco hiperbélico H? serd a subvariedade Riemanniana tridimensional com curvatura sec-

cional —1, dada pelo conjunto
H3 = {(xo,xl,xg,xg) LY -2l +a% +a5+23 = —1} , (5.4)

com métrica induzida por L.

Podemos ver que a aplicacao

(o, 21, T2, T3) — (x1,29,1) (5.5)

i + XT3
¢ uma isometria entre o modelo Lorentziano e o modelo do semi-espago superior, com inversa

dada por

3 3
1
(y17y27y3) — 2_y3 <1+Z?J?72y1729271_z%2> (56)
i=1 i=1

Modelo de Matrizes Hermitianas: Considere o espaco de Lorentz-Minkowski L.* intro-
duzido na subsecao anterior. Identificamos IL* com o conjunto das matrizes hermitianas 2 x 2,
Herm(2), isto é, o conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas complexas a;; tais que a;; = a;;,

correspondendo o ponto (zg, 1, T2, r3) com a matriz

To+ x3 T+ 1rs (5.7)

1 — il’g To — I3
Dessa forma, tem-se que, para todo v € L, (v,v) = —det(m(v)), onde m(v) é a matriz

correspondente a v em Herm(2). Além disso, tr(m(v)) = 2xy. Usando o modelo Lorentziano,

podemos escrever o espaco hiperbdlico neste caso como
H? = {X € Herm(2) : detX =1, trX > 0}. (5.8)

Considere agora o conjunto SL(2, C), formado pelas matrizes complexas de ordem 2 e determi-
nante 1. Observe que, para qualquer matriz A € SL(2, C), temos que AA* C H3, onde A* = A’

outro lado, qualquer matriz X € Herm(2), pode ser escrita como
X = ANAY,
onde A € SL(2,C) e A é uma matriz diagonal com valores reais.
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5.2 Parametrizacoes das superficies planas associadas

Ao considerarmos hipersuperficies conformente planas em R* associadas as funcoes

[y = senh(§),
l = cosh(§),
ls = L

onde & = a1x1 + asxy, obtivemos imersoes nos Teoremas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 do tipo

f(x1, w0, 23) = (fi(zy, 22), fol@1, 22), f3(21, 22) cos w3, f3(w1, 12) sinxy).

De acordo com as métricas produto conformemente planas dadas por Lafontaine, as hipersu-
perficies do tipo acima sdo obtidas através da rotacao de superficies (f, f2, f3) de curvatura
constante no espaco H? definido como o semi-espaco superior visto como subconjunto de R*

através da inclusao
H® = {(y1,92,3,0) € R y3 > 0} .

No nosso caso, verificamos que as superficies planas associadas possuem curvatura constante
nula. O que foi feito aqui foi extrair as parametrizacoes das superficies planas de H? a partir
das parametrizagoes das hipersuperficies conformemente planas. As parametrizagoes obtida sao

por linhas de curvatura com primeira forma dada por
I = senh®(&)(dx1)? + cosh?(€)(dxs)?

Parametrizagoes para ¢ = aj;x;: Vamos usar os resultados do Teorema 3.3, temos 3
Casos:

1° Caso: |ay| < 1. Neste caso X : U C R? — H? é dada por
X($1,.T2) = )\(1’1,$2)Y<£U1),

onde \:UCR? -ReY :U CR — R?sao dadas por

)\( ) \/ 1-— Oé%
X1,T9) = =
ev 1=ajz2 COSh(OqZEl)

Y(z)) = (senh(alxl)sen(\/ 1 —a?x) + \/% cosh(ayzy) cos(/1 — a2zy),
-0
a1
—senh(ayz) cos(y/1 — afry) + —— cosh(ayx1)sen(y/1 — afry), 1)
V1—a2
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2° Caso: |ayg| > 1. Neste caso X : U C R? — H? ¢ dada por
X (w1, 22) = Mx1)Y (21, 22),

onde A : I C R — R ¢é dada por

a? —1

T )
aeVeilo cosh(agzy) — Y le ! sinh(a;xq)

A(ry) =

eY : U C R? = R3 é definida de acordo com o sinal de a;. Se a7 > 0 temos

1 1
Y(z1,20) = (Tl cosh(ayry) cos(y/a3 — 1)y, T cosh(ayzy) sin(y/a? — 1)y, 1)
ar — ar —
Se ap < 0, devemos ter
! 2 1 2
Y(z1,29) = — | ———=cosh(ayz1)cos(y/ai — 1)xy, ———— cosh(az1)sen(y/af — 1)xq, 1
a? —1 a? —1
1 1

Observacgao 5.1 O sinal das duas primeiras coordenadas muda ja na imersao conformemente
plana original. Quanto ao sinal da terceira coordenada, mudamos de forma que a imersao
X = )Y esteja em H3. Tal mudanca depende de a; porque o sinal de A é o mesmo sinal de a;.
Observe ainda que para mudar o sinal da terceira coordenada basta fazer uma translacao em

x3 na imersao conformemente plana original.

3° Caso: a; = £1. Neste caso, X : U C R? — H3 é dada por

1
X = — tanh )
($1,$2) (961 anh ™, Ta, coshxl)

Parametrizacoes para £ = asxy: Vamos usar os resultados do Teorema 3.4. Para esta

forma de ¢, X : U C R? — H? é dada por
X(Zlfl, 1‘2) = )\(ZL‘Z)Y(I‘l, .I'Q),

onde A : I C R — R ¢é dada por
1

oV/1+ads |:COSh(O[2.ZL'2) - \/%%nh(agm)}

eY : U C R? = R3 é definida de acordo com o sinal de as da seguinte forma: Se ay > 0 entao

1 1
Y (21, 22) = | ————==senh(aax3) cos(y/1 + a3z1), ——=senh(az)sen(y/1 + a3x;), 1| .
( 1 2) <m ( 2 2) ( 2 1) m ( 2 2) ( 2 1)

2

AMwz) =

108



Se ap < 0, devemos ter

1 1
Y (21, 79) = | ———=—=sinh(ayzy) cos(y/1 + a3x;), ———=senh(aoxzs)sen(4/1 + ax;), 1 |.
( 1 2) ( \/@ ( 2 2) ( 2 1) \/r()é% ( 2 2) ( 2 1)

Parametrizagoes para £ = a;x; + asre: Vamos usar os resultados dos Teoremas 3.1 e
3.2, temos entao dois casos:

1° Caso: ajoy > 0. Neste caso a imersao X : U C R? — H? ¢ dada por

X(ﬂfl,fEQ) = >\(931>$2)Y(5U17932)

Onde X\ : U C R? — R é uma funcao real dada por

c(c2+1)

M) = (arc+ as) ( o C) e’ [COShé B 5senhé] |

eY : U C R? — R? serd definida de acordo com o sinal de a;. Se o; > 0, devemos ter
Y = <7 [Coshfcosf — Bsinhésini‘] Y [coshfsin? + Bsinhgcos?] , 1) .
Quando a; < 0 devemos ter
Y = (’y [coshfcos% — Bsinhgsin%} , Y [coshfsinf + Bsinh € cos 7"} , —1>
onde usamos a notagao dada por (3.19)-(3.23).

Observagao 5.2 Outra vez mudamos a fungao Y de acordo com o sinal de «; para que a
terceira coordenada de X seja sempre positiva. Para isso, basta ver que o sinal de A é o mesmo

sinal de a;. De fato, inicialmente, temos que se ajay > 0, entao

(651

— —c >0,
2%
Dessa forma,
Qsc
2 2
fr=—x<1,
051

logo |B] < 1, o que implica
Coshg — ﬂsinhg > 0.

Portanto, o sinal de A e o mesmo de ajc + as. Como ajas > 0 e ¢ > 0, segue que o sinal de

aic+ o é 0 mesmo de og.
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2° Caso: ajas < 0. Neste caso a imersao X : U C R? — H? é dada por
X(fEh .TQ) = )\(.ﬁlfl, $2)Y(l’1, .]32)

onde A : U C R? — R é uma funcao real dada por
(¢+1)

(o — ae) [ — (1 + g—;c:)] e’ [COShé—l— Bsinhé}

)\(xl, 132) =

eY : U C R? = R? ser4 definida de maneira semelhante ao caso anterior, isto é
Y = (’7 [coshécos 7+ Bsinh € sin 7‘} v [coshfsinT — Bsinh € cos 7‘} , sgn(oq))

onde usamos a notacao dada por (3.19)-(3.23) e sgn(a;) vale 1 quando a3 > 0 e —1 quando

ag < 0.

Observagao 5.3 De maneira andloga ao caso anterior, escolhemos o sinal da funcao A de
acordo com o sinal de «q, para que \ seja sempre uma funcao positiva. A andlise neste caso é
essencialmente a mesma para o caso anterior, podemos mostrar que, para ajay < 0,
_ .,
c+— <0,
&%)

o que implica

2 Qg
52 = —a—C <1,
1

logo cosh& + Bsinh € > 0. O que mostra que A e a; — e tem o mesmo sinal. Portanto, se
a1 > 0, temos as <0 e

a1 — age > 0.

Por outro lado, se a; < 0 devemos ter as > 0 e assim

a; — age < 0.

5.3 Superficies helicoidais em H?

Superficies helicoidais surgem como uma generalizacao natural das superficies rotacionais. Sao
invariantes por um grupo helicoidal de isometrias, i.e., dado um eixo r, consideramos uma

translacao ao longo desse r composto com uma rotacao em torno de r. Para visualizar tal grupo,
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consideramos o modelo do semi-espaco superior e, a menos de movimento rigido, podemos

considerar o eixo y3. Assim, o grupo helicoidal relativo ao eixo y3 é dado pela composi¢ao

et 0 0 cosat —senat 0
hy = 0 et 0 senat cosat 0
0 0 e 0 0 1

ode uma rotagao em torno do eixo y3 de velocidade angular com uma translagao hiperbdlica
de passo B ao longo deste eixo. Uma superficie que é invariante por um movimento helicoidal
¢ chamada superficie helicoidal. Quando S = 0, temos as superficies rotacionais e quando
a = 0, temos as superficies conicas. Os demais casos, chamaremos de superficies propriamente
helicoidais.

Toda superficie helicoidal pode ser gerada por uma curva apropriada v : I — H? con-

siderando a composi¢ao
W(t,s) = (hy oy)(s). (5.9)
Observe que a curva vy é escolhida de maneira que (5.9) seja uma superficie regular.

Para que a superficie helicoidal (5.9) seja plana, impde-se condigdes sobre a curva 7, como

nos seguintes casos particulares::

i) Superficies rotacionais planas (§ = 0). Considere uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco no plano {y2 = 0}. Segue da equacao de Gauss que as coordenadas restantes

y1 e y3 devem satisfazer a equagao diferencial (veja [5] e [26]):

1
Bt
Ys] W

nos fornecendo a relagao y1(s) = (as + b)ys(s).

ii) Superficies conicas planas (o« = 0). Neste caso, temos apenas a invariancia pelo movimento
de translacao. Considere uma curva v na horosfera = 1}, onde ¢ > 0 é uma constante.
3 )

Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ = 1 e considerar v dada por
v(s) = (r(s) cosO(s), r(s)sinf(s), 1),
parametrizada pelo comprimento de arco, i.e.,
(1) + (rf)* = 1.
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Entao a superficie é plana se, e somente se, vale a seguinte expressao para r
r(s) =+/(as+b)? — 1.

Queremos descrever todas as superficies planas helicoidais, generalizando os casos que vimos

acima.

5.4 Representacao conforme

Em seguida vamos caracterizar as superficies planas helicoidais em termos de suas primeira e
segunda formas fundamentais. Para essas superficies sabemos que em uma vizinhanca de pontos
nao-umbilicos, temos sempre uma parametrizacao por linhas de curvatura tal que a primeira
e segunda forma sdo dadas por (para detalhes, veja [31], pagina 8, Teorema 2.4 e pagina 15,

Corolario 2.7)

I = cosh®¢(u,v)(du)? + sinh?® ¢(u, v)(dv)?, (5.10)
IT = sinh¢(u,v)cosh@(u,v) ((du)® + (dv)?), (5.11)

onde ¢ é uma funcao harmonica. Queremos mostrar aqui que uma superficie plana helicoidal
é caracterizada por aquelas com primeira e segunda formas fundamentais dadas por (5.10) e
(5.11) onde ¢ é linear, isto é,

o(u,v) = au + bv + ¢, (5.12)

onde a, b e ¢ sdo numeros reais tais que (a, b, ¢) # (0, £1, 0).

Iremos usar a representacao conforme de superficies planas in H?® introduzida por [9] e
que serd usada aqui como estd descrito em [7] e [19]. Seja X uma variedade bidimensional
¥+ ¥ — H? uma imersao plana. Pela equacao de Gauss, a segunda forma fundamental do? é
definida e assim X é orientavel e possui uma estrutura conforme de superficie de Riemann tal
que a segunda forma fundamental do? é hermitiana. Esta estrutura conforme de superficie de
Riemann fornece uma representagao conforme para a imersao 1 que permite recuperar qualquer
superficie plana em H? em termos de dados holomorfos (ver detalhes em [9] e [19] ). Ao longo
de todo este capitulo trataremos ¥ como uma superficie de Riemann com a estrutura conforme

determinada pela segunda forma fundamental do?.
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Para qualquer p € ¥, existe g(p), ¢*(p) € C pontos distintos na fronteira ideal tais que a
geodesica normal orientada em 1 (p) é a geodésica em H? partindo de ¢g*(p) em diregao a g(p).
As aplicagoes g, g* : 0 — C,, sao chamadas aplicacoes de Gauss hiperbdlicas e esta provado
em [9] que, para superficies planas, tais aplicagoes sao holomorfas quando olhamos para C

como a esfera de Riemann.

Figura 5.1: Aplicacoes de Gauss hiperbdlicas

Kokubu, Umehara e Yamada em [19] investigaram como recuperar imersoes planas com
possiveis singularidades, a saber flat fronts, em termos das aplicagoes de Gauss hiperbdlicas. Es-
sas singularidades surgem quando a primeira forma fundamental degenera e também ¢é mostrado
como as aplicagoes de Gauss hiperbdlicas sao bem definidas através das singularidades. Refor-
mulando os resultados do Teorema 2.11 e da Proposicao 2.5 para o semi-espaco superior, temos

o seguinte teorema (veja [7] ):

Teorema 5.1 Sejam g e g* duas fungoes meromorfas nao constantes em uma superficie de

Riemann ¥ tais que g(p) # g*(p) para todo p € 2. Assuma que

1. todos os polos da 1-forma gf‘;* sao de ordem 1, e

2. Re [ d_ — 0, para cada loop v em .

Y 9—9g*

Considere

= CeX dg C
£ = p/g_g* e C\ {0}. (5.13)
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Entdo, a aplicagio v = (V1,19,13) : ¥ — H> dada por

: €*(g — 9%) 1%y — g7
Y1+ iy =g — ) s = ; 5.14
S+ 1g — g*I? €1+ 1g — g*]? (514
¢ um flat front. Além disso, se consideramos as 1-formas
1
w = —g—ng,
0 = ———dg",
(9—9%)
entdo as primeiras e sequnda formas fundamentais sao representadas como
I = (w+0)(w+0) (5.16)
I = |0 — |w? (5.17)

A proxima proposicao nos fornece condigoes necessarias e suficientes nas funcoes g e g* para

diagonalizar as primeira e segunda formas fundamentais simultaneamente:

Proposicao 5.1 Seja ¥ um flat front em H? como dado no Teorema 5.1. Um pardmetro
complexo para 3, n = u + iv, diagonaliza as primeira e sequnda formas fundamentais simul-

taneamente, como (5.10) e (5.11) se, e somente se,

In9n 1 (
= 5.18)
(g—g)? 4
onde (-), € a derivada com respeito a 1. Neste caso, a func¢io harmonica ¢ é dada por
* 4 4
po_ ol _ et 519,
gnllg — 971> 4gy]
Demonstragao: Segue das equagoes (5.15) e (5.16) escrevemos
I = w + 600 + 2Re(wh). (5.20)
Como g e g* sao fungoes holomorfas no parametro 7 escrevemos wf como
* d 2
Wb = —M. (5.21)
(9—9%)
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Escrevendo 6 = hdn, w = fdn and hf = A+ iB, temos
Re(fw) = A(du® — dv*) — 2Bdudv. (5.22)

Se n diagonaliza as primeira e segunda formas fundamentais como em (5.10) e (5.11), devemos
—gngn* 5 ¢ real. Se —gngn* 5
(9—9%) (9—97)

necessariamente uma funcao constante, que vamos nomear por ¢y, i.e.,

ter B = 0. Portanto hf é real ou ¢é real e holomorfa, deve ser

n9y
T — 5.23
(g—g 7 (5.23)

Para obter ¢,, vamos usar a Equacgao (5.20) para escrever
I = [f]? (du® + dv?) + |h|* (du® + dv?) — 2¢, (du? — dv?)
= (If1? + 11> = 2¢g) du? + (| f* + |h[* + 2¢,) dv*.
Agora, temos a primeira forma fundamental como (5.10) se, e somente se,

I[P+ |h>—2¢, = cosh? ¢,

(5.24)
I[P+ h]?+2¢, = sinh? ¢,

le., ¢g = 1 ¢ (5.18) esta provado. Com este valor para ¢, usamos (5.23) para escrever
a expressao da Equagao (5.19). Vamos trabalhar agora com a segunda forma fundamental.

Inicialmente, lembramos que

1 1
w = —g—zdg = —S—andn
§ — 5_20[9 _ 5—229;;@
(9—97) (9—97)
e usamos (5.24) para escrever

lgal* 1S lgn 1 )
e g T2 T e (5.25)
A ! - '
g Plg—gF 2 T e

Usando (5.18) e (5.23), podemos escrever as expressoes acima como

*|2 4 g%
_ 1
Ignllg4 g | €19 S cosh? ¢,
Al Agyllg —g*> 2 (5.26)
*|2 4| % ’
|g77||g -9 €] |gn| _l = sinh2gz§
AleMgsl " Algallg — gt 2 7
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lgnllg — g*|?

escrevendo \ =
€145

, concluimos que

(A + %) = f e, (5.27)

Se trabalhamos agora com a segunda forma fundamental, teremos

T = |0 —|wf
€% g5 |g—g*!2lgn|)
= - (du® + dv?)
<4|9—9*|2|gn| 41€1* gz
_ 1 1 2 2
= 1 (/\ )\) (du® + dv?).

Portanto, pela Equagao (5.11) devemos ter

1
<— — )\) =% % (5.28)
A
Combinando as Equagoes (5.27) e (5.28) concluimos que

1 4 *
A gllg — g7

O

Corolério 5.1 Seja ¥ um flat front em H3. Dois parametros z e w diagonalizam a primeira

e sequnda forma fundamental se, e somente se, w = +z + ¢, onde ¢ € C € uma constante.

5.5 Exemplos Classificatorios

Nesta secao apresentaremos uma importante classe de exemplos associados com a funcao ¢
dada na Proposicao 5.1 quando tal funcao é linear. Nomearemos estes exemplos por exemplos
classificatorios e veremos que cada flat front com este tipo de ¢ deve ser localmente congruente
a um dos exemplos classificatérios ou o exemplo apresentado em [18], que é chamado “peach

front”.

Teorema 5.2 Para cada zy € C* = C\ {0} considere g : C — C* a fungao holomorfa dada
por

g<z) _ e(ssinhzo)z (530)

116



e g* = e**g. Entao existe um flat front 1., : C — H3, cujo conjunto singular é dado por
S={2€C | Re[(ecoshz)z] =0}, e = —1.

Mais ainda, as primeira e sequnda formas fundamentais da imersdo plana v,, : C\ & — H?,

podem ser escritas como (5.10) e (5.11), onde ¢,,(z,z) € uma constante nao nula ou

¢ (u,v) = —Re[(ecosh z)z]
= au-+bv.

Demonstracao: Por definicao de g e g* e como 2y # 0, temos imediatamente que g e g*

sao duas fungoes holomorfas nao constantes e g # ¢g*. Além disso, temos que

dg edz

g—g-  2e

o que implica que as condicoes 1 e 2 do Teorema 5.1 sao satisfeitas. Por outro lado,

9293 e*0(g,)? £2e% sinh? 2, 1

(g _ g*)z (1 _ 6220)2g2 - (1 _ 6220)2 Ty
Segue do Teorema 5.1 e da Proposicao 5.1, que existe um flat front ¢, : C — H?, dado por
V= (11, 19,13), com 1y, 19, 13 como em (5.13) e (5.14). Mais ainda, suas primeira e segunda
formas fundamentais sdo dadas como em (5.10) e (5.11). Segue da defini¢do de g e g* e das
equagoes (5.13) e (5.19), que ¢.,(z, Z) é uma constante nao nula, se cosh zg = 0, i.e., e = +i,
ou,

¢(z,2) = —Re(ecosh 292) = au + bv, a, b € R.

No tltimo caso, o conjunto singular de 1., é a reta dada por

S ={z € C | Re(ecoshzyz) =0}.

Escolhendo diferentes valores para z, obtemos todos os flat fronts que mencionamos na In-

trodugao, cujas representagoes graficas apresentaremos aqui no modelo da bola conforme:
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Figura 5.2: Cilindro hiperbdlico Figura 5.3: Hourglass

Figura 5.4: Snowman

i) Flat fronts rotacionais. Estes flat flat fronts sdo obtidos quando e*** € R. O cilindro
hiperbélico (Figura 5.2) é obtido quando ¢*** = —1. Quando ¢** < 0, com €?* # —1 nés

temos o hourglass (Figura 5.3) e para €** > 0 nds temos o snowman (Figura 5.4).

ii) Flat Fronts conicos. Este flat front (Figura 5.5) é obtido quando temos e*** = +i. Neste

caso temos a invariancia somente pelo movimento de translagao:

iii) Flat Fronts Propriamente Helicoidais. Os casos ndo mencionados acima sdo invariantes

pelos dois movimentos, o movimento rotacional e a translagao (Figura 5.6):
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Figura 5.6: Flat Fronts Propriamente Helicoidais

A classe de exemplos obtidas no Teorema 5.2 serd chamada exemplos classificatorios.

Observagao 5.4 O exemplo dado em [18] chamado peach front (Figura 5.7) é um caso onde
as aplicagoes de gauss hiperbdlicas satisfazem ¢* = g — 1 e pode ser parametrizado usando o

Teorema 5.1 da seguinte forma

v e:l:?v U e:l:v )
)

=({+- - — -, Y/
(¢17¢27¢3) ( 2 ei2”+1’$2’ e:i:2v_|_1

onde as primeiras e segunda formas fundamentais sao dadas como (5.10) e (5.11) com ¢(u,v) =

+v. Observe que este valor de ¢ pode ser visto como ¢(z, z2) = —Re(e cosh zyz), with 2o = 0.

Teorema 5.3 Seja ¥ C H? wm flat front com um pardametro complezo z» = u + iv que di-

agonaliza as primeira e sequnda formas fundamentais simultanemamente como em (5.10) e
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Figura 5.7: O Peach Front

(5.11). Entao ¢(u,v) = au+bv+c se, e somente se, o “flat front” correspondente é localmente

congruente a um dos exemplos classificatorios ou ao “peach front”.

Demonstragao: Como ¢ e z = u+iv determinam as primeira e segunda formas fundamentais,

¢ imediato que qualquer imersao plana tal que
¢(z,z) = —Re(e cosh 2y2),

para algum zy € C*, deve ser localmente congruente a um dos exemplos classificatorios.
Por outro lado, como vimos na Observagao 5.4, o peach front admite uma parametrizagao
que diagonaliza simultaneamente as primeira e segunda formas fundamentais com ¢(u, v) como

acima, com zg = 0.

5.6 Caracterizacao

Nesta secao provaremos que um flat front em H? é helicoidal se, e somente se, é localmente con-
gruente a um dos exemplos classificatorios na se¢ao anterior. Além disso, obteremos uma classi-
ficacao completa dos flat fronts helicoidais em termos de suas aplicacoes de Gauss hiperbdlicas

assim como em termos de fun¢des harmonicas lineares. Como uma consequéncia do Teorema
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5.3 provaremos que qualquer superficie plana em H? que corresponde a uma funcao harmonica

linear ou é localmente congruente a uma superficie plana helicoidal ou a um “peach front”.

Teorema 5.4 Um flat front em H? € helicoidal se, e somente se, € localmente congruente a

um dos exemplos classificatorios.

Vamos dividir nossa prova em dois lemas. O primeiro lema estabelecera que todo exem-
plo classificatério, tem a propriedade geométrica de ser invariante por um grupo helicoidal de
isometrias, i.e., um flat front helicoidal. No segundo, mostraremos a reciproca, i.e., toda su-
perficie plana helicoidal é localmente congruente a um dos exemplos classificatorios, mostrando

220

que as aplicacoes de gauss hiperbdlicas satisfazem g* = e**°g. Uma vez estabelecidos estes dois

lemas, a prova consiste apenas em associa-los com a Proposicao 5.1 e o Teorema 5.3.
Lema 5.1 Todo exemplo classificatorio é um flat front helicoidal.

Demonstracao: Os exemplos classificatérios foram obtidos usando o método de produzir flat
fronts dado pelo Teorema 5.2. Dado tal flat front, suas aplicagoes de Gauss hiperbdlicas g e gx
satisfazem gx = e?%g e g = e(*5™P20)2 onde 2z, é um niimero complexo nao nulo, i.e, 1 —e* # 0.

Queremos obter a imersao em H? do flat front, associado a g e g*, usando o Teorema 5.1. Como

g% = e**¢, temos
g—g-=(1-¢")g, (5.31)
pela equacao (5.13) e escrevendo g = Re', segue que
log R 4 iv
& =cexp (1_—62%) .
De agora em diante, vamos adotar a seguinte notacao
1 )
T oz — 0 + iyo, (5.32)
dessa forma, temos
I€]2 = |c[2e2(@0los Rmyov) (5.33)

Podemos agora escrever a imersao através da equagao (5.14). Usando (5.31) e (5.33) temos

que

' B ‘C|4€4(x0 log R—yov) ($0 o 1y0> w
U+ iy = (1 B |C’464(a:0 log R—yov) (x% + yg) + e(2log R) Re (5.34)

’c|262(m0 log R—yov+log R)

vy = (5.35)

(,I’% +y3)|c|464(x010gR—y0v) + e2log R
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Simplificando (5.35) segue que

|C| 2R6(2x0 log R—2ypv+log R)

(«Tg + y[%) |C|4€4 o log R—yov) + e2log R
_ PR (5.36)
- (l’g + y%) ’6’46(2900 log R—2yov—log R) + 6(72:100 log R+2yov+log R) ’
c[’R

(a +y3) lefter + e

V3

onde z = (2z9 — 1) log R — 2yov. Usando este fato, reescrevemos (5.34) da seguinte forma

4 (4xo log R—4yov) g )
,(/]1 +1¢2 — (1 . ( ‘C‘ € (-1'0 lyO) )Relv

Ilf(2) + yg) |C‘46(4CE0 log R—4yov) + e(2log R)
|C‘4 (2z0 log R—2yov—log R) (330 o 13/0)

- [1-

)) R (5.37)

(330 + y ) |C‘4€ 2x0 log R—2yov—log R) + e(—2zo log R+2yov+log R
el o et Y
(@5 + y3) [c*e” + e .

Agora queremos provar que a superficie imersa é invariante por um grupo helicoidal de

isometrias de H3. Inicialmente, vamos considerar o caso onde 1y = 0. Podemos ver a partir

de (5.36) e (5.37) que este caso corresponde as superficies rotacionais. Por outro lado, quando

Yo # 0 podemos escrever
T
v=f(R) — —,
fR) 5
2130 1

Yo

onde f(R) = log R. Com essa notacao, concluimos que

= Rlei(x)cos f(R) = co(x) sin f(R)],
s = Rlei(z)sin f(R) + () cos f(R)],

onde ¢y e ¢y sao fungoes reais dadas por

(2) (22 + 92 — o) |c|*e” + e77] cos < > + yo|c|*e” sin <2—>
e (x) = 7
1 (@3 + @)lefter + e

(22 + y2 — o) |¢|*e® + 7] sin ( ) + yo|c|*e® cos <—)

Y
(2§ + y3)|c|*er + e

Co(r) = —
Usando a notagao 13 = Res(x), temos entao a seguinte expressao para a imersao:

cos f(R) —sin f(R) 0
(V1,%2,%3) (R, z) = R | sin f(R) cosf(R) 0 ca(x)
0 0 1
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1
Quando z¢ = 3 temos f(R) = 0 e consequentemente, nao temos o movimento rotacional. Por

1
outro lado, se xy # 5 consideramos f(R) = y e escrevemos

cosy —siny 0 c1(x)

2
(Y1, v9,93) (y, ) = exp (onyi ly) siny cosy 0 co(z)
0 0 1 c3(x)

4

O segundo lema ird mostrar que qualquer superficie helicoidal em H? é congruente a uma
superficie cujas aplicagoes de Gauss hiperbdlicas satisfazem ¢* = cg, onde ¢ é um nimero
complexo.

Nesse sentido, consideraremos uma abordagem proxima aquela dada em [24]. Considere
o modelo Lorentziano para o espaco hiperbédlico H?, isto é, seja L* o espaco Minkowski 4-

dimensional, munido de coordenadas lineares (¢, x1, Z2,x3) e o produto escalar (,) dado por
(,) = —dxy + dx] + dx3 + da3. (5.38)

O espaco hiperbélico H? serd a subvariedade Riemanniana tridimensional com curvatura sec-

cional —1, dada pelo conjunto
H = { (0, 21,09, 23) € L*| — 2§ + a7 + +a3 + a3 = —1}, (5.39)

com métrica induzida por L*.

Podemos ver que a aplicagao

(z1,72,1) (5.40)

—
(x07xlax27x3) ZL‘0+C(73

¢ uma isometria entre os dois modelos com inversa dada por

3 3
1
(Y1, Y2, y3) = % <1+ E Y7, 2u1, 20, 1 — E yf) (5.41)
3 i=1

=1

Com essas aplicacoes em mente, podemos ver como trabalhar com superficies helicoidais no
modelo Lorentziano. Seja O;(4) o grupo ortogonal em L% dado por todas transformacoes

lineares que preservam (, ). Considere agora m; € O1(4) dada pela matriz

cosh 5t 0 0 sinh £t
0 cosat —sinoat 0
(5.42)
0 sinat —cosat 0
sinh St 0 0 cosh ft

123



Observe que m; é um subgroupo a l-parametro de isometrias de H? dada por uma translacao

coshft 0 0 sinh 5t
0 1 0 0
0 01 0
sinhft 0 0 coshft
ao longo da geodésica v : —zf + 3 = —1, composta com a rotagao
1 0 0 0
0 cosat —sinat O
0 sinat cosat O
0 0 0 1

Observe também que a geodésica 7 que estamos considerando é a imagem do eixo-ys pela
aplicagao (5.41). Verifica-se que qualquer érbita de m intersecta a subvariedade totalmente
geodésica P? = {x3 =0} apenas uma vez. Assim, qualquer superficie invariante por m é
gerada por uma curva em P2.

Para obter as aplicacoes de Gauss hiperbdlicas, consideramos o modelo de Matrizes Hermi-
tianas para H?3. Para ver como isso funciona, seja N3 a parte do cone de luz tal que zg > 0,
isto é

N? = {(zo, 21, 22, 23) € L*| — 2f + 27 + 23 + 23 = 0,20 > 0} . (5.43)

Se associarmos para cada v € N® a semi-reta [v], obtemos uma particio de N3 e a fronteira
ideal, S? , de H? pode ser vista como o quociente de N* sob a relagao de equivaléncia associada.
Assim, a métrica induzida estd bem definida a menos de um muiltiplo escalar, onde S% recebe
uma estrutura conforme natural como o quociente N®/RT. Nesta configuragao, como podemos
ver em [9] as aplicagoes de Gauss hiperbdlicas de uma imersao ¢ : S — H?, com normal unitario
N, sao dadas por

g=[+N| e g =[ =N (5.44)

Usamos a identificacdo entre L* e o conjunto das matrizes hermitianas 2 x 2 , Herm(2),

onde o ponto (xg, 1, T2, x3) é identificado com a matriz

To+ x3 T+ 1irs

1 — il’g To — I3
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Uma vez que temos as coordenadas de ) + N e ¢ — N in L*, encontramos suas respectivas

matrizes e escrevendo-as da seguinte forma

AA AB
Y+ N=| _ 1, (5.45)
AB BB
e
cC CD
p—N=| _ . (5.46)
CD DD

Portanto, as aplicagoes de gauss hiperbdlicas serao dadas por (veja [9] para mais detalhes):

A ., C
g=% e ¢ =5 (5.47)

Com esta abordagem, estamos preparados para estabelecer e provar o segundo lema:

Lema 5.2 Seja v : X — H? uma imersao de uma superficie plana em H3. Entdo eziste
um movimento rigido de H3, tal que suas aplicacoes de gauss hiperbélicas g e g* satisfazem

g = e*°g*, onde zo # 0 € um nimero complexo.

Demonstracao: Iniciamos com uma superficie helicoidal imersa em H?*. Entdo, con-
siderando o modelo do semi-espaco para H?, existe um movimento rigido de H? que leva o eixo
da superficie helicoidal para o eixo y3. Entao, considerando a isometria (5.41), entre modelo do
semi-espaco e H? C L%, a menos de movimento rigido de H?, podemos considerar a imersaao 1)

da superficie helicoidal como
w(tv S) = mt(c(s)),

onde ¢ é uma curva em P? parametrizada pelo comprimento de arco.
Para descrever as aplicagoes de Gauss hiperbdlicas, g e ¢g*, precisamos obter as aplicacoes

Y+ N ey — N. Lembramos que um vetor normal unitario a imersao é dado por

— &Wﬂﬁtﬂ/)s)
|& (?/1;1%1/13)’7

onde X(v),1,1)s) é o produto vetorial lorentziano entre v, ¢, 1s. Se escrevemos c¢(s) =

(zo(s), x1(s), x2(s),0), temos que 1 (t, s) = my(v(s)), onde v(s) = (0, —awxs(s), axi(s), Bro(s)).

Este fato e a ortogonalidade de m;, nos permite concluir que

N

N(t,s) = ma(n(s)), (5.48)
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. Portanto

Q/J"_N = mt(c—i-T]),
Yv—N = my(c—n).

Pelas equagoes (5.45), (5.46)and (5.47) temos que
g(s.1) = go(s)e”H and g* (s, 1) = gy(s)e! ", (5.49)

) g , ~ .,
Agora o que vemos ¢ que — ¢ uma fungao somente na varidvel s, e como podemos ver em 9],
g

g e g* sao holomorfas quando a superficie é plana, portanto, % ¢ uma funcao holomorfa que

depende apenas de uma variavel, o que implica

g =wog", (5.50)

onde wy € C é uma constante diferente de 1 pelas equagoes (5.45), (5.46), (5.47) e o fato de

que ¥ e N sao ortogonais. Portanto, existe 2y € C* tal que g = e?*0g*.

Podemos provar agora o Teorema 5.4.

Demonstragao: (Prova do Teorema 5.4) Uma direcdo da prova é dada pelo Lema 5.1,
i.e., todo exemplo classificatério é um flat front helicoidal. Reciprocamente, dada qualquer
superficie helicoidal em H?, segue do Lema 5.2, que esta é congruente a uma superficie cujas
aplicacoes de Gauss hiperbdlicas satisfazem g = e**°g*, onde zy # 0. Mais ainda, usando a
Proposigao 5.1, podemos escolher um paramametro complexo n = u + iv tal que (5.19) vale.
Portanto, localmente g é dada por

g = es(smbzo)n
Entéao, segue de (5.19) que ¢ deve ser linear. Dessa forma, o Teorema 5.3 implica que este flat

front helicoidal é localmente congruente a um dos exemplos classificatérios.
O

Como uma consequéncia dos Teoremas 5.4, Proposicao 5.1, Teorema 5.2 e a definicao de
exemplos classificatorios, temos uma classificagao completa flat fronts helicoidais em termos de

suas aplicacoes de Gauss hiperbdlicas, determinadas por um niimero complexo nao nulo.
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Teorema 5.5 Um flat front em H? € helicoidal se, e somente se, a menos de um movimento
rigido de H3, existe um parametro complexo n tal que suas aplicacoes de Gauss hiperbdlicas g

e g* sao fungoes holomorfas dadas por,

(sinh 2z0)n 220

g=¢€° and g¢" =e*g,

onde zy € um nimero complezo e €2 = 1.

Como um consequéncia dos Teoremas 5.2, 5.4 e 5.5, obtemos os seguintes seguintes resulta-

dos formulados em termos de fungoes harmonicas.

Teorema 5.6 Um flat front em H? € helicoidal se, e somente se, existe uma parametrizacao
local por linhas de curvatura, em uma vizinhan¢a de um ponto ndo singular, tal que primeira
e sequnda formas fundamentais sio dadas por (5.10) e (5.11), onde ¢ = au + bv + ¢ and
(a,b,c) # (0,£1,0).

Teorema 5.7 Seja X um flat front em H?® com uma parametrizacao local, em uma vizinhanga
de um ponto nao singular e nao umbilico, tal que as primeira e sequnda formas fundamentais
sao diagonais e dadas por (5.10) e (5.11), onde ¢ é uma fungdo harmonica euclidiana). Entdo
@ € linear, i.e., ¢ = au+bv + c se, e somente se, 3. € localmente congruente ou a um flat front

helicoidal ou a um “peach front”.
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Apeéendice A
O método das caracteristicas

O método das caracteristicas é um procedimento para resolver equagoes diferenciais parciais

homogéneas de primeira ordem do tipo

of
al(x)a—xl +- am(ac)aT =

A teoria cldssica de tais equagoes mostra que a solugao geral de (A.1) pode ser encontrada

0. (A1)

integrando o correspondente sistema caracteristico de equagoes diferenciais ordinérias, dado

por

dx dx dx
o 2 m (A.2)
ay(z)  ag(x) ()
A solucao geral de A.2 pode ser escrita da forma
fl(xla s 7$m) =C1y..., fm—l(-rla oo axm) = Cm—1,
onde ¢q,...,¢,_1 Sa0 as constantes de integracao. Neste caso, as fungoes f; sao solucoes da

equagao (A.1) e qualquer outra solucdo desta equacdo serd necessariamente uma funcao de

ST
Exemplo A.1 Considere a equagao diferencial parcial

o, Of

ox x@y =0

-y
O correspondente sistema caracteristico é dado por

dr  dy

)
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que é equivalente a

xdr = —ydy,

o que implica 22 + y? = ¢, para uma constante arbitraria c. Assim, f(z,y) = 2% + y? é uma

solucao da equagao, assim como, qualquer funcgao g(z,y) = F(z? + y?).

Exemplo A.2 Considere a equagao diferencial parcial

of  of of
Vg T "oy + (1+ 22)& =0. (A.3)

O correspondente sistema caracteristico é dado por

de dy dz

-y x B

Vimos no exemplo anterior que a primeira equacao implica em 22 + y?> = c¢. Escrevendo
x = y/c — y? e trabalhando com a segunda equacao, obtemos que

dy —  dz
c—y2  1+2%

o que implica

Y
arcsen (—\/_ — arctanz = C1,
c

equivalentemente, aplicando a tangente da soma, devemos ter

y—xz

:61.
r+yz

Portanto, uma solucao geral para a EDP (A.3) e dada por f(x,y,z) = F (mz + 12, g)
T+ yz
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