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Resumo

Neste trabalho, modelamos a ocupacao de um dispositivo de memoria presente na
arquitetura de uma rede de comunicacao composta por M fontes independentes e identi-
camente distribuidas a fim de capturar o seu comportamento assintético e estimar proba-
bilidades de transbordamento. Nesse sentido, tivemos que lidar com processo de renovagao
com recompensa, em que a soma parcial é indexada por um processo de renovagao forte-
mente dependente das contribui¢oes & soma. Com estabilizacao adequada e sob condigoes
de regularidade, provamos que o limite de processos de renovacao com recompensa, em
distancia Mallows, é uma variavel aleatoria a-estavel, 1 < o < 2. Ao promovermos neste
processo um reescalonamento no tempo, provamos a sua convergéncia fraca para o movi-
mento de Lévy a-estavel, generalizando o Teorema de Donsker, um importante resultado
de convergéncia fraca existente na literatura para processos estocasticos que envolvem
somas parciais de variaveis aleatorias i.i.d. com segundo momento finito. Tais resultados

tém na teoria de trafego importantes aplicagoes.

Palavras-chave: probabilidade do transbordamento, processo de renovacao com recom-

pensa, distancia Mallows, convergéncia fraca, movimento de Lévy estavel.



Abstract

For communication network consisting of M independent and identically distributed
sources we model the device memory occupation in order to capture the asymptotic beha-
vior that leads to overflow probability estimates. It will be shown that the renewal reward
process, where the sum is indexed by a renewal process strongly dependent on the con-
tributions of the sum, plays a central role. Under regularity conditions, we prove that its
asymptotic limit, under Mallows distance, is an a-stable random variable. For 1 < o < 2
and by adequately rescheduling the time variable we prove that its weak limit is the a-
stable Lévy motion and this generalizes the classical Donsker’s Theorem for variables with

finite second moment. Applications to traffic control networks are included.

Keywords: overflow probabilities, renewal reward processes, Mallows distance, weak
convergence, stable Lévy motion.
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Introducao

Nos tltimos anos, com a evolucao tecnologica e barateamento dos custos dos equipa-
mentos de processamento de dados, tem-se observado uma mudancga no comportamento
das corporacgoes no que se refere ao processamento de suas informacgoes. O que, tradicio-
nalmente, era feito de forma centralizada em torno de um computador de grande porte,
atualmente tem se operado com o uso de uma configuracao de processamento de dados

distribuido, consistindo-se de muitos computadores e terminais ligados em rede.

A mera existéncia de uma grande populacao de computadores e terminais cria a de-
manda para que os mesmos trabalhem em rede. Um exemplo simples disso é quando a
maioria dos funcionarios de uma empresa tem acesso a um terminal ou computador pes-
soal. Esse fato torna a aplicag@o comunicacao por e-mail muito mais eficiente do que, por
exemplo, o contato telefénico, muitas vezes frustrado ou de alto custo. Outras aplicagoes,
como troca de documentos, o uso de um banco de dados que esta distribuido em diversos
computadores, a capacidade de acessar diversos computadores a partir de um terminal,
podem ser oferecidas por um software de aplicagao que é preparado para o novo ambiente
de rede. Assim, podemos entender que conectividade é algo natural e o que a viabiliza é

a existéncia de uma espécie de "linguagem" comum.

A quantidade de computadores em uso no mundo inteiro esta em centenas de milhoes.
Esse niimero é crescente e, além disso, a memoria e o poder de processamento em expansao
dessas maquinas cria um numero cada vez mais diversificado de aplicacoes e fungoes e

gera uma demanda por conectividade.

Um tipo de rede comum, encontrada em praticamente todos os prédios de escritorios de
organizagoes de médio e grande porte, é a chamada rede local - LAN (local area network).
A necessidade de integracao de aplicagoes diversificadas em redes locais e a interconexao
entre essas redes geram pressoes sobre transmissao em rede remota, requerendo dela uma
maior capacidade de transmissao e comutacgao da informacao. A utilizacao da fibra 6tica,

felizmente, prové amplos recursos para atender essa demanda. Entretanto, o desenvolvi-
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mento de sistemas de comutagao com capacidade de resposta rapida para dar suporte a

essas novas demandas é um desafio a ser perseguido.

As redes remotas - WAN (wide area network) consistem de uma série de nos de co-
mutagao interconectados. Normalmente cobrem uma grande érea geogréfica, exigem a
travessia de servicos piiblicos e contam, em parte, com circuitos fornecidos por uma ope-
radora comum. Uma transmissao a partir de qualquer dispositivo conectado a ela ¢é
roteada por esses nos internos para o destino especificado. Esses nés nao se preocupam
com o contetido dos dados e seu objetivo ¢é facilitar a movimentacao da informacao até o

seu destino final.

Tradicionalmente, WAN tém sido implementadas usando tecnologias do tipo comuta-

¢ao de circuitos, comutacao de pacotes e, mais recentemente, redes Frame Relay e ATM.

O Modo de Transmissao Assincrono - ATM (Asynchronous Transfer Mode), as vezes
chamado de Cell Relay, ¢ um resultado do desenvolvimento em comutacao de circuitos
e pacotes. Pode ser encarado como uma evolugao do Frame Relay. A diferenga mais
6bvia entre Frame Relay e ATM é que o primeiro utiliza pacotes de tamanho variavel, os
chamados frames, enquanto ATM utiliza pacotes de tamanho fixo, denominados células,
o que reduz a sobrecarga de processamento no controle de erros gerados no processo de

transmissao.

Como uma evolugao da comutagao de circuitos, ATM permite a defini¢ao de vérios
canais virtuais com velocidades de dados que sao definidas dinamicamente no momento

em que o canal virtual é criado.

A informacao, para ser comunicada, é convertida em um sinal eletromagnético que, por
sua vez, é transmitido por algum meio. Os meios de transmissao mais utilizados sao linhas
de par trangado, cabo coaxial, cabo de fibra 6tica e microondas terrestres e por satélite.
Ha diversas técnicas de codificagao do sinal eletromagnético que influenciam diretamente
na qualidade da transmissao. A interface entre um dispositivo e o meio de transmissao
precisa ser definida e ha protocolos internacionais estabelecidos para o controle do enlace
de dados.

0.1 Interconexao de redes

Um protocolo é um conjunto de regras seméanticas e sintaticas que descrevem como

transmitir dados por uma rede. O Internet Protocol - IP é um sistema técnico que permite
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que o trafego de informacoes seja encaminhado de uma rede para outra, ou seja, é um
protocolo padronizado que é executado em hosts e roteadores para interconectar uma série

de redes independentes.

A internet é um exemplo de interrede de alcance mundial, baseada na arquitetura de
protocolo TCP/IP, que interconecta milhares de redes publicas e privadas e milhoes de

usuarios.

Uma arquitetura de protocolos é a estrutura de software que implementa a funcao de
comunicacgao. Consiste, normalmente, de um conjunto de camadas de protocolos, com um
ou mais protocolos em cada camada. Para exemplificar, considere um modelo simples em

trés camadas, descrito em linhas gerais:

e camada de acesso a rede: trata da troca de dado entre computador e a rede a qual
esta conectado.

e camada de transporte: trata da acomodacao da informagao, independente do tipo
de aplicacao que a originou, em formato exigido pela interrede, e, proximo ao seu
destino, da reconstrucao da informacao em formato reconhecivel pelo sistema recep-

tor.

e camada de aplicacao: contém a logica necessaria para dar suporte as diversas apli-

cagoes do usuério.

O conjunto de protocolos TCP/IP é a arquitetura prevalente nas redes atuais, que

tem nos multiplexadores a chave do seu bom funcionamento.

0.2 Caracteristicas do trafego em redes de alta veloci-
dade

Vimos que a atual estrutura de transporte de dados sao as redes ATM. Diferentemente
das redes sincronas, onde a banda é repartida entre os utilizadores de acordo com um corte
temporal, a rede ATM racionaliza os espacos nao utilizados para transmitir outros dados,

garantindo, assim, uma melhor banda concorrida.

As demandas por diversos tipos de servigo surgem de diversas fontes. As informacgoes
de cada fonte sao armazenadas em células que sao enderecadas ao seu destino. A arquite-

tura da rede prevé a existéncia de nos e, em cada nd, ha um comutador que desmultiplexa
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os trens de células e os reenderecam para enlaces de saida, segundo critérios que vao do
tipo de informacao transportada a qualidade de servigo contratado. Em cada enlace de
saida, ha um dispositivo de memoria (buffer) que armazena os dados até que os mesmos

sejam transmitidos pela rede.

O fato é que, nessa dindmica, ha a formacao de filas. Cada buffer é continuamente
pressionado por um fluxo aleatorio de células e, considerando-se uma vazao de saida
constante, um problema comum é o transbordamento de células e consequente perda de
informagao, o que interfere diretamente na qualidade do servigo oferecido. Uma questao
central é, portanto, compreender a dinAmica de ocupacao do buffer para que o controlador

da rede possa direcionar suas intervencoes.

Medigoes recentes do trafego em redes locais [12] tém revelado caracteristicas interes-
santes do seu comportamento ainda nao consideradas nas modelagens tradicionais, como

a autossimilaridade e a longa dependéncia das contribuigoes ao trafego.

A autossimilaridade diz respeito a natureza fractal do trafego, descoberta apos anélises
de suas trajetorias onde pode-se constatar um comportamento altamente impulsivo das
séries observadas que nao se suavizavam mesmo mediante agregacao por diversas escalas
no tempo. A longa dependéncia das contribui¢oes ao trafego, por sua vez, diz respeito ao
decaimento hiperbolico da funcao de autocorrelacao quando considerados espacamentos
grandes no tempo, o que significa que a dependéncia das obsevagoes, ainda que distantes
na série temporal observada, nao é desprezivel. Esses dois conceitos estao intimamente

relacionados no sentido que o primeiro pode ser consequéncia do segundo [24].

Para fins de ajuste, novos modelos tém sido implementados para geracao de trafego
com dependéncia de longo alcance. Tais modelos sao indispensaveis para a realizagao de
estudos de desempenho que visem o dimensionamento realista dos recursos de rede. O im-
pacto de tais estudos reside no melhor aproveitamento dos recursos da rede e consequente

melhoria na qualidade do servi¢o - QoS (quality of service) oferecido.

0.3 Consideragoes iniciais sobre o modelo ON/OFF de

trafego pesado

Em virtude das caracteristicas do trafego observadas em medigoes recentes, tornam-se
necessarios modelos realisticos capazes de capturar a longa dependéncia mantida entre
contribuicoes ao trafego e cargas de trafego, comportamento esse que se manifesta sob
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forma de autossimilaridade do processo limite observado.

Nesta tese, modelaremos o processo de ocupacao de um buffer baseando-nos no modelo
de fontes ON/OFF. Consequentemente, lidaremos com o Processo ON/OFF ou, numa
terminologia matemaética, processo de renovacao alternado, muito popular em se tratando
de modelagem de tréafego.

No contexto da Teoria de Renovagao, o Processo ON/OFF foi introduzido em 1997
por Willinger et al [26] e, como modelo de trafego, por Anick et al [1].

O Modelo de fontes ON/OFF considera que a rede é formada por fontes interligadas
entre si. Cada fonte emite e recebe informacoes. As informagoes emitidas por cada
fonte, denominadas de cargas de trafego, sao emitidas durante os periodos em que a
fonte permanece ativa, e esses periodos aleatorios de atividade se alternam com periodos
aleatorios de inatividade. O intervalo de tempo constituido de um periodo de atividade
seguido de um periodo de inatividade é designado ser um periodo entre trafego.

Neste trabalho, consideraremos que as variéveis aleatorias cargas de trafego e perio-
dos entre trafego possuem distribuicoes de cauda pesada. E a situacao a qual temos

denominado de Trafego Pesado.

Uma variavel aleatoria é dita ter distribuigao de cauda pesada [20] ou, simplesmente,
ser de cauda pesadal se existe um indice 3, 0 < B < 2, e uma funcio lentamente variante
ao infinito* L tal que

P(X > ) ~cxPL(zx), ©— oo,

para algum c > 0.

A situacao de total independéncia entre as fontes do modelo é o que na literatura
tem sido denominada de Trafego Livre . Outras configuragoes de interrede, em que sejam
consideradas formas de dependéncia entre as fontes, sao desejaveis, uma vez que o Trafego

Livre nao se ajusta muito bem as configuracoes reais do trafego.

fSer de cauda leve (& direita) ou pesada (a direita) ¢ uma classificacio que, equivalentemente, diz
respeito se a varidvel aleatéria ou sua fungao de distribui¢ao possui fungao geradora de momento, respec-
tivamente, bem definida ou nao.

Dizemos que L é uma funcao lentamente variante ao infinito se ocorre limg,_; oo LL((b;)) = 1 para qualquer

b> 0.
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0.4 Propésitos da tese

Diferentes autores replicam o modelo de uma fonte ON/OFF e, afim de caracterizar o
processo limite, utilizam uma espécie de Teorema do Limite Central Funcional. A nossa
proposta é que podemos capturar o processo limite a partir do modelo de uma tnica fonte,

usando distancia Mallows.

A distancia Mallows constitui-se numa métrica no espago de distribuicoes. Nesta tese,
abordaremos essa maneira de medir distancia entre fungoes de distribuicao tanto para
o caso usual quanto para o bivariado. A dificuldade de se trabalhar com ela mostra-se
evidente no Capitulo 4, mas é através dela que conseguimos obter importantes resultados
de convergéncia para os processos associados & modelagem proposta no Capitulo 1.

Com o objetivo de facilitar a leitura desta tese, distribuimos, ao longo dos capitulos,
conceitos preliminares que serao importantes para a compreensao do texto como um todo e
especialmente tuteis para entendimento das ideias principais de cada capitulo, cuja sintese

apresentamos a seguir.

No Capitulo 1, apresentamos o modelo de fontes ON/OFF que sera objeto de discussao
dessa tese. Revisamos aspectos de como o mesmo tem sido abordado na literatura e
modelamos a ocupacao de um dispositivo de memoria (buffer) presente na arquitetura
de uma rede de comunicacao. Além disso, mostramos que a anélise sobre um modelo
de M fontes ON/OFF ii.d. pode ser reduzida & analise de uma tnica fonte, onde ficam
preservadas as principais caracteristicas do processo. Na nossa modelagem, aparece uma
estrutura do tipo

10
Rewy = > _ X,
=1

que temos denominado de processo de renovagao com recompensa, um tipo de soma
aleatoriamente indexada com algumas especificidades.

Usando teoria da renovagao e martingales como ferramentas, provamos, no Capitulo
2, o importante Teorema 2.4. Sob condigoes de regularidade, esse teorema trata da con-
vergéncia, em distancia Mallows, de somas aleatoriamente indexadas, adequadamente
estabilizadas, para uma variavel aleatoria a-estével, no caso em que héa forte dependéncia
entre o processo indexador e as contribuicoes a soma. Em particular, no caso em que
as somas aleatoriamente indexadas sao processos de renovacao com recompensa, temos
denominado tal processo como processo de renovacao com recompensa estabili-

zado e o resultado obtido de Teorema de limite central para processos de renovagao com
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recompensa. Esse resultado constitui-se na chave dos demais resultados obtidos nesta

tese.

No capitulo seguinte, reescalonamos as trajetorias do processo de renovacao com re-
compensa estabilizado com o objetivo de obter a sua convergéncia, no sentido das dis-
tribuicoes de dimensao finita, para um processo a-estavel. Além disso, caracterizamos o

processo limite como o movimento de Lévy a-estéavel.

A partir dai, surgiu o interesse por resultados de convergéncia fraca que pudessem ser
lteis na nossa analise. No Capitulo 4, investigamos condi¢oes de regularidade sobre um
processo particular, envolvendo somas parciais de variaveis aleatorias, suficientes para que
a convergéncia fraca pudesse ser herdada da convergéncia no sentido das distribui¢oes de
dimensao finita. Como consequéncia desse esfor¢o, obtivemos um importante resultado

de convergéncia fraca que generaliza o Teorema de Donsker.

Ao longo da teoria desenvolvida, o problema de trafego que motivou o desenvolvimento
desse tese aparece como aplicagao. Contudo, reservamos o Capitulo 5 para provar a
convergéncia do Processo de armazenamento, que surge na modelagem de ocupacgao do
buffer, sob a hipotese de trafego pesado, para um processo similar ao que temos obtidos
nos capitulos anteriores. Estabelecemos aproximagoes assintoticas para o que chamamos
de probabilidade de transbordamento do buffer, importante medida de monitoramento que
pode viabilizar intervengoes no sentido de se garantir uma melhor qualidade do servigo de
comunicacao prestado pela rede. Além disso, provamos a convergéncia fraca do processo
de renovacao com recompensa reescalonado e estabilizado para o movimento de Leévy

a-estavel como uma aplicagao da teoria desenvolvida nos dois capitulos anteriores.

Para trabalhos futuros, apontamos a analise do comportamento do trafego mediante
diferentes formas de dependéncia entre as fontes. Esse estudo tera como objetivo uma
maior aproximacao da modelagem do Trafego Pesado as configuragoes de rede observadas

na pratica.
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Capitulo 1

Modelagem do trafego e teoria da

renovacao

Neste capitulo, apresentamos o modelo de fontes ON/OFF que sera objeto de discusséao
dessa tese. Revisamos aspectos de como o mesmo tem sido abordado na literatura e
modelamos a ocupacao de um dispositivo de memoria (buffer) presente na arquitetura
de uma rede de comunicacao. Na tultima secao, destacamos o importante Problema do
Transbordamento, que esté associado a perda de informagao no sistema e que compromete
a qualidade do servigo de comunicacao. A primeira se¢ao, contudo, se ocupara de revisar
os principais aspectos da teoria de processos estocasticos que serao necessarios para a
leitura e compreensao desta tese.

1.1 Preliminares

Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e {X(t)}ier uma colecao de variaveis
aleatorias definidas em (2, F, P), onde T' é um conjunto nao vazio. Para qualquer
(ti,to, -+ ,t) € TF, 1 < k < oo, o vetor aleatério (X (t1), X (t2),+ -+, X (tx)) tem uma
distribui¢ao conjunta de probabilidade g, t,.... 1) sobre (R, B(R¥)).

Definicao 1.1. Um processo estocastico (a valores reais) com conjunto de indice T' é
uma familia {X (f)}ser de varidveis aleatorias definidas em um espago de probabilidade
(Q,F, P).
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1.1.1 Processos Gaussianos

Um processo estocastico é chamado Gaussiano se para tq,ts,--- ,t; € T e nimeros
reais 61,6, -+ ,0;, a variavel aleatoria Z 0; X (t;) tem distribui¢do normal. Para um

tal processo, as fungoes pu(t) := EX(t) e a(s, t) := cov(X(s), X(t)) sdo chamadas fungoes
média e de autocovariancia, respectivamente. Como Var(Zle 0; X (t;)) > 0, segue que
para todo 64,60, - , 0y,

k k
D) b0t t;) > 0.

i=1 j=1

Essa propriedade da fungao de autocovariancia o(.,.) é chamada nao-negatividade de-
finida.

Exemplo 1.1. Sejam H € (0, 1] e uma variavel aleatéria Y ~ N(0, 1). Temos que o
processo Z = {Z(t) }ier, tal que

¢ Gaussiano.

As distribuigoes de dimensao finita de um processo Gaussiano { X (t) }+cr satisfazem

E{eiZ;‘n—ler(tj)}—eXp{ iiat],tk 99k+2u }

j=1 k=1

onde 0y, ....,0, € R, m > 1, e u(.) e o(.,.) sdo fungodes reais, sendo o(.,.) nao-negativa
definida. Reciprocamente, para cada p(.) e o(.,.) ndo-negativa definida existe um processo
Gaussiano correspondente.

Exemplo 1.2 (Movimento Browniano fracional). * Fixemos 0 < H < 1. Desde que a
funcao
ft,t) = [P + [ — [t — 6], t1,ts €R,

¢ nao negativa definida, conforme [20], existe um processo Gausssiano {By(t)}er com

funcao média identicamente nula e funcao de autocovariancia

o(t 1) — %f(tl,tg)var(BH(l)). (1.1)

*Veja [20], Lema 2.10.8
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Esse processo ¢ chamado de movimento Browniano fracional (mBf). Em particular,

se tomarmos H = 1/2, temos que
U(tl, t2) = min(tl, tg).Var<31/2<1)),

e o processo {B1/2(t) }rer := {B(t) }ter € dito ser o movimento Browniano (mB).
Note que todas as variaveis aleatorias de um mBf sao Gaussianas e, portanto, possuem
segundo momento finito.

Quando a média de um processo estocéstico for uma funcao constante e a funcao de

autocovariancia for uma funcao apenas da variavel incremento de tempo, ou seja,

pu(t) = p

o(ti,ty) = o(t), t=1t;—t;,
diremos que o processo ¢ estacionario (sentido amplo).

Exemplo 1.3 (Incrementos do mB). Fixado 7 € R, considere o processo W = {W (s)}ser,

de incrementos do movimento Browniano, dado por
Wi(s) = B(s+7)— B(s).

Desde que
pw(s) =0
e, tomando sem perda de generalidade 7 > 0, a funcao de autocovariancia

(t, s) s—t, se T<s—1
owl(t,s) =
v T, se T>s—1t

¢ uma funcao que depende apenas de 7, temos que W é um processo estacionario. Por-
tanto, { B(t) }+er tem incrementos estacionarios (si).

Alguns processos estocésticos apresentam uma estrutura invariante sob mudanca de
escala. Tais processos sao ditos serem autossimilares.

Definigao 1.2. T Um processo estocéstico X = {X(t)}ser ¢ dito ser autossimilar com

fConforme [20], pagina 311.
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parametro? de autossimilaridade H (H-ss), 0 < H < 1, se, para qualquer a > 0, ocorrer
d H
{X(at) her = {a” X () her,

onde < significa igualdade no sentido das distribui¢oes de dimensao finita, isto é, se para
qualquer k > 1, t1,t5,--- ,t, € T e qualquer a > 0, ocorre

(X(at1), X (ata), -, X(aty)) < (@7 X (1), a" X (ts), - ,a" X (tx)).

Processos que sao autossimilares com parametro de autossimilaridade H e que possuam

incrementos estacionarios sao ditos serem processos H-sssi.

Exemplo 1.4. O processo Z, dado no Exemplo 1.1, é autossimilar.

Observada a autossimilaridade do processo Z e desde que

pz(t) = [t|"EY =0

1
oz(ts) = S + [s] = |t = "),
temos que ele é o mBf. Quem nos garante isso é a proposi¢ao abaixo.

Proposigao 1.1. Para 0 < H <1 e E[X?(1)] = 02, sdo equivalentes:

(i) {X(t) }ier € Gaussiano e H-sssi

(11) {X(t) hier € mBf com indice de autossimilaridade H

(111) {X(t)}rer € Gaussiano, tem média 0 (se H < 1) e fung¢do de autocovariancia dada
em (1.1).

Demonstracao: Conforme [20], pag. 320.

¢

Em geral, dadas duas variaveis aleatorias X e Y, se tivermos cov(X,Y) = 0 nao implica
a independéncia dessas duas variaveis. Entretanto, no caso Gaussiano, a implicagao é

valida. O exemplo abaixo analisa a condi¢ao de dependéncia entre os incrementos do
mBf.

fTambém conhecido como parametro de Hurst.
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Exemplo 1.5. Para 7 > 0, considere o processo

{Wh(t)er = {Bu(t + 1) — Bu(t) ber,

de incrementos do mBf. Considerando, por simplicidade, var(Bg (1)) = 1, célculos diretos

mostram que
1
owy (0,) = S{[t+ 7" — [t — |77}

Dessa maneira, para H # 1/2, temos que ow, (0,t) # 0, o que deixa evidente a depen-
déncia, neste caso, entre os incrementos do mBf. Curiosamente, quando H = 1/2, esses

mesmos calculos mostram a independéncia dos incrementos do mB.

1.1.2 Processos estaveis
Iniciamos esta secao introduzindo uma classe de distribui¢coes que serao objeto de
nosso estudo, que sao as distribuicoes estaveis.

Definicao 1.3. ¥ Uma variavel aleatéria X possui distribuicao estavel se, para cada n
e para X1, Xy, -+, X, copias independentes de X, existirem ¢, € R e d,, € R tais que

n
SX £ X +d,
i=1
Se d,, = 0, dizemos que X possui distribuicao estritamente estavel.

Para uma variavel aleatoria estavel X nao degenerada, é possivel mostrar que existe

0 < a < 2 de modo que as constantes ¢,, e d,, possam ser escritas, de maneira inica, como

pin —nt/*) | se a#1

%aﬁnln(n) , se a=1

«

cn:nl/ e d, =

Os parametros! «, o, B e p, portanto, caracterizam a varidvel X. Dai, dizemos que X

tem expoente « e utilizamos a notacao

X ~ Sa<0-757:u)

$Conforme [20], pag. 3.
90s parametros a, o, 3 e 1 sio denominados de indice (expoente) de estabilidade, parametro de escala,
parametro de simetria e pardmetro de locagao, respectivamente.
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para representé-la.

As distribuigoes normais sao casos particulares de distribuigdes estéaveis (basta tomar
a = 2). Entretanto, para a € (0, 2), as estaveis ndo possuem o a-ésimo momento absoluto

finitol. Ou seja, para todo o € (0,2),
E|X|P < o0, Vpe (0,a) e E|X|P =o00,Vp > a.

Em particular™, se X ~ S,(o,3,0), com 0 < a < 2, entao, para todo p € (0, «), existe

uma constante C, 5 tal que
(E|X|P)VP = C, 40. (1.2)

Dizemos que as distribuigoes estaveis sao de cauda leve (ou possuem cauda leve) se o = 2
e de cauda pesada (ou possuem cauda pesada) se 0 < a < 2.

Um processo estocastico {X(t) her, em que 7" C R é um conjunto de indices nao
vazio, ¢ dito ser estavel se todas as suas distribui¢oes de dimensao finita sao estaveis.
Por consisténcia, todas as distribui¢oes de dimensao finita devem ter o mesmo indice de
estabilidade, digamos « e, por esta razao, nos referimos a um tal processo como sendo
um processo a-estavel. Para o > 1, ter distribuigoes de dimensao finita a-estaveis é

equivalente a dizer que todas as combinacoes lineares do tipo
ZekX(tk)a n 2 17 tlat27"' 7tn € T7 917927”' 79n S Ra
k=1

sdo variaveis aleatorias a-estaveis'T.
Exemplo 1.6 (Movimento de Lévy a-estavel). Um processo estocéstico X = { X (¢) }+>o
é chamado movimento de Lévy a-estével (mLe) se
(i) X(0) =0 q.c.
(ii) X tem incrementos independentes
(iii) X (t) — X (s) ~ S,((t—s)*, B3,0) para todo 0 < s < t < 0o e para algum 0 < o < 2

e—-1<pg<1.

Um caso particular intrigante do mLe ocorre quando o« = 2. Neste caso, o mLe se

IConforme[20], pag. 18.
**Caso a = 1, para que valha (1.2) é necessario que seja 5 = 0.
ttConforme [20], pagina 112.
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degenera no mB. Desta forma, podemos compreender tanto o mBf como o mLe como

extensoes do mB.

Neste ponto, convém ressaltar que a classe de processos estaveis é mais abrangente que
a classe dos movimentos de Lévy estaveis, uma vez que um processo na primeira dessas

classes pode admitir diferentes formas de dependéncia entre os seus incrementos.

1.1.3 Processos de renovacao

Iniciamos esta secao apresentando uma classe de processos estocasticos bastante geral
que é a classe dos processos de contagem, definidos a tempo continuo com espaco de
estados discreto. Tais processos dizem respeito a contagem do ntimero de ocorréncias de
algum evento, como a chegada de uma chamada telefénica, de um cliente em um terminal,

ou chegada de um outro evento qualquer que ocorra num ponto particular do tempo.

Defini¢ao 1.4. Um Processo de Contagem é um processo estocastico {£(t)}+>o tal que,
para cada t, £(t) representa o nimero de chegadas (ocorréncias) de eventos no intervalo
de tempo [0, ].

Um exemplo usual de processo de contagem que aparece em muitas aplicagoes é o

Processo de Poisson, que pode ser definido assim:

Definicao 1.5. Um Processo de Poisson de parametro A é um processo de contagem

{&(t) }+>0 que satisfaz as seguintes condigoes:

{&(t) }+>0 tem incrementos independentes e estacionarios;

Para cada t, £(t) ~ Poisson(At).

E facil ver que os incrementos de um processo de Poisson sdo v.a. independentes e
exponencialmente distribuidas. Uma generalizacao natural para esse processo consiste
em considerar um processo de contagem para o qual as duragoes dos intervalos de tempo
entre ocorréncias de eventos sao variaveis aleatorias i.i.d com distribuicao arbitraria. Um

tal processo de contagem ¢ dito ser um processo de renovagao (ordinario).

Defini¢ao 1.6. Seja {7;};>1 uma sequéncia de v.a. positivas i.i.d., com distribui¢ao F;.

n
T,=) 7 n>1
=1
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e defina
&(t) =sup{n: T, <t}

O processo {£(t)}i>0 € dito ser um processo de renovagao (ordinario). As v.a. {7;}i>1
sdo ditas serem os tempos entre chegadas de renovagoes, enquanto as v.a. {7, }n>1 sdo
chamadas de tempos de chegada de renovacoes.

Dizemos que uma renovagao ocorre em t se 1, = t para algum n > 1. Desde que
os tempos entre chegadas sao variaveis aleatorias i.i.d., segue que apo6s cada renovagao o

Processo recomecga.

O principal objetivo da Teoria da Renovacao é derivar propriedades de certas v.a. as-

sociadas aos processos {£(t) }i>0 € {7}, }n>1 a partir da distribuigdo F, em geral conhecida.

Uma relagao importante facilmente observavel a partir da definicao de processo de
renovacao é a equivaléncia

&) >n) = (T, <), (1.3)

isto é, o evento (ocorréncia de pelo menos n renovagoes no intervalo (0,t]) ocorre se, e

somente se, o evento (soma dos n primeiros tempos entre chegadas nao excede t) ocorre.

A partir dessa equivaléncia, podemos determinar a distribuicao de probabilidade do

processo de renovagao assim:

P(e(t) =n) = P(T, <1t)— P(Tyu <1)
= Fr(t) - Fr,,. ().

No contexto de processos de renovacao, uma informacao essencial é o niimero esperado
de renovagoes num dado intervalo de tempo, digamos (0, t]. Essa quantidade depende, na-
turalmente, do tempo ¢, e a denominamos funcao de renovagao. A fungao de renovagao

caracteriza o processo de renovagao.

Definicao 1.7. A funcao

¢ dita ser a fungao de renovagao do processo {{(t)}i>o.

Podemos escrever a fungao de renovagao m(.) como a série das fungoes de distribuigao
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de T,,. De fato, se definirmos a variavel aleatoria

An (t) = ]-(a n-ésima chegada ocorre em [0,t])s
temos que
oo
E(t) =) An(h)
n=1

Dessa forma, poderemos representar

m(t) = B[} Au()] = Y ElA()] = Y PlA(t) =1 =) P[T,<t]=) Fr,(t).

Alternativamente, supondo que os tempos entre chegadas 7; tenham média p,, po-
demos obter a funcao de renovacao através da média do processo indexado ng“ Tis

conforme proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.2.

ET,
Hr
Demonstragao: De fato,
£(t)+1 E(t)+1
E[Tg(t)_ﬂ] = E Z Ti = E[Tl] + E Z Ti
i=1 i=2

= pr+FE f; Ti-l(é(t)+1>i)] = pr+FE f; Ti~1(Ti1<t>]
= i Elnilg_<p] = pr+ i Elm] Bl <]
= At Zi:: Ellg,_<n] = pr+ur li_:: PT;y <{]
= +MT§P[Tj <t = pr+pm()

= pir[1 +m(1)).
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¢

Um processo de renovacao cresce por saltos de tamanho 1. Cada salto ocorre num
tempo de chegada de renovagao e o processo permanece constante ao longo de um intervalo

de tempo compreendido entre dois tempos de chegadas consecutivos.

Apesar de processos de renovacao se adaptarem a contextos os mais variados, para
fixar ideias, costuma-se associd-lo com um processo produtivo onde uma componente
(equipamento) é utilizada até que apresente falha. Uma vez observada a falha, a com-
ponente é automaticamente substituida por outra similar, processo esse que se repete

indefinidamente.

Neste contexto, fixado um tempo t qualquer, surgem algumas varidveis de interesse

pratico. Sao elas:

e Tempo de vida residual v, da componente em uso
Ve = Tepy1 — ¢

e Idade §; da componente em uso

5t =t - T{(t)

e Vida total 3; da componente em uso
B =+ 01

Note que podemos determinar as distribuicoes das variaveis acima sempre que conhe-

cido o processo {{(t)}+>0. Por exemplo,

F

Tt

(#) =Py <a]=1—=Ply>a]=1-P{(t+z) —¢(t) = 0] (1.4)
e, desde que §; nao excede t, temos para todo x < t,
Fs,(x) =Plo; <z]=1—Ploy >x] =1—P[¢(t) — &(t —x) = 0] (1.5)

e Fs,(z) = 1, caso contrario.

Exemplo 1.7. Em particular, se () ~ Poisson(\t), entao, pela estacionariedade dos
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()\J})k67>‘Z

—» temos que

seus incrementos e desde que P[{(x) = k]
By (z)=1-PE(t+2)—&(t) =0/ =1-PlE(x) =0]=1-¢

sempre que x > 0. Assim,

e
0 , <0

Fs(z)=¢ 1—e™ | O<z<t
1 , x>t

As informacoes apresentadas até aqui sao suficientes para se provar importantes teo-

remas limites relacionados & processos de renovacao.

Teorema 1.1. # Seja {£(t) }i>0 um processo de renovagdo com fungdo de renovagao m(t).

Entao, quanto t — oo,

(a)

1
@ — ;, cp. 1
(b)
m) 1
t L

Demonstragao: A prova de (a) é uma consequéncia da Lei Forte dos Grandes Ntumeros
e a prova de (b) é uma consequéncia da Proposi¢ao 1.2. A prova completa pode ser

encontrada em [19].

¢

A proposicao abaixo compara o nimero de renovagoes ocorridas até diferentes mo-

mentos no tempo e sera util no estudo que desenvolveremos.

Proposicao 1.3. Dado T > 0,
§(Tt)

lim 2=/ —

t=oo &(1)

#As conclusdes deste teorema sdo vélidas inclusive quando p, = co. A parte (b) deste teorema é
conhecida como o Teorema Elementar da Renovacao.
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Demonstracgao: Desde que
Tty  &(Tt) Tt

) Ttog(t)

temos que
lim @ =T lim () lim f =T

e a ultima igualdade segue por aplicagao do Teorema 1.1.

¢

Quando os tempos entre chegadas de renovacoes apresentam segundo momento o2
finito, ha4 uma versao do Teorema do Limite Central para processos de renovacao:

Teorema 1.2. Suponha que p, < oo e 02 < oo. Entao

. g@) — t/,LLT 1 /y —x2/2
lim P |————m— < = — e "/ dx.
t—o00 O A /t/ILL73- 4 V 27T —00

Para a prova deste teorema e para maiores detalhes sobre processos de renovagao

ordinérios, bem como sobre outras versoes desses processos, consulte |[8].

1.1.4 Processos de renovagao com recompensa

Seja {X;};>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com média finita e {£(¢)}+>0
um processo de renovagao com tempos {7, = 2?21 T;}n>1 de chegadas de renovagoes.
Definimos o processo { R(t) }s>0 := {Req) }+>0, onde

£(t)

R(0)=0 e R(t) = ZXj,

Jj=1
como um processo de renovacao com recompensas {X;};>1.

Para processos de renovagao com recompensa, resultados limite analogos aos oferecidos

pelo Teorema 1.1 podem ser obtidos.
Teorema 1.3. Se ux < o0 e p, < 00, entao

(a)
R |, nx

, c.p. 1.
t Ur b
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(b)

Demonstracao: Veja [19].

1.2 Apresentagao do modelo de fontes ON/OFF

Consideramos, inicialmente, um modelo o mais simples possivel de rede de transmissao
de dados, composto de uma tnica fonte e um tnico destino (buffer), ao qual denomina-
remos de Modelo de uma fonte ON/OFF.

A fonte gera trafego a uma certa taxa aleatoria 77, ndo necessariamente constante,
durante um tempo aleatoério de atividade (periodo ON), permanecendo inativa por um
tempo aleatorio de siléncio (periodo OFF'). Quando num periodo de siléncio, a fonte
nao gera demanda por trafego e os periodos de atividade e siléncio se alternam.

Entenderemos por um periodo entre trafego como sendo um tempo entre ocorrén-

cias de trafego, composto pela uniao de tempos de atividade e siléncio consecutivos.

Sejam 7", 75", --+ v.a. nao negativas i.i.d. Fj, representando o comprimento dos

of f soff

periodos ON e 77 ,+++ V.a. nao negativas i.i.d. F,¢; representando o comprimento

dos periodos OFF. Assumimos que tais sequéncias sejam independentes e que F,, e F,;
sao funcoes de distribuicao com médias finitas.

Seja 7; a v.a. representando o comprimento do i-ésimo periodo entre trafego, isto é,
=1+ > 1

Considere a sequéncia

Tn:TO+ZTi7 nz(), (16)

i=1

0
ZTi =0
i=1

em que
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e T ¢ uma variavel aleatéria de atraso independente das 77" e das Tff ! Se definirmos

Ty = B(r" + w017 + (1 — B)rg!,

em que B, 7" e 7017 sio variaveis aleatorias independentes e independentes de {7, i >

1, 777 i > 1} e B é Bernoulli, com

Elr"]
ETi

—1-P(B=0), (1.7)

teremos que a sequéncia definida em (1.6) é estacionéria.

A seguir, definimos o processo que sinaliza se a fonte estd ou nao ativa num dado

tempo.

Defini¢ao 1.8. Definimos o processo {W (t)}:>0, a tempo continuo, dado por
W(t> - Bl[O,T‘m + Z ]-T T+ ) )7 > 07

em que B é a variavel aleatoria definida em (1.7), como o Processo ON/OFF de uma
fonte no Modelo ON/OFF.

Pela definicao, observe que, quando t > Ty,

W(t) =

1, seT, <t<T,+T1% para algum n
0, sel,+77" <t<Tn+1pamalgumn’

e, quando 0 < t < Tj,

1, seB=1e0<t<Tg
0 , caso contrdrio

Assim, temos que

W(t) =

1 , setestd em um periodo ON
0 , setestd em um periodo OFF

Por simplicidade, consideremos Ty = 0. Dai, podemos reescrever o processo ON/OFF
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da fonte como
W(t) = Lz, gperon)(t), 0. (1.8)

n>0

Estamos interessados em estudar o comportamento do trafego emitido pela fonte. A
cada periodo 7 esta associada uma carga de trafego aleatoria X , emitida ao longo
do respectivo periodo 7°". Essas cargas sao direcionadas a um dispositivo de memoria
até serem transmitidas ao seu destino final. E importante ressaltar que nos tempos de
chegada de trafego novas contribuicoes ao trafego comecam a ser feitas apos um periodo
de siléncio.

De grande interesse e que esta relacionado ao Processo ON/OFF da fonte é o Processo

acumulado associado {A(t)};>0, dado por

A(t):/otn(s)W(s)ds, £>0. (1.9)

Esse processo indica a carga de trafego acumulada emitida pela fonte até o tempo t.

Ao longo do tempo, essa carga se acumula no reservatorio, que tem uma dada capaci-
dade de memoria e se esvazia a uma taxa c¢ de escoamento. Fixado um tempo, a ocupagao

(volume) desse reservatorio é dado por
V(t)=A(t) —ct, t>0. (1.10)

O processo {V(t) }+>0 ¢ denominado de Processo de armazenamento.

Se considerarmos {N(t)};>0 um processo que registra o namero de ocorréncias de

trafego até o tempo t, isto é,
N(t) = max{n : T, < t}, (1.11)
vemos que este tltimo trata-se de um processo de renovagao ordinério. Desde que

N(Twg) = N(t) (1.12)

N(t)
At) = Z Xi+ndilicon) + Xnw+1leeorr), (1.13)

=1
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se considerarmos o processo {Z(t)};>0, definido por
2(t) = A(Ti) (114

e que mede o trafego acumulado até o momento antes de t em que a ultima contribuicao

ao trafego se iniciou, teremos que

N(t) N(t)
Z0)=0 e Z(t) = 3 _[2(T) = Z(T;0)] = X,

o que caracteriza {Z(t)};>o como um processo de renovagao com recompensas {X;};>1.

Desde que
Z(t) = Z(Tnw),

temos que o processo {Z(t)}+>o cresce por saltos.

Considere, agora, a superposi¢ao de M fontes ON/OFF i.i.d. alimentando um servidor.
Entao, o nimero de fontes ativas no tempo t é dado por

M
Wa(t) =Y W), t>0,
m=1

onde {W™)(t)};59, m = 1,---, M, representa o processo ON/OFF da fonte m. O pro-
cesso {Wiy(t) }+>0 ¢ denominado Processo carga de trabalho. O Processo acumulado
associado até o tempo t, neste caso, é dado por

A(t) == Ay (t) = /Ot Z n™ ()W (s)ds, t>0,

onde {n™(s)},>¢ corresponde ao processo da taxa de transmissdo de trafego da fonte m.

1.3 O modelo de M fontes ON/OFF i.i.d. é analogo ao

modelo de uma tinica fonte

Seguindo as ideias apresentadas na Se¢ao 1.2, considere {W ™ (t)};59, m = 1,2, -+ , M,
copias i.i.d. de {W(t)}+>0, onde {W (t)}+>0 € 0 processo ON/OFF de uma fonte dado pela
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Definicao 1.8.

Consideremos uma rede formada por M fontes independentes e identicamente distri-
buidas, contribuindo com a geracao de cargas de trafego que serao enviadas para um
dispositivo de memoria. Neste caso, para cada t > 0, podemos reescrever o Processo

acumulado associado como

Aylt) = / S ()W) (s)ds

onde {A™)(t)};50 representa o Processo acumulado associado da fonte m. Ou seja, o
Processo acumulado associado, neste caso, sera o somatoério dos processos associados

acumulados de cada fonte considerada.

Para M fontes, o Processo de armazenamento é dado por

Va(t) = Ay (t) — et = Y AM@E) -t

m=

[y

_ Z:[A(m)(t>_ﬁt] = Z[V(m)(t)L

m=1 m=1
onde V™ (t) é o processo de armazenamento da fonte m.
Considere o processo {Z™(t)}>0, associado a fonte m, dado por

N (¢)

ZU(t) = A (T ) = Z Xj(m)a
j=1

onde {A™)(t)};50 é o Processo acumulado associado & fonte m. A andlise desse processo
é fundamental, visto que ele determina o comportamento limite do processo { A" (#)} ;>0

e, consequentemente, do processo {V ™ (¢)};50.
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Desde que M fontes i.i.d. alimentam o buffer, teremos

M MN(™)(¢)
m d > (m
Zon(t) = > zZM@p = Y X"
m=1 j=1
N (M)
v(m) m
~ X" = Zm(M).
j=1

Na expressao acima, a igualdade em distribuicao pode ser observada por comparacao das
N (Mt)

fungoes caracteristicas e a aproximagao assintotica ocorre desde que —5 o)

— M quanto
t — 00, pela Teoria da Renovacao.

Esse argumento mostra que o comportamento do trafego agregado de M fontes ON/OFF
i.i.d. pode ser compreendido a partir da analise do trafego emitido por uma tnica fonte,

sob uma escala de agregacao temporal conveniente.

1.4 Breve historico

Véarios trabalhos sobre analise do comportamento de trafego em redes aproximam o
processo {A(t)}+>o por
A(t) = ut + oBy(t) (1.15)

ou por

A(t) = ut + oA (t), (1.16)

onde By é o movimento Browniano fracionario, A, é o movimento de Lévy estavel, u e o

sao parametros ligados, respectivamente, a taxa média de trafego e a dispersao do trafego.
Em [15] e [23], foi considerado o processo

M

A*(Tt) = Ay (Tt) = /0 " (Z

m=1

n™) (u)W(m)(u)> du, (1.17)

entdo denominado de T-ésimo modelo. Em [23], estudou-se o comportamento assinto-
tico de (1.17) para n(s) = 1 e valores grandes de M e T. Esse comportamento dependeria
das distribuicoes dos periodos ON e OFF e da ordem de passagem dos limites. Mostrou-se

o

Diremos que a(z) ~ b(x) se, e somente se, limg oo Zé;”)) = lim, oo a((i; =1
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que, quando o limite é passado em M e, depois, em T, a convergéncia, no sentido das dis-
tribuigoes de dimenséo finita, é algo como em (1.15); quando tomado na ordem contréaria,

o limite ¢ algo como em (1.16).

Em [15], foram encontrados limites parecidos, mas sob condi¢oes que se remetem &
velocidade das taxas de conexao. Isto é, sob a hipotese de crescimento lento da taxa
de conexao, ou, equivalentemente, quando a dependéncia do T-ésimo modelo desaparece
quando 7" — o0, a convergéncia do processo { A*(T't) };>¢ se daria para algo parecido com
(1.15), ao passo que se as taxas de conexao variam de modo a induzir a longa dependéncia,

que é a hipotese de crescimento rapido, o limite seria algo parecido com (1.16).

1.5 O problema do transbordamento

No modelo de uma fonte ON/OFF, uma fonte emite cargas de trafego alternando-se
em periodos de atividade e siléncio. Essas cargas sao transmitidas a um n6 da rede onde
h& um dispositivo de memoria (buffer) que é continuamente pressionado por esse fluxo

aleatoério.

Podemos conceber esse dispositivo de memoria como um reservatoério de informacao,
e a ele estao associados uma capacidade de armazenamento e uma capacidade de es-
coamento (processamento, execugao). Quando ocorre um desequilibrio no sistema e a
demanda por trafego ¢ alta a ponto de tornar-se latente, dizemos estar diante de um
problema de transbordamento. Como consequéncia, pode haver perda de informagao, o
que compromete a qualidade da transmissao.

Considerando a capacidade de armazenamento x e a velocidade de escoamento ¢ (lar-
gura da banda) do buffer, uma questao de interesse é estimar a probabilidade de trans-

bordamento do trafego, dada por

P (sup{A(t) — et} > :1:') . (1.18)

t>0

Essa informacao é importante para se tentar prever o problema do transbordamento

e para efeitos de redimensionamento dos recursos de rede face & iminéncia do mesmo.

Seja {V(t) }+>0 o Processo de armazenamento do buffer, dado por

V({t) = A(t) — ct. (1.19)
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Esse processo representa o volume de informagao a ser armazenada no buffer até o tempo t.
Compreender o comportamento assintotico desse processo é fundamental para se estimar

cotas para a probabilidade do transbordamento.

Note que os processos {V () }i>0 € {Z(t) }+>0 estao relacionados pela equagao

V(Tnw) = 2(t) — . (1.20)

Por simplicidade, consideraremos ¢ = 1 e designaremos o processo {V (T ) }+>0 como

Processo Associado. Assim, temos que

N(t)

V(Tyw) =Y (X — 7). (1.21)

=1

Estamos particularmente interessados em estudar a probabilidade ¥;(z) do transborda-

mento ocorrer até o tempo t, isto é,

U,(x) = P ( sup V(8) > :c) , (1.22)

0<6<t

e o caso limite, ja citado na Equagao (1.18), de a probabilidade ¥(z) do transbordamento

ocorrer, dada por

U(z) = lim Vy(z) = P (Sup V(d) > x) ) (1.23)

t—o00 §>0

onde x representa a capacidade de memoria do buffer.

Nosso interesse, sobretudo, é estimar cotas para essas probabilidades sob a hipotese

de que as cargas de trafego associadas ao processo {V(t)}:>0 tém cauda pesada.

Para atingirmos esse objetivo, precisaremos compreender, numa formulagao mais geral,

o comportamento assintético de somas aleatoriamente indexadas do tipo

£(t)
Rey = > Xi,
=1

onde £(t) é um tempo de parada aleatorio, para cada ¢, e X; sdo varidveis aleatorias de

cauda pesada e sdo dependentes de ().
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Capitulo 2

Teorema de limite central para

Processos de renova(;éo coml recoimmpensa

No capitulo anterior, apresentamos a definicao de processo de renova¢ao com recom-

pensa, isto é, do processo { Re() }i>0 tal que

Ry=0 ¢ Ry =Y X, (2.1)

onde {X,};>1 € uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. e {£(¢)}+>0 € um processo de

renovacao.

Embora seja de interesse independente, o estudo do comportamento assintético desse
tipo de processo tem aparecido na literatura no contexto de modelagem de trafego em

redes de comunicagao.

Em [13], considerou-se a agregacao de M copias independentes de um processo de
renovacao com recompensa e promoveu-se uma mudanca de escala de observagao por um
fator de dilatacao temporal T. Supondo que os tempos entre renovagoes e as recompensas
tém, ambos, cauda pesada com expoentes de cauda o € (1,2) e 8 € (0,2), respectiva-
mente, e independéncia entre a sequéncia de tempos entre renovacoes e a sequéncia de
recompensas, mediante estabilizagao apropriada e sob um regime sequencial de limites
avaliados sobre M e T, foram observados diferentes comportamentos para o processo li-

mite. Quando se fazia T' — oo e, depois, M — oo, a convergéncia* fatalmente seria para

*Aqui, nos referimos & convergéncia no sentido das distribui¢oes finito-dimensionais.
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o movimento de Lévy estavel, com indice de estabilidade a depender da relacao entre o e

3.

Entretanto, se a ordem dos limites fosse invertida e se § > «, o processo limite seria
[-estavel H-sssi. Nesta tultima situacao, fossem os incrementos dependentes, o limite nao
seria nem o movimento Lévy estavel (mLe), nem o movimento Browniano fracional (mBf).
Esse fato foi confirmado em [25], onde provou-se, por meio de representagoes integrais,
que o processo limite nao é um movimento estavel fracional linear, categoria mais geral

de processos que contém o mLe e o mBf.

Na modelagem proposta no capitulo anterior, vimos que surgem somas de variaveis
aleatorias i.i.d. do tipo (2.1), aleatoriamente indexadas por {£(t)}+>0, em que os tempos
entre chegadas {7;};>; formam uma sequéncia de variaveis aleatoérias positivas i.i.d, mas
com o diferencial de ser fortemente dependente da sequéncia de recompensas {X;};>1. Isso
faz com que seja de grande relevancia para nés o estudo do comportamento assintético
de tais processos.

O interesse em trabalhar com caudas pesadas nos aproxima dos trabalhos [13] e [25].
Entretanto, a questao da dependéncia entre as sequéncias {X,};>1 e {7;};>1, de grande
interesse para o enfoque deste trabalho, nos motiva a desenvolver outras técnicas para

compreender o comportamento assintotico de processos de renovagao com recompensa.

Basendo-nos na teoria de martingales e outras ferramentas, mostraremos no Teorema
2.4 que, com uma estabilizacao adequada e sob certas condigoes, processos de renovacao
com recompensa convergem, numa métrica apropriada, para variaveis aleatorias estaveis,

e esta é a principal contribuicao deste capitulo para a tese.

2.1 Preliminares

Nesta secao, apresentaremos alguns detalhes morfologicos das distribuicoes estaveis
e seus dominios de atragao. Definiremos a distancia Mallows, uma métrica no espaco
de distribuicoes, que dara sentido & convergéncia obtida no Teorema 2.4. Além disso,
discutiremos a nao hereditariedade da convergéncia de sequéncias quando consideramos

subsequéncias aleatoriamente indexadas.
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2.1.1 Dominios de atracao de distribuicoes estaveis

Uma importante propriedade’ que caracteriza as caudas das distribuicoes estaveis é a
seguinte:

Propriedade 2.1. Seja G, 2 Sa(o, B, 1), a funcdo de distribuigdo de uma variavel alea-
toria S, (o, 3, 1t), com a € (0,2). Entao

o A6,
lim (1—-Gulx)) = CaTO'
e -3
g, #Galme)) = Gomg e
onde

2 , se a=1
s

-«
c :{m L se a#l

Alternativamente, conforme [14], as caudas das distribuigoes estéveis podem ser ca-

racterizadas da seguinte maneira:

Propriedade 2.2. Seja G, 4 Sa(o, B, 1), com « € (0,2). Entao

(1—Gu(x)) =arz™*(14+27"0(1)), = >0,
Go(—2) =a_xz7*(1+270(1)), = >0,
onde 7 < « e os parametros de cauda a; e a_ sao constantes nao negativas.

A partir de agora, considere X7, X5, - uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d.

com distribuicao F'. Denotaremos
Su=) X, (2.2)
i=1

Definicao 2.1. A distribuicio F é dita estar no dominio de atragao de uma variavel
aleatoria estavel S,, ou simplesmente de uma distribuicao estéavel, se existem constantes

fConforme [10], pag. 12.
fConforme [20], pag. 5.
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positivas {d,} e constantes reais {a,} tais que, para todo n > 1,

onde % significa convergéncia em distribuigao. Notagao: F' € D(S,).

Uma importante equivaléncia que relaciona o comportamento das caudas de uma fun-
¢ao de distribuicao qualquer com o fato da funcao de distribuicao pertencer ao dominio
de atracao de uma distribuicao estavel é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.1. Para« € (0,2), F € D(S,) se, e somente se, existem constantes M+, M~ >
0, M™ + M~ >0, tais que, quando x — oo,
lim F(—x) _ M~
e, para todo & > 0,
: 1—F(x) 1
My >0 = lim, o —— = =
' T e
. F(—=¢x) 1
M_>0 = lim,,—"3I=—.
e () T e
Demonstracao: Conforme 6], pagina 207.
¢

Exemplo 2.1. Seja X uma variavel aleatoria nao negativa com distribuicao F, cuja
cauda F' = 1— F é tal que F(z) ~ 27*L(x), onde a € (0,2) e L é uma funcgdo lentamente
variante. Entao, pelo Teorema 2.1, F' € D(S,,).

O exemplo acima diz que toda distribuigao de variével aleatéria nao negativa de cauda
pesada estd no dominio de atracao de alguma distribuicao estavel.

Dominios de atracao mais restritivos podem ser considerados como, por exemplo, o
dominio normal de atragao, definido ao se considerar, na Definicdo 2.1, d, = dn'/®,
onde d é uma constante positiva. Uma caracterizacao alternativa para esse conjunto é

dada pela definigao abaixo, devida a Jonhson e Samworth [11].
Definicao 2.2. Se I’ é uma fungao de distribuicao tal que

a_ +b(x)
|

F(z) = , se <0

40



ay + b(x)
kg

1—F(zx)= , se x>0,

onde b(z) — 0 quando z — Fo00, entdo dizemos que F' estd no dominio normal de atragao
de alguma variavel aleatoria S, e que ay e a_ sao os seus parametros de cauda. Notagao:
F e DN<SQ).

Exemplo 2.2. Seja X uma varidvel aleatoria nao negativa com distribuicao F, tal que
F(x) = 27*L(z), onde o € (0,2) e L é uma funcdo lentamente variante. Se tomarmos
a- =0,ar =1eb(r) = (L(x) = 1)l{0 teremos, pela Definicao 2.2, que F' € Dy(S,).

De fato, se L ¢ lentamente variante, para algum ¢ fixo e x grande, podemos escrever

L(z) = %((t;)), onde L ¢ uma funcdo lentamente variante. Dai,

lim b(z) = lim =—=———-1=0

Em particular, se para algum v > 0 e C constante tivermos

C

dizemos que F' estd no dominio normal forte de atragao de S, e denotamos F' €
Dnr(Sa).

Exemplo 2.3. Seja F' uma func¢ao de distribui¢ao como no Exemplo 2.2. Entao F' €
Dnr(S,) se L for tal que, para algum v > 0, ocorre

L(z)<cx 741, Vo >0.

2.1.2 Distancia Mallows e condicao tipo Lindeberg

Iniciamos a discussao com a noc¢ao de Distancia de Mallows.

Definicao 2.3. Para a > 0, definimos a distancia de Mallows entre as fun¢oes de distri-
buicao F' e G como

1/a
4a(F.G) — ((;g;) E{|X - Y| }) |

onde o infimo é calculado sobre os vetores aleatorios (X, Y) cujas fungoes de distribuigao
marginal sao F' e G.
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Estamos especialmente interessados no caso onde > 1. Em 9], foi provada a seguinte

representacao para a distancia Mallows entre duas distribui¢oes quaisquer:

Teorema 2.2 (Representagao). Seja a > 1, F' e G distribui¢cées quaisquer em R. Entao
do(F,G) = E|F~/(U) - G~/(U)|*,

onde F~' e G' representam as funcdes inversas generalizadas® de F e G, respectiva-
mente, e U < U(0,1).

Como corolario deste teorema, foram obtidas as seguintes representagoes alternativas
para a distancia Mallows.

Corolario 2.1. Para o > 1,
1
E(RG) = [ 1P w) - 6wl du = EIX* ~ Y],
0

onde X* £ F, V* £ G e (X" V)L FAG = H", isto é, P(X* < 2,Y* < y) =
min(F(z), G(y)).

Com essa no¢ao, considerando
DSn(Ga) = {F Jd; F < e da(Fa Ga) < OO},

onde S,, é como em (2.2), foi mostrado em [10] que a posigao relativa entre esse conjunto
e os dominios de atracao definidos na se¢ao anterior é

DNF(Goc) C DSn(Ga) - DN(Ga)- (2'3)

Sob condigdes do tipo Lindeberg, foi provada em [3] a convergéncia, em distancia
Mallows, de somas parciais de variaveis aleatérias independentes, apropriadamente nor-
malizadas, para uma variavel aleatéria estritamente estavel. Precisamente, denotando

por
S(a) _ Zi:l Xl

n nl/a

foi obtido o seguinte resultado:

$Dada uma funcio nao decrescente F', sua funcdo inversa generalizada F~! ¢ definida por F~!(y) =
inf{x: F(z) > y}.
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Teorema 2.3. 1 Fize a € (0,2). Seja {X, }n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias

independentes (com EX,, =0, Yn > 1, sea > 1). Considere Y uma varidvel estritamente

a-estdvel e Y1,Ys, - -+ copias independentes de Y. Suponha satisfeita a condi¢ao:
1 & N n—qo
vb>0, — 2E{|Xi — Yi|* L, —yisbnty ) — 0, (2.4)

com b € (0,52), sea€[1,2) ed € (0,=2), se a € (0,1). Entdo

1 n
—1 = limy o do(Fuwy ,Fy) =0, onde cn=-3 E(Xi-Y,).
a im,,_, (Fg_, »Fy) onde ¢ n; ( )

A Condigao (2.4) é parecida com a classica Condigao de Lindeberg presente no Teorema
do Limite Central. Para uma configuragao particular da sequéncia {X;};>1, a proposicao

abaixo sugere uma maneira alternativa de se verifica-la.

Proposicao 2.1. I Se, adicionalmente as condi¢oes do Teorema 2.3, as varidveis da

sequéncia { X, }n>1 forem identicamente distribuidas, a Condigdo (2.4) € equivalente a

da(FXI,Fy) < OQ.

Como estamos interessados em obter resultados de convergéncia de somas aleatoria-
mente indexadas do tipo (2.1), uma ideia natural seria adaptar este resultado, substituindo
n por um namero aleatorio £(t). Porém, temos que ter muito cuidado, pois, em geral,
a convergéncia de subsequéncias aleatoérias de uma sequéncia convergente de variaveis

aleatorias nao é automatica, como nos mostram os exemplos abaixo.

Exemplo 2.4 (Convergéncia em distribui¢ao). Sejam X, X5, - - - variaveis aleatorias i.i.d.
N(0,1)e Z < N(0,1). Obviamente, temos que

X, % 7z

Defina
& =inf{n: X, >0} e & =inf{k: k> ¢, eX, >0}

TConforme [3], pag. 38.
IConforme [3], pag. 39.
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Note que:

(a)
1, se X720
2, se X;<0, Xo>0

k, se X1<0, Xo<0,---, Xz >0

A distribuicao de X¢, sera, para x > 0,

P(Xg <) = Y P(Xe <w&i=k)

k>1

= ) P(Xp<z,6=k)

k>1

= Y P(X1<0,-+, X4 <0, 0< X < )

k>1

27 se 51:1, XQZO
3, se &1=2, X3>0

k, se & =k—1, Xz >0

pe=n=("7"(5) =0 (i)
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A distribuicao de X¢, sera, para x > 0,

P(Xg <2) = (k1) (%)H {@(x) - 1}

— (7] <),
(c¢) Repetindo as contas, observa-se que, para qualquer n,

P(Xe, <) =2 [q»(x) . %] = P(|Z] < ).

Assim, vemos {X, } ¢ uma sequéncia de variaveis aleatorias identicamente distribuidas
Logo
d

Isso mostra que, neste caso, a convergéncia em distribuicao nao se preserva.

Exemplo 2.5 (Convergéncia em média). Considere X, : [0,1] — [0, 1], dada por

Vi, 0<w<2
R N

0, 1 ’

paran =1,2,---. Temos que

1 n—o00

E|X,|=+vn— "0

n

Logo,
X, 0

Seja

SG=inf{n: X, >0} e & =inf{k: k>¢, X >0}
Note que:

(a) & =12 B(Xe,) =1
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2, se )(23: Vﬁi
3, se Xo=0e X3 =13

E=2 4, se Xo=X3=0,eX,=VdeP(&L=4)=121

|k, se Xo=X3=-=X,_1=0e Xy =Vk
¢ | 11 11
P =2)==, P& =3)===,--+, P(&g=k) = ——.—.
(E2=2)=35, P&=3)=55,, Ple=k=1r—37

Isso implica que

E(Xe) = Y E[Xilg=n)

k>2

= Y VEkP(&=k)

k>2
— Vai vl p Va1
N 2 2.3 3.4

(¢) Repetindo o argumento, vemos que

Xey =) Xilg-n = ) Vklgn,

k>3 k>3

e, mais geralmente,

Xe, = Z VElg,-n > \/ﬁz P& =k) > /n,

k>n k>n

sendo a ultima desigualdade valida devido ao fato de &, assumir valores a partir de

n. Isso significa que
E|Xe,| > Vn — o0

e isso mostra que a convergéncia em média nao se preserva ao se considerar sub-

sequéncias aleatoriamente indexadas.

Exemplo 2.6 (Convergéncia quase certa). Considerando a mesma situagao do Exemplo

q-c .
2.5, vemos que X,, — 0 e, no entanto, o mesmo nao ocorre para X¢, quando n cresce.

Em [9], mostrou-se que a convergéncia da sequéncia {X;};>;, em distancia Mallows
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(av > 1), se preserva mediante indexac@o por uma sequéncia de tempos de parada {&, }>1,
sob a hipdtese de independéncia dessas sequéncias. No entanto, dependendo da relagao
de dependéncia travada entre essas sequéncias, a relacao de convergéncia pode nao ser

herdada pela subsequéncia indexada.

Essa situacao motiva o desenvolvimento de novas técnicas para se visualizar situagoes
onde a condicao de convergéncia da sequéncia é transferida para a sequéncia indexada,
ainda que mediante alguma forma de dependéncia entre a variavel indexadora e as varidveis

que alimentam a soma.

2.2 Ferramentas

Nesta secao, apresentaremos as principais ferramentas a serem utilizadas na demons-
tracao dos resultados obtidos neste capitulo. Em especial, apresentamos os conceitos de
sequéncias martingales e variaveis aleatorias opcionais. Além disso, construimos exemplos
com o objetivo de ilustrar esses conceitos e, ao mesmo tempo, antecipar detalhes da prova

do Teorema 2.4.

2.2.1 Martingales e variaveis aleatérias opcionais

No que segue, considere Ny, = {1,2,---, 00} e {A,}nen., = {An}nen U Ax, onde
{A, }nen € uma sequéncia de o-algebras e A, = V22 | A, é a menor o-algebra contendo
todas as anteriores. Usaremos a expressao X € A para dizer que a variavel aleatoria X é

A-mensuravel.

Defini¢ao 2.4. A sequéncia {X,, A,},>1 é dita ser uma martingale se, para cada n,

ocorrer:

o F|X,| <o
e E(X,1]A,) =X, q.c.

Exemplo 2.7. Sejam G,, = o(Xy, Y, -, X,,,Y,) e S, =>"" )N(i, onde X; = X; — lx —
(Y; — py), X; sdo copias independentes de X, Y; sdo copias independentes de Y, EX = ux
e EY = py. Entao {S,,G,} ¢ uma martingale.
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Definicao 2.5. ** Uma variavel aleatoria £ tomando valores em N, é dita ser opcional

relativa a {A, }.en,, Se, e somente se, o evento (£ < n) € A, qualquer que seja n € N..

Exemplo 2.8. Sejam {G, }nen,., como no Exemplo 2.7, e £,(t) = £(¢) + 1, onde {£(t) }+>0
¢ um processo de renovagao (isto ¢, £(t) = max{n : T, < ¢}, em que T, = Y ', X; e
{Xi}i>1 forma uma sequéncia de variaveis aleatorias positivas i.i.d.). Entao, £.(¢) é uma
variavel aleatoria opcional relativa a {G,}nen,, . Para verificar isso, considerando que,
neste caso, G, C G, 41 e definindo Gy = {@, 2}, ¢ suficiente verificar que (&.(t) = n) € G,.
De fato, a inclusao ocorre desde que

&) =n)=(Et)=n—1)= (T, <t,T, >t) €G,, Vn € N.

Seja £ uma variavel aleatoria opcional relativa a { A, },en,. . A fim de elencar algumas

importantes propriedades de uma variavel aleatoria como essa, consideremos o conjunto
Ac={Ac A AN(£<n) e A, Vn},
onde o evento (£ < n) pode ser substituido por (£ = n). Conforme |7], temos que
A, =AN(E=n) €A,

A= UnGNooAn - UnENoo [(5 = n) N An]?

e, além disso:

(i) Ag € uma sigma-algebra e £ € Ag;
(ii) € A n é uma variavel aleatoria opcional;
(iii) Se &1,&, sdo variaveis aleatorias opcionais e & < &, entdo Ag, C Ag,;
(iv) Em particular, Agp, = Ae N A,,.
Exemplo 2.9. Considere a variavel aleatoéria Sg, (4)an, definida por
Sn o, sen < &(t)
Se. (t)an =
Sery > sen> & (t)

e o conjunto
gf*(t) = {G S gOO : G N (5*(1;) S n) € gna vn})

**Conforme [7], pag. 338.
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onde {S,,Gn} e & (t) foram definidos nos exemplos 2.7 e 2.8. Por (i), temos que G, () ¢

uma sigma-algebra e por (i) e (ii), que também é uma sigma-algebra o conjunto
g&(t)/\n = gE*(t) N gn7
sendo a tltima igualdade valida por (iv). Além disso, a sequéncia {Se, (t)ans Ge. (t)an fneNu
¢ uma martingale. De fato, desde que &.(t) An < &.(t) A (n+ 1), por (iiz), temos que
Ge.(t)an C Ge, ()a(n+1); desde que {S,, G, }nen.. € martingale, temos que, para cada n,
E|Se. iyan] < E[Sy] < o0

e, por fim,

E{Se.t)mmy+119e.omt = E{S(e.)+1)rm+1)|Ge.)an}

E{Sn+1|g§*(t)/\n} , Se n+ 1< 5*(0 +1
E{Sf*(t)+1|g§*(t)/\n} , se n+1> 5*(75) +1

{ E{Xn1|Gn} + E{Su|G,} , se n < &)
E{Xe,)4119c.00} + E{Se.v|Ge.y} » se n > &(t)

B E{)?n+1} +S, , se n<E&(t)
E{Xe.pe1} + Se.ry » se n>&(1)

B Sn , se n < E&(t)
Se.ry - se n>E&(t)

= Se.(t)rns

desde que )?(g*(t)H)A(nH) ¢ independente de G, (1)an, E)?z =0e Se.tyan € Ge.(yan -

2.2.2 Algumas desigualdades fundamentais

A seguir, apresentamos algumas desigualdades classicas que serao usadas no decorrer

dos nossos argumentos.

1. (Desigualdade de Burkholder) Sejam {S;, G;}1<i<, uma martingale, em que S; =
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2221 Xk, e 1 < p < co. Entdo existe uma constante C' = C'(p) > 0, dependendo

apenas de p, tal que

E{|Snl} < C(p)E

n p/2
>
=1

2. Seja S, = Y ;_, X, onde X}, sdo variaveis aleatorias quaisquer. Entéo, para todo
v € (0,1],

B{Is."} < 3 B[ (25)

3. (Desigualdade de Jensen) Seja ¢ uma fungao real convexa e X uma variavel aleatoria

integravel. Entao

Eo(X) > ¢(EX).

Com essas ferramentas, estamos aptos a provar um importante resultado de conver-

géncia que enunciamos e detalhamos na proxima segao.

2.3 Convergéncia de processos de renovacao com re-

compensa

Nesta secao, apresentamos um importante teorema que trata da convergéncia, em
distancia Mallows, de processos de renovacao com recompensa, adequadamente estabili-
zados, para uma variavel aleatoria estavel. No caso considerado, os tempos entre chegadas
e as recompensas sao variaveis aleatorias de cauda pesada. Além disso, essas sequéncias

travam entre si uma forte relagao de dependéncia.
Usaremos a notagao SEZ),
z
=32

para indicar a soma de variaveis aleatorias i.i.d. Z;, com a mesma distribuicao de Z,
aleatoriamente indexada pela variavel aleatoria £. Estamos interessados, em particular,

quando a variavel aleatoéria indexadora é um processo de renovagao

&(t) =max{n: T, <t}
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n
em que 7T, = E X; e {X;}i>1 ¢ uma sequéncia de v.a. positivas i.i.d. com média finita.
i=1

Com essa notagao, apresentamos o seguinte teorema:

Teorema 2.4. Seja Feyy a fungao de distribuigao de

(x)
v e ~ o
R

onde
cery = E()px — &V () v,

ux = EX, py, = E(Y,) e Y, uma varidvel aleatoria a-estdavel, 1 < a < 2. Suponha que,
para todo b > 0, a sequéncia { Xy }r>1 satisfaca a condigao', quando t — oo,

£(t)

1 o (1)
20 > E{IXe = Yl L, vyspiepe-omn } = 0, (2.6)
k=1
onde (X1,Y1), (Xo,Y3), -+ é uma sequéncia de vetores aleatorios independentes e Yy, Ya, - -

sao copias de Y,. Entao
da(FE(t)v Goc) iH_O)O 0, (27)

onde G, € a fungao de distribuicao de Y.
Demonstragao: Inicialmente e por simplicidade, considere py,, = 0.

(a) Defina )?j = X; — ux — Y, como no Exemplo 2.7, e observe que

2%

—
o~

~

b e o o .
Temos usado a notagao —> para simbolizar convergéncia em média.
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Logo, N
(X) (X) (Y)
Sy —E€Mux — Seiy | S

gy gla(t) | gva(r)

Desde que 1 < a < 2,
da(FE(t)v Go) < da(FS(t)v H) +do(H,Ga)

para qualquer funcao de distribuicao H. Assim, se para alguma funcao de distri-

bui¢ao apropriada H provarmos que

do(H,Gy) — 0, (2.8)

para mostrar que
t—o0

do(Fewy, Ga) — 0

sera suficiente mostrar que
da(Feg, H) 25 0, (2.9)

para a H escolhida.
)

s
Escolhamos H = G¢(y), a funcao de distribuigao de glf;?t). Desde que py, = 0 e das

propriedades de leis estaveis, temos que

57(11/) i nl/aYa,

ou, equivalentemente,

Assim, se tomarmos
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teremos que

da(Gg(t), Ga) = inf E|X -Y|*
(XgGg(z),YgGa)
S(Y) @
(1)
< F -Y,
- €V

(Y) v) ¥
B Sey S

fl/a(t) o nl/a

S N Gl
B Z gl/a(t) T pl/a (&(t)=n)

n=1

0 () ) ¢
=1 gty plfe| 0=
= 0.

Isso significa que

da(Gf(t), Ga> — 0,

0 que equivale dizer que

d
Ger) = Ga,

e isso prova (2.8). Além disso, pela definigdo de distancia Mallows, temos que

gx £ px S(Y) « S(X)
I (F < g|7&0 L P | _ | P
e s I

Assim, (2.9) estara provado (e, portanto, o teorema para o caso py, = 0) se provar-

mos que, quando t — oo,
«

({())
£t
E 120 — 0. (2.10)

(b) Afirmagao:
E|Xp|* < (2° + 1)E| Xy — Y|~
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De fato, desde que
Xy =X — px — (Y — o)

temos que
EBIXp|* < 29°E{| Xy, — Vil + |px — pv, [}
< 2°E{[X) = Yi[" + [B(Xe — Ya)|?)

< 2°E{|X) — Yi|* + E|X; — Y, |*}

= (2°+ 1)E| Xy — Yil|*,

onde a primeira desigualdade foi obtida usando-se a desigualdade cléssica |a+ b|® <
2%(Jal* + 1b|*) e a ultima desigualdade foi obtida utilizando-se a Desigualdade de

Jensen, uma vez que a fungao ¢(z) = |z|* é convexa.

Assim, se (2.6) ocorre, também ocorreréa para |)?]] no lugar de | X; — Yj|.

(c) Seja & (t) = &(t)+1. Do Exemplo 2.9, a sequéncia {Se, ()an fnen., ¢ uma martingale
com respeito a {Ge, (1)an fnen., - Isso implica que a sequéncia

Sh,
(5]
Tox n€ENeso

é também uma martingale, onde, para simplificacao da notagao, denotamos n, :=
&«(t) A n. Usando a Desigualdade de Burkholder,

S(X) @ T )N( 2 o/2 s )ZVQ a/2
E{ |2 < ¢E Zk = ¢E k
7 | < = () 2o
1 N /2 1 Nw /2
e =1 (N et
Para b > 0, escreva

)Z']? = )N(,zl _ 2-a + )N(,zl _ 2-a
(I Xk|<bn.2> ) (1 Xk |>bn. > )

e teremos

s ~ 2—« Tk ~
X2 <b*n.® n, + {X21 ~ “}.
> Xi< ,; M (R >bn2 )

k=1
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Segue que

N a/2 Ns a/2
~ 2—«a ~
E{ — X2 < EX{ —|b®n.® n,+ {X21 B o }
N, ; k n. ; AP
a/2
< E{— an* Ty a/2 4~ { 20 }
- *| | T kz (1 Xk|>bn.7)

ISP
< Py E{— Xelo1 .
= 0T {nZ{‘ H ()?k>ban>}}’

k=1

onde a tltima desigualdade foi obtida usando-se a desigualdade (2.5) por duas vezes,
jaque 0 < /2 < 1.

Assim, B
g L
E|=| b <cb*+cE X1 o 2.11
o (ST n%[' t <|)?k|>bnf2a>} (2.1)

e, fazendo n, = &,(t) An — oo, obtemos de (b) e da hipotese (2.6) que

lim E{ } < cb®.
TNy —> 00

Tomando b suficientemente pequeno, obtemos
} = 0. (2.12)

Neste ponto, observamos que apenas fazer n — oo em (2.11) nao é suficiente para

40
1/

5%

1/«
TL*/

lim E{
n,t—o00

obtermos (2.12). De fato, se deixamos n — 0o, ocorrera

(%) -
15;('5) <cb* +ck {\Xk]al
<)

<u?k|>b{s*(t>1%“>} '

Agora, fazendo t — oo, desde que &,(t) — 0o, obtemos

% |
lim B § (=) b <apr 200
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(e) Finalmente, para b suficientemente pequeno,

®)/a & ¥ e
E |S§(t)‘ _ |S*(t)_X§*(t)’
£(t) £(t)
o X‘ o v o
2 (1SS0 1" + 1 Xe0|°)
< E
£(t)
()?) « oy a
Sewl” | 1 Xewl

§) \ &) §(t)

IA
(]
ol
=
&
2
25
)
v A
+
=
N
g«
)
N——

t—o00

— 0.

Isso finaliza a prova de que vale a convergéncia (2.10) e, portanto, o teorema para o caso

/’LYQ = O

Para o caso em que puy, # 0, sejam Z; = Y; — py, e M; = X; — ux. Desde que

M;—Z; = X; — px = Yi + piy,

E|M; — Z;]* < 2°E|X; — Y;|*.

temos que a hipotese (2.6) é valida para M; e Z; no lugar de X; e Y;. Assim, desde que
1z = 0, pelo caso anterior, temos

S(M)
() da
gila(r) 2
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isto é, com o abuso de notacao,

S, \ ¢
dy, (gl/a@),Za) — 0.

Desde que d,(X,Y) = do(X + a,Y + a) para qualquer constante real a, temos que

S(M) S(X) —£(t S(X)_ ¢ 4+ /ey
da < a7 ’Za> B da < - 5( )IuX ) Ya — Ky, - da @) 5( )IUX 6 ( )#Yayya )

e (1) e (1) gt ()

donde concluimos que

SX) _ .
do ( Egi/a(t_;(t)7ya 2520,

onde cgy = E(t)px — Y () py, -

¢
Corolario 2.2. Nas condigoes do Teorema 2.4, quando t — oo, também temos
X) _
S — %0 oy (2.13)
et . '

Demonstragao: Imediata, desde que convergéncia em distancia Mallows implica em con-

vergéncia em distribuigao.

Corolario 2.3. O resultado do Teorema 2./ permanece vdlido se o processo de renovacao
for tal que os tempos de chegadas sao somas parciais de fungoes lineares de X, isto €, se

n

i=1
onde ¢;(.) € uma funcao linear, isto €, ¢;(X;) = Xi + Wi, i =1,2,---, em que {W,;}i>1
¢ uma sequéncia de varidveis aleatorias positivas i.i.d. e {n;};>1 € uma sequéncia de va-

ridveis aleatdrias positivas independentes, ambas as sequéncias independentes de {X;}i>1.

Demonstragao: Nas condi¢oes apresentadas, para )?Z =X,—ux—Yi+puy,i=12,---
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temos que a sequéncia {S,,G,}n>1 , em que S, = > X; e
Gn - 0<n17X17 Wl; }/17 Mg Xn; Wn; Yn);

¢ uma martingale. Além disso, se o processo de renovacao considerado se renova por
tempos de chegada da forma T,, = 21 +---+ Z,, onde Z; = ;. X; + W;, i = 1,--- | n,
teremos que a variavel aleatoria &,(t) = £(t) + 1 é opcional com respeito a {G, }nen... De
fato, desde que a funcao f(n;, X;) = n;X; é continua, temos que n;X; € o(n;, X;), logo,
n:X; + Wi € a(n;, X;, W;) e, finalmente,

(5*(75) - n) = (Tn—l < t;Tn > t) € ?n-

O restante da demonstracao segue fielmente a demonstracao do teorema, considerando-se
a sigma algebra G, ao invés de G,,.

¢

Teorema 2.5. Sejam {N(t)}+>0 o processo de renovagao dado em (1.11), que registra o
nimero de ocorréncias de trafego até o tempo t, e Fngyy a fungdao de distribuicdao de

(rom)
Snwy — NG

N (t)

Se F,, € Dyr(G,), entio
do(Fry, Go) =3 0. (2.14)

Demonstragao: Verificaremos que a hipotese F,, € Dyr(G,) implica que a Condigao
(2.6) é satisfeita.

(a) F,, € Dnp(G,) implica que d(F,,, Fy) < oo. Logo,
da(FTion,Fy) < 00, V.
Pelo Teorema da Representagdo, existe um par (77", }Nﬁ) tal que 7" 4

E[F" —Yi|* < 00, Vi.

Portanto, para todo b > 0, e para todo ¢« € N, temos que

£ |7 — )7; aq ~ .
{'T’ | GO }

o8

t—o0

— 0,



ja que N(t) — oo quando t — 0.

(b) Podemos considerar que os pares (7°",Y;) sio mutuamente independentes para

todo ¢ € N e, sem perda de generalidade, podemos assumir que

—~on
T

L5 Y, Vi,jeN.

=

Entao, para todo b > 0, temos que

1 ~on _ /|« ~on ~
n ZZI 3 {|Tl o 1(??n_2|>bw(t)]gﬁa) } {l i 1<I%f’"—37i>b[1v(t)}%m°‘) }

(c) Usando (a) e (b), obtemos

1 < on a B
WZ {\ e 1<IT€H_MNW%)} _

n=1 =1

o] 1 n [ ]
E{ZE E |Ti°"_Y"|a1(lff”—m>bn%w‘”) I(N(t)n)} )

[e%¢) 1 n _ — |
ZE{E‘ E !O" Klal(ﬁf"—mm%‘f) 1<N(t>=n)}:

ZE{E 7" - mal(ﬁf"%bbﬁ;;’) I(N(”:")}:

E {ZE il mal(ﬁf"—m»n%f) 1<N(t>:”>} -

E{E [T =Y 1(%;’"‘Z>b[N(t>12Wa)”:
B =YL s ) [ O
(li.on—n-l>b[N @] == )

que corresponde a Condigao (2.6).

Além disso, desde que N(t) = max{n : T, < t} é um processo de renovagao cujos
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7 onde as sequéncias {f"}i>1 € {Tiof f b1

_ n x ; — ~on of
T, = >, 7 sao definidos por 7, = 77" + 7;
sao independentes e compostas de variaveis aleatérias positivas i.i.d., o resultado segue

por aplicacao direta do Corolério 2.3.
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Capitulo 3

Convergéncia no sentido das

distribuicoes de dimensao finita

No capitulo anterior, obtivemos a convergéncia do processo de renova¢ao com recom-
pensa estabilizado, na distancia Mallows, quanto ¢ — oo, para uma variavel aleatéria

a-estavel, sob certas condigoes de regularidade.

Neste capitulo, promovemos um reescalonamento deste processo no tempo com o ob-
jetivo de obter sua convergéncia, no sentido das distribui¢oes de dimensao finita, para um

processo estocastico a-estavel.

Como uma primeira estratégia, definimos na Secao 3.2 a distancia Mallows bivariada e
buscamos relacionar convergéncia nessa métrica com convergéncia em distribuicao bivari-
ada. Discutimos a dificuldade em se trabalhar com a citada métrica e as fortes exigéncias

para se obter a relagao pretendida.

Na sequéncia, provamos o Teorema 3.5, que trata da convergéncia, no sentido das
distribuicoes de dimensao finita, do processo de renovacao com recompensa reescalonado
estabilizado para um processo a-estavel e, para tanto, utilizamos a distancia Mallows e

os resultados obtidos no Capitulo 2.

Além disso, na Secao 3.4, mostramos que o candidato natural ao processo limite é o

processo de Lévy a-estavel.
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3.1 Preliminares

Até o momento, temos trabalhado com o conceito de distancia Mallows, que constitui
uma métrica no espago de distribuigdes [3]. Essa métrica, da forma com que foi apresen-
tada no Capitulo 2, pode ser encarada como uma particularizacao da situacao apresentada

abaixo, devido a Bickel e Freedman [4].

No referido trabalho, considerou-se B um espa¢o de Banach com a norma ||.||, o

conjunto

Iy = T,(B) = {1 / P4 (dx) < 00}

para algum p € [1,00) arbitrario, onde 7 representa uma distribuigdo de probabilidade
sobre a o-algebra Borel de B, e, para «, 8 € '), definiu-se a medida

1/p
N NP
dy(a, ) = {(;gg)E X -] } | (3.1)

onde X e Y s@o vetores aleatorios a valores B tais que £L(X) =a e L(Y) = f.

Provou-se em [4], dentre outras propriedades topologicas, que

(a) o infimo (3.1) ¢ atingido,
(b) d, é uma métrica em T'),.
Foi provada, também, uma importante equivaléncia que relaciona convergéncias em
diferentes sentidos:

Teorema 3.1. Sejam o, a € I'). Entao sao equivalentes:

i) dp(an,a) = 0 quando n — oo
i) ay — a fracamente e [ |||’ an(dz) = [ [|z||” a(dz)
i) o, — « fracamente e ||z||” € uniformemente «,-integrdvel
w) [ ¢da, — [ ¢da para toda fungio ¢ continua tal que ¢(z) = O(||z|").
No que segue, consideraremos uma outra configuracao particular dessa métrica com

o objetivo de deduzir importantes resultados de convergéncia relacionados ao comporta-

mento do trafego em redes de comunicacao compostas por mais de uma fonte.
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3.2 Distancia Mallows bivariada

Considere R?, munido com a norma ||.||, dada por

Iz, )l = (2] + ly|*)Ve.
Temos que (R?,|.]]) € um espago de Banach.

Sejam « € [1,2) e o conjunto
[, =T (R?) = {F f.d. bivariada tal que /(|x|a + |y|*)F(dx,dy) < oo}.

Definicao 3.1. Para F,G € T, definimos a distancia Mallows bivariada entre as fungoes
de distribuigao bivariadas F' e G, denotada por d,(F,G), como sendo

1/a
do(F' =< inf F||X-Y]|" 2
(FG) = { it BIX YL 32
onde X = (X1, Xs) e Y = (Y1, Y5) sdo vetores aleatorios tais que X LFreYZg.

A proposicao abaixo relaciona a distancia Mallows bivariada com a distancia Mallows

das marginais.

Proposicao 3.1. Dadas F,G € T, a € [1,2), sendo Fy, Fy as fun¢oes de distribuicio
marginais de F' e Gy, Gy as fungoes de distribuicao marginais de G, entao

do(F,G) > dy(Fy, Gi) + dy(Fa, Ga).

Demonstracgao: Desde que

EI(X, V)" = EIX|* + E|Y],
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é imediato da definicao acima que

BRG) = inf BIXi—Yil"+ |Xa— Yol

(X,Y

= inf E|X;—Yi|]®+ inf E|X,—Ys|®
(X,)Y) (X,Y)

> inf FE|X; —-Yi|*+ inf FE|X;—Ys|®
(X1,Y1) (X2,Y2)

= d3(F1,Gr) + d2(Fy, Gs).

¢

Exemplo 3.1. Para F' e GG fungoes de distribui¢ao bivariadas, com distribui¢des marginais

Fy, F5 e Gy, Gy, respectivamente, temos que se F' = G,
do(F, G) = dy(F1, Gh) + dg(F3, Ga)
e, se F'=£ (G, mas F; = G e F5 = (G5, temos a desigualdade estrita

dg(F, G) > dg(Fl,Gl) + dg(FQ, GQ)

Neste ponto, observamos que é possivel garantir uma representagao para a distancia

Mallows bivariada desde que seja satisfeita a condig¢ao

inf F|X;-Y;|*= inf E|X,-Yi|* i=1,2. (3.3)
(XvY) (Xz z)

E o que nos sugere o teorema abaixo.

Teorema 3.2. Sejam FeG fung:oes de distribuicao bivariadas satzsfazendo (3.3), onde
X=(X1,Xy) = LFeyY= (Y1,Ys) = L G. Entio existem vetores X e Y, distribuidos como

F e G respectivamente, tais que

do(F,G) = (3.4)

Demonstragao: Pela Hipotese (3.3) e pela Defini¢ao 2.3, da distancia Mallows, temos

que
do(F,G) = do(F1,G1) + do(F, Ga),
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onde F; 4 X; e G; 4 Y;, i = 1,2. Pelo Corolario 2.1 do Teorema da Representacao, para

i=1,2,
dg<Fi7 Gl) = E|Xz* - Yi*|a7
onde (X7,Y;") £ F, AG;. Assim, usando a linearidade da esperanca, obtemos

do(F,G) = E[X7 =Y7[" + E|X5 - Y|

= BX7 =Yr[" + X5 - Y5[7]

E(X7 =Yy, X5 = Y9)|°

«

Y

_ EHX—?

onde X = (X7, X3), Y = (Y, Ys).

Corolario 3.1. Considere os vetores aleatorios X,, = (X7, XT) LF, eY= (Y1,Y3) LF.

Se, para i = 1,2, ocorre
(3.5)

inf E|X!'-Yj|*= inf E|X-Yi|* Vn,
(X7.Y5)

(Xnvy)
xr 2y, (3.6)
(3.7)

n—oo

entao
do(Fn, F) — 0.

Lxn mrLxe B LY e Fy 2 Y, Pelo Coroldrio 2.1 do

Demonstracao: Sejam F7
Teorema da Representacao, temos que

do(F}", Fy) = E|(X7)" = (V)%

onde
(XM (V)L FPAF, i=1,2.

1
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Da Hipotese (3.5) e pelo Teorema 3.2, podemos tomar vetores )A(n eY para os quais

«

do(F,, F) = EHX@-—?

= B|(X])* = (M)** + E|(X2)* — (Ya)*|”

- da(F{L7F1)+da(F2n7F2)

n—oo

0,

sendo a convergéncia garantida pela Hipotese (3.6).

¢

A Relagao (3.3), aparentemente natural, ndo pode ser observada sempre, como sugere
o Exemplo 3.1, numa situagao trivial. O exemplo abaixo apresenta uma familia de fun¢oes

de distribui¢ao bivariadas, com marginais distintas, onde aquela relacao é verificada.

Exemplo 3.2. Sejam F' e G fungoes de distribuigao bivariadas, F' com marginais

0, se z<a

Fi(z) = lim F(z,y) = p1, se a<z<b
1, se x>0
e
0, se y<c
Foy) = lim F(z,y) = ¢ p2, se c<y<d ,
1, se y>d

e G com marginais GG; e G5, dadas por

0, se z<e

Gi(x) = le G(z,y) =< q se e<xz<f
Yy [o¢]
1, se x> f
e
: 0, se y<g
G = lim G(x,y) = .
2(y) = lim G(z,y) {L e ¥ g

Considere, ainda, que
F(z,y) = Fi(z).Fa(y) e G(z,y) = Gi(2).G2(y).

66



Considere uma estrutura de dependéncia qualquer entre os vetores X e Y, expressa na

tabela abaixo

Y | (e,9) (f.9)
X
(aa C) Bl 52
(CL, d) 53 64 ’
<b7 C) ﬁf) ﬁ6
(b> d) 57 58
ondeos 3; > 0,7=1,---, 8, satisfazem as relacoes
B1 + B2 = pipa; (3.8)
B3+ 1= p1(1 = p2), (3.9)

Bs + Bs = (1 — p1)pe,
Br+ Bs = (1 —p1)(1 — p2),
P+ B+ Bs + Br = q, (3.10)

Bo+Bs+Ps+Bs=1—¢q

8
St
i=1
Nestas condigoes, podemos escrever, em funcao de 31 e (33,
E|X; —Y1|*=(A—=B)(61+ 53) + Bp1 + |b —e|“q¢ + |b — f|*(1 — q), (3.11)

onde

A=la—e|*—|b—e|®
B=la—fl*—|b—f°
Avaliando (3.11) sobre todos os vetores (X,Y) tais que X LFeYZG, temos que

inf BIXi - i* = nf (A= B)(Bi+8) + By +[b— e+ b (1~ )

( B1+PB3

= (A-B) rﬁn%x{ﬁl + B3} + Bpy + |b—e|®q+|b— f|*(1 - q).
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Das relagoes (3.8), (3.9) e (3.10), obtemos
max{f: + B3} < p1 A g (3.12)
B1,83

e, desde que A < B, obtemos que

nf B|X, = i[" 2 (A= B)py Aq+ By + o= el + b= f1"(1— o).

Por outro lado, avaliando (3.11) sobre todos os vetores do tipo (X1, Y7) tais que X, A
FieY; £ (G1, pelo Teorema da Representagao, obtemos que

inf | B|X = Yi[" = B|X; — Y|

(X1.11
onde (X7, Y7 £ Fy A Gy. Desde que Fy e Gy sio conhecidas, obtemos
P(XT =a,Y =€) =p1 \g,

P(X{=0Y"=¢€)=q—pi g,

PX{=bY'=f)=1-pi—q+piNg

P(X{=aY=f)=p—p1 /g,

donde obtemos

()}nﬁ)E\Xl —Y1|*=(A=B)p1 Aq+ Bpi +|b—e|®q¢+|b— f|*(1 - q).

Assim, concluimos que

inf E|X1 — Yi|a Z inf E|X1 — }/1|a
(X7Y) (Xl’Yl)

nesse caso. Analogamente, conclui-se que

inf E|X2 — Yg‘a > inf E|X2 — Y2|a,
(X,Y) (X2,Y2)

onde X, iFg ngiGg.
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Exemplo 3.3. Nas condigoes do Exemplo 3.2, vemos que
dZ(Fu G) > dg(‘Flv Gl) + dZ(F% GQ)

Se considerarmos vetores X e Y cuja estrutura de dependéncia seja tal que 5143 = p1Aq
e f5 = (1 — p1)p2 A q, é possivel observar que, de fato, vale

d*(F,G) = d*(Fy,Gy) + d°(F, Gs)

neste caso menos trivial.

3.3 Convergéncia no sentido das distribuicoes de di-

mensao finita

Como subproduto da discussao iniciada na tltima segao, apresentamos condigoes ca-
pazes de relacionar a convergéncia em distancia Mallows bivariada com a convergéncia

em distribuicao.

Teorema 3.3. Considere os vetores aleatdrios X,, = (X7, X) e Y = (Y1,Y3). Se, para

todo n,

inf E|JX"—Y)|*= inf E|X"-Y)|*, i=1,2, (3.13)
(X,Y) i,Yi
e X022 Y; i =1,2, entio
F,%F

ondeXnane YLF.

Demonstragao: Segue do Corolario 3.1 a convergéncia em distancia Mallows bivariada
do(Fp, F) — 0

e, do Teorema 3.1, a convergéncia em distribuicao, desde que convergéncia fraca é equi-

valente & convergéncia em distribuicao em espagos de dimensao finita.

¢

A partir de agora, estaremos interessados em capturar o comportamento limite, em

distribuicao, de sequéncias de vetores aleatérios cujas entradas sao somas aleatoriamente
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indexadas. Considerando que a Hipotese (3.13) é muito forte para os nossos propositos,
utilizaremos uma outra estratégia para obtencao da convergéncia em distribuicao. Para

tanto, invocamos o classico Teorema de Cramér-Wold, que diz:

Teorema 3.4 (Cramér-Wold). Sejam X,, = (X7, X5, , X?) e X = (X1, Xo,--+, Xy)
vetores aleatorios k-dimensionais. Entao

X, -4 x

se, e somente se, para todo (t1, to, -+, tg) € R¥, ocorre
k k
STuxr -5 Y ;.
Jj=1 J=1

Recuperando a notagao® utilizada na Segao 2.3, seja F¢(s) a funcao de distribuigao de

() ~ Ce(s)
— Vi, 3.14

em que X, X1, Xy, -+ sdo variaveis aleatorias i.i.d. com média puy, £(s) = max{n : S, =
S Xy < st ey = E(s)ux — EY2(s)py, e py, € a média de uma variavel aleatoria
a-estavel Y,, a > 1.

Ao promovermos uma mudanga de escala temporal em (3.14) por meio de um fator

de agregagao t > (0, damos origem ao processo

S —c
&(s) _ PlEGs) [£(s)t]
A (3.15)

onde |z | representa o maior nimero inteiro menor ou igual a z.

Proposicao 3.2. Se, quando s — oo,

entao, para cada t > 0, quando s — o0,
Yf(S) &) Ya(t>7

e Yo (t) £ t1/oY,.

*Afim de tornar a notagdo menos carregada, denotaremos Sg(y) := Sg(ég
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Demonstragao: Como

<o) _ Slewn = clecon L€Y" _ <L€(s)tJ>l/aY
t ] () o

Quando s — o0, temos, por hipotese, que

o que faz com que

e desde que

obtemos
Y;ﬁ(é’) &} tl/aYa.

Finalmente, denote por Y, (t) a variavel aleatoria limite.

¢

Para o processo reescalonado dado em (3.15), obtemos o seguinte resultado de conver-
géncia no sentido das distribuicoes de dimensao finita.

Teorema 3.5. Suponha que, para todo 6 > 0, a sequéncia {Xy}r>1 satisfa¢a a condigao,

quando s — 00,

£(s)
—1 o (1
£(s) Z E{| Xy, — Yil 1(|Xk—Yk|>5[§(5)}(2*<¥)/2a)} — 0, (3.16)
k=1
onde (X1,Y1), (Xo,Y2),--- éuma sequéncia de vetores aleatorios independentes e Yy, Yo, - - -

sao copias da varidvel aleatoria a-estdvel Y,. Entao ocorre a convergéncia
s s s d
(th( )7Y;§( )a T 7Y;t§( )) — (Ya(t1)7Ya(t2)> e ’Ya(td))’ (317)
quaisquer que sejam 0s numeros reais ti,ty, - -+ tq, onde Yy (t) < ti/ey, .

~ . e e . . b
Demonstragao: Consideremos, inicialmente, o caso d = 2. Sejam a, b € R, e F" e

G?{f’tg as fungoes de distribuigao das variaveis aleatorias
ROAREG
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aYa (tl) + bYa (tg) s

respectivamente. Usando a defini¢ao de distancia Mallows e a desigualdade cléssica
2+ gl < 2 (al? + lyl?), (3.18)
valida para quaisquer niimeros reais x e y sempre que p > 1, obtemos
da(Fih,. Git) < ElaYS® 4 0YEY — (aYa(h) + bYa(te)) |

= Ela(Y]® = Ya(t1)) + b(YEY — Yo (b))

< 2l B - Yol + bl EIYEY — V(b))

= 2 (o Py P + M P Fro ) -

onde a ultima igualdade advém do Teorema da Representacao. A Condi¢ao (3.16) nos
permite utilizar a Proposicao 3.2, que garante a convergéncia

d ( t1,t27 Gt1 tQ) — 0
quando s tende a infinito, na medida que faz com que
dg(Fni@,Fya(ti)) %0, i=1,2.
Dessa forma, para quaisquer a, b € R,

aY S 4 by L aY (1) 4 bYal(ts).

quando s tende a infinito. O Teorema 3.1 nos garante que a convergéncia acima implica

na convergéncia em distribuicao
aYE W 1 bVES) L aY, (1) + bYa(ty)
que, por sua vez, é equivalente a

s s d
(Vi YE9) =5 (Ya(t), Ya(ta)),
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sendo esta ultima conclusao garantida pelo Teorema 3.4.

Para o caso geral, basta utilizar o principio da inducao finita e obter que, para p > 1,

vale a desigualdade

p

9(d=1)(p—1) |a |p+22(d J+1)(p—1) |a]|p
71=2

2

onde {a;, j = 1,---,d} C R, e usé-la no lugar da desigualdade (3.18) se valendo do

mesmo argumento utilizado na demonstragao do caso d = 2, com as devidas adaptacoes.

¢

Observamos, neste ponto, que ha uma importante relacao de dependéncia entre as
entradas do vetor limite obtido no Teorema 3.5. Isso devido ao fato de que (Yf(s)7 Yo (t)) <
Fyt§<5> AFy, ). Na proxima secao, caracterizaremos esse processo limite como o movimento
de Lévy a-estavel.

3.4 Caracterizacao do processo limite

Na secdo anterior, consideramos o processo Y4 definido por

S —c
t 51/(1(5) v ( )
em que S, = Y - X;, tal que X;, i = 1,---,n sdo varidveis aleatoria i.i.d. com média

tx, {€(s)}s>0 ¢ um processo de contagem dado por
£(s) = max{n: S, < s}

e ce(s) = E(8)ux — EY%(s)py, onde Y é uma varidvel aleatoria a-estével, 1 < a < 2.

Provamos, no Teorema 3.5, a convergéncia desse processo, no sentido das distribuicoes
de dimensao finita, para um processo estocéstico a-estéavel, desde que satisfaga a condigao

tipo Lindeberg (3.16). Denotaremos essa informagao assim:

Y EALY Z(t), s— oo.
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Nesta segao, provaremos que o processo {Z(t)}>0 ¢ o m.L.e. Esse é o contetido do

Teorema 3.6.

A intuicao para a obtencao deste resultado surgiu ao se fixar ¢t = 1, o que faz com que
(3.19) torne-se
Ses) — €
yEe _y, o= £(s) — C(s)
1 £(s) ela(s)

e ao considerar {£(s)}s>0 um processo de renovagao.

Inicialmente, observamos que, se os tempos entre renovagoes possuem segundo mo-
mento finito, os incrementos do processo de renovagao com recompensa {Se) }e0, @ prin-

cipal componente do processo Y¢(s), apresentam fun¢ao de autocovariancia nula.

Proposicao 3.3. Suponha que EX? < co. Entdo, para h > 0,

cov(Se(t)s Se(t+n) — Sery) = 0.

Demonstragao: Como, por definigao,

cov(Se(t), Se(trny — Se(ry) = E{Set)[Setrn) — Sew)} — E{Sey FE{Setrn) — Sew }

o resultado da proposi¢ao seguira se provarmos que

E{Se)[Set+n) — Sew))} = E{Sey }E{Se(t+n) — Sew) }- (3.20)

Defina
A= Sg(t) [Sg(t+h) - Sﬁ(t)]'

Temos que'

A = Z {Sk[sf(t-i-h) - Sk]l(f(t)=k’)}
k=0

=y {Sk1<g(t)k> LZ Xj1<5(t+h>zj)] }

k=0 =k+1

TSe f(t + h) = 0, entao (Sf(t—i-h) — Sk)l(g(t)zk) =0.
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Considere a o-algebra F,, = o(X1, Xo, -+, X,,). Temos que

EFA = FE {Z [Skl(g(t)zk) < Z le(i(t+h)>j)>] }

k=0 j=k+1

k=0

Sklewy=r) ( > le(é(t+h)>j)>]

j=k+1

Sklig(ty=r) ( > Xj1<s<t+h>>j>>

j=k+1

)

onde a tltima igualdade é obtida do fato que as varidveis aleatoérias 1ie—k) e Sy sao

8

Z Xil(ett+n)>j)

j=k+1

= E{Skl ct)=k)
0

k=

Fj_1-mensurdveis. Além disso, como 1(g4n)>5) € também F;_;-mensurdvel e como X é
independente de F;_;, segue que

j=k+1

= Z E {Skl(g(t)zk) Z Lietsm=n B [X;] ]'_j—l]}

k=0 j=k+1

= EXZE{Skl(E Z 1 t+h>])}

k=0 ]k+1

Silew=r) Y 1(5(t+h>>j)”

j=k+1

Afirmacao 3.1. F = E[§(t+h) — E()]E[Sew)

> (Skl(at):k) > 1(5<t+h>zj>>

k=0 =k+1

1)



Segue, por meio da afirmacio acima e usando a Equacao de Wald*, que

FA = EXFE[E(t+h)—&(1)]E[Sew)
= {EXE[{(t+h)] - EXE[§(t)]} E[Sew)
= {E[Sc4n) — ElSew]} ElSew)]

= ElSew]ElSewin — Sew]-
Assim, ficara estabelecida a Equacdo (3.20) se provarmos a Afirmagao 3.1.

Prova da Afirmacao 3.1:

i(skla Z 1 t+h>])] — E{E

k=0 j=k+1

E

> <5k1<5<t>:k) > 1<§<t+h>>j)>

k=0 j=k+1

gl
gl
)}

Siliet—r Z Le(ern)=))

j=k+1

E {
k=0

sendo a tltima igualdade valida por Sy ser Fj- mensuravel.

E (1(5 )=k) Z Lg(+m)>5)

j=k+1

Desde que

Lig)= Z Lerny>i) = Lew=r Z Lis;<t+h)

j=k+1 j=k+1

= Lew=r Z L(s;-Su<t+h—s1);
j=k+1

fA classica Equacdo de Wald diz respeito ao valor esperado de uma soma de varidveis aleatorias
i.i.d. indexada por uma varidvel aleatoria opcional que é um tempo de parada com momento finito.
Precisamente, diz que se N é um tempo de parada com EN < oo e Y = {¥;};>1 é uma sequéncia de
variaveis aleatoéria i.i.d. com média finita, entao Zfil Y, = EN.EY;.
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temos que

{1(5

Z Lig(t+n)=j)

j=k+1

7|

—k) Z L(s;—s,<t+n—5y)

j=k+1

g

o0

Lew=r) >, B (Lis,—si<tin-sy)

j=k+1

onde a ultima igualdade se justifica pela Fi-mensurabilidade de 1 ;- e devido ao fato

de a variavel 1(s; s, <t1n-s,) ser independente de F.

Como
Lew=r) Z E(l(sj—skgwrhfsk))
J=k+1
temos que

{ Z Liet+n)=j)

Jj=k+1

Ligqry

Lew

0

0

k>Z

(S;— Sk <t+h—S5)

j=k+1

k)Z (S; <t+h)
j=k+1

k)z £(t+h)>7)
j=k+1

k)ZP (t+h)—&(t) = 1)

Lewy=m B [£(t + R) — &(1)]

} L B+ 1) — )
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e isso implica que

Z <S’f1(§(t)=k> Z 1(£(t+h)2j))] = E{Z

k=0 j=k+1 k=

E

gll

SpE (1(s<t>=k> D Leanyzi)

j=k+1

o

= F {Z (Skl(g(t):k)E[€(t +h) — f(t)])}

k=0

= E[(t+h)—€@)E {Z (5k1<§<t>:k>)}

k=0

= E[(t+ h) — E()]E[Se)-

Isso encerra a prova da proposicao.

¢

Essa informacao nos motivou a pensar que os incrementos do processo de renovacao

com recompensa estabilizado {Ye(s)}s>0 poderiam ser independentes.

Ainda que as contas apresentadas para provar a Proposicao 3.3 pudessem ser adaptadas

para provar que

E{Ye(o) [Yesrn) — Yeo)ly = E{Ye(s) FE{Ye(srn) — Yeo) | (3.21)

esse fato nao seria suficiente para garantir, no caso em que as contribui¢bes & soma
apresentam cauda pesada com indice caudal 1 < a < 2, que os incrementos desse processo
sejam independentes.

Incrementos independentes seriam desejaveis uma vez que, se assim pudessem ser
observados, poderiamos caracterizar o processo limite, no sentido das distribuicoes de

dimensao finita, como o movimento de Lévy a-estavel.

A fatoracao sugerida pela expressao (3.21), apesar de insuficiente para caracterizar a
independéncia dos incrementos, fez com que pensassemos na possibilidade de fatoragao
da funcao caracteristica de um vetor de incrementos daquele processo. E isso, sim, seria
suficiente para caracterizar a independéncia das variaveis aleatoérias que constituem as

entradas desse vetor.
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De uma maneira geral, para um vetor aleatorio X = (X, Xo, -+, Xy) qualquer em

R?, considere ®x(.) sua fungao caracteristica, dada por

Oy (0) = Eexp{i(0.X)} = Eexp{i ¥  0:Xy},

onde 6 = (01,05,---,0;) € R®. E bem conhecido que a fatoracdo da funcdo caracte-
ristica ®x no produto das fungoes caracteristicas ®x,, ¢ = 1,2,--- ,d, constitui-se num
importante critério de independéncia entre as varidveis aleatérias Xi, Xo, -, Xy, que

constituem as entradas do vetor X. Usaremos esse fato nos nossos argumentos.

Voltando ao caso mais geral definido no inicio desta secao, desejamos perceber a relagao
de dependéncia subjacente ao processo de incrementos do processo (3.19), definido por

£(s) . Ole)t] — Cles)t]
VA o) t>0. (3.22)

Esse processo permite a observagao das trajetorias do processo Y¢(s) sob um reescalona-

mento no tempo, uma espécie de janela de tamanho t.

Provaremos que, quando s — 00, o processo dado em (3.22) convergira, no sentido
das distribuigoes de dimensao finita, para o movimento Browniano (caso a = 2) ou o

movimento Lévy a-estavel (caso 1 < a < 2).

Teorema 3.6. Seja Z := {Z(t)}+>0 0 processo a-estdvel limite tal que
v I 2,

quando s — 0o. Entao, o processo Z € o movimento Browniano, se a = 2, ou o movimento

de Levy a-estdvel, se 1 < a < 2.

Demonstragao: Desde que
Z(t) = lim Y

§—00

¢ a-estavel e Z(0) = 0, para que seja Z o movimento Browniano ou o movimento Lévy

a-estéavel, resta provar a independéncia dos seus incrementos.

Sejam 0 < t; < ty e considere o vetor Y = (Z(t1), Z(ts) — Z(t1)). Desejamos saber
se as variaveis aleatorias Z(t1) e Z(t2) — Z(t1) sdo independentes. Isso ocorrera se, e
somente se, conseguirmos fatorar ®y(.,.), a fungao caracteristica do vetor Y, no produto
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das funcgoes caracteristicas das suas entradas. Ou seja, se
Dy (0) = Pz(11)(01)-P (1) 211 (02),

qualquer que seja 0 = (6y,6,) € R2.

Para tanto, considere o processo dado em (3.22). Para cada s > 0, temos que

o
0oy € g () 0,0 £(s)
E{ez(e1 B2)Ye ™ gifYry } = E{E e 2)51/“(5‘).6102}@2 L(le(syta )= k)}
k=0

= i(01-02) SE=h g v €(o)
= ZE{e O o 1(L$(s)t1Jkr)}

2(9 —0 )Sk% i &(s) |
B {e P ags) o2V, Lite(syta)=k) | Fle(s)ta) }

= i(01-02) S g,y ]
= > E{1(ewu=nE le GRG0 Fles)t] }
k=0 i
desde que 1(L§(S)t1 G fg(s Yer |-
Além disso,
E [6 (O s ﬂs(s)tlj -

[e.e]
. S —c . -

m=0

F Lmtlj] 1(5(s)=m>} =
)

)
ﬂmtlj] }
Smiy] *Sk}

Substituindo-se na expressao anterior, onde tornam-se exp{wl%} € Flmn| € explify—"37

o0 c S -5
Z c L Clmtg] Sy ., Slmtg) Sk
{ (&(s) m)e (91792)7711’@/0‘ .67192 ml/i 2 [6191 mll;a .6192 m%/"‘

m=0

Sk=Ck

. Cl . Sk . m
{1<s<s>:m)e‘“91 ey [6”%&/& 0T

NE

0

3
I
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independente de F,,;,|, obtemos

4 ) oy & 9, Sk=c i00 (ym_ Sk
E {61(91792)1/51 .62921/52 } — E {1( 5(5 tlJ k) Z l kl/akE (6 92(}/;2 ,:1/(5)):| }

=0

o0 Sk—ck 0 Yg(s) Sk ok

= 3 B {1 e O (O
k=0

I
=

e £(s)_ Sp—cp
1/ 7’92()/75 T /a )
E ()1 |=k)€ U(s)E( 2 gl/ogy)

k=0

Il
&

6

S c S c
Sle)t ] ~Clee)ty ] i6s Y§<s> L&(s)t1 ] ~ClE(s)tq ]
{ gt/a(s) E {e ( gt/e(s) )} }

= F

ezelyﬁ(é } { 102(Y5(6 Yfl(é))}

Como essa tltima igualdade é valida para todo s > 0, fazendo s — oo teremos, no
limite,
E {ei(91792)Z(t1)'e’iGQZ(tQ)} —_ E {eiglz(tl)} E {eiez(Z(tQ)fz(tl))} )

Portanto,
@y(@) = E€iG'Y

— F {ei[elz(t1)+92(Z(t2)—Z(t1))}}
_ E {ei(91—92)Z(t1)‘e’iOQZ(tg)}
- E {€i91Z(t1)} E {6i92(Z(t2)—Z(t1))}

= ®z0)(01)-Pr(ty)—z(11)(02),

e isso finaliza a prova do teorema.
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Capitulo 4

Teorema de Donsker para o movimento

de Lévy a-estavel

No capitulo anterior, provamos a convergéncia do processo de renovagao com recom-
pensas reescalonado e estabilizado, no sentido das distribui¢coes de dimensao finita, para
um processo a-estavel e que esse limite é o movimento Browniano ou o movimento Lévy

estavel, a depender se a =2 ouse 1 < a < 2.

Uma vez que a convergéncia no sentido das distribui¢oes de dimensao finita nao é
suficiente para garantir a convergéncia fraca de processo estocastico, discutimos, neste
capitulo, condi¢oes de regularidade sobre um tipo particular de processo suficientes para
que essa implicacao aconteca.

Na Secao 4.1, apresentamos o Teorema de Donsker, que trata da convergéncia fraca de
processos envolvendo somas parciais de variaveis aleatérias para o movimento Browniano
quando as contribuicoes a soma sao variaveis aleatoérias i.i.d., que possuem média zero e

segundo momento finito.

Na segao seguinte, provamos o Teorema 4.6, que generaliza o Teorema de Donsker na
medida em que fornece a convergéncia fraca do mesmo processo para o movimento de
Lévy a-estavel, sem a exigéncia de segundo momento finito sobre as variaveis aleatérias

que alimentam a soma parcial.
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4.1 Preliminares

Seja 2 := (€, ||.||) um espago métrico qualquer, munido de uma o-algebra, isto é,
(Q, F), onde F é a o-algebra de Borel, gerada pelos conjuntos abertos de 2. Uma medida
de probabilidade P sobre F é uma fun¢ao conjunto nao-negativa, o-aditiva e satisfazendo

PQ) = Plg = 1. Para uma func¢ao f qualquer, estamos utilizando a expressao

Pf:/ﬂfdP

para denotar a integral abstrata de f ponderada por P e, se, em particular, f for uma

funcao do tipo indicadora, isto é, f = 14, onde A € F, denotamos

P14 = PA.

4.1.1 Convergéncia fraca e tightness

Diremos que a sequéncia de medidas de probabilidade {P, },>; converge fracamente
para a medida de probabilidade P e denotaremos por

P,=P
se, para toda funcao real f continua limitada, ocorre

P.f— Pf.

Diremos que duas medidas de probabilidade P; e P, sobre F coincidem se P f = Py f,
para toda funcao real f continua e limitada*.

Uma medida de probabilidade P em (2, F) é dita ser tight se para cada ¢ > 0 existe
um conjunto compacto K tal que PK > 1 —e. Essa é uma nocao fundamental quando se

deseja tratar de convergéncia fraca de processos.

*Esse é o Teorema 1.2 de [5], pag. 8.
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4.1.2 O espaco D

Seja D = D|0, 1] o espago de fungoes reais x sobre [0, 1] que sdo cadlag’. Existe uma
métrica d° que torna (D,d°) um espago métrico completof. Para definir d°, sejam A a
classe de aplicagoes continuas e estritamente crescentes de [0, 1] sobre si mesmo e A uma
fungao nao decrescente sobre [0, 1] satisfazendo A(0) = 0 e A(1) = 1. Considere

Alt) = Als)

lo
g r_

[A]” = sup
s<t

e, finalmente, defina
d” = inf {|IA"V |z = yAll},

em que ||z|| = sup|z(t)| < oo.

O espago D é o espago de fungoes que admitem descontinuidades do primeiro tipo e é
o espago natural para se analizar processos estocasticos que possuem trajetérias descon-

tinuas.

No espago D, para 0 < t; <ty < --- <t <1, definimos a projecao natural m,..,, de
D sobre R* da maneira usual

7Tt1~~~tk('r) = (x(t1>7 T 7x(tk>>'

Para uma medida de probabilidade P definida sobre (D, D), onde D é a o-algebra dos
Borelianos de D, denote por T o conjunto dos ¢t € [0, 1] para os quais a proje¢ao m; é
continua, exceto em pontos formando um conjunto de medida P nula. As projecoes my e
71 sado sempre continuas e, para t € (0,1), m; é continua se, e somente se, x é continua em

t. Segue que t € Tp se, e somente se, Pz : z(t) # z(t—)] = 0.

Desde que o conjunto Tp contém 0 e 1 e ¢, pelo menos, contavel®, decorre do Teorema

TFuncoes cadlag sao continuas & direita e tem limites & esquerda.
fConforme [5], Teorema 12.2, pagina 128.
$Conforme [5], pagina 138.

84



da Aplicacao’ que
P,=P

implica

~1 -1
Pnﬂ-tl---tk = Pwtl__.tk,
para quaisquer que sejam ty,--- ,tx € Tp.

Mas a reciproca nem sempre é verdadeira! Para um contra-exemplo, veja [5]. Con-
tudo, condigoes de regularidade sobre {P,},>1 podem garantir a convergéncia fraca da

sequéncia, como sugere o teorema a seguir.
Teorema 4.2. Se {P,},>1 € tight e se ocorre ina,l,,tk = Pwt:,l,,tk sempre que ti,--- ,t, €

Tp, entao P, = P.

Demonstragao: Conforme [5], pagina 139.

¢

Seja P a distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéria X e escreva T'x no
lugar de Tp. A fim de se obter a convergéncia fraca de um processo estocastico definido
em D, o teorema abaixo sugere uma maneira alternativa de se buscar a regularidade acima

citada.

Teorema 4.3. Suponha que
(X X)) =n (X, X))

para pontos t; € T'x, que
X1 —X16=6-00

TPara Se S espagos métricos, munidos das o-dlgebras S e S /, respectivamente, se h é uma aplicagao
mensuravel com respeito a essas duas o-algebras, entdo, cada medida de probabilidade P sobre (S,S)
induz sobre (S, S") uma medida de probabilidade Ph~!, definida de maneira usual por

PhY(A) = P(h ™' A).

O Teorema da Aplicagao diz que se o conjunto Dy, € S, dos pontos de descontinuidades de h, for P-nulo,
entao a convergéncia fraca de uma sequéncia P, pode ser transferida para a sequéncia de medidas de
probabilidade P, h~!, induzidas pela aplicacao h.

Teorema 4.1 (Teorema da Aplicagdo). Se P, = P ¢ PDy, =0, entdo P,h~! = Ph™1.

Para mais detalhes, consulte [5], paginas 20 — 23.
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eque, parar <s<t,n>1el>0,
BlIXY — XPPPIXT = XP1°) < [H(t) — H(r)]*?, (4.1)

para algum 8 >0, algum o > 1/2 e alguma fungao continua H que seja nao descrescente
sobre [0,1]. Entao
X"=, X.

Demonstragao: Conforme |5, pagina 143.

4.1.3 O Teorema de Donsker

O Teorema de Donsker, apresentado a seguir, constitui-se num refinamento do Teo-
rema do Limite Central por provar convergéncia fraca de distribui¢oes de somas parciais
aleatorias. Basicamente, dada &1,&,, -+ uma sequéncia de variaveias aleatorias i.i.d. de
média 0 e variancia finita ¢? definidas num mesmo espago de probabilidade (Q, F, P),
considera-se a sequéncia de somas parciais normalizadas S, /o\/n e constroi-se a fungao
aleatoria X", definida em cada ¢ € [0, 1] como

XP(0) = == S) + (08 = [nt]) =€y (), (42)

que faz uma espécie de comunicagao linear entre os pontos das trajetorias de S, /o+/n,
quando este processo é observado através de uma janela de tamanho 1.

Teorema 4.4 (Teorema de Donsker 1). Se &1,&s, -+ sdo i.i.d., com média O e varidncia

finita 02, e se X™ ¢ a fungdo aleatdria definida em (4.2), entio
X"=, W,
onde W € a medida de Wiener.

Demonstragao: Conforme [5], pagina 91.

¢

No teorema acima, W é a funcao aleatéria que possui medida de Wiener como sua
distribuigao sobre C' = C[0, 1], o espago de fungdes continuas definidas em [0, 1]. Desde
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que C C D, a aplicacao identidade i : ¢ — D & continua ¢ W e W~! tém as mesmas
distribuigoes finito-dimensionais (ndao faremos distingao entre W e W), o Teorema 4.3
permite a obtencao de um resultado analogo ao do Teorema 4.4 para fungoes aleatorias

em D.

Teorema 4.5 (Teorema de Donsker 2). Se &1,&s, -+ sdo i.i.d., com média 0 e varidncia

finita 02, e se X™ € a funcao aleatdria definida por

X(w) = U—lﬁswj (). (4.3)

entao
X" =, W,

onde W é a medida de Wiener.

Demonstracao: Conforme 5], pagina 147.

4.2 Extensao do Teorema de Donsker

Nesta secao, pretendemos eliminar a hipdétese sobre a finitude do segundo momento
das variaveis que alimentam a soma que aparece no processo considerado no Teorema de
Donsker. Faremos isso motivados pelo fato de que distribuicoes estaveis satisfazem uma
importante relagao envolvendo momentos, também satisfeita pelas distribui¢oes envolvi-
das no referido teorema sem, no entanto, possuirem o segundo momento finito quando
0<a<?.

Com efeito, considere X, X, Xo, -+ variaveis aleatorias i.i.d S,(1,0,0) e
S, =X +---+X,.
Da propriedade da soma de leis estéaveis!, temos

S, ~ S.(n'*,0,0). (4.4)

IEssa propriedade diz que se X; e X5 sdo varidveis aleatorias independentes, X; ~ S, (04, Biy i), &=
1,2, entdo X; 4+ Xo ~ Su(0, B, 1), onde o = (o + o)/, B = % e p = p1 + pu2. (Conforme
1 1
[20]).
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Se X ~ S,(,0,0), da propriedade (1.2), podemos tomar uma constante c,(c’') tal que

/

(E{IX]* DY = cala

),

para todo o’ € (0, ). Assim, para S, como em (4.4), temos
B{IS,|" } = ci(an /e,

onde cz(o/) é uma constante. Dai, para ny < n < ns, temos que

E(1Sn, = Sul® S0 = Sm ) = E[Sn, — Sul® B[Sy — Sy |*

!

(2(0))?(ns — )2 /%(n — ny )/,

uma vez que S,, — S, e S, — S, sdo independentes.

Seja 1 < a < 2. Considere o processo Y™, dado por

n SL”tJ (w)
V' (w) = — i (4.5)
onde S,, = Z?:l X, e as variaveis aleatorias X, X1, Xs, -+ sao i.i.d. Fx, com EFX = 0.

Proposicao 4.1. Seja Y o processo definido em (4.5) e Y, uma varidvel aleatoria es-
tritamente a-estdvel com distribuicao Fy,. Suponha que

do(Fx, Fy,) < 0. (4.6)
Entao, para k =1,2,---, ocorre, quando n — 00,
(VLYoo V) =5 (Ya(h), Ya(ta), -+ Ya(ti),
onde Y, (t) £ t1/°Y,.

Demonstragao: A hipotese (4.6) é equivalente a condigao (2.4), hipotese do Teorema

2.3, que garante a convergéncia
STL da

Y Y.
Assim, quando n — oo,
S Sin e
) _ St ()T doy ey (4.7)
nl/a Ln” 1/ n
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Denote
Y, (t) == tYY,.

Fa17a27"' Ak a1,a2, 0k

oty ta b € Gy L F, respectivamente, as fungoes de distri-

Sejam aq, a9, -+ ,ar € Re

buicao das variaveis aleatorias

k
n
> 4]
j=1

k
Z a;Ya(t;).
j=1

Considerando que

[0

k
>4
j=1

k
< 2(k—l)(a—1) ’al|a + Z 2(k—j+l)(a—l)|aj’a’
=2

obtemos, usando a definicao de distancia Mallows, que

«

k k

> Y = aYa(t)

j=1 j=1

da<Ffllya2,"'7‘lk Ga17a27"'7ak) < E
fe =

n,t1,la, g bty g

Yt;l - Ya(tj)

k
S 2(k—1)(a—1)|a1|aE ’)/Zf i Ya(tl)‘a + Z 2(k—j+1)(a—1)|aj|aE
7=2

k
_ 2(k—1)(a—1) |a1|ad3(FY£ , FYa(t1)) + Z 2(k—j+1)(a—1) |aj|oédg(Fytr;, FYa(tj))7

j=2
onde a tultima igualdade advém do Teorema da Representacao.

Por (4.7), temos que
}/t?; &)Ya(tj)a ] =12, ’k'
Logo,
da(Fahaz,---,ak al,azf'"ak) =20.

Nyttt Ttttk
Isso é equivalente a dizer que
k

k
> ayy o > aYalty),
j=1

J=1
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que implica em
k k
n d
Zan;j — Zana(tj).
7=1 J=1
Assim, pelo Teorema 3.4, concluimos que

n yn n d
(Y;17}/tz?'” 7}/tk) — (Y(X(tl)’Ya(t?)"” 7Ya(tk))'

¢

O teorema abaixo constitui-se numa extensao do Teorema de Donsker. Nele, elimi-
namos a hipotese de segundo momento finito das contribui¢oes & soma do processo Y™,
na medida que permitimos que essas variaveis aleatorias possam frequentar o dominio de

atragao de uma variavel aleatoria a-estavel, 1 < a < 2.

Teorema 4.6 (Extensdo do Teorema de Donsker). Fize a € (1,2). Sejam Xy, Xo, - -
varidveis aleatorias i.i.d., com EX, = 0, e Y, uma varidvel aleatoria estritamente «-
estdavel . Suponha que

da(FXI,Fya) < Q.

Entao o processo Y™, dado por

€ tal que
Yn :TL—)OO LOU

onde L, € o movimento de Lévy a-estdvel.

Demonstragao: (a) Pela Proposi¢ao 4.1, temos a convergéncia, no sentido das distribui-

¢oes de dimensao finita, para o movimento de Lévy a-estavel.

(b) Como ocorre

de (Fyqy, Fya—s) < EY(1)-Y(1-96)"

temos que



Isso implica, pelo Teorema 3.1, em

V(1) -Y(1-6) -0,

quando 6 — 0.

(c) Fixado n, para 0 < t; <t <ty <1, teremos

Sy Siany

nl/a nl/a

Snta) Ot
nl/a nl/a

E(yy =YY =Yi") = E(

1

= 772 L Stnta) = St |” B[Sty = Sty |”

= ﬁ(d;(al))?(tntﬂ — L”tJ)a//a(LntJ . LntlJ)a//a
1 - L
< (@) (nta) = lnts )

Para ¢, —t; < 1, (x) desaparece. Caso contrério, desde que |nts] — [nty| < n(ts—t1)+1,
temos que

()2 /(e (0) 2ty — 1) + 1)

n

(%)

IN

< ()70t — )2 (e ()2 (nlts — 1) + 1)

< (1) (ty — )2 (e ()20 (b — 1) 4 L)oo
< (=) (ca(@)(2At2 — 1)

= 27/0(cy (a2 (tr — )/

= [V2(e(a))/e (ty — )] /e

Assim, se considerarmos a/2 < o' < a, teremos satisfeita a Condicao (4.1), do Teorema
4.3, com B =1e H(t) = v2(ci(a))¥/ t.

«
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Portanto, pelo Teorema 4.3, temos que
Yn :>n—>oo La,

onde L, é uma medida de probabilidade associada ao movimento de Lévy a-estavel.
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Capitulo 5

Cotas para a probabilidade do

transbordamento

No Capitulo 1, apresentamos W,(.) e ¥(.), dadas por

U,(x) = P ( sup V(8) > x) (5.1)

0<6<t

U(z) = lim Uy(x) =P <sup V(d) > x) , (5.2)

t—o00 >0

que sao de interesse central para se lidar com o problema do transbordamento. Recorde-
mos que, nas expressoes (5.1) e (5.2), ¢ representa um tempo finito, z ¢ uma constante
associada a capacidade de memoria do buffer e o processo {V () }+>o representa a ocupacao

desse buffer /reservatorio no tempo t.

Comportamento do trafego, modelagem e melhoramento do desempenho das redes sao
questoes que tém ganhado notoriedade nos tltimos anos. Um trabalho precursor, neste
sentido, foi o desenvolvido por Norros [17]. Considerando a aproximagao (1.15) e utili-
zando a Teoria dos grandes desvios, ele mostrou uma cota inferior para a probabilidade do
transbordamento em funcao da capacidade x de armazenamento do buffer e que o entao
chamado processo de armazenamento Browniano Fracionério seguia uma distribuicao de
Weibull quando = — oo. Mais tarde, em [18], discutiu-se as limitagdes do Trafego Brow-
niano Fracionario apresentado em [17] e que um processo de armazenamento autossimilar

a-estavel, com incrementos estacionarios, também modelaria o processo de ocupagao do
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buffer. Neste caso,
U(x) > a.x™,

onde as constantes a e b dependem dos parametros do trafego considerado, de modo que

o decaimento da ocupagao do buffer seria, na melhor da hipéteses, algébrico.

Observamos que cota inferior para a probabilidade do transbordamento é de pouca
utilidade pratica. Seria interessante se pudéssemos aproximar a probabilidade do trans-
bordamento num tempo finito através da avaliacao da cauda de uma variavel aleatoria

conhecida.

Neste capitulo, consideraremos o Processo Associado, dado por

N(t)

V(TN(t)) = Z(Xz —Ti),

=1

que aparece na modelagem de trafego proposta no Capitulo 1. Para uma importante con-
figuracao das variaveis envolvidas, utilizaremos o Teorema 2.4 e o Teorema da Represen-
tagao para provar a convergéncia, em distancia Mallows, do processo de armazenamento
(1.19), devidamente estabilizado, para uma variavel aleatoria estével. Esse é o resultado
do Teorema 5.3. Além disso, nos teoremas 5.4, 5.5 e 5.6, produziremos aproximagcoes

assintoticas do tipo

T — CNt
\I/t(l‘) ~ P (YB > W(t())>’

em que Cy( sao constantes apropriadas e Y3 é uma varidvel aleatoria estével, para as
probabilidades (5.1) e (5.2).

Como aplicacao da teoria desenvolvida nos capitulos 3 e 4, provaremos, no Teorema
5.8, sob condigoes de regularidade, a convergéncia fraca de processos de renovacao com

recompensa reescalonados e estabilizados, dados por

(X)
S le(s)t) — Cles)t]

ONC e TP

em que  é um processo de renovagao com tempos de chegada S, = X; +--- + X, (as
contribuiges & soma Xi, Xy,--- s@o varidveis aleatorias positivas i.id. X) e ce) sdo
constantes apropriadas, para o movimento de Lévy a-estavel. Esta é uma situacao onde
o processo de renovacgao apresenta forte dependéncia das contribuigoes a soma.
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5.1 Preliminares

Temos dito que as distribuigoes estaveis formam uma importante subclasse das distri-
buicoes de cauda pesada quando o indice de estabilidade a é tal que 1 < a < 2. Neste
intervalo de estabilidade, as distribui¢oes estaveis possuem média finita e o conjunto delas
pode ser observado numa subclasse um pouco mais geral de distribuicoes de cauda pesada,

as chamadas distribui¢oes subexponenciais.

Definicao 5.1. * Uma fungao de distribui¢ao F' é dita ser subexponencial se

jim F2 0@ _
S Ta)

onde x sinaliza a convolucao. Notagao: F' € S.

Outra importante subclasse de distribuig¢oes de cauda pesada é a das distribuicoes de

cauda longa.

Definicao 5.2. Uma funcao de distribuicao F' é dita ser de cauda longa se, para algum
y >0,

lim FEEY)

Notagao: F € L.

A respeito dessas subclasses, relacionamos os seguintes fatos importantes que usaremos

no decorrer dos nossos argumentos.

Propriedade 5.1.

(i) ScC L;

(ii) se lim ——= = ¢, para algum ¢ € [0,00), entdo F € S & G € S;

Por (i), temos que as distribui¢oes estaveis sao de cauda longa. Ja (ii) apresenta um
importante critério para decidir se uma variavel aleatoria tem distribui¢cao subexponencial

a partir de uma outra distribuicao subexponencial conhecida.

*Conforme [10], pag. 10.
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Exemplo 5.1. Se ' € Dg, (G,), onde G, é a-estavel e a € [1,2), entdao F' € S. De
fato, essa conclus@o decorre da posigao relativa entre os conjuntos Dg, (G,) € Dy (G.), da
Propriedade 5.1, item (i), da definigdo de dominio normal de atragao e da caracterizagao
sugerida pela Propriedade 2.2. (Conforme [10]).

A seguir, apresentamos dois teoremas, que podem ser encontrados em [16], que rela-
cionam a cauda da distribui¢ao de somas parciais com a cauda do méximo dessas somas
quando as distribuigoes de suas componentes apresentam cauda longa ou subexponencial.

A relagao assintotica a que nos referimos é

A(n) ~ B(n) quando lim
n—oo B(n)
Teorema 5.1. Sejam X;, 1 < i < n, varidveis aleatorias independentes com distribui¢ao
F; € L. Entao, para cada n € N, temos que

k n

P(maX Xi>x>~P<ZXi>x>.

1<k<n
=== i=1

Teorema 5.2. Sejam X;, 1 < i < n, varidveis aleatorias independentes com distribui¢ao

F;. Suponha que F; ~ b;F, para alguma F € S, onde as constantes by, sido nio negativas
e tais que B(n) :==>""" b, > 0 . Entao, para cada n € N, temos que

P (Z X; > x) ~ P (112;12( X; > :1:) ~ B(n)F(z).
=1 -

5.2 Convergéncia do processo de armazenamento

Na Secao 1.5 do Capitulo 1, definimos o Processo Associado {V (7)) }¢>0, que é dado

por
N(t)

V(Tnw) = ZXj = SN@);
j=1
onde as variaveis aleatorias X; = X ; — T; representam uma espécie de contribuicao liquida

ao volume do reservatorio.

Para o momento, estamos interessados no caso em que as contribuigoes X; sao varia-
veis aleatorias de cauda pesada. Em particular, consideraremos o caso em que podemos

escrever X; = ;77" e, além disso, a cauda de X; ¢ mais pesada do que a cauda de 7;.
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Exemplo 5.2. Suponha que 7" ¢ Tjof ! tenham a mesma distribuicao e que a cada periodo

ON esteja associado uma carga de trafego aleatoéria do tipo

Xj = (n; +2)m".

Entao
X, = (n; +2)77" — (77 + 797 L . rom
j 7; T; T; T; n;T; -

No exemplo acima, caso 7; seja constante q.c., as caudas dos periodos entre trafego e
das cargas de trafego terao mesmo peso. Caso contrario, o produto da variavel aleatoria
n; por 77" pode tornar a estrutura da cauda de X; mais pesada do que a de 7;, como nos

mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 5.3. Sejam 1 e 7 variaveis aleatorias independentes, com 7 ~ S,(¢,0,0) e
ne ~ Sg((cos%)a/ﬁ, 1,0), com 1 < f < o < 2. Considere X = n7, e provemos que X é
cauda paesada com indice 3. De fato, observe inicialmente que a transformada de Laplace
da variavel n® é

E exp(—tn®) = exp(—t*?), t > 0. (5.3)

Em seguida, considerando que a fungao caracteristica ®x de uma variavel aleatoria X
determina sua funcao de distribuicao, a forma simplificada da funcao caracteristica de
uma variavel aleatoria estéavel simétrica, a hipétese de independéncia das varidveis 7 e n

e a Equagao (5.3), temos que
Oy (t) = FEexp(itnr)
= E(Eexp{i(tn)T}n)
= Eexp{—o”t|*n"}
= exp{—(o®[t|*)"/*}

= exp{—0”|t|"},

o que mostra que X é uma variavel aleatoria estavel simétrica, com indice de estabilidade

(. Portanto, X é cauda pesada com indice .

No proximo teorema, estamos considerando que X; sao variaveis aleatorias i.i.d. cauda

pesada com indice 3, os periodos entre trafego 7; sao variaveis aleatérias i.i.d. cauda
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pesada com indice o, mas tais que § < «. Isto é, desejamos que as caudas das cargas de

trafego sejam mais pesadas que as caudas dos periodos entre trafego.

Teorema 5.3. Seja a € (1, 2). Assuma que E(7°) < oo para todo B < o e que existam
constantes {c,} tais que

V(Tnw) = enw

N1/B (t) — Yg.

Entao Vo)
—CN(@) dgs
NE@R) Ys, (5:4)

onde Yz € uma varidvel aleatoria B-estavel.

Demonstragao: Sejam Fy ;) a fungao de distribui¢ao de S(NN(t)), onde

V(Tn@y) — en
NYA(t)

S(N(t)) =
e G a funcao de distribuigao de Y. Considere o vetor (S(N(t)),Ys) de tal sorte que
(S(N(t)),Ys) = Fy AGp.
Assim, pelo Teorema 2.2, da Representacao, teremos que
d5(Fy, Gg) = BIS(N(1)) = Yp/°

e, pela hipotese, temos que
E{|S(N(t)) = Y3|"} = 0 (5.5)

Da relagao entre os tempos de ocorréncia de trafego e os tempos entre trafego, é facil ver
que
0<t— TN(t) < TN(t)+1- (5.6)

Das equagoes (1.19), (1.13) e (1.14), temos que
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V(t) = At)—t

N(t)

= Z X, + nd¢leon) + )?N(t)Jrl Licorr) | —t
=1

= A(Tnw)) +nd:lgeony + )?N(t)Jrll(tEOFF) —t

= V(Tnw) + Tnw —t +ndelgcon) + )’ZN(t)+11(t€OFF)~

Logo,
V() —evey  _ VInw) + Tve —t—enw | 19tlgecon) + X1l eorr)
NUﬂ(t) N1/5<t) Nl/ﬁ(t)
Ty —1t  notlieon) + )?N(t)+1 Litecorr)
= S(N(t )
W+ Jr N1

Assim, utilizando a desigualdade basica |X — Y|# < 28(|X|# + |Y|?) e a linearidade da

esperanca, temos que

L(?5)—CN(1:) ’
EFl———= Y3 =
Nl/ﬂ(t) B
t—"1T, — {nd;1 + X 1 }ﬁ
N(t tliteON N(t)+11(teOFF
E|S(N(t)) —Ys — W (;]1/5)(15) E— <
8

t — Ty — {ndelgeon) + )N(N(t)ﬂl(te()FF)}
Nl/ﬁ(t)

(. J
-~

(%)

2L EBIS(N() = Ys|° + E

2 {BIS(N®) = Vsl + (+)}

Vamos analisar (x) em duas situagoes complementares:
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o W (t)

()

IN

IN

o W (t)

(*)

Como, quando t é grande, ocorre

)}N(t)+1

E

28

28

E

28 {E

28

0 (isto é, se t estd em um periodo OF F'):

~ B
t—=Tnw XN+t

NVB(t) — NVA(t)

B
+E

)?N(t)-i-l
NVA(t)

t - TN(t)
EFl—2
NB(t)

)?N(t)—s-l

N5 (L)

TN(t)+1 g

E
N1/B()

+E‘

1 (isto &, se t esta em um periodo ON):

t— TN(t) _ 7’]5,5
Nl/ﬁ(t) Nl//3<t)

‘ B

t— TN(t) A

NTB(1)

N0y

)

)?N(t)—i—l
Nl/ﬁ(t)

TN (t)+1 ?

FE
NA (L)

+E‘

SN(#)+1

NVA (1)

IN

NA (1)

(N () +1)Y7
N5 (t)

vl

28,

SN(t)+1
(N(t) +1)1/5°

SN(#)+1
(N(t) + 1)

SN(t)+1
(N(t) + 1)H7
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temos, pela prova do Teorema 2.4, que

> B
XN(t)+1

N/8()

SN(t)—i—l b t—00 0
N+

Além disso, pela hipétese de integrabilidade de 77,

TN(t)+1
NV/B(t)

t—o0

— 0.

Assim, independente se t frequenta um periodo ON ou um periodo OFF, temos que
() =% 0.

Desde que convergéncia em média [ implica em convergéncia em distancia Mallows, a

convergéncia acima, combinada com (5.5), resulta em (5.4).

5.3 Aproximacoes

Nesta secao, articulamos as ideias apresentadas na se¢ao anterior para produzir esti-
mativas para a probabilidade do transbordamento.

Recordemos que as varidveis X;, as cargas aleatorias de trafego, sao emitidas especifi-
camente durante o periodo 7" de atividade da fonte, i = 1,2,---. Desde que

N(TN(t) + y) — N(TN(t)) — N(t), Vy G [O, TN(t)Jrl)
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e considerando sq = Ty + TN ()17 obtemos a seguinte equivaléncia dos eventos

(sup V(s) > :c) =
0<s<t

N(s)
sup ZX + nds1(scon) +XN y+1lseorr) — 1| >

0<s<t

X — Z Ti = TN@+1 T TR@p+1| > T
i=1 i=1

Xl + TN(t+1) — ( Y+1 >

(N(t)+1 N(t)+1

- (V > xr — [XN(t)+1 + TN(t)+1])

Esse fato nos ajuda a estabelecer os proximos resultados.

Teorema 5.4. Sejam )?Z = X;+m7, 1= 1,2,---, varidveis aleatorias i.i.d. F, onde
F € Dyp(Gg) e Gg € a fungdo de distribui¢ao de uma varidvel aleatoria [-estdvel Y.
Suponha que T,7; sio varidveis aleatorias i.i.d. tais que E(1%) = oo, mas E(7°) < oo,
1 < B <a< 2. Suponha que seja satisfeita a condi¢ao, quanto t — oo,

N(t)
1 (1)
N(t) Z B {‘X’“ N Y’“‘ﬁl(IXk—Yk|>b[N(t)]<2*5)/25)} — 0, (5.7)
k=1
onde (X1,Y1),(Xo,Y2), -+ € uma sequéncia de vetores aleatorios independentes e Yy, k =
1,2,--- sao copias de Yg. Entao, para t suficientemente grande,

T — EN(t)
em que EN(t) sao constantes apropriadas.

Demonstracao:
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(a)

Sabemos que, dada uma distribuicao [S-estéavel, tem-se
Dnr(Gg) C Ds,(Gg) C Dn(Gp),

onde

Ds,(Gg) ={F fd;F£S,=Y X e ds(F,Gs) < o}

=1

Sob as hipoteses do teorema, se
XZ:)A(/Z—TZ (& XiiFXiy

entao
FXi € DN(Gﬁ).

De fato, a hipotese de que F' € Dyp(G3) implica em
dg(F,Gg) < oo,
enquanto que a hipotese E(77) < oo torna
ds(Fx,,F) < E|X; — 11 — Xi|® < o0.
Logo, de (5.9) e (5.10), temos que
ds(Fx,, Gg) < ds(Fy,, F) + ds(F, Gs) < oo,

o que estabelece (5.8).

Fx, € Dy(Gp) significa dizer que existe uma sequéncia {c,} tal que

Z?:l Xi— ¢

dp
178 —>Y5.

Desde que (5.7) ocorre, pelo Teorema 2.4, temos que

SNO X —eny s
Nl/ﬁ(t) — YB‘
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U, (z) = P(supV )

0<s<t

= P <V ) >x— (XN( t+1 TN(t)—i—l))

_p V(Tnw) — CN() - (@ — (Xn@+1 + TK/JE{)—H)) — CN(1)
o N/B(t NV/B(t)

~ P(Ys>558),

onde a tltima expressao foi obtida de (5.13) e ¢nw) = en) + Xn@y+1 + TXIJZ{)+1.

Os teoremas abaixo sugerem maneiras alternativas para se estimar W;(x).
Teorema 5.5. Nas condicoes do Teorema 5.4,

N(t)

P(Ys> TN L p | max X, >z
Nl/ﬁ( ) 1<k<N(t) £ !

=1

Demonstracao: Como G é estavel e dg(Fyx,, Gg) < oo, temos que Fy, € S (conforme
Exemplo 5.1). Desde que S C L, temos que Fy, € L. Assim, pelo Teorema 5.1, para

cada t,

1<k<N(t)

=1

k N(t)
P( max Xi>x> ~ P ZXZ->$ . (5.14)
i=1

Podemos reescrever o lado direito da expressao (5.14) como

o (V(Tnw) —envg &= eny T —CN@y
;pr —P< vEm g )~ P\ Feg) ) (5.15)

sendo a igualdade assintotica obtida considerando-se (5.13) e t grande.
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Teorema 5.6. Nas condigoes do Teorema 5.4, se Fx, ~ b;Gg, com b; > 0, entao
Ply,>2-N0) U p X; >
max X;>ux|.
A NB(t) 1<i<N(t)

Demonstragao: Segue diretamente do Teorema 5.2.

5.4 Convergéncia fraca de processos de renovacao com

recompensa

Ao longo desta tese, o nosso interesse principal circulou em torno de processos de reno-
vagao com recompensa. Nesta secao, aproveitaremos os resultados obtidos nos capitulos
2 e 3 para provar resultados analogos de convergéncia fraca para esse tipo de processo, es-
pecialmente quando o processo de renovagao indexador da soma aleatéria apresenta forte

dependéncia das contribuicoes a soma.

Consideremos, inicialmente, o processo

KN _ Nl/la( St = (V(s)t = N (s} J)WXWW o (5.16)

onde o processo {N(s)}s>o ¢ um processo de contagem dado por

N(s) = max{n : S, < s}, (5.17)
em que
i=1
e X1, X5, - sao variaveis i.i.d. com média 0 e variancia finita. Em particular, poderiam
ser N(0,1).

O teorema abaixo mostra que a convergéncia obtida pelo Teorema de Donsker, dis-
cutido no Capitulo 4, se preserva mediante uma indexacao aleatéria por um processo do

tipo (5.17).
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Teorema 5.7. O processo dado em (5.16), com o = 2, € tal que
XN = oW,

onde W é a medida de Wiener.

Demonstragao: Denote por

1
N(s) - S
t \/m [N (s)t]
) 1
Uns)e = (N(s)t — [N (s)t]) Ns) X N(s)t]+1-

Desde que, pela Desigualdade de Tchebyschev, Wy (), =00 0, € suficiente provar que
YN = W quando s — oco.

Pela demonstragao do Teorema 4.5, sabemos que o processo Y, dado por

1
é tal que
Y'"=, W,

onde W ¢é a medida de Wiener, e um dos requisitos necessarios para obtencao dessa
convergeéncia foi satisfazer a Condigao (4.1), requisito este observado para a = =1 e
F(t) = 2t.
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Assim, se considerarmos 0 < t; <t <ty < 1, podemos observar que

N(s N(s N(s N(s 00
E{Y vl O -y MOzt = B {0 - YRR - Y0}
- ZE{ — Y0P (YE = Y o= }

= > B0 YRR - Y} Bllvmn)

A
()¢
3
|
=
|
2
=
I
=

k=0
= [F t))*> P
k=0

onde F(t) = 2t, e a convergéncia fraca

segue por aplicacao do Teorema 4.3.

Se considerarmos o processo (5.16) indexado por um processo de renovagao {£(s)}s>o,
dado por
&(s) = max{n: S, < s},
onde S, = > | T; e Ty, T2, sdo varidveis aleatorias positivas i.1.d. com média finita, ao

invés do processo {N(s)}s>0, € denotarmos a sua componente mais a direita como We(y) 4,
veremos que esse ultimo processo convergira fracamente para zero sem hipoteses sobre o

segundo momento de 7. E o que nos mostra a proposi¢ao a seguir.

Proposigao 5.1. V¢, = 0 quando s — oo.

Demonstracgao: De fato. Como as variaveis aleatorias 7; sao positivas com média finita
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temos, pela Desigualdade Generalizada de Tchebyschev!, que

z€(s) )
)t — [£(s)t]

P(\Ifg(g),t > I) = P (TLS(S)H-H > 5(8

= f(s);g—/aL(g S(; Mg (Tle(s)t)+1)

< 1 E(7g(s)t)+1)
= &le(s) T ’

qualquer que seja > 0. Desde que £(s) — 0o quando s — 00 € E(T|¢(s)j+1) € constante,
temos que

Assim,

que equivale a

Dai, concluimos que, quando s — oo,

\Ilf(s),t == 0

¢

Note que a convergéncia obtida na proposi¢ao acima exige apenas que a variavel alea-
toria 7 seja nao-negativa. Além disso, o resultado nao mudaria se ao invés de 7 tivéssemos
uma outra variavel aleatoria com essa propriedade, independentemente do seu vinculo com

0 processo de renovagao.

A seguir, tentaremos eliminar a hipotese de segundo momento finito e obter a conver-

géncia fraca do processo (5.16) para o caso 1 < a < 2.

Recordemos que, no Teorema 2.4 do Capitulo 2, provamos a convergéncia, em distancia

Mallows, para uma variavel aleatoria estéavel, do processo de renovagao com recompensa

TEssa desigualdade diz que P(X > \) < EX/A, VA > 0, sempre que a variavel aleatéria X for nio
negativa.

108



estabilizado, dado por

(X)
Sg(s) = C(s)
§e(s)

onde £ é um processo de renovagao cujos tempos de chegadas sao somas parciais de fungoes
lineares de X. Esta espécie de Teorema do Limite Central para processos de renovagao
com recompensa foi obtida considerando-se a forte relacao de dependéncia existente entre
o somando e processo de contagem e mediante condig¢oes do tipo Lindeberg, devidamente
ajustadas para o caso considerado.

Na sequéncia, observamos as trajetorias do processo por meio de um reescalonamento
no tempo e provamos, no Teorema 3.5 do Capitulo 3, que o limite observado, no sentido
das distribui¢oes de dimensao finita, é o movimento de Lévy estéavel.

Esses resultados nos ajudarao a provar o teorema seguinte.

Teorema 5.8. Sejam 1 < a < 2 e Y& 0 processo dado por

(X)
S le(s)t) — Clés)t)

Yf(s) —
' gle(s)

em que & € um processo de renovacao com tempos de chegada S, = X1+ ---+X,,, em que
as varidveis X; sao positivas i.i.d., ces) = £(5)pux —&Y(8)\uy, Y € uma varidvel aleatdria
a-estdvel.  Suponha que, para todo b > 0, a sequéncia {Xy}r>1 satisfaca a condigao,

quando t — 00,

£(t)

1 o ()
20 > E{IXk = Yl "L, vppspiepe-m } = 0, (5.18)
k=1
onde (X1,Y7), (Xo,Y3), -+ éuma sequéncia de vetores aleatorios independentes e Yy, Ya, - - -

sao copias de Y. Entao
V) = La,

onde L, € uma medida de probabilidade associada ao movimento de Leévy a-estdvel.
Demonstracao: Pelos teoremas 2.4 e 3.5, obtemos a convergéncia do processo Y¢®) no
sentido das distribui¢oes de dimensao finita, isto é, para quaisquer 0 < t; <ty < .-+ <

tk S 17
s s & d Y
(]fé( )7]/t§( )7 e Yti( )) — (Y(t1)7Y<t2)a Tty (tk))>

quando s — oo, onde Y () £ ¢/oy.
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Além disso,
Y(l) — Y(l — 5) =50 0.

O argumento estaréa finalizado se provarmos que vale a condi¢do (4.1) do Teorema 4.3.

De fato, para 0 < t; <t <ty <1, temos que

2 e A e R e {Z AR A AR 1<g<s>:k>}
k=0

E{IE = YH I = YA} Pets) = k)

k=0

Desde que Y = Y na regiao (£(s) = k), podemos produzir uma limitacao uniforme

para (x). Assim

() < S {H(t) — Ht)Y/® P(&(s) = k)

= {H(t) = H(t)/* Y P(e(s) = k)

— {H(t:) - HH)*

onde a/2 < o' < ae H(t) = C.t, em que C = v/2(c’ (). Desde que a hipotese (5.18)
implica na hipétese (2.4), com § = 222 o resultado segue por aplicacdo do Teorema 4.6.

2c
¢
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