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Resumo

Generalizamos o processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU) usando o teorema de
Doob. Relaxamos as condigdes de Gaussianidade e estacionariedade, assumindo
um processo linear e homogéneo no tempo. A generalizagdo proposta mantém
muita da simplicidade do processo estocastico original, enquanto apresenta um
comportamento mais rico. Os resultados analiticos sdo obtidos utilizando a pro-
babilidade de transicdo e o formalismo da fungdo caracteristica e comparados com
os dados empiricos do mercado de agbes, que sdo notérios pelo comportamento
ndo-estacionério e ndo-Gaussiano. As anéalises sdo focadas na forma do decaimento
exponencial e na convergéncia assintética dos quatro primeiros cumulantes con-
siderando os retornos logaritmicos dos pregos diarios de agdes. Mostramos que o

modelo proposto oferece uma boa melhora em relagdo ao modelo OU classico

Palavras chaves: Processo de Ornstein-Uhlenbeck, probabilidade de transicao,

teorema de Doob, funcdo caracteristica, mercado de agoes.



Abstract

We generalize the Ornstein-Uhlenbeck (OU) process using the Doob’s theorem.
We relax the Gaussian and stationary conditions, assuming a linear and time-
homogeneous process. The proposed generalization retains much of the simplicity
of the original stochastic process, while exhibiting a somewhat richer behavior.
Analytical results are obtained using transition probability and the characteristic
function formalism and compared with empirical stock market daily data, which
are notorious for the non-stationary and non-Gaussian behavior. The analysis
focus on the decay patterns and the convergence study of the first four cumulants
considering the logarithmic returns of stock prices. It is shown that the proposed

model offers a good improvement over the classical OU model.

Keywords: Ornstein-Uhlenbeck process, transition probability, Doob’s theorem,

characteristic function, stock market.
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Capitulo 1

Introducao

O processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU) tem sido estudado em muitos contextos
diferentes. Ele foi estabelecido originalmente na Fisica e também é utilizado em matemaética
financeira para modelar os pregos nos mercados financeiros. HEste processo é interessante
porque é essencialmente o inico que tém as seguintes propriedades: Gaussianidade, Marko-

vianidade e estacionariedade. Esse resultado é conhecido como Teorema de Doob [1-7].

Joseph L. Doob foi o primeiro que tratou e caracterizou completamente o pro-
cesso de Ornstein-Uhlenbeck com formalismo matematico rigoroso e introduziu as equagdes
diferenciais estocasticas na forma que a conhecemos [1]. O processo de OU foi proposto
pela primeira vez para descrever a velocidade da particula browniana que se move em um
ambiente com atrito. A contribuicdo de Doob para teoria de processos estocasticos é ampla
e podemos encontrar mais de um teorema associado ao seu nome. O formalismo aplicado
por Doob foi essencial na andlise dos problemas matematicos decorrentes do modelo de Lan-
gevin [5,8-11]. Em particular, na literatura sobre processos estocasticos podemos encontrar
algumas generalizagdes para o modelo OU. Na literatura matemaéatica, é comum encontrarmos

generalizagOes baseadas em solugdes de equagdes integrais estocéasticas.

As séries financeiras tém padroes de evolugdo temporal bastante complexa e vem
desafiando sucessivos modelos de processos estocasticos que tentam explica-los. O objetivo
desta tese é generalizar o processo de OU de tal maneira a explicar aspectos que este tipo

de processo ndo consegue esclarecer.

1.1 Problema de Pesquisa

Nesta tese apresentamos o modelo de Langevin com um argumento onde evitamos
definir o ruido como sendo gaussiano e onde é possivel recuperar os postulados de Ornstein

e Uhlenbeck de uma maneira plausivel.
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As séries financeiras sdo ndo-gaussianas e no mundo real poucas séries temporais
sdo estacionérias. Esta condigdo quando imposta a série temporal é bastante restritiva. Em
geral, o comportamento apresentado pelas séries financeiras é ndo-estacionario no decorrer
do tempo. Este tipo de ndo-estacionariedade apresentado nas séries financeiras pode ser

caracterizado como homogéneo [12].

Uma abordagem interessante é generalizar o processo de OU mantendo algumas
propriedades do modelo original e inovar sua aplicagdo. Como exemplos de tais generaliza-
¢O0es podemos citar: Behme et al. que generaliza o processo de OU por um processo de
Lévy bivariado do ruido [13]; Cdceres e Budini que generaliza o ruido para qualquer pro-
cesso estocéstico arbitrario caracterizado por um funcional caracteristico usado para calcular
qualquer m-momento do tempo [14]; Lim e Muniandy considera trés tipos de processos
de OU generalizados com base na solugdo da equagdo de Langevin fracionaria, a transfor-
magdo Lamperti de FBM (Movimento Browniano Fracionario) ou processo com covaridncia
exponencial esticada [15]; finalmente, nés citamos Bezuglyy et al., que incluem uma forga
dependendo da posigdo bem como do tempo [16]. O modelo sugerido nesta tese é valido para
0s processos lineares e homogéneos no tempo, que substitui as condigdes de gaussianidade e
estacionariedade, respectivamente, no processo de Ornstein-Uhlenbeck original. Outra consi-
deracdo relevante em nosso modelo é que o ruido é markoviano e a condigao de gaussianidade
é relaxada. Neste modelo, o termo de drift tem uma forma especifica, (ver Teo. (3.2)), para

que sejam satisfeitas as modificagdes sugeridas acima.

1.2 Objetivos

Generalizar o processo de OU, que é o inico processo que é Gaussiano, Marko-
viano e estaciondrio. Hsse resultado é conhecido como teorema de Doob. O modelo desta
generalizagdo é chamado de modelo THOU (processo de Ornstein-Uhlenbeck Homogéneo
no Tempo). Comparar o modelo THOU desenvolvido com dados empiricos do mercado

financeiro, procurando evidenciar suas vantagens em relagdo ao processo OU.

1.3 Estrutura da Tese

No Capitulo 2 apresentamos os aspectos gerais que definem os métodos estatisti-
cos e probabilisticos de processos estocéasticos. Fazemos uma revisdo das defini¢cGes e proprie-
dades dos diferentes tipos de processos estocasticos que sao relevantes para o desenvolvimento
da tese. No Capitulo 3 formulamos um resultado de carater puramente matemaéatico: genera-
lizamos o processo de OU. Apresentamos um modelo de Langevin com um argumento que

evita definir o ruido guassiano e recupera os postulados de OU original.

Um processo estocastico pode ser interpretado como uma familia de variaveis ale-
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atérias no tempo, e uma série temporal (empirica) pode ser interpretado como uma realizagdo
de um processo estocastico. Sendo assim, para cada momento no tempo, a variavel aleatéria
tem uma distribuigdo de probabilidade (que pode ser a mesma ou n&o), em que é muito
trabalhoso especificar todas as distribuigdes de probabilidade associada. Normalmente, o que
se faz é estudar e avaliar os momentos estatisticos das variaveis aleatérias para conhecermos
todo o processo [17]. Para visualizarmos o comportamento (decaimento e convergéncia) dos
momentos estatisticos teéricos do modelo THOU simulamos sua série sintética. No Capitulo
4 descrevemos os passos da simulagdo e mostramos as propriedades e os comportamentos
do modelo THOU observados no Capitulo 3. No Capitulo 5 comparamos o modelo THOU
com dados empiricos. Usamos séries financeiras (dados reais) que descrevem as flutuagdes
do preco de agbes. As compragdes mostraram que o modelo estudado apresenta bom ajuste
para as séries finaceiras usadas. Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos as conclusbes e

perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Aspectos Gerais

Neste Capitulo, apresentamos algumas defini¢des e propriedades de processos
estocésticos e alguns métodos estatisticos que lhe sdo associados. Na Secdo (2.2), apresenta-
mos uma breve introdugdo sobre processos estocasticos com uma abordagem probabilistica.
Na Segdo (2.3), introduzimos as principais modelagens de processos estocasticos de tempo

continuo que tém relevancia no desenvolvimento desta tese.

2.1 Introducao

O conceito de probabilidade surgiu no estudo de eventos aleatérios, onde é impos-
sivel predizer o estado futuro dos eventos a partir do conhecimento do seu estado inicial. A
teoria das probabilidades é indispensavel no estudo de tais fenémenos aleatérios, permitindo

articular relagdes relevantes entre propriedades fisicas e estatisticas destes fendémenos [18,19].

2.2 Meétodos Probabilisticos

2.2.1 Definicao formal de Processos Estocasticos

Um fendmeno aleatério é definido num espago de probabilidade (22, F, P), onde
Q) é o conjunto de todos os estados possiveis, F é uma o—algebra de subconjuntos de €2
e P é uma probabilidade sobre F. Um processo estocdstico € uma colegdo de variaveis
aleatérias u = {us(w);t € [to,T|}, definidos sobre o espago de probabilidade (2, F,P). A
varidvel aleatéria u; = u:(w) é denominada realizagdo, trajetéria ou caminho do processo
e o parametro ¢, interpretado como o tempo, pode ser continuo ou discreto. A escolha do

conjunto particular apropriado depende da natureza da grandeza observada e dos processos
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naturais subjacentes [5,20-22].

2.2.2 Densidade de Probabilidade Conjunta

Definimos f(u1,t1;...; Un, tn) como sendo a denstdade de probabilidade conjunta

da variavel aleatéria » assumir o valor 41 no tempo ¢1, uo no tempo 2o, ..., 4, no tempo t,,

onde t; <ty < ... < t,. Esta colegdo de varios instantes de tempo, nos quais a varidvel esto-

céstica u assume diferentes valores, é denominado de malha temporal [23]. Uma descrigdo

probabilistica de um processo estocastico pode igualmente ser feita em termos das fungdes

de probabilidade acumulada. Dado que uy,...,u, € R definimos a func¢ado distribuicao

acumulada® de uma variavel aleatéria continua » em uma malha temporal t; < ty < ... < t,
como:

Fluy, e un, ta) = P({u(ts) <wuiks..;{uts) <un}). (21)

Desta forma, F(u1,%1;...; Un,tr) é igual a probabilidade de u < u; no tempo ¢;, u < us no

tempo o, ..., u < u, no tempo ¢,.

Assumindo que F(u1,t1;...; Un, t,) € uma fungdo continua de u e possui derivadas
parciais até a ordem n, a densidade de probabilidade conjunta é definida por

OF (u1,t1; . Un, tn)
110y Un, tn) = '
f(ula 13003 Un, n) aulaun

(2.2)

E de interesse ressaltar que a densidade de probabilidade conjunta é sempre

positiva, e que vale a condigdo de normalizagao

+00 +oo
/ / flug, t1; .. Un, ty)duy...du, = 1. (2.3)
— o0 —0Q
Podemos concluir também que [22-24]
Ul Un
Fug,t; ... Un, tn) :/ flul, by ul, tn)dul .. dul,. (2.4)
—o0 —o0

A densidade de probabilidade permite calcular todos os momentos estatisticos do processo
estocastico, e contém toda a informagio que se pode ter de um processo desta natureza [19,20].

Por simplicidade, denotamos a densidade de probabilidade conjunta por f(ui,%1;...; Un,trn) =

f(’U,l, ceey ’U,n).

2.2.3 Propriedades da Fungao Densidade de Probabilidade
Como vimos nas Segdes (2.2.1) e (?7), um processo estocastico é determinado
pelo conjunto de densidades de probabiidades, que permite determinar todos os momentos

estatisticos que descreve toda a informagédo do processo [5].

!Também denominada por distribuicdo acumulada de primeira ordem [22].
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Quando efetuamos medidas experimentais (dados empiricas), geralmente estamos
interessados na caracterizacdo de suas propriedades estatisticas; uma fungdo densidade de
probabilidade f(u(t)) que indica a probabilidade no intervalo u e u + du associada a um

instante de tempo. A seguir, definimos algumas grandezas associadas a esta funcdo.

Média e variancia

Definimos a média e a varidncia de u(t) como:

+oo
w®) = [ u®fu) du, (25)
) = [ () - (we)?S(u(t) du (26)

O momento central de ordem 7 é definido como [22, 24]:

“+oo

(u™(t)) = / [u(t) — (w(t)]" f(u(t))du. (2.7)

— 00
Covariancia

Para duas variaveis aleatérias continuas u(t), u(t') e considerando a densidade conjunta

f(u(t), u(t)) em dois instantes de tempo, a covaridncia [22] é definida por

+0o0 pt+oo
(@, u)) = Cov(ww) = [ = [ “duau(u— @)~ @)flwu) 28)

em que as médias (u(t)) e (u(t')) na Eq. (2.8) existam [25-27]. A covariincia entre duas
variaveis aleatérias defasadas por t' intervalos de tempos, é conhecida por funcdo de auto-

covaridncia, e é definida por

Cov(u(t), u(t — t)) = ([(w(t) — (w(®)))(u(t — ) — (u(t —1)))]) (2.9)

No caso de processo estacionario, a Eq. (2.9) pode ser rescrita como:

Cov(u(t), u(t — t')) = ([(u(t) — p)(u(t —t) — p)]). (2.10)

Correlagao

Suponha que as variaveis u(t) e u(t') possuem as variancias (u?(t)) e (u?(¢)) finitas. Entdo,
a correlagdo entre u(t) e u(t') é definida por [20, 22, 24]

Cov(u(t), u(t))
V{2 (@) VW2 (@))

Corr(u(t), u(t)) = (2.11)
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Propriedades da Covaridncia e Correlagao

1. Se variaveis aleatorias u(t) e u(t') sdo independentes, entdo
Cov(u(t), u(t)) = 0;  ((u(r))) = ((w()u(t+ 7)));

2. Simetria: Ocorre quando ({(u(t)u(t'))) = ((u(t')u(t))). No caso estacionario, quando a

funcdo de correlagdo é apenas uma fungdo de 7 = t—¢/, temos que ((u(7))) = ({u(—7)));

3. Valores extremos: no caso estacionario, temos que | ({(u(7)))| < ({u(0))). Por ou-

tro lado, quando 7 — o0, as sequéncias de dados tendem a ser descorrelacionadas e

lim, o0 ({u(T)}) = 0;

4. As variaveis aleatérias u(t) e u(t') sdo positivamente (diretamente) correlacionadas se a
Cou(u(t),u(t')) > 0, e negativamente (inversamente) correlacionadas se Cov(u(t), u(t')) <
0.

2.2.4 Condicao de mistura

Um sistema fisico atinge o equilibrio quando a evolucdo temporal é irreversivel.
Esta irreversibilidade pode ser observada pela fungao de autocorrelagdo se anular apdés um
tempo muito longo, indicando que o sistema fisico é markoviano (ndo guarda memoria).
Caso contréario, uma correlagdo ndo-nula indica a possibilidade de haver reversibilidade; e
isso indica que alguma informagdo sobre o estado inicial ainda sobrevive [28,29]. A condigdo
de mistura linear? é definida quando

lim Corr(t) =0, (2.12)

T— 00

em que Corr(T) é a funcdo de autocorrelagio.

Seja f(u) a probabilidade de equilibrio de processo estocastico e G (u(t)|u(t')) a
probabilidade de transigdo de u(t') para u(t). A condi¢Go de mistura forte para processos
estacionarios pode ser expressa como

lim G,(u(t)|u(t)) = f(u), (2.13)

T—00

ou seja, toda informacdo sobre a condicdo inicial se perderia para tempos muito longos, e
ndo apenas as correlagdes lineares. A condigdo de mistura linear dada na Eq. (2.12) é uma

condicdo necesséria para haver mistura forte em um processo com desvio padrdo finito. Um

2Existem outras condi¢des de mistura utilizadas na literatura [28].



2.2. Métodos Probabilisticos 8

sistema que obedece a condigao de mistura forte possui uma evolugdo irreversivel, em que o
estado de equilibrio é dado pela probabilidade de equilibrio, f(u). Existem processos em que
a condigao de mistura fraca implica na condigdo de mistura forte, por exemplo, os processos
Gaussianos (Segdo 2.3.2) [28].

2.2.5 Condigoes de compatibilidade de Chapman

As densidades de probabilidade f(u,t) devem satisfazer a condigdo de compati-

bilidade de Chapman-Kolmogorov [30], expressa por integrais

flug, ty;..ui, t;) :/ / fug,t1; .y un, tn) duggr...duy (2.14)

valida para 2 < n. A integragdo de f(u1,%1;...;Un,t,) com respeito a certas variaveis, implica
na densidade conjunta das variaveis remanescentes. A nova densidade obtida é denominada
densidade de probabilidade marginal. Da mesma forma, se em F(uy,%1;...; Un, t,) substituir-
mos certas variaveis por oo, também obteremos a fungdo distribuigdo acumulada conjunta

das varidveis remanescentes [23, 30].

Esta condicao de compatibilidade garante-nos que se acrescentarmos mais tempos
na nossa malha temporal, entdo as novas probabilidades de realizacdo devem ser compativeis
com a malha anterior ao acréscimo. Podemos agora definir a densidade de probabilidade
condicional conjunta f(ugi1,te41; - ; Un, tn|t1, t1; ... Uk, tx) da varidvel estocastica u assumir
o valor ug1 no tempo tx41, ..., U, no tempo ¢, dado que a varidvel assumiu os valores u; no
tempo 1, ..., ur no tempo tx, em que t1 < fo < ... <t <tpr1 < ... <t,. aqual é definida

pela seguinte identidade:

flug, tyy o up, by oo Un, tn)

flug,ty; . ur, i) (2.15)

f(uk+1,tt+1; ...;un,tn|u1,t1; eeey 'u,k,tk) =

Para remover um determinado ntimero de varidveis a esquerda da linha condici-
onal (]), integramos a densidade de probabilidade condicional com respeito a estas variaveis,
isto &,

flugi, teprfun, ta; o up, te) =

(o0} o0
:/ / FUks1,tert; s Un, Enlua, t1; oo Uk, te) dUkt2...dU,. (2.16)
— 00 — 00

Para remover um determinado niimero de variaveis a direita da linha condicional

(), multiplicamos por uma densidade condicional das variaveis a serem eliminadas condicio-
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nadas as variaveis a serem mantidas e integra-se

f(uk+1,tt+1; -~~;un:tn’uk1tk) =
o0 o0
:/ / f(uk+1,tt+1; ...;un,tn|u1,t1; ...;uk,tk)
— 00 — 00
X fur, b1y U1, te—1|Uur, tx) dug...dug_q. (2.17)

A prova destas regras segue da identidade dada na Eq. (2.15) e da relagdo entre as densidades

marginais e conjuntas [20, 22,23, 31].

2.2.6 Funcao Caracteristica

Seja w uma variavel estocastica com fungdo densidade de probabilidade (pdf)
f(u), entdo sua fungdo caracteristica é definida por
. +oo |
Yu(z,t) = <em‘(t)> = / e f(u, t)du, (2.18)
— 00

emque:=+—-1leteR.

A seguir, algumas propriedades da fungao carcteristica:

Teorema 2.1 (Teorema de Bochner). ,(2,t) é uma fungdo caracteristica, se e somente
se [20,32,33],

(i) 9u(z,t) € positiva definida,

(ii) 4(0,t) = 1.

A fungdo caracteristica determina completamente a funcdo de densidade de probabilidade
(pdf). Este fato permite determinar resultados de grande interesse na teoria assintética’.
Entdo, o problema de convergéncia em probabilidade de uma sequéncia de variaveis alea-
torias pode ser resolvido através da convergéncia da sequéncia correspondente de fungdes
caracteristicas. Este principio fundamental na teoria assintética é conhecido como o teorema
da continuidade* (Teo. (2.8)) [20,33-36].

Algumas Propriedades de Fungao Caracteristica
Para a demonstracdes das propriedades ver referéncias [19,25,26]. E para outras propriedades

e aplicagGes, ver as seguintes referéncias [32, 38—-40].

3 A teoria assintotica define os métodos assintoticos (Convergéncia em Probabilidade, Convergéncia em Mé-
dia e Convergéncia em Distribui¢do) aplicados em uma sequéncia de variaveis aleatérias uteis em Probabilidade

Aplicada e Estatistica [21,32].
“Para mais detalhes do teorema da continuidade e suas propriedades de convergéncia em distribuicio, ver

referéncias [34-37].
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L |$u(z,t)] < 1
2. Para a,b € R, Yoy 5(2,t) = e¥*¥9Puaz,t;
3. u tem distribuigdo simétrica em torno de zero < ,(z,t) é real para todo z;

4. 1y(2,t) é uniformemente continua,

5. ¥u(2z,t) = ¥u(—2,t), em que (*) denota o complexo conjugado;

6. Do item (¢) do Teo. (2.1), Vn € N, vale

n n
Z Z ’lﬁu(tj — ti)ijk > 0; (2.19)
7=1k=1
para quaisquer numeros reais ty, ¢, ..., t, € complexos 21, 22, ..., Zn.
7. Se ¥u(z,t) é analitica, todos os momentos estatisticos de u serdo finitos®. Entdo,
1y (u,t) possui infintas derivadas continuas e
a" ;
—u(2,t) = / (6u) e dF (u, t). (2.20)

Da propriedade 7 acima, a fungdo caracteristica pode ser vista como uma espécie de fungdo
geradora de momentos. Expandindo a fungdo caracteristica em termos dos momentos da
variavel estocéstica, obtemos

[e )

Yulet) =143 %(iz)” (W™ (t)) . (2.21)

n=1
Observagao 2.1. Assumindo a existéncia da densidade de probabilidade, f(u,t), a fungdo
caracteristica é a transformada de Fourier da densidade de probabilidade. Logo, a densidade
de probabilidade é a transformada inversa de Fourier da fungdo caracteristica, isto é,

flu,t) = — / T emizug (2 1)dz. (2.22)

27 J oo

Comparando as Eq. (2.18) e Eq. (2.22) podemos constatar esta relagdo reciproca entre 9,,(z, t)
e f(u,t) [34].

A convolugdo é uma técnica utilizada para andlisar a forma do comportamento
grafico das variaveis aleatérias, quando ocorre um impulso (fungdo Delta de Dirac). Essa
técnica é utilizada para mostrar que a fungdo densidade probabilidade da variavel aleatéria
tende para uma gaussiana. Lembrando que a convolugdo é uma operagao linear e comutativa

[20]. A seguir, o teorema da convolugdo de duas distribuigdes.

5Se (Ju(t)|™) < o0, Vn €N, [25].
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Teorema 2.2 (Teorema da Convolugdo). A distribuigdo F' é a convolugdo de duas distribui-

goes I e Fy, isto é,
(o] (o]
F(z) = / Fi(z — u) dFy(u) = / Fo(z — u) dFy(u) = Fy % Fy (2.23)
— 00 — o0
se, e somente se, as fungdes caracteristicas correspondente satisfazem a seguinte relacdo
fw,t) = fi(u,t).f2(u,t) [32].
Corolario 2.1. [Colorério do Teo. (2.2)] O produto de duas fungdes caracteristicas é uma

fungdo caracteristica [32].

Seja F(u) uma fungdo distribuigdo e considere a transformada (integral), f(s),
pelo nucleo (Kernel), K(s,u), isto &,
“+ o0
f(s) = K(s,u) dF'(u). (2.24)
2.2.7 Segunda Caracteristica e Cumulantes

Podemos determinar a segunda caracteristica aplicando o logaritmo na fungdo

caracteristica da Eq. (2.18), isto &,

#(2,t) = In[hyu(2,1)], (2.25)

em que ¥,(2,t) € uma funcdo caracteristica (Eq. (2.18)) da variavel aleatéria u(t).

Da Eq. (2.18) e do Teo. (2.1), podemos mostrar que existe uma vizinhanga na
origem em que ¥,(z,t) é diferente de zero. Seja |z| < A essa vizinhanga. A fungdo dada
na Eq. (2.25) pode ser definida para |z| < A, em que é continua e ndo é definida em ¢ = 0.
A fungdo ¢,(z,t) é também chamada de funcgao geradora de cumulantes da fungdo de
distribuigdo F'(u). Os cumulantes sdo de importancia na descrigdo e caracterizagdo da variavel
aleatéria u(t), fornecendo uma alternativa para os momentos da distribuigdo de probabilidade,
e o cumulante de n—ésima ordem pode ser definido como:

n
cn(t) = (—i)”w (2.26)

em que usamos a Eq. (2.25).

A definicdo de cumulantes pode ser arbitraria, mas essas quantidades possuem
propriedades interessantes. Por exemplo, cumulantes se adicionam quando variaveis aleaté-

rias independentes sdo somadas [32,41].

Relagao entre Momentos e Cumulantes de uma Distribui¢ao de Probabilidade

Os cumulantes ¢, sdo combinagdes polinomiais dos momentos centrais, Eq. (2.7). A relagdo

entre os momentos (u™(t)) e os cumulantes ¢, (t) sdo obtidos através da expanséo da Eq. (2.26)
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em série de poténcias de n; igualando os coeficientes de mesma poténcia em n desta expansdo

e da Eq. (2.18), obtemos combinages dos momentos u, com p < n:

a) = (u(t), (2.27)
o) = (v3() - (u)’, (2.28)
() = (W) - 3(ut) () +2(ut)’, (2.29)
calt) = <u4(t)>—3<u2(t)> —4(u(t))<u3(t)>+12(u(t))2<u2(t)>—6(u(t)>4.(2.30)

Para obter relagdes envolvendo termos de ordem superior, basta prosseguir com a expansado
na Eq. (2.26). Uma expanséo geral para os cumulantes pode ser encontrada na referéncia [42]

na forma matricial. Para uma Gaussiana, os cumulantes c,(t) = 0, para n > 3 [20-22].

E 1til normalizar os cumulantes por uma poténcia da variancia apropriada, de
maneira que obtemos quantidades adimensionais. Os cumulantes normalizados C,, sdo defi-

nidos por:
cn(t)

&)

em que Cx(t) é o cumulante de segunda-ordem e c,(t) sdo os cumulantes de n>3-ordem. Desta-

Cn

(2.31)

camos aqui o terceiro e quarto cumulantes normalizados, chamados de assimétria (skewness)

e curtose (kurtosis), respectivamente por:

skew

(2.32)

kurt = ~— "/ (2.33)

A definicdo de cumulantes pode ser arbitraria, mas essas quantidades possuem
propriedades interessantes. Por exemplo, cumulantes se adicionam quando variaveis aleaté-
rias indenpendentes sdo somadas. Além disso, uma distribuigdo Gaussiana é caracterizada

pelo fato de todos os seus cumulantes de ordem superior a dois serem identicamente nulos [43].

Propriedades dos Cumulantes

1 Invariancia e equivariancia:

alt+a) = a(t)+a; para n=1, (2.34)
cn(t+a) = cu(t); para n > 2,

para o uma constante qualquer.
2 Homogeneidade (ou multilinearidade)

cn(at) = a’cu(t). (2.35)
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3 Aditividade
cn(t+8) = cn(t) + cnls), (2.36)

se t e s sdo independentes [19, 20, 24, 37].
2.2.8 Distribuicao Infinitamente Divisiveis

Uma distribuigdo de probabilidade, F(u,t), é infinitamente divisivel se esta for

decomposta na soma de n varidveis aleatérias i.i.d (v = 61 + u2 + ... + u,), da sequéncia

N

-1, com distribuigdo F,(u,t) comum®. Por outro

de variaveis aleatérias independentes {u,}
lado, uma funcdo densidade de probabilidade f(u,t) é infinitamente divisivel se e somente
se sua fungdo caracteristica, 9,(z2,t), for para cada n € N, a n—ésima poténcia de alguma

funcéo caracteristica, ¥, (z,1), isto &,

Pu(2,t) = [Wn(2,0)]" ou Wn(z,t) = p3/ " (2, 1). (2.37)

A Eq. (2.37) mostra que podemos criar cépias da distribuigdo original simplesmente em
tomando-se poténcias (ou a raiz) de sua funcdo caracteristica. Este procedimento nos permite,
por exemplo, criar seqiiéncias de varidveis aleatérias cujas propriedades de suas componentes
se assemelhem &s de sua soma [19, 20, 32,44]. E mais, podemos concluir que, independen-
temente da sequéncia de variaveis aleatérias escolhida que satisfaca a prescricdo Eq. (2.37),

sempre a soma de suas componentes resultard na mesma variavel aleatéria w.

Observacao 2.2. A propriedade de divisibilidade infinita das varidveis aleatérias nos de-
monstra que, de um modo geral, as subsequéncias da {un}f:1 se assemelham ao todo (isto é,
sua soma). Por outro lado, uma variavel aleatéria u é denominada infinitamente divisivel se
for possivel sua decomposicio em soma de varidveis aleatérias  i.i.d.
{Unmtri<m<n, M € Nt 4 = Up1 + Upa + ... + Unm, que em termos das fungdes caracteris-

ticas, escreve-se: ¥, (z,t) = }/n(z,t) [19,20, 32,40, 44].

Observacao 2.3. Dizemos que uma variavel é divisivel se puder ser escrita como a soma de

duas outras varidveis aleatérias independentes [32].

Alguns exemplos de distribuigoes infinitamente divisiveis

1. Dlstribuigz'io Gaussiana:
1 ,é 2 =3 ,& 2
Yu(z,t) =e* 2% = |e'"n " m* |

em que y é a média e 02 é a variancia;

5Esta definigdo é valida em qualquer ntimero de dimens3o. Ver referéncia [20], p. 192, Vol. IL
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2. Distribuigao de Lévy simétrica:

. - n
Yuli ) = e — [grte et "

em que 0 < a < 2 é o pardmetro de Lévy e v > 0 é o fator de escala.

3. Processo de Poisson, P(n,\) = %e‘k, com n € N [20]:

i) = [2)

Propriedades de distribuicao infinitamente divisivel

Teorema 2.3. O produto de um ntmero finito de fungdes caracteristicas infinitamente di-

visivel é infinitamente divisivel [32].

Os teoremas abaixo garantem a convergéncia de seqiiéncias de variaveis aleatérias
infinitamente divisiveis: o limite” de uma seqiiéncia de variaveis aleatérias infinitamente

divisiveis resulta em uma outra variavel aleatéria infinitamente divisivel.

Teorema 2.4. A variavel aleatéria cujo valor € igual ao limite de uma seqiiéncia de variaveis

aleatérias infinitamente divisiveis é infinitamente divisivel [20, 32].

Observagao 2.4. Com o auxilio do Teo. (2.4), podemos explorar a equagdo fundamental das

fungdes infinitamente divisiveis. Temos da propriedade:

lnu:= lim n {ul/” - 1] , (2.38)
n—oo
que é obtida da expansdo em série de Taylor do termo ul/m = el(1/n)Inv]  Inserindo uma fun-

e
gdo caracteristica na Eq. (2.38), obtemos a expressdo: ln(z,t) = lim, ,cc n [1/1(z, t)t/m — 1].

Se 9¥(z,t) for infinitamente divisivel, segue que
lny,(z,t) = nll_)ngon [Yn(z,t) —1]. (2.39)

Definindo ¥, (z,t) = n[¢n(2,t) — 1] e da Eq. (2.39), ¥n(z,t) := e¥~(**) ¢ uma fungéo carac-

teristica de Poisson de pardmetro A = n e, portanto, infinitamente divisivel.

"Considere {uUnm}i<m<n, n € N, de varidveis infinitamente divisiveis com fungdes caracteristicas

¢5,’i)(z,t). Seja u® = Z;l ugi), e suponha que a sequéncia u(® convirja a um dado limite u, V¢, ou
seja, o limite w & uma variavel aleatéria. A relagio u(t) = limg_ o u®)(¢), em termos de fungdes ca-
racteristicas, 9(z,t) = limg zp(k)(z,t), pois as fungdes caracteristicas sdo exponenciais, e portanto vale
v = limp oo Un = e’ = limp_ee®". Da Eq. (2.37), obtemos limg oo 1/;(’°)(z,t) =

limg o0 [¢£,’f)(z,t)] . Portanto, 9(z,t) = limk e [¢£,’f)(z,t)] . Definindo ¥m(z,t) = limk_eo ¥ (2, 1),

segue que ¥(z,t) = [Ym(z,t)]™, ou seja, a variavel aleatéria u é infinitamente divisivel.
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Da Obs. (2.4), o Teo. (2.4) é valido, pois ¥(z,t) é infinitamente divisivel. No entanto, se

escolhesmos fungdes arbitrarias x,(z,t), obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.5. Seja {xn} uma sequéncia de fungdes caracteristicas. Para que uma dada
funcdo caracteristica 9, (z,t) seja infinitamente divisivel é necessério e suficiente que exista

o limite continuo
T/’u(z; t) = 7}5%011 [Xn(z7t) - 1] ) (240)

em que, neste caso, Y, (z,t) := e¥(zt)

A Eq. (2.40) permite obter uma representacdo semelhante, conforme o seguinte resultado:

Lema 2.1. Seja x(z,t) uma fungdo caracteristica e 4y > 0 uma constante. Entdo,
Yu(z2,t) = e7X(@)-1] (2.41)
é uma funcgdo caracteristica infinitamente divisivel [20, 32].

Teorema 2.6. Uma fungao caracteristica que é o limite de uma sequéncia de fung¢des carac-

teristicas infinitamente divisivel é infinitamente divisivel [32].

Corolario 2.2. [Corolério do Teo. (2.6)] Seja ¥, (%2, t) uma fungdo caracteristica infinitamente
divisivel; ent&o [1),(2,t)]" é também uma fungio caracteristica para qualquer 7 real e positivo.

A volta é também verdadeira [32].

Lema 2.2. Seja g(z) uma fungdo caracteristica arbitraria e suponha que A > 0. Entdo,

f(z) = e*9(*)-1 & uma fungdo caracteristica infinitamente divisivel [32].

A Eq. (2.41) fornece uma representagdo geral para uma fungdo caracteristica
infinitamente divisivel, em termos de uma funcdo de Poisson. Do Teo. (2.5) e do Lema. (2.2),

origina o importante resultado:

Teorema 2.7 (Teorema de De Finetti). Sejam {xn.(z,t)} e {7} sequéncias de fungdes ca-
racteristicas e de numeros positivos, respectivamente, e 1,(2,t) como na Eq. (2.41). Para

que uma fungdo caracteristica 9,(z,t) := e¥(z)

seja infinitamente divisivel, é necessério e
suficiente que [32]

¥(z,t) = lim eYnlxn(z)=1], (2.42)
Teorema 2.8 (Teorema da continuidade). Sejam {¥,(u)} uma sequéncia de fungdes distri-
buigbes e {¥,(2,t)} uma sequéncia de funcdes caracteristicas correspondente. A sequéncia
{¥,.(u)} converge fracamente para uma fungdo distribuigdo ¥(u) se, e somente se, a sequén-
cia {¢n(z,t)} para cada t, converge para {¥(z,t)} continua em ¢ = 0. E ainda {¢(2,t)} é a

fungdo caracteristica de {¥(u)} [32].
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Teorema 2.9 (2% Versdo do Teorema da continuidade). Seja {¥,(u)} uma sequéncia de
fungbes distribuigdes e {¥,(2,t)} uma sequéncia de fungdes caracteristicas correspondente.
A sequéncia {¥,(u)} converge fracamente para uma funcéo distribuicdo ¥(u) se, e somente
se, no limite a sequéncia {9, (z,t)} converge uniformente para uma fungédo {¢(z,%)}, em cada

intervalo finito ¢ € [T, +T] e Vz [32].

2.3 Tipos de Processos Estocasticos

Nesta segdo, revisamos alguns tipos de processos estocasticos de tempo continuo

que tem relevancia para esta tese.

Os processos estocasticos podem ser divididos em discretos e continuos. Apesar
dos ativos financeiros seguirem um processo estocastico discreto, ou seja, as cotagdes variarem
conforme fracoes de prego e as variagdes dependerem da ocorréncia de negdcios, os modelos
continuos se prestam muito bem para a maioria dos modelos utilizados em finangas [45]. A

seguir, revisamos alguns tipos de processos estocasticos de tempo continuo.

2.3.1 Processo Estacionario

Um processo estocéstico é estaciondrio se os momentos nado sao afetados por um
deslocamento no tempo. Um processo é estritamente estaciondrio se as fungdes de distribui-
cao finitas sdo invariantes sob translagdes no tempo, isto €, se para qualquer 7 e para quaisquer
i, tivs € [t0,T], 2 = 1,--- ,n se tiver Fy, .. ¢, (U1, - ,%Un) = Fips tots(Ut, -+ ,Upn). Esta
condicdo é conhecida também como estacionariedade forte. Um processo é fracamente es-
taciondrios (ou 2% ordem) se, (u:) < +o00 para todo t, (u:) é constante ao longo do tempo € a
Cov(ut, up) depende apenas da diferenga entre os tempos. Contudo, um processo fracamente

estaciondario pode néo ser estritamente estacionario [38,46].

2.3.2 Processo Gaussiano

Uma classe importante de processo estocastico é o processo Gaussiano. Tal im-
portancia, decorre da simplicidade matemaéatica que envolve este tipo de processo estocastico
e, da existéncia de muitos fenémenos fisicos passiveis de serem descritos por este modelo
probabilistico [25,28].

Um processo estocéastico u(t) é denominado Gausstano, se em qualquer malha

temporal, a densidade de probabilidade conjunta na malha é uma gaussiana multidimensional
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dada por
exp {1 ks ael; - my) (s~ i)
flut, .y un) = (2m)"72(det A)'/° ’

(2.43)

em que m; = (u;) e a A = {ajx} € positiva definida. Os elementos da matriz inversa 4!
sdo as fungdes de correlagio de u(t) dados por (A71),kx = Cix = (((u; — (u;))(ur — (uk))))
[25,28,38]. Um exemplo fundamental de um processo Gaussiano é o processo de Wiener® (ou

movimento Browniano (ver Segdo 2.3.7)) [47,48].

2.3.3 Ruido Branco

E um processo estocastico u(t) com fungio média e fungio de autocovariancia
dada por
Cou(t,t') = a?6(t' — t), (2.44)

em que 6(u) é uma fungdo delta de Dirac [49].

2.3.4 Processo Markoviano

Seja u(t) um processo Markoviano entdo, para estabelecer, no momento s, pro-
babilidades sobre a evolugao futura do processo, toda informagdo anterior ao momento s é
desnecessaria se o estado do processo no momento s for conhecido, ou seja, dado um processo
Markoviano, o passado e o futuro sdo estatisticamente independentes quando o presente é
conhecido [20]. Formalmente, {u(¢)} é um processo Markoviano se satisfaz a seguinte propri-
edade [50]:

P(un+1 = ]"U,o = ko,’ul = kl, vy Up_1 = k:n_l,'u,n = ’1,) = P(un+1 = j‘un = l), (2.45)

em que P(upt+1 = j|u, = 1) € a probabilidade de transigdo, u, € o estado presente (atual) e
Upy1 € 0 estado futuro. A Eq. (2.45) garante que a probabilidade condicional no instante ¢, 1
é determinada unicamente pelo valor %, no tempo %,, ndo sendo afetada pelos valores assu-
midos pela variavel estocastica nos tempos sucessivos anteriores, tg < t1 < ... < t,_1. Esta
propriedade equivale a afirmar que a probabilidade condicional de qualquer evento futuro,
dado qualquer evento passado e o estado presente u; = 1, é independente do evento pas-
sado e depende somente do estado presente do processo, ou seja, os processos Markovianos
sdo processos nos quais as probabilidades futuras sdo aleatérias e sem memoéria [20, 51, 52].

As probabilidades condicionais P(up+1 = j|un, = %) sdo chamadas de probabilidades de

80 processo de Wiener é o processo de difusdo mais simples [47].
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transicao entre dois estados. Se para cada t e 7,
Pij(unt1 = Jlun = 1) = P(uy = jluo = 1), (2.46)

entdo as probabilidades de transigdo sdo denominadas tempos homogéneos [5,20]. Entdo, um
processo Markoviano é determinado por duas fungdes: P(u(t)), que fornece a probabilidade
do processo estocastico assumir o valor u no instante de tempo t; e P(u(t)|u(t')), que é
a probabilidade condicional em dois instantes de tempos £ e t'. A hierarquia completa de
functes de trés tempos, quatro tempos e assim por diante, pode ser construida, no caso de

um processo de Markov, a partir delas para caracterizar qualquer probabilidade a n—pontos,
P(u1,...,un) = P(u1)P(uz|u1)...P(un|tin_1). (2.47)

As probabilidades de transi¢cao de qualquer processo Markoviano obdecem a uma equacgdo
de Chapman-Kolmogorov (ou equagdo de Smoluchowskt) [20,22]. Vamos denotar a pro-
babilidade de transi¢ao® por Pg’"ﬂ = P;(n+1,n) = Plupy1 = j|u, = i] e sem perda de

generalidade, podemos escrever

Pl upsy = jlun =1) = > Pu(n,r)P(r,n+1) = P(tni1, ur|tn)
v Uy
= Z P(uny1|ur)P(urluyn), caso discreto; (2.48)
Ur

= /du,,P(un+1,ur|un)
= /duTP(un+1|ur)P(ur|un), caso continuo;  (2.49)

que é valido Vr com n < r < n+ 1, e segue diretamente da definicdo de processo Markoviano
e da Eq. (2.47).

Observagao 2.5. O termo Pg’nﬂ(unﬂ = jlu, = 1) das Eq. (2.48) e Eq. (2.49), equivale
a dizer que a probabilidade condicional do processo estocastico estar no estado 7 no tempo

n + 1, dado que estava no estado %z no tempo n.

A equagdo de Chapman-Kolmogorov (Eq. (2.48) para o caso discreto e Eq. (2.49)
para o caso continuo) pode ser reescrita numa forma que é ao mesmo tempo mais simples
e também mais diretamente relacionada aos conceitos fisicos [5]. Esta forma é conhecida
como equagdo Mestra. Infelizmente, encontrar as solugdes para as Eq. (2.48) e Eq. (2.49) é
uma tarefa complicada; o método mais utilizado, é definir a probabilidade de transicao como

a solugdo de uma equagdo Mestra [28]. Na literatura, assume-se que o ruido do processo

9 As probabilidades de transicio sio definidas também para processos discretos ndo-Markovianos, mas para
isso, o termo P, ;(ur, unt+1) dado na Eq. (2.61) deve ser substituido por uma expressdo em fungio ndo sé v e

k, mas também em j [20].
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estocastico que descreve os precos dos ativos em geral, como por exemplo as agdes, seguem

um processo de Markov [28,29].
Um processo Markoviano é homogéneo no tempo se
P(t+s,u,t' +s) = P(t,u,t) (2.50)

e, neste caso, as probabilidades de transi¢do dependem apenas de u e t' — t. Isto é, para
avaliar probabilidades condicionais da posigdo do processo em um dado momento, apenas

interessa saber a diferenca t' — t e ndo os valores de t e . Assim, podemos escrever,
P(t' —t,u) = P(t,u,t), 0<t —t<T—t. (2.51)

Um processo Markoviano é estacionério para t € [tg, T'] se e somente se: (i) u; é homogéneo
no tempo. (ii) existe uma distribuigo invariante P® = [ P(¢,u) P°(du), t € [T — t,], e (iii)

ug, tem distribuigio PC.

2.3.5 Processo de Difusao

O processo de difusdo'? est4 relacionado com o estudo da existéncia e unicidade
de solucdes para equagoes diferenciais estocasticas. E a literatura tem mostrado que varios
fenémenos fisicos, biolégicos e econémicos sao bem modelados por processos de difusdo. De
uma maneira geral, o termo difusdo € atribuido & processos de Markov com trajetérias
continuas que podem ser caracterizados pelo seu gerador infinitesimal do processo [1, 8, 23,
51,53].

Processos de difusao sao processos Markovianos com trajetérias continuas quase
certamente, em que as probabilidades de transigdo P(¢/, u, t) satisfazem, para cada t’ € [to, T,
ucERee>0:

1 limy )y ﬁ [ w—useP(t,u,t, du’) = 0;

2 Existe uma fungio a(u,t') tal que: limyy 72 [ ww<e(u' — u)P(t, u,t,du’) = a(u,t');

3 Existe uma funggo b?(u,t') tal que: limy |y 7 [ wou<e(t — u)?P(, u,t, du') = b%(u,t').
De acordo com a condicdo 1, a ocorréncia de saltos instantaneos na trajetéria do processo

é improvavel: P(u; —up > €|luy = u) = o(t —t'). As condigGes 2 e 3 estabelecem que o

processo tém média infinitesimal (u,t')d

0% um processo estocéstico continuo no tempo [47].
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epsilon e uma variincia infinitesimal b?(u,t')dt. A média infinitesimal (drift) fornece uma
medida de velocidade média do movimento descrito por « no instante ¢/, e a variincia infi-
nitesiaml (difusdo) fornece uma medida de magnetude local das flutuagdes de u; — uy, dado
uy = u. O processo u é de difusdo homogéneo no tempo (processo homogéneo), entdo
P(uttn|us = u) = P(up|ug = u), ou seja, as probabilidades de transicdo dependem apenas

do defasamento h e ndo do particular momento em que o processo é avaliado [20,47,48].

Equacoes Diferencias Estocasticas

Considere um processo de difusdo u(t) caracterizado pelos coeficientes infinitesimais a e
b. Como u(t) evolui continuamente no tempo, o processo u(t) é escrito através da equa-
cao diferencial estocastica. De forma ndo rigorosa, partindo das definicbes dos coeficientes

infinitesimais [48]
(Utpn — Ut | U = u) ~ a(u,t)h (2.52)
((utrn — w7 | ue = u)) = b*(u, t)h

em que a equagao
Uy, — Ut & a(u, t)h + b(u, t)(Wirn — Wh) (2.53)

é compativel com as defini¢cées dos coeficientes infinitesimais (com h pequeno). Fazendo

h — 0 obtemos a chamada equagdo diferencial estocéstica:
du: = a(u, t)dt + b(u, t)dWx, (2.54)

para t € [0,T], dW; é um processo de Wiener, ou equivalentemente,

1 1
U = Ug +/ a(s,us) ds +/ b(s,us) dWs, (2.55)
0 0

A equagdo diferencial Eq. (2.54) fornece uma realizagdo especifica (uma trajeté-
ria) do processo estocastico seguindo pela variavel aleatéria u;. Se tomarmos uma média sobre
varias trajetoérias, a probabilidade de obstemos um certo valor de u no tempo ¢ é descrita
pela distribuigdo P(u,t). A seguir, resumimos alguns processos estocasticos mencionados no

Capitulo 3.

Equacao Mestra

A equagao Mestra é a equagao de Chapman-Kolmogorov escrita na forma diferencial para
processos Markovianos, com a vantagem de facil manipulagdo [5]. A equagdo Mestra pode

ser interpretada como determinar a evolugdo temporal de um conjunto de probabilidades de
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permanéncia nos estados do sistema. Como as transi¢des entre estados influenciam estas pro-
babilidades de permanéncia, é necessario determiné-las por equacdes acopladas. A equagdo
Mestra é uma equagéo integro-diferencial (ver Eq. (2.56)) que, quando resolvida, fornece a
probabilidade de transigdo de um processo Markoviano e é escrita como:

BPtt/ ('u,(t) |'u,(t'
ot

) _ / dv [Wi(ulv) P (v[u') — Wi(ulw) Pa (ule)], (2.56)

onde os operadores W;(u|v) e Wi(v|u) sdo interpretamos como fluxos de probabilidade de

transi¢do por unidade de tempo?!.

A Eqg. (2.56) é a forma candnica da equagdo Mestra. Ela é interpretada como
uma equagdo de ganhos e perdas para as probabilidades. Num intervalo d¢, cada elemento
em v possui uma chance W;(u|v)dt de transitar para u. Assim, o acréscimo (ou ganho) de
probabilidade em u se d& pela soma das transicoes sobre todos os outros estados v, como
determina o primeiro termo da Eq. (2.56). Por outro lado, os elementos inicialmente em u
podem transitar para outros estados diminuindo o valor da probabilidade em u. Deste modo,
o segundo termo da Eq. (2.56) caracteriza a perda de probabilidade em v devido a estas
transigdes [20, 22, 28].

Equacao Mestra provém da Equacao de Chapman-Kolmogorov

Para se compreender como a equagdo mestra provém da equagdo de Chapman-Kolmogorov,
considera-se um processo de tempo homogéneo (ou estacionario), isto é, um processo
Markoviano em que a probabilidade de transigdo depende apenas do intervalo de tempo

entre dois estados. A Eq. (2.49) se escreve, para este processo como
Trir(unti|un) = /durTT/(uNH|ur)TT(uT|uN), caso continuo. (2.57)

E comum o uso da notagdo da Eq. (2.57), para as probabilidades de transigdo, quando se
trata de um processo homogéneo no tempo (ou estacionario) [5]. Para intervalos de tempo
pequenos (curtos), podemos expandir T (u,|uy) em série de Taylor em T e o comportamento

de T (ur|uy) é dado por'?:

Tr(unsilun) = (1 — ao7)d(unt1 — un) + 7W(uns1lun) + o(7?), (2.58)

1YV, (u|v) é a taxa de transigio por unidade de tempo do estado v para o estado u, e analogamente, W (v|u)

é a taxa de transicdo do estado u para o estado v.
12A forma dada na Eq. (2.58) é apenas uma suposicio e nio é satisfeita em todos os processos estcasticos.
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onde W (uny1|lun) é a probabilidade de transigio por unidade de tempo!®. Inserindo a

Eq. (2.58) na Eq. (2.57) resulta:
Trir(untilun) = [1 — ao(un+1)7'] TT(UN+1|uN)+T'/W(uN+1|ur)Tr(ur|uN) dur, (2.59)

onde ag(un+1) = [ du, W(u,|luny+1), Vr, N <r < N+ 1. Dividindo a Eq. (2.59) por 7’ e

tomando o limite 7/ — 0, resulta:

0

57 Lr(tnfun) :/[W(UN+1!ur)Tr(ur!uN)—W(ur\UN+1)Tr(uN+1\UN)]dum (2.60)

P

em que esta forma diferencial da equagdo de Chapman-Kolmogorov é a equacdo Mestra
[6]. Um processo Markoviano é dito estaciondrio quando a probabilidade de transigdo
P,(un;t + At|lu,_1;t), depende apenas do intervalo At de transigdo e ndo do instante ¢,
ou seja, [22]

P, (un;t+ At|un_1;t) = P(tun|un_1; At). (2.61)

2.3.6 Processo de Saltos

O processo de saltos € um tipo de processo estocastico contendo movimentos de
pequenos ou grandes saltos, ao invés de pequenos movimentos continuos. As distribuigdo que
resultam dos saltos sdo chamadas por leptociirticas’®. Sdo exemplos dessas distribuicdes os
Lévy Flights'®. As propriedades das variaveis aleatérias exponenciais sdo importantes para
definir processos de Markov com saltos. Uma variavel aleatéria u segue uma distribuigdo
exponencial com pardmetro A > 0, se a sua fungdo densidade de probabilidade apresentar a
seguinte forma

e M u > 0. (2.62)

A fungdo distribuigdo de u é dada por
Fo(u,t) = P(u<u)=1—e,  Vu€[0;00] (2.63)
Fy(u,t) é inversivel e sua fungdo inversa é
Fol(u,t) = —%ln(l ). (2.64)

Uma consequéncia destes resultados é que se u € uniformemente distribuida em [0, 1], entdo
—%lnu é exponencialmente distribuida com parametro X. Assim, por meio de distribuicGes

uniformes, é possivel computacionalmente simular uma distribuicdo exponencial [20, 28].

BW (uny1|un) é a taxa de trasigdo do estado un para o estado un1.

14 Apresentam um pico mais agudo em torno da média e tém caudas gordas, o que indica maior possibilidade
de ocorréncia de valores extremos.

151 6vy Flights sio descritos por Mandelbrot em The Fractal Geometry of Nature [54].
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Propriedade da distribuigao exponencial

Seja T' < 0 é uma variavel estocéstica continua, tal que

+00 —Au
e "tdu
P(T>t+s|T>t)=""— = P(T>s), Vts>0. (2.65)
77 AeMudu

Entdo, T tem distribuigdo exponencial. Em outras palavras, se interpretarmos T' como um
tempo estocastico, a distribuigdo de T — ¢, (a distribuigdo de T' > t), é a mesma de 7.
Esta propriedade é denominada falta de memdria. A distribuigdo exponencial é a tnica

distribuicdo continua com esta propriedade [20].

2.3.7 Processo Wiener (Movimento Browniano)

O Processo de Wiener (Movimento Browniano) é um tipo particular de Processo
de Markov, muito utilizado na fisica para descrever o movimento da particula Browniana que
estd sujeita a um grande niimero de pequenos choques moleculares. Grande parte dos modelos

desenvolvidos é [5,55,56]. Este processo é em tempo continuo e tem trés propriedades [46,56]:

1. E um Processo Markoviano de tempo continuo;

2. Possui incrementos independentes que seguem uma distribuigdo Normal com parame-
tros (0, At);

3. Mudancas no processo sobre qualquer intervalo de tempo sdo normalmente distribuidas,

com uma varidncia que aumenta linearmente com o intervalo de tempo.

Estas trés propriedades podem parecer ser restritivas, pois o prego das acoes segue
uma distribuicdo log-normal (prego de uma agdo nunca cai abaixo de zero). Para contornar-
mos este problema, basta modelarmos o logaritmo do pregco como um Processo de Wiener.
Assim, pela propriedade 2, devemos concluir que o Processo de Wiener é um processo esto-
céastico ndo estaciondrio, pois sua variancia cresce linearmente com o horizonte de tempo [47].
A seguir, apresentamos os trés importantes processos estocasticas, (Movimento Browniano
Aritmético; Movimento Browniano Geométrico e o Processo de Ornstein-Uhlenbeck) que tém

ampla aplicabilidade na modelagem financeira [57].
Movimento Browniano Aritmético

Este movimento é um processo de Wiener com uma tendéncia linear no tempo, que satisfaz

a seguinte equacdo diferencial estocéstica:

du(t) = p(t)dt + o(t)dws, (2.66)
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em que u(-) e o(-) sdo fungdes usuais enquanto que o processo estocastico {Wy,t > 0}, tal
que AW; tem distribuigdo Gaussiana, com média, (AW;:) = 0 e variancia ((AW;)?) = At. A
média e a varidncia para a variagdo da variavel du(t) sdo, respectivamente, (du(t)) = u(t)dt
e Var[du(t)] = o2dt [55,57).

Movimento Browniano Geomeétrico

Uma maneira de representar matematicamente a dindmica do retomo do ativo, pode ser

descrita pela equagao

du(t) = wp(t)u(t)dt + o(t)u(t)dy,

= wu(t)dt + o(t)dWs, (2.67)

com média e varidncia dadas, respectivamente, por (u(t)) = ugexp p(t —to) e Var[u(t)] =
%(exp{lu(t —t9)} — 1). Este processo é utilizado para modelar pregos de agdes, taxas de

juros e outras varidveis financeiras [57].

2.3.8 Processo Lévy

Seja u(t,w) um processo estocastico (ver Segdo (2.2.1)). Dizemos que u(t) é um

processo de Lévy se [58]:

1. P{u(0) =0} =1 ou u(0) = 0, quase certamente;

2. u(t) tem incrementos independentes;

3. u(t) é temporalmente homogéneo, ou seja, u(t + s) — u(t) =% u(s), para todo ¢ > 0;
4. u(t) é um processo em tempo continuo, ou seja, lim; 1, P {|u(t) — u(to)| > €} = 0;

5. Para quase todo w, u(t,w) é uma trajetéria continua a direita com limite & esquerda.

O processo de Lévy é um modelo Markoviano (Segéo (2.3.4)) com saltos (Segéo (2.3.6)). Para

maiores detalhes, ver referéncia [59].

2.3.9 Processo de Ornstein-Uhlenbeck

Na Segdo (2.3.7) revisamos o movimento Browniano no espago velocidade com
base na equagado de Langevin, que pode ser um bom modelo para descrever o movimento de

particulas colisdo a colisdo em meio fluido. Apéds a colisdo, a particula troca de posigao e
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descreve movimentos com velocidade. Este processo estocastico é conhecido como processo de
Ornstein-Uhlenbeck e foi proposto por Leonard Ornstein e George Eugene Uhlenbeck (1930)
como uma alternativa para o movimento Browniano. O modelo matematico tem aplicagoes
em outras areas, por exemplo, em finangas [60,61]. E o tinico processo estocastico com trés
propriedades: estacionério (ver Segdo (2.3.1)), Gaussiano (ver Segdo (2.3.2)) e Markoviano
(ver Segdo (2.3.4)) [1,2,6,7].

Observagao 2.6. Uma propriedade que pode ser acrecentada no processo estocastico Ornstein-
Uhlenbeck é a continuidade em probabilidade. De fato, um processo estocastico u(t) é con-
tinuo em probabilidade se, para todo v € Rt e € > 0, Pr(|lu—v| > €) — 0, quando u — v.

Isto &, se Cov(us,ut) é continua sobre R™ x RT. Note que, isto € uma afirmagio sobre a

distribuicdo [2, 3].

A importancia deste modelo na teoria dos processos estocasticos, é dada por
varios autores que propuseram diversas generalizacOes. Na literatura da fisica, o destaque é
com a equagdo diferencial estocéstica com diferentes tipos de ruido estocéstico. Na literatura
matematica, o estudo é com os modelos matematicos que descrevem sistemas fisicos; e o foco
fica em encontrar generalizacdes baseadas em solugdes de equagdes integrais estocasticos. No
Capitulo 3, apresentamos nosso modelo, em que fazemos a incursdo ao ruido. Apresentamos
o modelo de Langevin com um argumento que essencialmente evita definir o ruido gaussiano

e recupera os postulados do modelo de OU de uma maneira plausivel.

A evolugao temporal do ruido é a tendéncia dos valores reverterem para um valor
médio. Desta forma, grandes flutuagdes em relacdo a este valor médio, tendem a decair. O
valor do ruido é um pardmetro do processo estocastico e outro pardmetro é a taxa no tempo,
e denotado por p, em que estas flutuagdes tendem a relaxar. Este pardmetro depende do
mercado financeiro e do seu fluxo de informacao, do ativo usado, e entre outras caracteristicas
[62]. Este modelo estocastico é conhecido como modelos de reversdo a média . A seguir,
apresentamos duas versdes simples (particulares) do modelo de Ornstein-Uhlenbeck, utilizado
em estudos de processos estocésticos. Um dos objetivos desta tes,e proproe uma generalizagdo
para o processo de Ornstein-Uhlenbeck, em que termo de drift € uma funcio arbitraria e o
termo de difusdo é uma variavel aleatéria arbitraria, entdo torna-se necessario e coerente

esta apresentagao.

Processo de Ornstein-Uhlenbeck Aritmético

Matematicamente, o processo de OU {u(t);t > 0} retrata o processo de reversédo

para a média. A evolugdo temporal do sistema é dado pela seguinte equacdo diferencial
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estocastical® [33,63]:

du(t) = (u — pu(t))dt + odW (t), (2.68)

com condigdes iniciais u(t = 0) = up e W(t = 0) = 0. Todos os parametros u, o e p séo
ndo-negativos, {dW(t)} é um incremento de Wiener, com varidncia unitaria, p > 0 representa
a velocidade com que o processo u(t) tende a retornar a média de longo prazo yu, e o > 0éa
amplitude da difusdo de u; [61]. Um caso especial é quando g = 0 é um processo para qual
média tende a zero. A Fig. (2.1) mostra um exemplo do processo descrito na Eq. (2.68). A
dindmica descrita pela Eq. (2.68) significa que o prego do ativo (agdo) flutua mas é atraido

para a média de longo prazo. A Eq. (2.68) pode ser reescrita como
du(t) = k(g — u(t))dt + odW (1), (2.69)

e neste caso, k representa a velocidade de reversdo a média, e o prego da acao flutua, mas

retorna a média de longo prazo com velocidade k [64].

Observagao 2.7. Na Eq. (2.68), o termo de drift pode ser interpretado da seguinte forma:
se o valor atual do processo u(t) € menor que a média de longo prazo u, o drift serd positivo,
e se o valor atual do processo u é maior que a média (longo prazo), o drift serd negativo.
Assim, quando a difusdo é alta, a reversdo a média faz com que o seu drift tenha tendéncia
negativa e quando é baixo, a reversao a média faz com que o seu drift tenda a ser positivo.

Em outras palavras, a média funciona como um nivel de equilibrio para o processo [47].

Figura 2.1: Uma trajetéria do processo de Ornstein-Uhlenbeck com condigdes iniciais ug =

-2, p=1, p =3, 0 =2. A média (linha pontilha) e a variancia (linha sélida) [61].
A solugdo da Eqg. (2.68) é:

u(t) = % [1 —exp{—pt} +upexp{—pt} +o /Ot exp{—p(t —s)} dW(s). (2.70)

'®Na equagio diferencial estocastica a incégnita ndo é uma fungdo, mas sim um processo estocastico. A
diferenga entre uma funcio e um processo estocastico: na fungdo, a cada instante ¢, associa-se um determinado

valor, e, em um processo estocastico, a cada instante ¢, associa-se uma distribuigdo de valores [35].
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O primeiro momento (média), o segundo momento e a covaridncia séo [61]

(u(t)) = %[1—exp{—pt}]+uoexp{—pt},
2

(ue?) = ()’ +5 (1 - exp{-20}),
o2 )

((u(®)u(t))) = 56”"’” : (2.71)
para o caso de processo nio-condicional (estritamente estacionéario) A Eq. (2.70) é a solugdo
estaciondria explicita do processo de Ornstein-Uhlenbeck Aritmético dado na Eq. (2.68) [65].
O processo de reversdo a média é utilizado para modelar muitas variaveis financeiras que

tendem a retornar a valores médios de longo prazo.

Processo de Ornstein-Uhlenbeck Geomeétrico

Um outra terminilogia do processo de reversdo a média, é o processo de Ornstein- Uhlenbeck
Geométrico. HEste modelo é descrito pela distribuigdo Gama estacionaria e pela equagdo

diferencial estocastica [66]

du(t) = (u — pu(t))u(t) dt + ou(t) dW (t), (2.72)
L = (u pu(t) + o102, (2.73)

em que dW (t) € N(0;2dt), f(t) = dvgt(t) é um ruido branco com média (f(t)) = 0 e variancia

((f@O)f())) = 26(t —t'). A pdf do modelo descrito na Eq. (2.72) é dada pela distribuigdo

Gama:

P(uft o auttiy gy 2.74
U ,0) = ———e u(t)”, .
(wt)8,0) = i gre “Ou) (270
sendo que a fungdo I'(1 + B) =: [ e~ *Mu(t)? du, u(t) > 0, 1.,‘2‘117:2) é a constante de norma-
lizagio, a = p/o? e B = pa — 2, ou seja,
auafl
pP* = —au(t) ya—2. 2.
(w(8) = i —gy¢ " ult (275)

Note que, na Eq. (2.74) e Eq. (2.75), o termo au representa a razdo entre o valor médio u e
a flutuagdo efetiva 02/p durante a relaxagio. Assim, au e a determinam o comportamento
da distribuicdo estacionéria. Logo, a média e a varidncia da variavel u(t), respectivamente,

sdo:

(u(t)) = (1+ B)a~C  (u()?) = (1 + f)a~20+P), (2.76)



Capitulo 3

(Generalizacao do Processo OU':
Processo THOU

3.1 Introdugao

Paul Langevin em seu trabalho propdés um modelo de equagdo diferencial esto-

céastica (equagdo de Langevin) para o movimento Browniano:

m% = —yum + £(t), (3.1)

em que u denota a velocidade da particula, —yum é a forga que varia lentamente, represen-
tando uma fricgdo dindmica sobre o movimento da particula, em que v é o coeficiente de
viscosidade do meio, e £(t) é a forga aleatéria que modela as flutuagdes na velocidade média
das particulas do fluido [67].

Neste trabalho, o objetivo de P. Langevin era calcular a média quadratica para a
posigdo da particula Browniana, que possuia limitacdes, pois ndo mostrava como calcular os
momentos estatisticos de alta ordem da posigao e da velocidade da particula Browniana. No
sentido de melhorar o modelo de Einstein, os fisicos Ornstein e Uhlenbeck reformularam o
problema de Langevin, em que definiram a forga aleatéria como uma varidvel Gaussiana com
correlagdes do tipo deltal. Entretanto, se a distribuicio para a forga aleatéria fosse definida,
seria possivel calcular explicitamente a distribuigdo para a velocidade e a posicdo da particula

Browniana [2, 70].

O processo de OU tém sido estudado ndo somente na Fisica, pois podemos en-

LE@)E()) = T6(t —t') é a correlagdo, ou seja, £(t) sdo processos Gaussianos com ruido branco cuja média
sdo nulas [68, 69].

28
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contrar sua aplicagdo para modelar os pregos de ativos dos mercados financeiros? [4]. Este é
o Unico processo estocastico que possui trés propriedades: Gaussiana, Markoviano e estacio-

nério [2,3,5]. Esse resultado é conhecido como Teorema de Doob [1-3,6, 7].

Joseph L. Doob foi o primeiro que tratou e caracterizado o processo de OU com
rigor e introduziu as equagdes diferenciais estocasticas na forma que conhecemos [1]. Essa
forma corresponde ao processo de OU que foi proposto pela primeira vez para descrever a
velocidade da particula Browniana em movimento num ambiente de atrito, no ambito das
equagbes de Langevin [5,8,9]. Existe mais de um teorema de Doob na teoria de processos
estocasticos, mas somente um teorema nos interessa (ver Teo.(3.1). Mesmo que Doob tenha
melhorado os problemas matematicos do modelo de Langevin, ainda existem varias dificul-
dades no modelo. Na literatura, a equagdo de Langevin ainda apresenta véarias questoes
em aberto sobre a validade da mesma em diferentes regimes. No argumento de Einstein e

Langevin, a particula Browniana esta sujeita a agdo de forgas hidrodindmicas [10, 11].

A importéncia do modelo de OU na teoria dos processos estocasticos, € dada por
varios autores que propuseram diversas generalizagdes [5,8|. Na Fisica, a equagdo diferencial

estocastica é proposta com diferentes tipos de ruido [5,47]. Na Matematica, é encontrar

generalizagGes baseadas nas solugdes de equagdes integrais estocésticos [9,19].

Neste capitulo, fazemos uma incursdo ao movimento Browniano. Apresentamos
o modelo de Langevin em que evitamos definir o ruido gaussiano como no modelo de OU
original. A nossa sugestdo de incursdo no movimento Browniano ndo consta entre os modelos
do processo de OU descritos no Capitulo 2, embora encontramos resultados semelhantes para

os momentos estatisticos.

A literatura de séries temporais mostra a conveniéncia pratica do uso de séries
estacionérias, mas no mundo real, poucas séries encontradas podem ser classificadas por
estacionarias. A propriedade estaciondria é uma condigdo restritiva imposta a série tempo-
ral. Com relagdo as séries econdémicas, somente um pequeno nimero satisfaz essa condigao.
Uma simples avaliagdo de algumas das variaveis aleatérias mostra que suas variagdes podem

apresentar um comportamento ndo-estacionario na sua evolugdo temporal. A propriedade

20 modelo de OU exponencial descreve os pregos para uma opgio de compra europeia. O modelo de
difusdo proposto é um processo de mercado que supde o movimento Browniano geométrico para descrever
a din&mica dos precos e o processo de OU para descrever a volatilidade. Assim, o prego de opgdo é obtido
aproximadamente, quando sdo validas as condigdes: (i) as flutuagdes da volatilidade sdo maiores que o nivel
normal; (ii) a volatilidade apresenta uma forga mais lenta para o seu nivel normal, e, finalmente, (iii) o prego
do mercado de risco é uma funcio linear para a volatilidade. O preco estudado é para opcbes de compra
europeia e a volatilidade referente a série do indice Dow Jones, em observagdes com memoria em intervalos

longos [68].
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do tipo ndo-estacionaria apresentado nas séries temporais pode ser caracterizado como ho-
mogéneo no tempo. Podemos observar que as séries se movimentem livremente sem se
fixarem em torno de um valor médio, e seu comportamento em diferentes periodos de tempo

é essencialmente similar [12].

No modelo sugerido neste capitulo, o processo é linear e homogéneo no tempo,
que substituem as condicoes de Gaussianidade e de estacionariedade no processo de OU
original. A condicdo de gaussianidade é recuperada quando fazemos a variavel aleatéria
B(7) na Eq. (3.3) abaixo ser gaussiana, pois consideramos o ruido ser uma variavel aleatéria
arbitraria. E mais, o termo de drift do modelo tem uma forma especifica, (ver Teo. (3.2)),

para que sejam satisfeitas estas condicOes sugeridas acima.

Observagao 3.1. O processo de Markov homogéneo no tempo tém densidades de probabili-
dades de transigdo estaciondrias, e o processo de Markov estacionario tém funcoes distribui-

¢Oes finitas estacionarias [71].

3.2 Generalizando o processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU)

Nesta segdo, formulamos um resultado de carater puramente mateméatico. Ge-
neralizamos o processo de OU usando o teorema de Doob, que fornece a condigdo para um

processo estacionario Gaussiano ser Markoviano®. A seguir, citamos o teorema original®.

Teorema 3.1 (Doob). Todo processo estocastico estacionério cuja as probabilidade a 2-
pontos é Gaussiana é Markoviano se e somente se possui uma fungdo de covaridncia expo-

nencial, dada por
((u(t)u(t)) = (w2(t)) e, (3.2)

em que (-) denota o segundo momento central (Eq. (2.7), em que n = 2).

Para generalizar o processo de OU, substituimos duas hipéteses: Gaussianidade
por linearidade® e estacionariedade por homogéneo no tempo®. Chamaremos este processo

por processo de Ornstein-Uhlenbeck Homogéneo no Tempo, que denotaremos por THOU.

3Uma condigio natural do processo markoviano é que Gn(Un;tn|tun—1;th_1) = 6(Un — Un—1), em que
assumimos que G (u(t)|u(t’)) é a probabilidade de transigio de um estado u,—1 para um outro estado u, em
um intervalo de tempo T pequeno, tal que T = t, — t,,_; [8,22].

“Para uma demonstragio, ver Apéndice A ou referéncias [1,21,42,72,73].

5Um processo estocastico é linear se puder ser escrito na forma dada na Eq. (3.3), ou seja, processos com

incrementos independentes da variavel de interesse u(t) [28].
5Na anélise econémica a ergodicidade correspondera & homogeneidade temporal dos diferentes ensembles

de eventos e das condigBes nas quais eles ocorrem [74].
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Esclarecemos a forma de determinar a covaridncia e os n-ésimos cumulantes deste tipo de

Pprocesso.

Neste estudo nos limitamos a processos auténomos definidos pelo fato da pro-
babilidade de transigdo Gip(u(t)|u(t')) depender da diferenga entre os tempos 7 = ¢ — ¢t'.
Neste caso, é possivel resolver a equagdo de Chapman-Kolmogorov explicitamente, como sera
mostrado. Na literatura, a maioria das generalizacdes tém em comum o fato da dependéncia
condicional de u(t') em u(t) ser linear onde consideramos que a variavel aleatéria obedece a

seguinte estrutura linear:
u(t + 7)|u(t) = A(T)u(t) + B(1), (3.3)

em que A(7) é uma fungdo arbitraria, B(7) é uma variavel aleatéria arbitraria e 7 > 0 é o
deslocamento de tempos. Lembrando que processos Gaussiano e OU sdo lineares, mas a volta
nao é necessariamente verdadeira. Nesta nossa formulagdo o ruido é por hipétese uma varia-
vel aleatéria arbitraria, ndo necessariamente gaussiana. A homogeneidade no tempo implica
que u(t + 7) e u(t) tém, como processos em 7T > o, as mesmas densidades de probabilidades
iniciais e de transicdo. Trabalhamos com valores dos momentos estatisticos condicionais, en-
tdo somente nos interessam as probabilidades de transicdo. Formalizamos as nossas sugestoes

para a generalizagdo, no seguinte teorema:

Teorema 3.2. Seja u(t) um processo estocastico. u(t) é linear e homogéneo no tempo se
u(t + 7)|u(t) em u(t) é dada na Eq.(3.3). O processo u(t) é Markoviano se, e somente se,
A(T) = e 77, e a fungdo caracteristica de u(t + 7)|u(t), € um caso limite » — oo de uma
sequéncia

¢$")(z\u(t)) _ Py dt [gn(ze*ﬁ)—l]+izu(t)e*7"’ (3.4)

em que ), sdo constantes positivas e g,(2) sdo fungbes caracteristicas.

Observacao 3.2. Na Eq. (3.3), u(t + 7)|u(t) € Markoviano e o ruido B(7) depende somente
de T e é estacionario em t e vai mudando quando 7 vai evoluindo em ¢ + T, ou seja, fixando
T teremos um processo estacionario em ¢, e a probabilidade marginal em ¢ serd a mesma. O
drift depende de 7. Fixando u(t), calculamos a varidvel aleatéria u(t 4+ 7) no tempo ¢ + 7,
como dado na Eq. (3.3), em que 7 = t — t' é uma diferenga de tempos e depende deste
intervalo. No processo OU original, o ruido é gausssiano e no modelo THOU proposto (ver

Eq. (3.3)) o ruido é uma variavel aleatoéria arbitraria.

Os modelos markovianos sdo sistemas de transigoes de estados, e as transigoes

entre estados sdo probabilisticas e dependem apenas do estado presente.

Para a demosntragdo do Teo. (3.2), por hipétese, temos que u(t) é um processo

Markoviano homogéneo no tempo. Vamos introduzir a probabilidade P(B(7)) = ¢,(B)dB.
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Seja a probabilidade de transi¢do da variavel aleatéria descrita na Eq. (3.3):

P(u(t + 7)[u(t)) = Gr(u(t)|u(t)) du(?), (3.5)

em que G.(u(t)|u(t')) é a probabilidade de u(t) condicionada ao valor conhecido de u(t')
entre u(t) e u(t) + du(t). Definimos a probabilidade

G (u(t)|ut') = ¢-(B)dB, (3.6)

que segue diretamente da Eq. (3.3) como

Gr(u(t)|u(t) du = g-(u(t) — A(T)u(t)) du(t). (3.7)

Do ponto de vista matematico, esta é a nossa suposigdo basica, em que a Eq.(3.3) simples-
mente fornece uma interpretacdo conveniente. Considerando processos Markovianos invari-
antes por translagdo tanto em u quanto em ¢, a propriedade Markoviana da probabilidade
de transicdo G, (u(¢)|u(t') implica que a probabilidade condicional da Eq. (3.3) deve ser uma
equagdo de Chapman-Kolmogorov (CK) (ver Segdo (2.3.4)), isto &,

Grr(udlult) = [ dv Gr(u(®)v®)Gr(v(t) u(t)), (3.8)

em que G, (u(t)|u(t")) representa a probabilidade de transi¢do de u(t') para u(t), passado
um tempo 7 = ¢ — t/. Nossa meta é encontrar todas as solugdes probabilisticas da Eq. (3.8),
sujeitas as condigdes de linearidade da Eq, (3.3), em que na maioria dos casos, representa
um processo de saltos em que o sistema permanece parado no estado inicial u(¢') durante
um tempo aleatério 7, distribuido exponencialmente e ao final, realiza uma transicdo para
um novo estado u(t), de acordo com uma probabilidade condicional de transi¢do arbitraria,
denominada por g(u(¢)|u(t')). A Eq. (3.8) torna-se uma convolugdo de distribuigdo de pro-
babilidade (ver Teo. (2.2)) que descreve um processo de soma de duas varidveis aleatérias,
isto é,

Grer(uu(t)) = [ dult)) Gr(u(t) - u(t)Gr(u(t)), (3.9)

que pode ser resolvida no espago de Fourier’.

Gdo (2.2.6)) da probabilidade de transigdo, G, (u(t)), como ¢,(z) = [ du(t) G (u(t))e**®).

Pelo Teo. (2.2), a convolugdo da Eqg. (3.9), torna-se um produto de fungdes caracteristicas:

Definimos a fungdo caracteristica (ver Se-

Prir(2) = ¢r(2)pr(2), (3.10)

cuja solugdo geral é
b (2) = ™), (3.11)

70 espago de Fourier é o espago de fungdes complexas, em que a convolugio equivale a uma multiplicagio
de duas fungdes distribuigdes (ou de suas correspondentes fungdes caracteristicas (ver teorema da Convolugéo,
Teo. (2.2))) [32]
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Devemos garantir que a Eq. (3.11) seja uma fungdo caracteristica valida, pois essa expressdo
ndo garante que a solugdo da equgao de CK representa uma distribuicdo de probabilidade que
nos interessam. Dadas as dificuldades conhecidas na manipulaciao desta equagao, procedemos
por um método indireto. Definimos a fungdo caracteristica da probabilidade de transigdo

arbitraria B(7), denominada por g,(B), como

b:(2) = (7). (3.12)

Para determinamos um processo de OU, é necessario um fator de integragio dado por: et

que multiplicado em ambos os lados da Eq.(3.8) e integrando em wu(t), passamos a ter o

seguinte resultado

/ G (u(t) [u(t))e=* O du(t) = / dv / G (u(®)[v(£)) Gy (v()[u(t))e™*Odu(t).  (3.13)
Usando a Eq.(3.7) na Eq.(3.13), obtemos

fq»,-_H-I(B) eizB 4B eizlA(T+m")u(t’)] — (314)
J v gri(v — A(T')u(t)) €47 [ du(t) €5 ¢,(B) dB,

em que usamos a Eq.(3.3) para obter d—“ = 1, ou seja, du = dB. Da definicdo de fungdo

caracteristica (Eq. (2.18)),
[ v (B) €7E 4B = () = ¢rri(a). (3.15)
Da Eq. (3.15), a Eq. (3.14) torna-se
brovr(2) AT — g (2) [ dv gr(v— A(T) u(t)) €540, (3.16)

em que definimos ¢,(z) como a fungdo caracteristica de g,(B). Na Eq. (3.16), pela propri-

8

edade de deslocamento da transformada de Fourier®, a integral em dv pode ser identificada

essencialmente com a defini¢do da fungdo caracteristica (ver Eq. (2.18)) avaliada em A(7)z

ao invés de z. Deste modo, vemos que a Eq. (3.16) resulta em
br (2 AT = g (2)p,.(A(T)2)e =AlTIALT ulE), (3.17)
Na Eq. (3.17), separando o fator que depende somente de u(t') nos expoentes, obtemos

A(t+ 1) = A(T)A(T), (3.18)

8Seja F[f(t)] a transformada de Fourier de f(t) = f:: exp(—wwt) f(t) dt, tal que a integral exista. Neste
caso, F[f(t)] = g(w). Entdo, F~'[g(¢)] = f(t) transformada de Fourier inversa de g(t). A propriedade de
deslocamento da origem das transformadas de Fourier: F[f(t — t,)] = exp(—iwto)g(w). Semelhantemente,

F~g(w — wo)] = exp(iwat) f(¢) [38].
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ou seja, um produto de fun¢des caracteristicas, com solugdo geral®
A(r)=¢e"7, (3.19)
para qualquer constante arbitraria -y.

Até agora, obtemos a condigdo necessaria para a probabilidade de transigao dada

na Eq.(3.8) seja Markoviana. O préximo passo é resolver a equagdo funcional

brir(2) = ¢r(2)pr (2A(T)), (3.20)

que pela Eq. (3.19), a Eq.(3.20) torna-se

brir(2) = ¢r(2)pr(2e777). (3.21)

Observamos na Eq.(3.21) um caso especial se y = 0, obtemos a convolugéo (Segdo (2.2.6)) de
fungdes caracteristicas, que pode ser resolvido pelo mesmo método aplicado na Eq. (3.18),
cuja solugdo geral é

b.(2) = e™2), (3.22)

que define a forma de fungdo caracteristica infinitamente divisivel (ver Secdo (2.2.8)) de
processos infinitamente divisiveis, que tem sido estudado na literatura [32]. No entanto, a
Eq.(3.22) ndo é a solugdo final, é apenas a solugdo da equagdo CK, que representa a distri-
buicdo de probabilidades que nos interessa. E necessério garantir que a Eq.(3.22) seja de
fato uma funcdo caracteristica valida. Esta equagdo é bem definida na literatura de pro-
babilidades e representa a fungdo caracteristica de uma variavel infinitamente divisivel [32].
De Finetti demonstrou no Teo. (2.7) uma condigdo necesséaria e suficiente para a Eq.(3.22)
seja uma fungdo caracteristica valida — o expoente 7h(z) deve ser uma sequéncia de ter-
mos como Thp(2) = TAn(gn(2) — 1), em que A, sdo constantes positivos e g,(z) sdo funcdes

caracteristicas [75]. Assim, reescrevemos a Eq. (3.22) como
P(z) = e™Anlon(z)-1) (3.23)

Observagao 3.3. Na Eq. (3.22), A, sdo constantes com unidade de frequéncia que corrigem
a dimensionalidade do expoente.
Agora, vamos analisar o caso se v # 0 da Eq. (3.21). Definimos ¢,(z) = e?(#),
cuja segunda caracteristica (ver Eq. (2.25)) de ¢,(z) é W,(z) = In¢,(2). A Eq. (3.21)
torna-se equivalente a
Wiir(2) =We(z) + Wo(ze 77), (3.24)

°Solugdo da Eq. (3.18): InA(tT + 1) = InA(7) + InA(7') = ZI[A(T + 7)]|lr—0 = 2 I[A(7)]|r=0 +
& [A(T)]lr=0 = FIn[A(T +T)]lr=0 = 555 A(T)lr=0 = - W[A(T)] = 355; = [dIn[A(')] =
Ap(r)=e 7.

dr
73
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em que Wry,(2), Wr(2) e Wri(z.e77) séo segunda caracteristica de ¢, ./, ¢r € ¢, res-
pectivamente. Se diferenciarmos a Eq. (3.24) por 67_6—;, e avalid-la em 7 = 0, obtemos a
equacdo diferencial parcial (EDP) dada por

Wyi(2) = —'yz%WT/(z), (3.25)

em que o ponto denota a derivada temporal.

Observagao 3.4. Para resolver a Eq. (3.25) aplicamos o método das caracteristicas para

0

obter as curvas caracteristicas!® ao longo das quais a EDP se reduz a uma EDOY, que

integramos ao longo das curvas caracteristicas [76-78].

Pelo procedimento da Obs. (3.4) e fazendo W, = W,(z), a Eq. (3.25) torna-se um caso

particular da EDP linear de primeira ordem homogénea, isto &,

0 _. 0
EWT(Z) + ’)’ZaWT(Z) = 0, (326)

chamada de equacdo do transporte [76-78], com a condigdo de contorno'? W, (z)|r—o = 0.
Observe que (z,7) € uma curva arbitraria do plano 27, a derivada de uma funcdo qualquer W
ao longo desta curva é dada através da regra da cadeia: =W (z,7) = W, (2,7) + 2'W,(2, 7).
Se W satisfaz a equagao do transporte, entao % = 0 ao longo das curvas (caracteristicas da

equacdo do transporte) em que g—j('r) = ¢(z,7), isto &,

%WT(z) + c(z,'r)%WT(z) =0. (3.27)

Assim, da Eq. (3.26) e Eq. (3.27), ¢(2,7) = 7z é uma fungdo linear em 2, e as curvas

caracteristicas estdo definidas ao longo de todo dominio do problema. Obtemos a solugdo

geral da Eq. (3.26), usando o método de separagdo de varidveis aplicado na EDO: dfi(:) =z,

resultando em 2(7) = cpe?”, em que ¢y é uma constante. Portanto, W,(z) é constante ao

longo das curvas z(7) = cpe?”.

Para determinar o valor de ¢p, note que para 7 = 0, temos 2(0) = ¢p. Entdo dado
um ponto (2o, 7g), a curva caracteristica que passa por este ponto é dada por zp = ¢pe?™, o
que implica em ¢y = zge ™. Logo, 2(7) = 20e7(7=7) Como W, é constante ao longo das

curvas caracteristicas, segue que

W (20, T0) = Wr(co,0) = W,(20e777°,0) = h(ze™ 7). (3.28)

10 As solugdes para a EDP linear de primeira ordem com coeficientes constantes, homogénea, sio constantes

ao longo de curvas, chamadas curvas caracteristicas que sdo linhas de transporte de informagdo [76].
UBDO ¢é a abreviagio de Equagio Diferencial Ordinéria.
12 A condigdo de contorno é necesséria para garantir lim, o G, (u|u') = §(u — »') na equagio de Chapman-

Kolmogorov.
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Assim, a solugdo para o problema de valor inicial W, (2)|r—¢ =0 é
T
W, (z) = / dt h(ze™™), (3.29)
0

em que h(-) é qualquer fungdo arbitraria. Quando v = 0, a Eq. (3.29) resulta em W,(z) =
Th(z), que recupera a solugdo encontrada anteriormente na Eq. (3.22). Assim, o teorema de
De Finetti estabelece a condigdo em h(z) para que ¢.(z) = e™#) seja uma fungio caracte-

ristica valida.

Na préxima segdo, analisaremos quais as restrigdes que poderemos colocar em

h(-) da Eq. (3.29), que garante
br(2) = eWr(®) = glo Hhlze ™) (3.30)
seja uma funcdo caracteristica valida.

3.2.1 Condigoes de W, (z)

Primeiro, mostraremos que ¢,(z) na Eq. (3.30) é infinitamente divisivel (ver
Segdo (2.2.8)). Uma caracterizagdo importante de ¢,(z) ser infinitamente divisivel, é que
pela equagdo CK, o processo estocastico u, corresponde a soma de um ntumero arbitrario de

varidveis independentes, u,|,. Assim, reescrevemos a Eq. (3.21) como

brir(2) = br/n(2)brijn (26777 (3:31)

Pelo Teo (2.3) e fazendo n = 2, a Eq. (3.31) pode ser interpretada como a soma de variaveis

indenpendentes:

Xr+r' = X1/2 + e_’yT/ZX‘r’/% (3'32)

em que Xr+r/, Xr/2 € X/ /2 580 variaveis aleatérias descritas pela mesma fungdo caracteristica
¢-++(-). De fato, pela definicdo (2.18) e usando a Eq. (3.32), obtemos

iz / 1z e T2y, —T
¢Xr+r’(z) - <e X > - <e e e /2}> = ¢X'T/g(z) ¢xf/2(ze 7 /2)-

O processo escrevendo X, como soma de variaveis aleatérias pode ser realizado para um
nimero 7 finito de fungdes caracteristicas (Teo. (??)). Esta propriedade define uma fungéo

caracteristica infinitamente divisivel [32].

De acordo com o Teo. (2.7), a condigdo necessaria e suficiente para uma fun-
gado caracteristica seja infinitamente divisivel é que ela pode ser escrita com uma sequéncia

convergente de sequéncias de funcdes caracteristicas na forma
(n(2) = enlon2) 1)) (3.33)

em que os coeficientes a,, > 0 e g,(z) sdo fungdes caracteristicas [32].
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Pelo teorema de De Finetti, Teo. (2.7), a condigdo de e"7(#) da Eq. (3.30) ser

uma funcgdo caracteristica valida, é que h(z) seja da forma

h(z) = Mg(z) — 1), (3.34)
para A > 0 e g(z) uma fungéo caracteristica. A prova é simples. Definimos a; = LA,
b, = e =TE A fungdo

(Tn)(z) — eBi1ai(gi(biz)—1) (3.35)

é o produto finito de fungdes caracteristicas (infinitamente divisiveis) para 7 finito. No limite
n — 00, o expoente da Eq. (3.35) torna-se a soma de Riemann, que corresponde a integral da
Eq. (3.30). Pelo Teorema de Continuidade, Teo. (2.8), uma sequéncia convergente de fungdes
caracteristicas é também uma fungdo caracteristica. Entdo, a Eq. (3.34) é uma condigédo
suficiente para estabelecer a validade da Eq. (3.30). Portanto, ¢,(z) = e”™#) ¢ uma fungio

caracteristica valida.

Agora vamos mostrar a condigdo necesséria. Pelo Teorema de De Finetti, Teo. (2.7),
uma fungdo caracteristica infinitamente divisivel é o limite de sequéncias convergentes de fun-
¢Oes caracteristicas da forma

¢n(2) = e2n(9n(2) 1), (3.36)

em que p, sdo constantes positivas e g,(2) sdo fungBes caracteristicas. Podemos usar este
resultado e o Teorema de Convergéncia, Teo. (2.8), para obter uma condigdo necesséria de

h(z) da Eq (3.29), represente uma fungdo caracteristica valida [37]. Primeiro, definimos

f(z) = h(z) +izu(t'), (3.37)

e assumimos que f(z) é infinitamente divisivel, isto &, f(z) = [fn(2)]” ou fa(z) = [f(2)]*/™,

em que f,(z) é uma sequéncia de fungdes caracteristicas infinitamente divisivel (ver Teo. (2.2)).
Assim, a Eq. (3.37) é um produto de duas fungGes caracteristicas, que pode ser escrita sim-
plesmente como

Yrlalu(t)) = elo #e . (3.38)

Substituindo Eq. (3.37) na Eq. (3.38), obtemos
¥ (2|u(t)) = efOT dt[h(ze™"*)+ize " Tru(t)] (3.39)

Como f(z) é infinitamente divisivel, o Teorema da Continuidade, Teo. (2.8), garante que
f(z) = limp_,00[frn(2)]® quando n — 00, e a integral no expoente da Eq. (3.38) pode ser
escrito como a soma de Riemann, e portanto

(e}

¥ (2lut)) = T e, (3.40)

m=o
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é um produto de fungdes caracteristicas infinitamente divisiveis. E pelo Teo. (2.3), Eq. (3.40) é
também uma funcdo caracteristica infinitamente divisivel. Fazendo a,, = e*”’m‘”, é necessario
que e¥r[Panz)tianzu(t)] geia uma funclo caracteristica valida. E assim, a volta do Teorema de
De Finetti, Teo. (2.7), garante para um processo de limite, isto &, A(-) = lim,_, hn(:), em

que hA(-) = An(gn(-) — 1), sendo g,(-) uma sequéncia de fungdes caracteristicas e A > 0.

O teorema de De Finetti implica que o expoente da Eq. (3.38) pode ser da forma

AT(G-(2) — 1), em que G,(2) é uma fungdo caracteristica. Ou seja,

A(Gr(z) — 1) = A / dt (g(ze™™) — 1), (3.41)
0
que resulta em
G-(z) :/ dt g(ze ), (3.42)
0
para todo 7. Em particular, o limite 7 — 0 é
o Jodtg(ze ) . g(zeTT)
Go(z) = lﬁ% I lﬁ% -1 = 9(z). (3.43)

Isto é, para G.(z) ser uma fungdo caracteristica valida para todo 7, g(2) deve ser também
uma fungdo caracteristica. Este resultado completa a prova que A(7) = e~7" é uma condigédo
necesséria e suficiente das fungdes caracteristicas na Eq, (3.4) do processo Markoviano linear
definido na Eq. (3.3).

3.3 Equacao Mestra

Para que um processo Markoviano seja definido de maneira consistente, a probabi-
lidade de transicdo deve satisfazer a equagao de CK. Agora, vamos determinar a probabilidade
de transigdo de um processo Markoviano para transigoes infinitesimais. A literatura aborda
este problema por duas técnicas: uma é definir a probabilidade de transigdo como a solugao
de uma equagdo Mestra (Secdo (2.3.5)) e a outra formulagdo, é por integrais de trajetéria
que expressa a probabilidade de transigdo diretamente como uma equagao diferencial-integral.
Nas duas abordagens, a equagdo de CK néao é tratada diretamente e, ao invés disto, se postula

como a probabilidade de transi¢do se comportaria no limite ¢ — ¢’ [28].

Nesta segdo, estabelecemos a equagao Mestra que governa o processo estocastico
definido previamente na Eq. (3.4). Tratamos a equagdo de CK aplicando o método da equagdo
Mestra que é uma equagao integro-diferencial que, quando resolvida, fornece a probabilidade
de transigdo de um processo Markoviano [28,29]. Lembramos que, estamos assumindo uma
probabilidade de transigdo infinitesimal entre um estado u(¢') para um estado u(t) como um
processo de saltos (Segdo (2.3.5)), e a fungdo caracteristica associada a esta probabilidade de

transigdo, G- (u(t)|u(t")), dada por

Yr(zlu(t') = pr(z)e™= )T = eWrlz)tizult)e™™ (3.44)
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em que ¢,(z) é dada na Eq. (3.30), sendo que W,(z) é dada na Eq. (3.29) e é denominada
de segunda caracteristica de ¢,(z). Vimos que, quando vy = 0, a Eq. (3.29) resulta em
W, (z) = Th(z2). (3.45)
Substituindo a Eq. (3.45) na Eq. (3.44), obtemos
e (2lu(t))) = )iz (3.46)

Nas segles anteriores, vimos que a fungdo caracteristica de G.(u(¢)|u(t')) na Eq. (3.30),
é valida se h(z) no expoente da Eq. (3.46) é da forma da Eq. (3.34). Entdo, a fungdo
caracteristica da probabilidade de transigio infinitesimal, G (u(¢)|u(t')), de u(t') para u(t) é

P (z|u(t)) = eTA[Q(Z)—1]+izu(t')e—7", (3.47)
em que g(z) é uma funcdo caracteristica.

A equagdo Mestra pode ser derivada da equagdo CK (Segdo (2.3.5)), entdo a

derivada da probabilidade de transigdo, G, (u(t)|u(t')), é um caso limite é, — 0:

0G (u(t)|[u(t)) o Grisr(u(®)u(t)) — G(u(t)[u(t) (3.48)
or ot ' ’

O termo G, s-(u(t)|u(t')) € evoluido, expandindo G, (u(t)|u(t')) até primeira ordem em 7

e colocando na equagdo de CK, isto &,

Graor(u(®)|u(t)) / dv Gsr(u(t)|v(t))Gr(v(t)|u(t)). (3.49)

Usando a expansdo em série de poténcias em torno de §7 = 0 e expandindo o termo e 77 da

Eq. (3.47) até primeira ordem, obtemos a fungdo caracteristica de G (u(t)|u(t')):

Yr(z|u(t)) = (1+ A67 (9(2) — 1) — izu(t)ydT) e#4(*), (3.50)

Entdo, para determinar a probabilidade de transicdo G, (u(t)|u(t')), procedemos da seguinte
forma: multiplicamos por e **%(!) ambos lados da Eq. (3.50); definimos a fungdo caracte-
ristica g(z) =: <eizu(t)>, que pode ser avaliada como uma fungdo de u(t); e para integrar
em 2, reescrevemos o termo [ izu(t')yre 1 (u(t)~u(t)) 4z como u"y'r%(e_iz(“(t)_“(t'))) que
aparece na Eq. (3.50); e aplicamos a definigio da transformada de Fourier na derivada!?

Assim, para tempos muito curtos, a probabilidade de transigdo, Gs,(u(t)|u(t')), é dada por
Gsr (u(®)|u®)) = (1—X67)8 (u(t) —u(t)) + A6TR (u(t) — u(t))
b o (W6 (ult) ()],
(1 —X67)68 (u(t) — (1 —yé7) u(t)) + A6TR (u(t) — u(t')), (3.51)

12

3Transformada de Fourier na derivada [79]: T f+°° 0 (u(t')eil("(t)_"(tl))) dz = 757%@[u(t')5(u(t) —

o Ou

u(t'))], pela propriedade de linearidade da Transformada de Fourier.
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em que introduzimos a distribuicdo de saltos R(u(t)) = % Jdz g(z)e*”“(t).

Na Eqg. (3.51), quando 7 — 0, a probabilidade de transigcdo Gs. (u(t)|u(t'))
converge para uma fungdo delta de Dirac, §(u(t) — u(¢')), e assim esta equagio representa a
aproximagao em primeira ordem em dt, para a probabilidade de transigiao, garantindo a sua

positividade e normalizagao.

Existe uma interpretacao fisica interessante para os resultados encontrados. Em
vista da Eq. (3.51), a Equagdo Mestra descreve um processo que, infinitesimalmente, o
primeiro termo representa uma probabilidade (1— A4, ) de realizar uma transigdo de u(t') para
u(t) = (1 — y07)u(t'). O segundo termo, descreve uma transigdo aleatéria com distribuigdo
R(u(t) — u(t')) e ocorre com probabilidade Ad7. Sendo assim, o sistema permanece um
tempo indeterminado no estado u(t'), e em certo instante aleatério, executa uma transigdo
de acordo com a distribuicdo R(u(t) —u(t')). Este processo se repete indefinidamente. Nessa
descrigdo infinitesimal, a dindmica de u(t) é descontinua. De fato, a probabilidade de n&o
realizar nenhuma transicdo apés um tempo 7, pode ser decomposta a partir da probabilidade
infinitesimal, (1 — Ad7), da seguinte forma:

S, (u(t')) = lim (1 - ”)n —: lim (1 + (—’\nT))n e, (3.52)

n—co n 7—00

que faz lembrar um processo de Poisson, com drift exponencial entre as transi¢des. O drift
é governado por uma equagdo diferencial ‘h;—gt) = —yu(t), que é o limite continuo de u(t) =
(1 — yé7)u(t’). O termo &7 é conhecido como a fungdo de sobrevida do processo. Logo,
os processos de transicdo para tempos muito curtos, descritos pela Eq. (3.51) possuem uma
dindmica descontinua. Portanto, isto os distinguem de modelos como o processo de Wiener

(Segdo (2.3.7)), em que as transi¢des se ddo continuamente ao longo do tempo.

Podemos interpretar a Equacdao Mestra como a descrigdo para qualquer malha
de tempo t e t/, a partir do comportamento da derivada no limite ¢ — #'. Lembramos
que definimos a probabilidade de transigdo, P(u(t)|u(t')) = G (u(t)|u(t'))du, para variaveis

continuas, e da Eq. (3.8), a equagdo CK se escreve como

G (u(t)u(t) = /dv Grs(u(t)|v(5))Gar (v(s) u(t)), (3.53)

para t' < s < t. Observando o comportamento no limite quando s — ¢, a Eq. (3.53) é
consistente somente se a probabilidade de transicdo é dada por G(u(t)|u(t')) = d(u(t) —u(t')).
Notemos que, podemos obter um resultado néo-trivial derivando a Eq. (3.53) por ¢ antes de
aplicar esse limite, s — ¢, a qual resulta em uma equagdo dindmica para G (u(t)|u(t')) que

8: G (u(t)|u(t')) = /d'v 8: Gy (u(t)|v(t)) G (v(2)|u(t)), (3.54)

que é um tipo de equagdo Mestra para a probabilidade de transigdo G (u(t)|u(t')).
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Definindo Wy (u(t)|u(t')) = 8:Gew(u(t)|u(t')), obtemos
8:Grw (u(B)|ut)) = [ dv W(u(t) u(®))Gev (v(t) u(t)) (3.55)

Notemos que, uma vez fixando Wi (u(t)|u(t')), a solugdo da Eq. (3.55) com a condigio inicial,
Gie(u(t)|u(t')) = 8(u(t) —u(t')), é univoca. Observe que, Wy(u(t)|u(t'))) é definido a partir
da propria probabilidade de transigdo Gy (u|u'), o que faz com que a Eq. (3.55) seja uma de-
finigdo circular. A utilidade da Eq. (3.55) est4 no fato que é possivel modelar a probabilidade
condicional de uma transicdo infinitesimal de uma forma relativamente simples. Com isso,
podemos interpretar a equagdo Mestra como a prescrigdo para reconstruir a probabilidade
de transigdo, Gy (u|u'), para qualquer malha de tempos ¢ e ¢/, a partir do comportamento
da derivada desta probabilidade no limite ¢ — ¢'. Substituindo a Eq. (3.51) na Eq. (3.55),

obtemos
8.G- (u(t)|u(t) = / dv 8,[(1 — A)8(u — ') + ATR(u — ')
+ [ avar e - w)G, et
— / dv [-A0(u — u') + AR(u — o) + %[’yu’é(u — )]G (v(®)u(t))
- / dv [-26(u — v)Gr(u(®)[u(t))) + AR(u — w)Gr(v(t)u(t'))]
+ [ ay Sl - )G O e (3.56)
em que os termos §(u — ') e
Rlu—u) = % / dz g(z)e =", (3.57)

sdo distribuigdes de saltos. Definimos estas distribuigdes por Ad(:) = Q(:) e AR(:) = Q(+), que
descrevem as taxas de transigdo de u(t) para u(t'), ou seja, é a probabilidade por unidade de

tempo de o sistema estando em u(t') ir para u(t). Assim, a Eq. (3.56) torna-se
8,G(ulu(t) = [ dv (e~ )G, (BIu(t)) - v — WG (L) u(t))
+ / dv %[fyu' §(u — u' )Gy (u(t)]u(t))]. (3.58)

Na Eq. (3.58), fazendo Q(u—v) = Q(u, v) e na segunda integral, aplicando a propriedade [18]:

/_-:ooo 5(m)(u . u')f(u) du — { ((-J,—l)mf(m)(’u,')’ Z: Z g ,

em que D é o dominio de f(u'), a Eq. (3.58) torna-se
8:.G(u(t) / du [, V)G (v(t) [u(t)) — Q(v, ¥)G (u(t) u(t))]

t 5 2 lyu(t) G- (u@®)lu(t)], (3.59)
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que é a forma canénica da equacao Mestra, a qual é interpretada como uma equagdo de
ganhos e perdas para as probabilidades de ocupagdo dos estados do sistema ao longo do

tempo [29]. Podemos analisar o significado de cada termo da Eq. (3.59), como segue abaixo:

O termo Q(u,v)G,(v(t)|u(t'))d, em um intervalo §7: cada elemento em v(¢),
possui uma chance Q(u, v)d7 de transitar para u(t); assim, o acréscimo de probabilidade em

u(t) se d& pela soma das transigdes sobre todos os outros estados v(t).

No termo Q(v, u)G-(u(t)|u(t')) os elementos inicialmente em u(t) podem transi-
tar para outros estados diminuindo o valor da probabilidade em u(t). Deste modo, caracteriza

a perda de probabilidade em u(t) devido a estas transigdes.

O termo %[’yu(t')GT(u(t)\u(t'))] é o termo de drift. O estado u(t) depois de
determinado tempo dt, migra para o estado u(t')(1 — ~ydt).

Entdo na Eq. (3.59), Q(u,v) caracteriza univocamente cada probabilidade de
transigao pela sua equagdo Mestra, ou seja, 2 parametriza cada probabilidade de transigdo

Markoviana.

3.3.1 Cumulantes do processo estocastico THOU
Vamos verificar como as condi¢des obtidas anteriormente, se refletem nos quatro

primeiros cumulantes (Segdo 2.2.7) do processo estocastico u(t).

Para definir um processo Markoviano é necessario especificar duas probabilidades
distintas — a probabilidade de transigdo G.(u(t)|u(t')) considerada anteriormente e a pro-
babilidade marginal P(u) = f:(u)du, (ou seja, ver P(u) como a probabilidade P(u' < u <
u' + du'), no intervalo infinitesimalmente pequeno (u,u + du)). A evolugdo de fi(u) é dada
pela equagéo

fulw) = / du' fo(u') Gy(ulu), (3.60)

em que fo(u') é a distribuigdo no ensemble!* inicial.

Vamos determinar os cumulantes da distribuigdo marginal f:(u), pois integramos
em todo u' (Eq. (3.60)).

Observagao 3.5. Somente no caso de u possuir densidade, a fungao caracteristica torna-se

B um conjunto muito grande (N — oo) de sistemas idénticos & amostra, do ponto de vista macroscé-
pico. A distribuigdo desses sistemas nos diversos microestados é da seguinte forma: Em Mecéanica Classica
a densidade de pontos em cada volume elementar dI' do espago de fase é proporcional a probabilidade de
que a amostra esteja, naquele instnte, em um ponto dentro de dI'(= dgidgz - - - dgsdp1 - - - dps), em que s é o
namero de coordenadas generalizadas; Em Mecénica Quéantica, o ntiimero de sistemas em um microestado m é
proporcional a probabilidade de que a amostra esteja em m. A construcido de um ensemble depende, portanto,

do conhecimento da distribuigio de probabilidade para os microestados [38].
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a usual transformada de Fourier da densidade de probabilidade. Desta forma, mesmo que
uma densidade ndo esteja definida, ainda assim é possivel definir a fungdo caracteristica de

uma variavel estocastica [20, 32, 80].

Definimos,
G(z) = /du fe(w)e™™ = <e”“> (3.61)

a funcdo caracteristica de distribuicdo marginal f;(u) dada na Eq. (3.60). E assim, é facil
relacionar a fungdo caracteristica da Eq.(3.61) com (p(2), que deve ser conhecida de anteméo,
pois é a fungdo caracteristica do termo de drift. Substituindo a Eq. (3.60) na Eq. (3.61), e
usando as Eq. (3.6) e Eq. (3.19), por um célculo algébrico, obtemos

(t(2) = pe(2)Co(2e777). (3.62)

Uma consequéncia interessante da Eq. (3.62), é que para vy > 0, a distribuigdo de probabili-
dade assintética ndo depende de {p(2), isto ¢, os processos obdecem uma condigdo de mistura
(Secdo (2.2.4)). Uma consequéncia importante da Eq. (3.61), é a relagdo entre a probabi-
lidade marginal de um processo estacionario com o limite assintético da probabilidade de

transigdo, ou seja, se u define um processo estacionario é necessario que

Gt(2) = Go(2) = lim ¢.(z), (3.63)
que escrita em termos das distribuicdes, implica que f(u) = lim, , ¢-(B), (Eq. (3.6)).

A Eq. (3.62) permite relacionar facilmente os cumulantes (Segdo (2.2.7)) das
distribuigbes fi(u) com os cumulantes da distribuigdo do ensemble inicial, fo(uo). Para isto,
basta obter a seqgunda caracteristica'® da Eq. (3.62). Definimos as seqgundas caracteristicas

de (:(2), ¢:(2) e Co(2ze™77), respectivamente, em que se somam da seguinte forma:
Ti(2) = &4(2) + Yo(ze™ ). (3.64)
Aplicando a defini¢do de cumulantes dado na Eq. (2.26), na Eq. (3.64), obtemos
o cumulante de primetra ordem (a média) de (;(z) (Eq. (3.62)) por:
c1(t) = ki(t) +cre™ ™, (3.65)

em que k1(t) € o cumulante de primeira ordem de ¢:(z) e ¢; é o cumulante de primiera ordem

de ¢o(2). Os cumulantes de n-ésima ordem de (;(2) sdo:

cn(t) = kn(t) +Cre ™, (3.66)

5 A sequnda caracteristica é também chamada de func¢do geradora de cumulantes.
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em que k,(t) sdo os cumulantes de n-ésima ordem de ¢:(2) e ¢, = ¢,(0) sdo os cumulantes

de n-ésima ordem de (o(2).

Existem duas dependéncias temporais possiveis para os cumulantes k,(t) de
¢+(z). A primeira dependéncia é o caso em que 7 = 0, e a Eq. (3.62) torna-se a convo-
lugdo de fungGes caracteristicas (Teo. (2.2)), cuja solugdo geral é a mesma dada na Eq. (3.22)
multiplicada por ¢, e a probabilidade condicional de transigdo assume a forma de um processo

infinitamente divisivel, e neste caso, os cumulantes de n-ésima ordem de ¢:(z) sdo:
kn(t) = At pp, (3.67)

em que A é uma constante arbitraria e u, sdo os momentos da funcio caracteristica auxiliar
9(z) que aparece na Eq. (3.34). De fato, basta definir a fungdo caracteristica auxiliar por
g(z) =: <e”“f>, expandi-1a em série de Taylor, substituir este resultado em ¢;(z) = e*(9(z)-1)
e determinar a segunda caracteristica de ¢:(z) (Segdo (2.2.7)), que obtemos o resultado

desejado.

Agora, para o segundo caso em que v # 0, usando o mesmo procedimento aplicado
no caso anterior, obtemos os cumulantes de n-ésima ordem da fungdo caracteristica ¢:(2):
Aldn _
kn(t)= =1 —e 7" 3.68
0= ) (3.68)
em que u, sdo os momentos da fungdo caracteristica auxiliar, no caso g(ze %), A > 0,7 # 0

e n € N. E para concluir, para v # 0, escrevemos o cumulante de primeira ordem (média),

c1(t), e todos os cumulantes de n-ésima ordem, c,(t), respectivamente, obtidos na Eq. (3.66):

py
ci(t) = %[1 —e M e (3.69)
€
Min ot -
Cn(t) = 7%[1—e 7] 4 E,e T, (3.70)

Os cumulantes de n-ésima ordem da distribuigdo marginal, fi(u), sdo também dados pela

Eqg. (3.70) e todos convergem para Akn em um estado estacionario assintético quando t — 00.
Tn

3.3.2 Covariancia do processo estocastico THOU
Na secao anterior, analisamos dos cumulantes de n-ésima ordem, aplicando deri-

vada na sequnda caracteristica do processo estocastico u(t).

Sabemos que para processos estocasticos com valor do cumulante de primeira
ordem diferente de zero, é util considerar a autocovariancia, Eq. (2.8), Segdo (2.3.1). Para
processos estacionarios a covaridncia é uma funcdo apenas da |t — t/| [25,81]. E outro fato
importante que devemos ressaltar é que, a forma comum da Cov(7) para varidveis aleatérias

correlacionada positivamente é uma fungio decrescente, com ponto inicial em Cov(0) = o2 e
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ponto final em Cov(t) ~ 0 quando 7 — o0. Nesta segdo, analisaremos o comportamento da
covariancia do processo THOU, usando com as condigdes obtidas anteriormente. O procedi-

mento aplicado é anéalogo ao da Segdo (3.3.1).

Pela definicdo da covariancia (Eq. (2.8)), é importante analisar o comportamente
entre duas varidveis aleatérias, pois esta analise proporciona importantes e fundamentais
interpretagdes sobre o comportamento do processo estocéstico. Por exemplo, para algum
processo a covariancia em um periodo de defasagem no tempo é negativo, significa que
a série se caracteriza por uma sequéncia de observagdes situadas alternadamente acima e

abaixo do cumulante de primeira ordem [12,26,27,31].
A covariancia da variavel u(t), é definida como
((u)'t+1))) = / <(u(t) — My@)) (W' (t+ 1) — mu’(t+T))> du du/,
— / [u(t) — Mo/t + 7) — Margern) F (o)) du du’,  (3.71)

em que f(u,u') é a distribuicdo dada na Eq. (3.60), my(s) € My (s4r) sd0 os cumulantes de
primeira ordem definidas nas Eq. (3.65). Substituindo as Eq. (3.60) e Eq. (3.65) na Eq. (3.71),

a covariancia da variavel u(t) definida na Eq. (3.3), é calculada diretamente como
{u)u'(t+7))) = /du du’ fi(w)Gr(u|u)|u — ci(t + 7)][u' — c1(2)], (3.72)
considerando o cumulante de primeira ordem sobre a distribuigdo conjunta G,(u|uw') fr(u')du du’.

Na Eqg. (3.72), calculamos primeiro a integral sobre wu:

/du Gr(ut|ue)us — c1(t + 7)), (3.73)

ja que ela fornece o cumulante de primeiro ordem condicional de u(t + 7), que pode ser rela-
cionada com a varidvel definida na Eq. (3.3). Antes disto, lembremos que, segue da equagdo
Eq. (3.66), a existéncia de duas dependéncias temporais identificadas para os cumulantes de
k-ésima ordem, k,(t), para k = 1,2, ... da fungdo caracteristica ¢:(z), que foram analisadas
nas Eq. (3.67), paray = 0 e Eq. (3.68), paravy # 0. Logo, segue da Eq. (3.65) que o cumulante

de primeira ordem de u(t + 7) é da forma:
cr(t+7) =ki(t+7) + e ), (3.74)

em que k1(-) determina o cumulante de primeira ordem da fungio caracteristica ¢:(2) definido
nas Eq. (3.67) e Eq. (3.68), quando n = 1, para 7 = 0 e v # 0, respectivamente, e ¢; o
cumulante de primeira ordem, quando n = 1 da fungdo caracteristica (g(z). Substituindo a

Eq. (3.74) na Eq. (3.73), e por um calculo simples conduz para o seguinte resultado

u' — ¢y (t), v=0

(3.75)
e —ci(t)], 7#0

/du Grlulu)|u—ci(t+7)] = {
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Voltando na Eq. (3.72), agora vamos calcular a integral sobre u': Substituindo o resultado

da Eq. (3.75) na Eq. (3.72) e integrando em v/, obtemos a covariancia da variavel u(t):

Co + Auzt, y=0

, 3.76
T ey pee ], g0t OO

(uey(t + 7)) = {
em que v > 0 é uma constante, ¢; é o desvio padrao da distribuigdo inicial e po é o segundo
momento da fungdo caracteristica g(z). Usando a Eq. (3.70) para n = 2, a Eq. (3.76) pode
ser reduzida para
ca(t), v=0
e~ ey(t), 7 #0

em que usamos a definigdo formal (Eq. (2.5)) do segundo momento centra

u(t).

{u@)u'(t+71))) = { (3.77)

116 & da médial” de

Podemos reescrever a covariancia ((u(t)u'(t + 7))) e a média (u(t)) da variavel
u(t), fazendo as seguintes identificagdes 7 — |t — /| e t — min(¢,t'), t < ¢/, na Eq. (3.76).

Deste modo, a covaridncia e o cumulante de primeira ordem, respectivamente, sao reescritas

como
Co + Apomin(t, t'), 7=0
u(t)u'(t+ 7)) = ) o o , (3.78
<< ( ) ( )>> { e and [)57/.’;2 [1 _ e 2yman(tit )} _1_526*2’)’777-1”(15:75)] , ( )
e
t1 + Apimin(t, t'), 7y=0
) =4 TR, , (3.79)
cle ymin(t, )—|—%[1—8 yman(t, )], fy;ﬁ()

em que A > 0, ¢; é o cumulante de primeira ordem da fungdo caracteristica {p(z) do termo
de drift e, uy e pso sdo dois primeiros momentos da fungdo caracteristica g(z) que aparece na
Eq. (3.34).

E interessante comparar a covariancia da Eq. (3.78) com o teorema de Doob origi-
nal (Teo. (3.1)). O processo estacionario aparece neste desenvolvimento, somente para o caso
v #£0ecy(t) = ?—n", quando ¢t — 00, na Eq. (3.70). Estas condigdes reduz a Eq.(3.78) para a
mesma férmula encontrada em  teorema Doob  (Teo. (3.1)), isto §,
((u(t)u'(t + 7))) = ca2(t)e”™". Enfatizamos, no entanto, que nenhuma hipétese de gaussi-
anidade foi necessério para obter o resultado da covariancia da Eq. (3.78) — é possivel criar
processos estocasticos que tém muitas das mesmas propriedades do processo de OU origi-
nal, ainda utilizar distribuigdo ndo-Gaussiana. Padroes da normalidade sdo encontrados em

muitas dreas da Ciéncia, dai a importancia de formulagdes de tais generalizagdes.

180 segundo momento central é o cumulante de segunda ordem de u(t) definida na Eq. (3.66) para n = 2.
17 A média & o cumulante de primeira ordem de u(t) definida na Eq. (3.66) para n = 1.
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3.4 Processo de Ornstein-Uhlenbeck

Lembrando que, a nossa generalizagdo é para o caso de processos Markoviano
linear e tempo homogéneo. Temos trés condigdes para serem verificadas: estacionariedade,

Markovianidade e Gaussianidade.

Podemos observar que, somente para o caso v > 0 que podemos definir um
processo estacionario como aparece no teorema de Doob original, Teo. (3.1). De fato, a
propriedade Markoviana na hipétese do Teo. (3.2), é garantida na Eq. (3.77) que tém a
mesma forma da Eq. (3.2). Observando que, quando ¢ — oo na Eq. (3.65) e usando e

Eq. (3.68), obtemos todos os cumulantes dados por

)= 2
ny
em que A > 0 é uma constante que determina a frequéncia de saltos, n € N, u, sdo os

cn(t ) (3.80)

momentos da fungdo caracteristica auxiliar que aparece na Eq. (3.34) e ¥ € uma constante

que determina a taxa de dissipacdo de energia.

Além das caracteristicas interpretativas que se obtém com a anélise da autocova-
ridncia, a autocorrelagdo proporciona maiores informagoes. A autocorrelagdao com defasagem
temporal At de um processo estocastico (estacionario) se caracteriza por ser o quociente
entre a covaridncia de defasagem no tempo 7 e o produto os desvios padrdo da variavel ale-
atéria nos instantes ¢ e £ com defasagem, ¢ 4+ 7. Para uma sequéncia de autocorrelacdo com
defasagem temporal 7, 7 = 0, 1,2, ... € uma indicagdo da extensdo para a qual um valor do
processo é correlacionado ou nao com seus valores defasados 7 periodos de tempo. Podemos,
entdo, para alguma extensdo, ser usada para medir o niimero de defasagens e a intensidade
de memdria do processo, ou seja, podemos verificar se o processo estocasticos é Markviano
ou ndo. Outro fator importante na anélise da autocorrelagdo, é sua limitagdo entre —1 e
1. Esta restricdo apresenta como caracteristica principal ao fato da autocorrelacdo diminuir
tem decaimento exponencial para zero, seguindo a calda de uma exponencial, & medida que
a defasagem no tempo 7T cresce. A presenca deste decaimento exponencial, indica o efeito
de ndo-memoéria que resulta em um processo estocastico linear, em caso contrario, teremos a

nao-estacionariedade do processo.

Assim, para verificarmos a condigdo Markoviana do processo, calculamos auto-
correlagdo:

Corr = e Mt (3.81)
usando as Eq. (2.11), Eq. (3.65) e Eq. (3.78), para o caso ¥ # 0. Aplicando o fungdo monolog
na Eq. (3.81), obtemos a reta

y(r) = =, (3.82)

em que 7 = [t —t/|.
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Agora vamos verificar que a hipétese Gaussianidade que foi relaxada no modelo
THOU. Esta hipotese é recuperada definindo a variavel arbitraria B(7) (Eq. (3.3)) como
gaussiana. Uma observagao interessante é na forma da covaridncia do processo estocastico
u(t) generalizado, para o caso v # 0, Eq. (3.77), em que cz(t) é o cumulante de segunda
ordem, definido na Eq. (3.70), para n = 2. Se fizermos uma comparagdo da das covaridncia
do modelo generalizado e do Teorema de Doob, elas sdo semelhantes. Sendo assim, vamos
analisar a volta do Teo. (3.2), ou seja, a fungdo caracteristica da Eq. (3.4) deve ser uma
Gaussiana. De fato, pelo teorema de De Finetti, Teo. (2.7) e o teorema da Continuidade,
Teo. (2.8), aplicados na Eq. (3.4), recuperamos o processo OU cléssico, pela imposicdo da
probabilidade de transicdo ser uma Gaussiana no contexto do presente estudo, isto é, g(z)
(da Eq. (3.4)) pode ser escolhida fazendo

Mo dtlo(ze ) —rizule T 102 (r)2%4im(r)2 (3.83)

em que m(7) = u’'e 7. Vejamos que, é possivel que o expoente de uma fungio caracteristica
infinitamente divisivel ndo seja fatorado na forma A(¢(z) — 1). Este é o caso da Gaussiana,

cuja fungdo caracteristica é definida por
e 397 iz, (3.84)

Se identificamos os termos dos expoentes das Eq. (3.83) (lado esquerdo) e Eq. (3.84), ob-

servamos que: A(g(z) — 1) deve implicar em —202z2. Nesse caso, identicamos A = 1o0% e

Yy(2) = 1 — 22, sendo que ¥4(z) nio representa uma fungdo caracteristica valida. No en-

tanto, uma Gaussiana com cumulante de segunda ordem ¢?

¢é infinitamente divisivel, pois
N .. . . 2
corresponde a soma de outras n varidveis Gaussianas com cumulante de segunda ordem Z-.

Assim, usando a propriedade lim, o (1 + )" = €%, é facil verificar que

—io2z2 . ldgzz
n(e” 2n —-1) — e—[llmn_,oo (em 2

ol , (3.85)
em que este procedimento, ilustra o significado do limite no teorema de De Finetti, Teo. (2.7).
Portanto, as condigdes impostas no modelo THOU pelo o teorema de Doob, Teo. (3.1), foram

satisfeitas.

3.5 Consideragoes Finais

1 Quando t — 00, os cumulantes dados na Eq. (3.66) convergem para uma constante igual a

Al - - L. . ~
iy €M qUe pp 530 08 momentos da funcdo caracteristica arbitréaria g(-), n € N, v e A séo

constantes.

2 Quando t — o0, a covaridncia dada na Eq. (3.78) converge para a constante ’\2%, em que

to é o segundo momento da fungdo caracteristica g(z). Dependendo das condigdes de

contorno periodico dessa constante, é estacionéaria.
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3 Pela correlagio, verificamos que u(t) ndo contém componentes periédicos, ja que Corr, (1) —
0, quando 7 — o0, garantindo que u(¢t — 7) tornou-se completamente descorrelacionado

com u(t) para 7 grande, ou seja, o processo é Markoviano.

No préximo capitulo, vamos checar os resultados teéricos do modelo THOU. Ob-
temos a série simulada do modelo THOU, usando as Eq. (3.4) e Eq. (3.51), que descrevem
respectivamente, a funcdo caracteristica decorrente da convergéncia fraca da sequéncia de
fungdes caracteristicas, wgn)(z|u(t’)), e a probabilidade de transigdo, Gs.(u(t)|u(t')), para
tempos muito curtos §7. Geramos as trajetérias empiricas do modelo estudado, para verifi-
carmos os comportamentos dos momentos estatisticos empiricos e compara-los aos resultados
tedricos obtidos neste capitulo. Focamos as analises na forma do decaimente exponencial e no
comportamento da convergéncia assintética das trajetérias empiricas, em que sdo comparados
com as trajetoérias teéricas dos momentos estatisticos. No Capitulo 5, fazemos a comparacao

empirica do modelo THOU com séries empiricas financeiras (dados reais).



Capitulo 4

Simulacao do Processo THOU

No Capitulo 2 vimos que, um processo estocastico pode ser interpretado como
uma familia de variaveis aleatérias no tempo, entdo uma série temporal é um processo esto-
castico. Para cada momento no tempo, a variavel aleatéria tem uma distribuicdo de probabili-
dade (que pode ser a mesma ou nfo). E muito trabalhoso especificar todas estas distribuigdes
finito-dimensionais. Normalmente, o que se faz é concentrar nos momentos estatisticos destas

variaveis aleatérias para conhecer todo o processo estocéstico [17].

Neste capitulo, vamos verificar os resultados teéricos do Capitulo 3. Para isto,
geramos uma série sintética que descreve as variaveis aleatérias do modelo THOU. A partir
desta série sintética, analisamos a forma e o comportamento do decimento exponencial e a
convergéncia assintética (horizontal) dos momentos estatisticos empiricos (os quatro primei-

ros cumulantes, a covariancia e a correlagdo).

4.1 Simulacao computacional

Com a excegdo de alguns casos, a distribuigdo associada com a fungao caracteris-
tica Eq. (3.4) ndo pode ser calculada analiticamente. Para gerar a série THOU, escrevemos
um algoritmo em linguagem de programagdo Python. Usamos as Eq. (3.4) e Eq. (3.51),
que descrevem respectivamente, a sequéncia de fungdes caracteristicas, 1/J$n)(z|'u,(t’ )), e de
sua probabilidade de transigdo, Gs-(u(t)|u(t')), para tempos muito curtos §7. Pode-se espe-
rar que, em geral, a simulacdo de série THOU pode ser construida através de um esquema
aproximativo. Mostramos um método de amostragem exata que utiliza amostras a partir da

distribuicdo de saltos dada na Eq. (3.57).

Uma forma grosseira de simular as trajetérias do processo THOU é considerar
que a Eq. (3.51) representa uma aproximagio suficientemente boa para a probabilidade de
transicdo em tempos muito curtos §7. Dado um ponto inicial na simulagdo u(¢;) = u(267),

é simples gerar amostras desta distribuicdo. A Eq. (3.51) descreve a mistura de duas evo-

50
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lugbes: um mapa deterministico de realizar uma transicdo de w(t;11) — u(t;)(1 — y47),
com probabilidade (1 — 4d7), e a segunda de realizar uma transigio estocastica do ruido
u(tiv1) = u(t;) + n(t;), com distribuicdo R(u(t) — u(t')) que ocorre com probabilidade AdT.
Na expressédo anterior, o ruido 7(t;) representa a amostragem da distribuigdo de saltos R(u(t)).
Enfatizamos que um procedimento similar é utilizado frequentemente, para simular o processo

OU classico, no qual o incremento do ruido é calculado por du(t;) = —adTu(t;) + BvVoTn(t:).

Desenvolvemos um método de amostragem exata. A probabilidade de transicao
Gr(u(t)|u(t)) é formalmente o kernel de um operador linear que mapeia uma distribuigéo
marginal f(u(t)) em f(u(t+7)). Consideramos os operadores G, que agem nas distribuiges
f(u(t)) do espago de fungdes integraveis como G, - f(u(t)) = [du’ G (u(t)|u(t))f(u(t)).
Denotamos o operador de transigao por G.. E obvio da Eq. (3.9) que o operador de transigdo
satisfaz a relacio G, = (G, /N)N , para todo N finito. O operador de evolugdo infinitesimal
Gs, pode ser considerado como uma aproximagio por tempo T, para 67 = 7/N muito

pequeno. Pela a Eq. (3.51), obtemos o operador de evolugéo infinitesimal dado por
Gsr = (1-— )\JT)ﬁgT + AéTR, (4.1)

em que o operador D, executa uma evolugdo de u para (1 —yd7)u e R & o operador definido

para a distribuicdo de saltos dado na Eq. (3.57).

A probabilidade de transigao (GJT)N pode ser analisada pelos termos dados nas
poténcias do operador R. O termo de 0%-ordem & simplesmente (1—- %)N ]_:)g, que mapeia o
kernel e *"§(u — u’'e?7), quando N — oco. Este termo representa a evolugio deterministica

da u' para u'e™" que ocorre com probabilidade e~7".

O termo de 1%-ordem, ATe M fOT dt%]:?T_t]fZDt, representam o efeito da média de
uma evolugdo estocéstica em que uma evolugdo deterministica ao longo do tempo ¢t < 7 €
seguido por uma distribuigdo aleatéria de salto R(u), e de outra evolugdo deterministica no
intervalo restante 7 — t. Esta evolugdo ocorre com uma probabilidade ATe~*7, e no instante
t em que o salto ocorre é distribuido uniformemente por uma probabilidade Pr(t) = %dt.
Analogamente, os termos de ordem superior correspondem ao efeito da média das evolugdes

deterministicas descontinuas intercalados com saltos aleatodrios.

A dica para simular este processo estocéstico é considerar 7 como um parédmetro
aleatério correspondente ao instante em que o primeiro salto estocastico é realizado. O tempo
de espera 7 tem uma distribuigdo exponencial (Ver Segdo. (2.3.6)), que pode ser facilmente

simulada. O algoritmo para produzir a série sintética THOU segue os seguintes passos:

1 Avancar o contador de tempo pelo incremento Pr(7) = Ae *7dT.

2 Bscolher um u em #' na distribuigdo e evoluir % exponencialmente como ue™" de t' € [0, 7],
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em que [0, 7] é um intervalo que ocorre um salto.

3 Adicionar um incremento estocéstico v — u + du, com du ~ Pr(u) = R(u)du, em que

R(u) é a distribuigdo de saltos dado na Eq. (3.57).
4 Voltar para (1) ou para a simulag&o.
A Fig.(4.1) mostra a fungdo densidade de probabilidade (pdf) para 100 obser-

vagoes e a evolugao temporal da variavel aleatéria € da série THOU. Podemos observar

que existe uma distribuigdo de probabilidade (que ndo conhecemos), que governa esta série

estocéstica.
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Figura 4.1: (a) Fungdo densidade de probabilidade (pdf).  (b) Evolugio temporal do § da série THOU,
em que At = 1.

4.2 Analise Empirica da série THOU

Sabemos que um processo estocastico é caracterizado pelas varidveis aleatérias
definidas em um espago de probabilidades, no qual estara perfeitamente especificado se conse-
guirmos obter a sua pdf. Contudo sua especificagdo completa que rege o processo estocastico,
é bastante improvavel de se obter. Mesmo conhecendo a sua funcdo caracteristica e aplicando
a transformada inversa de Fourier, ainda ndo podemos determinar a pdf (que é o nosso caso,

pois conhecemos a fungdo caracteristica, Eq. (3.4)).

Uma maneira equivalente de especificarmos a distribuicao da série THOU, é de-
terminando todos os seus momentos estatisticos empiricos, pois apresentam as mesmas res-
trigoes do conhecimento da estrutura probabilistica. Em busca de meios capazes de descrever
o processo gerador da série empirica em relagdo ao modelo estudado, impomos a restrigao de

andlisar os quatro primeiros cumulantes e a fungdo de covariancia. Adicionamos a fungdo de
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correlagdo para nos auxiliar na determinacao da constante 7y e para verificamos a propriedade

Markoviana do processo.

Seja 6; o valor da variavel aleatéria no tempo t; da séries sintética THOU. Para
analisamos os momentos estatisticos, particionando a série THOU em dois ensembles. De-
notamos por N a quantidade total de pontos na série. Escrevemos um algoritmo que escolhe
os dois ensembles, as duas varidveis iniciais 8;, para 2 € N, os pontos de maximo 84z, de
minimo 0, € a média da série fyreq. As vizinhangas de cada ensemble tém comprimento
Onrreq £ € X 1, em que ¢ denota o ntiimero de ensembles e 2 X € X ¢ denota toda a série sin-
tética. As estatisticas sdo realizadas nos ensemble que tém a quantidade minima de pontos
N;. As condigOes iniciais sdo denotadas por 4;, em ¢ € N denota o ensemble. Escolhemos
os ensembles de forma que, um fique acima e o outro abaixo da média da série usada. Para
determinar a média da série, aplicamos o método usual numérico. A Fig. (4.2) mostra a série

particionada em dois ensembles com suas respectivas condigdes iniciais.

Omax.
Oi=Med+g +& Primeiro
‘ Ensemble
Bned
Oz2=Med-¢ € Segundo
‘ Ensemble
Onin

Figura 4.2: Condigdes iniciais 6;, para ¢ = 1,2 da série THOU em dois ensembles.

Os dois ensembles da Fig. (4.2) s&o escolhidos aleatoriamente pela quantidade de pontos
minimo contidos nele. Esta escolha é definida na rotina. HEstes ensembles sdo considerados
como condigdes iniciais. Fazemos as estatisticas em cada ensemble usando o seguinte pro-
cedimento: escolhemos aleatériamente um valor inicial 8; no tempo t¢;, e verificarmos a sua

evolucdo temporal no tempo At.

Com as variaveis da série sintética THOU, podemos verificar as propriedades
do modelo: o decaimento exponencial e a convergéncia assintética na evolugdo temporal das
condigoes iniciais 8;, para ¢ = 1, 2 em cada ensembles, como visto nos resultados teéricos ana-
liticos do Capitulo 3. A evolugdo temporal das condigdes iniciais é andlisada pelos momentos
estatisticos. A Fig. (4.3) mostra a evolugdo temporal das condigdes iniciais nos ensembles

das autocovariancia e da autocorrelagdo, em intervalos de tempo At = 1. Podemos obser-
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Figura 4.3: Evolugio temporal dos 6;, para ¢ = 1,2 na: (a) Na autocorrelagio e, (b) Na autocovariancia. Os
simbolos (pretos) representam as curvas empiricas da autocorrelagdo e da autocovariancia e as linhas s6lidas

(vermelhas) suas curvas teéricas, Eq. (4.4) para n = 2 e -y na Tab. (4.1).

var que a série THOU apresenta flutuacoes rapidas e frequéncias elevadas, indicando que a
curva empirica da pdf tem uma forma mais estreita [20,22], ou seja, a maioria dos valores
das variaveis aleatérias situam-se na parte central da curva (cumulante de primeira-ordem),
enquanto que nos lados, a curva empirica tem decaimento na forma exponencial e a esquerda
de -1 e a direita de 1 tem caudas mais longas, indicando que a densidade nao é descrita por

uma pdf Gaussiana.

As analises dos momentos estatisticos sdo mostrados nas Fig. (4.3) e Fig. (4.4).
A Tab.(4.1) mostra as informagles empiricas obtidas na simulagdo. As informacdes sdo:
as condigOes iniciais, o comprimento ¢ nos ensembles, os pontos minimo, maximo e médio
da série, a quantidade total de pontos da série e a quantidade minima de pontos em cada

ensemble para obtemos os momentos estatisticos.

A Fig. (4.3) mostra om comportamento da autocorrelagéo e da autocovariancia
que tém convergéncia assintética para zero a partir de um determinado tempo ¢, implicando
que as variaveis aleatérias do modelo THOU néao tém correlagdo de qualquer natureza.
Sendo assim, o modelo THOU né&o tem previsibilidade (ndo tem memoria), garantindo a
propriedade de ser Markoviano. Lembrando que, a propriedade Gaussiana é recuperado se
definirmos a variavel aleatéroa B(7) da Eq. (3.3) como Gaussiana. A fungdo de correlagdo
foi obtida da Eq, (2.11) e seu decaimento exponencial tem um significado fisico: em At =0 a
variavel 6 apresenta uma correlagdo maxima, ao passo que aproximadamente de At > 20, as
variaveis aleatérias 6 tém "perda de memoéria", garantido a propriedade Markoviana. Outro
fato interessante que podemos observar na Fig. (4.3) é a condigdo de mistura (Ver (2.2.4)).
As condigOes iniciais do modelo THOU atinge o equilibrio quando a evolugdo € irreversivel.
Esta irreversibilidade pode ser observada pela correlacdo se anular apés um tempo muito
longo, Eq. (2.13).
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Figura 4.4: Evolugio temporal dos 6;, para 1 = 1,2, nos quatro primeiros Cumulantes da série THOU.
Os simbolos (pretos) representam os cumulantes empiricos e as linhas sélidas (vermelhas) representam os

cumulantes tedricos definidos na Eq. (4.3), para n = 1-4 e y na Tab. (4.1).

A Fig. (4.4) mostra os comportamentos do decaimento exponencial e convergén-
cia assintética das varidveis iniciais 6; para ¢ = 1,2 do modelo THOU nos quatro primeiros
cumulantes teéricos e empiricos. O cumulante de segunda ordem (ou varidncia) é uma quanti-
dade que ajuda a compreender a distribuigdo no ensemble. De forma pouco rigorosa, podemos
dizer que valores pequenos dos cumulantes de segunda ordem (varidncias) traduzem dados
pouco dispersos em torno do valor médio. Fisicamente, estes valores medem a homogenei-
dade dos 8 em torno do cumulante de primeira ordem (média). Uma observagdo importante
e que faz a diferenga entre o modelo THOU e o modelo OU original: o cumulante de quarta
ordem empirico tém flutuagdo em torno de ntimeros diferentes de zero. No Capitulo 5, para
compararmos o modelo THOU com dados empiricos, esta serd uma das caracteristicas que

devemos destacar.

As constantes A e v que aparecem nas Eq. (3.4), Eq. (3.70) e Eq. (3.78) determi-
nam a frequéncia de saltos do processo e a taxa de dissipagdo de energia, respectivamente. A

constante A ndo pode ser estimada, devido ao fato de estar ligada diretamente aos momen-
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tos, un com n € N, da fungdo caracteristica g(.) que aparece na Eq. (3.34). Para comparar
os dados empiricos com os resultados teoéricos, estimamos 7y por ensemble, pelo ajuste da
curva exponencial da correlagdo. Para tragarmos as curvas tedricas dos quatro primeiros

cumulantes, usamos a Eq. (3.70) e a reecrevemos na seguinte forma:

A A Y
ca(t) = 2Hn 1 _emtny g evin = DM (g Dnyatn (4.2)
n n n

Fazendo k1 = ¢, e k = >\7u7n determinam os pontos inicial e final das curvas tedricas. Rees-

crevendo a Eq. (4.2), obtemos a curva tedrica dada por
cn =k + (k1 — k)e 7, (4.3)

em que n = 1 — 4. Usamos a Eq. (4.3), para n = 2 para obtermos as curvas tedricas da

covariancia em cada ensemble, que sdo definidas da seguinte forma
Cou(t) = ca(t)e™ = (k + (k1 — k)e "), (4.4)

em que k; descreve o ponto empirico inicial € £ o ponto empirico final da série THOU. A
Fig. (4.3) mostra as comparagdes entre as curvas teéricas e e empiricas. Os valores de 7 sdo

apresentados na Tab. (4.1).

Tabela 4.1: Informagdes empiricas do 6; para z = 1,2 em dois ensembles da série THOU.

THOU
N +16 x10°
N, 8385095
Ny 8392118
€ 4,33
Orin -8,57
OMed 3,3 x1078
Onraz 8,75
61 -4,33
6 4,33
T 0,09 £ 7,02 x10~*
Y2 0,09 + 7,03 x10~*

4.3 Consideracgoes finais

Da comparagao dos resultados teédricos obtidos no Capitulo 3 com a andlise em-

pirica da série THOU, podemos concluir que:
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1 As curvas empiricas da correlacdo tém decaimento do tipo exponencial e apresentam uma

convergéncia assintotica em cada ensemble;

2 Os quatro primeiros cumulantes empiricos mostram que, as condigdes iniciais apresentam
um padrdo no decaimento e na convergéncia, do tipo exponencial e assintética, respectiva-
mente. Estes comportamentos sdo coerentes com os resultados obtidos no Capitulo 3. A
Fig. (4.4) mostra que as trajetérias nos cumulantes empiricos de quarta-ordem tém uma
flutuacdo em torno de valores diferentes de zero. Este comportamento destaca a diferenga
entre o modelo THOU estudado e o modelo OU original (Apéndice B), em que as flutu-
agoes nestes cumulantes ocorrem em torno de zero. A covariadncia empirica das condigdes
iniciais apresentam os mesmos padroes no decaimento, tipo exponencial e convergéncia
assintética como descrito na Eq. (3.78), para 7 # 0, e na Eq. (3.2) do Teorema de Doob
original, Teo. (3.1);



Capitulo 5

Comparando o Modelo THOU com

Dados Financeiros

Os modelos de processo estocasticos usados em Finangas sdo mais relevantes
quanto melhor descrevem as decisOes dos ativos financeiros. Isto significa que um modelo é
considerado satisfatério quando esté aderente aos dados empiricos, ou pelo menos é capaz de

descrever ou explicar uma grande parte dos eventos que modela.

Os dados reais do sistema financeiro sdo resultados da atuagdo de um grande
niimero de negociagoes no tempo real de negociagdo a negociagdo, que pode ser de um minuto,
um dia, um més ou um ano. Podemos aplicar estas séries financeiras em varios modelos
estocésticos para andlisar caracteristicas fisicas e estatisticas que caracterizam e modelam a
evolugdo temporal do processo. A descrigdo do sistema complexo descrito nas flutuagdes de
prego fornece informagdes que podem levar ao entendimento do processo estocéstico estudado.
Os modelos estocéasticos que a Fisica mais usa, caracterizaram as distribui¢des das flutuagoes
de diferentes ativos financeiros, em particular dos indices de agbes e de taxas de cambio no
mercado financeiro, obtendo resultados excelente com escalas de tempo curto, negociagao a

negociagdo (tick-by-tick) e negociagdes diérias [44, 82, 83].

Os resultados empiricos do modelo THOU obtidos no Capitulo 4, mostraram
que sdo satisfatérios quando comparados com os resultados analiticos obtidos no Capitulo 3.
Neste capitulo, vamos verificar os comportamentos que caracterizam o modelo THOU com

dados do mercado financeiro.

5.1 Econofisica e Série Financeira

Na ultimas décadas, estudos em teoria de especulagdes e flutuagdes no mercado

financeiro tem sido desenvolvidos entre economistas e fisicos, a chamada subarea Econofi-

58
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sica [84].

A Econofisical realiza um estudo de sistemas complexos e suas propriedades es-
tatisticas usando séries empiricas de mercados financeiros. O mercado financeiro pode ser
caracterizado como um dos mais fascinantes e desafiadores de sistemas complexos reais de-
vido ao grande ntimero e heterogeneidade dos ativos envolvidos, e a diversidade de interagdes
entre os mesmos. O prego de um ativo financeiro (agdo) emerge a partir dessa constante
atividade de negociagdo do mercado, através de mecanismos internos de regulagdo. Dessa
forma, consideramos os precos como uma observagao macroscopica resultante das interacoes
microscopicas entre os ativos [44]. Os pregos dos ativos financeiros possuem caracter esto-
céastico devido a dois fatores — (1) o mercado financeiro esta sujeito a um constante fluxo de
informagdes externas, que sdo imprevisiveis; (2) a tomada de decisdo (compra ou venda) dos
ativos possui grande incerteza devido a capacidade limitada de processamento das informa-

¢Oes disponiveis [85].

Na Econofisica, o estudo dos processos estocasticos iniciou com a tese de dou-
torado de Louis Bachelier, sobre Teoria da Especulacdo das flutuagdes do preco da agdo.
Nesse trabalho, omodelo usado foi o Random Walker [44,86]. A Fisica Estatistica consiste
em estudar as propriedades macroscépicas de um sistema complexo. As grandezas observa-
veis nas séries financeiras podem ser descritas com as ferramentas da Fisica Estatistica. De
fato, algumas observagdes financeiras tem sido estudadas com a terminologia de processos
de difusdo andmala [87,88], turbuléncia [89], intermiténcia [90] e outros fenémenos fisicos.
Reciprocamente, a anélise da dindmica de precos pode ajudar a esclarecer processos fisicos
mais gerais [82,91]. Assim, a descrigdo dos dados financeiros por processos estocasticos é de
importancia teérica, pois os pregos de ativos finnaceiros evoluem no tempo, e podemos impor
uma modelagem estocastica pelas propriedades estatisticas [91]. A série de pregos de ativos

pode ser considerada como uma realizagdo de um processo estocastico [44,92,93].

5.2 Sintese de Modelos de E.D.E. da Literatura

Recentemente os estudos da Fisica apliacada a Economia tém gerado grandes
avangos em relagdo aos modelos aplicados ao mercado financeiro, principalmente no mer-
cado de agbes, e em particular na anéalise das séries temporais econdmicas que deu origem
a Econofisica, a qual foi desenvolvida a partir de 1900, aplicando ferramentas e métodos
da Fisica para obter o comportamento dos dados financeiros e entdao explicar os fenémenos

da Econdmia [86]. A complexidade do mercado de agles desperta um interesse de pesqui-

10O termo Econofisica foi introduzido pelos pesquisadores Rosario Mantega e Gene Stanley que observaram
leis de escala no comportamento o indice Standard e Poor’s 500. O uso de leis de escala na anéilise de

flutuagdes de ativos financeiros tem levado muitos fisicos a encontrar analogias destes a fendémenos fisicos [44].
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sadores em obter o conhecimento e desenvolvimento de andlises cientificas quanto a essas
variagOes [43,44, 56,64, 83]. A seguir, resumimos alguns modelos que descreve a evolugdo

temporal da flutuagdo de ativos financeiros.

Os modelos matematicos e estatisticos provenientes da descricao de sistemas fi-
sicos sdo comumente utilizados para realizar previsdes sobre o comportamento dos sistemas
financeiros, obtendo leis para descrever seu comportamento esperado, assim como as flutua-

¢Oes em torno deste comportamento padriao. A equagdo diferencial estocastica
du = (u + au)dt + ouPdw, (5.1)

define uma classe de processos estocasticos encontrado nas literaturas de Econofisica. Estes
modelos podem ser obtidos por desenvolvimento simples, com restricbes apropriadas nos

quatros pardmetros u,a,o, 8. A Tab. (5.1) mostra estas especificagdes.

Tabela 5.1: Especificagdes dos parametros u, a, o e 8 da Eq. (5.1), por autor.

Modelo " a o B Referéncia
Geométrico Browniano 0 #0 #0 1 [56]
Aritmético Browniano #0 0  #0 0 [94]
CIR VR #£0 #0 #0 1/2 [95]
Vasicek #0 #0 #0 0 [96]
Dothan 0 0 #0 1 [97]
Brennan-Schwartz 20 #0 #0 1 [98]
CEV #£0 #0 #0 #0 [99]

Destacamos dois modelos em que sdo normalmente aplicados na evolugdo tempo-
ral do preco de agbes: o modelo Aritmético Browniano em que o pardmetro udt caracteriza
uma variagao temporal deterministica de pregos, com taxa média y no tempo. O termo odW;
caracteriza a variagdo estocastica dos pregos, cuja flutuagdo o é dada pelo desvio padrao das
variacOes histéricas do mesmo. dW; é o ruido Gaussiano, caracterizado por um processo de
Wiener com propriedades: (dW;) = 0 e (dW?2) = dt [55]. Esta modelo, fornece como solugio
para a distribuigdo das flutuagdes de pregos a distribuicdo Gaussiana, com dispersao pro-
porcional a raiz quadrada do tempo. Este modelo mostrou que a distribuicdo das variaveis
retorno dos precos tinha a mesma forma funcional para diversas escalas de tempo?. Além
disso, estas distribuiges descritas na Tab. (5.1), possuiam caudas com comportamento de
lei de poténcia, bem mais longas do que as distribui¢es Gaussianas [100]. As primeiras

tentativas de modelar dados financeiros usando processos estocéasticos foi com o movimento

2Qu seja, as distribuigdes possufam propriedade de invarincia por mudanga de escala temporal.
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Browniano com ruido gaussiano, mas o comportamento deste ruido gaussiano é raramente

observado na prética, por exemplo, Véos de Levy?® [101-105].

E o outro modelo é Geométrico Browniano que assume que o prego cresce expo-
nencialmente, e a taxa de crescimento exponencial é supostamente um ruido de Wiener. u(t)
representa o prego da agdo no tempo ¢, du = u(t + At) — u(t) é a variagdo do prego, denomi-
nado por retorno. O parametro au > 0 representa a taxa média do crescimento exponencial.
O parametro ou > 0 é denominado de volatilidade, que é interpretado como uma medida da
magnitude de flutuagéo da taxa do crescimento exponencial, e dW = /Ate é um processo de
Wiener, em que € é uma variavel aleatéria gaussiana com € ~ N(0,1) [23,106]. No contexto
aplicado a finangas, %“, é decomposto por duas partes: uma deterministica, adt, em que o é
uma medida da taxa média de crescimento do preco da agdo em um intervalo de tempo dt; e

uma aleatéria, odW, sendo o a volatilidade, que mede o desvio-padrao das variaveis retorno,

e pode ser identificada como efeitos externos que mudam o valor da agao.

Comparando o nosso modelo THOU com a Eq. (5.1), temos que: p = 0,
a = A(T) = e777 e o ruido é uma varidvel aleatéria arbitraria, cuja fungdo caracteristica
é dada no primeiro termo do expoente da Eq. (3.4) e ndo é Gaussiano. Para fazermos a
comparacao do modelo THOU com dados empiricos, usamos dados financeiros. De fato,
certos dados de natureza financeira podem ter distribuigdes assimétricas e distribuicdo com
curva Leptocurtica. Por exemplo, estudos empiricos indicam que a distribuigdo dos ativos
gerados em mercados financeiros é assimétrica negativa e a explicagao é que, em média os
mercados geram rendimentos positivos, no entanto, ocorrem mais perdas altas significativas

do que ganhos altos significativos (a cauda esquerda da distribuigdo tende a alongar) [107].

5.3 Variavel de Retorno Logaritmo da Série Financeira

As séries financeiras descrevem um histérico de precos dos ativos, em geral, sdo
ndo-estacionarias. Estes dados, normalmente sdo disponiveis em frequéncias diirias, mensais,
trimestrais ou anuais, contudo também ha as séries intradiarias, com frequéncias de um
minuto, algumas segundos ou, ainda, sem uma frequéncia especifica, com uma observagao
para cada negocio realizado, junto com um time stamp, um registro do dia, hora, minuto e

segundo em que o negdcio foi realizado [93].

H& muitas formas de se definir uma variadvel aleatéria que avalia uma série fi-

3Nos V6os de Lévy a distribuicio de tamanho de saltos em um processo estocastico & uma lei de poténcia,
com o segundo momento central infinito. Um exemplo fisico dos Véos de Lévy é dado por Mendelbrot
sobre fractais (um pequeno namero de saltos grandes domina um numero elevado de passos pequenos) e,
quantitativamente, no comportamento do deslocamento quadratico com o tempo: <ef> o t7, em que € descreve

o ruido do processo [101].



5.4. Comparagdo de Resultados Teéricos com Dados Empiricos do Mercado Financeiro 62

nanceira que descreve a flutuacido de pregos de agoes. Para obtermos uma série estacionaria
procedemos a sua diferenciagdo. Para tal, calculamos a série respectiva dos retornos ao in-
vés do uso da série de pregos. As principais razoes, destaca-se o fato de séries de retornos
serem mais faceis de manipular que as séries de pregos, porque sua forma possui proprieda-
des estatisticas mais atrativas, como a estacionariedade obtida pela diferenciagdo. Existem,

entretanto, algumas defini¢Ges diferentes de retorno; as mais utilizadas sdo [64,93]:

Variavel de Retorno:

A variavel de retorno do ativo no periodo entre ¢ — 1 e ¢ é definido por:
0(t) = u(t) —u(t — 1), (5.2)
em que u(t) e u(t — 1) sdo os pregos de um ativo em tempo ¢ e ¢t — 1, respectivamente.

Observagao 5.1. Note que, se o prego da agdo u(t) caisse para um valor bastante pequeno

(préximo a zero), o retorno efetivo tenderia a —1 [108].

Variavel de Retorno Logaritmo:

O retorno nos instantes ¢ e ¢ — At tornam-se muito préoximos com At sendo infinitesimal.

Neste caso, 6(t) < 1. Entdo, o retorno logaritmo é definido por:
8 = log[u(t)] — log[u(t — 1)]. (5.3)

Observagao 5.2. Se o prego da agdo, u; caisse para um valor bastante pequeno (préximo
a zero), o retorno logaritmico da agdo tenderia a —oo. Esta é a forma mais utilizada de
mensuragao de retornos, na medida em que se mostra coerente com realidade, ao admitir que
o retorno logaritmico da agdo possa assumir valores de —oco a +00 € que 0 seu preco possa

assumir apenas valores positivos [56, 64, 108].

A comparacdo do modelo THOU com as séries financeiras, em geral, sdo feitos
a partir dos retornos logaritmos. Portanto, a primeira etapa de um estudo desta natureza é
calcular os retornos logaritmos a partir das série de pregos. A nossa andlise de comparagao
empirica do modelo THOU com dados empiricos sdo concentradas na variavel definida na
Eq. (5.3).

5.4 Comparacao de Resultados Teéricos com Dados Empiricos

do Mercado Financeiro (Dados Reais)

Para a comparamos dos resultados teéricos com dados empiricos, comparamos os

momentos estatisticos empiricos das séries financeiras com os momentos estatisticos empiri-
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cas do modelo THOU. Os momentos estatisticos sdo caracterizado pelos os quatros primeiros
cumulantes e as fungdes de covariancia e correlagdo. As séries financeiras usadas foram sele-
cionadas na Yahoo Finance, com pregos divulgados a cada dia de negociagdo, em periodos
distintos que variam entre o calendario de 1962 a 2012. Nao constam nas amostras feriados,
finais de semana e dados de negbcios realizados no after market. Foram analisadas varias
séries financeiras de periodo longo (desde 1962), com o objetivo de verificarmos se algumas
consequéncias do modelo THOU sao observados nos dados empiricos. Ou seja, queremos
verificar se o modelo THOU é capaz de explicar algumas propriedades que sdo observados
nestas séries financeiras. Focamos a nossa atengdo em duas propriedades que sdo caracteris-
ticas do modelo THOU': o decaimento exponencial e a convergéncia assintética de momentos
estatisticos para os valores ndao Gaussianos. Este comportamento se ajusta bem com os dados
empiricos analisados, em contraste com o modelo OU original que prevé a convergéncia para
uma distribuicao Gaussiana. As séries financeiras usadas sdao: agdes da Coca Cola durante
50-anos em dois periodos; agdes da Shell durante 25-anos; acbes da Nikker durante 28-anos;
acoes da Xeror durante 35-anos e agdes da Petrobras durante 12-anos. Cada, tém uma
quantidade diferente de pontos, indicados nas Tab. (5.2) e Tab. (5.3). As séries financeiras
usadas tém escala de tempo por negociagdes diarias, ou seja, At = 1 é a negociacdo diaria.
Eistas séries financeiras foram escolhidos por sua robustez para exemplificar as conseqiiéncias
do modelo THOU. As anélises de comparagdo sao apresentadas na ordem de citagao das
séries. A seguir, fazemos as comparagdes do modelo THOU com séries financeiras, em que

as variaveis estdo centradas no retorno logaritmo, definido na Eq. (5.3).

5.4.1 Analise Empirica da Série Coca Cola

A Fig. (5.1) mostra evolugdo temporal do retorno logaritmico diario da série Coca
Cola durante 50-anos no periodo de 1962 a 2012, em que € visivel a alta e a baixa flutuagoes
neste periodo. Devido a este fato, a Fig. (5.2) mostra as fungdes densidades de probabilidades
(pdf’s) e a evolugdo temporal do retorno logaritmo diario para os dois periodos de alta e baixa
flutuagdes. E no detalhe, temos as evolugdes do retorno logaritmo didrio da séries Coca Cola
durante 26-anos (1962 a 1988) e 24-anos (1988 a 2012). Podemos identificar periodos de
grande flutuagdo no final da evolugdo dos retornos logaritmos durante 26-anos, € em quase
toda a evolugdo durante 24-anos. As pdf’s apresentam assimetria e tém caudas longas quando

comparadas com a pdf Gaussiana.

Para as anélises dos momentos estatisticos empiricos dos 8, em que u sdao os
precos didrios, referente as duas séries Coca Cola durante dois periodos, os procedimentos
aplicados sdo analogos ao do Capitulo 4. As Fig. (5.3) e Fig. (5.4) mostram que as fungdes

de autocorrelacdo e de autocovaridncia empiricas e teéricas assemelham ao comportamento
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6 = Coca Cola
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Figura 5.1: Evolugdo temporal dos retornos 8 (Eq. (5.2)) em que At = 1 representa a negociagdo

didria da série Coca Cola durante 50-anos no periodo de 1962-2012.
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Figura 5.2: Funcdo densidade de probabilidade (pdf) da série Coca Cola para dois periodos. No
detalhe, Evolugdo temporal dos retornos 6 (Eq. (5.2)) em que At = 1 representa a negociagdo diaria.
(a) Para flutuagGes baixas durante 26-anos no periodo de 1962-1988. (b) Para flutuagdes altas durante
24-anos no periodo de 1988-2012.

do decaimento exponencial e da convergéncia assintética da série simulada THOU. Podemos
observar que ao longo da evolugdo temporal, os valores da autocorrelagdo apresentam uma
convergéncia assintética para zero, e isto garante que a série Coca Cola é Markoviana depois
de um determinado tempo. Nas Fig. (5.3) e Fig. (5.4), é interessante ressaltar que nos
ensembles, os valores das autocorrelagoes empiricas e das autocovaridncias empiricas tém
oscilacdes com flutuacdes em torno de zero. Isto mostra uma caracteristica do modelo THOU.

A Tab. (5.3) mostra os valores de v em cada ensemble.

A condigdo de mistura (Segdo.(2.2.4)) também pode ser observada na Fig. (5.3),
pois a série da Coca Cola atinge o equilibrio quando a evolucdo temporal das condigbes

iniciais 6;, para 2 = 1,2, do prego da agdo é irreversivel, que é observada quando ¢t — o0. Nas
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séries financeiras, a irreversibilidade apresenta, geralmente, um prego: a partir do momento
que determinadas decisOes e evolugdes se traduzem por um prego irreversivel, ela podem ser
consideradas financeiramente irreversiveis. Ou seja, a partir do momento que existem um
precgo de transacdo, nenhuma decisdo é plenamente reversivel. Por outro lado, processos e
evolucbes podem ser considerados intrinsecamente irreversiveis pelas mudangas institucionais.
E possivel questionar se o sistema de pregos esta perto ou longe do equilibrio: enquanto o
primeiro caso os precos podem permitir a volta para a posigao de equilibrio, no segundo, a

eficiéncia informacional do sistema de pregos desaparece [109].
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Figura 5.3: Evolugdo temporal dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), : = 1,2, da autocorrelagdo em
que At = 1 representa a negociagdo didria da série Coca Cola durante dois periodos: (a) 1962-1988.
(b) 1988-2012. Os simbolos (pretos) representam as autocorrelagdes empiricas e as linhas sélidas

(vermelha) representam as curvas de ajuste exponencial e v na Tab. (5.2).
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Figura 5.4: Evolugio temporal dos retornos logartmos 8; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, da autocovariincia
em que At = 1 representa a negociagio diaria da série Coca Cola em dois periodos: (a) 1962-1988.
(b) 1988-2012. Os simbolos (pretos) representam as autocovaridncias empiricas e as linhas sélidas

(vermelha) representam as curvas teéricas dada na Eq. (4.4) paran = 2 e 7y na Tab.(5.2).

Com procedimentos analogos aplicados na Tab. (4.1), obtemos as informagdes
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empiricas da Tab. (5.2). A Fig. (5.4) confirma o decaimento exponencial das curvas empi-
ricas e tedricas da autocovaridncia. A curva tedrica foi obtida da Eq. (4.4) paran = 2 e
os 7y na Tab.(5.2). As Fig. (5.5) e Fig. (5.6) mostram e confirmam o comportamento das
evolucdes temporais das condigdes iniciais nos quatro primeiros cumulantes das séries Coca
Cola nos dois periodos. As condigOes iniciais foram obtidas analogamente ao Capitulo 4 e sdo
mostrados na Tab. (5.2). As Fig. (5.5) e Fig. (5.6) mostram os quatro primeiros cumulantes
empiricos e teéricos das séries Coca Cola em dois periodos. E interessante ressaltar que
os cumulantes empiricos de terceira-ordem e quarta-ordem nos dois periodos indicados, tém
flutuagdes com escalas de oscilagdo diferentes em torno de zero. Isto é uma caracteristica do

modelo THOU, que diferencia do modelo OU original (Apéndice B).
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Figura 5.5: Evolugio temporal dos retornos logartmos 8; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, dos quatro primeiros
cumulantes em que At = 1 representa a negociacao diaria da série Coca Cola no periodo de 1962-1988.
As curvas com simbolos (pretos) representam os cumulantes empiricos e as linhas s6lidas (vermelha)

representam as curvas tedricas definidas na Eq. (3.70) para n = 1-4 e 4 na Tab. (5.2).
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Figura 5.6: Evolugdo temporal dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, dos quatro primeiros
cumulantes em que At = 1 representa a negociagao diaria da série Coca Cola no periodo de 1988-2012.
As curvas com simbolos (pretos) representam os cumulantes empiricos e as linhas sélidas (vermelha)

representam as curvas tedricas definidas na Eq. (3.70) para n = 1-4 e y na Tab. (5.2).

Tabela 5.2: Informagdes empiricas dos retornos logartmos 8; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, em dois ensembles da
série Coca Cola com dados didrios em dois periodos: 1962-1988 e 1988-2012.

Coca Cola Coca Cola

Periodo Jan/1962—20/0ut/1988 21/Out/1988—Jul/2012
N 4999 4998
N; 1667 2457
N, 1558 2279

€ 0,58 0,58
Orin -15,02 -14,86
OMed -0,11 -0,12
OMaz 13,23 13,24

01 -0,69 -1,89

02 0,47 1,65

" 0,27 £ 0,01 0,28 + 0,01
Y2 0,24 £+ 0,01 0,29 £ 0,01
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A seguir, examinamos o comportamento da evolugdo temporal dos momentos
estatisticos da série Shell. O foco da andlise empirica estd centrada no comportamento do
decaimento exponencial e na convergéncia assintética, quando comparado com os dados teé-
ricos do processo THOU do Capitulo 3. Pelas andlises das curvas dos momentos estatisticos
do retorno logaritmico, as flutuagdes de prego da agdo das séries Coca Cola durante os dois
periodos citados acima, assemelham-se as flutuagdes da série do modelo THOU (Capitulo
4).

5.4.2 Analise Empirica da Série Shell

A Fig. (5.7, no quadro (a), mostra a evolugdo temporal do 8 , em que At =1
é a negociagdo didria e no quadro (b), mostra a funcdo densidade de probabilidade (pdf)
da série Shell durante 25-anos no periodo de Dezembro de 1987 a Julho de 2012. Podemos

observar na pdf: mais alta, concentrada e tem caudas pesadas quando comparada com a pdf

Gaussiana.
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Figura 5.7: (a) Evolugdo temporal dos retornos 6 (Eq. (5.2)) em que At = 1 representa a negociagio diaria
e, (b) Fungdo densidade de probabilidade (pdf) da série Shell, no periodo de 1987-2012.

As hipéteses que fundamentam o modelo THOU podem ser observados na forma
do decaimento exponencial e na convergéncia assintética das curvas empiricas comparadas
as curvas tedricas. A Fig. (5.7) mostra que as fungdes de autocorrelagdo e a autocovaridncia
empiricas da série. A fungdo de correlacdo mostra seu decaimento exponecial como na sua
definigdo (Eq. (3.81)), e a fungdo de covaridncia empirica obedece a forma e a convergéncia
dada na Eq. (3.77) semelhante no decaimento exponencial e na convergéncia da série simulada
THOU. A convergéncia para zero na correlagdo, garante que a série Shell € markoviana depois
de um determinado tempo. A condigdo de mistura (Segdo.(2.2.4)) também pode ser observada
na Fig. (5.8), indicando que a série Shell é irreversivel. Esta irreversibilidade é observada
pela fungdo de autocorrelagéo se anular quando ¢ — 00, como garantido na Eq. (2.13), e isto

confirma que a série Shell é estacionaria.
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As constantes A e v que aparecem nas Eq. (3.4), Eq. (3.70) e Eq. (3.78), que
determinam a frequéncia de saltos e a taxa de dissipagdo de energia, respectivamente. Para
descrevermos as curvas teodricas, estimamos o valor de v pelo ajuste da fungdo de correla-
gdo. Para a fungdo de autocovariancia e os quatro primeiros cumulantes teoricos, usamos as
Eq. (3.2), Eq. (3.70) para n = 2, Eq. (3.70) e Eq. (3.78), em que k1 = ¢, e k = An  Hara

n !
n = 1,2,3,4, que determinam os pontos inicial e final na curva de ajuste.
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Figura 5.8: Evolugio temporal dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, da autocovariancia em
que At = 1 representa a negociagdo diaria da série Shell em dois ensembles: (a) Autocorrelagio e, (b)
Autocovariancia. Os simbolos (pretos) representam as autocorrelagdes e as autocovaridncias empiricas e as
linhas s6lidas (vermelha) representam a curva de ajuste exponencial da autocorrelagdo e a curva teérica da

autocovarianvia, dada na Eq. (4.4) paran = 2 e y na Tab. (5.3).

Para confirmamos a dependéncia temporal. O quadro (a) da Fig. (5.8) mostra o
decaimento exponencial e a convergéncia assintétca das fungdes de autocorrelagdo empirica
e tedrica da série Shell. E interessante ressaltar que nos dois ensembles, os valores da auto-
correlagdo empirica tém oscilagdes em torno de zero. No quadro (b), da Fig. (5.8), mostra as
mesmas caracteristicas identificadas na funcao de autocorrelagao, para as fungdes de autoco-
varidncia empiricas nos dois ensembles. A Fig. (5.9) mostra a evolugdo temporal dos retornos
logartmos 6; (dado na Eq. (5.3), ¢ = 1, 2, para os quatro primeiros cumulantes em que At =1
representa a negociagdo diaria da série Shell no periodo de 1987-2012. A Tab. (5.3) mostra

os valores empiricos de ¥ em cada ensemble.

Pelas anélises das curvas dos momentos estatisticos das condigdes iniciais
0; para 1 = 1,2 dados na Tab. (5.3), em dois ensembles, observamos que os comporta-
mentos dos decaimentos exponenciais e as convergéncias assintéticas assemelham-se aos da
série THOU (Capitulo 4). Nas proximas segdes, fazemos as mesmas analises dos momentos
estatisticos usando as séries finaceiras de quatro Empresas, sdo elas: Nikket, Shell, Xeroz e

Petrobrds.
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Figura 5.9: Evolugdo temporal dos retornos logartmos 8; (Eq. (5.3)), 7 = 1,2, dos quatro primeiros cumu-
lantes em que At = 1 representa a negociagdo didria da série Shell no periodo de 1987-2012. As curvas com
simbolos (pretos) representam os cumulantes empiricos e as linhas s6lidas (vermelha) representam as curvas
tedricas definidas na Eq. (3.70) para n = 1-4 e y na Tab.(5.3).

5.4.3 Analise Empirica da Série Nikke:

A Fig. (5.10) mostra a evolugédo dos 6 diarios e a pdf da série Nikke: negociada na
Osaka Enchange, durante 28-anos no periodo de Janeiro de 1984 a Janeiro de 2012. Podemos
identicar periodos de grande volatilidade. Estes periodos prolongam-se em quase toda a série.
A pdf tém um pouco de assimetria e caudas longas comparada a pdf Gaussiana. Fig. (5.10)
mostra o decaimento exponencial e a convergéncia assintétca das fungdes de autocorrelagao e
da autocovarianica empiricas e teéricas da série Nikkei. E interessante ressaltar que nos dois
ensembles, os valores destas funcdes empirica tém oscilagoes alta com flutuagdo em torno de

numeros diferentes de zero.

As proximas figuras, mostram o comportamento da evolugdo temporal da condi-
¢Oes iniciais 6; para ¢+ = 1,2 em dois ensembles, da série Nikkei. Os valores das condigbes
iniciais estdo na Tab. (5.3). Os procedimentos aplicados nas andlises sdo andalogas aos das
séries THOU, Coca Cola e Shell.
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Tabela 5.3: Informag&es empiricas dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), 2 = 1,2, em dois ensembles

usando as séries Nikket, Shell, Xerox e Petrobras com dados diarios.

Nikkei Shell Xerox Petrobras

Periodo Out/2010-Jul/2012 Dez/1987-Jul/2012 Jan/1977-Jun/2012  Jun/2000-Jun2012

N 7012 6186 8955 1712

N 3341 2023 4099 848

N, 2975 2514 4342 817

€ 463,11 0,93 0,42 3,39
Onrin -10376,80 -12,73 -5,65 -16,31
Onted -9,08 x1078 -0,17 -1,74 x1073 -0,10
Orae 4443,00 13,25 9,39 10,87

6 -472,20 -1,10 -0,42 -0,41

6 454,03 0,76 0,42 0,41

T 0,29 + 0,01 0,14 + 0,01 0,97 + 0,07 0,25 + 0,02
V2 0,26 + 0,02 0,18 + 0,04 1,09 + 0,03 0,26 + 0,02

A evolugdo temporal tém decaimento exponencial e a convergéncia assintética
desta série, e se assemelham aos da série THOU, do Capitulo 4. Estas caracteristicas mos-
tram que a série Nikke: tem a propriedade Markoviana depois de um determinado tempo.
A condigdo de mistura (Segdo.(2.2.4)) também pode ser observada, ou seja, a série atinge o
equilibrio quando a evolugdo temporal das condigdes iniciais sdo irreversiveis. Hsta irrever-
sibilidade pode ser observada pela funcdo de autocorrelagdo se anular quando ¢ — o0, como

garantido na Eq. (2.13), confirmando propriedade estacionéria da série.

A constante A que aparece nas Eq. (3.4), Eq. (3.70) e Eq. (3.78), determina a frequéncia de
saltos. Esta cosntante ndo pode ser estimada devido sua ligacdo direta com a fungdo caracte-
ristica g(z). A constante v determina a dissipagdo de energia e foram obtidas analogamente
como no Capitulo 4. Os valores de 7 por ensemble, estdo na Tab. (5.3). A Fig. (5.12)
mostra os quatro primeiros cumulantes empiricos e teéricos da série Nikkei. E interessante
ressaltar que os cumulantes empiricos de terceira-ordem e quarta-ordem tém flutuagdes com
escalas que oscilam em torno de niimero diferentes de zero nos dois ensembles, confirmando

a caracteristica do modelo THOU, que diferencia do modelo OU original (Apéndice B).

Portanto, pelas analises das curvas dos momentos estatisticos do retorno logarit-
mico, as flutuacoes de prego da acao Nikke: assemelham-se as flutuagdes das varidveis que
descrevem a série do modelo THOU do Capitulo 4 e as séries da Coca Cola nos dois periodos

da Segdo (5.4.1). Na préxima segdo, analisamos os momentos estatisticos da Petrobrds.
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Figura 5.10: (a) Evolugdo temporal dos retornos 6 (Eq. (5.2)) em que At = 1 representa a negociagio
diaria e, (b) Funcdo densidade de probabilidade (pdf) da série Nikkes, no periodo de 1984-2012.

5.4.4 Analise Empirica da Série Xerox

A Fig. (5.13), quadro (a), apresenta os retornos dos pregos didrios das agdes da
Xeroz no periodo de 1977 a 2012. E visivel a concentragio da alta volatilidade, que ocorre

entre 2500 a 4500 negociacOes diarias.
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Figura 5.13: (a) Evolugdo temporal dos retornos 6 (Eq. (5.2)) em que At = 1 representa a negociagdo
di4ria e, (b) Fungdo densidade de probabilidade (pdf) da série Xeroz, no periodo de 1977-2012.
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Figura 5.11: Evolugdo temporal dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, da autocovariincia
em que At = 1 representa a negociagdo diaria da série Nikke: em dois ensembles: (a) Autocorrelagdo
e, (b) Autocovariancia. Os simbolos (pretos) representam as autocorrelagdes e as autocovaridncias
empiricas e as linhas s6lidas (vermelha) representam a curva de ajuste exponencial da autocorrelagio

e a curva tedrica da autocovaridnvia, dada na Eq. (4.4) paran = 2 e  na Tab. (5.3).
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Figura 5.14: Evolugdo temporal dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, da autocovariincia
em que At = 1 representa a negociagdo diaria da série Xeroz em dois ensembles: (a) Autocorrelagdo
e, (b) Autocovariancia. Os simbolos (pretos) representam as autocorrelagdes e as autocovaridncias
empiricas e as linhas s6lidas (vermelha) representam a curva de ajuste exponencial da autocorrelagio

e a curva teérica da autocovaridnvia, dada na Eq. (4.4) paran = 2 e  na Tab. (5.3).

A Fig. (5.14) mostra o comportamento do decaimento exponencial e a conver-
géncia assintética das fungdes de autocorrelagdo e da autocovaridncia empiricas e teéricas
da série Xeroz. B interessante ressaltar que nos dois ensembles, os valores destas fungoes

empiricas tém oscilagdes com flutuagdes em torno de zero.

A Fig. (5.15) mostra os quatro primeiros cumulantes empiricos e tedricos da série
Xeroz. E interessante ressaltar que os cumulantes empiricos de terceira-ordem e quarta-

ordem tém oscilagdes com escalas de flutuacdes em torno de ntimeros diferentes de zero, que
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Figura 5.12: Evolugdo temporal dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, dos quatro primeiros
cumulantes em que At = 1 representa a negociagdo diaria da série Nikke: no periodo de 2010-2012.
As curvas com simbolos (pretos) representam os cumulantes empiricos e as linhas s6lidas (vermelha)

representam as curvas tedricas definidas na Eq. (3.70), n = 1-4 e v na Tab.(5.3).

a caracteristica do modelo THOU, que diferencia do modelo OU original. Portanto, pelas
andlises das curvas dos momentos estatisticos do retorno logaritmo, as flutuagdes de prego
da agdo Xeroz assemelham-se as flutuagbes da variavel aleatoéria da série THOU (Capitulo

4).

5.4.5 Analise Empirica da Série Petrobrds

A Fig. (5.16), quadro (a), mostra que a evolugédo dos retornos diarios e no quadro
(b), mostra a pdf da série Petrobrds sdo semelhantes da série Xeroz. As oscilagdes dos valores

da autocorrelagdo e da autocovaridncia tém flutuagdes em torno de zero nos dois ensembles.

A Fig. (5.17) mostra o comportamento do decaimento exponencial e a conver-
géncia assintética das fungdes de autocorrelagdo e da autocovaridncia empiricas e tedricas
da série Xeroz. E interessante ressaltar que nos dois ensembles, os valores destas fungdes

empiricas tém oscilagdes com flutuagdes em torno de zero.
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Figura 5.15: Evolugédo temporal dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), ¢ = 1,2, dos quatro primeiros
cumulantes em que At = 1 representa a negociagdo diaria da série Xerozx no periodo de 1977-2012.
As curvas com simbolos (pretos) representam os cumulantes empiricos e as linhas sélidas (vermelha)

representam as curvas tedricas definidas na Eq. (3.70), n = 1-4 e -y na Tab. (5.3).
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Figura 5.16: (a) Evolugédo temporal dos retornos 6 (Eq. (5.2)) em que At = 1 representa a negociagéo
diaria e, (b) Funcédo densidade de probabilidade (pdf) da série Petrobras, no periodo 2000-2012.
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Figura 5.17: Evolugéo temporal dos retornos logartmos 6; (Eq. (5.3)), ¢ = 1, 2, da autocovariancia em

que At = 1 representa a negociagdo diaria da série Petrobras em dois ensembles: (a) Autocorrelagdo

e, (b) Autocovariancia. Os simbolos (pretos) representam as autocorrelagdes e as autocovariancias

empiricas e as linhas s6lidas (vermelha) representam a curva de ajuste exponencial da autocorrelagdo

e a curva tedrica da autocovarianvia, dada na Eq. (4.4) paran = 2 e v na Tab. (5.3).
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Tab. (5.3).
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A Fig. (5.18) mostra os quatro primeiros cumulantes empiricos e teéricos da série
Petrobrds. Como na série da Xeroz, a série da Petrobras, apresenta cumulantes empiricos
de terceira-ordem e quarta-ordem com flutuagdes que oscilam em torno de niimeros diferentes
de zero, ou seja, mostra a caracteristica do modelo THOU que diferencia do modelo OU
original (Apéndice B). Logo, pelas analises das curvas dos momentos estatisticos do retorno
logaritmo, as flutuagdes de prego da agdo Petrobras assemelham-se as flutuagdes da variavel
returno da série THOU (Capitulo 4).

5.5 Consideracoes finais

Das anélises das séries Coca Cola, Nikkei, Shell, Xerox e Petrobras que descre-
vem o retorno logaritmo das flutuagdes de prego de agdes, podemos observar que as curvas
empiricas dos seus momentos estatisticos tém um comportamento semelhante as curvas em-
piricas do retorno logaritmo da série simulada da série THOU que descreve o processo de
THOU (Capitulo 4). As excessdes ficam nos valores das informagdes empiricas contidas nas

Tab. (5.2) e Tab. (5.3). Das analises realizadas neste Capitulo, observamos que:

1 As curvas empiricas da correlacdo das séries financeiras tém o mesmo decaimento exponen-
cial e convergem assintéticamente para zero em cada ensemble escolhido empiricamente,
em que avaliamos a evolugdo temporal das condigdes iniciais, como garantido nas curvas
tedricas e empiricas da correlagdo do modelo THOU. Isto mostra que as condigdes ini-
ciais do prego das agOes convergem para o equilibrio do processo e esta convergéncia é

irreverssivel;

2 As curvas empiricas dos cumulantes de quarta-ordem apresentam flutuagbes em torno de
valores diferentes de zero. Esta caracteristica diferencia o modelo THOU do modelo OU

original (Apéndice B);

3 As curvas empiricas da covaridncia em cada ensemble tém decaimento exponencial como
descrito na Eq. (3.78), para v # 0 nas Tab. (5.2) e Tab. (5.3), e obedece a forma dada na
Eqg. (3.2) do Teorema de Doob original, Teo. (3.1);

4 Os valores da constante v das séries financeiras usadas foram obtidos pelo ajuste exponen-
cial da fungdo de correlagdo, comparados por ensembles, sdo aproximandamente semelhan-

tes;

5 Dos resultados analiticos obtidos no Capitulo 3, Eq. (3.78) e Eq. (3.79), obtemos os resul-
tados qualitativos. As andlises desses resultados foram focados na forma do decaimento

exponencial e na convergéncia assintética horizontal;

6 O modelo THOU foi capaz de explicar algumas propriedades que sdo observados nas séries

financeiras selecionadas.
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Portanto, com relagdo as séries financeiras analisadas, o modelo THOU mostrou
que os investimentos sdo viadveis. De fato, em todas as figuras, a evolugao temporal mostra que
as negociagdes financeiras iniciaram com risco alto, e decai rapidamente, de forma exponencial
e com convergéncia assintética horizontal, ou seja, se estabilizam al longo do tempo, fato
observado pela estacionariedade. Desta forma, o processo THOU apresenta bom ajuste

dentro das séries financeiras apresentadas.



Capitulo 6

Conclusao

Nesta tese, investigamos uma generalizacdo do Processo de Ornstein-Uhlenbeck
que é essencialmente o inico processo que é Gaussiano, Markoviano e estacionario. Esse resul-
tado é conhecido como teorema de Doob [1,72]. Para recuperar a condigdo de Gaussianidade

da nossa sugestdo, basta definir B(7) (Eq. (3.3)) como gaussiana.

A sugestdo da generalizagdo foi para o caso de processos Markovianos lineares e
homogéneos no tempo, em que relaxamos as condigdes de gaussianidade e estacionariedade,

respectivamente, a alguns casos de interesse.

Na comparagdao do modelo THOU com dados empiricos, escolhemos algumas
séries finaceiras que descrevem os precos de agdes com negociagOes didrias. Buscamos esco-
lher séries financeiras negociadas em mercados diferentes, como o Americano de Nova York,
Asiatico de Osaka e Brasileiro de Sdo Paulo, com duragdo e periodos diferentes. Em nossa
comparagao, focamos nas andlises na evolugdo temporal das condigOes iniciais escolhidas
empiricamente em cada ensemble (também escolhido empiricamente). Esta evolugdo tem-
poral do processo foi focado no padrdao do decaimento exponencial e no comportamento da
convergéncia assintética horizontal, como observado nos resultados teéricos e também, nos

momentos estatisticos da série simulada THOU, Capitulo 4.

Portanto, as analises dos momentos estatisticos empiricos das séries financeiras
usadas apresentaram resultados obviamente semelhantes aos do modelo THOU. No entanto,
existem diferengas significativas. Em todas as evolugdes temporais dos retornos logaritmos
nas séries financeiras usadas, observamos a presenga de uma propriedade importante no cu-
mulante de quarta ordem do modelo THOU. Esta propriedade diferencia do modelo OU
original. No entanto, o modelo THOU representa uma boa melhora na analise empirica,
quando comparado com o modelo OU, e, vale ressaltar, mantendo a sua simplicidade. Basi-

camente, o modelo THOU pode explicar a forma como as séries financeiras convergem para
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uma distribuicdo ndo Gaussiana, e isto ndo pode ser observado no modelo OU.

Obtevemos a solugdo da equacdo de Chapman-Kolmogorov pela fungdo caracte-
ristica associada a probabilidade de transicdo; os resultados analiticos e a andlise empirica

explicam a forma como as séries financeiras convergem para uma distribuigdo ndo-Gaussiana.

Os valores da constante -y, obtidos pelo ajuste exponencial da autocorrelagdo, in-
dicados na Tab. (5.1) das séries financeiras, nos ajudou tragar e a concluir que as trajetérias
empiricas dos momentos estatisiticos do modelo THOU assemelham-se as trajetérias empi-
ricas dos momentos estatisticos do retorno logaritmo das séries financeiras usadas, e de fato
mostra a consisténcia do modelo THOU, e também o seu bom desempenho na explicagdo dos
dados empiricos. Portanto, o modelo THOU é satisfatério e aderente aos dados empiricos

financeiros, pois foi capaz de descrever e explicar uma grande parte das suas caracteristicas.

6.1 Perspectivas para Pesquisas Futuras

Como trabalhos futuros, indicamos a sugestdo de estudo mais detalhado sobre
constante A da Eq. (3.4), para isso, precisamos definir uma distribuigdo de probabilidade para
a funcdo caracteristica g(-). Esta constante tém significado fisico: representa a quantidade

de saltos do processo estocastico.
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