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Resumo

Campos, Lucas Silveira, Andlise de Tensoes em Placas Finas Laminadas sob Carregamento Dindmico
Usando o Método dos Elementos de Contorno. Brasilia, 2012. Dissertacao de Mestrado, Faculdade

de Tecnologia, Universidade de Brasilia.

Este trabalho apresenta uma formulac¢do dinamica do método dos elementos de contorno para
o célculo de tensdes de placas finas anisotropicas. As formulacdes usam solucdes fundamentais
elasto-estaticas e os termos de inercia sdo tratados como forgas de corpo. As integrais de dominio
provenientes das forcas de corpo sdo transformadas em integrais de contorno usando o método da
integracdo radial (MIR). No MIR, a funcdo de aproximacdo de placas finas aumentada é usada na
aproximacao das forcas de corpo. Sdo implementadas formulacdes para a andlise transiente de pla-
cas finas. A integracdo no tempo € realizada usando o método de Houbolt. As tensdes no dominio
sdo calculadas através de equagdes integrais. Quando o ponto fonte € colocado no contorno, estas
equacgoes integrais se tornam mais que hipersingulares, demandando uma abordagem alternativa
para o célculo das tensdes no contorno. Desta forma, as tensdes no contorno sao obtidas por um
procedimento que usa equacdes integrais para calcular as primeiras derivadas do deslocamento,

derivadas das fun¢des de forma e relagcdes constitutivas. Apenas o contorno € discretizado.

Palavras chaves: Materiais Compoésitos, Método dos Elementos de Contorno, Método da

Integragdo Radial, Anisotropia.



Abstract

Campos, Lucas Silveira, Stress Analysis of Thin Plate Composite Materials Under Dynamic
Loads using the Boundary Element Method. Brasilia, 2012. Master Thesis, Faculty of Technology,

University of Brasilia.

This work presents a dynamic formulation of the boundary element method for the computa-
tion of stresses of anisotropic thin plates. The formulation uses elastostatic fundamental solutions
and inertia terms are treated as body forces. Domain integrals that come from body forces are
transformed into boundary integrals using the radial integration method (RIM). In the RIM, the
augmented thin plate spline is used as the approximation function. The time integration is carried
out using the Houbolt method. Stresses inside de domain are calculated using integral equations.
When the source point on the boundary, these integral equations become more than hypersingular,
demanding an alternative aproach to calculate stresses on the boundary. Therefore stresses on the
boundary are computed by a procedure that uses integral equations for the first transversal displa-
cement derivatives, derivatives of shape functions, and constitutive relations. Only the boundary is

discretized in the formulation.

Keywords: Composite Materials, Boundary Element Method, Radial Integration Method,
Anisotropy.



Simbolos

Letras gregas

a = Angulo.

€ = Deformacio normal.

¢ = Angulo.

I' = Contorno.

Y = Deformagao cisalhante.

u = Raiz da equacdo caracteristica.
v = Razao de Poisson.

Q) = Dominio do problema.

6 = Angulo entre o ponto de integracio e o ponto fonte.

p = Distancia.
o = Tensao normal.

T = Tensao cisalhante.

Letras arabicas

A = Matriz de rigidez extensional.

B = Matriz de rigidez de acoplamento.

C = Matriz de efeitos viscosos.
C, G, H, K = Constantes.

D = Matriz de rigidez de flexao.
D’ = Inversa da matriz D.

d = Parte real de u.

E = Mddulo de elasticidade.

e = Parte imaginaria de U.

M = Momento.

N = Funcgao de interpolagao.

n = Vetor normal ao contorno.

vi



vii

Q = Ponto campo.

Q = Matriz das constantes eldsticas da lamina no sistema de coordenadas local.
Q = Matriz de constantes eldsticas da 1dmina no sistema de coordenadas global.
q = Forca transversal distribuida.

R; = Funcao.

ri, Si, gi, pi = Constantes.

S; = Funcao.

T = Matriz de transformacao.

t = Espessura da placa.

u, v = Deslocamentos no plano da placa.

w = Deslocamento transversal.

x, v, 7 = Eixos de coordenadas.

z = Distancia transversal do plano médio da placa a um ponto.

Subscritos

I' = Contorno.

Q = Dominio.

1, 2, 3 = Direg¢des principais.

¢ = Compressao, elemento continuo.
d = Elemento descontinuo.

L = Direcao longitudinal as fibras.

n = Direcdo normal.

ns = Dire¢ao tangencial.

T = Direcdo transversal as fibras.

t = Tracao.

x, y, z = Dire¢des principais do sistema de coordenadas.

Sobrescritos

1, 2, 3 = Nés do elemento.

* = Solucdes fundamentais.
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1 Introducao

Os compdsitos estruturais tornaram vidveis importantes conquistas tecnoldgicas recentes, prin-
cipalmente em areas como aeronautica, aeroespacial, petroquimica, naval, bioengenharia, automo-
bilistica, construcdo civil e de artigos esportivos. Essa classe de materiais tem como caracteristica
basica combinar, a nivel macroscépico, pelo menos, duas fases distintas denominadas matriz e
reforco. Essa associagdo faz com que esses materiais apresentem um excelente desempenho estru-

tural, considerando tanto a resisténcia como a rigidez.

As matrizes polimétricas, apesar de apresentar baixa massa especifica, sio bem menos re-
sistentes e rigidas que as fibras de reforco, o que ocasiona mudanca das propriedades do mate-
rial de acordo com a orientagdo das fibras em relacdo as solicitacdes mecanicas aplicadas ao ob-
jeto. Esse comportamento anisotrépico torna a andlise, quando comparada aos materiais estruturais
isotropicos tradicionais (metais), significativamente mais complexa. Os materiais metalicos apre-
sentam propriedades e comportamento bem definidos e comprovados ao longo de muitas décadas
enquanto os compdsitos necessitam de um tratamento matematico mais dificil e trabalhoso para
modelar seu comportamento mecanico. Essa complexidade, no entanto, permite adequar o mate-

rial a um requisito especifico de projeto.

Dentre os variados tipos de materiais compdsitos encontrados, tem posi¢do de destaque os
laminados com refor¢o unidirecional, devido a sua eficiéncia estrutural e sua ampla utilizagao.
Esse trabalho tem como objetivo analisar esse tipo de material sobre um carregamento dindmico,
condicdo essa usual de trabalho em grande parte de suas aplicacdes, como podemos observar nas
inddstrias aeronduticas e aeroespaciais onde as estruturas estdo constantemente expostas a carrega-

mentos dinamicos.



1.1 Placas anisotrdopicas

Placas, por defini¢do, sdo elementos estruturais de superficie, simétricos em relacdo a um plano
médio, cuja dimensao menor, que estd na direcdo normal a este plano é denominada espessura da
placa. O carregamento € transversal ao plano médio. De acordo com o material a qual € cons-
tituida, as placas podem ser classificadas como: anisotropicas (com propriedades diferentes em
qualquer direcdo), ortotropicas (com propriedades diferentes em duas direcdes perpendiculares),
ou isotropicas (com propriedades iguais em qualquer direcdo). E, de acordo com a espessura, as
placas sdo classificadas como finas e espessas. A literatura recomenda, para metais, a formulagdo
de placas finas para 1/80 <1/a < 1/5 e espessa parat/a > 1/5, onde t é a espessura e a ¢ a aresta
da placa. Os modelos matematicos para placas finas ndo levam em conta os efeitos da deformacao
por cisalhamento transversal enquanto que nos modelos de placa espessa estes efeitos sdo consi-
derados. Trabalhos recentes, como em Reis (2010), tem mostrado que, além da espessura, outros
aspectos do problema devem ser levados em conta na considera¢do ou nao dos efeitos do cisa-
lhamento transversal. Dentre estes aspectos, pode-se citar a geometria da placa, as condi¢des de
contorno, as propriedades do material e o tipo de analise que se estd fazendo (andlise apenas dos

deslocamentos ou analise de tensoes).

A primeira teoria de placas foi proposta por Kirchhoff (1850). Esta teoria € comumente refe-
renciada como teoria cldssica ou teoria de placas finas, na qual é desconsiderada a deformacgado por
cisalhamento, ou distor¢@o, ao longo da espessura da placa. No caso de materiais compdsitos ou
placas anisotrépicas onde o médulo do cisalhamento € muito pequeno quando comparado com o
modulo de elasticidade na direcao das fibras, a teoria cldssica pode ndo ter resultados satisfatorios
mesmo para placas finas. Isto também ocorre em placas isotropicas com furos da ordem da es-
pessura da placa ou menor. Outra teoria de placas foi proposta por Reissner (1945). Esta teoria é
baseada em um modelo bi-dimensional o qual assume variacdes de tensdo ao longo da espessura
da placa (terceira dimensdo). A teoria considera que a deformagdo por cisalhamento transversal e
a tensdao normal transversal ndo sdo despreziveis. Mindlin (1951) propds uma outra formulacao,
similar a de Reissner, baseada no deslocamento ao longo da espessura da placa. Tanto a teoria
de Reissner quanto a de Mindlin sdo consideradas teoria de placas espessas, por considerarem
a deformacao de cisalhamento na direcdo transversal. Estas teorias descrevem o deslocamento ao
longo da espessura da placa por uma fungdo linear e, por isso, também sio conhecidas como teorias

de placas de primeira ordem.



A hipétese de placa fina condiz com o problema o material compdsito modelado visto que a
espessura das laminas estd, normalmente, no intervalo das placas finas. Por isso, neste trabalho serd
apresentado uma andlise de placas finas de materiais compdsitos usando o método dos elementos

de contorno.

1.2 Meétodo dos elementos de contorno

O método dos elementos de contorno vem sendo desenvolvido hd vérias décadas se consoli-
dando como uma eficaz ferramenta de andlise computacional. Entretanto, a andlise de problemas
de materiais anisotropicos usando o método dos elementos de contorno ainda demanda muita pes-

quisa.

As formulagdes de elementos de contorno t€m sido aplicadas a problemas de flexdo em placas
anisotropicas, considerando a teoria de Kirchhoff, bem como teorias de placas deformdveis ao
cisalhamento (teorias de Reissner e Mindlin). Shi e Bezine (1990) apresentam uma andlise por
elementos de contorno de problemas de flexdo de placa usando a solu¢do fundamental proposta
por Wu e Altiero (1981) baseadas nos pressupostos de flexdo da placa de Kirchhoff. Rajamohan
e Raamachandran (1999) propuseram uma formulacao na qual as singularidades sdo evitadas por
pontos fontes colocados fora do dominio. Paiva, Sollero e Albuquerque (2003) apresentaram um
tratamento analitico para integrais singulares e hipersingulares da formulag¢do proposta por Shi e
Bezine (1990). Placas deformaveis por cisalhamento tem sido analisadas usando o método dos
elementos de contorno por Wang e Schweizerhof (1996b), Wang e Schweizerhof (1997) com a

solucdo fundamental proposta por Wang e Schweizerhof (1995).

No método dos elementos de contorno para flexao de placas, a presenga de forgas distribuidas
no dominio faz aparecer integrais de dominio na formulacdo. Com o objetivo de resolver estas
integrais, o esquema de integracao por células pode dar resultados precisos, como demonstrado por
Shi e Bezine (1990) para problemas de flexdo em placas anisotropicas. Contudo, a discretizagao do
dominio em células elimina uma das principais vantagens do método dos elementos de contorno
que € a discretizacdo somente do contorno. Uma alternativa para este procedimento foi apresen-
tada por Rajamohan e Raamachandran (1999) que propuseram o uso de solugdes particulares para
aproximar a discretizacdo do dominio. Entretanto, o uso de solugdes particulares requer a busca
de uma funcdo que satisfaca a equacao governante. Dependendo do quao complexa seja a equacao

governante, esta funcao pode ser dificil de ser encontrada.



Neste trabalho, integrais de dominio devido a cargas distribuidas sdo transformadas em inte-
grais de contorno pelo método da integracdo radial. Este método foi inicialmente apresentado por
Venturini (1987) para problemas de flexdo em placas isotropicas. Gao (2002) estendeu o método
para problemas de elasticidade isotrépica tridimensional e Albuquerque et al. (2006) para placa de
Kirchhoff anisotropica. Albuquerque, Sollero e Paiva (2007) estenderam a formulacdo para pro-
blemas dindmicos, enquanto Reis, Albuquerque, Torsani, Palermo e Sollero (2011) apresentaram a

andlise de tensdes de placas finas anisotrdpicas.

1.3 Descricao do trabalho

Neste trabalho sdo apresentadas formula¢des do método dos elementos de contorno para anélise
dindmica de tensdes em placas finas de materiais anisotropicos. Trata-se de uma continuagdo dos
trabalhos de Santana (2008) que implementou o célculo dos deslocamentos de placas finas de ma-
teriais anisotropicos e de Sousa (2009) que implementou o cdlculo dos momentos e das tensoes em
pontos internos. A principal contribuicdo deste trabalho para a literatura € o calculo das tensoes
no contorno para placas sob carregamento dindmico. No préximo capitulo, o capitulo 2, a teoria
classica de flexdo em placas anisotrdpicas é apresentada, além de uma breve descri¢do de materiais
anisotropicos e de materiais compositos. O capitulo 3 apresenta a formulagdo basica do método
do elementos de contorno para flexdao em placas anisotropicas segundo a teoria cldssica, obtendo a
equacao integral de contorno e também a solucdo fundamental anisotropica. Apresenta-se os ele-
mentos quadraticos e se constroi a equagao matricial do problema. No capitulo 4 sdo apresentadas
técnicas para esse problema especifico. E descrita a transformagio de integrais de dominio em inte-
grais de contorno de maneira exata, para o carregamento, € de maneira numérica, usando o método
da integracdo radial, para os efeitos de inércia. E descrito o procedimento para o célculo das tensdes
tanto no interior quanto no contorno do problema. Para finalizar o capitulo, apresenta-se o0 método
de Houbolt que € usado na integracio no tempo nesse trabalho. O capitulo 5 contém os resultados
numéricos obtidos, comparando-os com os resultados estaticos para os mesmos casos. No sexto e

ultimo capitulo estdo localizados sugestdes para futuros trabalhos e as consideracdes finais.



2 Teoria Classica de Flexdao em Placas
Anisotropicas

Uma placa € um elemento estrutural definido por duas superficies planas e paralelas (Figura
2.1) onde as cargas sdo transversalmente aplicadas. A distancia entre estas duas superficies define

a espessura da placa, a qual € pequena quando comparada com as outras dimensoes da placa.

Considerando as propriedades do material, uma placa pode ser anisotropica, com diferentes
propriedades em diferentes dire¢des, ou isotrépica, com propriedades iguais em todas as direcoes.
Dependendo de sua espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa. A teoria de placas
finas ndo leva em conta os efeitos da deformacdo por cisalhamento e é conhecida também como
teoria cldssica de flexdao de placas. Ja as teorias para placas espessas levam em conta este efeito
e por isso sdao também conhecidas como teoria de placas deforméaveis por cisalhamento. Neste

trabalho serd desenvolvida a formulagdo para placas finas anisotrépicas.

A teoria classica de flexdo em placas anisotrépicas estd baseada nos seguintes pressupostos:
1. Sec¢des planas, que no seu estado ndo deformado sd@o normais a superficie média, continuam
retas e normais a superficie média deformada depois do carregamento.

2. A tens@o normal o, na secdo transversal paralela ao plano médio € nula.

2.1 Relacgoes basicas para placas anisotropicas

Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos ja definidos. A Figura 2.2 mostra
este elemento com um estado de tensdes agindo nele e uma forga distribuida aplicada em sua
superficie. Integrando as componentes de tensdo ao longo da espessura da placa, pode-se definir os

momentos e forcas de cisalhamento (Figura 2.3):



Figura 2.1: Placa Fina.

t/2

My — / 6.2z, 2.1)
—t/2
t/2

M,, = / 6y2dz, (2.2)
—t/2
t/2

My = / Ty2dz, (2.3)
—t/2
t/2

My = / Tzdz, (2.4)
—t/2
t/2

x:/ szdz, (25)
—t/2



Figura 2.2: Tensdes em um elemento de placa

t/2
= dz. 2.6
Oy /_l/zfyz z (2.6)

Do equilibrio de forcas e momentos, pode-se escrever:

90: 90y

ox T o, Te=0 2.7)
OMy, | IM,; B

ax oy &0 (2.8)
oMy | My _ 0, =0. (2.9)

dy dx



\J

Figura 2.3: For¢as e momentos em um elemento da placa

Resolvendo as equacdes (2.8) e (2.9) para O, e Qy, respectivamente, substituindo na equagao

(2.7) e considerando a simetria de momentos (M,, = M,,), tem-se:

’M,.  _9°M,, 9’*M
57 +25— yy + ayzyy =—g. (2.10)

Considere as posig¢oes inicial e final de um elemento da placa dado por abcd paralelo ao plano
médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distancia z do plano

médio (Figura 2.4).

Assumindo que, durante a flexdo da placa, os pontos a, b, ¢ € d, movem-se parada’, b, ¢’ e d’,
chamando as componentes de deslocamento do ponto a nas dire¢des x e y de ug e v (Figura 2.4),

respectivamente, o deslocamento do ponto b na direcdo x é dado por:



oV
Vvo+—d
+ ay Yy
ou
Y A uo +/@— dy
A d’
v d c
A
b 4
dy 7Y
a [4
< uoa vo+ 9V dx
Vo ox
Y \ 4 Y
a
\ uo + ou dx
X
>
X

Figura 2.4: Deformacdo em um elemento da placa.

du
b; —by=u,+ adx.

Entdo, o incremento do comprimento dx na dire¢do x é dado por:

du
Adx = —d
x I X,
e a deformagao na direcdo x é dada por:
_ Adx _ du

T dx o ox’

Da mesma forma, pode-se escrever:
v

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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- g—j, (2.15)
_ %@%, (2.16)
— g—v:jtg—z, 2.17)
_ ‘Z_Vyug_z (2.18)

No sistema de coordenadas cilindricas, as componentes de deforma¢ao em fungdo dos deslo-

camentos sao escritas como:

Yro

Yz

Yoz

%”r’, (2.19)
%% ”7 (2.20)
‘Z—V;, 2.21)
%"Z’ + ‘z—v:, (2.23)
%g—g + aa—vze. (2.24)

A Figura 2.5 mostra as posig¢des inicial e final de uma se¢do da placa, paralela ao plano xz, que

contém os pontos a, b, nj e ny. A rotagao do elemento any, inicialmente na posi¢ao vertical, € igual

a ‘3—¥ (Figura 2.5). Entdo, o deslocamento do ponto na direcdo x, a uma distancia z da superficie

média pode ser escrita como:

U=—7—-

ow
- (2.25)

Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na direc@o y é dado por:

(2.26)
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Figura 2.5: Posig¢des inicial e final de um elemento de placa.

Substituindo as equacdes (2.25) e (2.26) nas equagdes (2.13), (2.14) e (2.16), pode-se escrever:

d%w
& = _Zaxz = ZKx,
d*w
gy = —Z B > 7Ky,
*w
onde K, Ky € Kyy 830 as curvaturas da placa dadas por:
92
K a§
K, o =-— ‘37;” . (2.28)
*w
Ky 28x8y

2.2 Materiais Compositos

Os materiais anisotropicos apresentam duas caracteristicas interessantes. Se por um lado o

grande nimero de varidveis e constantes eldsticas necessdrias para descrever o seu comporta-

mento tornam sua andlise extremamente trabalhosa e complexa, por outro essas mesmas variaveis
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dao varias opgdes para a otimizacao do elemento projetado. As propriedades mecanicas podem
ser maximizadas em determinadas direcOes, justamente aquelas que estardo sujeitas as maiores

solicitagdes, sem um aumento significativo de peso.

Embora a maioria dos materiais apresente algum grau de anisotropia, ela pode, em muitos
casos, ser ignorada por ndo ser relevante para uma determinada aplicacdo. O exemplo mais impor-
tante desse comportamento € o aco laminado, no qual € notada uma resisténcia a tragao ligeiramente
maior na dire¢do de laminagdo. Na maioria das aplicacdes essa diferengca nao é importante, porém
em outras ela pode ser determinante. O exemplo mais conhecido de material anisotrépico €, sem
davida, a madeira com seus veios, cuja dire¢do determina a dire¢cao de maior resisténcia e de maior

rigidez.

2.2.1 Material composito laminado

Os materiais compdsitos sdo aqueles constituidos por duas ou mais fases bem definidas, ge-
ralmente com propriedades mecénicas bastante distintas. As duas fases sempre presentes sdo a
matriz e o reforco. A matriz € um material homogéneo que tem a finalidade de aglutinar as fibras
ou particulas do material de reforco. O material de reforco tem a fung@o de aumentar a resisténcia
mecanica do elemento. O reforco pode estar na forma de fibras curtas, fibras longas ou de particulas.
As fibras curtas e particulados sao largamente utilizados como refor¢o em materiais termoplésticos
injetados. Nestes materiais sao acrescentados principalmente fibras de vidro picadas e talco indus-
trial para aumentar a rigidez e a resisténcia mecanica dos componentes injetados. Nestes casos
buscam-se geralmente um comportamento isotropico e o controle da direcao preferencial das fibras
€ quase nulo. As fibras longas, por sua vez, sdo usadas com matrizes de resinas termofixas como
o poliéster e epoxi. Os materiais compositos com refor¢o de fibras longas permitem um maior
controle das propriedades mecanicas anisotropicas pelo direcionamento das fibras e sua proporcao
na composi¢ao do material. Normalmente este material € constituido de varias camadas, que sdo as
laminas nas quais as fibras possuem uma unica dire¢do. Por ser formado por vérias 1aminas, estes

materiais sdo conhecidos como compositos laminados (Figura 2.6).

2.2.2 Equacao constitutiva do laminado

Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tensdes em cada lamina podem ser

calculadas a partir das deformag¢des como segue:
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Oy &
o r=%{ & 7. (2.29)
Ty Yoy
onde a matriz Q; é dada por:
Q=T 1QT T (2.30)

A matriz de transformacdo T € dada por:

m?  n? 2nm

T= n?  m* —2mm |, (2.31)

—nm nm 1’112—1’12

sendo, m = cos 0 e n = sin 0, onde O € o angulo entre as fibras de uma lamina k e o eixo x.

A matriz das constantes elasticas Q € dada, em termos das constates de engenharia, por:

Ep VirET
I=virvre  1=virvrp
— virEr Er 2.32
Q I=virvry  1=virvre 0 ) (2.32)
0 0 Grr

onde: E7 € o médulo de elasticidade longitudinal (na direc¢do das fibras), E7 € o mddulo de elasti-
cidade transversal (ortogonal as fibras), Gy € o médulo de cisalhamento no plano da lamina, v, 7
€ a razdo de Poisson principal e vy = VLT%, os subscritos L e T referem-s respectivamente as

direcdes longitudinal e transversal a dire¢do das fibras.

As tensdes nas dire¢oes longitudinal e transversal do reforco com fibras podem ser calculadas

por:

Oy, Oy
or ¢=TQ o, 7. (2.33)
LT Txy

Integrando ao longo da espessura (Figura 2.6) as equacoes (2.1), (2.2) e (2.3) obtém-se:
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Mxx n hk Gx
My, ¢=) /h o, ¢ zdz (2.34)
k=1""-1

Usando-se as equagdes (2.29) e (2.27), a equagdo (2.34) pode ser escrita para um laminado

Ccomo:
M, N he On 012 Qe K
My, :Z /h O 02 0 Ky Pdzy, (2.35)
=1 | M | 2 _ _
My Q6 Q26 Qo6 |, | Koy
ou
M Dy; D12 Dis K
My, ¢ = | D12 Dy D Ky (> (2.36)
My Di¢ Dy Des Ky
onde
¢ 5 3 .3
Dij = 3 X (0n) (=) (2.37)
—1

Fibras

Matriz

Figura 2.6: Compdsito laminado com quatro laminas

e hy € a distancia do plano médio do laminado até a interface k (Figura 2.6). A equacao (2.36) pode
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ser escrita, na forma expandida como:

22w %*w 02w

M« - (D“W +D128—y2+2D16m) ;
02w 2%w 02w

My, = - (DIZW +D228—yz +2D26m) ; (2.38)
02w 0w 02w

Mxy = (D16W +D26a_y2 +2D66m) y

Substituindo as equagdes (2.38) nas equagdes (2.8) e (2.9), pode-se escrever:

Pw Pw *w *w]
= —|D +3D1g=—==—+(D 2D¢6) === +Drs—=+
Ox na 3 16ax28y+( 12+ 66)axay2+ 26555 |
[ dw 3 ’w 3w
= —|Dig==+(Dnn+2D 3D D .
Oy Do + (D12 + 66)8 22y + 26882+ =l
(2.39)
A equacdo (2.10) pode ser reescrita, usando as equagdes (2.38), como:
o*w o*w o*w o*w o*w
D 4D +2(D 2D 4D D =g. 2.40
nyat 16838 (D12 + 66)aza2+ 26aa3+ nGF =8 (2.40)
A equagdo (2.40) pode ser integrada no plano caracteristico complexo
Z=x+ Uy, (2.41)
u=d+ie,

onde d e e sdo as partes real e imagindria de u, respectivamente. Usando a equacgdo (2.41) e

considerando as forcas de corpo nulas, a equagao (2.40) pode ser escrita como:
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d*w

FE3 [D111* + 4Dy +2(D12 +2Dge ) +4Dagpt + D] = 0. (2.42)

A solucdo geral para w na equagdo (2.40) depende das raizes Uy, Up, fl; € flo da equacdo

caracteristica dada por:

Dyou* + 4Dy > +2(Dy3 + 2Dgg ) 4> + 4Dt + D1y = 0, (2.43)

cuja validade € condi¢do para a existéncia de solucdes ndo triviais da equagdo (2.42).

As raizes desta equacdo, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sdo sempre complexas para
materiais homogéneos. As raizes complexas u; = d; +eji e o = dp + e2i s@o conhecidas como

parametros complexos de deflexdo. Em geral, estas raizes sdo nimeros complexos diferentes.

Uma expressao geral para a deflexdo tem a forma:

1. no caso de parametros complexos diferentes (1| # Up):

w = w, + 2Re[w(z1) + wa(z2)]- (2.44)

2. no caso de parametros complexos iguais (i = W):

w=w,+ ZRG[Wl (Zl) —|—Z_1W2(Z1)]. (2.45)

onde wo € uma solucao particular da equacgdo (2.40) que depende da forca distribuida g nas su-
perficies da placa, wy(z1) e wa(z2) s@o fungdes analiticas arbitrarias de varidveis complexas z; =
x—+ U1y e z2 = x+ Wpy. Neste trabalho a formulacdo desenvolvida considera apenas o caso em que
U1 # Up. Desta forma, a formulagdo ndo se aplica a materiais isotrépicos, onde @ = . Entre-
tanto , pode-se analisar problemas com materiais isotrépicos considerando E; = E» + 0, onde 0 é

um nimero pequeno, da ordem de E, /1000.

Baseada nas equagdes (2.38) e (2.39), podem ser obtidas expressOes gerais para forcas € mo-

mentos como (para o caso U # [):

My, = M. — 2Re[p1w"(Z1) +P2W”(Z2)]a
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My, = My, —2Relgiw"(z1) +qaw" (22)],
My = My, — 2Re[rw” (z1) +mw”(22)],
O = 0%—2Re[usiw"(z1) + pasaw™ (z2)],
Oy = 0F—2Re[siw"(z1) + 520" (22)]. (2.46)

onde MY, MSy, ng, Q' e QS sdo momentos e forgas cisalhantes correspondentes a funcdo wy

calculada pelas equacoes (2.38) e (2.39). As outras constantes sdo dadas por:

p1 =Dy +Dppud +2Dguy, p2 = Dy +Dia3 +2D1g s,
q1 = D12+ Do i +2Dos q2 = D12 + D13 +2Dos s,
r1 = D1+ Daglif +2Dgg 1 P2 = D1+ Dagli3 +2Dgs 2,
Dy 2
s1= m +3D16+ D12 + Degll1 +Doglii, (2.47)
Dy 2
52 = s +3D16+ D12 + Degllo + Daglly,
_ P )
§1—1 = —, §2—ry=—,
Hi H2
s1+r=—qil, S2+1r=—q2l.

Expressoes similares podem ser obtidas para o caso isotrépico, onde | = Up. Conforme citado

anteriormente, estas expressoes nao serao apresentadas neste trabalho.
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2.3 Calculo da matriz de rigidez de flexdo em uma direcao ar-
bitraria

Considerando que as constantes de rigidez a flexdo de uma placa em um sistema de coordena-
das x, y, z sdo dadas por D;;(i,j = 1,2,6) e em um sistema de coordenadas x’, ', Z’ rotacionado
com respeito ao primeiro sistema de coordenadas, sdo dados por D! j(i, Jj=1,2,6), as equagdes

relacionando estas constantes, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sao dadas por:

Dy = Dyjcos* ¢ +2(Dy3 +2Dgg) sin? ¢ cos? ¢ + Dy sin® ¢ +

2(D1gcos ¢ + Doyg sin® ¢) sin2¢, (2.48)
D, = Dy sin* ¢ +2(Dy +2Dgg) sin® ¢ cos® ¢ + Dy cos* ¢ +

2(D1g5in” ¢ + Dogcos® ¢ ) sin2¢, (2.49)
D}, = D1y + [Dy1 + D2 — 2(D12 +2Dgg)] sin” ¢ cos® ¢ +

(D26 — D1g) cos2¢ sin2¢, (2.50)

Digg = Dgg + [D11 + D2y — 2(D12 + 2Dgg)] sin” ¢ cos? ¢ +
(D26 — D16) cos2¢ sin29, (2.51)
1
Dig = 5 [Daysin® ¢ — Dy cos? ¢ + (D12 + 2Dgg) cos 2¢)] sin2¢ +

Djgcos” ¢ (cos® ¢ — 3sin® ¢) + Dagsin® ¢ (3cos® ¢ —sin’ ¢), (2.52)
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1 ) ‘
D¢ = 5 [Day cos® ¢ — Dy sin” ¢ + (Dya + 2Dgg) cos 2¢] sin2¢ +

Digsin® ¢ (cos? ¢ —3sin ¢) + Dagcos® ¢ (3cos> ¢ —sin® ). (2.53)

As componentes de tensdo 0, € T,;, tensdes normal e cisalhante, respectivamente, estdo relaci-

onadas com as tensdes Oy, Oy € Tyy POr:

o, = Oy cos? o+ Oy sin? o + 27,y sin X cos o, (2.54)

Tis = (Oy— Oy)sincos o + Tyy(cos’ a —sin’ a). (2.55)

As componentes do momento fletor e da forca cortante podem ser escritas explicitamente no

sistema ns como:

M,, = My cos® o + M, sin® o + 2M,y sin X cos o, (2.56)
Mg, = My, sin’ Oc-l—Myycosz(x —2M,ysinx cos o, (2.57)
M,s = (My,—M,)sinacoso +Mxy(cos2 o — sin’ a), (2.58)
On = QOxcosa+Qysina, (2.59)
Oy = Qycosa—Qysind. (2.60)

Com o objetivo de resolver a equagao diferencial da placa dada por (2.40), € necessario a

imposi¢do das condi¢des de contorno para o deslocamento w e sua derivada % Kirchhoff (1850)
mostrou que as condicdes de contorno da forca cisalhante Q,, e momento volvente M, podem ser

escritas como uma tnica condicdo dada por:

OM,

Vn:Qn+ as

(2.61)

A outra condi¢d@o de carregamento no contorno € o momento Mp,,.
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3 O Meétodo dos Elementos de Contorno
para Flexdo em Placas Anisotropicas

Neste Capitulo é desenvolvida a formulacdo dos elementos de contorno para o tratamento de
problemas de elasticidade plana em materiais anisotropicos, considerando a presenca de forcas de
corpo genéricas. As integrais de dominio, provenientes do carregamento distribuido, sdo transfor-

madas em integrais de contorno usando o método de integracao radial.

3.1 Equacao integral de contorno

Usando o teorema da reciprocidade de Betti, pode-se relacionar dois estados de tensao-deformacgao

de um material linear como:

| aiejaa= [ ojede (3.1)

Escrevendo o lado direito da equacdo (3.1) na notagdo de von Karman, tem-se:

/Q crije;;dg = /Q (Gxej; + Gyey* +0.€ + rxyqf;‘y + T Ve, + ryzyy*z) dQ. (3.2)

Desconsiderando as tensdes normais a superficie média da placa, a equacdo (3.2) € escrita

como:

/Q 0ij€;dQ = /Q (0:&; + 0yE) + Ty Yiy) dQ. (3.3)

Substituindo as equagdes (2.29) e (2.27) na equacdo (3.3), pode-se escrever o primeiro termo
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x
S N

Figura 3.1: Sistema de coordenadas (n,s) normal e tangente ao contorno I'.

da integral no lado direito da equacao (3.3) como:
2 2 2, % 2
w a*w *w '\ 9%w a*w
LdQ = D D 2D =— | My—=—=dQ. 34
/Qoxsx /Q< 1155 + 257 +2D165 - ) 2 /Q w3 (3.4)

A equacdo (3.4) pode ser escrita como:

.1 d ow* ow* M,
/Q GoerdQ = — /Q {% (Mxx - ) ~ZLon ]dQ. (3.5)

Usando o teorema de Green (GREEN; ZERNA, 1968), a equacao (3.5) pode ser escrita como:

W IM,,
/ GueldQ = — / Mxx cosadF+ / id Q. (3.6)
o) Jdx Jdx

O segundo termo do lado direito da equagdo (3.6), pode ser escrito como:

2
/ GoerdQ = — / Mxx cosadF+ / W OMe) L OMad e 5
ox ox?

Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

LOM 0*M
/ GueldQ = / cosoH—w X osa ) dl — / w00 38)
ox o) ox?

Seguindo um procedimento similar, pode-se mostrar que:

. ow* LOM,, L0 M,y
/aye Q= /( g sinoctw oo sma) dr—/Q 5242 (9)



22

dw* Iw* LOM
/Txy’}/xde. /( vy aw cos o — M,y aw sino 4 w* a;y sina

M, oM.,
+w* N cosoc) dr — /2 * VAQ. (3.10)

Assim, a equagdo (3.3) € escrita como:

* *

ow* aw W
/QG,JE dQ__/r MxxWCOS(X—FMy EN s1noH—Mxya cosa

aw* | N M,  IM,, . OMy, JM,
+MxyWsma>dF+/Fw [(cosa Ep + P )(Slna P + " dar

(O My  O*Myy  9*M,y,
—/Qw ( et it o )dQ. 3.11)

Substituindo as equagdes (2.8), (2.9) e (2.10) e usando a equacao (2.59), a equacdo (3.11) pode
ser escrita como:

* *

ow* ow w
/GUS dQ__/r MXXWCOSOH—My EN sino + My —— Iy cosa

a *
+Mxya—v; sina) dT' + /F Ww*Q,dT + /Q W dQ. (3.12)

Da relagéo entre dois sistemas de coordenadas (x,y) e (n,s) figura (3.1) tem-se:

oW = ow' cos O — ow' sin &

dx  on ds ’

aw*  ow* | ow*

a—y:Wsma—i—Wcosa. (3.13)

Substituindo as equagdes (3.13) na equacao (3.12) tem-se:

/G,js AQ = — / M, cosa ow cos(x—aw sin ¢
Q r dan ds

* *

+M,yysina ow sinot +
i i
Y on ds

cos | + M, cos aw*sna+aw*cosa
i
y on as
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*

9 I
Mysina (2 cosa— 2 sina ) | ar + / W QdT + / 2w dQ. (3.14)
on ds r Q

Depois de algumas manipulacdes algébricas, a equacdo (3.14) pode ser reescrita como:

aw* . .
/Q 0ij€,dQ = — /1" { e (M cos’ a + My, sin ot 4 2M,y sin ot cos &)

a *
+ ;; (M, (cos2 o — sin’ o) + (Myy — Myy) sinacos o } dr
+ / Ww*0,dT" + / W dQ. (3.15)
r Q

Substituindo as equacdes (2.56) e (2.58) na equacdo (3.15), tem-se:

ow' ow
/ GijEfdQ = — / Moo 4 My o — 0w ) dl+ / aw'dQ. (3.16)
o Y r on ds o

Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equagao (3.16), tem-se:

I,
My w*dr, (3.17)
r, Jr ds

a k
/ M, Y ar = Mo
T ds

onde I'| e I'; s@o as coordenadas dos extremos do contorno onde a integracdo estd sendo realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto €, a funcdo que descreve o contorno e suas
derivadas sdo continuas, o primeiro termo do lado direito da equagdo (3.17) se anula. No caso onde

ha cantos, a equacgao (3.17) pode ser escrita como:

ow* Ne oM,
My——dl'=—Y R.w" — *dr 3.18
/l" nsToe IZZI ciWe; s w ) ( )

onde
Re, =M, —M (3.19)

€ 0s termos we,, M,;'gi, M,;, sdo, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos depois e

antes do canto i da placa, N, € o numero total de cantos no contorno (Figura 3.2) (PAIVA, 1987).

Das equacdes (3.16) e (3.18), pode-se escrever:
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W,

Figura 3.2: Canto i da placa e os momentos antes e depois a este canto.

* * aW* aMnS * e * *
/Q Gy A0 = /r O MG+ S5 2w T+ Y R+ /Q w'dQ.  (3.20)

Das equagoes (3.20) e (2.61), tem-se:

Lcijsijdgz/r(vnw —M,mﬁ) dr+i;waci+/ng Q. (3.21)

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obtermos a equacgao (3.21), o lado es-

querdo da equacao (3.1) pode ser escrito como:
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0
/ LA Q = / (V W— My, aw )dF+ Y R we + / 2 wdQ. (3.22)
Q Q

Substituindo as equagdes (3.21) e (3.22) na equagdo (3.1), pode-se escrever:

* aw* NC * *
/1“ Vaw —Mnn% dF+i;Rciwci—l—/ng dQ
_/ <v* —M,’;na )dF—FZR*wL +/g WwdQ. (3.23)

A equagdo (3.23) relaciona dois estados de um material eldstico. Para aplicar esta equagao
para resolver problemas de flexdo, precisamos considerar um dos estados como conhecido e o
outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equacao integral de contorno, o estado

conhecido € ajustado para que a integral de dominio dada por:

/ g wdQ (3.24)
Q

desaparega. Usando as propriedades da fun¢ao delta de Dirac d(P,g), de forma que g* = 6(P,Q),

a integral (3.24) é escrita como:

/Q §(P,0)w(P)dQ(P) = w(Q), (3.25)

onde Q € o ponto onde a carga € aplicada, conhecido como ponto fonte, e P € o ponto onde a

deflexdo € observada, conhecido como ponto campo.

O estado correspondente a um material linear sob carregamento de uma fungdo delta de Dirac é
conhecido como um estado fundamental e as varidveis da equacgdo (3.23) relacionadas a este estado
(w*,V, e M, ) sao conhecidas como solucdes fundamentais, as quais sdo calculadas analiticamente

a partir da equacao diferencial (2.40).

Considerando o estado ”*”’como o estado fundamental, a equacao (3.23) pode ser escrita como:
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N
+ [ v Pyete) 30,0 P50 ar(p)+ LR (0.2 P)
zlﬁumw@fyMM)a<QP} +Z&, P)

+ / g(P)w*(Q,P)dQ. (3.26)
Q

A constante K € introduzida para considerar que a funcdo delta de Dirac pode ser aplicada no
dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a funcdo delta de Dirac € aplicada em um ponto onde

o contorno ¢é suave, entdo K = 1/2.

dw(P)

As varidveis da equagdo (3.26) sdo deslocamentos w(P), rotagdes —5 ~, momentos My, (P),

e forcas V,(P). Para uma dada condi¢do de contorno, algumas destas varidveis sdo conhecidas
e outras desconhecidas. Para termos um nimero de equacdes igual ao nimero de varidveis des-
conhecidas, € necessario escrever a equagao integral correspondente a derivada do deslocamento
w(Q) em relagdo ao sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto é, o ponto
onde o delta de Dirac do estado fundamental € aplicado. As dire¢Oes dos eixos deste sistema de

coordenadas s@o coincidentes com as dire¢des normal e a tangente ao contorno no ponto de origem.

Para um caso particular onde o ponto fonte € localizado em um ponto onde o contorno € suave,

a equacgao de contorno correspondente a derivada do deslocamento € dada por (PAIVA, 1987):

%avavan)Jr/ [8V* (0,P)w(P) — ag%(Q P)gn (p)} dT'(P)
Ne

+Zg%@fm4m:A%Mm%ggm—mﬂmﬁi%%QmHﬂvﬁ

i=1
“0.p)+ [ o)

E importante dizer que é possivel usar apenas a equacdo (3.26) em uma formulacdo de ele-

P)dQ. (3.27)

Nc
+Y R.(P)
=1

mentos de contorno usando como pontos fontes os nds do contorno e um nimero igual de pontos

externo ao dominio do problema. Esta abordagem € utilizada, por exemplo, por Ameen (2001).
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3.2 Solucoes fundamentais para problemas de flexao em mate-

riais anisotropicos

A solucdo fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas € calculado fazendo o

termo ndo-homogéneo da equacdo diferencial (2.40) igual a uma forca concentrada dada por uma

funcgdo delta de Dirac §(Q, P), isto é:

AAW™(Q,P) = 6(Q,P),

onde AA(.) é o operador diferencial:

_ Dy o*() a6 0*(.) | 2(D12+2Dgs) 9*(.)

A= 5o 4Dy, 0y Dy 920y

Dys 04(.)  9*()

4 .
* Dy dxdy?  ody*

(3.28)

(3.29)

Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a solu¢do fundamental do deslocamento transversal

¢ dada por:

W*(p79> = %{CIRI(ILO)-FCZRZ(I)?Q)"_C?& [Sl(p79) _SZ<p79)]}7

onde

p= [(x_x0)2 + (y_y0)211/27

x e y sdo as coordenadas do ponto campo P, xq € yg sao as coordenadas do ponto fonte Q,

Y—Yo
xX—x,

0 = arctan

c - (dy —dp)* — (ef — &3)
GHe ’

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)



C — (di —dp)* + (ef — &3)
GHe, ’

4(dy —dp)
GH

G = (di—dy)*+(e1 +e2)?,

H = (d—d)*+(e] —er)?,
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(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

d; e e; sao respectivamente as partes real e imagindria das raizes u; da equagao caracteristica (2.43).

R = p? [(cos@—l—d,-sin@)z—e%sinze}

2
X {IOg {P_z ((cos@+disin9)2+eizsin2 6)] —3}
a

e;sin 6

—4peisin (cos 6 +d;sin ) arctan cos 0 +d;sin O

Y

S, = pze,- sin 6 (cos 0 +d;sin6)

X {lo [p—z ((cos@—l—d~sin9)2—|—ezsin2 9)} —3}
g 612 l l

+p? [(cos 0 +d;sin )% — ¢? sin’ 9} arctan — o1

cos@ +d;sinf’

(3.38)

(3.39)

O 1indice repetido i nos termos de R; e S; ndao implicam em soma. O coeficiente a € uma

constante arbitraria tomada como a = 1.

As outras soluc¢des fundamentais sdo dadas por:



nn

R*

1A

22w* d2w*

’w*
= _(fl axz +f2axay+f3a—y2>7

L 32w*+ 82w*+ o%w*

3w Pw* Pw* 3w*
- (hl ox3 +h28x28y+h3 0x0y? ha dy3 )

1 *w* *w* 2w
R <h5 dx? +h68x8y+h7 dy? )
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(3.40)

(3.41)

(3.42)

onde R € o raio de curvatura em um ponto suave do contorno I'. As demais constantes sio definidas

como:

il

f

/3

81

82

83

h

D]ln)zc + 2D16l’lxny + Dlzni,
2(D1gn2 + 2Dggnyny + D26n§),

Dlzn)zc + 2Dygnyny + Dzzni,

2 2

(D12 —Dyp)cosasina + Djg(cos” @ —sin” o),

2a—sin’a),

2(Dag — D1g) cos asin & + 2Dgg (cos
(Dy; — Dyp)cososine +D26(c052 o — sin’ o),

Dyin,(1+ nﬁ) + 21)16'13 - D12nxn§>

4D16I’lx +D12l’ly(1 —+ I’li) —|—4D66n§ —Dlln)%ny — 2D26nxn§,

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)



h7

4Dyeny + Diang(1+n ) + 4D66n Dzznxn

= Dzzny(l +n )+2D26n D12n ny,

(D12 —Dyp)cos2a —4Dgsin2a,

2(D26 — D]6) cos2o — 4D66 sin2a,

(Dzz — D12) cos20 — 4D26 SiIIZOC,

2
2D16nxny,
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(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

e o € o angulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns o qual tem

seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, a0 contorno no ponto

Q. As derivadas da solugao fundamental do deslocamento transversal podem ser expressas pela

combinacao linear das derivadas das fungdes R; e S;. Por exemplo:

2y?

+C

d*w* b %R d*R %S
wo [ 1 22+C3< 1
dy

a2

As derivadas de R; e S; sdo dadas por:

JR;

ox

JR;

2
2r(cosB +d;sin ) {log {r—z
a

. e;sin 6
—4re;sin O arctan

dy?

cos0 +d;sinf’

2r [d; (cos  +d;sin0) — e?sin 6]

r o2 2 a2
x < log a—z((cosﬂ—i—disme) + €7 sin 9) -2

—4re; (cos 0 + 2d; sin 0) arctan

e;sin @
cos@ +d;sin@’

Ry
o2 )|

((COS 6 +d;sin )% + 7 sin’ 9)] - 2}

(3.56)

(3.57)

(3.58)



2R' 2
% 210g{r—2 [(cose+disin9)2+el~25in2 6]},
x a
82Rl~ 7‘2 . .
9y 2d;log {a_2 [(cos 0 +d;sin 9)2 + el-2 sin’ 9} }
—4e-arctanﬂ
: cos 0 +d;sinf’
azR,’ 2 2 2 2 2
52 2 (d; —e)log{ [(cos@—f—d,-sin@) + e sin 9]}
y
e;sin @
8dje;arctan cos0 +d;sinf’
I3R; 4(cosB +d;sin6)
0x> r[ (cos 6 + d;sin @) + ¢2 sin” 9] 7
d3R; 4[d;(cos 0 +d;sin@)+e7sin 6]
9x*dy r [(cos@ +d;sin0)* + €2 sin 9]
9°R; 4[(d? —e?) cosO + (d? +e?) d;sin 6]
d0xdy? r|(cos 6 +d;sin ) + e?sin 9]
IR; 4 [d; (d? —3e?) cos 0 + (df — e}) sin 6]
dy> r [(cos@—i—d sin@)? + e2sin 9}
9*R, [ (cos 6 +d;sin 0)* — e? sin’ 0}
ot 27
Jx r2 [(cos@ +d;sin0)* 4 €2 sin? 9}
J*R; 4
dx3dy 2 | (cos O +d; smG) +e?sin’ @
2e7sin O cos O
+ 5 (>
[(cos 0 +d;sin 0)* + ¢2 sin’ 9}
9*R; 4 (d? +¢?)
dx20y?

r? ((COS 6 + d;sin 0)* + €2 sin’ 0)
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(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)



0*R;
dxdy3

0*R;

%
ox

dS;

ox?

02S;
dxdy

2e7cos’ 0

2
[(cos 0 +d;sin 0)* + ¢2 sin’ 9}

4

b

d; (dl2 + el-z)

r? <(COS 6 + d;sin 0)* + €2 sin’ 0>

B Zel2 cos @ (2d,~ cos 6 + (dl2 + elz) sin 9)

2
[(cos 6 +d;sin0)* + e? sin? 9}

(@t~ <)

i

4
r? { (cos O +d;sin 0)* + 2 sin* 6

Y

B 2612 cos 6 [(307,'2 — 6,2) cos 0 +2d; (dl2 + el-z) sin 9]

reisin @ {log {r—z ((cos 0 + d;sin 0)% + &2 sin’ e)} . 2}
a

+2r(cos 0 +d;sin 0) arctan

re;j (cos 6 4 2d;sin 0) {log {:7 ((cos 0 + d;sin 0)* + ¢ sin’ 9)} - 2}

+2r [d; (cos 0 +d;sin6) — e?sin 6] arctan

2 arctan

togd
€;10 ey
ilog 3y —

+2d; arctan

2d,~e,~ log {

2
[(cos 6 +d;sin0)* + e? sin” 6]

2

e;sin 6
cos0 +d;sinf’

2

e;sin 6

cos0 +d;sinf’

[(cos 6 +d;sin0)? + 7 sin’ 9] }
e;sin 6
cosO +d;sin@’

2
r_2 [(cos 6 +d;sin)? + 7 sin’ 9]
a

|

e;sin@

)

cos 0 +d;sin@’
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(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)



2(d? — ) arctan <SP
+ ( ! el)arc ancos@%—d,-sin@’
23S, 2e;sin @
0x’ r [(cos9+disin 0)* -+ ¢2sin’ 9} ,
23S, 2e;cos 0
dx2dy r [(cos 6 +d;sin6)* + e?sin’ 6] 7
23S; 2e; [2d; (cos 6 +d;sin ) — (d? — e?) sin6)
dxdy? r [(cos 6 +d;sin@)* + e? sin’ 9] ’
235; 2e; [(3dl-2 — el-z) cos 0 + 2d; (dl2 + eiz) sin 6}
dy’ r ((cos 0 +d;sin6)* + e? sin” 9} 7
0*S; 4e;sin O (cos O +d;sin 6)
27
Jxt r [(cos 0 + d;sin 0)* + ¢2 sin’ 9}
9, 2e; 1
dx3dy 2 | (cosO +d;sin0) + e?sin’ @
2cos 0 (cos O +d;sin0)
_ e
[(cos 0 + d;sin 0)* 4 €2 sin’ 6}
PARY 4e;cos 0 [d; (cos 0 +d;sin0) + e?sin 0]
202 - 2
dx*dy r2 [(cos 0 +d;sin 0)* + ¢? sin’ 9}
94S; _26,’ (dlz —|—el-2)
dxdy’ 2 | (cosB +d;sin@)* + e?sin” 0
2 (d? +¢7) cos 0 (cos 6 + d; sin 0) — 4e? cos” 6
+ 2
[(cos 6 + d;sin 6)* + e2 sin 6]
84S,~ de; d; (dlz +e?)
ay* r? (cos@—kdisine)z—i—e%sinze

+cos 0 [d,- (dlz — 33;'2) cos 6 + (dl4 — e?) sin 9]

2
[(cos 6 +d;sin6)* + e? sin” 6]
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(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)
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Como pode ser visto, as derivadas de R; € S; apresentam singularidades fracas (logr), singulari-
dades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r%) que precisardo de uma atencio especial durante sua

integracao.

3.3 Elementos Quadraticos

Como enfatizado por Kane (1994), o passo fundamental para o desenvolvimento do método
dos elementos de contorno é o abandono da aspira¢do por uma solucdo exata do problema. Este
requisito € substituido por outra estratégia: encontrar uma solucao aproximada de alta qualidade
em um numero finito de pontos no contorno do problema, os nds. Assim, visando aumentar a con-
vergéncia dos resultados para a formulacio apresentada aqui, foram implementados os elementos
quadraticos, os quais sdo 0os mais simples elementos de contorno curvo. Neste trabalho sdo usa-
dos os elementos quadraticos descontinuos para representar os elementos fisicos e os elementos

quadraticos continuos para representar os elementos geométricos.

Nos elementos quadréticos, os deslocamentos e for¢as podem ser representados como:

( W) A

dw(l)
on

(1) 2) 3) 2)
N 0 N 0 N 0 w
d d d ] 52 [ (3.85)

on
wl

aw®)
L dn J

3)

1 2 3 2
{Vn}:[Nf,) o NP o NP o] 2 .56

\

onde Na(ll) sao as funcdes de interpolagdo, ou funcdes de forma, descontinuas dadas por:
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9. 3
N - 5(_5_1); (3.87)

8
@ _ 3 3.0,

Ny = (1 25) (1+2<§), (3.88)
3 _ g(2¢.3

Ny = §<8§+4). (3.89)

c . . . ~ ) i)«
& € a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 3.3). E w(’), 3—: , Vn() e M,(m) sao
os deslocamentos transversais, as rotacoes, as forgas transversais e os momentos em cada n6 dos

elementos, respectivamente.

Nos elementos quadraticos descontinuos, os nds sido colocados em & = —2/3, £ =0e & =

+2/3, como mostrado na Figura 3.3.
Coordenada Isoparamétrica 7

/ 2 3
[ @ — 4 | —> ¢
-1 -2/3 i 0 2/3 1

Elemento Intrinseco

Elemento Real

Figura 3.3: Elemento quadrético descontinuo.

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadrética e € representada por

coordenadas nodais na forma:
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( x(l) 3
y)
x| [N 0 NP o NP o e (390
y o N o NP o NP|)]y (] '
x3)
3
\ y3)
onde Nél) sdo as fungdes de interpolagdo para elementos quadraticos continuos, dadas por:
(1) 1 :
N = ZEE-1): (3.91)
NP = (1-&2); (3.92)
1
N = S8+, (3.93)

X, y(i) sao as coordenadas de cada n6.

3.4 Equacao matricial

Com o objetivo de calcular as varidveis de contorno desconhecidas, o contorno I" € discretizado
em N, elementos curvos e as varidveis de contorno w, dw/dn, My, e V, sdo assumidas com uma
variacdo quadrdtica ao longo de cada elemento. Tomando um n6 d como o ponto fonte, as equacoes

(3.26) e (3.27) podem ser escritas, na forma matricial, como:

i)

Fw (1)

g () ) Gl D) Gl G T |

1 & hyp” hyyt hyyt o hyy o hyst hyg W(Z’.ZZ))
id id id id id id i,

ow (d) i=1 hgi ) hgz ) h§3 ) h§4 ) hgs ) hg6 : g_v’:

(i3)

Jw (i:3)
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)
My

¥ [gﬁi{d) gir) s gy gl gi%’d)] v

S| Len” en e e e s || M
Vn(i,B)
My |

+Z<{ Ry }W> i({ cﬁ’dJ } (f'>)+{ 223 } (3.94)

Os termos da equacgdo (3.94) sao integrais dadas por:

@:AW%WR %T:—A@%@ﬁ, (3.96)
”:A%%WR A@:_A@%%ﬁ, (3.97
/ N 3Vn*dr / Ny ””dF (3.98)
/ N aVn* Wi, / N aM:fndr (3.99)
/ N an* s ar. / NG ""dF (3.100)
d)z/riNﬁl)W*dra ggiid):_/r,»Nél)%dn (3.101)
gy = [ NPwar, é@Z‘Aﬂ?w/ (3.102)

d) _ / N wdr, - / NG —dF (3.103)
I



id now* 0 8M;§n
gl | /,Ncg)amdr’ N /Nd om
i.d) (2)9W" d 8M,m
e _/,.Nd om 4" /Nd om
id 3) Iw™ d 8M,’§n
! /,Nc(f)ﬁdr’ - /Nd am
(id) s (id) Wy
! v 2 om’
id * i,d aRZi
RV =Rz, RV =
Pl(d) —/gw*dQ, Pz(d) /ga—wdQ
am
sendo o contorno I'" dado por:
Ne
r=)yr.,
e=1

onde N, é o nimero de elementos.
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(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equacdo (3.94) requer o uso do

Jacobiano ja que as funcdes de forma sdo expressas em termos da coordenada adimensional mas as

integrais sdo resolvidas ao longo do contorno I',. O Jacobiano desta transformacgao é dado por:

o () ()%

Assim:

(3.111)

(3.112)

A equagdo matricial (3.94) tem duas equacdes e 6NN, + N, varidveis desconhecidas. Para se

obter um sistema linear linearmente independente, o ponto fonte € colocado sucessivamente em
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cada n6 do contorno (d = 1,...,6N,) bem como em cada né de canto (d = 6N, + 1,...,6N, + N,).
E importante notar que enquanto ambas as equacdes, (3.26) e (3.27), sdo usadas para cada né de
contorno (fornecendo as primeiras 6N, equacdes), somente a equacdo (3.26) é usada para cada

canto (fornecendo outras N, equagdes). Entdo, a seguinte equagao matricial € obtida:

{ V:v” }z { Vi Ve }+{ 1;‘:“ } (3.113)

onde wy, contém o deslocamento transversal e a rotacdo de cada n6 de contorno, Vy, contém a

G C

H R
G// C//

H// R//

forcga cisalhante e 0 momento torsor de cada né de contorno, Py, contém a integral de dominio para

cada n6 de contorno, w. contém o deslocamento transversal de cada canto, V. contém a reacdo de

canto para cada canto, P. contém a integral de dominio para cada canto. Os termos H', C/, R e

G’ sdo matrizes que contém os respectivos termos da equagdo (3.94) escritos para os 6 N, nds de
" " " "o . ” . . .

contorno. Os termos H, C, R e G sdo matrizes que contém 0s respectivos primeiros termos

lineares da equacao (3.94) escrita para os N, cantos.

A equacdo (3.113) pode ser reescrita como:

Hw =GV 4P, (3.114)
onde
H R
H=| o | 3.115)
w:{ Won } (3.116)
W,
G C
G= , 3.117)
G// C//

v
V= : (3.118)
V.



p_) P U
P.

Aplicando as condi¢des de contorno, a equagado (3.113) pode ser rearranjada como:

Ax =D,

que pode ser resolvida pelo procedimento padrdo para sistemas lineares.

40

(3.119)

(3.120)
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4 Formulagdo dindmica do método dos
elementos de contorno para flexdo de
placas

A aplicacdo do método dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que a solugdo
fundamental para o problema em consideracdo seja conhecida. Essa solu¢dao fundamental deve le-
var em conta todos os termos da equacdo governante de forma a obter uma formulac¢io onde apenas
o contorno € discretizado. Quando isso ndo for possivel, os termos ndo considerados na obten¢ao
da solucao fundamental produzirdo integrais de dominio que preferencialmente, devem ser trans-
formadas em integrais de contorno. A primeira alternativa € fazer a transformacao exata da integral
de dominio em integral de contorno. Pérem, isto s6 € possivel quando os termos nao considerados
sdo funcdes apenas da geometria (carregamento distribuido, por exemplo). A segunda alternativa
¢ transferir os efeitos da integral de dominio para o contorno usando-se o método de elementos
de contorno de reciprocidade dual ou da integracdo radial. Estes procedimentos sdo mais gerais e
podem ser empregados para for¢as de corpo que sejam funcdes da solu¢do do problema. No caso
deste trabalho, as integrais de dominio provenientes da carga distribuida serdo transformadas em
integrais de contorno por transformacao exata, enquanto que os termos de inércia serdo transfor-

mados usando o método de integracdo radial.

4.1 Transformacao exata das integrais de dominio em integrais
de contorno para flexao em placas anisotropicas

Como pdde ser visto nas equacdes (3.26) e (3.27), ha integrais de dominio na formulagdao
devido a carga distribuida no dominio. Estas integrais podem ser calculadas no dominio por

integracdo direta na drea €2, (ver Figura 2.1). Contudo, a formulag¢do dos elementos de contorno
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perde seu principal atrativo que € a discretizacdo somente do contorno. Neste trabalho, as integrais
de dominio, oriundas das cargas distribuidas, sdo transformadas em integrais de contorno por uma

transformacdo exata.

Considere a placa da Figura 2.1, sob o carregamento g, aplicado em uma drea £2,. Assumindo
que o carregamento g tem uma distribui¢do linear (Ax 4 By + C) na drea €,, a integral de dominio

pode ser escrita como:

A

gw*dQ:/ (Ax+ By +C)w*pdpd®, @.1)
Qg

8

ou

/ g dQ = / / (Ax+ By +C)w* pdpd®, 4.2)
Q, 6.Jo

onde r € o valor de p em um ponto do contorno I'.

Definindo F* como a seguinte integral:

F*:/ (Ax+By+C)w*pdp, (4.3)
0

pOdC-SC €screver:

/ gw*dQ = /6 F*do. (4.4)

8

Considerando um angulo infinitesimal d0 (Figura 4.1), a relac@o entre o comprimento do arco

rd0 e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito como:

do
v
cosQ = e 4.5)
2
ou
d0 = %, (4.6)

r

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitdrios n e r, indicados na Figura 4.1,
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Figura 4.1: Transformacgdo da integral de dominio em integral de contorno.

pode-se escrever:

do = 2Lar. 4.7)
r

Finalmente, substituindo a equagdo (4.7) na equacgao (4.4), a integral de dominio da equagao

(3.26) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

F*
/ gw'dQ= | —n.rdl. (4.8)

Q, r, 7

Sabendo que

xX=pcos0, 4.9)

y=psin0, (4.10)
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a integral F* pode ser escrita como:
|
F*— /o T —(ApcosO +Bpsin® +C)[CiR; + C2R, + C3(S1 — S2)] pdp,
4.11)

onde Cj, C; e C3 sdo dados pelas equacgdes (3.33), (3.34) e (3.35), respectivamente. A equacao

(4.11) pode ser reescrita como:

1 r
F* = g{(ACOSQ—}—BSinQ)/ pZ[C1R1+C2R2+C3(Sl—Sz)]dp
0
+C/O p[C1R1+C2R2—i—C3(Sl—Sz)]dp}. (4.12)

Seguindo um procedimento similar para obter a equacao (4.12), o termo de dominio da equagao

(3.27) pode ser escrito como:

/ el de, (4.13)
Q. dm
onde
. r aw*
G :/ (Ax+By+C) (4.14)
0 adm
ou
G —g{(Acose—kBst)/o p {Clg——f—Cg .
dS; 852 8R1 JdR, as;  9$
4.15)

Como pode ser visto, as equagdes (4.12) e (4.15) ndo sdo dependentes de 0. Por integracdo
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analitica, pode-se obter:

/ Ripdp
0

/ Rip*dp
0

/ Sip2dp
0

4 .
;sin 6
= I—6{—16eiarctan%sin9(cos@—i—disine)
r (el-2 sin® @ + (cos O + d;sin 9)2)

— | —=7+2log 2

x [~1—d; +ef + (—1+d] — e}) cos 26 — 2d;sin 26| } (4.16)

4 r (el-z sin® @ 4 (cos O + d;sin 9)2>
= 16 2e; | —7+2log s

e;sin O

x sin @ (cos @ +d; sin @) + 2 arctan cos 0 +d;sin O

x [1+df —ef + (1 —df +eF) cos29+2d,~sin29}}, (4.17)

5

= ;—O{—4Oe,~arctan ¢i5m

————sinf 0 +d,;sin6
cosB +d;sin6 sinf (cos 6 +disin)

r? (el.z sin® @ + (cos O + d;sin 9)2)

— | —17+5log 5
a
x [—1—d; +ef + (—1+d} — e}) cos 26 — 2d;sin 26| } (4.18)
S r? (eiz sin O + (cos O + d; sin 9)2>
= — <2 |—174+5log
50 a?
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e;sin 6

x sin @ (cos O +d;sin @) + 5arctan cos 0 +d;sin O

x [1+d} —ef + (1 —df +e}) cos20 +2d;sin26 | } (4.19)
" IR, 2r eisin®
Tipdp = “— ) _6ejarctan— " in@
0 ox PP 9 { elarcancos@—l—d,-sinesm
r? (el.z sin” @ + (cos 6 + d; sin 6)2)
+ | —8+3log 5 (cosO +d;sin0) 3, (4.20)
a
" OR; 2r3 eisin 0 :
“pdp = =—{ —6ejarctan —————— (cos 0 + 2d;sin @
A 8yp p 5 { earcancosB—I—d,-st(COS +2d;sin0)
r? <el.2 sin” @ + (cos 6 + d; sin 9)2>
+ | —8+3log 5 [dicos @ + (d7 —ef)sin0)] ¢,
a
(4.21)
rdS; 4 3 . r2(elzsinQG-l-(cosG-l—d,-sinQ)z) -
0 a—xp p = 5 e | — + og a2 Sin
t6arctan—! Sin 0 (cos O +d;sin0) (4.22)
cos 0 +d;sin 0 ! ’ ’
r9S: 3 r el.zsin29+(c0s9+a’,~sin9)2
—pdp = —<{e|-8+3lo
0 ayp p - 9 1 g (,12
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isin 6 .
x (cos 6 +2d;sin0) — 6arctanﬁ [dicos 6 + (d} —e?) sin 6] } :
(4.23)
raRi 2 7‘4 eiSiIlG .
dp = ! _dcarctan —MT Ging
0 ax P P 4 { earcancos@+disin98m
r? <ei2 sin” @ + (cos 6 + d; sin 9)2>
+ | —5+2log 5 (cosO +d;sin0) 5, (4.24)
a
"OR; , I e;sin ,
Phi52p = T d —dejarctan— 7 (cos6 +2d;sin
0 8yp P 4 Crare o5 6 + d;sin 6 (cos6 +2d;sin )
r? (el.z sin” @ + (cos 0 + d;sin 6)2)
+ | —5+2log = [dicos @ + (d7 —ef)sin@)] ¢,
(4.25)
ras; 5 4 r? (el-z sin” @ + (cos 6 + d; sin 9)2)
—pdp = —<(e |—5+2log 3 sin @
0 odx 8 a
+arctan ——. Sin 0 (cos 0 +d;sin0) (4.26)
_ ;si :
cos 0 +d;sinf ' ’
rdS; 4 r (eiz sin” @ + (cos O + d; sin 9)2>
Pindgp = " le|-5+21
0 ayp p 8 el + Og 612
X (cos 0 + 2d;sin0) +4arctanﬁ [dicos 0+ (dl2 — el-z) sin 9} } .
(4.27)

Para casos onde o carregamento g € diferente de uma carga linearmente distribuida, o mesmo

procedimento pode ser aplicado, porém integrando F* numericamente. Por exemplo, caso se tenha
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g = sin(7x) a integral (4.3) é escrita como F* = [; sin(7x)w*pdp que pode ser integrada numeri-

camente.

4.2 Meétodo da integracao radial - MIR

O Meétodo da integragdo radial(MIR) aproxima a for¢a de corpo b como uma soma de M pro-

dutos de fun¢des de aproximacdo f” e coeficientes a determinar Y, ou seja:

M
=) 7" (4.28)
m=1

para as funcOes de aproximagdo baseadas puramente em funcdes de base radiais, ou:

M
=Y V' +ax+by+c (4.29)
m=1
e
M M M
Y V=Y Vym=Y, V" =0 (4.30)
m=1 m=1 m=1

para as funcdes de aproximacdo expandidas por polindmios. A integral de dominio da equagao

(3.26) pode ser escrita como:

M
- Z / £ (0, P)pdpd® 4.31)
ou B
M ,
=y | | £ (@.Ppdpas. (4.32)

onde r € o valor de p em um ponto no contorno I'y (ver Figura 4.1):

Definindo F™(Q) como:

F(Q)= [ f™w'(Q.P)pdp. (4.33)
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pode—se escrever:

M
PQ) =Y V”/QF’"(Q)dG- (4.34)
m=1

Substituindo a equagdo (4.7) na equagdo (4.34), a equacgdo integral de dominio da equacgdo

(3.26) pode ser escrita na seguinte integral de contorno dada por:

r

M m
P(Q) = Z}ym /r F (Q>n.rdF. (4.35)

Seguindo procedimentos similares aos usados para obter a equagao (4.35), o termo de dominio

da equacao pode ser escrito assim:

_ [ WP ¢ G"(Q)
P(Q) = ng I dQ_H;IW /F gr n.rdl, (4.36)
onde
") = [ r I pdp (437)
0 8n1 ' ’

Assim, a integral de dominio da equacao (3.94) pode ser escrita como:

(d) M N, (d,m)
P S ) P
=y o o (4.38)
{ Pz(d) } mgl i=1 Péd’ )

onde

" F(dm) - Gdm)
P\t = / n.rdl, Pt = / n.rdl. (4.39)
I; I

ou, na forma matricial, como:
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n
P(Q)=| [(5Qp rar [ 2W@nrar .. [ 5u@p par ?Tz

( W)

(4.40)

Para calcular 7, € necessario considerar a for¢a de corpo em M pontos do dominio e do con-
torno. No caso deste trabalho, estes pontos sdo os nés do contorno e 0s pontos internos. Assim, a

equagdo (4.28) pode ser escrita como:

b=Fy (4.41)

e ¥ pode ser calculado como:

y=F b, (4.42)

Substituindo (4.42) na equagao (4.40), tem-se:

P(Q)z[frF‘( nrdl [ 2Qnpar . [ 5@y par [ F~'b.
(4.43)

Escrevendo a equacao (4.43) para todos os pontos do dominio, isto é, todos os nds do contorno

€ pontos internos, tem-se:

P =RF b =Sb, (4.44)

onde S = RF~!, P é um vetor que contém os valores de P(Q) em todos os pontos fontes Q e R
€ uma matriz que contém todos os valores das integrais (4.43) quando esta equacdo € escrita para

todos os pontos fontes Q.

As fungdes de aproximacdo [ serdo funcdes de base radial escritas em termos de R, onde R
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€ a distancia entre o centro S da fung@o de base radial e o ponto de integracdo P. Da Figura 4.2,

pode—se €scCrever.

Figura 4.2: Posicao dos pontos no dominio.

R=1/p?+12—2plcos. (4.45)

onde / é a distancia entre os pontos S e Q e B € o angulo entre p e [ conforme observado na (Figura
4.2).

O custo computacional do RIM € maior que do DRM uma vez que as integrais dadas pelas
equacoes (4.33) e (4.37) ndo podem ser calculadas analiticamente para a maioria das funcdes de

aproximacdo. Por exemplo, se f = R, a equacao (4.33) é escrita como:

F™(0Q) :/0 cl\/p2+lz—2plcosﬁ log (c2p)p’dp, (4.46)

onde c| e ¢, sdo coeficientes que ndo dependem de p. A integral da equagdo (4.46) ndo pode ser
calculada analiticamente. O cdlculo numérico desta integral torna mais alto o custo computacional
do RIM, uma vez que no DRM nao se faz nenhuma integracdo numérica na transformacao da

integral de dominio em integrais de contorno. A vantagem mais interessante do RIM sobre o
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DRM para formulacdes que envolvam materiais anisotrépicos € que as fungdes de aproximagdo
fm podem ser escolhidas livremente, pois o RIM ndo usa as solugdes particulares w,, obtidas da

equacao diferencial (2.40).

Estas solucdes particulares sdo necessarias no DRM, o que restringe a escolha das fun¢des de

aproximacao devido a complexidade da equacao (2.40).

Neste trabalho foi usada como fun¢do de aproximacgdo a funcdo de base radial denominada

spline de placas finas que € dada por:

fmy = R*log (R). (4.47)

Alguns trabalhos da literatura (GOLBERG; CHEN; BOWMAN, 1999) mostraram que esta
fun¢do possui uma alta taxa de convergéncia quando usadas na forma aumentada por polindmios,
ou seja, quando a aproximacao da forca de corpo € dada pelas equacdes (4.29) e (4.30). Neste caso
ela é chamada de funcao spline de placas finas aumentada, ou ATPS (augmented thin plate spline),

que € usada nesse trabalho.

4.3 Tensoes em placas compoésitas laminadas

As laminas de um material compdsito formado por fibras unidirecionais apresentam um com-
portamento anisotrépico bem definido, cujas propriedades variam com as dire¢des porém perma-
necem constantes em uma dada direcdo. Assim, a resisténcia na direcdo longitudinal as fibras sera
a mesma por toda a lamina, bem como a resisténcia na direcao perpendicular as fibras e na direcao
normal a lamina. Essa caracteristica permite que o fabricante tenha controle sobre as proprieda-
des da 1amina através de poucas varidveis. Quando vérias laminas unidirecionais sdo unidas para
formar um laminado, surgem outras varidveis, como o nimero de laminas e o angulo das fibras de
cada lamina. O comportamento eldstico de cada lamina pode se completamente distinto uma das

outras.

4.3.1 Tensao e deformacao de placas compésitas laminadas

Os laminados sdo fabricados para agir como um elemento estrutural inico. Para atender a essa

condig¢do, a unido entre duas laminas do laminado deve ser infinitesimalmente fina e nao deformavel
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por cisalhamento para que o deslizamento de umas laminas sobre outras seja evitado, e para permitir
o deslocamento continuo ao longo da unido (AGARWAL; BROUTMAN, 1990). Assim, pode-se
considerar que as deformacgdes sdo continuas ao longo da espessura. Contudo, como as laminas
tem propriedades diferentes, as tensdes apresentam descontinuidades ao longo das interfaces do

laminado, como mostrado na Figura 4.3.

W K

A

h;
yv . .Xx _ __|_ Ex Ox
A A > >

h;

h3 Y

\ 4
v / < \

Figura 4.3: Variacdo da deformagao e da tensao em um laminado simétrico hipotético

Para obter as deformacdes (2.27), os momentos (2.38) e as tensoes (2.29) nas placas de Kir-
chhoff, as derivadas segunda da equacao integral (3.26) precisam ser calculadas. Essas derivadas

sao dadas por:

e g [azv; Py )y W (P)
r

0x2 5.2 (@ P)w(P) — =550, P)— }dr(p)f

%w* 3w N 82w;
[ P G @) M (P) 555 0.P)] ar(p) + YR 5 0.

*w*
+ Qg(P)a—xz(Q,P)dQ.. (4.48)

d°m

(0.P)w(P) = 5 2(0.P)

9*w(Q) / [92Vn*
r| dy?

’w* 3w* "Wy,

*w*

+ [ PGy (0.Pag (449)
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2*w(Q) %V o%m; w(P) g IR
Toa = [[Faermin-Gaien® D 3 58

A3w*

ZW*
- [ |wer >§xay<g, )= M) 50,1 +ZRQ 0.

+ / axay Q P)dQ (4.50)

onde as segundas derivadas das solu¢des fundamentais sdo dadas por:

2, % 2 2 2 2
0*w (p’e) B 1 {Cla Rl(p,9)+c 0 Rz(p,e) 1 G d Sl(pve) d SZ(pae)]}’ (4.51)

ox? Y ox? 2T o2 ox2  oxZ

sendo que Cy, C; e C3 sdo dados pelas equacdes (3.33), (3.34) e (3.35), respectivamente; p é dado
pela equacdo (3.31) e 0 é dado pela equacao (3.32).

As outras derivadas da solucdo fundamental sdo dadas por:

aﬁ" — ( fi a;;* +f ;:gy +f3 af;g;) (4.52)
8;)1:22 _ (g1 3;;1;* +& ;;)vg’; + &3 a?;g;) , (4.53)
% S <h1 a;; iy ;;V(‘;y +ha aizgyz iy ai Zgy3>

AT o )

As derivadas para y e xy sdo dadas por procedimentos similares. Todas as derivadas das
solucdes fundamentais do deslocamento transversal w podem ser expressas pela combinacao li-
near das derivadas de R; e S;. Todas as derivadas de R; e S; até a 4 ordem sdo dadas pelas equacdes
de (3.57) até (3.84). As derivadas de 5% ordem sdo dadas por:
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O5R;  8(cos®+d;isin®) [cos’ 6 + (d;i* — 3e;?) sin® O + dsin 26| 4.55)
dx> R3[cos? 0 + (d,~2 +¢;?) sin 0 + d; sin 26] 3 ’ .
PR 8 { dicos’ 0 +3 (dl-2 +e¢;%) sin6 cos® 6
dx*dy R [cos? 6 + (cl,~2 +e;?) sin® @ + d; sin 20| :
(A2 2\ qin2 Y A
+3d, (dl +e; ) sin“ 0 cos 6 + (d, e; ) sn; 0 , 4.56)
[cos2 0+ (diz + eiz) sin 0 + d; sin 29}
J°R; 8 (all-2 — e,—z) cos> 0 + 3d; (al,-2 + e,-z) sin 6 cosZ 0
dx3dy? R [cos? 6 + (a’i2 +¢;?) sin® @ + d; sin 20| 3
N 3(d* +e?) ?6in2 @ cos 0 + d; (di* +e?) 26in’ 0 457
[cos? 6+ (d? + ¢?) sin2 0 +d;sin26]” | '
Ri 8 [di(d?—3e?)cos’ 0 +3(d* —ei*) sin B cos® 6
IRyt R [cos20 + (d +e?) sin? 0 + dsin20]”
|3 (d +e) *sin” 0 cos 6 + (d +e2) sin® 0 } .
[cos? 6 + (d,-2 +e;2) sin® @ + d;sin 26| 3 7 .
R 8 [ (di* —6ed +e*) cos® 0+ 3d; (di* —2edi* — 3e;*) sin O cos? 0
dxdy* R3 [cos? 6 + (a’,~2 +e;?) sin® 6 + d; sin 26| .
n 3 (diz — eiz) (diz + ei2)2 sin” 0 cos 0 +d; (diz + ei2)3 sin’ 0 (4.59)
[cos2 0+ (d,-z + eiz) sin 6 + d; sin 29} . , .
IR 8 { d; (di* — 10e2d? + 5¢i*) cos® 0 + 3 (d® — 5e2di* — 5ei*d? + ¢,°) sin 6 cos? 6
dy> R3 [cos? 6 + (d* + ei?) sin? 0 + d; sin 20] 3
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3d; (d —3e?) (d+e2)” sin2 0 cos 0 + (d2 — e (di* + ¢?) sin® 0 }
[cos? 6 + (d* + ei?) sin 0 + d; sin 20| 3 7

25S;  4eisin® [~3cos® O — 6disin O cos 0 + (ei* — 3di*) sin” 6]

x> R® [cos? 0 + (di® + ei?) sin® 6 + disin20] ’
95S;  4ei[cos® 0 —3(d;* +e;%) sin> 6 cos O — 2d; (d;* + ;%) sin’ 6]
Ix*dy R3 [cos? 0 + (2 +e;2) sin2 6 + d;sin26]
IS, de; [Zdi cos’ 0 +3 (d,-2 + eiz) sin 6 cosZ 6 — (d,-2 + e,'z)2 sin’ 9]

ax*dy? R3 [cos? 6 + (d,-2 +e?) sin 0 + d; sin 26] 3 7
9°S;  4ejcos6 { (?aa.’,-2 —ei*) cos? 0
dx2dy’ R [cos? 6 + (a’,-2 + ;%) sin 0 + d; sin 26| .

3 (al,~2 + e,-z) sin O [Zd,- cos O + (af,-2 + e,-z) sin 9}
[cos2 0+ (di2 + e,—z) sin 0 + d; sin 26} .

BSS,' B de; 4d,'(di — e,‘) (d,‘ -+ e,') COS3 60+3 (3di2 — eiz) (diz + eiz) sin 0 COS2 0
dxdy" R [cos? 0 + (d? +¢2) sin® 6 + d;sin26]

+

6d; (d* +e?) 26in? @ cos 0 + (d* +e?) 3sin’ @
[cos? 0 + (d?+e?2) sin20 + d;sin20]° |

35s; 4e; | (5di* —10e2d* + ei*) cos® 0 + 12d; (d;* — e;*) sin 6 cos? O
R [c0s2 0 + (d% + ¢2) sin® 8 + d;sin26]’

3 (ei*— 3d,-2) (a’i2 + e,~2)2 sinZ 0 cos 0 + 2d; (dl-2 + ei2)3 sin> }
[cos? 6 + (di* + ¢;2) sin® 8 + d;sin 20| . ’

56

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)
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O ultimo termo da equagao (4.48) pode ser transformado de uma integral de dominio para uma

integral de contorno, seguindo um processo similar ao procedimento mostrado na secdo 4.1. Entao:

aZ *
/ s5d = | H'ds, (4.67)
onde
r 2, %
H = / (Ax+By+C) 22 pdp (4.68)
0 dx? ’
ou
« 1 . " 82R1 82R2 8251 8252
H" = %{(ACOSG+BSIHG>/O p [C1W+C2W+C3 (W_W)]dp
J’R, 9’R; 9281 9%5,
—|—C/ {Cl +G 32 +G (W_Wﬂ dp}, (4.69)

As integrais das segundas derivadas de R; e S; que aparecem na equacao (4.69), tanto as multi-

plicadas por p quanto por pZ, podem ser resolvidas analiticamente e sdo dadas por:

r 92R; 5 r? (e*sin6% 4 (cos 6 +d;sin 6)?)
[ Sapdp = r {log[ = 14, (4.70)
r %R 2 ? (e sin 62 0 +d;sin6)?
/ %pzdp _ —r3{3log [r (ei*sin +(c;)s +d;sin0)?) ol @70)
0 dx 9 a
19%S; dp = rarctan ﬂ 4.72)
0 8x2p p= cos 0 +d;sinf |’ '
r9%S; , 2 eisin@
70200 = ZParctan | — MY 473
o o2 P 9P roaren [cos@-l—d,-sin@] ’ *+73)

r 92R;
|, Gzede =1

> { (d* — &) [log <

r? (e/*sin6? 4 (cos 6 +d;sin 6)?)

a2

)
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e;sin 0
sdon [ esing , 4.74
¢;tan LoseerisinG” ( |

2 3{(di2_ei2) [310g (rz = SmOZHCOSHdﬁiHG)Z)) _2]

—r
9 «

-sin O
oot [_€isin® 4.75
ieitan [Cose+di sinf | |’ -

SO __asinb
r {(dl ;") arctan [cos@-l—diSinQ}
2 (¢;2sin 6% + (cos O +d;sin 0)?
+d;e; |log (r (s +(a25 sin6)) aURE (4.76)
2, ) ) e;sin 0
g" (3 di" —ei”)arctan |~ —
97{ (di” —ei”) arctan [cos@+diSin9]
2 (e;?sin 6% + (cos O +d;sin 6)?
tde: | 310 (r (ei*si (az isin6)?) —2| s, (4.77)

a2

e;sin @
! [ _€isin® 4.78
eitan [cos@—l—diSine}}’ -

3 1 e,-sin@
Z 6e;t Nl de-n
r { ¢itan [cosG+diSin9]

2 3log (r2 (e*sin 6%+ (cos 6 +d;sin 0)?) )] } . (4.79)

O | N

d.
+d; a?

) e;sin 0
= Sr°q2darctan | ——————
5" { arctan Los@%—disme}

log <r2 (eiZ sin 02 + (cos B +d;sin 9)2) ) _ 1] } , (4.80)

p—

+e;

a2
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r9%S; , 1 eisin @
do = -r*l6darctan|——"~
0 8x8yp P 9" { paretan [cos@—l—disine]

g (rz (e,-z sin@2 + (cos O +d;sin 9)2)> _2] } ) (4.81)

+e;
l (12

As tensdes sdo entdo calculadas usando o procedimento apresentado na secdo 2.2.1, pela

equacao (2.33).

4.3.2 Calculo das tensoes no contorno

X
t dx

Figura 4.4: DirecOes normal m and tangencial ¢ no ponto fonte.

y

Para calcular as tensdes no contorno, serd apresentada uma abordagem alternativa, uma vez
que, para se calcular a tensd@o no contorno usando as equacoes (4.48), (4.49) e (4.50), as integrais
seriam hiper-singular de ordem superior, ou seja (1/7°), o que dificultaria bastante a andlise do

problema.

A derivada da equacgdo (3.26) na direcao tangencial no ponto fonte, que € um n6 no contorno

(Figura 4.4), é dado por:

dw ovVF M, ow IR
EjL/r (Tw_ ot %dr) > ot ¢
aw* %w* ow?; aw*
:/r(Vnw—M,m—anat)dl"—i—ZRc,-T-i-/QngQ. (4.82)

E na direcdo normal ao ponto fonte tem-se:

1 dw vy oM dw oo
20m /r( om"  om %dr) +Z om "
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*w* .
—/( o= My )dF+ZRc, 5 +/ dQ. (4.83)

No interior de um elemento de contorno quadrético, a derivada direcional do deslocamento trans-

versal na direcdo tangencial é dada por:

1) 0w

—:N((J) 38W3

2)dw
+N§ )7.

(2)
ot Ny ot

(4.84)

onde ‘95;1, 95;2 e ‘95;3 sdo derivadas de w em um n6 de um elemento de contorno na direcao tan-

gente ao ponto fonte, N (1 ), Né ), e NCS ) sd0 fungdes de forma quadraticas descontinuas dadas pelas
equagoes (3.87), (3.88) e (3.89).

A derivada segunda do deslocamento transversal é dada por:

’w d [ow) dE
=0 (E) =. (4.85)

Escrevendo ~ em termos de valores nodais interpolados pelas fun¢des de forma, tem-se:

1w d (1)9w1 (2) OW2 3)0ws3 '\ d&
W_E(Nd 8_t+N 5 +Nd o >— (4.86)
?w  [dNY dw, . dN'? dw, . AN dws G
o2\ dE ot dé ot dé ot dé )’
Seguindo um procedimento similar para 8‘9 5-5;» € possivel obter:
92w B dN(gl) owq N dNL(iz) owr N dNK(f) ows 1/£ 4.87)
omot \ d& Om dé Om dé om d& )’ '

onde %V:;, aav;f, e %W* sao derivadas de w nos nds do elemento de contorno na direcdo normal ao

ponto fonte.

2w

Nao ¢ possivel calcular 55 da mesma forma que Py o Iw dm

22 € gmar Porque nao tem ac

Uma alternativa € escrever as equacdes do momento no sistema mi:
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; d*w ’w ;o 9%w
Mmm (D]] a B +D12 a ) +2D16a 8;) (488)

/ aZW’ i 82M/ / 82
M[[ _ — (D]28m2 +D22 8[2 —|—2D268 at) (489)

© / aZW i azw / 82
My == (D5 +Dos 55 +2Dgs 5 — (4.90)

onde D;j (i,j = 1,2,6) sdo os termos da matriz de rigidez:

Dll D12 D16
! ' ' ' -1 ~1\T
D16 D26 D66

. e ) - 2
Neste sistema, as variaveis conhecidas sdo: M,,;, %12 e &a 5, € as desconhecidas sdo: My, M,;,

9w
and 5-5.

Escrevendo essas equagdes na forma matricial, tem-se:

4 ! l azw
Minm Dy Dy Dy om?
_ / ! / azw

My ¢=| Dy, Dy, Dy oy b (4.92)
/ / ’ a2w
M Dig Dys Dgs Imdt”

Assim, expandindo a equacdo (4.92), tem-se:

82
om2 Sllem ‘|‘S12Mtt +Sl6Mmt7
92
= Slemm +522Mtt +526Mmt7 (4.93)
c
82w / / /
= S16Mym + Sr6Mis + S Mt (4.94)

omot



onde
S/11 S/12 Sl16

S = Sllz Slzz S/26 =D 1.
Si6 S Ses

Isolando as variaveis desconhecidas:

82w ! ! /
TR +S1oMit + S16Mumt = —S11Mimm,
/ / aZw /
SooMit + SHeMime = 92 S12Minm,
€
! / aZW /
SoeMi + SecMm = Imor S16Minm;
que pode ser escrita na forma de matrix, como:
/ / 2 /
—1 SIZ Sl6 % _Sllem
/ ! 2 /
0 Sy Sy My - aa_tév —S1oMpm
/ / 82 !
0 SZ6 S66 Min Bmgt - Sl6Mmm

62

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

. ) 2 . )
As variaveis desconhecidas %, M, e M,,; podem ser calculadas resolvendo o sistema linear (4.98).

4.4 Problemas transientes

O método dos elementos de contorno de integracdo radial serd aplicados ao cdlculo dos

campos de deslocamentos para problemas transientes no dominio do tempo. A integra¢do no tempo

serd realizada utilizando o método proposto por Houbolt (1950) por jé ter sido mostrado por Lo-

effler e Mansur (1987) que o método de Houbolt é o mais apropriado para se usar na integracao

direta no tempo junto com o método dos elementos de contorno de integracdo radial. O método de

Houbolt usa expressoes padroes de diferencas finitas para aproximar a velocidade e a aceleragcao

em termos das componentes de deslocamento. As seguinte expansdes em diferencas finitas sdo

utilizadas no método da integracao de Houbolt:
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.. 1
WertAr = A_”L'z <2W’H—A’L’ —5SWe+4Wr_ Az — 2W7:—2A7:) . (4.99)
e
. 1
Weiar = o1 (11weiar — 18We +9Wr Ar —Wr2ar) . (4.100)
onde:

T+ AT — passo de tempo atual;

T — passo de tempo imediatamente anterior ao passo atual T+ AT;
T — AT — passo de tempo imediatamente anterior ao passo T;
T—2AT — passo de tempo imediatamente anterior ao passo T — AT;
AT — intervalo de tempo entre passos consecutivos de tempo.

Para obter a solucdo do problema no instante T — deve-se solucionar a equacdo de equilibrio

dindmico nesse instante, que pode ser escrito de forma alternativa da equagao 3.114:

MW ar+CWeiar T HWo A = GVpar +Priac (4.101)

O problema tratado nesse trabalho ndo considera os efeitos viscosos e por isso a matriz C,
responsavel por esses efeitos, deve ser eliminada da equagdo. Substituindo a equagdo (4.99) na

equacao (4.101) e posicionando os valores conhecidos no lado direito da equacdo obtem-se:

2 5 4 1
—M-+H)w =GV +P +—Mw; — —Mw; A:+ —Mw,_ 4.102
( AT2 ) T+AT T+AT T+AT AT2 T AT2 T—AT AT2 —2at ( )
Pelo sistema linear acima pode-se notar que a solucao necessita do resultado dos dltimos trés
passos. Na inicializacao do problema o conhecimento das condi¢des anteriores se torna necessario,
caso isso ndo seja possivel algum procedimento de partida especial deve ser adotado. Devido

a natureza do problema analisado aqui, um caso no qual antes do periodo de anédlise ndo havia

esfor¢os no material, os deslocamentos anteriores sao adotados como nulos.

Para o calculo da matriz massa, M, considera-se os efeitos de inércia como forcas de corpo, ou



64

seja, nas equacoes (3.27) e (3.26) havera outra integral de dominio, permutando o termo g, na nova

integral, da seguinte forma:

g = phiv. (4.103)

A integral de dominio serd resolvida pelo método da integracao radial.

Uma importante caracteristica do método de Houbolt € que ele tem um alto amortecimento
numérico. Este amortecimento torna os resultados obtidos pelo método dos elementos de contorno
de integracdo radial mais suaves que os obtidos por outras formulacdes do método dos elementos de
contorno aplicadas a elasto-dinamica (FEDELINSKI; ALIABADI; ROOKE, 1996) e (CHIRINO
et al., 1994). Porém, o amortecimento numérico pode ser reduzido usando-se passos de tempo
menores. Algumas vezes, para se conseguir reduzir o passo de tempo e obter uma maior precisao

dos resultados € necessario refinar a malha ou aumentar o nimero de nds internos.
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5 Resultados

Nesta secao, resultados numéricos para tensoes sdo apresentados para placas sob cargas depen-
dentes do tempo. Os valores obtidos em um ponto do contorno da placa ndo puderam ser compara-
dos diretamente, visto que, na literatura, nao encontrou-se resultado equivalente. Com o objetivo de
validar o resultados comparou-se o resultado dindmico com o dobro do resultado estitico, uma vez
que o maiores valores dindmicos, para carregamento do tipo fun¢do degrau, devem estar préximos
de duas vezes o estdtico. Esse comportamento pode ser claramente observado em Santana (2008),
na andlise dos deslocamentos, e em Sousa (2009), na analise dos momentos. Essa andlise pode
confirmar os valores de tensao obtidos. Para se garantir que o periodo encontrado esta correto,
vamos comparar com o resultado de deslocamento obtido por Santana (2008) e por Sladek et al.
(2007), uma vez que o periodo tanto das tensdoes quanto dos deslocamentos tem de ser iguais para

um mesmo problema.

5.1 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-
formemente distribuida

Considere uma placa engastada (Figura 5.1) carregada no instante 7, = 0 s por uma carga
g = 2,07 x 10° N/m? tipo degrau (Figura 5.2). A placa é ortotrpica e apresenta as seguintes
propriedades e dimensdes: E, = 6895 MPa, E| = 2E;, G1p =2651,9 MPa, v, =0,3, p =7166
kg/m>, a = 254 mm e espessura i = 12,7 mm. Este problema é equivalente ao problema proposto

por Sladek et al. (2007) que foi analisado usando o método sem malha de Petrov-Galerkin.

5.1.1 Sensibilidade ao nimero de pontos internos

A placa foi discretizada usando 12 elementos de contorno quadréticos descontinuos de mesmo

comprimento e 50 intervalos iguais de tempo. O problema foi analisado utilizando-se 1, 9 e 25
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Figura 5.1: Placa quadrada ortotrépica engastada (Fonte: Sousa (2009)).

pontos internos distribuidos uniformemente. A Figura 5.3 mostra a tensd@o 0, no centro da borda

inferior da placa tanto para o problema dinamico quanto para o estatico.
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Figura 5.2: Carregamento tipo funcdo degrau.

¥ 10
B T T T T
1 ponto interno
7L 9 pontos intermos
— 25 pontos intermos
5L Estatico |
2 ¥ Estatico
5 - .
| | |
1 15 2 25
Ternpo (s) w107

Figura 5.3: Tensao 0,7 em funcdo do tempo, variando-se o nimero de pontos internos.
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Pode-se observar que os pontos internos tem uma participacao significativa na precisao dos
resultados, conforme mostrado na Figura 5.3. Com apenas 1 ponto interno existe uma diferenca
expressiva em relacdo aos demais resultados, apresentando uma resposta excessivamente suavi-
zada e, portanto, sendo incapaz de modelar satisfatoriamente o problema. Conforme se aumenta o
nimero de pontos internos os resultados tornam-se menos suaves € com picos mais proximos do

valor esperado que € o dobro do resultado estatico.

5.1.2 Sensibilidade ao nimero de elementos

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e 50 intervalos iguais de tempo. O pro-
blema foi analisado utilizando-se 4, 12, 20 e 28 elementos de contorno quadraticos descontinuos de
mesmo comprimento. A Figura 5.4 mostra a tensdo 0>, no centro da borda inferior da placa tanto

para o problema dindmico quanto para o estatico.

]

% 10
B T T T T
— 28 elementos
7k 20 elementas |
12 elementos
sl 4 elementos
Estatico
2 ¥ Estatico
5 L —
g
—" 4 -
o
]
3 L .
2 L .
1 L .
|:| 1 1 1 1
0 05 1 158 2 25
Ternpo (s) w107

Figura 5.4: Tensao 0>, em fungao do tempo, variando-se o nimero de elementos.
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Pode-se observar na Figura 5.4 que o numero de elementos do contorno da placa nao € um fator
critico na anélise desse problema, visto que para todas as discretizagdes analisadas ndo se observou
uma variacao significativa mostrando que mesmo para uma discretizacdo muito grosseira, com um

elemento por lado, ainda se obtém bons resultados.

5.1.3 Sensibilidade ao passo de tempo

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e 12 elementos de contorno quadraticos
descontinuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado utilizando-se 25, 50 e 100 inter-
valos iguais de tempo. A Figura 5.5 mostra a tens@o 0,7 no centro da borda inferior da placa tanto

para o problema dindmico quanto para o estatico.
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10
B T T T T
100 intersalos
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0 05 1 15 2 25
Ternpo (s) w107

Figura 5.5: Tensao 0,2, em funcdo do tempo, variando-se o nimero de intervalos de tempo.

Conforme observado na Figura 5.5, ocorreu uma suavizagao a medida que se diminuiu a quan-
tidade de intervalos, mostrando que 25 intervalos ndo € uma quantidade adequada para esse caso e

que uma quantidade maior de 100 intervalos ndo impactaria de maneira expressiva os resultados.

Foi observado que o passo de tempo tem grande influéncia nos resultados. Este comportamento
jé havia sido relatado por Santana (2008) na andlise dos deslocamentos e por Sousa (2009) na

andlise dos momentos, ambos para o mesmo problema.
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Figura 5.6: Deslocamentos no centro obtidos por Santana (2008) e por Sladek et al. (2007) para a
placa engastada.

A figura 5.6 apresenta o resultado para o deslocamento no centro da placa para esse problema.
Estes resultados foram calculados por Santana (2008) usando o método dos elementos de contorno
e comparado com os resultados de Sladek et al. (2007) calculados usando o o método sem ma-
lha de Petrov-Galerkin. O periodo de um ciclo dos deslocamento deve coincidir com o periodo
das tensdes. Observando as figuras e 5.5 e 5.6 podemos observar que o periodo obtido estd em

conformidade com os resultados da literatura.

Nas figuras 5.7, 5.8 € 5.9 pode-se observar os campos de tensao da placa engastada em analise.
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Figura 5.7: Mapa de 011 no instante de mdxima tensdo absoluta na placa engastada.
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Figura 5.8: Mapa de 0, no instante de mdxima tensao absoluta na placa engastada.
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Figura 5.9: Mapa de o1, no instante de mdxima tensdo absoluta na placa engastada.
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5.2 Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob
carga uniformemente distribuida

Considere uma placa apoiada (Figura 5.10) carregada no instante 7, = 0 s por uma carga tipo
degrau ¢ =2,07 x 10 N/m? (Figura 5.2). A placa considerada apresenta as mesmas propriedades e
dimensdes da secdo anterior. A Unica diferenca € a condi¢ao de contorno que agora € simplesmente

apoiada.

Figura 5.10: Placa quadrada ortotrépica apoiada (Fonte: Sousa (2009)).
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A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadraticos descontinuos de
mesmo comprimento, 100 intervalos iguais de tempo e 9 pontos internos distribuidos uniforme-
mente. A Figura 5.11 mostra a tensdo S, no primeiro né da borda inferior da placa tanto para o
problema dinamico quanto para o estatico. Neste caso ndo foi analisada a tensdao no centro da borda

pois nesse ponto as tensdes sdao nulas para este problema.

Dindmico

Estatico i
— 2 ¥ Estatico
gk _
35 F -
__l.l 1 1 1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
Tempa (5] w10

Figura 5.11: Tensdo o7, em fungdo do tempo na placa simplesmente apoiada.

Esse n6 e essa componente da tensdo foram escolhidos por ser onde a tensdo apresenta os
valores mais criticos, com o maior valor absoluto de tensdo do problema. Mais uma vez pode ser

observado uma boa concordancia com o resultado esperado.
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Figura 5.12: Deslocamentos obtidos por Santana (2008) e por Sladek et al. (2007) para a placa
apoiada.

Na Figura 5.12 podemos observar que o periodo obtido estd de acordo com os resultados da

literatura.

Nas figuras 5.13, 5.14 € 5.15 pode-se observar os campos de tensao da placa apoiada em analise.

¥ 10

Figura 5.13: Mapa de o7 no instante de maxima tensdo absoluta na placa simplesmente apoiada.
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Figura 5.14: Mapa de 0,2, no instante de mdxima tensdo absoluta na placa simplesmente apoiada.
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Figura 5.15: Mapa de o077 no instante de maxima tensdo absoluta na placa simplesmente apoiada.
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5.3 Placa engastada-livre sob carga uniformemente distribuida

Considere uma placa engastada-livre (Figura 5.16) carregada no instante 7, = 0's por uma
carga tipo degrau g = 2,07 x 10 N/m? (Figura 5.2). A placa considerada apresenta as mesmas

propriedades e dimensdes das secdes anteriores.

Figura 5.16: Placa quadrada ortotrépica engastada em um lado e livre em trés lados (Fonte: Sousa
(2009)).

A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadraticos descontinuos de
mesmo comprimento, 100 intervalos iguais de tempo e 9 pontos internos distribuidos uniforme-
mente. A Figura 5.17 mostra a tensdo 0,7 no centro da borda inferior da placa tanto para o problema

dindmico quanto para o estatico.

Pode-se observar na Figura 5.17 que os resultados se apresentaram satisfatérios quando com-

parados com o resultado estético.

Nas figuras 5.18, 5.19 e 5.20 pode-se observar os campos de tensdo da placa engastada-livre
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Figura 5.17: Tensdo 03, em fun¢do do tempo na placa engastada-livre.

em analise no instante onde a tensdes tem seu maximo valor absoluto.
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Figura 5.18: Mapa de o7 no instante de mdxima tensao absoluta na placa engastada-livre.
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Figura 5.19: Mapa de 0,2, no instante de mdxima tensao absoluta na placa engastada-livre.
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Figura 5.20: Mapa de 07> no instante de mdxima tensao absoluta na placa engastada-livre.
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6 Consideracoes finais

Este trabalho apresentou uma formulacdo do método dos elementos de contorno para anélise
de problemas dindmicos em placas finas de materias compdsitos calculando momentos, tensoes e
deformacdes tanto em pontos internos quanto no contorno. A formula¢ao do método dos elementos
de contorno para a andlise de problemas de elastodindmica em materiais anisotrépicos foi obtida
usando solucdes fundamentais da elastostética e considerando os termos de inércia como forcas de
corpo. Foram usados elementos de contorno quadraticos descontinuos. As integrais de dominio
provenientes dos termos de inércia foram transformadas em integrais de contorno usando o método

da integragdo radial.

No método da integracdo radial foi utilizada como fun¢do de aproximacdo a fungdo de base
radial spline de placas finas aumentadas por polindmios que, conforme relatado na literatura, apre-

senta um bom desempenho em vérias formulacoes.

A formulacao desenvolvida foi aplicada a varios problemas numéricos e mostrou que os resul-
tados tem uma boa aproximagdo com os resultados esperados. Foram feitas anélises de sensibili-

dade ao numero de pontos internos, nimero de elementos e o tamanho de passo de tempo.

O método se mostrou sensivel ao nimero de pontos internos, exigindo um nimero minimo de
pontos internos a partir do qual a resposta se apresentasse condizente. Quando sdo usados poucos

pontos internos, os resultados tendem a ser mais suaves.

Houve pouca sensibilidade quanto ao nimero de elementos de contorno da malha, obtendo-se

boa concordancia mesmo para malhas bastante grosseiras.

O método mostrou-se sensivel ao tamanho do passo de tempo. Passos de tempo grandes tendem

a suavisar os resultados, embora ainda permanecendo com bons resultados.

No geral, a formulacio desenvolvida apresentou um bom desempenho na modelagem de pro-

blemas dindmicos de placas anisotrépicas finas, constituindo-se, como uma alternativa para a
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andlise de estruturas de materiais compdsitos laminados sujeitas a cargas transientes.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Extensao da formulagdo para andlise de danos causados por impacto de baixa velocidade em

placas de materiais compoésitos laminados;

Desenvolvimento de formulacdes similares que considere o efeito da deformagdo de cisalha-

mento transversal (placas espessas);

Extensao da formulagdo desenvolvida para problemas de placas finas sob grandes deflexdes;

Desenvolvimento de procedimentos que reduzam o custo computacional do RIM.
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