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Análise de Tensões em Placas
Finas Laminadas sob Carregamento Dinâmico
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Resumo

Campos, Lucas Silveira, Análise de Tensões em Placas Finas Laminadas sob Carregamento Dinâmico

Usando o Método dos Elementos de Contorno. Brası́lia, 2012. Dissertação de Mestrado, Faculdade

de Tecnologia, Universidade de Brası́lia.

Este trabalho apresenta uma formulação dinâmica do método dos elementos de contorno para

o cálculo de tensões de placas finas anisotrópicas. As formulações usam soluções fundamentais

elasto-estáticas e os termos de inercia são tratados como forças de corpo. As integrais de domı́nio

provenientes das forças de corpo são transformadas em integrais de contorno usando o método da

integração radial (MIR). No MIR, a função de aproximação de placas finas aumentada é usada na

aproximação das forças de corpo. São implementadas formulações para a análise transiente de pla-

cas finas. A integração no tempo é realizada usando o método de Houbolt. As tensões no domı́nio

são calculadas através de equações integrais. Quando o ponto fonte é colocado no contorno, estas

equações integrais se tornam mais que hipersingulares, demandando uma abordagem alternativa

para o cálculo das tensões no contorno. Desta forma, as tensões no contorno são obtidas por um

procedimento que usa equações integrais para calcular as primeiras derivadas do deslocamento,

derivadas das funções de forma e relações constitutivas. Apenas o contorno é discretizado.

Palavras chaves: Materiais Compósitos, Método dos Elementos de Contorno, Método da

Integração Radial, Anisotropia.



Abstract

Campos, Lucas Silveira, Stress Analysis of Thin Plate Composite Materials Under Dynamic

Loads using the Boundary Element Method. Brası́lia, 2012. Master Thesis, Faculty of Technology,

University of Brası́lia.

This work presents a dynamic formulation of the boundary element method for the computa-

tion of stresses of anisotropic thin plates. The formulation uses elastostatic fundamental solutions

and inertia terms are treated as body forces. Domain integrals that come from body forces are

transformed into boundary integrals using the radial integration method (RIM). In the RIM, the

augmented thin plate spline is used as the approximation function. The time integration is carried

out using the Houbolt method. Stresses inside de domain are calculated using integral equations.

When the source point on the boundary, these integral equations become more than hypersingular,

demanding an alternative aproach to calculate stresses on the boundary. Therefore stresses on the

boundary are computed by a procedure that uses integral equations for the first transversal displa-

cement derivatives, derivatives of shape functions, and constitutive relations. Only the boundary is

discretized in the formulation.

Keywords: Composite Materials, Boundary Element Method, Radial Integration Method,

Anisotropy.
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Sı́mbolos

Letras gregas

α = Ângulo.

ε = Deformação normal.

φ = Ângulo.

Γ = Contorno.

γ = Deformação cisalhante.

µ = Raiz da equação caracterı́stica.

ν = Razão de Poisson.

Ω = Domı́nio do problema.

θ = Ângulo entre o ponto de integração e o ponto fonte.

ρ = Distância.

σ = Tensão normal.

τ = Tensão cisalhante.

Letras arábicas

A = Matriz de rigidez extensional.

B = Matriz de rigidez de acoplamento.

C = Matriz de efeitos viscosos.

C, G, H, K = Constantes.

D = Matriz de rigidez de flexão.

D′ = Inversa da matriz D.

d = Parte real de µ .

E = Módulo de elasticidade.

e = Parte imaginária de µ .

M = Momento.

N = Função de interpolação.

n = Vetor normal ao contorno.
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Q = Ponto campo.

Q = Matriz das constantes elásticas da lâmina no sistema de coordenadas local.

Q = Matriz de constantes elásticas da lâmina no sistema de coordenadas global.

q = Força transversal distribuı́da.

Ri = Função.

ri, si, qi, pi = Constantes.

Si = Função.

T = Matriz de transformação.

t = Espessura da placa.

u, v = Deslocamentos no plano da placa.

w = Deslocamento transversal.

x, y, z = Eixos de coordenadas.

z = Distância transversal do plano médio da placa à um ponto.

Subscritos

Γ = Contorno.

Ω = Domı́nio.

1, 2, 3 = Direções principais.

c = Compressão, elemento contı́nuo.

d = Elemento descontı́nuo.

L = Direção longitudinal às fibras.

n = Direção normal.

ns = Direção tangencial.

T = Direção transversal às fibras.

t = Tração.

x, y, z = Direções principais do sistema de coordenadas.

Sobrescritos

1, 2, 3 = Nós do elemento.

∗= Soluções fundamentais.
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2.2 Materiais Compósitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2.1 Material compósito laminado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.2 Equação constitutiva do laminado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Cálculo da matriz de rigidez de flexão em uma direção arbitrária . . . . . . . . . . 18
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1 Introdução

Os compósitos estruturais tornaram viáveis importantes conquistas tecnológicas recentes, prin-

cipalmente em áreas como aeronáutica, aeroespacial, petroquı́mica, naval, bioengenharia, automo-

bilı́stica, construção civil e de artigos esportivos. Essa classe de materiais tem como caracterı́stica

básica combinar, a nı́vel macroscópico, pelo menos, duas fases distintas denominadas matriz e

reforço. Essa associação faz com que esses materiais apresentem um excelente desempenho estru-

tural, considerando tanto a resistência como a rigidez.

As matrizes polimétricas, apesar de apresentar baixa massa especı́fica, são bem menos re-

sistentes e rı́gidas que as fibras de reforço, o que ocasiona mudança das propriedades do mate-

rial de acordo com a orientação das fibras em relação às solicitações mecânicas aplicadas ao ob-

jeto. Esse comportamento anisotrópico torna a análise, quando comparada aos materiais estruturais

isotrópicos tradicionais (metais), significativamente mais complexa. Os materiais metálicos apre-

sentam propriedades e comportamento bem definidos e comprovados ao longo de muitas décadas

enquanto os compósitos necessitam de um tratamento matemático mais difı́cil e trabalhoso para

modelar seu comportamento mecânico. Essa complexidade, no entanto, permite adequar o mate-

rial a um requisito especı́fico de projeto.

Dentre os variados tipos de materiais compósitos encontrados, tem posição de destaque os

laminados com reforço unidirecional, devido à sua eficiência estrutural e sua ampla utilização.

Esse trabalho tem como objetivo analisar esse tipo de material sobre um carregamento dinâmico,

condição essa usual de trabalho em grande parte de suas aplicações, como podemos observar nas

indústrias aeronáuticas e aeroespaciais onde as estruturas estão constantemente expostas a carrega-

mentos dinâmicos.
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1.1 Placas anisotrópicas

Placas, por definição, são elementos estruturais de superfı́cie, simétricos em relação a um plano

médio, cuja dimensão menor, que está na direção normal a este plano é denominada espessura da

placa. O carregamento é transversal ao plano médio. De acordo com o material a qual é cons-

tituı́da, as placas podem ser classificadas como: anisotrópicas (com propriedades diferentes em

qualquer direção), ortotrópicas (com propriedades diferentes em duas direções perpendiculares),

ou isotrópicas (com propriedades iguais em qualquer direção). E, de acordo com a espessura, as

placas são classificadas como finas e espessas. A literatura recomenda, para metais, a formulação

de placas finas para 1/80 < t/a < 1/5 e espessa para t/a > 1/5, onde t é a espessura e a é a aresta

da placa. Os modelos matemáticos para placas finas não levam em conta os efeitos da deformação

por cisalhamento transversal enquanto que nos modelos de placa espessa estes efeitos são consi-

derados. Trabalhos recentes, como em Reis (2010), tem mostrado que, além da espessura, outros

aspectos do problema devem ser levados em conta na consideração ou não dos efeitos do cisa-

lhamento transversal. Dentre estes aspectos, pode-se citar a geometria da placa, as condições de

contorno, as propriedades do material e o tipo de análise que se está fazendo (análise apenas dos

deslocamentos ou análise de tensões).

A primeira teoria de placas foi proposta por Kirchhoff (1850). Esta teoria é comumente refe-

renciada como teoria clássica ou teoria de placas finas, na qual é desconsiderada a deformação por

cisalhamento, ou distorção, ao longo da espessura da placa. No caso de materiais compósitos ou

placas anisotrópicas onde o módulo do cisalhamento é muito pequeno quando comparado com o

módulo de elasticidade na direção das fibras, a teoria clássica pode não ter resultados satisfatórios

mesmo para placas finas. Isto também ocorre em placas isotrópicas com furos da ordem da es-

pessura da placa ou menor. Outra teoria de placas foi proposta por Reissner (1945). Esta teoria é

baseada em um modelo bi-dimensional o qual assume variações de tensão ao longo da espessura

da placa (terceira dimensão). A teoria considera que a deformação por cisalhamento transversal e

a tensão normal transversal não são desprezı́veis. Mindlin (1951) propôs uma outra formulação,

similar a de Reissner, baseada no deslocamento ao longo da espessura da placa. Tanto a teoria

de Reissner quanto a de Mindlin são consideradas teoria de placas espessas, por considerarem

a deformação de cisalhamento na direção transversal. Estas teorias descrevem o deslocamento ao

longo da espessura da placa por uma função linear e, por isso, também são conhecidas como teorias

de placas de primeira ordem.
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A hipótese de placa fina condiz com o problema o material compósito modelado visto que a

espessura das lâminas está, normalmente, no intervalo das placas finas. Por isso, neste trabalho será

apresentado uma análise de placas finas de materiais compósitos usando o método dos elementos

de contorno.

1.2 Método dos elementos de contorno

O método dos elementos de contorno vem sendo desenvolvido há várias décadas se consoli-

dando como uma eficaz ferramenta de análise computacional. Entretanto, a análise de problemas

de materiais anisotrópicos usando o método dos elementos de contorno ainda demanda muita pes-

quisa.

As formulações de elementos de contorno têm sido aplicadas a problemas de flexão em placas

anisotrópicas, considerando a teoria de Kirchhoff, bem como teorias de placas deformáveis ao

cisalhamento (teorias de Reissner e Mindlin). Shi e Bezine (1990) apresentam uma análise por

elementos de contorno de problemas de flexão de placa usando a solução fundamental proposta

por Wu e Altiero (1981) baseadas nos pressupostos de flexão da placa de Kirchhoff. Rajamohan

e Raamachandran (1999) propuseram uma formulação na qual as singularidades são evitadas por

pontos fontes colocados fora do domı́nio. Paiva, Sollero e Albuquerque (2003) apresentaram um

tratamento analı́tico para integrais singulares e hipersingulares da formulação proposta por Shi e

Bezine (1990). Placas deformáveis por cisalhamento tem sido analisadas usando o método dos

elementos de contorno por Wang e Schweizerhof (1996b), Wang e Schweizerhof (1997) com a

solução fundamental proposta por Wang e Schweizerhof (1995).

No método dos elementos de contorno para flexão de placas, a presença de forças distribuı́das

no domı́nio faz aparecer integrais de domı́nio na formulação. Com o objetivo de resolver estas

integrais, o esquema de integração por células pode dar resultados precisos, como demonstrado por

Shi e Bezine (1990) para problemas de flexão em placas anisotrópicas. Contudo, a discretização do

domı́nio em células elimina uma das principais vantagens do método dos elementos de contorno

que é a discretização somente do contorno. Uma alternativa para este procedimento foi apresen-

tada por Rajamohan e Raamachandran (1999) que propuseram o uso de soluções particulares para

aproximar a discretização do domı́nio. Entretanto, o uso de soluções particulares requer a busca

de uma função que satisfaça a equação governante. Dependendo do quão complexa seja a equação

governante, esta função pode ser difı́cil de ser encontrada.
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Neste trabalho, integrais de domı́nio devido a cargas distribuı́das são transformadas em inte-

grais de contorno pelo método da integração radial. Este método foi inicialmente apresentado por

Venturini (1987) para problemas de flexão em placas isotrópicas. Gao (2002) estendeu o método

para problemas de elasticidade isotrópica tridimensional e Albuquerque et al. (2006) para placa de

Kirchhoff anisotrópica. Albuquerque, Sollero e Paiva (2007) estenderam a formulação para pro-

blemas dinâmicos, enquanto Reis, Albuquerque, Torsani, Palermo e Sollero (2011) apresentaram a

análise de tensões de placas finas anisotrópicas.

1.3 Descrição do trabalho

Neste trabalho são apresentadas formulações do método dos elementos de contorno para análise

dinâmica de tensões em placas finas de materiais anisotrópicos. Trata-se de uma continuação dos

trabalhos de Santana (2008) que implementou o cálculo dos deslocamentos de placas finas de ma-

teriais anisotrópicos e de Sousa (2009) que implementou o cálculo dos momentos e das tensões em

pontos internos. A principal contribuição deste trabalho para a literatura é o cálculo das tensões

no contorno para placas sob carregamento dinâmico. No próximo capı́tulo, o capı́tulo 2, a teoria

clássica de flexão em placas anisotrópicas é apresentada, além de uma breve descrição de materiais

anisotrópicos e de materiais compósitos. O capı́tulo 3 apresenta a formulação básica do método

do elementos de contorno para flexão em placas anisotrópicas segundo a teoria clássica, obtendo a

equação integral de contorno e também a solução fundamental anisotrópica. Apresenta-se os ele-

mentos quadráticos e se constrói a equação matricial do problema. No capı́tulo 4 são apresentadas

técnicas para esse problema especı́fico. É descrita a transformação de integrais de domı́nio em inte-

grais de contorno de maneira exata, para o carregamento, e de maneira numérica, usando o método

da integração radial, para os efeitos de inércia. É descrito o procedimento para o cálculo das tensões

tanto no interior quanto no contorno do problema. Para finalizar o capı́tulo, apresenta-se o método

de Houbolt que é usado na integração no tempo nesse trabalho. O capı́tulo 5 contém os resultados

numéricos obtidos, comparando-os com os resultados estáticos para os mesmos casos. No sexto e

último capı́tulo estão localizados sugestões para futuros trabalhos e as considerações finais.
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2 Teoria Clássica de Flexão em Placas
Anisotrópicas

Uma placa é um elemento estrutural definido por duas superfı́cies planas e paralelas (Figura

2.1) onde as cargas são transversalmente aplicadas. A distância entre estas duas superfı́cies define

a espessura da placa, a qual é pequena quando comparada com as outras dimensões da placa.

Considerando as propriedades do material, uma placa pode ser anisotrópica, com diferentes

propriedades em diferentes direções, ou isotrópica, com propriedades iguais em todas as direções.

Dependendo de sua espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa. A teoria de placas

finas não leva em conta os efeitos da deformação por cisalhamento e é conhecida também como

teoria clássica de flexão de placas. Já as teorias para placas espessas levam em conta este efeito

e por isso são também conhecidas como teoria de placas deformáveis por cisalhamento. Neste

trabalho será desenvolvida a formulação para placas finas anisotrópicas.

A teoria clássica de flexão em placas anisotrópicas está baseada nos seguintes pressupostos:

1. Seções planas, que no seu estado não deformado são normais à superfı́cie média, continuam

retas e normais à superfı́cie média deformada depois do carregamento.

2. A tensão normal σz na seção transversal paralela ao plano médio é nula.

2.1 Relações básicas para placas anisotrópicas

Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos já definidos. A Figura 2.2 mostra

este elemento com um estado de tensões agindo nele e uma força distribuı́da aplicada em sua

superfı́cie. Integrando as componentes de tensão ao longo da espessura da placa, pode-se definir os

momentos e forças de cisalhamento (Figura 2.3):
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g

z

y x

Ω

Ωg

Τ

Τg

Figura 2.1: Placa Fina.

Mxx =
∫ t/2

−t/2
σxzdz, (2.1)

Myy =
∫ t/2

−t/2
σyzdz, (2.2)

Mxy =
∫ t/2

−t/2
τxyzdz, (2.3)

Myx =
∫ t/2

−t/2
τyxzdz, (2.4)

Qx =
∫ t/2

−t/2
τxzdz, (2.5)
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τyz

σ
x

g

τyz
τyz

τyz

σ
x

τ xy

τ
yxτ

yx

σ y

σ y

τ xy

z

y x∂x

∂y

Figura 2.2: Tensões em um elemento de placa

e

Qy =
∫ t/2

−t/2
τyzdz. (2.6)

Do equilı́brio de forças e momentos, pode-se escrever:

∂Qx

∂x
+

∂Qy

∂y
+g = 0, (2.7)

∂Mxx

∂x
+

∂Myx

∂y
−Qx = 0, (2.8)

∂Myy

∂y
+

∂Mxy

∂x
−Qy = 0. (2.9)
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Figura 2.3: Forças e momentos em um elemento da placa

Resolvendo as equações (2.8) e (2.9) para Qx e Qy, respectivamente, substituindo na equação

(2.7) e considerando a simetria de momentos (Mxy = Myx), tem-se:

∂ 2Mxx

∂x2 +2
∂ 2Mxy

∂x∂y
+

∂ 2Myy

∂y2 =−g. (2.10)

Considere as posições inicial e final de um elemento da placa dado por abcd paralelo ao plano

médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distância z do plano

médio (Figura 2.4).

Assumindo que, durante a flexão da placa, os pontos a, b, c e d, movem-se para a′, b′, c′ e d′,

chamando as componentes de deslocamento do ponto a nas direções x e y de u0 e v0 (Figura 2.4),

respectivamente, o deslocamento do ponto b na direção x é dado por:
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Figura 2.4: Deformação em um elemento da placa.

b′x−bx = uo +
∂u
∂x

dx. (2.11)

Então, o incremento do comprimento dx na direção x é dado por:

∆dx =
∂u
∂x

dx, (2.12)

e a deformação na direção x é dada por:

εx =
∆dx
dx

=
∂u
∂x

. (2.13)

Da mesma forma, pode-se escrever:

εy =
∂v
∂y

, (2.14)
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εz =
∂w
∂ z

, (2.15)

γxy =
∂u
∂y

+
∂v
∂x

, (2.16)

γxz =
∂w
∂x

+
∂u
∂ z

, (2.17)

γyz =
∂w
∂y

+
∂v
∂ z

. (2.18)

No sistema de coordenadas cilı́ndricas, as componentes de deformação em função dos deslo-

camentos são escritas como:

εrr =
∂ur

∂ r
, (2.19)

εθθ =
1
r

∂vθ

∂θ
+

ur

r
, (2.20)

εzz =
∂w
∂ z

, (2.21)

γrθ =
1
r

∂ur

∂θ
+

∂vθ

∂ r
− vθ

r
, (2.22)

γrz =
∂ur

∂ z
+

∂w
∂ r

, (2.23)

γθz =
1
r

∂w
∂θ

+
∂vθ

∂ z
. (2.24)

A Figura 2.5 mostra as posições inicial e final de uma seção da placa, paralela ao plano xz, que

contém os pontos a, b, n1 e n2. A rotação do elemento an1, inicialmente na posição vertical, é igual

a ∂w
∂x (Figura 2.5). Então, o deslocamento do ponto na direção x, a uma distância z da superfı́cie

média pode ser escrita como:

u =−z
∂w
∂x

. (2.25)

Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na direção y é dado por:

v =−z
∂w
∂y

. (2.26)
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Figura 2.5: Posições inicial e final de um elemento de placa.

Substituindo as equações (2.25) e (2.26) nas equações (2.13), (2.14) e (2.16), pode-se escrever:

εx = −z
∂ 2w
∂x2 = zκx,

εy = −z
∂ 2w
∂y2 = zκy,

γxy = −2z
∂ 2w
∂x∂y

= zκxy, (2.27)

onde κx, κy e κxy são as curvaturas da placa dadas por:


κx

κy

κxy

=−


∂ 2w
∂x2

∂ 2w
∂y2

2 ∂ 2w
∂x∂y

 . (2.28)

2.2 Materiais Compósitos

Os materiais anisotrópicos apresentam duas caracterı́sticas interessantes. Se por um lado o

grande número de variáveis e constantes elásticas necessárias para descrever o seu comporta-

mento tornam sua análise extremamente trabalhosa e complexa, por outro essas mesmas variáveis
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dão várias opções para a otimização do elemento projetado. As propriedades mecânicas podem

ser maximizadas em determinadas direções, justamente àquelas que estarão sujeitas às maiores

solicitações, sem um aumento significativo de peso.

Embora a maioria dos materiais apresente algum grau de anisotropia, ela pode, em muitos

casos, ser ignorada por não ser relevante para uma determinada aplicação. O exemplo mais impor-

tante desse comportamento é o aço laminado, no qual é notada uma resistência à tração ligeiramente

maior na direção de laminação. Na maioria das aplicações essa diferença não é importante, porém

em outras ela pode ser determinante. O exemplo mais conhecido de material anisotrópico é, sem

dúvida, a madeira com seus veios, cuja direção determina a direção de maior resistência e de maior

rigidez.

2.2.1 Material compósito laminado

Os materiais compósitos são aqueles constituı́dos por duas ou mais fases bem definidas, ge-

ralmente com propriedades mecânicas bastante distintas. As duas fases sempre presentes são a

matriz e o reforço. A matriz é um material homogêneo que tem a finalidade de aglutinar as fibras

ou partı́culas do material de reforço. O material de reforço tem a função de aumentar a resistência

mecânica do elemento. O reforço pode estar na forma de fibras curtas, fibras longas ou de partı́culas.

As fibras curtas e particulados são largamente utilizados como reforço em materiais termoplásticos

injetados. Nestes materiais são acrescentados principalmente fibras de vidro picadas e talco indus-

trial para aumentar a rigidez e a resistência mecânica dos componentes injetados. Nestes casos

buscam-se geralmente um comportamento isotrópico e o controle da direção preferencial das fibras

é quase nulo. As fibras longas, por sua vez, são usadas com matrizes de resinas termofixas como

o poliéster e epóxi. Os materiais compósitos com reforço de fibras longas permitem um maior

controle das propriedades mecânicas anisotrópicas pelo direcionamento das fibras e sua proporção

na composição do material. Normalmente este material é constituı́do de várias camadas, que são as

lâminas nas quais as fibras possuem uma única direção. Por ser formado por várias lâminas, estes

materiais são conhecidos como compósitos laminados (Figura 2.6).

2.2.2 Equação constitutiva do laminado

Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tensões em cada lâmina podem ser

calculadas a partir das deformações como segue:
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
σx

σy

τxy

= Q̄k


εx

εy

γxy

 , (2.29)

onde a matriz Q̄k é dada por:

Qk = T−1QkT−T. (2.30)

A matriz de transformação T é dada por:

T =


m2 n2 2nm

n2 m2 −2nm

−nm nm m2−n2

 , (2.31)

sendo, m = cosθ e n = sinθ , onde θ é o ângulo entre as fibras de uma lâmina k e o eixo x.

A matriz das constantes elásticas Q é dada, em termos das constates de engenharia, por:

Q =


EL

1−νLT νT L

νLT ET
1−νLT νT L

0
νLT ET

1−νLT νT L

ET
1−νLT νT L

0

0 0 GLT

 . (2.32)

onde: EL é o módulo de elasticidade longitudinal (na direção das fibras), ET é o módulo de elasti-

cidade transversal (ortogonal às fibras), GLT é o módulo de cisalhamento no plano da lâmina, νLT

é a razão de Poisson principal e νT L = νLT
ET
EL

, os subscritos L e T referem-s respectivamente às

direções longitudinal e transversal à direção das fibras.

As tensões nas direções longitudinal e transversal do reforço com fibras podem ser calculadas

por:


σL

σT

τLT

= T


σx

σy

τxy

 . (2.33)

Integrando ao longo da espessura (Figura 2.6) as equações (2.1), (2.2) e (2.3) obtém-se:
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
Mxx

Myy

Mxy

=
n

∑
k=1

∫ hk

hk−1


σx

σy

τxy


k

z dz (2.34)

Usando-se as equações (2.29) e (2.27), a equação (2.34) pode ser escrita para um laminado

como:


Mxx

Myy

Mxy

=
N

∑
k=1


∫ hk

hk−1


Q̄11 Q̄12 Q̄16

Q̄12 Q̄22 Q̄26

Q̄16 Q̄26 Q̄66


k


κx

κy

κxy

z2 dz

 , (2.35)

ou


Mxx

Myy

Mxy

=


D11 D12 D16

D12 D22 D26

D16 D26 D66




κx

κy

κxy

 , (2.36)

onde

Di j =
1
3

n

∑
k=1

(
Qi j
)

k

(
h3

k−h3
k−1
)
, (2.37)

Fibras

Matriz

h
1

h
2

h3

x

y
z

Figura 2.6: Compósito laminado com quatro lâminas

e hk é a distância do plano médio do laminado até a interface k (Figura 2.6). A equação (2.36) pode
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ser escrita, na forma expandida como:

Mxx = −
(

D11
∂ 2w
∂x2 +D12

∂ 2w
∂y2 +2D16

∂ 2w
∂x∂y

)
,

Myy = −
(

D12
∂ 2w
∂x2 +D22

∂ 2w
∂y2 +2D26

∂ 2w
∂x∂y

)
, (2.38)

Mxy = −
(

D16
∂ 2w
∂x2 +D26

∂ 2w
∂y2 +2D66

∂ 2w
∂x∂y

)
,

Substituindo as equações (2.38) nas equações (2.8) e (2.9), pode-se escrever:

Qx = −
[

D11
∂ 3w
∂x3 +3D16

∂ 3w
∂x2∂y

+(D12 +2D66)
∂ 3w

∂x∂y2 +D26
∂ 3w
∂y3

]
,

Qy = −
[

D16
∂ 3w
∂x3 +(D12 +2D66)

∂ 3w
∂x2∂y

+3D26
∂ 3w

∂x∂y2 +D22
∂ 3w
∂y3

]
.

(2.39)

A equação (2.10) pode ser reescrita, usando as equações (2.38), como:

D11
∂ 4w
∂x4 +4D16

∂ 4w
∂x3∂y

+2(D12 +2D66)
∂ 4w

∂x2∂y2 +4D26
∂ 4w

∂x∂y3 +D22
∂ 4w
∂y4 = g. (2.40)

A equação (2.40) pode ser integrada no plano caracterı́stico complexo

z = x+µy, (2.41)

µ = d + ie,

onde d e e são as partes real e imaginária de µ , respectivamente. Usando a equação (2.41) e

considerando as forças de corpo nulas, a equação (2.40) pode ser escrita como:
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∂ 4w
∂ z4

[
D11µ

4 +4D16µ
3 +2(D12 +2D66)µ

2 +4D26µ +D22
]
= 0. (2.42)

A solução geral para w na equação (2.40) depende das raı́zes µ1, µ2, µ̄1 e µ̄2 da equação

caracterı́stica dada por:

D22µ
4 +4D26µ

3 +2(D12 +2D66)µ
2 +4D16µ +D11 = 0, (2.43)

cuja validade é condição para a existência de soluções não triviais da equação (2.42).

As raı́zes desta equação, como mostrado por Lekhnitskii (1968), são sempre complexas para

materiais homogêneos. As raı́zes complexas µ1 = d1 + e1i e µ2 = d2 + e2i são conhecidas como

parâmetros complexos de deflexão. Em geral, estas raı́zes são números complexos diferentes.

Uma expressão geral para a deflexão tem a forma:

1. no caso de parâmetros complexos diferentes (µ1 6= µ2):

w = wo +2Re[w1(z1)+w2(z2)]. (2.44)

2. no caso de parâmetros complexos iguais (µ1 = µ2):

w = wo +2Re[w1(z1)+ z̄1w2(z1)]. (2.45)

onde w0 é uma solução particular da equação (2.40) que depende da força distribuı́da g nas su-

perfı́cies da placa, w1(z1) e w2(z2) são funções analı́ticas arbitrárias de variáveis complexas z1 =

x+µ1y e z2 = x+µ2y. Neste trabalho a formulação desenvolvida considera apenas o caso em que

µ1 6= µ2. Desta forma, a formulação não se aplica a materiais isotrópicos, onde µ1 = µ2. Entre-

tanto , pode-se analisar problemas com materiais isotrópicos considerando E1 = E2 +δ , onde δ é

um número pequeno, da ordem de E2/1000.

Baseada nas equações (2.38) e (2.39), podem ser obtidas expressões gerais para forças e mo-

mentos como (para o caso µ1 6= µ2):

Mxx = Mo
xx−2Re[p1w′′(z1)+ p2w′′(z2)],
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Myy = Mo
yy−2Re[q1w′′(z1)+q2w′′(z2)],

Mxy = Mo
xy−2Re[r1w′′(z1)+ r2w′′(z2)],

Qx = Qo
x−2Re[µ1s1w′′′(z1)+µ2s2w′′′(z2)],

Qy = Qo
y−2Re[s1w′′′(z1)+ s2w′′′(z2)]. (2.46)

onde M0
xx, M0

yy, M0
xy, Q0

x e Q0
y são momentos e forças cisalhantes correspondentes a função w0

calculada pelas equações (2.38) e (2.39). As outras constantes são dadas por:

p1 = D11 +D12µ
2
1 +2D16µ1, p2 = D11 +D12µ

2
2 +2D16µ2,

q1 = D12 +D22µ
2
1 +2D26µ1, q2 = D12 +D22µ

2
2 +2D26µ2,

r1 = D16 +D26µ
2
1 +2D66µ1, p2 = D16 +D26µ

2
2 +2D66µ2,

s1 =
D11

µ1
+3D16 +D12 +D66µ1 +D26µ

2
1 , (2.47)

s2 =
D11

µ2
+3D16 +D12 +D66µ2 +D26µ

2
2 ,

s1− r1 =
p1

µ1
, s2− r2 =

p2

µ2
,

s1 + r1 =−q1µ1, s2 + r2 =−q2µ2.

Expressões similares podem ser obtidas para o caso isotrópico, onde µ1 = µ2. Conforme citado

anteriormente, estas expressões não serão apresentadas neste trabalho.
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2.3 Cálculo da matriz de rigidez de flexão em uma direção ar-
bitrária

Considerando que as constantes de rigidez à flexão de uma placa em um sistema de coordena-

das x, y, z são dadas por Di j(i, j = 1,2,6) e em um sistema de coordenadas x′, y′, z′ rotacionado

com respeito ao primeiro sistema de coordenadas, são dados por D′i j(i, j = 1,2,6), as equações

relacionando estas constantes, como mostrado por Lekhnitskii (1968), são dadas por:

D′11 = D11 cos4
φ +2(D12 +2D66)sin2

φ cos2
φ +D22 sin4

φ +

2(D16 cos2
φ +D26 sin2

φ)sin2φ , (2.48)

D′22 = D11 sin4
φ +2(D12 +2D66)sin2

φ cos2
φ +D22 cos4

φ +

2(D16 sin2
φ +D26 cos2

φ)sin2φ , (2.49)

D′12 = D12 +[D11 +D22−2(D12 +2D66)]sin2
φ cos2

φ +

(D26−D16)cos2φ sin2φ , (2.50)

D′66 = D66 +[D11 +D22−2(D12 +2D66)]sin2
φ cos2

φ +

(D26−D16)cos2φ sin2φ , (2.51)

D′16 =
1
2
[D22 sin2

φ −D11 cos2
φ +(D12 +2D66)cos2φ ]sin2φ +

D16 cos2
φ(cos2

φ −3sin2
φ)+D26 sin2

φ(3cos2
φ − sin2

φ), (2.52)
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D′26 =
1
2
[D22 cos2

φ −D11 sin2
φ +(D12 +2D66)cos2φ ]sin2φ +

D16 sin2
φ(cos2

φ −3sin2
φ)+D26 cos2

φ(3cos2
φ − sin2

φ). (2.53)

As componentes de tensão σn e τns, tensões normal e cisalhante, respectivamente, estão relaci-

onadas com as tensões σx, σy e τxy por:

σn = σx cos2
α +σy sin2

α +2τxy sinα cosα, (2.54)

τns = (σy−σx)sinα cosα + τxy(cos2
α− sin2

α). (2.55)

As componentes do momento fletor e da força cortante podem ser escritas explicitamente no

sistema ns como:

Mnn = Mxx cos2
α +Myy sin2

α +2Mxy sinα cosα, (2.56)

Mss = Mxx sin2
α +Myy cos2

α−2Mxy sinα cosα, (2.57)

Mns = (Myy−Mxx)sinα cosα +Mxy(cos2
α− sin2

α), (2.58)

Qn = Qx cosα +Qy sinα, (2.59)

Qs = Qy cosα−Qx sinα. (2.60)

Com o objetivo de resolver a equação diferencial da placa dada por (2.40), é necessário a

imposição das condições de contorno para o deslocamento w e sua derivada ∂w
∂n . Kirchhoff (1850)

mostrou que as condições de contorno da força cisalhante Qn e momento volvente Mns podem ser

escritas como uma única condição dada por:

Vn = Qn +
∂Mns

∂ s
. (2.61)

A outra condição de carregamento no contorno é o momento Mnn.
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3 O Método dos Elementos de Contorno
para Flexão em Placas Anisotrópicas

Neste Capı́tulo é desenvolvida a formulação dos elementos de contorno para o tratamento de

problemas de elasticidade plana em materiais anisotrópicos, considerando a presença de forças de

corpo genéricas. As integrais de domı́nio, provenientes do carregamento distribuı́do, são transfor-

madas em integrais de contorno usando o método de integração radial.

3.1 Equação integral de contorno

Usando o teorema da reciprocidade de Betti, pode-se relacionar dois estados de tensão-deformação

de um material linear como:

∫
Ω

σ
∗
i jεi jdΩ =

∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ. (3.1)

Escrevendo o lado direito da equação (3.1) na notação de von Karman, tem-se:

∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =

∫
Ω

(
σxε

∗
x +σyε

∗
y +σzε

∗
z + τxyγ

∗
xy + τxzγ

∗
xz + τyzγ

∗
yz
)

dΩ. (3.2)

Desconsiderando as tensões normais à superfı́cie média da placa, a equação (3.2) é escrita

como:

∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =

∫
Ω

(
σxε

∗
x +σyε

∗
y + τxyγ

∗
xy
)

dΩ. (3.3)

Substituindo as equações (2.29) e (2.27) na equação (3.3), pode-se escrever o primeiro termo
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Figura 3.1: Sistema de coordenadas (n,s) normal e tangente ao contorno Γ.

da integral no lado direito da equação (3.3) como:∫
Ω

σxε
∗
x dΩ =

∫
Ω

(
D11

∂ 2w
∂x2 +D12

∂ 2w
∂y2 +2D16

∂ 2w
∂x∂y

)
∂ 2w∗

∂x2 dΩ =−
∫

Ω

Mxx
∂ 2w
∂x2 dΩ. (3.4)

A equação (3.4) pode ser escrita como:

∫
Ω

σxε
∗
x dΩ =−

∫
Ω

[
∂

∂x

(
Mxx

∂w∗

∂x

)
− ∂w∗

∂x
∂Mxx

∂x

]
dΩ. (3.5)

Usando o teorema de Green (GREEN; ZERNA, 1968), a equação (3.5) pode ser escrita como:

∫
Ω

σxε
∗
x dΩ =−

∫
Γ

Mxx
∂w∗

∂x
cosαdΓ+

∫
Ω

∂w∗

∂x
∂Mxx

∂x
dΩ. (3.6)

O segundo termo do lado direito da equação (3.6), pode ser escrito como:

∫
Ω

σxε
∗
x dΩ =−

∫
Γ

Mxx
∂w∗

∂x
cosαdΓ+

∫
Ω

[
∂

∂x

(
w∗

∂Mxx

∂x

)
−w∗

∂ 2Mxx

∂x2

]
dΩ. (3.7)

Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

∫
Ω

σxε
∗
x dΩ =

∫
Γ

(
−Mxx

∂w∗

∂x
cosα +w∗

∂Mxx

∂x
cosα

)
dΓ−

∫
Ω

w∗
∂ 2Mxx

∂x2 dΩ. (3.8)

Seguindo um procedimento similar, pode-se mostrar que:

∫
Ω

σyε
∗
y dΩ =

∫
Γ

(
−Myy

∂w∗

∂y
sinα +w∗

∂Myy

∂y
sinα

)
dΓ−

∫
Ω

w∗
∂ 2Myy

∂y2 dΩ, (3.9)
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e ∫
Ω

τxyγ
∗
xydΩ =

∫
Γ

(
−Mxy

∂w∗

∂y
cosα−Mxy

∂w∗

∂x
sinα +w∗

∂Mxy

∂x
sinα

+w∗
∂Mxy

∂y
cosα

)
dΓ−

∫
Ω

2w∗
∂ 2Mxy

∂x∂y
dΩ. (3.10)

Assim, a equação (3.3) é escrita como:∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =−

∫
Γ

(
Mxx

∂w∗

∂x
cosα +Myy

∂w∗

∂y
sinα +Mxy

∂w∗

∂y
cosα

+Mxy
∂w∗

∂x
sinα

)
dΓ+

∫
Γ

w∗
[(

cosα
∂Mxx

∂x
+

∂Mxy

∂y

)(
sinα

∂Myy

∂y
+

∂Mxy

∂x

)]
dΓ

−
∫

Ω

w∗
(

∂ 2Mxx

∂x2 +2
∂ 2Mxy

∂x∂y
+

∂ 2Myy

∂y2

)
dΩ. (3.11)

Substituindo as equações (2.8), (2.9) e (2.10) e usando a equação (2.59), a equação (3.11) pode

ser escrita como:∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =−

∫
Γ

(
Mxx

∂w∗

∂x
cosα +Myy

∂w∗

∂y
sinα +Mxy

∂w∗

∂y
cosα

+Mxy
∂w∗

∂x
sinα

)
dΓ+

∫
Γ

w∗QndΓ+
∫

Ω

gw∗dΩ. (3.12)

Da relação entre dois sistemas de coordenadas (x,y) e (n,s) figura (3.1) tem-se:

∂w∗

∂x
=

∂w∗

∂n
cosα− ∂w∗

∂ s
sinα,

∂w∗

∂y
=

∂w∗

∂n
sinα +

∂w∗

∂ s
cosα. (3.13)

Substituindo as equações (3.13) na equação (3.12) tem-se:∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =−

∫
Γ

[
Mxx cosα

(
∂w∗

∂n
cosα− ∂w∗

∂ s
sinα

)

+Myy sinα

(
∂w∗

∂n
sinα +

∂w∗

∂ s
cosα

)
+Mxy cosα

(
∂w∗

∂n
sinα +

∂w∗

∂ s
cosα

)
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+Mxy sinα

(
∂w∗

∂n
cosα− ∂w∗

∂ s
sinα

)]
dΓ+

∫
Γ

w∗QndΓ+
∫

Ω

gw∗dΩ. (3.14)

Depois de algumas manipulações algébricas, a equação (3.14) pode ser reescrita como:∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =−

∫
Γ

{
∂w∗

∂n

(
Mxx cos2

α +Myy sin2
α +2Mxy sinα cosα

)
+

∂w∗

∂ s

[
Mxy

(
cos2

α− sin2
α
)
+(Myy−Mxx)sinα cosα

]}
dΓ

+
∫

Γ

w∗QndΓ+
∫

Ω

gw∗dΩ. (3.15)

Substituindo as equações (2.56) e (2.58) na equação (3.15), tem-se:

∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =−

∫
Γ

(
Mnn

∂w∗

∂n
+Mns

∂w∗

∂ s
−Qnw∗

)
dΓ+

∫
Ω

gw∗dΩ. (3.16)

Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equação (3.16), tem-se:

∫
Γ

Mns
∂w∗

∂ s
dΓ = Mnsw∗

∣∣∣∣Γ2

Γ1

−
∫

Γ

∂Mns

∂ s
w∗dΓ, (3.17)

onde Γ1 e Γ2 são as coordenadas dos extremos do contorno onde a integração está sendo realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a função que descreve o contorno e suas

derivadas são contı́nuas, o primeiro termo do lado direito da equação (3.17) se anula. No caso onde

há cantos, a equação (3.17) pode ser escrita como:

∫
Γ

Mns
∂w∗

∂ s
dΓ =−

Nc

∑
i=1

Rciw
∗
ci
−
∫

Γ

∂Mns

∂ s
w∗dΓ, (3.18)

onde

Rci = M+
nsi
−M−nsi

, (3.19)

e os termos wci , M+
nsi

, M−nsi
são, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos depois e

antes do canto i da placa, Nc é o número total de cantos no contorno (Figura 3.2) (PAIVA, 1987).

Das equações (3.16) e (3.18), pode-se escrever:
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n

n

M+
nsi M-

nsi

y x
z

Wci

Figura 3.2: Canto i da placa e os momentos antes e depois a este canto.

∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =

∫
Γ

(
Qnw∗−Mnn

∂w∗

∂n
+

∂Mns

∂ s
w∗
)

dΓ+
Nc

∑
i=1

Rciw
∗
ci
+
∫

Ω

gw∗dΩ. (3.20)

Das equações (3.20) e (2.61), tem-se:

∫
Ω

σi jε
∗
i jdΩ =

∫
Γ

(
Vnw∗−Mnn

∂w∗

∂n

)
dΓ+

Nc

∑
i=1

Rciw
∗
ci
+
∫

Ω

gw∗dΩ. (3.21)

Seguindo um procedimento similar àquele usado para obtermos a equação (3.21), o lado es-

querdo da equação (3.1) pode ser escrito como:
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∫
Ω

σ
∗
i jεi jdΩ =

∫
Γ

(
V ∗n w−Mnn

∂w∗

∂n

)
dΓ+

Nc

∑
i=1

R∗ci
wci +

∫
Ω

g∗wdΩ. (3.22)

Substituindo as equações (3.21) e (3.22) na equação (3.1), pode-se escrever:

∫
Γ

(
Vnw∗−Mnn

∂w∗

∂n

)
dΓ+

Nc

∑
i=1

Rciw
∗
ci
+
∫

Ω

gw∗dΩ

=
∫

Γ

(
V ∗n w−M∗nn

∂w
∂n

)
dΓ+

Nc

∑
i=1

R∗ci
wci +

∫
Ω

g∗wdΩ. (3.23)

A equação (3.23) relaciona dois estados de um material elástico. Para aplicar esta equação

para resolver problemas de flexão, precisamos considerar um dos estados como conhecido e o

outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equação integral de contorno, o estado

conhecido é ajustado para que a integral de domı́nio dada por:

∫
Ω

g∗wdΩ (3.24)

desapareça. Usando as propriedades da função delta de Dirac δ (P,q), de forma que g∗ = δ (P,Q),

a integral (3.24) é escrita como:

∫
Ω

δ (P,Q)w(P)dΩ(P) = w(Q), (3.25)

onde Q é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o ponto onde a

deflexão é observada, conhecido como ponto campo.

O estado correspondente a um material linear sob carregamento de uma função delta de Dirac é

conhecido como um estado fundamental e as variáveis da equação (3.23) relacionadas a este estado

(w∗,V ∗n e M∗nn) são conhecidas como soluções fundamentais, as quais são calculadas analiticamente

a partir da equação diferencial (2.40).

Considerando o estado ”*”como o estado fundamental, a equação (3.23) pode ser escrita como:
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Kw(Q)+
∫

Γ

[
V ∗n (Q,P)w(P)−M∗nn(Q,P)

∂w(P)
∂n

]
dΓ(P)+

Nc

∑
i=1

R∗ci
(Q,P)wci(P)

=
∫

Γ

[
Vn(P)w∗(Q,P)−Mnn(P)

∂w∗

∂n
(Q,P)

]
dΓ(P)+

Nc

∑
i=1

Rci(P)w
∗
ci
(Q,P)

+
∫

Ω

g(P)w∗(Q,P)dΩ. (3.26)

A constante K é introduzida para considerar que a função delta de Dirac pode ser aplicada no

domı́nio, no contorno ou fora do domı́nio. Se a função delta de Dirac é aplicada em um ponto onde

o contorno é suave, então K = 1/2.

As variáveis da equação (3.26) são deslocamentos w(P), rotações ∂w(P)
∂n , momentos Mnn(P),

e forças Vn(P). Para uma dada condição de contorno, algumas destas variáveis são conhecidas

e outras desconhecidas. Para termos um número de equações igual ao número de variáveis des-

conhecidas, é necessário escrever a equação integral correspondente a derivada do deslocamento

w(Q) em relação ao sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto é, o ponto

onde o delta de Dirac do estado fundamental é aplicado. As direções dos eixos deste sistema de

coordenadas são coincidentes com as direções normal e a tangente ao contorno no ponto de origem.

Para um caso particular onde o ponto fonte é localizado em um ponto onde o contorno é suave,

a equação de contorno correspondente à derivada do deslocamento é dada por (PAIVA, 1987):

1
2

∂w(Q)

∂m
+
∫

Γ

[
∂V ∗n
∂m

(Q,P)w(P)− ∂M∗nn
∂m

(Q,P)
∂w
∂n

(P)
]

dΓ(P)

+
Nc

∑
i=1

∂R∗ci

∂m
(Q,P)wci(P) =

∫
Γ

{
Vn(P)

∂w∗

∂m
(Q,P)−Mnn(P)

∂

∂m

[
∂w∗

∂n
(Q,P)

]}
dΓ(P)

+
Nc

∑
i=1

Rci(P)
∂w∗ci

∂m
(Q,P)+

∫
Ω

g(P)
∂w∗

∂m
(Q,P)dΩ. (3.27)

É importante dizer que é possı́vel usar apenas a equação (3.26) em uma formulação de ele-

mentos de contorno usando como pontos fontes os nós do contorno e um número igual de pontos

externo ao domı́nio do problema. Esta abordagem é utilizada, por exemplo, por Ameen (2001).
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3.2 Soluções fundamentais para problemas de flexão em mate-
riais anisotrópicos

A solução fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado fazendo o

termo não-homogêneo da equação diferencial (2.40) igual a uma força concentrada dada por uma

função delta de Dirac δ (Q,P), isto é:

∆∆w∗(Q,P) = δ (Q,P), (3.28)

onde ∆∆(.) é o operador diferencial:

∆∆(.) =
D11

D22

∂ 4(.)

∂x4 +4
D16

D22

∂ 4(.)

∂ 3∂y
+

2(D12 +2D66)

D22

∂ 4(.)

∂x2∂y2

+4
D26

D22

∂ 4(.)

∂x∂y3 +
∂ 4(.)

∂y4 . (3.29)

Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a solução fundamental do deslocamento transversal

é dada por:

w∗(ρ,θ) =
1

8π
{C1R1(ρ,θ)+C2R2(ρ,θ)+C3 [S1(ρ,θ)−S2(ρ,θ)]} , (3.30)

onde

ρ = [(x− xo)
2 +(y− yo)

2]1/2, (3.31)

x e y são as coordenadas do ponto campo P, x0 e y0 são as coordenadas do ponto fonte Q,

θ = arctan
y− yo

x− xo
, (3.32)

C1 =
(d1−d2)

2− (e2
1− e2

2)

GHe1
, (3.33)
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C2 =
(d1−d2)

2 +(e2
1− e2

2)

GHe2
, (3.34)

C3 =
4(d1−d2)

GH
, (3.35)

G = (d1−d2)
2 +(e1 + e2)

2, (3.36)

H = (d1−d2)
2 +(e1− e2)

2, (3.37)

di e ei são respectivamente as partes real e imaginária das raı́zes µi da equação caracterı́stica (2.43).

Ri = ρ
2
[
(cosθ +di sinθ)2− e2

i sin2
θ

]

×
{

log
[

ρ2

a2

(
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

)]
−3
}

−4ρ
2ei sinθ (cosθ +di sinθ)arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.38)

e

Si = ρ
2ei sinθ (cosθ +di sinθ)

×
{

log
[

ρ2

a2

(
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

)]
−3
}

+ρ
2
[
(cosθ +di sinθ)2− e2

i sin2
θ

]
arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
. (3.39)

O ı́ndice repetido i nos termos de Ri e Si não implicam em soma. O coeficiente a é uma

constante arbitrária tomada como a = 1.

As outras soluções fundamentais são dadas por:
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M∗nn = −
(

f1
∂ 2w∗

∂x2 + f2
∂ 2w∗

∂x∂y
+ f3

∂ 2w∗

∂y2

)
, (3.40)

R∗ci
= −

(
g1

∂ 2w∗

∂x2 +g2
∂ 2w∗

∂x∂y
+g3

∂ 2w∗

∂y2

)
, (3.41)

V ∗n = −
(

h1
∂ 3w∗

∂x3 +h2
∂ 3w∗

∂x2∂y
+h3

∂ 3w∗

∂x∂y2 +h4
∂ 3w∗

∂y3

)

− 1
R̄

(
h5

∂ 2w∗

∂x2 +h6
∂ 2w∗

∂x∂y
+h7

∂ 2w∗

∂y2

)
. (3.42)

onde R̄ é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno Γ. As demais constantes são definidas

como:

f1 = D11n2
x +2D16nxny +D12n2

y , (3.43)

f2 = 2(D16n2
x +2D66nxny +D26n2

y), (3.44)

f3 = D12n2
x +2D26nxny +D22n2

y , (3.45)

g1 = (D12−D11)cosα sinα +D16(cos2
α− sin2

α), (3.46)

g2 = 2(D26−D16)cosα sinα +2D66(cos2
α− sin2

α), (3.47)

g3 = (D22−D12)cosα sinα +D26(cos2
α− sin2

α), (3.48)

h1 = D11nx(1+n2
y)+2D16n3

y−D12nxn2
y , (3.49)

h2 = 4D16nx +D12ny(1+n2
x)+4D66n3

y−D11n2
xny−2D26nxn2

y , (3.50)
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h3 = 4D26ny +D12nx(1+n2
y)+4D66n3

x−D22nxn2
y−2D16n2

xny, (3.51)

h4 = D22ny(1+n2
x)+2D26n3

x−D12n2
xny, (3.52)

h5 = (D12−D11)cos2α−4D16 sin2α, (3.53)

h6 = 2(D26−D16)cos2α−4D66 sin2α, (3.54)

h7 = (D22−D12)cos2α−4D26 sin2α, (3.55)

e α é o ângulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns o qual tem

seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao contorno no ponto

Q. As derivadas da solução fundamental do deslocamento transversal podem ser expressas pela

combinação linear das derivadas das funções Ri e Si. Por exemplo:

∂ 2w∗

∂y2 =
1

8π

[
C1

∂ 2R1

∂y2 +C2
∂ 2R2

∂y2 +C3

(
∂ 2S1

∂y2 −
∂ 2S2

∂y2

)]
. (3.56)

As derivadas de Ri e Si são dadas por:

∂Ri

∂x
= 2r (cosθ +di sinθ)

{
log
[

r2

a2

(
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

)]
−2
}

−4rei sinθ arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.57)

∂Ri

∂y
= 2r

[
di (cosθ +di sinθ)− e2

i sinθ
]

×
{

log
[

r2

a2

(
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

)]
−2
}

−4rei (cosθ +2di sinθ)arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.58)



31

∂ 2Ri

∂x2 = 2log
{

r2

a2

[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]}
, (3.59)

∂ 2Ri

∂x∂y
= 2di log

{
r2

a2

[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]}
−4ei arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.60)

∂ 2Ri

∂y2 = 2
(
d2

i − e2
i
)

log
{

r2

a2

[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]}

−8diei arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.61)

∂ 3Ri

∂x3 =
4(cosθ +di sinθ)

r
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

] , (3.62)

∂ 3Ri

∂x2∂y
=

4
[
di (cosθ +di sinθ)+ e2

i sinθ
]

r
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

] , (3.63)

∂ 3Ri

∂x∂y2 =
4
[(

d2
i − e2

i
)

cosθ +
(
d2

i + e2
i
)

di sinθ
]

r
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

] , (3.64)

∂ 3Ri

∂y3 =
4
[
di
(
d2

i −3e2
i
)

cosθ +
(
d4

i − e4
i
)

sinθ
]

r
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

] , (3.65)

∂ 4Ri

∂x4 = −
4
[
(cosθ +di sinθ)2− e2

i sin2
θ

]
r2
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]2 , (3.66)

∂ 4Ri

∂x3∂y
= − 4

r2

{
di

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

+
2e2

i sinθ cosθ[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]2

 , (3.67)

∂ 4Ri

∂x2∂y2 = − 4
r2


(
d2

i + e2
i
)(

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

)
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− 2e2
i cos2 θ[

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

]2

 , (3.68)

∂ 4Ri

∂x∂y3 = − 4
r2

 di
(
d2

i + e2
i
)(

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

)

−
2e2

i cosθ
(
2di cosθ +

(
d2

i + e2
i
)

sinθ
)[

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

]2

 , (3.69)

∂ 4Ri

∂y4 = − 4
r2

{ (
d4

i − e4
i
)

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

−
2e2

i cosθ
[(

3d2
i − e2

i
)

cosθ +2di
(
d2

i + e2
i
)

sinθ
][

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

]2

 , (3.70)

∂Si

∂x
= rei sinθ

{
log
[

r2

a2

(
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

)]
−2
}

+2r (cosθ +di sinθ)arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.71)

∂Si

∂y
= rei (cosθ +2di sinθ)

{
log
[

r2

a2

(
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

)]
−2
}

+2r
[
di (cosθ +di sinθ)− e2

i sinθ
]

arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.72)

∂ 2Si

∂x2 = 2arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.73)

∂ 2Si

∂x∂y
= ei log

{
r2

a2

[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]}

+2di arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.74)

∂ 2Si

∂y2 = 2diei log
{

r2

a2

[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]}
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+2
(
d2

i − e2
i
)

arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
, (3.75)

∂ 3Si

∂x3 = − 2ei sinθ

r
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

] , (3.76)

∂ 3Si

∂x2∂y
=

2ei cosθ

r
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

] , (3.77)

∂ 3Si

∂x∂y2 =
2ei
[
2di (cosθ +di sinθ)−

(
d2

i − e2
i
)

sinθ
)

r
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

] , (3.78)

∂ 3Si

∂y3 =
2ei
[(

3d2
i − e2

i
)

cosθ +2di
(
d2

i + e2
i
)

sinθ
]

r
(
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

] , (3.79)

∂ 4Si

∂x4 =
4ei sinθ (cosθ +di sinθ)

r2
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]2 , (3.80)

∂ 4Si

∂x3∂y
=

2ei

r2

{
1

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

− 2cosθ (cosθ +di sinθ)[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]2

 , (3.81)

∂ 4Si

∂x2∂y2 = −
4ei cosθ

[
di (cosθ +di sinθ)+ e2

i sinθ
]

r2
[
(cosθ +di sinθ)2 + e2

i sin2
θ

]2 , (3.82)

∂ 4Si

∂x∂y3 = −2ei

r2

{ (
d2

i + e2
i
)

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

+
2
(
d2

i + e2
i
)

cosθ (cosθ +di sinθ)−4e2
i cos2 θ[

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

]2

 , (3.83)

∂ 4Si

∂y4 = −4ei

r2

{
di
(
d2

i + e2
i
)

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

+
cosθ

[
di
(
d2

i −3e2
i
)

cosθ +
(
d4

i − e4
i
)

sinθ
][

(cosθ +di sinθ)2 + e2
i sin2

θ

]2

 . (3.84)
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Como pode ser visto, as derivadas de Ri e Si apresentam singularidades fracas (logr), singulari-

dades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r2) que precisarão de uma atenção especial durante sua

integração.

3.3 Elementos Quadráticos

Como enfatizado por Kane (1994), o passo fundamental para o desenvolvimento do método

dos elementos de contorno é o abandono da aspiração por uma solução exata do problema. Este

requisito é substituı́do por outra estratégia: encontrar uma solução aproximada de alta qualidade

em um número finito de pontos no contorno do problema, os nós. Assim, visando aumentar a con-

vergência dos resultados para a formulação apresentada aqui, foram implementados os elementos

quadráticos, os quais são os mais simples elementos de contorno curvo. Neste trabalho são usa-

dos os elementos quadráticos descontı́nuos para representar os elementos fı́sicos e os elementos

quadráticos contı́nuos para representar os elementos geométricos.

Nos elementos quadráticos, os deslocamentos e forças podem ser representados como:

{
w
∂w
∂n

}
=

[
N(1)

d 0 N(2)
d 0 N(3)

d 0

0 N(1)
d 0 N(2)

d 0 N(3)
d

]


w(1)

∂w
∂n

(1)

w(2)

∂w
∂n

(2)

w(3)

∂w
∂n

(3)


, (3.85)

{
Vn

Mnn

}
=

[
N(1)

d 0 N(2)
d 0 N(3)

d 0

0 N(1)
d 0 N(2)

d 0 N(3)
d

]


V (1)
n

M(1)
nn

V (2)
n

M(2)
nn

V (3)
n

M(3)
nn


, (3.86)

onde N(i)
d são as funções de interpolação, ou funções de forma, descontı́nuas dadas por:
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N(1)
d = ξ

(
9
8

ξ − 3
4

)
; (3.87)

N(2)
d =

(
1− 3

2
ξ

)(
1+

3
2

ξ

)
; (3.88)

N(3)
d = ξ

(
9
8

ξ +
3
4

)
. (3.89)

ξ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 3.3). E w(i), ∂w
∂n

(i)
, V (i)

n e M(i)
nn são

os deslocamentos transversais, as rotações, as forças transversais e os momentos em cada nó dos

elementos, respectivamente.

Nos elementos quadráticos descontı́nuos, os nós são colocados em ξ = −2/3, ξ = 0 e ξ =

+2/3, como mostrado na Figura 3.3.

-1 -2/3 0 2/3 1

1 2 3

Elemento Intrínseco

Coordenada Isoparamétrica

ξ

Elemento Real n

1

2

3

Figura 3.3: Elemento quadrático descontı́nuo.

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadrática e é representada por

coordenadas nodais na forma:
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{
x

y

}
=

[
N(1)

c 0 N(2)
c 0 N(3)

c 0

0 N(1)
c 0 N(2)

c 0 N(3)
c

]


x(1)

y(1)

x(2)

y(2)

x(3)

y(3)


, (3.90)

onde N(1)
c são as funções de interpolação para elementos quadráticos contı́nuos, dadas por:

N(1)
c =

1
2

ξ (ξ −1) ; (3.91)

N(2)
c =

(
1−ξ

2) ; (3.92)

N(3)
c =

1
2

ξ (ξ +1) , (3.93)

x(i), y(i) são as coordenadas de cada nó.

3.4 Equação matricial

Com o objetivo de calcular as variáveis de contorno desconhecidas, o contorno Γ é discretizado

em Ne elementos curvos e as variáveis de contorno w, ∂w/∂n, Mnn e Vn são assumidas com uma

variação quadrática ao longo de cada elemento. Tomando um nó d como o ponto fonte, as equações

(3.26) e (3.27) podem ser escritas, na forma matricial, como:

1
2


w(d)

∂w
∂m

(d)

+
Ne

∑
i=1



[
h(i,d)11 h(i,d)12 h(i,d)13 h(i,d)14 h(i,d)15 h(i,d)16

h(i,d)21 h(i,d)22 h(i,d)23 h(i,d)24 h(i,d)25 h(i,d)26

]


w(i,1)

∂w
∂n

(i,1)

w(i,2)

∂w
∂n

(i,2)

w(i,3)

∂w
∂n

(i,3)




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=
Ne

∑
i=1


[

g(i,d)11 g(i,d)12 g(i,d)13 g(i,d)14 g(i,d)15 g(i,d)16

g(i,d)21 g(i,d)22 g(i,d)23 g(i,d)24 g(i,d)25 g(i,d)26

]


V (i,1)
n

M(i,1)
nn

V (i,2)
n

M(i,2)
nn

V (i,3)
n

M(i,3)
nn




+

Nc

∑
i=1

({
R(i,d)

1

R(i,d)
2

}
w(i)

c

)
+

Nc

∑
i=1

({
c(i,d)1

c(i,d)2

}
R(i)

c

)
+

{
P(d)

1

P(d)
2

}
. (3.94)

Os termos da equação (3.94) são integrais dadas por:

h(i,d)11 =
∫

Γi

N(1)
d V ∗n dΓ, h(i,d)12 =−

∫
Γi

N(1)
d M∗nndΓ, (3.95)

h(i,d)13 =
∫

Γi

N(2)
d V ∗n dΓ, h(i,d)14 =−

∫
Γi

N(2)
d M∗nndΓ, (3.96)

h(i,d)15 =
∫

Γi

N(3)
d V ∗n dΓ, h(i,d)16 =−

∫
Γi

N(3)
d M∗nndΓ, (3.97)

h(i,d)21 =
∫

Γi

N(1)
d

∂V ∗n
∂m

dΓ, h(i,d)22 =−
∫

Γi

N(1)
d

∂M∗nn
∂m

dΓ, (3.98)

h(i,d)23 =
∫

Γi

N(2)
d

∂V ∗n
∂m

dΓ, h(i,d)24 =−
∫

Γi

N(2)
d

∂M∗nn
∂m

dΓ, (3.99)

h(i,d)25 =
∫

Γi

N(3)
d

∂V ∗n
∂m

dΓ, h(i,d)26 =−
∫

Γi

N(3)
d

∂M∗nn
∂m

dΓ, (3.100)

g(i,d)11 =
∫

Γi

N(1)
d w∗dΓ, g(i,d)12 =−

∫
Γi

N(1)
d

∂w∗

∂n
dΓ, (3.101)

g(i,d)13 =
∫

Γi

N(2)
d w∗dΓ, g(i,d)14 =−

∫
Γi

N(2)
d

∂w∗

∂n
dΓ, (3.102)

g(i,d)15 =
∫

Γi

N(3)
d w∗dΓ, g(i,d)16 =−

∫
Γi

N(3)
d

∂w∗

∂n
dΓ, (3.103)
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g(i,d)21 =
∫

Γi

N(1)
d

∂w∗

∂m
dΓ, g(i,d)22 =−

∫
Γi

N(1)
d

∂

∂m
∂M∗nn

∂n
dΓ, (3.104)

g(i,d)23 =
∫

Γi

N(2)
d

∂w∗

∂m
dΓ, g(i,d)24 =−

∫
Γi

N(2)
d

∂

∂m
∂M∗nn

∂n
dΓ, (3.105)

g(i,d)25 =
∫

Γi

N(3)
d

∂w∗

∂m
dΓ, g(i,d)26 =−

∫
Γi

N(3)
d

∂

∂m
∂M∗nn

∂n
dΓ, (3.106)

c(i,d)1 = w∗ci, c(i,d)2 =
∂w∗ci
∂m

, (3.107)

R(i,d)
1 = R∗ci, R(i,d)

2 =
∂R∗ci
∂m

, (3.108)

P(d)
1 =

∫
Ω

gw∗dΩ, P(d)
2 =

∫
Ω

g
∂w
∂m

dΩ. (3.109)

sendo o contorno Γ dado por:

Γ =
Ne

∑
e=1

Γe, (3.110)

onde Ne é o número de elementos.

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equação (3.94) requer o uso do

Jacobiano já que as funções de forma são expressas em termos da coordenada adimensional mas as

integrais são resolvidas ao longo do contorno Γe. O Jacobiano desta transformação é dado por:

J(ξ ) =

√(
dx
dξ

)2

+

(
dy
dξ

)2

=
dΓe

dξ
. (3.111)

Assim:

dΓe = J(ξ )dξ . (3.112)

A equação matricial (3.94) tem duas equações e 6Ne +Nc variáveis desconhecidas. Para se

obter um sistema linear linearmente independente, o ponto fonte é colocado sucessivamente em
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cada nó do contorno (d = 1, ...,6Ne) bem como em cada nó de canto (d = 6Ne + 1, ...,6Ne +Nc).

É importante notar que enquanto ambas as equações, (3.26) e (3.27), são usadas para cada nó de

contorno (fornecendo as primeiras 6Ne equações), somente a equação (3.26) é usada para cada

canto (fornecendo outras Nc equações). Então, a seguinte equação matricial é obtida:

[
H′ R′

H′′ R′′

]{
wbn

wc

}
=

[
G′ C′

G′′ C′′

]{
Vbn Vc

}
+

{
Pbn

Pc

}
, (3.113)

onde wbn contém o deslocamento transversal e a rotação de cada nó de contorno, Vbn contém a

força cisalhante e o momento torsor de cada nó de contorno, Pbn contém a integral de domı́nio para

cada nó de contorno, wc contém o deslocamento transversal de cada canto, Vc contém a reação de

canto para cada canto, Pc contém a integral de domı́nio para cada canto. Os termos H′, C′, R′ e

G′ são matrizes que contém os respectivos termos da equação (3.94) escritos para os 6 Ne nós de

contorno. Os termos H′′ , C′′ , R′′ e G′′ são matrizes que contém os respectivos primeiros termos

lineares da equação (3.94) escrita para os Nc cantos.

A equação (3.113) pode ser reescrita como:

Hw = GV+P, (3.114)

onde

H =

[
H′ R′

H′′ R′′

]
, (3.115)

w =

{
wbn

wc

}
, (3.116)

G =

[
G′ C′

G′′ C′′

]
, (3.117)

V =

{
Vbn

Vc

}
, (3.118)
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P =

{
Pbn

Pc

}
. (3.119)

Aplicando as condições de contorno, a equação (3.113) pode ser rearranjada como:

Ax = b, (3.120)

que pode ser resolvida pelo procedimento padrão para sistemas lineares.
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4 Formulação dinâmica do método dos
elementos de contorno para flexão de
placas

A aplicação do método dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que a solução

fundamental para o problema em consideração seja conhecida. Essa solução fundamental deve le-

var em conta todos os termos da equação governante de forma a obter uma formulação onde apenas

o contorno é discretizado. Quando isso não for possı́vel, os termos não considerados na obtenção

da solução fundamental produzirão integrais de domı́nio que preferencialmente, devem ser trans-

formadas em integrais de contorno. A primeira alternativa é fazer a transformação exata da integral

de domı́nio em integral de contorno. Pórem, isto só é possı́vel quando os termos não considerados

são funções apenas da geometria (carregamento distribuı́do, por exemplo). A segunda alternativa

é transferir os efeitos da integral de domı́nio para o contorno usando-se o método de elementos

de contorno de reciprocidade dual ou da integração radial. Estes procedimentos são mais gerais e

podem ser empregados para forças de corpo que sejam funções da solução do problema. No caso

deste trabalho, as integrais de domı́nio provenientes da carga distribuı́da serão transformadas em

integrais de contorno por transformação exata, enquanto que os termos de inércia serão transfor-

mados usando o método de integração radial.

4.1 Transformação exata das integrais de domı́nio em integrais
de contorno para flexão em placas anisotrópicas

Como pôde ser visto nas equações (3.26) e (3.27), há integrais de domı́nio na formulação

devido a carga distribuı́da no domı́nio. Estas integrais podem ser calculadas no domı́nio por

integração direta na área Ωg (ver Figura 2.1). Contudo, a formulação dos elementos de contorno
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perde seu principal atrativo que é a discretização somente do contorno. Neste trabalho, as integrais

de domı́nio, oriundas das cargas distribuı́das, são transformadas em integrais de contorno por uma

transformação exata.

Considere a placa da Figura 2.1, sob o carregamento g, aplicado em uma área Ωg. Assumindo

que o carregamento g tem uma distribuição linear (Ax+By+C) na área Ωg, a integral de domı́nio

pode ser escrita como:

∫
Ωg

gw∗dΩ =
∫

Ωg

(Ax+By+C)w∗ρdρdθ , (4.1)

ou

∫
Ωg

gw∗dΩ =
∫

θ

∫ r

0
(Ax+By+C)w∗ρdρdθ , (4.2)

onde r é o valor de ρ em um ponto do contorno Γg.

Definindo F∗ como a seguinte integral:

F∗ =
∫ r

0
(Ax+By+C)w∗ρdρ, (4.3)

pode-se escrever:

∫
Ωg

gw∗dΩ =
∫

θ

F∗dθ . (4.4)

Considerando um ângulo infinitesimal dθ (Figura 4.1), a relação entre o comprimento do arco

rdθ e o comprimento infinitesimal do contorno dΓ, pode ser escrito como:

cosα =
r dθ

2
dΓ

2

, (4.5)

ou

dθ =
cosα

r
dΓ. (4.6)

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitários n e r, indicados na Figura 4.1,
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Figura 4.1: Transformação da integral de domı́nio em integral de contorno.

pode-se escrever:

dθ =
n.r
r

dΓ. (4.7)

Finalmente, substituindo a equação (4.7) na equação (4.4), a integral de domı́nio da equação

(3.26) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

∫
Ωg

gw∗dΩ =
∫

Γg

F∗

r
n.rdΓ. (4.8)

Sabendo que

x = ρ cosθ , (4.9)

e

y = ρ sinθ , (4.10)
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a integral F∗ pode ser escrita como:

F∗ =
∫ r

0

1
8π

(Aρ cosθ +Bρ sinθ +C) [C1R1 +C2R2 +C3 (S1−S2)]ρdρ,

(4.11)

onde C1, C2 e C3 são dados pelas equações (3.33), (3.34) e (3.35), respectivamente. A equação

(4.11) pode ser reescrita como:

F∗ =
1

8π

{
(Acosθ +Bsinθ)

∫ r

0
ρ

2 [C1R1 +C2R2 +C3 (S1−S2)]dρ

+C
∫ r

0
ρ [C1R1 +C2R2 +C3 (S1−S2)]dρ

}
. (4.12)

Seguindo um procedimento similar para obter a equação (4.12), o termo de domı́nio da equação

(3.27) pode ser escrito como:

∫
Ωg

g
∂w∗

∂m
dΩ =

∫
θ

G∗dθ , (4.13)

onde

G∗ =
∫ r

0
(Ax+By+C)

∂w∗

∂m
ρdρ, (4.14)

ou

G∗ =
1

8π

{
(Acosθ +Bsinθ)

∫ r

0
ρ

2
[
C1

∂R1

∂m
+C2

∂R2

∂m

+C3

(
∂S1

∂m
− ∂S2

∂m

)]
dρ +C

∫ r

0
ρ

[
C1

∂R1

∂m
+C2

∂R2

∂m
+C3

(
∂S1

∂m
− ∂S2

∂m

)]
dρ

}
.

(4.15)

Como pode ser visto, as equações (4.12) e (4.15) não são dependentes de θ . Por integração
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analı́tica, pode-se obter:

∫ r

0
Riρdρ =

r4

16

{
−16ei arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
sinθ (cosθ +di sinθ)

−

−7+2log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2


×
[
−1−d2

i + e2
i +
(
−1+d2

i − e2
i
)

cos2θ −2di sin2θ
]}

, (4.16)

∫ r

0
Siρdρ =

r4

16

2ei

−7+2log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2


×sinθ (cosθ +di sinθ)+2arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ

×
[
1+d2

i − e2
i +
(
1−d2

i + e2
i
)

cos2θ +2di sin2θ
]}

, (4.17)

∫ r

0
Riρ

2dρ =
r5

50

{
−40ei arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
sinθ (cosθ +di sinθ)

−

−17+5log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2


×
[
−1−d2

i + e2
i +
(
−1+d2

i − e2
i
)

cos2θ −2di sin2θ
]}

, (4.18)

∫ r

0
Siρ

2dρ =
r5

50

2ei

−17+5log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2


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×sinθ (cosθ +di sinθ)+5arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ

×
[
1+d2

i − e2
i +
(
1−d2

i + e2
i
)

cos2θ +2di sin2θ
]}

, (4.19)

∫ r

0

∂Ri

∂x
ρdρ =

2r3

9

{
−6ei arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
sinθ

+

−8+3log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2

(cosθ +di sinθ)

 , (4.20)

∫ r

0

∂Ri

∂y
ρdρ =

2r3

9

{
−6ei arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
(cosθ +2di sinθ)

+

−8+3log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2

[di cosθ +
(
d2

i − e2
i
)

sinθ
] ,

(4.21)

∫ r

0

∂Si

∂x
ρdρ =

r3

9

ei

−8+3log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2

sinθ

+6arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
(cosθ +di sinθ)

}
, (4.22)

∫ r

0

∂Si

∂y
ρdρ =

r3

9

ei

−8+3log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2


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×(cosθ +2di sinθ)−6arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ

[
di cosθ +

(
d2

i − e2
i
)

sinθ
]}

,

(4.23)

∫ r

0

∂Ri

∂x
ρ

2dρ =
r4

4

{
−4ei arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
sinθ

+

−5+2log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2

(cosθ +di sinθ)

 , (4.24)

∫ r

0

∂Ri

∂y
ρ

2dρ =
r4

4

{
−4ei arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ
(cosθ +2di sinθ)

+

−5+2log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2

[di cosθ +
(
d2

i − e2
i
)

sinθ
] ,

(4.25)

∫ r

0

∂Si

∂x
ρ

2dρ =
r4

8

ei

−5+2log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2

sinθ

+4arctan
ei sinθ

cosθ +di sinθ
(cosθ +di sinθ)

}
, (4.26)

∫ r

0

∂Si

∂y
ρ

2dρ =
r4

8

ei

−5+2log
r2
(

e2
i sin2

θ +(cosθ +di sinθ)2
)

a2


×(cosθ +2di sinθ)+4arctan

ei sinθ

cosθ +di sinθ

[
di cosθ +

(
d2

i − e2
i
)

sinθ
]}

.

(4.27)

Para casos onde o carregamento g é diferente de uma carga linearmente distribuı́da, o mesmo

procedimento pode ser aplicado, porém integrando F∗ numericamente. Por exemplo, caso se tenha
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g = sin(πx) a integral (4.3) é escrita como F∗ =
∫ r

0 sin(πx)w∗ρdρ que pode ser integrada numeri-

camente.

4.2 Método da integração radial - MIR

O Método da integração radial(MIR) aproxima a força de corpo b como uma soma de M pro-

dutos de funções de aproximação f m e coeficientes a determinar γm, ou seja:

b(P) =
M

∑
m=1

γ
m f m (4.28)

para as funções de aproximação baseadas puramente em funções de base radiais, ou:

b(P) =
M

∑
m=1

γ
m f m +ax+by+ c (4.29)

e

M

∑
m=1

γ
mxm =

M

∑
m=1

γ
mym =

M

∑
m=1

γ
m = 0 (4.30)

para as funções de aproximação expandidas por polinômios. A integral de domı́nio da equação

(3.26) pode ser escrita como:

P1(Q) =
M

∑
m=1

γ
m
∫

Ωg

f mw∗(Q,P)ρdρdθ (4.31)

ou

P1(Q) =
M

∑
m=1

γ
m
∫

θ

∫ r

0
f mw∗(Q,P)ρdρdθ , (4.32)

onde r é o valor de ρ em um ponto no contorno Γg (ver Figura 4.1):

Definindo Fm(Q) como:

Fm(Q) =
∫ r

0
f mw∗(Q,P)ρdρ, (4.33)
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pode-se escrever:

P1(Q) =
M

∑
m=1

γ
m
∫

θ

Fm(Q)dθ . (4.34)

Substituindo a equação (4.7) na equação (4.34), a equação integral de domı́nio da equação

(3.26) pode ser escrita na seguinte integral de contorno dada por:

P1(Q) =
M

∑
m=1

γ
m
∫

Γg

Fm(Q)

r
n.rdΓ. (4.35)

Seguindo procedimentos similares aos usados para obter a equação (4.35), o termo de domı́nio

da equação pode ser escrito assim:

P2(Q) =
∫

Ωg

b
∂w∗(Q,P)

∂n1
dΩ =

M

∑
m=1

γ
m
∫

Γg

Gm(Q)

r
n.rdΓ, (4.36)

onde

Gm(Q) =
∫ r

0
f m ∂w∗

∂n1
ρdρ. (4.37)

Assim, a integral de domı́nio da equação (3.94) pode ser escrita como:

{
P(d)

1

P(d)
2

}
=

M

∑
m=1

γ
m

Ne

∑
i=1

{
p(d,m)

1

p(d,m)
2

}
, (4.38)

onde

p(d,m)
1 =

∫
Γi

F(d,m)

r
n.rdΓ, p(d,m)

2 =
∫

Γi

G(d,m)

r
n.rdΓ. (4.39)

ou, na forma matricial, como:
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P(Q) =
[ ∫

Γ

F1(Q)
r n.rdΓ

∫
Γ

F2(Q)
r n.rdΓ ...

∫
Γ

FM(Q)
r n.rdΓ

]


γ1

γ2
...

γM


.

(4.40)

Para calcular γm, é necessário considerar a força de corpo em M pontos do domı́nio e do con-

torno. No caso deste trabalho, estes pontos são os nós do contorno e os pontos internos. Assim, a

equação (4.28) pode ser escrita como:

b = Fγ (4.41)

e γ pode ser calculado como:

γ = F−1b, (4.42)

Substituindo (4.42) na equação (4.40), tem-se:

P(Q) =
[ ∫

Γ

F1(Q)
r n.rdΓ

∫
Γ

F2(Q)
r n.rdΓ ...

∫
Γ

FM(Q)
r n.rdΓ

]
F−1b.

(4.43)

Escrevendo a equação (4.43) para todos os pontos do domı́nio, isto é, todos os nós do contorno

e pontos internos, tem-se:

P = RF−1b = Sb, (4.44)

onde S = RF−1, P é um vetor que contém os valores de P(Q) em todos os pontos fontes Q e R

é uma matriz que contém todos os valores das integrais (4.43) quando esta equação é escrita para

todos os pontos fontes Q.

As funções de aproximação f m serão funções de base radial escritas em termos de R, onde R
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é a distância entre o centro S da função de base radial e o ponto de integração P. Da Figura 4.2,

pode-se escrever:

Γg
Ωg

Q

ρ

β

R

P

l
S

Figura 4.2: Posição dos pontos no domı́nio.

R =
√

ρ2 + l2−2ρl cosβ , (4.45)

onde l é a distância entre os pontos S e Q e β é o ângulo entre ρ e l conforme observado na (Figura

4.2).

O custo computacional do RIM é maior que do DRM uma vez que as integrais dadas pelas

equações (4.33) e (4.37) não podem ser calculadas analiticamente para a maioria das funções de

aproximação. Por exemplo, se f m = R, a equação (4.33) é escrita como:

Fm(Q) =
∫ r

0
c1

√
ρ2 + l2−2ρl cosβ log(c2ρ)ρ3dρ, (4.46)

onde c1 e c2 são coeficientes que não dependem de ρ . A integral da equação (4.46) não pode ser

calculada analiticamente. O cálculo numérico desta integral torna mais alto o custo computacional

do RIM, uma vez que no DRM não se faz nenhuma integração numérica na transformação da

integral de domı́nio em integrais de contorno. A vantagem mais interessante do RIM sobre o
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DRM para formulações que envolvam materiais anisotrópicos é que as funções de aproximação

fm podem ser escolhidas livremente, pois o RIM não usa as soluções particulares ŵm obtidas da

equação diferencial (2.40).

Estas soluções particulares são necessárias no DRM, o que restringe a escolha das funções de

aproximação devido a complexidade da equação (2.40).

Neste trabalho foi usada como função de aproximação a função de base radial denominada

spline de placas finas que é dada por:

fm3 = R2 log (R). (4.47)

Alguns trabalhos da literatura (GOLBERG; CHEN; BOWMAN, 1999) mostraram que esta

função possui uma alta taxa de convergência quando usadas na forma aumentada por polinômios,

ou seja, quando a aproximação da força de corpo é dada pelas equações (4.29) e (4.30). Neste caso

ela é chamada de função spline de placas finas aumentada, ou ATPS (augmented thin plate spline),

que é usada nesse trabalho.

4.3 Tensões em placas compósitas laminadas

As lâminas de um material compósito formado por fibras unidirecionais apresentam um com-

portamento anisotrópico bem definido, cujas propriedades variam com as direções porém perma-

necem constantes em uma dada direção. Assim, a resistência na direção longitudinal às fibras será

a mesma por toda a lâmina, bem como a resistência na direção perpendicular às fibras e na direção

normal à lâmina. Essa caracterı́stica permite que o fabricante tenha controle sobre as proprieda-

des da lâmina através de poucas variáveis. Quando várias lâminas unidirecionais são unidas para

formar um laminado, surgem outras variáveis, como o número de lâminas e o ângulo das fibras de

cada lâmina. O comportamento elástico de cada lâmina pode se completamente distinto uma das

outras.

4.3.1 Tensão e deformação de placas compósitas laminadas

Os laminados são fabricados para agir como um elemento estrutural único. Para atender a essa

condição, a união entre duas lâminas do laminado deve ser infinitesimalmente fina e não deformável
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por cisalhamento para que o deslizamento de umas lâminas sobre outras seja evitado, e para permitir

o deslocamento contı́nuo ao longo da união (AGARWAL; BROUTMAN, 1990). Assim, pode-se

considerar que as deformações são contı́nuas ao longo da espessura. Contudo, como as lâminas

tem propriedades diferentes, as tensões apresentam descontinuidades ao longo das interfaces do

laminado, como mostrado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Variação da deformação e da tensão em um laminado simétrico hipotético

Para obter as deformações (2.27), os momentos (2.38) e as tensões (2.29) nas placas de Kir-

chhoff, as derivadas segunda da equação integral (3.26) precisam ser calculadas. Essas derivadas

são dadas por:

∂ 2w(Q)

∂x2 =
∫

Γ

[
∂ 2V ∗n
∂x2 (Q,P)w(P)− ∂ 2m∗n

∂x2 (Q,P)
∂w(P)

∂n

]
dΓ(P)+

Nc

∑
i=1

∂ 2R∗ci

∂x2 (Q,P)wci(P)

−
∫

Γ

[
Vn(P)

∂ 2w∗

∂x2 (Q,P)−Mnn(P)
∂ 3w∗

∂n∂x2 (Q,P)
]

dΓ(P)+
Nc

∑
i=1

Rci(P)
∂ 2w∗ci

∂x2 (Q,P)

+
∫

Ω

g(P)
∂ 2w∗

∂x2 (Q,P)dΩ. (4.48)

∂ 2w(Q)

∂y2 =
∫

Γ

[
∂ 2V ∗n
∂y2 (Q,P)w(P)− ∂ 2m∗n

∂y2 (Q,P)
∂w(P)

∂n

]
dΓ(P)+

Nc

∑
i=1

∂ 2R∗ci

∂y2 (Q,P)wci(P)

−
∫

Γ

[
Vn(P)

∂ 2w∗

∂y2 (Q,P)−Mnn(P)
∂ 3w∗

∂n∂y2 (Q,P)
]

dΓ(P)+
Nc

∑
i=1

Rci(P)
∂ 2w∗ci

∂y2 (Q,P)

+
∫

Ω

g(P)
∂ 2w∗

∂y2 (Q,P)dΩ. (4.49)
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∂ 2w(Q)

∂x∂y
=

∫
Γ

[
∂ 2V ∗n
∂x∂y

(Q,P)w(P)− ∂ 2m∗n
∂x∂y

(Q,P)
∂w(P)

∂n

]
dΓ(P)+

Nc

∑
i=1

∂ 2R∗ci

∂x∂y
(Q,P)wci(P)

−
∫

Γ

[
Vn(P)

∂ 2w∗

∂x∂y
(Q,P)−Mnn(P)

∂ 3w∗

∂n∂x∂y
(Q,P)

]
dΓ(P)+

Nc

∑
i=1

Rci(P)
∂ 2w∗ci

∂x∂y
(Q,P)

+
∫

Ω

g(P)
∂ 2w∗

∂x∂y
(Q,P)dΩ. (4.50)

onde as segundas derivadas das soluções fundamentais são dadas por:

∂ 2w∗(ρ,θ)
∂x2 =

1
8π

{
C1

∂ 2R1(ρ,θ)

∂x2 +C2
∂ 2R2(ρ,θ)

∂x2 +C3

[
∂ 2S1(ρ,θ)

∂x2 − ∂ 2S2(ρ,θ)

∂x2

]}
, (4.51)

sendo que C1, C2 e C3 são dados pelas equações (3.33), (3.34) e (3.35), respectivamente; ρ é dado

pela equação (3.31) e θ é dado pela equação (3.32).

As outras derivadas da solução fundamental são dadas por:

∂ 2M∗nn
∂x2 = −

(
f1

∂ 4w∗

∂x4 + f2
∂ 4w∗

∂x3∂y
+ f3

∂ 4w∗

∂x2∂y2

)
, (4.52)

∂ 2R∗ci

∂x2 = −
(

g1
∂ 4w∗

∂x4 +g2
∂ 4w∗

∂x3∂y
+g3

∂ 4w∗

∂x2∂y2

)
, (4.53)

∂ 2V ∗n
∂x2 = −

(
h1

∂ 5w∗

∂x5 +h2
∂ 5w∗

∂x4∂y
+h3

∂ 5w∗

∂x3∂y2 +h4
∂ 5w∗

∂x2∂y3

)

− 1
R̄

(
h5

∂ 4w∗

∂x4 +h6
∂ 4w∗

∂x3∂y
+h7

∂ 4w∗

∂x2∂y2

)
. (4.54)

As derivadas para y e xy são dadas por procedimentos similares. Todas as derivadas das

soluções fundamentais do deslocamento transversal w podem ser expressas pela combinação li-

near das derivadas de Ri e Si. Todas as derivadas de Ri e Si até a 4a ordem são dadas pelas equações

de (3.57) até (3.84). As derivadas de 5a ordem são dadas por:
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∂ 5Ri

∂x5 =
8(cosθ +di sinθ)

[
cos2 θ +

(
di

2−3ei
2)sin2

θ +di sin2θ
]

R3
[
cos2 θ +

(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3 , (4.55)

∂ 5Ri

∂x4∂y
=

8
R3

{
di cos3 θ +3

(
di

2 + ei
2)sinθ cos2 θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
+

3di
(
di

2 + ei
2)sin2

θ cosθ +
(
di

4− ei
4)sin3

θ[
cos2 θ +

(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
}
, (4.56)

∂ 5Ri

∂x3∂y2 =
8

R3

{(
di

2− ei
2)cos3 θ +3di

(
di

2 + ei
2)sinθ cos2 θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
+

3
(
di

2 + ei
2)2

sin2
θ cosθ +di

(
di

2 + ei
2)2

sin3
θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
}
, (4.57)

∂ 5Ri

∂x2∂y3 =
8

R3

{
di
(
di

2−3ei
2)cos3 θ +3

(
di

4− ei
4)sinθ cos2 θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
+

3di
(
di

2 + ei
2)2

sin2
θ cosθ +

(
di

2 + ei
2)3

sin3
θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
}
, (4.58)

∂ 5Ri

∂x∂y4 =
8

R3

{(
di

4−6ei
2di

2 + ei
4)cos3 θ +3di

(
di

4−2ei
2di

2−3ei
4)sinθ cos2 θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
+

3
(
di

2− ei
2)(di

2 + ei
2)2

sin2
θ cosθ +di

(
di

2 + ei
2)3

sin3
θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
}
, (4.59)

∂ 5Ri

∂y5 =
8

R3

{
di
(
di

4−10ei
2di

2 +5ei
4)cos3 θ +3

(
di

6−5ei
2di

4−5ei
4di

2 + ei
6)sinθ cos2 θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
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+
3di
(
di

2−3ei
2)(di

2 + ei
2)2

sin2
θ cosθ +

(
di

2− ei
2)(di

2 + ei
2)3

sin3
θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
}
, (4.60)

∂ 5Si

∂x5 =
4eisinθ

[
−3cos2 θ −6disinθ cosθ +

(
ei2−3di2

)
sin2

θ
]

R3
[
cos2 θ +

(
di2 + ei2

)
sin2

θ +disin2θ
]3 , (4.61)

∂ 5Si

∂x4∂y
=

4ei
[
cos3 θ −3

(
di

2 + ei
2)sin2

θ cosθ −2di
(
di

2 + ei
2)sin3

θ
]

R3
[
cos2 θ +

(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3 , (4.62)

∂ 5Si

∂x3∂y2 =
4ei

[
2di cos3 θ +3

(
di

2 + ei
2)sinθ cos2 θ −

(
di

2 + ei
2)2

sin3
θ

]
R3
[
cos2 θ +

(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3 , (4.63)

∂ 5Si

∂x2∂y3 =
4ei cosθ

R3

{ (
3di

2− ei
2)cos2 θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
+

3
(
di

2 + ei
2)sinθ

[
2di cosθ +

(
di

2 + ei
2)sinθ

][
cos2 θ +

(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
}
, (4.64)

∂ 5Si

∂x∂y4 =
4ei

R3

{
4di(di− ei)(di + ei)cos3 θ +3

(
3di

2− ei
2)(di

2 + ei
2)sinθ cos2 θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
+

6di
(
di

2 + ei
2)2

sin2
θ cosθ +

(
di

2 + ei
2)3

sin3
θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
}
, (4.65)

∂ 5Si

∂y5 =
4ei

R3

{(
5di

4−10ei
2di

2 + ei4
)

cos3 θ +12di
(
di

4− ei
4)sinθ cos2 θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
−

3
(
ei

2−3di
2)(di

2 + ei
2)2

sin2
θ cosθ +2di

(
di

2 + ei
2)3

sin3
θ[

cos2 θ +
(
di

2 + ei2
)

sin2
θ +di sin2θ

]3
}
, (4.66)
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O último termo da equação (4.48) pode ser transformado de uma integral de domı́nio para uma

integral de contorno, seguindo um processo similar ao procedimento mostrado na seção 4.1. Então:

∫
Ωg

g
∂ 2w∗

∂x2 dΩ =
∫

θ

H∗dθ , (4.67)

onde

H∗ =
∫ r

0
(Ax+By+C)

∂ 2w∗

∂x2 ρdρ, (4.68)

ou

H∗ =
1

8π

{
(Acosθ +Bsinθ)

∫ r

0
ρ

2
[
C1

∂ 2R1

∂x2 +C2
∂ 2R2

∂x2 +C3

(
∂ 2S1

∂x2 −
∂ 2S2

∂x2

)]
dρ

+C
∫ r

0
ρ

[
C1

∂ 2R1

∂x2 +C2
∂ 2R2

∂x2 +C3

(
∂ 2S1

∂x2 −
∂ 2S2

∂x2

)]
dρ

}
, (4.69)

As integrais das segundas derivadas de Ri e Si que aparecem na equação (4.69), tanto as multi-

plicadas por ρ quanto por ρ2, podem ser resolvidas analiticamente e são dadas por:

∫ r

0

∂ 2Ri

∂x2 ρdρ = r2

{
log

[
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

]
−1

}
, (4.70)

∫ r

0

∂ 2Ri

∂x2 ρ
2dρ =

2
9

r3

{
3log

[
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

]
−2

}
, (4.71)

∫ r

0

∂ 2Si

∂x2 ρdρ = r2 arctan
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]
, (4.72)

∫ r

0

∂ 2Si

∂x2 ρ
2dρ =

2
3

r3 arctan
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]
, (4.73)

∫ r

0

∂ 2Ri

∂y2 ρdρ = r2

{(
di

2− ei
2)[log

(
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

)
−1

]
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−4diei tan−1
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]}
, (4.74)

∫ r

0

∂ 2Ri

∂y2 ρ
2dρ =

2
9

r3

{(
di

2− ei
2)[3log

(
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

)
−2

]

−12diei tan−1
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]}
, (4.75)

∫ r

0

∂ 2Si

∂y2 ρdρ = r2
{(

di
2− ei

2)arctan
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]

+diei

[
log

(
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

)
−1

]}
, (4.76)

∫ r

0

∂ 2Si

∂y2 ρ
2dρ =

2
9

r3
{

3
(
di

2− ei
2)arctan

[
ei sinθ

cosθ +di sinθ

]

+diei

[
3log

(
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

)
−2

]}
, (4.77)

∫ r

0

∂ 2Ri

∂x∂y
ρdρ = r2

{
di

[
log

(
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

)
−1

]

−2ei tan−1
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]}
, (4.78)

∫ r

0

∂ 2Ri

∂x∂y
ρ

2dρ =
2
9

r3
{

6ei tan−1
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]

+di

[
2−3log

(
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

)]}
, (4.79)

∫ r

0

∂ 2Si

∂x∂y
ρdρ =

1
2

r2
{

2di arctan
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]

+ei

[
log

(
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

)
−1

]}
, (4.80)
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∫ r

0

∂ 2Si

∂x∂y
ρ

2dρ =
1
9

r3
{

6di arctan
[

ei sinθ

cosθ +di sinθ

]

+ei

[
3log

(
r2 (ei

2 sinθ 2 +(cosθ +di sinθ)2)
a2

)
−2

]}
. (4.81)

As tensões são então calculadas usando o procedimento apresentado na seção 2.2.1, pela

equação (2.33).

4.3.2 Cálculo das tensões no contorno

Figura 4.4: Direções normal m and tangencial t no ponto fonte.

Para calcular as tensões no contorno, será apresentada uma abordagem alternativa, uma vez

que, para se calcular a tensão no contorno usando as equações (4.48), (4.49) e (4.50), as integrais

seriam hiper-singular de ordem superior, ou seja (1/r3), o que dificultaria bastante a análise do

problema.

A derivada da equação (3.26) na direção tangencial no ponto fonte, que é um nó no contorno

(Figura 4.4), é dado por:

∂w
∂ t

+
∫

Γ

(
∂V ∗n
∂ t

w− ∂M∗nn
∂ t

∂w
∂n

dΓ

)
+∑

∂R∗ci
∂ t

wci

=
∫

Γ

(
Vn

∂w∗

∂ t
−Mnn

∂ 2w∗

∂n∂ t

)
dΓ+∑Rci

∂w∗ci
∂ t

+
∫

Ω

g
∂w∗

∂ t
dΩ. (4.82)

E na direção normal ao ponto fonte tem-se:

1
2

∂w
∂m

+
∫

Γ

(
∂V ∗n
∂m

w− ∂M∗n
∂m

∂w
∂n

dΓ

)
+∑

∂R∗ci
∂m

wci
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=
∫

Γ

(
Vn

∂w∗

∂m
−Mn

∂ 2w∗

∂n∂m

)
dΓ+∑Rci

∂w∗ci
∂m

+
∫

Ω

g
∂w∗

∂m
dΩ. (4.83)

No interior de um elemento de contorno quadrático, a derivada direcional do deslocamento trans-

versal na direção tangencial é dada por:

∂w
∂ t

= N(1)
d

∂w1

∂ t
+N(2)

d
∂w2

∂ t
+N(3)

d
∂w3

∂ t
. (4.84)

onde ∂w1
∂ t , ∂w2

∂ t e ∂w3
∂ t são derivadas de w em um nó de um elemento de contorno na direção tan-

gente ao ponto fonte, N(1)
d , N(2)

d , e N(3)
d são funções de forma quadráticas descontı́nuas dadas pelas

equações (3.87), (3.88) e (3.89).

A derivada segunda do deslocamento transversal é dada por:

∂ 2w
∂ t2 =

d
dξ

(
∂w
∂ t

)
dξ

dt
. (4.85)

Escrevendo ∂w
∂ t em termos de valores nodais interpolados pelas funções de forma, tem-se:

∂ 2w
∂ t2 =

d
dξ

(
N(1)

d
∂w1

∂ t
+N(2)

d
∂w2

∂ t
+N(3)

d
∂w3

∂ t

)
dξ

dt
, (4.86)

∂ 2w
∂ t2 =

(
dN(1)

d
dξ

∂w1

∂ t
+

dN(2)
d

dξ

∂w2

∂ t
+

dN(3)
d

dξ

∂w3

∂ t

)(
1/

dt
dξ

)
.

Seguindo um procedimento similar para ∂ 2w
∂m∂ t , é possı́vel obter:

∂ 2w
∂m∂ t

=

(
dN(1)

d
dξ

∂w1

∂m
+

dN(2)
d

dξ

∂w2

∂m
+

dN(3)
d

dξ

∂w3

∂m

)(
1/

dt
dξ

)
. (4.87)

onde ∂w1
∂m , ∂w2

∂m , e ∂w3
∂m são derivadas de w nos nós do elemento de contorno na direção normal ao

ponto fonte.

Não é possı́vel calcular ∂ 2w
∂m2 da mesma forma que ∂ 2w

∂ t2 e ∂ 2w
∂m∂ t porque não tem dm

dξ
.

Uma alternativa é escrever as equações do momento no sistema mt:
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Mmm =−
(

D
′
11

∂ 2w
∂m2 +D

′
12

∂ 2w
∂ t2 +2D

′
16

∂ 2w
∂m∂ t

)
, (4.88)

Mtt =−
(

D
′
12

∂ 2w
∂m2 +D

′
22

∂ 2w
∂ t2 +2D

′
26

∂ 2w
∂m∂ t

)
, (4.89)

e

Mmt =−
(

D
′
16

∂ 2w
∂m2 +D

′
26

∂ 2w
∂ t2 +2D

′
66

∂ 2w
∂m∂ t

)
. (4.90)

onde D
′
i j (i, j = 1,2,6) são os termos da matriz de rigidez:

D
′
=


D
′
11 D

′
12 D

′
16

D
′
12 D

′
22 D

′
26

D
′
16 D

′
26 D

′
66

= T−1D(T−1)T, (4.91)

Neste sistema, as variáveis conhecidas são: Mmm, ∂ 2w
∂ t2 e ∂ 2w

∂m∂ t , e as desconhecidas são: Mtt , Mmt ,

and ∂ 2w
∂m2 .

Escrevendo essas equações na forma matricial, tem-se:
Mmm

Mtt

Mmt

=


D
′
11 D

′
12 D

′
16

D
′
12 D

′
22 D

′
26

D
′
16 D

′
26 D

′
66




∂ 2w
∂m2

∂ 2w
∂ t2

∂ 2w
∂m∂ t .

 . (4.92)

Assim, expandindo a equação (4.92), tem-se:

∂ 2w
∂m2 = S

′
11Mmm +S

′
12Mtt +S

′
16Mmt ,

∂ 2w
∂ t2 = S

′
12Mmm +S

′
22Mtt +S

′
26Mmt , (4.93)

e

∂ 2w
∂m∂ t

= S
′
16Mmm +S

′
26Mtt +S

′
66Mmt , (4.94)
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onde

S
′
=


S
′
11 S

′
12 S

′
16

S
′
12 S

′
22 S

′
26

S
′
16 S

′
26 S

′
66

= D
′−1. (4.95)

Isolando as variáveis desconhecidas:

−∂ 2w
∂m2 +S

′
12Mtt +S

′
16Mmt =−S

′
11Mmm,

S
′
22Mtt +S

′
26Mmt =

∂ 2w
∂ t2 −S

′
12Mmm, (4.96)

e

S
′
26Mtt +S

′
66Mmt =

∂ 2w
∂m∂ t

−S
′
16Mmm, (4.97)

que pode ser escrita na forma de matrix, como:
−1 S

′
12 S

′
16

0 S
′
22 S

′
26

0 S
′
26 S

′
66




∂ 2w
∂m2

Mtt

Mmt

=


−S

′
11Mmm

∂ 2w
∂ t2 −S

′
12Mmm

∂ 2w
∂m∂ t −S

′
16Mmm

 . (4.98)

As variáveis desconhecidas ∂ 2w
∂m2 , Mtt e Mmt podem ser calculadas resolvendo o sistema linear (4.98).

4.4 Problemas transientes

O método dos elementos de contorno de integração radial será aplicados ao cálculo dos

campos de deslocamentos para problemas transientes no domı́nio do tempo. A integração no tempo

será realizada utilizando o método proposto por Houbolt (1950) por já ter sido mostrado por Lo-

effler e Mansur (1987) que o método de Houbolt é o mais apropriado para se usar na integração

direta no tempo junto com o método dos elementos de contorno de integração radial. O método de

Houbolt usa expressões padrões de diferenças finitas para aproximar a velocidade e a aceleração

em termos das componentes de deslocamento. As seguinte expansões em diferenças finitas são

utilizadas no método da integração de Houbolt:
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ẅτ+∆τ =
1

∆τ2 (2wτ+∆τ −5wτ +4wτ−∆τ −2wτ−2∆τ) . (4.99)

e

ẇτ+∆τ =
1

6∆τ
(11wτ+∆τ −18wτ +9wτ−∆τ −wτ−2∆τ) . (4.100)

onde:

τ +∆τ → passo de tempo atual;

τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo atual τ +∆τ;

τ−∆τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ;

τ−2∆τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ−∆τ;

∆τ → intervalo de tempo entre passos consecutivos de tempo.

Para obter a solução do problema no instante τ → deve-se solucionar a equação de equilibrio

dinâmico nesse instante, que pode ser escrito de forma alternativa da equação 3.114:

Mẅτ+∆τ +Cẇτ+∆τ +Hwτ+∆τ = GVτ+∆τ +Pτ+∆τ (4.101)

O problema tratado nesse trabalho não considera os efeitos viscosos e por isso a matriz C,

responsável por esses efeitos, deve ser eliminada da equação. Substituindo a equação (4.99) na

equação (4.101) e posicionando os valores conhecidos no lado direito da equação obtem-se:

(
2

∆τ2 M+H)wτ+∆τ = GVτ+∆τ +Pτ+∆τ +
5

∆τ2 Mwτ −
4

∆τ2 Mwτ−∆τ +
1

∆τ2 Mwτ−2∆τ (4.102)

Pelo sistema linear acima pode-se notar que a solução necessita do resultado dos últimos três

passos. Na inicialização do problema o conhecimento das condições anteriores se torna necessário,

caso isso não seja possı́vel algum procedimento de partida especial deve ser adotado. Devido

a natureza do problema analisado aqui, um caso no qual antes do perı́odo de análise não havia

esforços no material, os deslocamentos anteriores são adotados como nulos.

Para o cálculo da matriz massa, M, considera-se os efeitos de inércia como forças de corpo, ou
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seja, nas equações (3.27) e (3.26) haverá outra integral de domı́nio, permutando o termo g, na nova

integral, da seguinte forma:

g = ρhẅ. (4.103)

A integral de domı́nio será resolvida pelo método da integração radial.

Uma importante caracterı́stica do método de Houbolt é que ele tem um alto amortecimento

numérico. Este amortecimento torna os resultados obtidos pelo método dos elementos de contorno

de integração radial mais suaves que os obtidos por outras formulações do método dos elementos de

contorno aplicadas à elasto-dinâmica (FEDELINSKI; ALIABADI; ROOKE, 1996) e (CHIRINO

et al., 1994). Porém, o amortecimento numérico pode ser reduzido usando-se passos de tempo

menores. Algumas vezes, para se conseguir reduzir o passo de tempo e obter uma maior precisão

dos resultados é necessário refinar a malha ou aumentar o número de nós internos.
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5 Resultados

Nesta seção, resultados numéricos para tensões são apresentados para placas sob cargas depen-

dentes do tempo. Os valores obtidos em um ponto do contorno da placa não puderam ser compara-

dos diretamente, visto que, na literatura, não encontrou-se resultado equivalente. Com o objetivo de

validar o resultados comparou-se o resultado dinâmico com o dobro do resultado estático, uma vez

que o maiores valores dinâmicos, para carregamento do tipo função degrau, devem estar próximos

de duas vezes o estático. Esse comportamento pode ser claramente observado em Santana (2008),

na análise dos deslocamentos, e em Sousa (2009), na análise dos momentos. Essa análise pode

confirmar os valores de tensão obtidos. Para se garantir que o perı́odo encontrado está correto,

vamos comparar com o resultado de deslocamento obtido por Santana (2008) e por Sladek et al.

(2007), uma vez que o perı́odo tanto das tensões quanto dos deslocamentos tem de ser iguais para

um mesmo problema.

5.1 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-
formemente distribuı́da

Considere uma placa engastada (Figura 5.1) carregada no instante τo = 0 s por uma carga

q = 2,07× 106 N/m2 tipo degrau (Figura 5.2). A placa é ortotrópica e apresenta as seguintes

propriedades e dimensões: E2 = 6895 MPa, E1 = 2E2, G12 = 2651,9 MPa, ν12 = 0,3, ρ = 7166

kg/m3, a = 254 mm e espessura h = 12,7 mm. Este problema é equivalente ao problema proposto

por Sladek et al. (2007) que foi analisado usando o método sem malha de Petrov-Galerkin.

5.1.1 Sensibilidade ao número de pontos internos

A placa foi discretizada usando 12 elementos de contorno quadráticos descontı́nuos de mesmo

comprimento e 50 intervalos iguais de tempo. O problema foi analisado utilizando-se 1, 9 e 25
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Figura 5.1: Placa quadrada ortotrópica engastada (Fonte: Sousa (2009)).

pontos internos distribuı́dos uniformemente. A Figura 5.3 mostra a tensão σ22 no centro da borda

inferior da placa tanto para o problema dinâmico quanto para o estático.
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q

τ

q0

τ0
Figura 5.2: Carregamento tipo função degrau.

Figura 5.3: Tensão σ22 em função do tempo, variando-se o número de pontos internos.
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Pode-se observar que os pontos internos tem uma participação significativa na precisão dos

resultados, conforme mostrado na Figura 5.3. Com apenas 1 ponto interno existe uma diferença

expressiva em relação aos demais resultados, apresentando uma resposta excessivamente suavi-

zada e, portanto, sendo incapaz de modelar satisfatoriamente o problema. Conforme se aumenta o

número de pontos internos os resultados tornam-se menos suaves e com picos mais próximos do

valor esperado que é o dobro do resultado estático.

5.1.2 Sensibilidade ao número de elementos

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e 50 intervalos iguais de tempo. O pro-

blema foi analisado utilizando-se 4, 12, 20 e 28 elementos de contorno quadráticos descontı́nuos de

mesmo comprimento. A Figura 5.4 mostra a tensão σ22 no centro da borda inferior da placa tanto

para o problema dinâmico quanto para o estático.

Figura 5.4: Tensão σ22 em função do tempo, variando-se o número de elementos.
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Pode-se observar na Figura 5.4 que o número de elementos do contorno da placa não é um fator

crı́tico na análise desse problema, visto que para todas as discretizações analisadas não se observou

uma variação significativa mostrando que mesmo para uma discretização muito grosseira, com um

elemento por lado, ainda se obtém bons resultados.

5.1.3 Sensibilidade ao passo de tempo

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e 12 elementos de contorno quadráticos

descontı́nuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado utilizando-se 25, 50 e 100 inter-

valos iguais de tempo. A Figura 5.5 mostra a tensão σ22 no centro da borda inferior da placa tanto

para o problema dinâmico quanto para o estático.
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Figura 5.5: Tensão σ22 em função do tempo, variando-se o número de intervalos de tempo.

Conforme observado na Figura 5.5, ocorreu uma suavização a medida que se diminuiu a quan-

tidade de intervalos, mostrando que 25 intervalos não é uma quantidade adequada para esse caso e

que uma quantidade maior de 100 intervalos não impactaria de maneira expressiva os resultados.

Foi observado que o passo de tempo tem grande influência nos resultados. Este comportamento

já havia sido relatado por Santana (2008) na análise dos deslocamentos e por Sousa (2009) na

análise dos momentos, ambos para o mesmo problema.
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Figura 5.6: Deslocamentos no centro obtidos por Santana (2008) e por Sladek et al. (2007) para a
placa engastada.

A figura 5.6 apresenta o resultado para o deslocamento no centro da placa para esse problema.

Estes resultados foram calculados por Santana (2008) usando o método dos elementos de contorno

e comparado com os resultados de Sladek et al. (2007) calculados usando o o método sem ma-

lha de Petrov-Galerkin. O perı́odo de um ciclo dos deslocamento deve coincidir com o perı́odo

das tensões. Observando as figuras e 5.5 e 5.6 podemos observar que o perı́odo obtido está em

conformidade com os resultados da literatura.

Nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9 pode-se observar os campos de tensão da placa engastada em análise.
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Figura 5.7: Mapa de σ11 no instante de máxima tensão absoluta na placa engastada.
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Figura 5.8: Mapa de σ22 no instante de máxima tensão absoluta na placa engastada.
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Figura 5.9: Mapa de σ12 no instante de máxima tensão absoluta na placa engastada.
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5.2 Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob
carga uniformemente distribuı́da

Considere uma placa apoiada (Figura 5.10) carregada no instante τo = 0 s por uma carga tipo

degrau q= 2,07×106 N/m2 (Figura 5.2). A placa considerada apresenta as mesmas propriedades e

dimensões da seção anterior. A única diferença é a condição de contorno que agora é simplesmente

apoiada.

Figura 5.10: Placa quadrada ortotrópica apoiada (Fonte: Sousa (2009)).
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A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadráticos descontı́nuos de

mesmo comprimento, 100 intervalos iguais de tempo e 9 pontos internos distribuı́dos uniforme-

mente. A Figura 5.11 mostra a tensão S12 no primeiro nó da borda inferior da placa tanto para o

problema dinâmico quanto para o estático. Neste caso não foi analisada a tensão no centro da borda

pois nesse ponto as tensões são nulas para este problema.

Figura 5.11: Tensão σ12 em função do tempo na placa simplesmente apoiada.

Esse nó e essa componente da tensão foram escolhidos por ser onde a tensão apresenta os

valores mais crı́ticos, com o maior valor absoluto de tensão do problema. Mais uma vez pode ser

observado uma boa concordância com o resultado esperado.
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Figura 5.12: Deslocamentos obtidos por Santana (2008) e por Sladek et al. (2007) para a placa
apoiada.

Na Figura 5.12 podemos observar que o perı́odo obtido está de acordo com os resultados da

literatura.

Nas figuras 5.13, 5.14 e 5.15 pode-se observar os campos de tensão da placa apoiada em análise.

Figura 5.13: Mapa de σ11 no instante de máxima tensão absoluta na placa simplesmente apoiada.
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Figura 5.14: Mapa de σ22 no instante de máxima tensão absoluta na placa simplesmente apoiada.
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Figura 5.15: Mapa de σ12 no instante de máxima tensão absoluta na placa simplesmente apoiada.
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5.3 Placa engastada-livre sob carga uniformemente distribuı́da

Considere uma placa engastada-livre (Figura 5.16) carregada no instante τo = 0 s por uma

carga tipo degrau q = 2,07× 106 N/m2 (Figura 5.2). A placa considerada apresenta as mesmas

propriedades e dimensões das seções anteriores.

Figura 5.16: Placa quadrada ortotrópica engastada em um lado e livre em três lados (Fonte: Sousa
(2009)).

A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadráticos descontı́nuos de

mesmo comprimento, 100 intervalos iguais de tempo e 9 pontos internos distribuı́dos uniforme-

mente. A Figura 5.17 mostra a tensão σ22 no centro da borda inferior da placa tanto para o problema

dinâmico quanto para o estático.

Pode-se observar na Figura 5.17 que os resultados se apresentaram satisfatórios quando com-

parados com o resultado estático.

Nas figuras 5.18, 5.19 e 5.20 pode-se observar os campos de tensão da placa engastada-livre
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Figura 5.17: Tensão σ22 em função do tempo na placa engastada-livre.

em análise no instante onde a tensões tem seu máximo valor absoluto.
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Figura 5.18: Mapa de σ11 no instante de máxima tensão absoluta na placa engastada-livre.
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Figura 5.19: Mapa de σ22 no instante de máxima tensão absoluta na placa engastada-livre.
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Figura 5.20: Mapa de σ12 no instante de máxima tensão absoluta na placa engastada-livre.
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6 Considerações finais

Este trabalho apresentou uma formulação do método dos elementos de contorno para análise

de problemas dinâmicos em placas finas de materias compósitos calculando momentos, tensões e

deformações tanto em pontos internos quanto no contorno. A formulação do método dos elementos

de contorno para a análise de problemas de elastodinâmica em materiais anisotrópicos foi obtida

usando soluções fundamentais da elastostática e considerando os termos de inércia como forças de

corpo. Foram usados elementos de contorno quadráticos descontı́nuos. As integrais de domı́nio

provenientes dos termos de inércia foram transformadas em integrais de contorno usando o método

da integração radial.

No método da integração radial foi utilizada como função de aproximação a função de base

radial spline de placas finas aumentadas por polinômios que, conforme relatado na literatura, apre-

senta um bom desempenho em várias formulações.

A formulação desenvolvida foi aplicada a vários problemas numéricos e mostrou que os resul-

tados tem uma boa aproximação com os resultados esperados. Foram feitas análises de sensibili-

dade ao número de pontos internos, número de elementos e o tamanho de passo de tempo.

O método se mostrou sensı́vel ao número de pontos internos, exigindo um número mı́nimo de

pontos internos a partir do qual a resposta se apresentasse condizente. Quando são usados poucos

pontos internos, os resultados tendem a ser mais suaves.

Houve pouca sensibilidade quanto ao número de elementos de contorno da malha, obtendo-se

boa concordância mesmo para malhas bastante grosseiras.

O método mostrou-se sensı́vel ao tamanho do passo de tempo. Passos de tempo grandes tendem

a suavisar os resultados, embora ainda permanecendo com bons resultados.

No geral, a formulação desenvolvida apresentou um bom desempenho na modelagem de pro-

blemas dinâmicos de placas anisotrópicas finas, constituindo-se, como uma alternativa para a
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análise de estruturas de materiais compósitos laminados sujeitas a cargas transientes.

6.1 Sugestões para trabalhos futuros

• Extensão da formulação para análise de danos causados por impacto de baixa velocidade em

placas de materiais compósitos laminados;

• Desenvolvimento de formulações similares que considere o efeito da deformação de cisalha-

mento transversal (placas espessas);

• Extensão da formulação desenvolvida para problemas de placas finas sob grandes deflexões;

• Desenvolvimento de procedimentos que reduzam o custo computacional do RIM.
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