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”"The more we learn about the
world, and the deeper our learning,
the more conscious, specific, and ar-
ticulate will be our knowledge of
what we do not know, our knowledge
of our ignorance. For this, indeed, is
the main source of our ignorance —
the fact that our knowledge can be
only finite, while our ignorance must

necessarily be infinite”

Karl Popper, Conjectures and Refutations: The
Growth of Scientific Knowledge, 1963

"Ever tried. FEver failed. No
matter. Try again. Fail again. Fail

better.”

Samuel Beckett, Worstward Ho, 1983
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Resumo

Modelos bidimensionais de gravitagao surgem naturalmente na descri¢ao de diversos fenémenos
fisicos. Grande parte desses modelos visam entender o processo de criagao do Universo no cenério

pré Big-Bang, provendo também testes nao-triviais no contexto da teoria quantica de campos.

A gravitagdo bidimensional acoplada com o campo dilaton (G2dD) vem sendo bastante
estudada. Ela se mostra como um sistema integravel na teoria cléssica, assim, a estruturacao da
integrabilidade nos possibilita entender as solucoes cldssicas nao-perturbativas e assim proceder
com as quantizagdo. A G2dD é bastante similar com o modelo sigma nao linear (SNL), que
também ¢ integravel. No entanto, diferente da G2dD, o SNL nao é quantizavel usando a teoria
de sistemas integraveis - isso ocorre gracas ao comportamento ambiguo entre os parénteses
de Poisson de suas matrizes de monodromia, que codificam todas as informacoes do modelo

integravel.

Recentemente, um interessante modelo da gravitagao quantica foi proposta por Hotava. Esse
modelo, chamado de Hofava-Lifshitz (HL), vem sendo extensivamente estudado e explorado no
meio cientifico. Ele propoe alteracbes na gravitacdo de Einstein de forma que a mesma seja
renormalizdvel e, consequentemente, quantizavel. Para ser uma teoria coerente, a HL deve
tender a relatividade padrao de Einstein nos limites de baixas energias. Outro fato importante

é que para altas energias a HL se transforma numa teoria bidimensional efetiva.

Utilizando o HL. como uma motivacao, estudamos a gravitagdo bidimensional através do
formalismo da Integrabilidade. Calculamos os parénteses de Poisson entre as matrizes de mo-
nodromia do modelo principal do campo quiral (PCM), que é um tipo de SNL bidimensional,
e obtivemos a ambiguidade dessa estrutura. O mesmo foi feito para a G2dD, cujo resultado
foi Unico e vidvel. Comparamos entao as caracteristicas e peculiaridades entre o PCM e a
G2dD e observamos o papel fundamental que o dilaton possui: viabilizar a estrutura de Poisson,

tornando o modelo quantizavel pelo formalismo da integrabilidade.

Visando tornar o trabalho acessivel a todo piblico interessado nessa area da Fisica, fizemos
uma revisao sobre grande parte dos pontos cruciais da teoria que sao importantes para o enten-
dimento do nosso resultado. Achamos necessdrio também preencher nosso trabalho com muita

algebra, levando em consideragao o nimero elevado de pontos sutis.



Abstract

Two-dimensional models of gravitation arise naturally in the description of various physical
phenomena. Most of these models aim to understand the process of creating the universe in the
pre-Big Bang scenario, as well as provide various non-trivial tests in the context of the quantum

field theory.

The two-dimensional gravity coupled with dilaton field (G2dD) has been a subject of intense
research in the recent years. It has integrable structure in the classical theory, and, therefore,
allows one to understand both the classical non-perturbative solutions, as well as proceed with
the quantization of the model. The G2dD has a similar to the nonlinear sigma model (SNL)
structure, which is also integrable on the classical level. However, unlike G2dD, SNL is not
quantizable easily using the theory of integrable systems - this is due to the ambiguous behavior
of the algebra of the monodromy matrices, which encode the complete information of integrable

structure.

Recently, an interesting model of quantum gravity has been proposed by Hotava. This
model, called Hofava-Lifshitz (HL), has been extensively studied and explored in the scientific
community in the last few years. He proposed changes in Einstein’s gravitation theory so that
it is renormalizable and therefore makes sense in the context of the quantum field theory. To be
a coherent theory, HL. must tend to the standard Einstein’s relativity in the low-energy limits,
and one of the consequences of the HL theory is the important feature that for high energies HL

becomes effectively a two-dimensional theory.

Using the HL as a motivation, we study two-dimensional gravitation utilizing the formalism
of integrability. We calculate the Poisson brackets between monodromy matrices of the principal
chiral model(PCM), which is a type of two-dimensional SNL, and show how the ambiguity of this
structure appears. The same is done for G2dD, where we show that the ambiguity is removed,
and the result is unique and well-defined. We then compare the characteristics and peculiarities
between the PCM and G2dD and note the key role played by the dilaton field, due to which
the Poisson structure becomes regularized, making the model quantizable in the framework of

integrable models.

Aiming to make the work accessible to everyone interested in this area of physics, we review
in details most of the crucial points, that are important for understanding of our results, and
include various non-trivial calculations explicitly, which should be especially useful for interested

students.
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1 Introducao

Os métodos e aplicacoes da teoria de sistemas integraveis sao aceitos como os meios mais
eficazes na andlise de uma vasta gama de fendmenos fisicos bidimensionais - desde a fisica da
matéria condensada [1] com os modelos de sine-gordon, Schroedinger nao linear, 6-vértices nao
linear, 8-vértices nao linear, até os recentes progressos na teoria de cordas [2—10] com a cor-
respondéncia AdS/CFT e a prépria gravitagao quantica com a teoria de Hofava-Lifshitz, como
veremos adiante. Assim, a Integrabilidade dispde de um robusto arcabouco para o estudo de
diversos modelos que sao até inacessiveis por meio de outros formalismos. A idéia da Integrabi-
lidade é obter solugoes exatas de sistemas através de quadraturas (série de operagoes algébricas

e resolugao de integrais), revelando uma perspectiva fisica nao perturbativa completa e rica.

Neste trabalho estudaremos um pouco do critério de Liouville para definir a integrabilidade.
Esse critério baseia-se no conhecido teorema de Liouville, proposto inicialmente no contexto do
formalismo Hamiltoniano da mecénica classica. Assim, para um sistema ser integravel a Liou-
ville, ele deve ser caracterizado por um espaco de fase 2n dimensional possuindo n quantidades
independentes em involucao. Existe entao uma transformacao canonica que permite reescrever
as equacoes de movimento do sistema em termos de novas varidveis, denominadas angulo-acao.
Assim, a Hamiltoniana sendo independente dessas novas varidveis, fica trivial a integragao das
equagoes de Hamilton. Observe que originalmente o teorema é valido somente para sistemas

finitos e discretos, no entanto pode ser estendido para o caso infinito-dimensional de campos.

O par de Laz e a condi¢do de curvatura nula (CCN) s@o conceitos intimamente ligados a
integrabilidade. A estrutura de Lax foi introduzida por Peter Laz [l 1] em 1968 ao discutir a
fisica dos sdlitons em meios continuos e consiste basicamente em encontrar uma representacao
alternativa das equagodes de movimento de um dado modelo. Os elementos dessa estrutura sao
um par de operadores diferenciais L e M dependentes de um parametro temporal que satisfazem
uma equagao de compatibilidade (equagao de Lazx). Essa estruturacao de Lax vale para sistemas

finitos e infinitos e continuos, dessa forma, é utilizado em teorias de campo.

Embora existam outros métodos [12] para se obter o par de Lax, em geral deve-se ’adivinhar’
uma expressao para L levando a um M que satisfaca a equacao de Lax. Esse incoveniente em

procurar expressoes adequadas para o par de operadores foi amenizada por uma técnica proposta



por Ablowitz et al (1987). Através de um sistema sobredeterminado de equagoes diferenciais
ordindrias eles obtiveram uma expressao matricial, equivalente a equacao de Lax, chamada de
condi¢dao de curvatura nula (CCN). Essa expressao, por conter matrizes ao invés de operadores
diferenciais, é mais facil de trabalhar e assim podemos, por processos mais simples de deducao,
encontrar uma expressao para L tal que a CCN represente a equagao de movimento do sistema.
Faddeev [13] também é um nome recorrente e fundamental nessa area pois, além de colaborar

com o desenvolvimento da CCN, descreveu diversos modelos utilizando esse formalismo.

Uma outra quantidade relevante nesse contexto é a matriz de monodromia Tr(\). Essa
matriz, que depende de um parametro espectral arbitrario A , é definida com o objetivo de
transladar solugoes. Como veremos adiante, o traco dessa quantidade nos leva a uma familia
de quantidades conservadas. Consequentemente, todas as propriedades espectrais do modelo
estao codificadas no traco da matriz de monodromia. Vale a pena destacar também, que ao
calcularmos os parénteses de Poisson entre essas matrizes 17, pode-se provar a involugao e a

consequente integrabilidade do modelo.

O interessante do formalismo de Lax ou da CCN ¢é que caso um modelo seja passivel desses
tipos de representacao, ele é automaticamente integravel. Utilizamos essa estrutura no nosso
trabalho. Obtemos os pares de Lax e os respectivos parénteses de Poisson entre as matrizes
de monodromia de dois modelos bidimensionais: modelo principal do campo quiral (PCM) e a

gravitacao bidimensional acoplada ao campo dilaton (G2dD).

Como veremos adiante, o PCM é um tipo de campo quiral que possui valores num grupo
de Lie compacto. Ele ja vem sendo estudado héd bastante tempo no meio cientifico, possuindo
assim uma literatura exaustiva (ver [11]). A caracteristica central desse modelo é a nao ultralo-
calidade de sua algebra, que se estende aos parénteses de Poisson, possuindo assim termos que
divergem no infinito, violando a identidade de Jacobi. Por motivos didaticos vamos comprovar
essa qualidade andémala do PCM - teremos dessa forma, uma metodologia de resolucao a ser

aplicada e comparada com outros modelos.

O interesse de se estudar modelos reduzidos a duas dimensdes reside no fato de surgirem
caracteristicas que no modelo original nao ocorria, além é claro, de também serem mais simples
e representativos para o desenvolvimento de novas soluctes. A teoria de Einstein por exemplo
ao ser reduzida, se torna integravel e possui solugoes exatas [15], j4 a de Horava-Lifshitz ainda
é nebulosa, mas possui caracteristicas bem interessantes e promissoras de serem estudadas’.
Particularmente na G2dD, que é uma reducao dimensional de teorias gravitacionais, surge um

campo escalar acoplado, o dilaton, resultante da compactificacao das métricas de dimensoes

!De forma bem peculiar, a teoria de Hofava-Lifshitz reduzida possui, além de outros campos, dois campos
acoplados: dilaton e o modo escalar, de forma que o mecanismo da integrabilidade ainda néo foi utilizada na
literatura para caracterizar esse modelo reduzido.



superiores, que é essencial para a quantizacao desse modelo. Como veremos ao longo do trabalho,
esse fator retira a ambiguidade provocada pela nao ultralocalidade dos parénteses de Poisson,

tornando a teoria vidvel por essa estruturacao.

A teoria da gravitagao prevista pela Relatividade Geral nao é renormalizavel [16]. Dessa
forma, apesar de ter sucesso como uma teoria classica da gravitacao, sendo uma teoria efetiva
no infravermelho (IR - baixas energias), ela é quebrada no ultravioleta [17] (UV - altas ener-
gias). Assim, na escala do UV estamos impossibilitados de descrever interagoes gravitacionais
e o préprio espaco-tempo; consequentemente nao podemos quantiza-la utilizando técnicas de

quantizacao convencionais.

Em 2009, Hotava [158] propos modificac¢oes na teoria gravitacional de Einstein visando torna-
la renormalizavel e quantizavel. Essas modificagoes, chamadas pela literatura como gravitacao
de Horava-Lifshitz (HL), tem como base fundamental desistir da invariancia de Lorentz ao
introduzir uma escala de coordenadas diferente no UV, a chamada escala anisotrdépica ou escala
de Lifshitz [19]. Nao vamos entrar em mais detalhes quantitativos ao longo deste trabalho
acerca da HL, mas vale a pena destacar que: nos limites do UV, a HL possui uma estrutura
bidimensional [20] e nos limites do IR a HL deve resultar na Relatividade Geral proposta por

Einstein.

Em um préximo trabalho vamos utilizar de fato a teoria HL. A idéia é proceder com a
reducao bidimensional desse modelo, analisando a algebra resultante, e verificar se 0 mesmo é
integravel. Como sabemos que no limite do IR o HL resulta na teoria da relatividade geral,
iremos entao para esse limite no modelo HL reduzido comparar com a G2dD, obtida nesta

dissertacao.

A estruturacao deste trabalho é simples e foi feita em dois capitulos e apéndices.

No capitulo 2 englobamos um resumo de grande parte da teoria para a compreensao dos
resultados. Abordamos o conceito de Integrabilidade, primordial no nosso trabalho, bem como
exemplos de modelos integraveis que sao bastante aplicaveis em todas as dreas da Fisica. Es-
tendemos a integrabilidade para campos e obtivemos a teoria para o caso simplificado mas

representativo do modelo de Schroedinger nao linear.

No capitulo 3 abordamos os resultados do nosso trabalho. Através da equagao de movimento
do PCM e da G2dD estudados na literatura, obtivemos os respectivos pares de Lax e matrizes de
monodromia. Assim, calculando os parénteses de Poisson entre as quantidades obtidas, pudemos
comprovar ou nao a possibilidade de quantizacdo dos modelos, bem como o funcionamento do

dilaton para o caso da G2dD.

Finalmente na conclusao, discutimos os resultados obtidos e nos apéndices algumas contas



que podem nao ser triviais para o leitor.

O leitor vai observar também o volume de contas contidas ao longo dos capitulos. Achamos
necessario essa abordagem para assim estabelecer a dlgebra e o formalismo que é bem disperso

na literatura correlata.



2 Integrabilidade

Um sistema é considerado integravel classicamente quando ele é modelado por equacoes
diferenciais nao lineares (EDNL) que podem ser resolvidas analiticamente. Isso implica que a
solucao pode ser reduzida a um nimero finito de operagoes algébricas e integracoes (quadratu-
ras). Neste capitulo introduziremos a integrabilidade classica no contexto de sistemas dindmicos,
com o objetivo de obtermos solugoes explicitas de equagoes de movimentos que serdo importantes

neste trabalho.

2.1 Formalismo Hamiltoniano

No contexto da mecéanica classica, o movimento de um sistema com n graus de liberdade é
descrito por uma trajetéria imersa no espaco de fase M com dimensao 2n e com as coordenadas

locais:

gz(p37QJ)7 j:]-vzv"’an

Assim sendo, o espaco de fase pode ser visto localmente como um conjunto aberto de R?"?
mas globalmente pode ser uma variedade topoldgica nao trivial (veja [21]), como uma esfera
ou um toro por exemplo. As suas varidveis dindamicas sdo fungoes f : M x R — R tal que

f=f(p,q,t), onde t é um parametro denominado 'tempo’.

Vamos considerar duas fungoes f,g : M x R — R. Podemos introduzir o parénteses de

Poisson da seguinte forma:

{f,9} :=Zﬁ@—ﬁ@ (2.1.1)

A partir dessa definicao podemos verificar que as seguintes propriedades sao satisfeitas:

Antissimetria

{f,9y =9, 1}

{f g h}t+ g, {h, [}} +{h,{f.9}} =0
{f1,af2+ Bfs} = a{f1, fo} + B{ /1, f3}
{f1. fofs} = {f1, o} 3 + fol fr, fo}

Identidade de Jacobi

Linearidade

Ll

Regra de Leibniz



Pode-se verificar também que as coordenadas locais £ satisfazem as relagoes de comutacao

canonicas:

{pj,pr} =0, {gj, a} =0, {4, P} = 0 (2.1.2)
As funcoes f e g estao em involugao caso seja satisfeita a seguinte relacao:

{f,9}=0

Vamos considerar uma Hamiltoniana H = H(p, ¢,t), onde usualmente omitimos o ¢ (ja que
de forma geral hd uma independéncia temporal). A dindmica do sistema ¢é determinada pela

seguinte equacao diferencial:

d 0
=Tt v r=1wa) 2.1

Escolhendo f = p; ou f = g; obtemos as equacoes de Hamilton:

0H ) o0H

pj 0qj € gj apja ( )

que compdem um sistema' de 2n equacdes diferenciais de primeira ordem. Observamos que esse
sistema (2.1.4) é deterministico, j& que (p;(t), ¢;(t)), para um tempo arbitrdrio ¢, sdo determi-
nados univocamente pelas 2n condicoes iniciais (p;(0), ¢;(0)). Uma outra implicacao da equacao

(2.1.4) é que os elementos de volume no espago de fase M sao conservados.

Definicao 2.1 Uma funcio f = f(pj, qi,t) € dita constante de movimento® se satisfazerf =0’

quando as equagoes (2.1.4) forem vdlidas; ou, equivalentemente,
f(p(t),q(t),t) =c onde c é uma constante, (2.1.5)

se p(t) e q(t) sao solugoes de (2.1.4)

Quando nos deparamos com um sistema de equagdes do tipo (2.1.4) sé podemos resolvé-lo
caso haja um numero suficiente de constantes de movimento, ja que a mesma elimina uma das

equacoes do sistema. Assim sendo, é feita a reducao de ordem desse sistema.

Considere uma constante de movimento f que nao depende explicitamente do tempo e que,
dessa forma, defina uma hipersuperficie f(p,q) = ¢ em M (figura 1). Duas hipersuperficies
correspondentes a duas cargas conservadas se interceptam em uma superficie com codimensao
2 em M. Geralmente, a trajetoria é descrita sobre uma superficie de dimensao 2n — L, onde L

é o numero de cargas conservadas independentes. Se L = 2n — 1, entao essa superficie é uma

1Esse sistema é essencialmente equivalente s equacdes de movimento de Newton. O formalismo hamiltoniano
permite entdo uma visado mais geométrica da mecéanica classica e é o ponto inicial para a quantizagao do sistema

2ou primeira integral, ou integral de movimento, ou carga conservada

30 representa derivada temporal de [J



solucdo de (2.1.4).

Dessa forma, construir uma solugao de (2.1.4) implica na construcao dessas hipersuperficies
- e, para isso, é necessario obter um numero correspondentes de integrais de movimento. Pode-
mos verificar que, dada duas cargas conservadas que independem explicitamente de ¢, sempre
podemos usar seus parénteses de Poisson para definir uma terceira constante de movimento®.
Outra forma, mais geral, de se obter algumas integrais de movimento, é utilizar o teorema de
Noether (relacionadas a algumas simetrias do hamiltoniano como a de translagdo temporal,
rotagoes, etc). A obtencao das cargas conservadas dessa maneira, no entanto, geralmente nao

sao suficientes para prosseguirmos.

Para exemplificar o que foi dito, vamos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1 Considere o seguinte hamiltoniano de um sistema com 1 grau de liberdade em
um espaco de fase M = R?:

H(p,q) = %pQ +V(q)

Temos de 2.1./ que
Ny — —_— _— e — -
q=——=pD p= =

. . , . =
Como o hamiltoniano € uma constante de movimento®, teremos:

e

§p2 +V(q) = E constante, denominada energia (correspondente a uma hipersuperficie).

Daft

i=p=+V3E V(] = 9 = +\/oF -~ V(g)

_ dgq
iz f VAE V()

Dessa forma, para obter a solugdo teriamos que resolver a integral acima e inverter a rela¢do
para assim obtermos q(t). Observe que apesar desse passo nem sempre ser possivel, o sistema

nao deiza de ser integrdvel.

2.2 Integrabilidade de Liouville e variaveis angulo-acao

Como foi visto anteriormente, dado um sistema do tipo 2.1.4, na maioria das vezes é sufici-
ente saber as n (ao invés de 2n — 1) cargas conservadas , ja que as mesmas reduzem a ordem do
sistema em 2. Partindo desse pressuposto, podemos introduzir a seguinte definicao de sistema

integravel.

4Essa conclusio segue da identidade de Jacobi e o fato de que todas as integrais de movimento comutam com
0 hamiltoniano
5 dH



f(p.)=c

Figura 1: Tipo de superficie nivel

Definicao 2.2 Um sistema integrdvel consiste de um espago de fase par (de dimensao 2n)
associado com n funcées independentes globalmente definidas® fi, fa,--- , fn : M — R tais que

as mesmas estejam em involucdo:

{fisfi}=0 4 k=12 n (2.2.1)

A partir do Teorema de Arnold-Liouville podemos verificar que os sistemas integraveis per-
mitem obter equagoes de movimento soluveis. Antes de introduzir este teorema, vamos abordar
um outro aspecto que se utiliza da liberdade em escolha de coordenadas nas equagoes de Ha-

milton.

A transformacgdo canonica é feita a partir de uma transformagao de coordenadas no espago
de fase do tipo Qr = Qr(p,q) e P, = Pr(p,q) em que ocorra a preservacao dos parénteses de

Poisson (e consequentemente as equagoes de Hamilton):

dqx Ipr, Opx gy, 0Qr 0P, 0P, 0Qy,

" 9f dg af dg :Zn: of 0Og of 0Og
— Ok Opr  OprOqx =

vV f,g: M —R

Introduzindo uma funcao geradora S(q, P,t), tal que det(agg‘gpk) # 0, podemos construir
uma transformagao candnica escolhendo:
oS oS ~ oS

50s gradientes V f; s@o linearmente independentes no espago tangente a qualquer ponto em M



A idéia por trds do Teorema de Arnold-Liouville a seguir, é ’procurar’ transformacoes

canonicas tais que as novas varidveis H(Py, P,--- , P,), por exemplo impliquem em:
. OH
Py(t) = ——=—— = 0= Py(t) = constante = P;(0) e,
0Qk
. OH OH
(1) = —— = Qu(t) = Qr(0) + t=——

A dificuldade desse processo reside justamente em encontrar funcoes geradores para tais
transformacoes candnicas. Vale a pena citar também que decidir se um dado hamiltoniano é
integravel ou nao (sem ter nenhum conhecimento das n involuges do sistema) é um problema

ainda aberto a pesquisas.

Liouville provou que se em um sistema com n graus de liberdade, é sabido as n cargas

conservadas em involucao, entao esse sistema ¢é integravel por quadraturas

Teorema 2.1 (Teorema de Arnold-Liouville) Suponha que ezista n fungées em involugoes

em uma variedade M de dimensdo 2n:

fi,fo, - fn {fi, ;1 =0, comi,f=1,2,---,n = Sistema integrdvel,
e que:

My = {(p,q) € M; fr(p,q) = ck}, ondec,= constante ek =1,2,---,n

seja uma superficie de nivel de dimensdo n das cargas conservadas fi. Entdo:

1. My € uma variedade suave sob o fluxo de fase com Hamiltoniana H = f;
2. Se My for compacta e coneza entdao ela é difeomdrfica a um toro
T =8 x 8t x ... x S,
e, na vizinhanca desse toro em M pode-se introduzir as coordenadas ’angulo-acdo’
Il,Ig,--‘,In,qﬁl,qﬁQ,--‘,gbn, ComOS(kaQﬂ’,

tais que os angulos ¢y, sdo coordenadas em My e as agoes Iy, = I (f1, fo, -+, fn) s@o as

cargas conservadas.

3. As equagoes candnicas com Hamiltoniana H podem ser integradas por quadraturas. Assim,

as equacgoes de movimento com as novas varidveis ficam na forma:

I =0 ed)k:wk(h,lg,-'- JIn), comk=12---n

4. O fluxo de fase com Hamiltoniano H preve um movimento condicionalmente periddico em
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My¢, assim, em coordenadas angulares ¢y, com i =1,2,--- ,n, teremos:
doy,
— =W, W=w
g K (f)
A prova completa deste importante teorema pode ser encontrada em [22]. Vamos agora

entender alguns elementos do teorema que serao relevantes para esta dissertacao.

e Como o sistema relacionado ao Teorema de Arnold-Liouville é integravel e de dimensao

2n, o movimento descrito ocorre na superficie:

fi(p,q) = c1, fa(p,q) = c2,- -+, fu(p,q) = ¢, de dimensdo 2n —n = n.

Essa superficie, de acordo com o teorema, é um toro; assim, para cada ponto da variedade
M existe precisamente um toro 7™ passando por ele. Dessa forma M admite uma foliacao
por folhas n dimensionsais - cada folha é um toro, e para cada toro temos as constantes
(superficies de nivel) ¢y, -+, ¢,. Com a condi¢ao de que det(%) # 0, podemos resolver o

sistema fi(p, q¢) = ¢x para o momento p;:

pi = pi(q)

Calculando o diferencial de f;(q,p(q)) = ¢;:
ofi  0f; 0
J n Ji Opx

dq;  Opr 0q;

Op; 0q; ~ Op; Opy, Og;

onde multiplicamos a expressao por %fT"?. Trocando os indices, e fazendo a subtracao entre
J

as expressoes (mi) — (im) obtemos:

Ofm 0i Opi _ OFi Ofm 0P _

%61% 8qj apj Opy, an

=0

Como as fungoes estao em involucao, temos que o primeiro termo da expressao anterior é

igual a zero. Dessa forma, rearranjando os indices de soma:

Ofi Ofm <3pk 8pj>
— | =— = =] =0 2.2.2
Opr Op; \O0q;  Oqi ( )
Ok Opj _
dq;  Oqy
iéjklgzlfzvxp:o
J
i/(pr)-dqzﬁﬁ p-dq
s 55
= ygpjdqj =0 (2.2.3)

Onde usamos o teorema de Stokes, observando que S é a superficie e .5 o seu contorno.
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Vemos entao pela expressao resultante que a integral de contorno na superficie do toro, é

igual é zero (conservativa).

Figura 2: Ciclos D1 e Ds nao contrateis em um toro 7.

e Apesar do obtido no item anterior, teremos ainda n curvas que ndo podem ser contraidas
para se tornar um ponto (ver figura 2), assim resultardo em integrais que nao serao nulas.
Essas curvas fechadas, os ciclos serao denominados Dy, onde o k representa o k-ésimo
ciclo. Definimos, dessa forma, as coordenadas de acao:

1

- 2 Dy

Dy ={(¢1, -+ ,¢,) €T™0 < ¢, <27, ¢, = constante para i # k},

Iy pjdg; com: (2.2.4)

onde os ¢, como veremos posteriormente, sao as coordenadas angulos no toro. Vale a
pena observar que, independente da escolha da curva Dy, a agao (2.2.4) é a mesma. Essa
conclusao decorre do uso do teorema de Stokes em duas curvas arbitrarias Dy e Dy (figura

3) e percorridas em sentidos opostos uma da outra:

Opr  Opj
p-dq'+§£ p~dq-:/—dq-/\dq =0
yng 44y B 7945 (8qj qu) J k

onde A é o produto antissimétrico, ou produto exterior.

Tn

D1 D2

Figura 3: Ciclos D1 e Do com sentidos opostos em num toro 7.

e Uma consequéncia importante do teorema de Arnold-Liouville é a comutagao dos parénteses

de Poisson entre as acgoes [. Como I depende somente de fr = cp, que sao as cargas
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conservadas, teremos:

0l; Of, 01y, Ofs 0l; Of, 01y, Ofs ol; 01y,
Ly Iy = i O O)s OOl O Ol kg ry—0
Ui di} = 50 50 87, 0ps 0, Op; 9f, 0ar — 0f, af, I

Consequentemente:

{I,H} = I, =0= I, = constante

Assim, podemos representar as superficies que formam o toro utilizando as acoes I. E
interessante notar que ndo podemos definir I, = fj pois, apesar de I = I(fy), a trans-

formacao (p,q) — (I, ¢) geralmente nao é candnica.

Precisamos construir uma outra coordenada conjugada a agdo I;. Definimos entdo a
coordenada dngulo a partir da fungao geradora:

q
S(q,I) = / pjdg;, (2.2.5)
q

0
onde gg é um ponto qualquer do toro, escolhido arbitrariamente. Observe que essa definicao
independe da trajetdria entre q e ¢y - caso semelhante ao que foi visto para um ciclo. Ao
escolher um ponto de partida inicial g # qo, apenas acrescentamos uma constante a S,
deixando a coordenada angulo invariante:

98

b= 57

(2.2.6)

Para entendermos que as coordenadas angulo sao periédicas com periodo 27, considere os
caminhos D e D U Dy, (que representa o k-ésimo ciclo) entre os pontos g e qo (figura 4).

Calculemos entao, a integral no percurso:

S'(g,I) :/ p;dq; :/pdej+/ pidq; = S(q,I) + 271y,
DuUD;, D Dy,

onde usamos as expressoes 2.2.4 e 2.2.5. Dessa forma, derivando em relagao a acao Ii:

;o 85’/((]71)

P oI, = ¢ + 27

Figura 4: Definigado das coordenadas no toro.
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e J4 comentamos anteriormente que as transformagoes

QZQ(¢7I)7 p:p(¢71)a ¢:¢(Qap)7 IZI(Qup)

7

sdo canonicas’ e inversiveis. Dessa forma, semelhante a (2.1.2), teremos:

{Ij7 Ik} =0, {‘bj? ¢k} =0, {¢j7 Ik} = 5jk7 (2'2'7)

de maneira que podemos obter a dinamica do sistema a partir de:

onde

H(¢,I) = H(q(¢,1),p(6,1)),

é o novo Hamiltoniano, dependente agora das varidveis angulo-acao.
Como I sao as cargas conservadas, obtemos da equagao de Hamilton que:
OH

jo__oH _
g Oy,

0,

onde podemos concluir novamente que H = H(I).Temos também que:
. OH

= — =wi({
sendo que wy também sao primeiras integrais, j4 que s6 ha dependéncia com a acao I.
A partir dessas expressoes podemos, através de uma integragao, obter as equagoes de

movimento em coordenadas angulo-agao:

Ii(t) = Ik(0),  ¢x(t) = wi(I)t + ¢1(0) (2:2.9)

Podemos ver entao que a trajetéria obtida em (2.2.9) depende das velocidade angulares

wi e a correspondente dimensao n do espago de fase.

Vamos agora aplicar o que foi discutido utilizando o seguinte exemplo ilustrativo.

Exemplo 2.2 (Oscilador harménico) Considere o sequinte hamiltoniano para o oscilador

harmonico bidimensional:

1
H(p,q) = =(p* + w?q®).
2

Como hd uma independéncia temporal do hamiltoniano, temos que o proprio € uma carga con-
servada. Dessa forma, escolhendo um H(p,q) = E fizo, teremos uma folia¢ao de M em elipses:

1
5(172 +w’q’) =B

"Vimos que as coordenadas angulo-acio sdo definidas pela funcéo geradora S
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Fizamos um valor E, portanto escolhemos um ciclo (elipse) em particular My (figura 5). Tere-

mos entao:

1 1 E
I=— pdq://dpdq:
2 Mf 2 A w
2

)
W

1
.y I= f(% +wed). (2.2.10)

2

onde utilizamos o teorema de Stokes, transformando a integral no caminho em torno de My em

uma drea S(drea da elipse).

Area=2mE/w

Figura 5: Elipse com superficie S no espago de fase.

Podemos definir um outro sistema de coordenadas melhor adaptado ao oscilador harmonico.
Escolheremos (p,0):
p=pcost e q= Bsin@,
w

0 que nos leva ao sequinte parénteses de Poisson:

w
p79 = -
{p,0} P
e Hamiltoniano
— 1
H == 2
2P
Dessa forma:
do —
L —{H, 0} =w=d=wt+d

Vamos agora expressar as coordenadas (I, ¢) em termos de (p,q). Para isso, calculemos a fungao

geradora:

S(g,I) :/pdq::t/\/2lw—w2q2dq.
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Para S(q,1I) positivo teremos:

w

(ﬁGS/cmlq “)— 6
Al 2Iw — w2 21 ’

=q= \/?sin(¢ + ¢o). (2.2.11)

Finalmente®, escrevendo a acio I em termos da energia E através da relacio 2.2.10:

= arcsin(q

p = V2E cos(wt + ¢g) q= \/ Z—Lj sin(wt + ¢p) (2.2.12)

Nao ¢ dificil generalizar esse exemplo para a soma direta de n osciladores harmonicos. O
Hamiltoniano, estendido para esse caso, € dado por:

n

1
H =3 (0] +wiq)
=1

com 0s respectivos parénteses de Poisson, dado pela relacdo canénica 2.1.2. Agora, com n
quantidades conservadas em involucdo, ao invés de elipse, teremos um toro real n-dimensional
no espago de fase. O movimento ocorre nesses toros, que folheiam o espaco de fase. Pelo
teorema de Arnold-Liouville, € possivel também introduzir n angulos ¢;, que, como no caso
unidimensional, evoluem de forma linear no tempo com as respectivas frequéncias w;. Dessa
forma, as coordenadas referentes ao caso de n osciladores se estende basicamente inserindo o0s

indices discretos i na equacao obtida para as coordenadas p e q em 2.2.12.

2.3 Integrabilidade na Teoria Classica de Campos

Até agora consideramos apenas sistemas com um ntmero finito de graus de liberdade, de-
senvolvendo, para esse caso, critérios objetivos para determinar se dado sistema ¢é integravel ou
nao. No entanto, para estudar modelos integraveis em teorias de campo, que é o escopo deste
trabalho, precisamos estender o conceito de integrabilidade para sistemas com infinitos graus de
liberdade. O método do espalhamento inverso classico tem um papel importante para esse caso,
pois é ele que fornecerd um algoritmo para se encontrar solucoes dessas equagoes diferenciais

parciais nao lineares integraveis.

Antes de mergulharmos na Teoria Classica de Campos vamos primeiro entender uma es-
trutura que serd importante para estabelecer o formalismo Hamiltoniano para sistemas infinito

dimensionais: a Estrutura de Poisson.

8Lembrando que, da equacio de Hamilton, p = ¢
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2.3.1 Estrutura de Poisson

Considere um espaco de fase M, m-dimensional com coordenadas locais (¢!, --- ,£™). Par-

timos entao para a seguinte definicao:

Definigao 2.3 A matriz antissimétrica w® = w®(€) é chamada estrutura de Poisson se o

sequinte Paréntese de Poisson, definido como:

of 0Og

{f,9} = w™(€) 56 3eP (2.3.1)
satisfaz a relagao de antissimetria e a identidade de Jacobi:
{f,9y =g 1, {fde by +{h{f, 911 +{9,{h, f}} =0
Fazendo f = ¢% e f = €Y em 2.3.1 obtemos a seguinte relacao:
W = {¢, € (2.3.2)

Usando a expressao 2.3.2 obtida acima, e escolhendo f = ¢/, g = €™ e h = £" na identidade de
Jacobi, obtemos agora:

Ow™" (€)
e

Ow'™ ()
ot

wmb(g)% =0, (2.3.3)

+w"(¢) 56

w"(€)

que ¢é a identidade de Jacobi para a forma simplética, como veremos mais adiante.

Dado o Hamiltoniano H : M x R — R, a dindmica é dada pela mesma equacao 2.1.3, obtida

anteriormente. Dessa forma, as equacdes de Hamilton, agora mais gerais’, ficam na forma:

0H

éa = wab(g)@a (2.3.4)
onde simplesmente substituimos f = £ na dinamica 2.1.3.

De forma a aplicar o que discutimos até aqui, vamos considerar o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3 Considere a variedade M = R® com a sequinte estrutura w® (&) = €™°£¢, onde
0 € € o tradicional simbolo de Levi-Civita, completamente antissimétrico entre seus indices.

Calculemos entao o sequinte parénteses de Poisson:
{16} =w() =P = (1,6} = &, (2.3.5)

da mesma forma:
{&,ey=¢, {&¢r=¢"

Onde usamos a relagio (2.5.2). Toda estrutura de Poisson admite um invariante de Casimir,

9 Agora estamos utilizando as coordenadas locais (£, --- ,€™).
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definido pela relacio Q = £'€;. Um invariante de Casimir para a variedade desse exemplo seria

qualquer fungao f(r), onde

r=VE)+ () + ()

Calculemos agora o seguinte paréntese de Poisson:

ay __,cd af(T‘) aé-a __, ca 8f(T) or
{f(r>7£ } =w (‘5) 8§c 8€d =w (5) 87’ 850
— cadpa@f (1) O qaOf (ML 1 20 | o353
=€ é‘ 87’ agc_e é‘ ar 2(6 5C+§6C+£66)

=0
= {f(r), £} =0

Observamos entao que o invariante de Casimir comuta com uma coordenada local - independente
da escolha do Hamiltoniano. Assim, com a escolha de
1 1,2 22 3)2

€2, @ €

H=-
2 C1 C2 C3

onde c¢; representam constantes, teremos as sequintes equacoes de movimento:

C3 — C2 1 —¢C3 C2 —C

263, 2= ¢led, 8= ghe?,

C2C3 C1C3 C1C2

¢ =

onde utilizamos as equagoes de Hamilton (2.3.4). Repare que essas equacgies de movimento sao

de um corpo fixo rigido no seu centro de gravidade.

Utilizando a linguagem desenvolvida até aqui, introduziremos a seguinte definicao.

Definicao 2.4 (Variedade e estrutura simplética) Uma variedade M é dita simplética se

a mesma possui dimensao par m = 2n com uma estrutura w inversivel e fechada. Dessa forma,

Wb = (wil)ab = inversivel

OuWipe + O Weap + OpyWey = 0 = fechada

onde denominamos a matriz inversa Wy, de estrutura simplética.

No contexto dessa definicao, temos o teorema de Darboux. Esse teorema afirma basicamente

que, a partir das condicoes da definicao anterior, existe localmente um sistema de coordenadas

51 :q17§2 =q- 7§nZQn7§n+1 :p17£n+2 =p2, ,§2n:pn

tal que
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e dessa forma, os parenteses de Poisson se reduzem a forma candnica (2.1.1). Para uma maior

formalidade no tratamento deste teorema, ver [22] e [23].

Exemplo 2.4 (S82) No dltimo exemplo, a estrutura de Poisson do sistema era degenerada'”,

b

ja que a matriz w* nao era inversivel. Dessa forma, ndo havia uma estrutura simplética e

consequentemente nao podiamos usar o teorema de Darbouz. Consideremos agora uma restri¢do

b _ eabCé'C

da estrutura w® para uma esfera, S? com r = C. Teremos entio a sequinte estrutura

simplética na esfera, dada por:

(=88 =/C>—(£1)2 - (&2)? (2.3.6)
0 1
Sw=VO-E@P @2
1 0 1

=W =

VO = ()2 = ()2 \ -1 0
Vamos agora escolher uma parametrizacao diferente e mais conveniente para a esfera:
¢l =Csinfcosp, €2 =Csinfsing, & = Ccosb,

assim a estrutura simplética nas coordenadas (0, ¢) pode ser calculada. Substituindo a parame-

trizacao no lado esquerdo (LE) de (2.3.6):

{6162} = C{sinfcos ¢, sin O sin ¢} {0, ¢}
= {¢!,¢%) = Csinfcos 00, ¢} (2.3.7)

Substituindo agora a parametriza¢ao no lado direito (LD) de (2.53.6):

VC2% — (€1)2 — (£2)2 = C'cos (2.3.8)

Igualando LE (2.3.7) com LD (2.3.8) obtemos:

1
10,0} = sin
0 1
W =sinf
-1 0

que € a estrutura simplética.

Observe que essa estrutura € igual a forma do volume em S2. Sendo o raio C arbitrdrio,
o espaco de fase R® ¢ folheado entdo por espacos de fases simpléticos S?; assim, cada ponto do

espago pertence a exatamente uma esfera centrada na origem (ver figura 6) .

1073 que det(w) = 0 naquele caso. Essa degenerescéncia sempre ocorre caso o espaco de fase seja de dimensio
fmpar e/ou exista um invariante Casimir nao trivial
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Este exemplo faz parte de um caso geral: fizar uma func¢do de Casimir'' (invariante) no
espaco das funcgoes de Poisson leva a folheagoes pelos espacos simpléticos. As coordenadas de

Darboux na esfera sdo dadas por ¢ = —cosf e p = ¢, sempre satisfazendo a relagao canodnica

{g,p} =1

£2

Figura 6: Dois pontos a e b contidos em cada uma das folhas esféricas C1 e Co do espago de
fase.

2.3.2 Integrabilidade e a Teoria Classica de Campos

O conceito de integrabilidade, introduzido pela definicao 2.2 admite uma extensao imediata
para o caso infinito dimensional de teorias de campos. Essa extensao consiste em permitir que o
nimero de graus de liberdade n seja infinito. Nessa idéia, uma teoria de campos € dita integravel
caso haja infinitas quantidades conservadas em involucao. Entretanto, ocorre sutilezas que
devem ser levadas em consideragao. A mais importante delas se deve ao fato de que agora, um
dado sistema, mesmo possuindo infinitas cargas conservadas, nao é necessariamente integravel.
Isso decorre da necessidade de uma integral de movimento para cada grau de liberdade, assim,
mesmo um numero infinito pode nao ser suficiente. Precisamos entao construir um mapa injetor
entre cada grau de liberdade do sistema e suas integrais de movimento - tal mapa se relaciona

diretamente com a construcao das coordenadas de angulo e agao.

Agora que j& introduzimos a estrutura de Poisson (na subsegao 2.3.1), podemos estabelecer o
formalismo Hamiltoniano para sistemas com infinitos graus de liberdade. Formalmente, podemos
substituir as coordenadas de trajetéria &;(t) pela varidvel dinamica ¥ (x,t). Assim, o indice
discreto ¢ se transforma na variavel continua e independente x. O espaco de fase M que antes
era localmente isomérfico a R??, é substituido por um espaco de funcdes suaves sobre a linha

(D C R) com condigbes de contorno apropriadas.

Podemos entao, esquematicamente, definir as seguintes transformagoes necessarias para o

" Nesse exemplo fixamos f(r) = C.
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caso infinito dimensional:

Equagoes diferenciais ordindrias (EDO’s) — Equagoes diferenciais parciais (EDP’s)

&Gt),i=1,--- ,n—(x,t),z €D
d
;_>/D v

Fungoes f(§) — Funcionais F[¢(z,t)]

o 5
oca 5y

Os funcionais sao dados por integrais na forma:

Fli(e,t)] = /D AP, 0uth, %), - ),

e a derivada funcional por:

SF 9F 0 OF <a>2 OF S (x, )

5¢(x7t)_%_%83x¢+ oz m—'—”" onde 5¢(y7t):5($_y)‘

Temos que a funcdo d(x — y) é a conhecida funcao delta de Dirac, que satisfaz:
/ d(z)dx =1, 6(x)=0 parax#0
D

Analogamente ao caso finito dimensional da relagao (2.3.2), podemos definir os parénteses

de Poisson:

SF  §G
0 (,t) 51 (y, 1)’

onde a estrutura de Poisson w(z,y,1) deve garantir a antissimetria de 2.3.9 e a validade da

(F.G) = [ dodys(ay.v) (23.9)
D2
identidade de Jacobi. Uma possivel escolha canonica para a estrutura corresponde a:

10

10
w(z,y,¥) = —5%6(x—y)+§a—y5(x—y). (2.3.10)

A partir de (2.3.10) entdo, vamos calcular'? (2.3.9):

1 SF  OF 1 OF  oOF
(RG} == [ detdudle —v) 505y + 5 [, il — e s

1 0 oF 0G 1 0F O0G
=5 [, e )5 <6w<m>) Sy 2 |, dedvte o) 5(@) 50(y)

=16t =5 [ @5 (5 507~ sow o (50| (23.11)

Essa entao é a versao infinita do parénteses de Poisson definido originalmente em (2.1.1). Observe

que para obter (2.3.11), usamos que o operador de diferenciagdo 0, é anti-auto-adjunto com

12Por conveniéncia vamos ignorar o pardmentro ¢t de dependéncia temporal nas contas a seguir.
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respeito ao produto interno usual:
(\p,@):/de(x)q)(x), (2.3.12)
©:9.9) = [ @@)P() -
- [ @) - [ vwooe)
D D
=0

= (0,7, ) = — (T, 9,D)

As equagbes de Hamilton, utilizando (2.3.11) vao adquirir entao a seguinte forma:

o v [ g0 (OH o) 9 oH
5 = Y] 9(2)} /Ddyéy <5¢(y)) SY(y) Oz sy(x)

(2.3.13)

2.4 Alguns modelos importantes

Como vimos anteriormente, nao existe uma definicdo universal de integrabilidade para
EDP’s. Em Teoria de Campos o espaco de fase é infinito dimensional, ndo sendo suficiente
mesmo um nudmero infinito de cargas conservadas para garantir a integrabilidade. Dessa forma,
se torna importante focar o estudo em técnicas para gerar solucoes e entender suas proprieda-
des. Nessa secao vamos elencar alguns modelos que tiveram um papel importante, ao longo
da histéria, para o desenvolvimento dessas técnicas. Neste trabalho, daremos énfase ao modelo

nao-linear de Schrodinger, por ser simplificado e mais diddtico para posteriores extensoes.

2.4.1 Solitons

Muitos dos modelos nao-lineares possuem como solucao as ondas solitdrias, ou simplesmente
sOlitons. A importancia dos sistemas com solugoes sélitons reside no fato de que os mesmos
possuem um numero infinito de cargas conservadas, levando, dentre outras propriedades impor-
tantes, a estabilidade pelo processo de espalhamento. A sua descoberta (em meados do século

19) impulsionou o estudo de fenémenos nao-lineares.

A primeira onda solitaria foi obervada em agosto de 1834 por John Scott Russell. Russell
inicialmente estava interessado no estudo da formacgao das ondas devido a resisténcia ao mo-
vimento dos barcos e também na fabricacdo de cascos ideais para navios. Em uma de suas

observagoes, ele verificou esse fendmeno, e fez a seguinte descrigao:

”Eu observava o movimento de um barco que dois cavalos rebocavam através de

um canal raso e estreito, quando, de repente, o barco parou; no entanto o movimento
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continuou pela agua do canal, e foi se acumulando, em um estado de intensa agitagao
ao redor do barco e dai, jogando o barco para tras, espalhou-se ao longo do canal com
grande velocidade, assumindo a forma de uma grande elevacao solitaria, curvada e
com superficie perfeitamente definida, que continuou seu curso ao longo do canal,
aparentemente sem alterar sua forma ou velocidade. Continuando a cavalo, segui a
onda que se movia a aproximadamente 8 ou 9mi/h [14km/h], preservando sua forma
original - uns 30 pés [9m| de comprimento e 1 a 1,5 pés [300 — 450mm| de altura. A
altura da onda foi gradualmente diminuindo e apds uma persegui¢cdao por uma 1 ou
2mi eu a perdi na sinuosidade do canal. Assim, em agosto de 1834, foi o primeiro

encontro com esse estranho mas bonito fenémeno.”
John Scott Russell, 1844, ”Report on Waves” [21]
Exemplos de equagoes com solugoes do tipo séliton:

e (Equacao KdV) O modelo representativo de KdV(Korteweg de Vries) descrito pela se-

guinte equagao:

on 3 Jgo (1, 2 1 0%y 1.5 Th
dr_2/9° (= el /s _op3 it
o7 2\/205 <2" SRl R L

onde 7 é a elevagao da superficie em relagao a altura de equilibrio h , @ uma constante
arbitraria relacionada ao movimento uniforme do liquido, g a constante gravitacional, T a
tensao superficial do liquido, p a respectiva densidade e 7 e £ os parametros temporais e
espaciais, é resultado de sucessivos estudos do fenémeno observado e estudado inicialmente
por Russel. Apds diversas investigacoes feitas por varios grupos de pesquisas em busca do
entendimento do fenomeno, Korteweg e de Vries desenvolveram essa equacao nao-linear e
obtiveram sua solucao mais simples. Vale dizer que esse desenvolvimento foi propiciado
pela tecnologia do método do espalhamento inverso cldssico (MEIC!?), elaborada em 1967
justamente no curso da tentativa de entender esse fenomeno. O MEIC entao se tornou

uma ferramenta de alta importancia no contexto da integrabilidade de sistemas.

A versao adimensional, feita atraves da transformacao
1 g _1/2 1 1
t==/-— - _ - o4
5 hoT’ x o & u 217+3a
resulta na seguinte equagcao:
up — Uty + Ugyy, =0 com  u = u(z,t), (2.4.1)

que é mais famosa e utilizada na literatura. Vale a pena observar que a equagao de KdV

13Como o préprio nome sugere, através do MEIC pode-se obter solucdes de sistemas recuperando o potencial
inicial dos dados de espalhamento
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Figura 7: Colisao entre dois sélitons, prescritos pela equacao de KdV, na praia de Oregon, costa
oeste dos Estados Unidos.(Foto de Terry Toedtemeier em 1978)

foi observada em outros fendmenos fisicos (ver figura 7) como nas colisoes livres de ondas
hidromagnéticas, fisica de plasma, dinamica de redes, etc. Para o tratamento formal desse

modelo, ver [25].

¢ (Equacao de Sine-Gordon) A equagao de KdV introduziu o primeiro exemplo de
sélitons, mas nem todas estruturas localizadas nao-lineares podem ser descritas por esse
modelo ou similares. Dessa forma, podemos dizer que existe uma nova categoria de sélitons,
bastante assidua na fisica do Estado Sélido, que possuem uma excepcional estabilidade,
proveniente da topologia da energia potencial da superficie do sistema; e a equacdo de
Sine-Gordon modela essa onda solitaria. Uma equacao de movimento Sine-Gordon pode
ser: ) ) )
% - % + % sin B¢ = 0, (2.4.2)
onde ¢(x,t) é uma fungao com valores reais e 8 e m alguns parametros positivos.
Do ponto de vista fisico a equacao (2.4.2) representa um modelo de teoria de campos
relativistico no espaco-tempo de dimensao 2. Os parametros § e m, representam respec-
tivamente a constante de acoplamento do sistema e a massa. Importante de dizer que no
campo da matematica essa equacgao ja vinha sendo explorada a mais tempo, com o estudo

de superficies com indice de curvatura negativo. Para um tratamento formal e completo

ver [13]e [20].
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2.4.2 O modelo de Schrédinger nao-linear (NLS)

Antes do séliton, discussoes e estudos sobre o carater corpuscular de ondas eletromagnéticas,
eram bastante explorados. Esses fétons, solucées da equacdo de Schriodinger dependente do
tempo, tinham alto poder dispersivo, de forma que ocorria essa dispersdo em uma escala de
tempo inversamente proporcional ao quadrado da amplitude do pacote, no espaco dos k'’
Dessa forma, observou-se que a nao-linearidade tem um papel fundamental no balanceamento
do processo dispersivo. Trabalhando somente em 1 dimensao, desenvolveu-se a seguinte equacao
de movimento, proveniente dessa necessidade do equilibrio entre dispersao e foco do pacote de

onda:
8@[} 82111
8t Ox2

que é a equagdo de Schrodinger nao linear (NLS). A 2.4.3 descreve entao a evolugao temporal

+ 29[ %, (2.4.3)

da fungao de onda (pacote) 1 (x,t) visto de um referencial com a velocidade de grupo da onda

portadora.

A funcdo v(x,t) possui valores complexos - campo classico carregado - e [1)|? = ¢, onde
a barra representa a conjugacao complexa. O dominio da variavel z é a reta real inteira —oo <

x < 00 e o valor inicial ¥(z,t)|t=0 = ¢(z) é considerado suficientemente suave.

O parametro real g é a constante de acoplamento do sistema, e, em seu limite linear g = 0 a
equagao 2.4.3 se reduz a original equagao de Schrodinger, com fungéo de onda de uma particula

com massa m = % em um espaco unidimensional.

Sabendo que os parénteses de Poisson entre dois observaveis:
oF § oF ¢
{F,G} = 2/ dx( fG - = fG ) (2.4.4)
0 (@) §ip(z)  d(x) 69(x)
estao bem definidos e sao nao-degenerados, teremos formalmente, para as varidveis canonicas

¥(@) e Y(@):

{¢(2),9(y)} =0 (2.4.5)

O Hamiltoniano do modelo NLS é:

H= / ( Wy wwww) (2.4.6)

Espaco dos momenta
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e os funcionais carga @) (nimero de particulas) e momento P sao:

= [ dxip 2.4.7
Q /D st (2.4.7)
1 op— o

Da seguinte relacao:

{le@)1% [ ()PP} =0,

e lembrando que ¥ = ||, podemos obter que os os funcionais P e @ sdo integrais de movimento

e estao em involucao:

{H,Q} ={H.P}=0 e {P,Q}=0

Apesar de sua simplicidade, o NLS possui um carater universal no campo da fisica nao-
linear. Esse modelo surge em diversos fendomenos e situacoes: na descricao do transporte de
energia em moléculas de proteina [27] , em teorias de dinamica de ondas em dguas profundas

[28], na prépria Otica nao-linear [29], entre outros.

2.5 A representagao de Lax e o MEIC

Sabemos que as quantidades conservadas sao grandezas que sao fungoes das varidveis dinamicas
do sistema, e que permanecem invariantes ao longo do tempo. Tais quantidades fornecem in-
formacoes importantes sobre a dinamica e da simetria do sistema em questao. Nesse contexto
é til entao introduzir a chamada representacao de Laz [11]. A partir dela podemos construir
as desejaveis cargas conservadas do sistema - que é, na maijoria dos casos, o primeiro passo na

obtencao de solugoes explicitas da equagao de movimento.

O MEIC se baseia na observagao de que uma certa classe de EDP’s bidimensionais podem ser
representadas a partir da condi¢ao de compatibilidade para o seguinte sistema sobredeterminado

de EDO’s:
9 = Ly(s,t; \)U

%—%’ = Li(s,t; )W

=—> Problema linear fundamental (2.5.1)

onde U = W(s,t; ) é um vetor de posto [ e o par Ly = Lg(s,t;\) e Ly = Ly(s,t, \) representam
matrizes quadradas [ x [. Tanto o ntimero inteiro I quanto esse par de matrizes dependem do
modelo e equagao a ser trabalhada. Observe que todos os parametros de 2.5.1, também conhe-
cido como problema linear fundamental, tem uma dependéncia com um parametro complexo

adicional, denominado parametro espectral A.
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Podemos obter a condigao de consisténcia para (2.5.1) a partir da seguinte consideracao:

85\11 =L,V = 8,588\11 = (ath)‘I’ + Lsat\lj
— 0Ly U + LyLyV = (9L + LsLy) ¥
= 0,0,V = (ﬁtLS + LsLt)\IJ, (252)

da mesma forma:

05040 = (0sLy + Ly Ly)W. (2.5.3)

Dessa forma, fazendo (2.5.2) — (2.5.3)!” obteremos:

0= (5Lt — OsLg + LiLy — LyL;)V

= (OsLy — O Ls + [Ly, L)) = 0 (2.5.4)
= (O — Ly)0sW — 04(0; — L)V — (8 — L) Lo W + Ly(0y — L)W =0

= [0y — Lt, 5] ¥ — [0, — Ly, Ly)¥ = 0 (2.5.5)
= [0y — L4, 85 — Ls] = 0 (2.5.6)

que, para um ¥ arbitrario, pode ser reescrita na seguinte forma:
[M,L] =0, onde M:=08;—L; e L:=0s— Ls. (2.5.7)

Dessa forma, o par de operadores diferenciais M e L é denominado par de Lax. Outra condicao

importante pode ser obtida de 2.5.4:
O0sLy — Oy Ls + Ly, L] = 0, (2.5.8)

que é comumente chamada de condi¢ao de curvatura nula (CCN) para a conexao de lax L.

Temos que o par de matrizes Lg e L;, deve ser escolhido de tal forma que tanto a CCN
quanto o par de lax, M e N, impliquem que a EDP nao-linear do modelo seja satisfeita para
qualquer valores do parametro espectral A. Ressalta-se também que dada essa EDP nao-linear
e integravel, a conexao de Lax - e consequentemente o par de Lax - pode adquirir varias formas,
de forma que ela nao é tnica, mas sempre deve satisfazer a CCN. Podemos esquematizar a idéia

da seguinte forma:

Antes de aplicarmos no NLS o proposto pelo esquema na figura (8) para sistemas gerais,

vamos primeiro provar a seguinte proposigao:

” A condicao de curvatura nula é invariante com respeito a transformacoes de gauge

Lo — L, =rLor™ + (8ur)r™? (2.5.9)

15Neste caso estamos supondo ¥ € 6’2(R2)7 levando a 0;0sU — 0s0; ¥ =
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resultam na de onde se DEVE obter

T CCNeo T Equagao do modelo

Escolha das original para
conexdesLs > F’al\;deL'aX =7 QUALQUER
e

parémetro espectral

Figura 8: Esquema de construcao da equagdao do modelo original a partir do par de lax M e L.

onde r é uma matriz arbitraria que geralmente depende de variaveis dinamicas do

modelo e do parametro espectral.”

O
Calculemos termo a termo os elementos da CCN:
= 0, L) = Ba(rLﬁrfl + 857“7“*1)
= (Oar)Lgh™ +7(0aLg)r™" — r(Lgr ' 0ur)r™

+ (8adpr)r ™ — (9gr)r ™ (Dar)r™! (2.5.10)
= agL; = (Qm")Lar*l + 7"(85[/0[)7*71 — T(Larflagr)rfl
+ (050ar)r ™ — (Bur)r(9pr)r~! (2.5.11)

= [L., Lg] = [rLor™t + 8arr_17rL57“—1 + 8@7"7“_1]
= r[Lq, Lg]rfl + r(Larflaﬁr)rfl — QgrLarfl + 6arL5r*1
— 7 (Lgr ™ 0ar)r ™t 4 (Dar)r ™ (0pr)r ™ — (9pr)r ™ (Dar)r ™t (2.5.12)

Aplicando entdo 2.5.8:

OaLly — 0gLly — [Li,, L] = 10aLgr™" — 183Lar™" — [La, Lglr™"
=1(0aLs — 05Le — [La, Lg])r™*
=0

Dessa forma, verificamos que a representagao da EDP nao-linear original, baseado na CCN,
é vélida para toda classe de conexdes equivalentes quando transformadas por calibragao [30)].
Exemplo 2.5 (NLS) Um par de Lax possivel para o modelo NLS é dado por:

M =0 — L L, = %Ug + AQ(2) + 03(0:Q(z) + gP W)
L =0, L, Ly = —%05—Q(z)
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onde:

03<1 0) . Q(x)( | 0 i\/g\ll(:z))
0 —1 —i\/g¥(x) 0

Mostraremos que o par de lax deste exemplo implica na equagao original (2.4.3) ao utilizarmos
a condigao (2.5.7):
[M, L] =0 <— 8th — 815[/33 + [Lt,Lx] =0

Calculemos entao termo a termo da CCN:

= 815[41 = —(9159(1})

= 0, Ly = A0, Q) + i03(0°Q(z) + 90, TV + gUI, V)
= [Lta Lx] = LtL:c - Lth

= %[—agazﬁ(x)ag + 0,Q(x)] — 1030, 22)Q(2) + iQ(2)030,Q(x) — igV¥[os, ()],

onde utilizamos que 032, =1.
Por correspondéncia teremos:

(M, L] = i0302Q(x) + 9:Q(z) — ig®¥[o3, Q)]
+1i[039(0: YW + WO, V) — 030, Q(z)Q(x) + Q(x)030,Q2(z)]

=0

A
+ 5 (030:(x)o3 + 0,Q(x)),
=0

onde utilizamos as sequintes relagcoes nos termos que vao para zero:

02U 0

0

LG
0¥ )0
Q)00 = g ( e ) 0()030,(s) = — ( . )

—
0302Q0(z) = i\/g ( 0 o ) 03, Q)] = 2¢\/§<

030;Q(x)o3 = —0,Q(x)

Dessa forma, teremos como resultado:
(M, L] = i030°Q(x) + 9:Q(z) — ig¥¥[o3, Q(z)],
que na versao matricial, tem a forma:

0 _O%T 1 i0,T + 29| T
i0n% + 29| ] . (2.5.13)

M,L| = /g
M, 2] f(@gllliﬁtllf+2glll2\ll 0
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Como [M, L] =0, obtemos, de acordo com a matriz 2.5.13 duas equagoes:

—02T + 00U +2g|UPT =0 e
02V — 0, ¥ + 2g|V|?¥ = 0,

que € a equacdo de movimento para o NLS 2.4.53 e a sua versdo complexa conjugada.

A partir desse exemplo, fica claro que o par de Lax ou a CCN séo duas formas equivalentes

e alternativas de se representar uma EDP nao-linear e integravel em duas dimensoes.

2.6 Quantidades conservadas

A representagao de Lax, introduzida no capitulo anterior, oferece uma grande vantagem
no tratamento de modelos integraveis. Isso se deve ao fato de que tal formalismo fornece um
método candnico para a construcao das cargas conservadas. Vamos considerar o problema linear
fundamental, 2.5.1 e uma translagao de ¥(x,t; \) ao longo da direcéo s espacial, para um tempo
fixo t:

U(sa,t;A) = T'(s2,51; \)¥(s1,t N). (2.6.1)

O operador T'(sg,s1;A), denominado matriz de transi¢do ou operador de translacdo, é uma

matriz quadrada com posto [, definida no intervalo [s1, s3] pelas seguintes condigoes:
[0sy, — Ls(s2,t; \)]T(s2,51;A) =0 com T(s1,s1;A\) =1 (2.6.2)

As condigoes 2.6.2, também chamadas de problema linear auxiliar, podem ser obtidas do pro-

blema linear fundamental 2.5.1 e de 2.6.1 da seguinte forma'®:

e 2.5.1: LS(SQ)\IJ(SQ) = 032\11(82)

o LE: = Ly(s2)¥(s2) = Ls(s2)T(s2,51)¥(s1)

e LD: = 852\11(82) = 682(T(81, 82))‘1’(81)

Igualando LE com LD:

Ls(s2)T (52, 51)¥(s1) = (0s,T (52, 51)) ¥ (s1)
= [0s, — Ls(52)]T(52,51) = 0,

que é exatamente (2.6.2).

1 . e ~ A .
GPara as contas a seguir omitiremos os parametros teA por conveniencia.
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Temos as seguintes propriedades da matriz de transicao:
= U(s1,t;A) = T(s1,513\)¥(s1,55A) = T(s1,5150) = 1,
= T(s2,8; \)T(s,51;\) = T(s2,51; \) (2.6.3)
= T(Sz,sl;)\) = T_I(Sl,SQ;)\) (2.6.4)
observe que especificamente (2.6.4) é consistente com a equagao diferencial para T'(s2, s1; A) com

respeito a si:

851T(82, S1; )\) + T(SQ, S1; )\)L5<81, t; )\) =0
Uma solugao formal do problema linear auxiliar 2.6.2 tem a forma:
52
T(s2,81;\) = Pexp/ dsLg(s,t; \) (2.6.5)
S1

onde P representa o ordenamento por caminho para fatores ndao comutativos. Para entender
como funciona o operador P vamos dividir uma curva v € [s1,s2] em N — 1 partes (ver figura

9); podemos entao definir o operador P no exponencial como o seguinte limite:

Pexp / Lodz® = lim Q, (2.6.6)
~ n—oo
com 2, =Lp-Lp_q----- L, particionando a curva v em n segmentos adjacentes e os respectivos

L’s representando a expansao em cada trecho infinitesimal:

L.o—1+ / Loda® (2.6.7)

yn

y2
y1

Figura 9: Definicao da agao do operador P como o limite do produto das divisoes infinitesimais
L,, do percurso v.

Definigao 2.5 (Matriz de monodromia) Definir o intervalo [s1, s2| para um intervalo com-
pleto [—L, L] resulta na matriz de transicio T(—L,L;\) = Tr(\). FEssa matriz, reconhecida

como @ matriz de monodromia, exerce um papel central na construgao das cargas conservadas.

Assim como definimos uma matriz de transicao T'(s2, $1; A) ao longo da dire¢ao espacial, com
o tempo constante, podemos fazer diferente. Vamos introduzir agora um objeto que translada

a solugéo do problema linear fundamental 2.5.1 ao longo do tempo, com a coordenada espacial
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fixa:

\If(s,tz;)\) = S(tg,tl;)\)q/(s,tl;)\), (2.6.8)

dessa forma, semelhante a 2.6.5, teremos a seguinte solugao para o operador S:
to

S(te,t1; ) = Pexp/ dtLi(s,t; A) (2.6.9)

t1
Definidas as matrizes de transicao S e T, podemos anotar duas informacoes importantes:

e Uma translacao arbitrdria €2, da solucao do problema linear fundamental ao longo do

plano t X s, pode ser escrita como:
Q, = Pexp {/(Lsds + Ltdt)} (2.6.10)
¥

e (), nao passa de uma expressao para o transporte paralelo ao longo de uma curva v com
a conexdo de Lax. Dessa forma, devido a CCN'7, temos que a exponencial ordenada por
caminhos é independente do caminho escolhido. Em particular, para uma curva - fechada
podemos escrever:

Q, =1, (2.6.11)

de onde expandimos o exponencial e consideramos a sua primeira ordem.

De posse das informagoes obtidas até aqui, podemos construir as quantidades conservadas

do sistema. Para isso, observemos a seguinte proposicgao.

Proposicao 2.1 Considere uma EDP ndo linear que admite representa¢do de Lax. Caso os

campos ¥(s,t; \) forem periddicos nas coordenadas espaciais, com periodo 2L, entdo as quanti-
dades
o(N) = tr(TL(t; M) (2.6.12)

sdo independentes do tempo. Assim, o traco da matriz de monodromia, o, € o funcional gerador

das quantidades conservadas.
Por motivos de completeza, vamos provar essa proposicao de duas maneiras diferentes.
|:|1

Basicamente vamos calcular 9;77,(\) e em seguida, utilizar da tecnologia do trago de matrizes

para obter a conservagao.

Lembremos de (2.6.6) que podemos escrever a matriz de transi¢do como

L
T, (\) = Pexp/ Ly,dz® = lim Q,
L n—oo

17 que é satisfeita pela conexdo de Lax
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onde €, representa o produto dos n segmentos adjacentes da curva v'®. Dessa forma
atTL(A) = lim 8th
n—oo
=(0¢Lyp) L1 - Li+---+ Ly Lo (0:L1)

L L T
= / dxP - exp {/ dyLs(y; /\)} -OiLs - P -exp {/ dzLg(z; )\)}
L x —L

= 9TL(\) = /_LL dxP - exp {/: dyLs(y; A)} (0xLy — [Ls, L))
-P-exp {/IL dzLg(z; )\)} ) (2.6.13)

onde utilizamos a CCN (2.5.8), a (2.6.7) e que os intervalos -, sao suficientemente pequenos de

tal forma que todas as n divisdes tenham o mesmo tamanho.

Através da seguinte relacao, obtida do calculo diferencial:

b() . " of
Fle) = / o= T bl () — flaaw))a' () + / o e

podemos reescrever a equagao (2.6.13) como:

L

OTL(N) = /_L dz0, {p.exp [/:dyLs(y; A)-V(z,\)-P-exp (/: dst(z;/\)>]}

) P-exp{/mLLsdy} _Ls(x;A).p.exp{/iLs(z;A)dz} }

= 0,T1(\) = V(L,t; VT (\) — TNV (=L, t; \). (2.6.14)

Como consideramos o campo com periodicidade de 2L, teremos, de (2.6.14), que:
WTr(N) = [V(L,t, \), Tr(N)]. (2.6.15)
Para duas matrizes A e B quaisquer, temos que:
tr[A, B] = tr(AB) — tr(BA) = tr(AB) — tr(AB) = 0,
dessa forma, de (2.6.15), finalmente obtemos:

tr[0 T (N)] = Str[TL(\)] = 0
= tr[TL(N)] = o(A)

onde p(A) representa as quantidades conservadas (independentes do tempo)

1SQ7L =Lp---Ly
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Para provarmos a conservacao, tomemos uma curva fechada retilinea « como a borda de um

retangulo —L < s < L e t; <t < t9, como mostrado na figura (10).

3
v Yl

Y

Figura 10: Percurso retilineo fechado de integragao v = U?Zlfyl

Como vimos anteriormente, para uma curva fechada temos a seguinte relagao (agora esten-

dida para esse caso):
1=y =Qy,02,0,0Q

= STH=L)T; (t2)S(L)Tr(t1) = [Tr(t2) (L))" S(L)Tr(t),

onde €, denota o percurso fechado. Como o campo é periddico em s, temos que Ly(L) = Ly(—L)

e consequentemente S(—L) = S(L)*". Dessa forma:

1= [TL(tQ)S]_ISTL(tl) = STL(tl) = TL(tQ)S
= TL(tQ) = STL(tl)Sil

Tomando o trago e utilizando a sua propriedade de ciclicidade (j& usada na prova anterior),

encontramos:
tr[TL(t2)] = tr[TL(t1)] = o(A).

O que implica que g(A\) é uma constante sob evolugao temporal.

.2

200mitiremos entdo a coordenada espacial L
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De posse dessas duas provas, podemos concluir que a expressao (2.6.12) pode ser expandida
em termos do parametro espectral A\. Como A é arbitrario, teremos entdo uma familia infinita

de quantidades conservadas

Dito de outra forma, podemos afirmar que as propriedades espectrais de um modelo in-
tegravel estao codificadas no trago da matriz de monodromia 77, (\). Destarte, ao expandirmos
o trago dessa matriz em termos de A, podemos calcular explicitamente as cargas conservadas.
No entanto, é importante ressaltar, que embora tenhamos obtido um conjunto de infinitas car-
gas conservadas, nao podemos afirmar ainda que seu ntmero seja suficiente para se garantir
a integrabilidade do modelo. A solugao, como afirmamos anteriormente, é construir um mapa

bijetor, relacionando as integrais de movimento e linearizando a EDP.

A partir de mais uma aplicacao para o NLS, vamos verificar agora mais algumas propriedades

gerais da matriz de transicao.

Exemplo 2.6 (NLS) Como jd sabemos o par de Lax para o NLS, podemos escrever a matriz

de transicdo para esse sistema:

} =P -exp —2@—y) _Z\/Z]f; dz(2)

T(x,y,A) =P -ex xdzLS z,t; A }
(@3:2) p{/ ( ) iv9g [ dz(z) ),

y
(2.6.16)
Usando a propriedade onde det(eA) = e!™ | podemos obter que
2 i
Qi) = Prexp { - P -+ Gle-n) =1 (2.6.17)

€ unimodular. Outra propriedade importante da matriz de transicdo € que ela obedece a relagao

de involucao:

o1 T (z,y; o1 = T(x,y; N), (2.6.18)

lembrando que a matriz o1 € uma das matrizes de Pauli; especificamente:
o] =

Para provar essa propriedade podemos escrever:
L — L"
T(z,y;\) =P -e :P'ZH'
n=0

Sabendo que (01)? = 1, notamos que o n-ésimo termo da série para a matriz de transicio pode

ser escrita como:

L" 1

— = —Loyo1Loy---01Lojo1 L,
n! n!
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onde basta mostrarmos que o1 Loy = L:

_ iA(N)  iB(\) | [0 1 —iA(\) —iB()\)
0'1L0'1 = . = _ = L,
1 —iB(A) —iA\)| \1 0 iB(\)  iA(N)

com A= %(x—y) e B:= \/§fyx dz1(z).

Podemos entao, de forma sintética, exibir as duas propriedades da matriz de transicao:

det T(z,y; A\) = 1 = Unimodularidade

o1T(z,y,\)o1 = T(z,y; \) = Relagdo de involucio

2.7 Matriz r classica

Na ultima segao verificamos que a construcao das infinitas cargas conservadas (de um sis-
tema dinamico bidimensional com infinitos graus de liberdade) pode ser realizada se a equagao
que modela esse sistema, admitir uma representacdo de Lax. Contanto, visando verificar a
integrabilidade do sistema, precisamos averiguar ainda se as infinitas integrais de movimento
estao em involucao. Podemos fazer isso calculando o parénteses de Poisson entre os elementos
da matriz de monodromia. A existéncia da matriz r garante um modo eficiente de se executar
tal tarefa. B possivel mostrar que a representacao dos parénteses de Poisson em termos dessa

matriz r substitui a CCN.

Antes de tudo, vamos introduzir algumas notacoes referentes a algebra tensorial que serdao
importantes daqui para frente. Aproveitando, iremos explorar um pouco tal conceito de forma a
relembrar algumas caracteristicas importantes. Considere A e B duas matrizes k x k. O produto
tensorial A ® B resulta em uma matriz k2 x k? e pode ser representada através de componentes
da seguinte forma

(A® B)ikji = AijBu
O produto tensorial de duas matrizes 2 x 2 por exemplo, assume a seguinte forma:

AnBi1 AnBi2 A12Bin AaBio

Ao B — A Ax - By Biz) | AuBa AuBi A12Ban A12Ba
A1 Aso Ba1 B A21B11 A21Bi2 AeBi1 ABis

A21Ba1 A21Bag  AgaBa1 AgaBao
Outra notagao bastante conveniente é a seguinte:

(1)(2) (1) (2)
ARB=AB, onde A=A®1le B=1® B,

onde segue que (A®1)(1® B) = A® B.
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E bastante comum nesse contexto o uso da matriz identidade | = 1®1 e a matriz permutacao

P (como pode se verificar, ambas k% x k2?). Suas componentes sdo, respectivamente:
lijim = 0i0jm €  Pijim = dimdji

Como propriedades da matriz de permutacao temos:
P2=1 ¢ P(A® BIP=B® A.

Para o caso bidimensional?!, podemos representar a matriz permutacdo em termos das matrizes

de Pauli:

1 0 00
3

1 00 10
P=-11®1+ 0 R0 | = ,

(errZmen) =0 Vs

0 0 01

onde,
01 0 —i 1 0
o1 = , 02 = e 03=

10 i 0 0 -1

Estabelecida a notacdo, podemos fazer agora a seguinte definicdo para os parénteses de

Poisson para tensores:

Definicao 2.6 Sejam A e B dois funcionais matriciais possuindo suporte compacto, ou seja,
duas matrizes quadradas k X k cujos elementos sdo funcionais de W(s) e W(s), definidos no

intervalo —L < s < L. Os parénteses de Poisson do produto tensorial:

) (2) L SA 6B 6A OB
4B = A% B} - z/_ ds<w®w—w®w> (2.7.1)

sdo definidos como uma matriz k* x k%, onde seus elementos sio os parénteses de Poisson de

cada entrada de A e B. Em componentes, os respectivos parénteses tém a forma:

1) (2@
{A B}zy Im — {A(%@B}ij,lm = {AilyBjm}

As propriedades basicas dos parénteses de Poisson para o caso tensorial adquirem a seguinte

forma:
{A® B} = —P{B ® A}P = Antissimetria

2 (@
{A® BC}={A®B}C + B{A® C} = Regra de Leibnitz

21k22
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{AG[KJ{B @? C}} -+ P13P23{C @ {A (§/§) B}}P23P13
+ P13P12{B ® {C ® A}}P12P13 = 0 = Identidade de Jacobi
Vale a pena ressaltar que a representagao das propriedades basicas dos parénteses de Poisson
em termos da operacao {-® -}, sdo gerais, ou seja, valem para matrizes de dimensdes arbitrarias

n X n (ndo somente matrizes 2 x 2). Assim, a respectiva matriz de permutagao para um caso

n-dimensional deve satisfazer as propriedades:

PEon=nef{ = P’=1, P(A®B)=(B® AP (2.7.2)
Vamos agora introduzir a matriz r através da seguinte defini¢ao:

Definicao 2.7 A matriz r, quadrada de k* x k?, é definida de forma a satisfazer os sequintes

parénteses de Poisson:

1) (2)
{LS(Sht; A) Q,Q LS(827t; ,U)} = [T()\ - :u)> Ls(slat; >‘) + LS(S%t; M) 5(81 - 82)7 (273)

que sao conhecidos, devido a sua importincia, como parénteses de Poisson fundamentais (PPF).

Como discutimos anteriormente, os parénteses de Poisson entre as matrizes de transicao elu-
cidardo se as cargas conservadas estdao em involucdo. O PPF é um passo importante para
comprovar tal fato. Destarte, podemos afirmar que os PPF desempenham um papel central

nesse processo.
Duas informacgoes importantes sobre os PPF e a matriz r devem ser consideradas:
e As matrizes r utilizadas s@o nao-dinamicas, ou seja, ndo dependem explicitamente das
varidveis dinamicas do sistema - os campos ¥(s) e ¥(s),
e O PPF é considerado ultralocal. Essa ultralocalidade é observada pela presenca apenas

de §(s1 — s2) - observe que nao hé derivadas da fungao delta.

Explorando o modelo NLS, vamos agora obter a sua matriz r.

Exemplo 2.7 (NLS) Vamos reescrever a conexdo de Lax para o modelo NLS da seguinte
forma:
(2 A e
Lo(z,t;A) = —5 03~ Qz) = —5 08 ivg(poyr — o),

onde
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Utilizando essa nova expressao, calculemos os PPF:

{Lteene Lt} ={(-5o) o (-5}

n { <J2) s i G )os - w<y>o>)}
+ {(—Z 9((x)oy — ;O(JE)C’)) ® (_;u@))}
=0

= {Lx(:ﬂ,t; A) @ Lx(y,t;u)} =ig(o-®oy -0 ®o_)d(z—y), (2.7.4)

onde usamos a relagdo canonica 2.7.1. Obviamente os termos indicados sao nulos pois existem

entradas constantes mos parénteses.

Observe que logo nesta etapa fica claro a ultralocalidade desses parénteses mo modelo NLS.
Para obter os PPF em termos da matriz r precisamos ainda fazer algumas modificacoes. Utili-
zaremos algumas propriedades e identidades da matriz da permutagcao P e das matrizes de Pauli
para realizar tal tarefa. Assim sendo, vamos obter o comutador [P,o3 ® 1]. Veremos a sua

importancia calculando-o:

Pos®1l]=-[(1®1+0;®0"),03®1]

N — N —

(1)
|:|+01®01+02®02+U3®U3>0—3:|

1 1
=3 |:20'+®0'+20'®0'++O'3®03,((7§:|

= [0+703] ®o- + [0-*70-3] ®ot

=2(0_QRoy —0L ®o_) (2.7.5)
onde utilizamos as sequintes identidades®”, facilmente obtidas por pura algebra matricial:

200, Q®0_+20_ Q04 =01 Q01+ 02 R 09,

[04,0_] =03, 03,04 =204, J[o3,0_]=20_.
Utilizando o mesmo processo, podemos obter:

P,l®ogl=-2(0_®0cy —04®0_) =—[P,03®1] (2.7.6)

22que foram obtidas das relacdes envolvendo oy € o_
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Assim, de (2.7.5) e (2.7.6) teremos:

A
[P, (203®1+g1®03) =A-plo-©oy -0y ®o)

- N
= )\Zig'u [P, (203®1+gl®03> =i-gA—p)(o-®op —0oy ®o-)

) . :
= )\ﬁ,u [P,<12 03®1—|—22'ul®03) =i-gA—p)(o-®op —0oy @o_). (2.7.7)

Substituindo entao 2.7.7 em 2.7.J obteremos:

- )
AN Liawh =1L [P (ot o) lde-n @)

Observe que a forma de (2.7.8) ainda nao € a adequada. Para obtermos de fato a matriz r,

precisamos observar que introduzir o seguinte comutador

[P,i\/f]w (éli + é?.) — /g1 (ffl_) + 53_))} (2.7.9)

=0

em (2.7.8) nao o altera, ja que ambas entradas se comutam gracas a propriedade da matriz de

permutacdo P (2.7.2). Dessa forma, como expressao final teremos:

. (n) (2)
{Lx(ﬂzt; A) @ La(y,t; u)} = - [(f_i) s Lo(z, 65 A) + Lx(y,t;u)] o(z —y), (2.7.10)

de onde deduzimos que a matriz r para o NLS deve ser:

g-P

-l 2.7.11
- (2.7.11)

r(A—p) =

Antes discutido, agora verificamos que de fato a matriz r independe de varidveis dinamicas.
Ressaltamos que tal fato ndo € exclusividade desse modelo, mas sim € um caso geral. Verifica-se

também que o LD de (2.7.11) contém uma aparente singularidade em X\ = . No entanto, como

(1) 2
a matriz de permuta¢ao P comuta com Ly (x,t; N) + Ly (y,t; 1), o numerador no LD em (2.7.10)

também vai para zero em \ = u e tal singularidade aparente é desfeita.

A primeira impressao da férmula (2.7.3) pode parecer como uma reformulagao pouco prética
dos parénteses de Poisson canonicos (2.4.5). No entanto, como veremos a frente, ela representa
na verdade uma propriedade geral das conexoes de Lax Ls(s,t;\), envolvidas na CCN, para
muitos modelos interessantes. Essa propriedade sustenta, de fato, a prépria integrabilidade.

Nao é a toa que recebe o status de parénteses de Poisson fundamental.

E interessante relembrar entao, apds esse exemplo, que nosso objetivo é obter os parénteses
de Poisson entre as matrizes de transicao, para assim demonstrar a involucao das integrais de
movimento de um dado sistema. Focado nesse objetivo, ainda precisamos calcular duas relagoes

que serao fundamentais para realizar tal tarefa. Dessa forma, segue as seguintes proposigoes.
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Proposicao 2.2 Considere a conexdo de Lax Lg(s,t;\) e sua matriz de transi¢ao associada
T(s2,51;\), onde s, s e sy € [-L,L] e sa > s1. Os parénteses de Poisson a sequir entdo sao
vdlidos:

s2 (1) (1)
{Tasin o Lt | = [ 0T (0,000 {Luloti) 9 Lutsstin | Tiosro)
S1

Temos que T'(s2, s1; A) € solucao de [0s, — Ls(s2,t; A)]T'(s2, s1; A) = 0 e tem a seguinte forma:

s2
T(s2,81;\) = Pexp/ dsLg(s,t; \).

S1

Dividindo o intervalo [s1; s2] em subintervalos infinitesimais A;, podemos reescrever a matriz de

transicao como:
N
T iA) =P 1 T;(N)= lim Ty -To---- - Tn_1-T
(52,515 \) Ngﬂoojljl 5(A) [Tl B N-1"1IN;
onde

T;(\) :Pexp/A ds;Ls(sj,t; \) :1+/A ds;Ls(si, t; \) + O(A?),
J J

obtida apds uma expansao. Gragas a ultralocalidade dos PPF (2.7.3),

{mwenwh =0 wizk

dessa forma teremos

N
{T(52;31§/\) @Ls(s,t;u)} = Jim Pl @Ls(s,t;u)}
L

j=1
‘ NN ) ()
:]ggnszlklllTk{Tj<A>@ s(s,t;m}l]'[sz(A). (2.7.12)
Jj=lk=j =

Vamos provar esta tltima igualdade por indugao.

A
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Supondo (2.7.12) verdadeira, provaremos para o caso N + 1%:
N+1 N () N (1)
PI[Ti@Lsp = TvuP[[Ti®@Ls p = T PHT ® L +{TN+1<§,§LS}PHTJ'
j=1 j=1 j=1 j=1

(1) NN =1y N (1)
:TNHPZ H Tk{Tj@LS}HTl+{TN+1@LS}PHTi

J=1k=j+1 J=1
N N+1 i=1 (1 N (1)
_PZ H Tk{T ® L }HTH—{TNH@LS}PH T,
j=1k=j+1 =1 j=1
N+1 N+1 i1
—PEZIIT%T@L}HTJ
j=1 k=j+1

Observe que utilizamos a regra de Leibnitz e a propriedade da superposicao das matrizes de

transicao para chegar no resultado esperado.

Continuando de (2.7.12):

=l
{T(sg,sl;x)@Ls<s,t;u } = lim Z H Tk {(H/A‘dsts(sj,t;A)) @Ls(s,t;m}HTl(A)

J lk—g+1 -1

=L

— lim P T N ® Lus, ) b [[ T
N szlk—lzlﬂ H / dsg{ (Sj’t’)\)@ S(Sjt”u)}l—l '

s2 (1) (1)
= / doT (s2,0;\) {LS(U,t; A) ® Lg(s, t; ,u)} T (o, 51;A).
S1

Proposicao 2.3 Considere a conexdo de Lax Ls(s,t;\) e as matrizes de transicdo associadas
T(s2,s1;\) € T(s2,81;14), onde s, s1 € s € [—L,L] e sg > s1. Dessa forma, vale os sequintes

parénteses de Poisson:
ED) S92
{T(82, 513 A) @ T'(s2, 51; M)} = / / do1doaT (s2,01;A) @ T(s2,09; j1)-
s1 S1

A Llor 60 8 Lulon ) | 01,0 @ T, o)

Para provarmos esta proposicao, utilizaremos a mesma idéia da proposicao anterior. Neste caso

ZPor conveniéncia omitiremos as dependéncias das matrizes
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dividiremos infinitesimalmente a matriz de transicao com dependéncia de pu. Calculemos entao:

/ N—oo

N
{rw oo} = im {706 PT[ 700
N
= lim |P
N—oo zzlk

N ()
[T T{rs
=j+1

“()
} Tl
=1

, NN jl()
= lim Z::HTkT ®1+/Ads] (o, tsp) o [T Tlu

k=j+1 J =1

(2)

dsjLg(oj,t; 1) }HTk
(2)

52 (1)
-/ doaTk{m)@Ls(ag,t;u)} am

N oo
— 1 P

=1 k=j+1 J

52
:/ dO’ldO'QT(SQ,O'l;A)®T(52’02;:U’)'
S1

L1630 @ Llon, i) | Tl01,0050) © T3, 0211,

de onde nés utilizamos (2.7.12) e o resultado da proposicao (2.2).
]

Agora que obtemos os parénteses de Poisson da proposicao 2.3, podemos demonstrar o

seguinte teorema.

Teorema 2.2 Se os parénteses de Poisson entre os elementos Lg(s,t; \) admitem representagao
em termos da matriz v - (2.7.3); entao os parénteses de Poisson entre os elementos da matriz

de transi¢cdo T(s,t; \) serdao dados por:

{T(SQ, S1; ) ® T'(s2, s1; u)} =[r(A—p),T(s2,51;\) ® T(s2,s1; )]
= {T(A); To(w)} = [r(A — p); To(AN) @ T ()] (2.7.13)

Dessa forma, os funcionais o(\) = tr[Tr(t; N)] vao gerar as integrais de movimento em involugao:

{o(A), o(u)} =0 (2.7.14)

O (i) Validade de (2.7.13)

Para provarmos a validade de (2.7.13) devemos lembrar, de (2.6.2), que a matriz de transigao
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T'(s2,s1; \) satisfaz as seguintes equagoes diferenciais:

0s, T (82,513 A) + T'(s2,51; \) Ls(s1,t;A) =0 N Condigao:

(2.7.15)
D5, T (52,513 A) — Lg(s2,6; \)T(s2, 515 A) =0 T(s,57) =1

Dessa forma, substituindo os PPF (equacéo (2.7.3) no resultado da proposigao (2.3) e utilizando

as equagoes diferenciais acima, que sao satisfeitas pela matriz de transicao, teremos:

S2  fSo
{T(32751§>\) ® T(82781;H)} =/ / do1doaT (52,015 ) @ T'(s2,02; p)-
s1 s1

) @)
(A= p); Ls(o1,t;A) + Ls(o2, t; 1)

T(s1,01;\) @ T(s1,02; 1)0(o1 — 02)

S92 So
- / / do1do {[T(s3, 01 \) & T(sa, 05 1)] 1A = 1) - (o, +Or) -
S1 s1

[T(o1,5158) @ T(02, 82; )] + (051 + 0o,) [T (52,013 A) @ T'(52, 025 )] (A — p)-
[T(o1,51;0) ® T(02, s131)]} 6(01 — 02)

= /52 do {T(s3,0;A) @ T(s2,05 1) - 7(A = ) - 95 [T(0,51; ) @ T(0, 815 )] +
+ 05 [T(s2,0;A) @ T(s2,0;1)| T(0,51;\) T (0, s154) -7(A—p)}

= / do 0 [T(s2,05 ) @ T(s2,05 1) 7(A — p) T(o,51; ) @ T(0, 515 j1)]

S1

= {T(82781;>\) ® T(%Suﬂ)} = [r(A = )i T(s2, 513 A) © T (2, 515 )]
(ii) Quantidades conservadas em involugao

Mostraremos agora que os funcionais o(\) geram quantidades conservadas em involucao. Para

isso temos que a versao da equacao (2.7.13) para matrizes de monodromia tem a forma:

{TLA); To(p)} = [r(A = p); TL(A) @ Tp(w)] -

Apés calcularmos seu traco obtemos entdo”*:

{tr [TL(N)];tr [Tr(p)]} =0
= {o(N\);o(u)} =0,

onde utilizamos que o trago de um comutador é identicamente nulo.
|

A importancia do Teorema 2.2 reside no fato de que além das cargas conservadas estarem

em involugao, qualquer elemento da familia gerada por elas (o())), pode ser considerada como

24Vamos utlizar a seguinte propriedade do trago: tr (A ® B) = tr (A) - tr (B)
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Hamiltoniano do sistema - isso vale, obviamente, quando podemos representar os parénteses de
Poisson entre as matrizes de Lax Ls(s,¢; \) em termos da matriz r. A seguir demonstraremos
mais um importante teorema, consequente do que vimos até agora. A partir dele, vamos mostrar

que as correspondentes equacoes de movimento do sistema assumem a forma de uma CCN.

Teorema 2.3 Considerando o(\) como o Hamiltoniano do sistema, temos que:

OLs(s,t;A) = {o(p), Ls(s,t; \)} = OsM (s p, A) + [M(s5 1, A), Ls (s, 85 M) (2.7.16)
onde
(1) (1)
M(s;pu,A) = trq | T(L,s;pu) r(A—p) T(s,—L; u)] (2.7.17)
[

Com a ajuda da Proposigao 2.2 vamos calcular a seguinte quantidade:

L (1)
{1 & Lt} = [ o Do {Liesms L] To-Li
! _L ’
L (1) (1) @ (1)
= / do T(L,o;p) [1(p—A); Ls(o,t;p) + Ls(s, 65 A) | T (0, —L; p)d(p — A)
—L

—~

1) €] (1)
= T(L,s;p) r(p—A) Ls(s,tp)T (s, —L; p)—
)

(1) (1 (1)
- T(L75,N) LS(S,t;,M) T(H - )‘) T(Sv —L; :U’)+

(1)
(L 1) (3= 1) (T(s,—Li 1) @ Lu(s, 5 4)) —
(1)
- (T(La 53 ,LL) ® LS($7t; A)) 7’(,[1, - )‘> %(87 _L; /’L)

Nesse estagio, utilizaremos as equagoes diferenciais para a matriz de transicdo 1" para reescre-

vermos o termo obtido acima da seguinte forma:

(2)

{Tm o Ly(s. 1 A)} = OV (51 \) + | V(53005 Lo, 15 )

onde
(1) (1)
V(sip, A) = T (L, s;p) r(A—p) T (s, —Lip)

. . =4
Dessa forma, calculando o traco no primeiro espaco (tr 1)%°, obtemos:

{o(u), Ls(s,t; )} = OsM (5548, A) + [M (s 1, A), Lis (s, N)]

(1)
25 Traco no primeiro espaco’ resulta na aplicacdo do traco somente nos operadores do tipo A = A® 1, ou seja,
no primeiro espago do produto tensorial
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Provamos entdao, que a existéncia dos PPF para um dado sistema, fornece uma alternativa

interessante a CCN.
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3 Integrabilidade na gravitacao
bidimensional

Modelos bidimensionais de gravitagao surgem naturalmente na descricao da fisica da teoria
de cordas [31-33], ondas gravitacionais [34, 35], modelos cosmolégicos e também em buracos
negros. Todos eles visam entender o processo de criacao do Universo no cenario pré Big-Bang,

provendo também testes no contexto da teoria quantica de campos.

A gravitacao bidimensional acoplada com o campo dilaton (G2dD) se mostra como um sis-
tema integravel na teoria classica, com uma estrutura bem interessante e nao trivial. A presenca
da estruturacao da integrabilidade nos possibilita, através do poderoso mecanismo do método

do espalhamento inverso, entender tanto as solucoes cldssicas exatas como as quantizadas.

Em particular, a G2dD é bastante similar com o modelo sigma nao linear, que é sabido
também ser integravel, no entanto a sua quantizacao permanece como um problema fundamental.
Isso ocorre devido ao comportamento singular da estrutura algébrica entre suas matrizes de

monodromia, que contém uma completa caracterizagao do modelo integravel.

Diferente do modelo sigma nao linear, na G2dD a algebra das matrizes de monodromia se
tornam bem definidas. A principal razao para isso é o fato de que a presenca do parametro es-
pectral, diferente de outros modelos integraveis conhecidos, cria uma dependéncia com o espaco-
tempo e se relaciona com o campo dilaton através de expressoes especificas. Dessa forma, essa
dependéncia nao trivial entre o parametro espectral e o campo dilaton tira ambiguidade que
antes ocorria no modelo sigma nao linear. Temos entao, uma nova possibilidade para proceder
com a quantizacao da gravitacao bidimensional — tudo isso utilizando técnicas bem estabelecidas

do espalhamento inverso quantico.

Nesta segdo vamos estudar o modelo principal do campo quiral (PCM), que é um tipo de
modelo sigma nao linear, e a G2dD. Através do cédlculo dos parénteses de Poisson entre as
matrizes de transicao de cada modelo, vamos mostrar como a presenca do campo dilaton tira
todas as ambiguidades, presentes no PCM. Esses resultados sdo o ponto central do trabalho. A
partir deles pode-se verificar formas de contornar ambiguidades, ou mesmo quantizar os modelos

vidveis.
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3.1 Modelo do campo quiral principal - PCM

Como modelo integravel, o PCM, de dimensao 2, foi extensivamente estudado tanto pela
literatura fisica [30], [37], quanto da matematica [38]. Ele é basicamente um exemplo de modelo

sigma nao linear, com grupo de Lie G.

O PCM pode ser derivado diretamente através da CCN' de um par de Lax através da
insercao de um parametro espectral A € C. A importancia do PCM reside no fato de que as
suas redugdes levam a modelos sigma no espago coset (como a G2dD, por exemplo) e a modelos
sigma em espagos simétricos - dessa forma, seu estudo é essencial para aumentarmos a alcada

do nosso conhecimento em modelos integraveis do tipo sigma.

Na abordagem do PCM, vamos utilizar o seguinte Lagrangeano [39]:
L=trJ,J"=L=tr (J§—J7) (3.1.1)

onde J, = g718,9 sdo as correntes do modelo e a fungao g = g(w,t) representa valores no grupo
de Lie compacto G. As equactes de movimento do modelo, que podem ser obtidas a partir de

(3.1.1), sao:
&g %9 g 409 99 _,9g

oz orz ot ot o7 ox

que, em termos das correntes .J,,, tem a forma:

0Jyg 0N
E_%:():B”Juzo com pu=0,1, (3.1.2)

onde = 0 representa a coordenada temporal e u = 1 a coordenada espacial z. Como vimos, a
CCN (2.5.8) também prové uma equagao de movimento para modelos integraveis. Dessa forma,

como outra versao da equagao de movimento para o PCM, teremos:
S~ oy T =0, (3.1.3)
de onde nés podemos definir a derivada covariante
OoJ1 = hJo — [J1, Jo] = Vido (3.1.4)

Na &lgebra de Lie g € G, fixamos a base t*, com a = 1,2,--- ,n, onde n = dimg. Essa base é

normalizada com respeito a métrica de Killing:

tr 9 = g = —§9, (3.1.5)

LComo vimos anteriormente a CCN é uma condicéo de integrabilidade.
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e satisfaz a seguinte relacdo de comutacdo, escrita na forma adjunta’:
i0,0] = ot 5.1.6)

onde ¢ é um tensor, denominado constante de estrutura, totalmente antissimétrico entre seus

dois primeiros indices. A constante deve satisfazer a identidade de Jacobi [10]:
fispfjks + fjspfkis + fkspfijs —0. (317)

Definidas as componentes da algebra, é conveniente reescrever as correntes do modelo na seguinte
forma:

Jp=Jgt% com p=0,1 e a=1,---,dimg

Vamos escolher a componente espacial da corrente J{(z) = ¢%(z), para ser um conjunto
de coordenadas generalizadas do PCM. Dessa forma, da CCN (3.1.4) podemos desenvolver a

seguinte notagao:

at® = 00(Jo)at® = O1(Jo)at” — [(Jl)ata> (JO)btb}
= 91(J0)at® — (J1)a(Jo)s [ta,tb} = 1(Jo)at® — (J1)a(Jo)pfbote
= 91(Jo)at® — (J1)a(Jo)ef V" = 01(Jo)at® — qo(Jo)cf "t
= [010I0)a = (o) 12 = (T10), 1
= o = 00(Jo)a = (V1Jo), » (3.1.8)

onde o operador V1, como definido anteriormente, é a derivada covariante, determinada pela a

conexao J; = qut® = Vi(Jo)s = 8((‘9]7;)“ — q(Jo)efb agora em termos de componentes. Para

uma funcao arbitraria com componente ¥ :
0%

Vl*a = W

— g5 Jecf" (3.1.9)

Com o objetivo de obtermos o momento conjugado candnico do modelo, vamos verificar a

forma do funcional acdo:

S(g):/ L dx dt = // tr JO Jl d:E dt—tr// Jg Vl 80J1)—J12} dx dt
t1 t t

to 1)
= —/ (V') (9o 1) d dt—// J3dx dt (3.1.10)
t1

t1

onde utilizamos a identidade® Jy = V_laoJl e que o operador V; é anti-auto-adjunto, como

no caso (2.3.12). Dessa forma, como 6555:] = m(z) [11], [12], teremos, calculando a derivada

2Ressaltamos nesse ponto a notacio utilizada da soma para indices repetidos. Nesse caso, f*°°t¢ representa a
soma do indice da &dlgebra c
. . 1 o -
3que surge ao aplicarmos a inversa V' em ambos os lados de (3.1.4)
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funcional de (3.1.10):
m(z) = V1 (3.1.11)

que é o momento conjugado do modelo.

Para as coordenadas generalizadas (J1)q(z) = ¢u(x) e mq(x) obtidas, temos os parénteses de

Poisson candnicos:

{ga(2), au(y)} = 0 = {ma(z), m(y)} (3.1.12)
{ma(@), @u(y)} = dap 6(z — y) (3.1.13)

g

Utilizamos a definicao dos parénteses de Poisson de [13], dessa forma, facilmente obteremos:

(ma(o) )} = [ s [‘;ZE“’)) ggigg; - ‘;Zj((j; gg:gyg} = [ dz 0wl — 2) dwedly — 2),

= dapb(x — )

O mesmo processo deve ser feito para os dois parénteses restantes.

|
Temos que a conexao de Lax para o PCM é dado por [30] e [13]:
2\

dessa forma, ¢é interessante escrever as expressoes”(3.1.12) e (3.1.13) em termos das correntes do
modelo. Essas expressoes, que serdao obtidas na Proposicao (3.1), irdo nos auxiliar na obtengao

dos parénteses de Poisson entre as matrizes de transicao do sistema.

Proposicao 3.1 A estrutura de Poisson do PCM tém a sequinte forma’:

(1) (2)
{Jo(fb‘)v Jo(y)} =

(1) (2)
{Jo(fv)v Jl(y)} =

R
{J1(:c),J1(y)} =0, (3.1.17)

(1)
Qy, Jo(fc)] §(z —y) (3.1.15)

Qy, Jl(})a:)] 0z —y) — Qg0,0(x — y) (3.1.16)

onde Q4 = t* @ t, representa o elemento de Casimir da algebra de Lie g na base t,.

4Parénteses de Poisson candnicos

(1) (2)
SLembrando da notacio tensorial A = A®1le A =1 A
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Vamos escrever os parénteses de Poisson desejados em termos de componentes da dlgebra. Para

isso, de (3.1.11), utilizaremos
Jo == —Vm (3.1.18)

e a identidade de Jacobi (3.1.7) para as constantes de estrutura fe°.

(1) (2)
b {JO(:L‘)a JO(y)}

Em termos das componentes da algebra:

{Jo(z)", Jo(y )b} = {Vima(z), Vim(y)} = {%7;‘1 — qa(x) f*me, Py qm(y)fm"bﬂn(y)}

— o5y (7al). 1)} - {a(0), () a0} 77
*,_/ T

0

gyl

=0

{aa(@)me(@), my(y)} 7 + {aa(@)me (@), am(y)ma(y)} f70 F™°

_ 8[MA)ﬂm@HmMMfm“Q%H%Whmwﬂmwﬂﬂ”+

)
+ [ga(2) {me(®), 4m (Y) T (¥)} + {qa(®), gm (¥) 70 (y)} we ()] f90 F7
=0, [T (W)o(x — )] £ + [0,8(x — y)] 7 (@) F°
+f@)()ﬂ“ﬂmﬂ y) = q" (y)m () 2 6 (@ — )
= — [0 (@)] 8w — y) " + (@) (@) (o0 o — ) ()
:—am%@&x—wﬁm+q%mﬂ%@(—ﬂmﬁ%)
= (—0um" (@) — g @) (@) £ "5 (w ~ )
= — """V 17" (2)d(z — y)
= {Jo(@)", Jo(v)} = " I (2)8(x — y) (3.1.19)

Da expressao (3.1.19) obtida, e sabendo que a podemos escrever em termos da estrutura

de Casimir:
(1)
g (@)@ —y) = — [997 Jo(w)] 6(z —y),

CYRC) (1)
{Jo(w), Jo(y)} = [Qg, Jo(:v)] o(z —y)

teremos:

(1) (2)
. {JO(fﬂ)a Jl(y)}
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Em termos das componentes da algebra:

(@), )} = {-917@), W) } = {-0.7(@) + F g (2)7 (@), 0" (1)}
= =0, {r(@), ")} + f* { @) (@), @) |
= =0, [5%6(x — y)] + £ (x) { (). () }
= —0%0,0(x — y) + f*%q%(2)6°5(x — y)
= { T (@), () | = —6%0.0(x — ) — 1™ (@)6(x — ) (3.1.20)

Como no caso anterior, podemos representar (3.1.20) a partir da estrutura de Casimir.

Assim,

§°9,0(x — y) + [ (2)5(x — y) = —

(1) (2)
= {Jo(x),Jl(y)} =-

(1)
Qg, J1 (:v)] 6(z —y) + Qg0s0(z — y)

(1)
Qg, J1 (:v)] 6(z —y) + Qg0s0(z — y)

1 @
e 1 (:‘C)a Ji (y)
Utilizamos os parénteses de Poisson canonicos (3.1.12) e verificamos:
{J?(w), J{’(y)} = {q“(:v),qb(y)} =0 (3.1.21)
1 @
= Jl(x)ajl(y) =0
[

A partir da Proposicao 3.1, calcularemos agora o parénteses de Poisson entre o operadores

de Lax Lq(z,A) e Li(y, ). Considere entao a seguinte proposigao:

Proposicao 3.2 A relagdo de comutacdo entre as conexoes de Lax para o PCM é dada por:

) 2) A (N +

(1=2%) (1= p?)

2Ap (2)

T A=) —p Qq, L1(p)| 6(z —y)—
2\ (1)

T o | o),

onde \ e u sdo os parametros espectrais do modelo.

O
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Calculando os parénteses de Poisson entre o par de Lax (3.1.14):

{(i)m, 2. Thiw, m} ____tw {A(}l@;) o)) - (5)o<y>}

(1 =A%) (1 —p?)

(1) (2) 1) (2)
e Au{m:), J1<y>} —A{Jl@, Jo(y)} -

=0 (3.1.17) I

1) 2) (1) 2)
—u { Jo(z), Jl(y)} + { Jo(z), Jo(y)}

(3.1.16) (3.1.15)

A\p
(1=A) (1 —p?)

1) (1)
Qy, Jo(m)] 6z —y) —p [997 Jl(fs)] 5z —y) —

(1) (2)
- A { Jl(x), Jo(y)} +/JJanm5($ - y)

I

Vamos obter uma expressao para o item I indicado, através da Proposigao 3.1:

(D)
Fazendo a transformacao = <+ y na expressao (3.1.15):

1) (2) 1)
{ JO(:U), Jl(y)} = [Qg7 Jl(y)]5($ - y) + anwé(x - y)a

dessa forma, obtemos:

(1) (2) (1) (2)
{ J1(z), Jo(y)} =—P { Jo(y), J1($)} P
(1) (2
= {Jl(@’)a Jo(y)} =—

onde usamos a propriedade, ja discutida na Secao 2.7, da matriz de permutagao P:

(2)
{, J1(y)] 0(z —y) = Qy0;0(z — y)

P(})(x)P —P(J(z)®1)P =1 J(z)
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Dessa forma, a expressao parcial até aqui é:

1) (2) 4\ 1)
{L1($7/\),L1(y,#)}: a {

(1)
Qq, Jo(:v)] Sz —y)—p

Q. J1(:E)] o(x —y)+

(1 =A%) (1 —p?)

+ A

()
Qq, J 1(y)] Mz —y) + pQy0:0(x — y) + ANQy0,6(x — y)} .

(3.1.22)

As seguintes relagdes’, obtidas apés isolarmos as correntes do modelo em (3.1.14):

(1= A3\ (1= M)\
Jo= U221y - AU py
0 2)\1()\1 — )\2) 1( 1) 2/\2()\1 - )\2) 1( 2)
1— A2 1- A3
J=—"1 (M) -——"2 ()
! 2)\1()\1 — )\2) 1( 1) 2/\2()\1 - )\2) 1( 2)’

ao serem substituidas na expressdo (3.1.22) e ap6s simples manipulagoes algébricas, nos levam

ao resultado desejado:

(1) @ DA+
{Ll(va)7Ll(y7N)} = M( lu) Qg&r&(vf_y)—

1= X)L p?)

2Ap 2)
TN () Qg L1(p)| 6(z —y)—
2 p (1)
Il R R

Observe que a expressao obtida nesta Proposicao nao ¢é ultralocal. Vamos verificar se essa
propriedade de nao-ultrocalidade se estende para os parénteses de Poisson entre as matrizes de
transicao do modelo. Dessa forma, poderemos julgar se a algebra de Poisson para o PCM tem

algum sentido.

A forma da matriz de transicao para o PCM é equivalente a (2.6.5):
y
T(x,y; \) = Pexp/ dzL(z, ).

E os seus respectivos parénteses de Poisson sao, de forma semelhante a Proposicao 2.3, os

seguintes [13]:

() @ vy @
T(xaya)‘)vT(xayau) = / dZdZT(%Zy)\)T(?UaZ,M)‘
(1)

@ (1) @
- Li(z,N), L1i(Z,pm) p T(z,y, )T (2,9, ) (3.1.23)

5Observe que nao explicitamos a coordenada espacial z ou y pelo simples motivo da propriedade de simetria
da funcao 6(z — y)
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Assim sendo, substituindo na expressao acima, o resultado obtido na Proposic¢ao 3.2, teremos a

seguinte forma:
& @
T(2,y,A), T(2,y',p) p =
(2)

(1) (2) (1)
/ dzdz T(z,2, )T (2,2, pu) A Qg 0.0(z —2") T(z,y, T (z',y, p)—

(2) (2) (1) 2)
/ / dzdz' T (2,2, \)T (2!, 2/, ) B |Qg, L1(p)| 6(z —2) T (2,9, T (2,9, p)
y v N @ (1) (0 C
—/ / dzdz' T (x,z, \)T (2',2', 1) C |Qg, L1(N)| 6(z—2") T(z,y,\)T (2, ¢, 1)
onde,
A A (A + p) B 2\ . C— 2\
(1=A%) (1= p2)’ (1=A%) (A —p) (1—p2) (A= p)

Vamos simplificar a expressao acima por partes, linha a linha. Consideremos primeiro os

termos ultralocais (com coeficientes C e B):

HE) (2)
(i) C/ / dzd2' T (z, 2, \) T (2', 2/, 1) |Qg, L1(N)

) ] L (2)

(1) () . o M @ /
=C / / dzdz' T (z, 2, \) T (2, 2/, ;) | Li(N)T (2,9,\) | T (2,9, p1)6(z — 2')—
v oy (W @ (1) @ ,
—/ / dzdz' | T(x, 2, \)L1(A\) | T' (2", 2", 1) T (2,9, \) T (2", 9y, u)d(z — 2')
(1) () (1) (2)
=C // dzd2' T (z, 2, \) T (2/, 2/, ;)Qy | 0T (2,9, \) | T (2,9, u)d(z — 2')—

(1) (2) (1) (2)
/ / dzd?' ((‘9 T (x,z )\)) T (2,2 1)y T (2, y,)\)T(z’,y',,u)d(z—z')]

—C// dzdZ' 0,

De forma andloga, teremos:

@ (1) @ ,
:E Z,)\)T(l’ X Hu)Qg T(zay7>‘)T(z Y 7/") 5(Z - Z) (3124)

vy (1) (2)
() B [ T NT W) 5z — ') T2y N T (/1)

(2) ] 1) (2)

@, o) @ ,
fb’zA) (@, 2", 1)Qg T (2,9, )T (¢, )| 6(2 = 2')  (3.1.25)

—B/ / dzdz' 0,

Assim sendo, reunindo os dois termos obtidos acima e o termo com a nao-ultralocalidade
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(contendo o coeficiente A), podemos escrever os parénteses de Poisson da seguinte forma:

(1) @
T(x,y,N), T(x',y,pn) p =
W@ W
==2B|0(z, v, y) T (x,y s \)T (2", y'; 1) T (v, y; N)
ANC R W @
+0(x, 2", y) T (x, 2 ; N)Qg T (2", y; \) T (2", s ) | —
BN @ @

=2C | 02"y, y ) T (z,y; \)T (2, y; )2 T (3,95 1)

, @ o @
+0(2', 2,y )T (2", 2 ) QT (2, 4: N) T (2,95 1)

onde fizemos o produto i%z no termo contendo o coeficiente A" além de utilizarmos a importante

propriedade da funcao delta de Dirac:

Y Yy
/ f(2)8(z—2)dz = —/ f(2)0(z —2)dz = —f(2)) paraz <z <y, (3.1.26)
x x
para simplificarmos a expressao. Note também o uso da notagao:

1 pararz<y<z
0(z,y,2) =
0 para os casos restantes z # y # z,
que surge devido aos limites de integragao (observe a propriedade (3.1.26)) que definem o inter-

valo de nulidade da fungao delta de Dirac.

Observe que o resultado obtido surge dos termos com as fungoes delta de Dirac das integrais
originais. A contribui¢do do termo nao ultralocal é anulada com os termos de fronteira, apds

realizada a integragao por partes.

E justamente as funcoes §° que vao gerar a ambiguidade nos parénteses de Poisson do
PCM. Para observarmos isso, basta pegarmos como limites da matriz x, 2’ — —oco e 3,7’ — oo.
Teremos entao, dois intervalos possiveis(ver figura 11):

(1) (2

(1) (2)
er<aey>y :,X{T()\),T(u)}—ﬂi’ Qg, T(N)T (1)

(1 (2

COBNC)
e <zey>y = {T()\), T(M)} =2C |Qg, T(N)T (1)

Ou seja, ambos parénteses sao obviamente nao-antissimétricos e incompativeis com as iden-

tidades de Jacobi, levando a uma condi¢ao andémala para essa estrutura. Alguns procedimentos

" Assim teremos expressdes comuns entre os coeficiente, facilitando a dlgebra.
8Vale a pena ressaltar que as funcdes 6 em quest&o, sio originadas dos termos com derivadas da funcao & (z—2").
Esse é o motivo da tal ambiguidade.
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foram estudados para tornar a estrutura de Poisson do PCM vidvel. Como nao abordaremos

esses métodos neste trabalho, recomendamos a literatura [37], [14] e [14].
y<y x<x % Y %
x<x y<y e A

Figura 11: Intervalos utilizados para a andlise da estrutura de Poisson dos modelos estudados.
Veremos que para o PCM, a estrutura de Poisson é anomala. J& para a G2dD, gragas as
propriedades do dilaton, ela é viavel.

Nesta préxima secao finalmente abordaremos a gravitacdo bidimensional. Veremos que,
apesar da similaridade com o PCM, o campo dilaton p da G2dD inesperadamente retira essa
ambiguidade e torna a estrutura de Poisson vidvel, levando assim a possibilidade da aplicacao

de métodos para a sua possivel quantizagao.

3.2 Campo gravitacional bidimensional acoplado com o campo
do dilaton

O estudo da redugao dimensional de varios modelos de gravitacao e supergravitacao, levaram
a teorias de campos bidimensionais efetivas possuindo uma estrutura acoplada a espacos cosets
de modelos do tipo o. Apesar dessas teorias de reducdo dimensional ndo serem abordados neste
trabalho, elas ja foram estudadas extensivamente pela literatura, como em [15] , [16] e [17].
Dessa forma, comecgaremos nosso estudo da integrabilidade partindo da teoria gravitacional

reduzida, ja com o dilaton acoplado.

Dessa forma, temos o espago coset G/H do modelo, onde G é um grupo de Lie semisimples,
com sua respectiva algebra g e componentes t*; e H é o subgrupo maximal compacto de G(ou
simplesmente complemento) com &lgebra representada por . A decomposicao da algebra do

modelo é entao dada por:

g=hdp (3.2.1)

e as relagoes de Lie, reflexos da simetria maximal do espago coset, tém a seguinte estrutura:
H,H CcH, H,PJcP, [P,PJCP (3.2.2)
Seja ¥ um espago bidimensional Lorentziano parametrizado pelas coordenadas x*, com

@ = 0,1. Os campos fisicos da G2dD sao mapeamentos g(z*) : ¥ — G/H - ou seja, possuem

liberdade de calibre & multiplicagao destrégena (ou levégena) de H. Utilizaremos neste trabalho
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as correntes destrégenas”:
Jy = Jl’fta = g_laug,

que permitem a seguinte decomposicao, de acordo com (3.2.1):

Jy,=Qu+P,, onde@,€h eP,ecp. (3.2.3)
Por fim, as transformacoes de calibre dessa estrutura tém a forma:

Qu+— h'Quh+h710,h, P, h'P,h, (3.2.4)

semelhantes a (2.5.9), onde h = h(z") € H

Vamos agora estabelecer a estrutura candnica da G2dD. O Lagrangiano, reduzido e com a

calibracao fixa, tém a seguinte forma:

1 1
L= gptr (PPM) = Sptr (P —Pp). (3.2.5)

Observe a similaridade com o Lagrangiano do PCM (3.1.1). Na G2dD, além das correntes do
campo fisico (correntes coset) P, - em substituicao ao grupo compacto do PCM - temos também
o campo dilaton p, relacionado com a parte compactificada da métrica das dimensoes superiores,

apds sua redugao.
O campo dilaton obedece a equacao de Laplace bidimensional:
Up =0, (3.2.6)
cuja solugao é a equacao de onda na forma:
p(x) = p(a7) + p—(a7),

com o correspondente dual (campo axion [18]):

onde temos a soma entre equagao da onda viajando no sentido negativo (p—(x~)) e no sentido
positivo (p_(z7)) do espaco bidimensional (com coordenadas (t,x)) e que z& = %(m + 1)

representa as coordenadas de cone de luz.

Assim, podemos utilizar uma transformagao conforme do tipo
N :g—($+)a ox~ :§+(£B—),

para entao identificar p como uma coordenada espacial radial z = r € [0, co[ e o correspondente

p como uma coordenada temporal ¢ (coordenadas canonicas de Weyl [19] e [16]). Essas defini¢oes

9Isso ndo passa de uma escolha arbitraria. Poderfamos muito bem utilizar correntes levégenas J, = 0,99~ "
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serao importantes para a nossa analise final, quando tomarmos os limites espaciais.

Por fim, definimos que o correspondente dual do dilaton deve satisfazer [39]:

Oup = —€,,0" p. (3.2.7)

Apesar das diferencas obervadas entre os modelos, vamos introduzir a estrutura canonica
de forma andloga ao modo que fizemos com o PCM: utilizaremos J; (x) como coordenada gene-

ralizada e teremos a figura da derivada covariante, definida em (3.1.9).

Para obtermos o momento canonico correspondente, calculemos o funcional acao:
S:i/zmﬂn:;/pmwaf—Pb@ﬂnz;/}tuﬂygm—Q@—fﬂ¢Mt
= ;/p tr [Py - (V{100 J1) — P?ldzdt = ;/ tr [pPy - (V1 '00J1) — pP?|dxdt
éS:—;/MK%AWf@%%HP@M@ (3.2.8)

onde utilizamos a expressao (3.2.3) e a ortogonalidade entre seus espagos, a identidade dyJ; =

V1Jo (veja (3.1.8)) e que o operador V' é anti-auto-adjunto.

Lembremos que, devido a composi¢ao G/H, teremos consequentemente, além de (3.2.3), a

extensao para o momento conjugado:
my=mg+mp, onde moEh e wpeEHP,
sempre obedecendo a estrutura de Poisson canonica:

{Jf(x), 7Tl}(y)} = 6%z —y), (3.2.9)
onde a e b sdo os indices da algebra.

Dessa forma,
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== = -V (pP, = —pP,
50, 00, =T Vi (pP) = Vimy pEo

U
= pPy=— (Ovmg + [J1,7]), (3.2.10)
onde utilizamos a CCN para o momento conjugado Vimy = o1y + [J1, 7]
Teremos entao, de (3.2.10), 2 relagoes resultantes; cada uma correspondente as algebras:

p » pPy=—-0imp— [Pl,ﬂ'Q] — [Ql,ﬂ'p] (3.2.11)
h » 0= —-Oimg— [P, mp] — [Ql,ﬂ'Q] , (3.2.12)
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onde utilizamos as relagoes da édlgebra de Lie (3.2.2).

Observemos que a segunda equagao (3.2.12) define um conjunto de vinculos de primeira

ordem, de modo que:

¢ =—0imqg — [Q1,7q] — [P1,mp] =0 (3.2.13)

Mais uma vez devido a ortogonalidade entre os espagos (3.2.3), temos que o elemento de
Casimir da algebra 2, tem a decomposicao {15 = €2y + €2,. Destarte, partimos para as seguintes

proposicoes.

Proposicao 3.3 Os parénteses de Poisson candnicos, correspondentes a decomposicao da dlgebra,
5a0:

(1) (2) 1) (2)
{Qm m(y)} — Qe —y), {Pm, wP<y>} — Qb(a —y) (3.2.14)

Vamos obter o primeiro parénteses de Poisson. Para isso, escreveremos na forma de componentes:

/

1) /
{Q1($)a (%)Q(y)} = {Q% (tg ®1) ’W% (1 ®tq’)} - { (fmg)} (tq ®tq’)
= §99' (tg®ty) d(z —y) = Wo(z —y),

onde utilizamos a estrutura canonica (3.2.9). Para obtermos o outro parénteses, basta proceder

da mesma forma.

Proposicao 3.4 Os parénteses de Poisson entre os campos tém a sequinte forma:
_ 1) ©) 1
(i) § Po(z), Q1(y) =@

(1) (2)
(i) {1130<x>, 1?1@)} - D ite )+

(1)
(iii) {}30@, %)} - p(lw)(?(m Q, 6z — 1)
, (1) (2 1 (2)
(iv) {Po<x>, Po<y>} = = | ¢<x>] 5z —y),

e a dlgebra de Poisson entre os vinculos ¢(x):

W @ @)
(v) { ¢ (x), ¢ (y)} = [Qm qb(fv)] o(z —y)
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Vamos obter cada um dos parénteses da Proposi¢ao acima. Para isso, basicamente utilizaremos

as expressoes (3.2.11) e (3.2.12) e os comutadores obtidos no Apéndice A

o @
(1) {Po(x), 1(y)}

=0
- plx) {[Ql( ), mp(2)] ®7TP(?J)}
=0
- @) {ro) 9 ) | + - {re0) 8 @i | i)
1 1) 1 @)
= o | Pl(x)] 6(x —y) = (@) Qp, P1(x)| 6(z —y)

= —p(lx) {8m(71r)p T ,1231(@/ — p(lx) {[1131(x),(71r)Q(:U)] , ; 1(y)} _
() 2)
- p(lx){[éh x)a(;r)P(x) ,]231@)}
1 1 1

_Max(ﬁpé(x—y))—p(gj){(&( )7p( ))®P1(y)}+(x){( p(2)Q1(x ))®p1(y)}

LIRS S o
= e =)+ oy | 21 0ot

U 1 @ 1.

p(x)axé( y)+p(m) Qp, Q( )] 5z —y)

o L@
(iii) { Po(x), g (v)
Nesses parénteses de Poisson, vamos proceder de uma maneira um pouco diferente. Pri-

meiro calcularemos o lado direito (LD) da expressao, e, em seguida vamos comparar com
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o lado esquerdo (LE). Dessa forma:

(1)
LD - {130@)};)@)} ~{R@ e g0} = {R@ o AW+ @)}

(2) (2)
— (e =)+~ ﬂp,Q1<x>] =9+ s [ Pr(w) | o =)
NS S P -
— p(x)axé( y) + @) Qy, J1(y)] 6(z —y)

LE:i{Rﬁw@gA%ﬂw}:;QQM%{%@Q®MW}+{%@ﬁ@@%@}@
)

2)
— w0, {R@ 9900} -0 0 { P 90}~ 000,

w0, {R@ e} - {R@od}sv

E f4cil observar entio que, para satisfazer LE=LD, teremos que:

(1)
{Pom @g(.w} - {1130@:), %)} - —p(lx)%%xmpé(x —y)

@

@ (2
Q177TP Q

+ 1), ™ p(y)

1 1
:{8x(ﬂ)p+ 1, TQl| .0, p(y) +

p(z)p(y)
S SR
z)p(y

m @ 2) @) m @
Q’l:am ({T{'P,Pl(y)} WQ(y)_ WQ(y){']TP,Pl(y)
) (2) O o O @
+3y<{P,7TP(y)} TQ— 14 P, mpr) ],

(M () 1 1O @ (2) (2) (2)
B = {Q17FP —7mpQ, P1y)moly) — mo(y) P1(y)

1)
P(D] @)

(D (1) 1 @O (2 () (2) (2)
¢ = {Plﬂ'@ —mQP1,Q(y)7p(y) — 7Tp(y)Q1(y)

Calcularemos entao cada termo isoladamente.

1)) @A)
Uma identidade importante para o calculo desses parénteses é A B = B A
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Para o termo 2 teremos:

(2) (2) 1) 1
20, [0, R Qs 1) + Pathita )| + 0, [0, P Qe — ) ~ Foshite ~)
@ ] (1)
~ 0. ([Ras] sta—)) - [Fo.0,] 0560 )
2) | 2 2
__o, [Qp, (W)Q 5z —y) — [Q,,, (W)Q] Bu6(x — ) + {Qp, (W)Q} 0:6(z — 1)
2)
- vaa:cWQ 5(z —y)
Para o termo ‘B:
M@ @ (2 M 1) (2 (2) (1) m @ (2
‘BZ{QNTP,PK?/)WQ(:U) Qi17p, mQ(y)P1(y) PQy, Pi(y)mqy) ¢ +
m Y@ @
+ { TpQ1, To(y) P1(y)
O @ @ @ o o @
QlﬁpﬂQ-f—PlQbﬂ'p-i—Qlﬂ'Q p—QyP1mp— WpPlﬁb-f-QpﬂQQl—l-
w8 @9

](y)

W le e m] @ H 1@
= { Qp,Qll 7TQ—(7T)Q Qp, Q1| + P |:Qb,(7'[')p:| — [Qh,(ﬂ)p] Pl}é(x—y)
[ 0] @ O
:{ QpanlﬂfQ]— [QhaﬂPyPl é(z —y)
(2) (2) (2) 2
= { |:QP7 7I-P:| Pi| - [[QP7 Ql 7(7T)Q (S(IE _y)

E, de forma semelhante ao termo B, temos que o € tem a seguinte forma:

¢ =

Reunindo os termos

(2)

(2) Q. P

|:Qp,7TQ , TP

v+

B e € e utilizando a identidade de Jacobi (3.1.7) teremos:

“)]}&x—w

=

(2) (2) @ 1 (@ 2 (2) (2) 2
53—'—@:{ |:Qp,ﬂ'p:| Pl —_ QP7Q1 77'('Q |:QP7(7T)Q:|7Q1 — Qp,Pl y(TI')P
2 2 2) (2
= 7TQ7Q1 + 7TP7P1 an 6(13—:1/)
2) (2 2) (2
:—[ [Qbﬂ'Q + | P, mp|]|d(x—1y).
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E, finalmente:

YR
(iv) {cb(x), ¢(y)}

O célculo para esses parénteses fica trivial, j& que o mesmo é um caso mais simples dos

parénteses (iv) calculado acima. Deixamos entao para o leitor a obtengao dessa expressao.
|

Algo interessante de se notar é que entre os parénteses obtidos na Proposigao 3.4 existe um
termo nao ultralocal 9,0(z — y). Esse termo no PCM (e entre outros modelos 2-d integréveis)

gerava ambiguidades e por conseguinte a impossibilidade de se obter uma estrutura de Poisson

por métodos convencionais''.

3.2.1 Par de Lax e cargas conservadas

Ap6s introduzirmos a estrutura do modelo e fixarmos a notagao, vamos finalmente obter o
Par de Lax e as cargas conservadas. Constataremos agora as fundamentais diferengas entre o

PCM e a G2dD.A equacao de movimento do modelo é dada por [39]:
D" (pP,) = Do (pFy) — D1 (pP1) =0 (3.2.15)
onde a derivada covariante D* é definida como:
D,P, =0,P, + [Qu, P,] (3.2.16)

Diante disso, vamos verificar a seguinte proposigao.

Proposicao 3.5 O par de Lax para a G2dD possui a sequinte estrutura:

1+ ~2 2y
Lli(‘rvt;’)/) :QM+ 1_72PM+ 1_/_}/26p,l/PV (3217)
onde a fungdo de coordenadas y(z,t;w) tem a forma:
1 - ~
V(@ tw) = p (w +p—\(w+p)? - p2> (3.2.18)

134 discutimos que existem na literatura métodos para tentar contornar esse problema
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A partir da CCN podemos obter algumas relacoes, uma referente ao préprio par de Lax e a

outra que corresponde as correntes da G2dD:

0oL1 — 01Lo + [Lo, L1] =0, (3.2.19)
OoJ1 — 01 Jo + [Jo, J1] = 0. (3.2.20)

Observe que devido a decomposicao da algebra, J, = @, + P,, a expressao (3.2.20) pode ser

expandida em dois termos:

00Q1 — 01Qo + [Qo, Q1] + [Po, PA| =0 €h (3.2.21)
O Py — W Py + [Qo, P1] + [Po, Qﬂ =0 €p. (3.2.22)

Diante disso, e lembrando do esquema representado na Figura 8 vamos escolher a seguinte

forma para conexao de Lax:
L,=Qu+ A(v)P,+ B(v)euw P
Substituindo essa expressao na CCN (3.2.19) nos leva a:

9 [Q1 + A(7)P1 + B(7)Po] — 91 [Qo + A(v)Po + B(v)P1] +
+[Qo + A(7)Po + B(7)P1, Q1 + A(v)P1 + B(v)Py] = 0, (3.2.23)

que resulta, apds o uso das expressoes expandidas (3.2.21) e (3.2.22) em:

[A%(y) — B*(y) — 1] [Po, P] + B(7) [DoPy — D1 P1] +
+ P [00A(y) — 1 B(7)] + Po[00B(v) — 91 A(Y)] = 0 (3.2.24)

Observamos entao que (3.2.24) deve ser decomposta em duas:

(i) [A*(y) = B*(y) = 1] [P0, ] =0
(ii) B(v)DyuP" + P1[00A(y) — 01B(7v)] + Py [00B(7v) — 01A(7)] =0

E trivial observar que uma possivel solugao de (i) para os coeficiente pode ser:

142 2y
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Para obtermos informacoes de (ii), vamos reescrevé-lo de outra forma:

0= (3.2.26)
= B(v)DuP" + P [00A(y) — 01B(7)] + Py [0 B(y) — 01A(7)]
= D, P"+ B(v)  ewd, A(7) + 9,B(v)] P*, (3.2.27)

e comparé-lo com a equagao de movimento da G2dD (3.2.15), que pode ser reescrita como:

D" (pP,) = (D" p)Py + p(D*F,) = (0" p) Py + pD* P,
= D'P, + p~ 1 (8"p) P, = 0. (3.2.28)

Assim, resultante da comparagao entre (3.2.27) e (3.2.28) teremos:

B(y) ™ (eud”A(Y) + 0,B(7)) = p~ ' 9up
que, apds utilizarmos (3.2.25), nos leva a seguinte expressao:

2
7 +1 2 y

~1
Oup =
P Oup 1—~

Obtida a equagao (3.2.29), pode ser verificado que uma possivel solugao é a seguinte:

1++9* 2%
3w=1_72w) 8,#)—1_72/)

€uw0”p (3.2.30)

Observe que para um parametro espectral w, a fungao de coordenadas (3.2.18) satisfaz a ex-

pressao (3.2.30), afirmada na proposicao (ver apéndice).
Assim, a expressao resultante para o par de Lax é:

14 2 2y
Lu(x,t;7) = Qu+ 1_72PH+ T ’YQGWPV

A priore, o cdlculo da algebra de Poisson das matrizes de transicao da G2dD é feita de forma
semelhante ao que foi feito no PCM. Devemos observar, no entanto, o comportamento peculiar

da funcao de coordenadas y(z,t;w). Dessa forma, segue a proposigao.
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Proposicao 3.6 Os parénteses de Poisson entre as conexoes de Lax tém a segquinte forma:

{&umm?uaw%zQh;jﬁ?%wwkm?wm+?mmrm—zw
2 A2
(1- V%)Q(?z (—1 71?3 - Y172) [Qp’ (i)l(%)] o =)+
2 A2
(1 7?)2(:}2 (—1 71;2 - Y172) [Qp? (2)1(%)] e
(11— ny)Q(pl - 3) [72 (p}(;t)ﬁ) + = (;(;75) 9.6(2 — 21,

onde 71 = (2, t;v) e ye = (2, t,w)

Inserindo as conexoes de Lax (3.2.17) na estrututa de Poisson {-, -} nos leva a:

o) @
L1(2771)7 Ll(za’m) -

o () ) 1443 292 [Q) @
__ {Qﬂa%%Pd%wﬂ} . wz{Pﬂ%%%Pdfﬁﬂ}—

1— 2 11— 1-93
2y @ @ 2vy 1+42 [ @
- P - P P :
1— 2 { 0(z,7), Q1(z',72) 1-121- 2 o(z,m), P1(z',72)

Podemos entao introduzir os parénteses obtidos na Proposi¢ao 3.4 - o que resulta em:

_ 279 &) o 1 +’y% 279 (1) o
_m Qp, P1(2)| 0(z—2') + =2 (1=2) () Qp, Qi(z)z] 6(2 —2')
20, 72 (1+97) | m(1+44) ,
- 0,0(z — 2)—
-0 -9 | &= e (2=2)
2m 2) 1442 2y ) /
m Qpapl(z) 5(2’—2)_ 1_73 (1—7%)/)(2) Qp7Q1(2)] (5(2—2)

2 (71 +72) (172 + 1)
(1=2%) (1=13)p

1)
Qs Ql(z)] §(z — 2 )+

272 (1) ) 2, @) /
i p(z) (1 —13) Dy, Pr(2)| 0(z = ) = T—2) () Qp, P1(2)| 0(z — 2')—
ey [ D]
(1=9%) (1 —13) [ p(2') + p(z) 924( ) (3.2.31)
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De (3.2.17), temos

Yo —¥iv2) Lin) — (m —m73) L) 14+ mye
- Q1(2)

_(
Pz = (v2=7) (1 —=m72) L =772

que, ao ser introduzido em (3.2.31), reverte-se em:

& @
Ll(zafyl)7 Ll(Z 772) =

_ 2 tv2) (e +1) {
(1=9%) (1=12)p
27172
(1 —72) (T =m72)p
295 (1 -1{)
(1-72) (2—m) A =mr2)p
29¢ (1 -13)

(1)
Q}J7 Ql(z) +

(2)
Qp, Ql(z)] } 5z —2)+

(1) 2 /
Qp, L1(v2) + Li(mn)| 6(z —2)+

(D)

+ Qyp, Ll(")/l)] §(z — 2 )+

(2)

! (1=7%) (2 =7) A =my2)p £, Ll(’Yz)] 6(z—2')—
B ERE NEIES: ) P
(1=1%) (1-13) [ S T ey %04

Utilizando os resultados do Apéndice A finalmente obtemos o resultado da Proposicao 3.6.
|

De posse do resultado acima, podemos agora obter os parénteses de Poisson entre as matrizes
de transigao. Para isso, substituiremos a expressao obtida na Proposicao 3.6 na relagao (3.1.23),

produzindo 4 termos:

(1) (2)
T($7 y7 U)) T(:‘U/7 y’?w) =

Termo 1

vy 27172 ] @) @)
+ dzdz’[ T(z,z,0)T (', 2, w
/x /x/ (v2=7) (L =m72)p ( )T )

1) (2
Qn, Li(y1) + Li(y2)| -

(1) (2)
T (z,y,0)T (2,9, w)(z — 2")

Termo 11
v 275 (1 —17) (1) @ (1)
—I—// dzd?' T(x,z,v)T (2,2 ,w) |Qy, L
v [(’72—%)(1—7172) (1-93)p (2, 2,0)T( ) |2 Li(m1)
(1) (2)

. T(z,y,v)T(z’,y',w)5(z - Z/)
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Termo II1
y oy 2 2 1— 2
+/ / dzd? "N ( 72) 3
z Jo (v2—7) (1 =m72) (1=9%)p

(1) (2)
T (z,y,0)T (2,9, w)d(z — 2)

Termo IV

A Ldo | 2 (1+9%) |, n(1+m) .
[ ], e [ FE e [(mf) <1—v%>]
1) (2) (1) (2)

T (xy2,0) T (2, 2", w)Q T (2,y,0) T (2, ¢, w)0,6(z — 2')

2

Vamos simplificar os parénteses de Poisson termo a termo.

Termo I

(1) (2)
T (Z’ Y, U) T (Zlv y,’ w)_

v—w

y v 1 (1) (2) & (2
— _/ / dzdz' T(x,2,v)T (2,2 ;W) | L1(71) + L1(72)
1)

— T (z,z,0)T (2,2, w)

(2) (1) (2
Li(m)+ Li(72)

(1) (2)
QhT (Za Y, U) T (Z,7 y,a U}) 5('2 - Z/)

(2)
T(2,y w)+

v—w

y oy 1 (1) (2) 1) (1)
= / / dzdz’ T(x,z,0)T (2,2, w)Q | L1(11) T (2,9,v)
(1

) )
+T(QL’,Z,’L))T(ZL',Z,U))Q}LT(Z,y,’U)

@ @,
Li(y)T (Y, w)| -

(1) )
T (z,z,v)L1i(m)

@) ) I
T(xlv Zlv w)QhT(Zv Y, /U)T (2/7 Y 7w)_

(1)
— T(x,z,v)

(2) (2)
T (2,2, w) L1(y2)

(1) (2)
T (2,y,0) T (2,9, w) p 6(z — 2)

vy v
= —/ / dzdz' ! §5(z2—2') (0, + 0.)=n (3.2.32)

vV —w
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(1) (2) (1) (2)
onde 2 = T (z,2,v) T (2,2, w)Q, T (z,y,v) T (2,4, w). Observe que para chegarmos na forma

(3.2.32) utilizamos a relagdo inversa do parametro espectral (B.0.3). Fazendo a integral por

// dZdeL—l 5<z_zl)5h}+/y/y/dzdz/ 12
// dzdz[ _1w ] // dzdzv_ [ai(;(z_z)]ﬁh
:—/z az

w[5(y—z) w(z o y) — (@ —2) Bn(z > 2)] -
_/ dzv_lw [6(z =) Bn(z' = o) —6(z — ') Ep(z' — 2")],

partes nos termos com derivadas espaciais:
0
0(z—2)|Ep—

que, apés a aplicagao da fungao delta de Dirac na integral, os parénteses se reduzem a:

o ) @
= - Q(x,:r,y)T(:U,x,w)QhT(aj,y,v)T(:r,y,w)—

v—w

G on @
—H(x,y,y)T(x,y,v)T(m,y,w)QhT(y,y,w)+

B ¢ BN C S
+t9(x,a;,y)T(x,x,v)QhT(x,y,v)T(m,y,w)—

O RN (1)
— 0z, g, ) T (z,9,0) T (2, ,w)Q T (', y, v) (3.2.33)

A notagao E(a — b), indica a transformagao de varidveis que ocorre na funcao =, referente

aos limites da integral. Observe também que utilizamos a seguinte relagao: 9.6(z — 2') =
—0,0(z — 2').
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Termo I1

Y y' 2 2 1— 2
:/ / dzdz' 73 (1-7) 5—0(z — 2')0.5,
(v2—=7) (L —m7) (1—93)p

zz— 2722(1_7%) z2—2)g,| -
/ / e [72—71)(1—%72) (1—73)05( )Hp]
_ [ v 2dz 9 273(1_7%) z—2)E,—
/x /x = [82 (2 = 71) (1 =7172) (1 - 13) p] s

Y g 273 (1 —7)

/x /x’ ded (v2—7) (1 —=m72) (1—=93) p [ }
Y a) (3w L L ba) [ ()]
v@,x)(l—v(w,xv)]“p(’ -, [7(1},)( 2w, >2>]“”(’ T

v ry , 47%72 ( —I-’yl) Y2 —71) (1 —7172) }
dzdz .
* /x /x’ { (72 — 71) (1- 71’72)2 (1 - 72) (1 - 71 p(2')p(2)
A{ =277 (L= ) [(1 = my2) + 72 (2 = 1)1} 6(2 — 2)Zp02p(2)+
vy 8v373 (2 —m) (1 — m72)
dzdz .
" /a: /z/ { (72 = 1)* (1 = 71172) (1=73) (1 =1%) p()p(2) }
A=t (1=7) (1= m2) + 72 (2 — )]} 6(2 — 2/)Zp0:p(2) —

. v oy ods! 2722 (1 _’Y%) O
[ [, = [m—mu—m) (1-3) p(z/>] P02 (3234

(1) (2) (1)

onde =, = T'(x,z,v)T (2, 2/, w)Q, T (z,y,v) T (#',y,w). Observe que utilizamos as recorrentes

ACREND)

v—w

relacoes do apéndice B para obtermos o resultado acima com depéndencia de J,,p.

Utilizando a mesma idéia, podemos obter o terceiro termo.
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Termo 111
Yy Y 2 2 1— 2
B _/ / dzd? (- ) —0(z — )05,
z Ja! (2—=7) (L =m7) (1=9%)p
_ 9($7$,,y) 'Y(%x’) (1 — ’V(U),gg’)2) _ ) ) 0(z, y/’y) ~ (v, y/) (1 _ ,y(w’y/)Q) _ / /
T o—w | yw ) (1= (v, 7)) Ep(z 2 = al) - = w0 =) Zp(z, 2 — )+

vy Av7ys (1+73) (2 —7) (1 —7172) }
dzdz .
" /x /x { (2 =) (1 =m72)* (1 =13) (1 = 13) p(z)p(2)

2972 (1=72) [(1 = mv2) = (v2 — M)} 6(2 — 2)Ep0rp(2))+

vy ) 87175 (2 — 1) (1 — 7172)
dzdz .
" /x /w { (72— 1)° (1 = 1172)* (1 = 43) (1 = 2) p(z')p(2) }

Adyis (1=3) [(1 = my2) =71 (e — )]} 0(2 — 2)Ep0ap(2) -

- vy 2ds 2'7%(1_722) (s — 2
[ e [(72—71)(1—7172) (-9 p<z>] Pz =2) (3:23)

Termo IV

_ _/y /y, dog 2P G2 4 90) + p7 () (L 4 53)]
o Jo (1 =17)(1 —73)

0:6(z — 2')E, (3.2.36)

Reunindo os 4 termos (3.2.33), (3.2.34), (3.2.35) e (3.2.36) observamos que as expressoes
que possuem derivada do Dilaton se cancelam, resultando somente em termos com a funcao

0(x,y,z), que sdo as mesmas definidas no PCM. Assim:
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RO o @
= - w 9(x7$7y)T(x7$7w)QhT(xay>v)T(x7y>w)_

Y @ @
—H(x,y,y)T(x,y,v)T(a;,y,w)QhT(y,y,w)—i-
N R
+0(3§‘,l‘,y)T(CC,CL‘,’U)QhT(ﬁ,y,’U)T(IE,y,U))—

(1) (2) (1)

- 0(337 ylv y)T ('Iv ylv U)T (l‘,v ylv w)QhT (ylv Y, 7)) +

0z, x,y) | v(w,2) (1 —(v,2)?) | _ o )
vow lv(fw) (1 —(z,w)?) =2 =)
0(x',y,v) | v(w,y) (1 —~(y,v)?) )
v—w mea—w%w%r“%26”+
Oz, 2, y) |7, 0) (1 =~(,w)?) | 2.4 — 2 )—
T w !7(56’,10) (1- v(x’,v)Z)] =pl e = o)

Ep(z, 2 =) (3.2.37)

Observe que o nosso resultado para a G2dD é similar ao obtido para o PCM, ji que ha a
presenca das funcoes 0(z, y, z), geradoras de ambiguidades nas fronteiras. Assim, a primeira vista
nos deparamos com o mesmo problema encontrado anteriormente. No entanto, a dependéncia da
funcdo de coordenadas ~(x,t,v)'? com o pardmetro espectral v inverte essa situacdo. Podemos
reescrever os 4 ultimos termos centrais da expressao obtida, utilizando algumas expressoes do
Apéndice B. Teremos entdo, por exemplo, que:

Y(w,z) (1= 7(v,2)?) (v+p)° = p?

v(z,v) (1 — v(z, w)2) = (w+ ﬁ)g — 2 (3.2.38)

Substituindo as relacoes equivalentes a (3.2.38) acima, em (3.2.37) obtém-se uma expressao
que pode ser analisada mais facilmente. Para essa andlise, utilizaremos os mesmos limites que
consideramos para o PCM: x, 2’ — —oo e y,y’ — oco. Nessa situagao, também podemos observar
dois casos: ¥’ < z,y <y ex <,y <y (veja a figura 11). Dessa forma, obtemos os seguintes

resultados:

e/ <zey >y

(1) (2) 1 1 (2
T(U)a T(’U)) = -

Qp, T(0) T (w)

COBENC)

L w0 =2 o PeyTw

+
v=w\ (w2

v—w

12No caso do PCM, v(z,t,v) = A adquire um valor constante.
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e/’ >zrey <y
(1) (2) 1 1 (@
T(0), T(w)p = - U, T (0) T (w)

Observe que os segundos termos de ambos limites sao diferentes. No entanto, como fizemos a

1 (w+/5)2—,02 Q (Ilgv(ﬂ“mw]
T (Hmz_[ﬂ[p, ()T (w)

escolha de p como coordenada de Weyl, nos infinitos espaciais o dilaton p (e seu dual p) também

vai a infinito, divergindo. Dessa forma, teremos um resultado tnico:

(v), T'(w) == | (0) T (w T w (3.2.39)
ja que
~2_ 2
li (w+p)2 A
pp—too \[ (v 4 p)* — p?
€
~2_ 2
lim R Ml

pi=o || (v + p)° = p?

Dessa forma, nos limites a dlgebra é tinica e bem definida, satisfazendo particularmente a
antissimetria e as identidades de Jacobi. Assim, diferentemente do PCM, a G2dD possui uma

estrutura de Poisson vidvel e pode, por esse formalismo, ser prosseguida pela quantizacao.

Vale a pena notar que a expressao (3.2.37) obtida acima nao é invariante por transformagao
de calibre (3.2.4). Dessa forma, devemos utilizar uma quantidade que seja invariante por tal

transformacao; observa-se que a seguinte quantidade tem tal caracteristica:

9(@)T(z,y;v)9~ ().
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Calculando entao os parénteses de Poisson entre essas matrizes de transicao invariantes, nos leva

a seguinte equagao, mais genérica que (3.2.37):

1) ) (1) (1 (2) (2)
b @ (1) UINC) 2 1), (2
g Hz)g () { g @)T (z,y,0)97 (y), g ()T (2, ,w)g 1(3/)} gy W)=

1 , , (2) , (1) (2) ,
= - 9($,iU,y)T(w,iU,w)QhT(x,y,v)T(x,y,w)—

v —w

Y @ @
—9(:1:,y,y)T(:c,y,v)T(x,y,w)QhT(y,y,w)—i—

N N T
+9(1:,3:,y)T(a:,:c,v)QhT(:c7y,v)T(x,y,w)—

(1) (2) (1)

- 9(1:7 y/a y) T(IL’, ylv U) T(ajl? y/a U])QhT(y,, Y, U) +

9(1”7.%', y/) 1- 27(1'1 w)'y(:v,v) + ’72('%" w)»—

+ v—w 1 —y(z,w)? == o)
_ G(j’;yéuy’) 1- 27(y,1W_)77(Z;’U;; 7y, w)zp(z, 2 = y)+
N 9(26,_96’{0 y)1- 27(x’,1v)_7§9(0;/7;03): (@, v) Ep(z, 2 — 2')—

Escolhemos fazer a andlise na fronteira na expressao nao-invariante (3.2.37). Como con-
cluimos a viabilidade da estrutura de Poisson nessa expressao, o caso se estende para a equacao

invariante por transformacao de calibre obtida acima.
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4 Conclusao

Nesta dissertagao foi feita uma revisdo do formalismo da integrabilidade classica e de cam-
pos. Discutimos brevemente alguns modelos precursores que motivaram o desenvolvimento da
representacao de Lax e CCN. Utilizamos, nessa primeira parte da dissertacao, como modelo
representativo o NLS. Obtivemos seus pares de Lax, PPF e por fim, com a ajuda de outras
quantidades necessarias, provamos a involucao de suas quantidades conservadas. Discutimos
também a idéia por tras de sua matriz r, que fornece uma alternativa interessante a CCN pois

¢ mais geral e independe das varidveis dinamicas do sistema.

Na segunda parte deste trabalho introduzimos e discutimos os dois modelos alvos de estudos:
o PCM e a G2dD.

Primeiramente identificamos o PCM, suas propriedades gerais e assim, a partir de seu La-
grangeano obtemos suas equacoes de movimento e os parénteses de Poisson candnicos. Utilizamos

o par de Lax proposto por [39] e calculamos o PPF para o PCM.

Ressalta-se a caracteristica nao-ultralocal do PPF no primeiro termo. Dessa expressao entao
obtivemos os parénteses de Poisson entre as matrizes de monodromia e calculamos seus valores

em dois limites distintos no infinito:

(1) (2

(CO B )]
er<tey>y = {T(A),T(u)} =2B|Qy, T(N)T (1)

(1 (2

(CO I )
o' <xey >y :{T(A),T(u)}:2c Qg, TNT (1) |-

Verificamos entao e propriedade anémala da estrutura de Poisson para o PCM: no infinito temos
dois valores distintos para os parénteses. Dessa forma ficamos impedidos de prosseguir com o

formalismo, com a identidade de Jacobi sendo violada.

Com a metodologia fixada pelo PCM, procedemos da mesma forma para a G2dD. Antes de
tudo, no entanto devem ser ressaltadas duas diferencas principais entre os modelos: a presenca
do campo dilaton acoplado (resultante da reducao dimensional) e a nova composigao da dlgebra,
ja que temos agora um espago coset G /H. E sao esses fatores que analisamos no desenvolvimento

dos calculos.
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Comegamos novamente com o Lagrangeano do modelo, identificamos p como as coordenadas
canonicas de Weyl (o dilaton e seu dual correspondem as coordenadas espaciais e temporais

respectivamente) e construimos um par de Lax' para a G2dD:

1+92 2y
Lu(x,t;7) = Qu+ 1_72Pu+ =2

v
E,ul/P )

observe que agora temos um 'parametro espectral’ v que depende das coordenadas e um ’parametro

espectral escondido’ w constante, que seria o equivalente ao A do PCM.

Dessa forma, a partir desse par de Lax, obtivemos o PPF para a G2dD. Novamente ob-
servamos um termo nao ultralocal, o que nos levaria a crer que encontrariamos uma estrutura
de Poisson ambigua. No entanto, ao calcular os parénteses de Poisson entre as matrizes de

monodromia e considerarmos os mesmos limites utilizados no PCM obtivemos um valor unico:

(1) (2) 1 1) (2 1 1 (2
T(U)a T(w) = - Qh’ T(U)T(w) + QP? T(U)T(w)

v —w v—w

Isso ocorre justamente pelo comportamento do campo dilaton, baseado na nossa escolha como
coordenadas de Weyl que acabam convergindo. Assim, como agora nao temos divergéncias
entre os parénteses da estrutura de Poisson, a teoria pode ser regularizada e consequentemente

quantizada por esse formalismo.

4.1 Projeto em andamento

Como obtivemos uma teoria regularizada, o préximo passo ébvio seria a quantizacao do
modelo. No entanto, estamos desenvolvendo um outro movimento possivel, em consonancia com
a teoria do HL, que é proceder com sua reducao para 2 dimensoes. Em HL, nos limites de altas
energias (UV), a teoria é efetivamente bidimensional, assim a idéia é comparar a teoria reduzida

com a teoria nos limites de altas energias e elucidar o que de fato ocorre nesse processo.

Vamos lembrar que, além do dilaton, ha um campo escalar adicional presente na teoria
reduzida de HL. Com a reducéo dimensional ainda nao se sabe o que ocorre no contexto da
teoria de sistemas integraveis. Assim, pretendemos verificar como esse campo adicional reduzido
afeta a integrabilidade, obter a sua CCN, entender a algebra, bem como a sua regularizagao.

Sao idéias totalmente originais e ausentes na literatura.

Vale a pena ressaltar que esse estudo sobre HL s6 esté sendo possivel gracas ao formalismo
estabelecido nessa dissertacao com o estudo da G2dD. Desta forma, o presente trabalho nos

fornece o embasamento necessario para o desenvolvimento de teorias mais avantajadas.

! Diferente do que foi feito para o PCM, onde utilizamos a literatura
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APENDICE A - Alguns comutadores importantes

Sabemos, devido a decomposicao da édlgebra, que J, = @, + P,, onde @, € h, P, € p e
Qg = Qp + Q. Dessa forma, ¢ util o calculo de comutadores entre os elementos do grupo. Por

questoes de conveniéncia, nao explicitamos as dependéncias espaciais nas contas a seguir.

(1)
(@) |, P
- [th Rt P 1] = [tn, P]® t" = PP [ty t,)] @ "
= PP, ot =t, © ( fpp/htth>
=1ty ® [tpvtp’] PP = by & (tptp’) PP — ty ® (tp’tp) PP
(L@ 4Pty © 1) — (ty Dty) (18 1,P?) = (16 )0y~ 9, (16 P)
(1) (2)
:> Qh, P = — Qp, P
(1)
(b) |, @Q
- [th 2t",Q® 1} = [th, Q) @ t" = Q" [ty ty] @ t"
_ Qh’fhh’HtH @ th — ty® <fh’Hhtth,>
=ty @ [ty tr] QY =ty @ (twt™) QY —ty @ (tptn) Q"
= (1etw@") thetn) - (thot") (1owQ") =12 Q)% - 2% (18 Q)
(1) (2)
= th Q = - Qba Q
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(1)
(c) [Qpa Q

= [tp ®tp’Q ® 1] = [tp,Q] Rt = Qh [tp,th] ® tP
— thphp/tpl Rt = tp’ ® (fhp/pthh>
—t,y® {th,tpl} Qn=ty® (t%?") Qn—ty ® (tp/th> O

_ (1 ® tth> (t,,, ® tp’) - (tp, ® tp’) (1 ® tth) —(19Q)0% -2 (10Q)

1) (2
= va Q Qpa Q

(1)

(d) |, P

= [ty ® 1", P@1] = [t,, P) @ t? = PV [t,.ty] © 17

- Pp,fpp’hth QP =t, ® <fp/hptppp,>

=t @ [, By =tn @ (W) By — th 2 (£"0) By

= (1o ) (het) - (mot") (1o, P) = (10 P)9y -9 (1 P)

(1) (2)

= Qp,P Qh,P
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APENDICE B - Relacoes envolvendo o parametro
espectral da G2dD

Vamos elencar neste apéndice algumas relacées que sao importantes nos calculos relacionados
ao modelo da G2dD.

1

A partir de um tratamento algébrico da funcao de coordenadas y(x, t;w) = 5 <w +p—1/(w+ 5)2 - ,02)

podemos obter as seguintes relagoes:

(wp) =2 = 5o =
(1—72)=p22[p2+(w+ﬁ) (w+ﬁ)2—p2—(w+ﬁ>2},
(1+2) = 5 [w+ o)y 9P = 2 = w4 7]

Que levam as expressoes:

_ 2
1
1y = - B.0.1
b p(1—~2) (B0.1)
e

3 14++2 _ 2y

v oy = 2P "up + —af '0,p (B.02)

além da importante expressao inversa do parametro espectral w

2
p (v +1\
B.0.
w 2( ) P (B.0.3)

Observe que as relagoes aqui sintetizadas evocam a derivada em relagao ao parametro es-

pectral (0,) e em relacdo as coordenadas (9,).
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