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Resumo

O problema da distancia entre duas sequéncias finitas por reversoes é estudado neste
trabalho em uma abordagem formal e algébrica com base em um grupo de permutagoes
onde a operacao do grupo e a de conjugacao sao utilizadas para simular reversoes.

A abordagem é geral por operar com sequéncias genéricas que podem representar es-
truturas utilizadas na especificagdo de uma grande variedade de problemas relevantes em
computacao e em matematica, entre as quais se incluem os genomas.

Uma estrutura de grupo foi estabelecida sobre um conjunto de familias de sequéncias
para possibilitar aplicar uma reversao em uma destas familias mediante uma operagao
de conjugacao, onde a familia e uma certa permutagao, atuando como um conjugador,
participam como fatores ou termos.

Além disso, a mesma reversao pode ser simulada pela operacao do grupo utilizando,
como fatores ou termos, um conjugador especial da familia e a mesma permutacao que,
acima, atuou como conjugador.

O trabalho propoe um método diferente de computar que conduz a uma maneira di-
ferente de pensar no problema da distancia de reversao o que, eventualmente, podera
contribuir na descoberta de respostas a questoes nesta éarea.

Os programas computacionais que utilizam reversoes podem ser adaptados ao método.
Palavras-chave: Ordenacao de sequéncia finita por reversoes, Distancia de reversao entre

duas sequéncias finitas, Reversao em sequéncia finita usando a conjugacao e a operacao
de um grupo de permutagoes, Biologia molecular computacional, Rearranjos de genomas.



Abstract

The problem of sorting finite sequences by reversals is studied in this work using a
formal and algebraic approach based on a group of permutations where the operation of
the group and the conjugation are used to implement reversals.

The approach is general in the sense that it treats generic sequences which can repre-
sent structures, used in the specification of a wide variety of relevant problems in computer
science and mathematics, among them are included the genomes.

A permutation group structure was established on a set of families of sequences in order
to apply a reversal on one of this family through the operation of conjugation, where the
family and one certain permutation, acting as a conjugator, participate as factors or terms.

Moreover, the same reversal may be applied by means the group operation using, as
factors or terms, a special conjugator of the family and the same permutation, above
mentioned, that served as conjugator.

The work proposes a different method of computing resulting in a different way of
thinking about the reversal distance problem which may possibly contribute to find an-
swers in this area.

Computer programs that use reversals can be adapted for the method.

Keywords: Sorting of finite sequence by reversals, Reversal distance between finite se-

quences, Reversal in a finite sequence using the conjugation and the operation of a group
of permutations, Computational molecular biology, Genome rearrangements.
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Capitulo 1

Introducao

Os conhecimentos advindos da descoberta da estrutura do cromossomo no inicio da
segunda metade do século passado levaram a grandes avancos na biologia e ao surgimento
da biologia molecular computacional, uma nova ciéncia que de imediato se deparou com
o desafio de processar os enormes volumes de dados gerados por sequenciadores.

Paralelamente ao desenvolvimento da bioinforméatica, houve a invengao e o aperfeico-
amento dos processadores e quantidades cada vez maiores de informagoes puderam ser
analisadas em um espaco de tempo cada vez menor.

Apesar disso, permanecem intransponiveis as dificuldades para resolver certos proble-
mas de grande complexidade para os quais os processadores mais velozes, em face da
quantidade de dados e operacoes necesséarias, também nao produzem solugoes eficientes
em tempo.

A pesquisas com algoritmos passaram a ocupar o centro das atengdes como talvez
a Unica maneira de resolver tais problemas e emergiram as teorias voltadas para tentar
reduzir as suas complexidades ou para aumentar a sua eficiéncia.

Motivacgao

O material genético dos organismos é modificado a medida que evoluem [5]. Assim, as
similaridades e as diferencas entre as sequéncias dos nucleotideos dos cromossomos podem
ser usadas para inferir a relacao evolucionéria entre espécies.

O genoma ¢é o conjunto dos cromossomos de uma espécie; o genoma humano tem 23
pares com cerca de 27000 genes; um gene humano pode ter cerca de 10000 nucleotideos e
o genoma, centenas de milhoes; o gene é uma cadeia de moléculas mais simples chamadas
de nucleotideos e cada gene tem por finalidade codificar uma proteina; a proteina também
¢ uma cadeia de moléculas mais simples, os aminoacidos, e cada um é gerado a partir de
uma codificacao diferente de um terno de nucleotideos, conforme o coédigo de mapeamento
genético das Tabelas e[1.2} as proteinas sao de diferentes tipos, tém diversas fungoes
e a sua importancia para a vida das espécies é tao grande que um importante cientista,
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(b) Um nucleotideo de base G. (C) As quatro bases, adenina (A), ti-
mina (T), guanina (G) e citosina (C), e
os seus dois emparelhamentos e o resi-

duo fosférico (p).

Figura 1.1: Componentes do nucleotideo (ilustragdes do aluno, com base em [I5]).

Russel Doolittle, uma vez afirmou que “nds somos as nossas proteinas”.

O nucleotideo é uma unidade, conforme a ilustragao da Figura (a), que contitui o
gene e tem trés componentes, como mostra a Figura (1.1} uma molécula de agucar, deno-
minado deoxiribose, um residuo fosférico e uma base. O deoxiribose contém cinco dtomos
de carbono, numerados de 1’ a 5’, 0 que confere uma orientacao a cada uma das bandas do
cromossomo, sendo 5'—3’ a direcao canodnica, exemplificada na Figura (b), encontrada
em textos e bancos de dados. As bases sao moléculas identificadas pelas letras A, C, G e
T, que sempre se emparelham da seguinte maneira: A com 17" e C' com G, sendo, por isso,
A e T, ditas complementares e, da mesma forma, C' e G. Consequentemente, as bandas
da dupla hélice sao, também, complementares.

A Figura ilustra a codificacao de uma proteina a partir do gene. A Figura [1.2
contém um esbo¢o e uma visao molecular esquematica da dupla hélice, com as duas
sequéncias de nucleotideos, que podem, também, ser representadas por sequéncias de
letras, cada uma simbolizando um destes nucleotideos, como

5 ... TACG ...3
3 ... ATGC ...5.

Comparar as posicoes de genes ou de blocos de genes em dois diferentes organismos
homologos (de mesmos genes) e tentar determinar as operagoes de mutagao (eventos de
rearranjo) que transformam o genoma de um no do outro tem sido objeto de pesquisas.

Existem diversas proposicoes, usando diferentes técnicas e ferramentas, que buscam
minimizar o trabalho computacional de calcular as operagoes de rearranjo que diferenciam
dois organismos. Uma delas é o algoritmo, do tipo branch-and-bound, exato, “forca bruta‘“
de Kececioglu e Sankoff, contido em [I0], que obtém todas as sequéncias de reversoes que
levam um genoma em outro.



&) Um esbogo.

(b) Visao molecular esquemaética.

Figura 1.2: A dupla hélice, conforme estabeleceram James D. Watson e Francis Crick, em
1953, a forma da construcdo do cromossomo, com duas cadeias ou bandas de nucleotideos,
complementares e invertidas e de orientagoes 5'—3' e 3'—5' (a ilustragao (a) foi tirada da Internet

e a (b) é do aluno, com base em [15]).
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(a) O nucleotideo.

(b) A banda de orientagido 5’ —3’.

Figura 1.3: O nucleotideo, uma unidade constituinte do cromossomo, e a banda 5'—3', a do
sentido canénico adotado em documentos e bancos e dados onde apenas uma das duas esteja

representada (ilustragoes do aluno, com base em [15]).

5 ... ATGGCAAGTCAAAGGATACAGAAATTTTAA ... 3

ATG GCA AGT CAA

Met Ala Ser Gln

AGG ATA CAG AAA TTT TAA
Arg Ile Gln Lis Fen FIM
MASQRIQKF

Figura 1.4: Um gene (uma cadeia de nucleotideos, aqui representados pelas bases) em um
cromossomo, os ternos de nucleotideos com os correspondentes aminoécidos e a sua proteina
(uma cadeia de aminoacidos) em uma simulagao da codificagdo de uma proteina a partir de um

gene ficticio.



Tabela 1.1: Cada terno de nucleotideos de um gene produz um aminoécido e o gene produz
uma cadeia desses aminoacidos, chamada proteina. Alguns aminoécidos sdo produzidos por mais
de um terno; trés ternos nao produzem aminoécidos, TAA, TAG e TGA, apenas indicando o

12 22 posigao 32
posicao | G A C U | posigao
Gli | Glu | Ala | Val G
G Gli | Glu | Ala | Val A
Gli | Asp | Ala | Val C
Gli | Asp | Ala | Val U
Arg | Lis | Thr G
A Arg | Lis | Thr | Ile A
Ser | Asn | Thr | Ile C
Ser | Asn | Thr | Ile U
Arg | Gln | Pro | Leu G
C Arg | Gln | Pro | Leu A
Arg | His | Pro | Leu C
Arg | His | Pro | Leu U
Tri | FIM | Ser | Leu G
U FIM | FIM | Ser | Leu A
Cis | Tir | Ser | Fen C
Cis | Tir | Ser | Fen U

fim de um gene, e o metionina,

tirada de [19]).

, indica o inicio de um gene. Na transcri¢do, uma fase da
contrucao da proteina, onde o gene é copiado, a base T é substituida pela U, a uracil (tabela

‘ Coédigo de uma letra Codigo de trés letras Nome
1 A Ala Alanina
2 C Cis Cisteina
3 D Asp Aspartato
4 E Glu Glutamato
5 F Fen Fenilalanina
6 G Gli Glicina,
7 H His Histidina
8 I Ile Isoleucina
9 K Lis Lisina
10 L Leu Leucina
11 M Met Metionina
12 N Asn Asparagina
13 P Pro Prolina
14 Q Gln Glutamina
15 R Arg Arginina
16 S Ser Serina
17 T Thr Treonina
18 \% Val Valina
19 W Tri Triptofano
20 Y Tir Tirosina

Tabela 1.2: Os vinte aminoacidos comumente encontrados nas proteinas (tabela tirada de [15]).




Os cromossomos de um ser podem ser representados por permutagoes e essa possibi-
lidade, aliada & de simular os eventos de rearranjos por operagoes algébricas, permitindo
estudar por este meio a genética dos organismos vivos, motivou a escolha do tema.

A diversidade das ferramentas utilizadas e os conhecimentos acumulados pelo intensivo
estudo das permutagoes ao longo do tempo aumenta as possibilidades de novas descobertas
nos dois campos, da teoria e da pratica.

Objetivo

O objetivo do trabalho foi estudar as permutacoes com o fim de propor e formalizar
um método para simular uma operacao de reversao em sequéncias finitas por intermédio
de uma operagao de conjugacao em um grupo de simetria e, por esta forma, estudar o
problema da distdncia de reversdo e, possivelmente, dar uma abordagem unificada para
os problemas semelhantes de todas as operacoes.

Organizacao do Trabalho

Os contetdos mais importantes da dissertacao estao distribuidos nos trés capitulos
adiante resumidos. O capitulo [2 reune as defini¢oes e as notacoes importantes incluindo
as trés operacoes basicas para a transformacao de uma sequéncia e a defini¢ao do problema
que norteia o trabalho e esta dividido em quatro se¢oes, cada uma contendo: a sec¢ao (2.1}, os
conceitos bésicos sobre grupos de permutacgoes, que foram utilizados em todo o trabalho;
a se¢ao [2.2] as trés operagoes basicas; a se¢ao [2.3] a defini¢do do problema e, a segao [2.4]
outras definigoes. O capitulo[3esta dividido em se¢bes, sendo que as primeiras constituem
uma pequena amostra de algumas diferentes representacoes dadas as permutagoes, da sua
adaptabilidade a diferentes recursos, algébricos, analiticos e graficos, e de alguns resultados
e, a ultima, contém a deducao de um resultado representativo, obtido em consequéncia
dessa flexibilidade e a partir da operagao de intercambio de blocos. Na segao [3.1], é
dado um resultado combinatorial, obtido a partir do conceito de sequéncias crescentes;
na se¢ao [3.2 é dado um resultado combinatorial, utilizando o conceito de inversoes; na
secao|3.3, sao dados resultados relacionados ao conceito de desconhecimento de padrao; na
secao ¢ dados um resultado em ordenagao, utilizando o conceito de pilhas junto com
o de desconhecimento de padrao; na segao [3.5], ¢ dado um resultado, utilizando o conceito
dos Standard Young Tableau (SYT); na secao , ¢ apresentada uma ordem parcial
definida sobre S,,; a se¢ao encerra a amostra, dando alguns conceitos muito utilizados
no estudo das permutacoes e a sec¢ao [3.8 contém a dedugao de um resultado em ordenagao
por intercambio de blocos, obtido com o uso de uma grande diversidade de recursos. No
capitulo [} estd a parte principal do trabalho, onde é formalizado, detalhadamente, o
método para considerar uma sequéncia finita qualquer como um “ciclo” 7w de um grupo
simétrico e para simular uma reversao em 7 por meio de uma operacao de conjugacao
do grupo; também é mostrada a sua aplicabilidade em algoritmos e sao apresentadas
duas maneiras equivalentes de se obter uma mesma familia de reversoes que transformam
uma sequéncia em outra. Esta dividido em quatro segdes: na secao [4.1], é formalizado o
modelo; na segao [£.2] como um exemplo de aplicagao a casos concretos, sao representados
cromossomos; na secao [£.3] é definido um conjugador especial a de 7 e sdo feitas duas



simulagoes em paralelo, utilizando a operagao do grupo e a de conjugacao, para obter uma
mesma familia de reversoes que ordenam 7 e, por ultimo, na secao [4.4] sao formalizadas
as duas maneiras de construir a mesma permutacao que simula uma reversao e onde fica
demonstrada a aplicabilidade do método em algoritmos.



Capitulo 2

Definicoes e notacoes

2.1 Grupos de permutacgoes

Nesta se¢ao estao alguns conceitos bésicos sobre grupos de permutagoes (presentes nos
livros de algebra dos cursos de graduagao, dos quais, as citagoes [26] e [32] sdo apenas
dois exemplos) que serdo empregados daqui para frente.

Uma permutagao de elementos de um conjunto F é uma bijegao de F em E. O
conjunto das permutagoes do conjunto E={1, ... | n} (conjunto também denotado por
[n]), munido da operagao de composicao de fungdes, constitui o grupo chamado de grupo
das permutacgoes de E ou grupo simétrico de grau n, denotado por S,,. A ordem de S,
é n!. Toda permutagao de S, serd também chamada de n-permutacao. O conjunto for-
mado pelos elementos de um grupo é chamado de suporte do grupo. A inversa de uma

permutacao a é denotada por a .

Sejam a,b € S, entao o produto de a por b, representado por ab, é definido como
(ab)(z)=a(b(z)), para cada elemento = € E e a conjugag¢ao de b por a, representada por
ap, ¢ definida como (aba™')(z)= a(b(a"'(z))), para cada elemento z € E. Além disso,
aa '=a"'a =e, onde e é a identidade, para todo a € S,,.

Seja (a;)1<i<» uma familia de elementos distintos de [n]| tem-se que » < n. A permu-
tacao a € S, definida por

a(a;) = a;y1, para i=1,...,r—1

ala,) = a e

a(z) =z para todo x #a; (i=1,...,r)
é denominada ciclo determinado pelos elementos ay, . . ., a,, serd indicada por (a; ... a;)
e o nimero r denominado comprimento do ciclo; também, diz-se que a permutacgao ¢ um
r-ciclo e, se r = n, diz-se que (a; ... a,) é uma permutagao circular. Todo ciclo de
comprimento 2 é chamado de transposi¢ao e todo ciclo de comprimento 1 é o elemento
identidade, que é denotado por e. Se a é o ciclo (a; az ... a,), o conjunto {ay,as, ..., a,}

é chamado de suporte de a.

Dois ciclos a e b sao disjuntos se os seus suportes forem disjuntos. Se aq, ..., a,,, m<n,
sao ciclos dois a dois disjuntos e de comprimentos, respectivamente, t1, ..., t,,, t1+ -+t
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<n, determinados pelas familias (a;;), 1<i<m, 1<j<t;, entdo, uma permutacao ¢ definida
como ay ...am=(ar; ... a1yy) ... (@m1 ... Qmy,,) € & sua tnversa como (ayy, ... A1)

) (amtm ... Q). Toda permutagao pode ser escrita como um produto de ciclos disjun-
tos. Essa representacao é chamada de representacao ciclica, nao depende da ordem dos
a;,1=1,...,m, e é Gnica a menos dessa ordem.

Observacao 1 Se (aj ay ... a,) é um r-ciclo, entdo também o indicam as permutagoes
(ag ag ... a, a1), (ag ... a, ay ag), ... , (4, ay ... ap_1).

Observacao 2 Se a ¢ um produto de transposicoes disjuntas, entdao a=a~!.
Exemplo 1 Dados E={1, 2 3,4, 5, 6}, a=(1)(325)(46) b=(261) e c=(2 6)(1 3),
entao a~t=(1)(52 3)(4 6); aa"'=a 1&—6 ab=(1)(325)(46) (26 1)=(153246); cc=e
e =(1)(325)(46) (26 1) (1)(523)(46)=(154)(2)(3)(6)=(154).

2.2 Operagoes béasicas

Nesta secao sao revistas algumas operagoes basicas, que representam eventos em re-
arranjos de genoma.

Em vista da estrutura de dupla hélice de um cromossomo (conforme estabeleceram
James D. Watson e Francis Crick, em 1953), com duas cadeias, complementares e inver-
tidas, de genes, na constru¢ao de uma sequéncia (ou permutacao, etc.), admitindo-se que
esta seja a maneira escolhida para representar o cromossomo, resultante de uma leitura
efetuada sobre o mesmo e que represente ordenadamente os seus genes, estes podem provir
ora de uma ora da outra.

As sequéncias representando cromossomos sao estudadas em nivel de genes ou de blo-
cos de genes. Estara sendo admitido, sem prejuizo para os resultados obtidos, que cada
um de seus elementos estara representando um bloco. Quando as orienta¢oes nao sao co-
nhecidas, tem-se somente a ordem relativa entre eles. Caso contrario, pode-se, também,
considerar a sua orientacao no estudo do cromossomo.

As mutagbes ou eventos de rearranjos que podem ocorrer em um Unico cromossomo
sao as de interesse deste trabalho e, entre outros exemplos de eventos que afetam um
inico cromossomo, estao a reversao, a transposicao e o intercimbio de blocos.

Como se vera no Capitulo [] os blocos de um cromossomo, admitindo-se que ele te-
nha n blocos, serao rotulados pelo conjunto [n] e ele passara a ser representado por uma
sequéncia destes roétulos, dispostos na mesma ordem em que os blocos correspondentes
ocorrem no cromossomo. Nesta se¢ao serda admitido que um cromossomo p sera repre-
sentado por uma sequéncia pips...p, € que, quando os rétulos da sequéncia estiverem
ordenados, ou seja, quando a sequéncia for 12...n, dir-se-4 que o cromossomo esta orde-
nado (conforme a se¢ao . Os blocos afetados pelos eventos aparecerao em destaque.

As Figuras e 2.3 tém apenas o objetivo de ilustrar o evento da reversao, que é
a operacao em estudo neste trabalho, de acordo com a representagao, em sequéncia, que



Figura 2.1: O cromossomo de oito blocos de genes numerados em ordem crescente, representado
pela permutagao 12345678, antes do evento que reverteré o bloco de entradas consecutivas 4, 5, 6
e 7, que resultara 12376548, a representagao do seu homoélogo, da Figura (ilustragao do aluno).

Figura 2.2: Como ficard o novo cromossomo 12376548 apds o evento da Figura (ilustracao
do aluno).

esta sendo adotada; estao simplificadas tendo em vista que o evento ocorre na dupla hélice.

Dada uma sequéncia p = p1ps ... p,, Uma reversao ¢ uma operacao que inverte uma
subsequéncia de blocos consecutivos de p. Na reversao com sinal, caso em que os blocos
tém orientagoes conhecidas, também sao revertidos os sinais, simbolizados por — ou <,
de cada um dos blocos revertidos.

Revertendo-se os blocos p; ... pi1e, a > 0,7> 0,71+ a < n, em p, obtém-se

Pr.--Pitag---DPi---DPn-

Exemplo 2 Seem 3417562 forem revertidos os blocos 1756 resulta 3465712 e, se as
suas orientacoes forem conhecidas, ou seja, se for um cromossomo com sinal, por exemplo,

Z??%E?, resulta ?2% 7?3

Uma transposicao ¢ uma operagao que intercambia duas subsequéncias contiguas de
blocos consecutivos sem mudar a ordem desses blocos em cada subsequéncia. Transpondo-



(361
[ 7%

(361

’L“i 1 D 2 ~ N
/7\4 \ /\N ) j\\
\ 6 14 ,{ \\ 1 \ :

(a) O momento do evento, quando as (b) Durante o evento, as entradas sdo (C) Apébs o evento, surge outro cromos-
ligagbes entre 3 e 4 e entre 7 e 8 se en- trocadas, juntando-se 3 com 7 e 4 com somo homoélogo.
contram. 8.

Figura 2.3: O evento da reversao do bloco das entradas consecutivas 4, 5, 6 e 7 do cromossomo
12345678, da Figura A hipotese para o evento é que, em um encontro das ligagoes entre 3
e 4 e entre 7 e 8, por alguma razao, as mesmas sao desfeitas e as entradas religadas de forma
diferente, unindo 3 com 7 e 4 com 8. O resultado é o cromossomo 12376548, da Figura [2.2
(ilustragoes do aluno).

Figura 2.4: O cromossomo original, Figura e o resultado da reversao, Figura em
destaque o bloco das entradas consecutivas que foi revertido (ilustragao do aluno).

se 0s blocos p; ... Pita € Ditast - - - Pivariss, &, b > 0,10 >0,14+a+1+0 < n, em p, obtém-se

P1---Dita+tl - - Pitati+b Pi---DPita---Pn-

Nas transposicoes, nao sao consideradas as orientagoes dos blocos porque um bloco isola-
damente nao é revertido.

Exemplo 3 Se em 3417562 forem transpostas as subsequéncias 175 e 62 resulta
3462175.

341756 2
2 34175 6
1 234756
1234567

Figura 2.6: Ordenagao de 3417562 por trés transposicoes.
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3417562 37T 75 6 7
3412657 37 9% % 35 7
143265 7 T 135 9% 3 7
123465 7 T 97 3 7T %5 57
123456 7 T3 37T 5 6 7

T2 3 735 6 7

Figura 2.5: Ordenagoes de p = 3417562 (sem sinal) por quatro e de p (com uma de suas possiveis
27 sinalizages) por cinco reversoes, respectivamente.

Um intercimbio de blocos é uma operagao que intercambia duas subsequéncias de blocos
consecutivos sem mudar a ordem dos blocos de cada subsequéncia. Intercambiando-se os
blocos p; ... Dita € Dj ... Pjtp, @, b>0,9> 0,9+ a < j,7+b<n, em p, obtém-se

pPr---Dj---Pj+b---DPi---Dita---Pn-

No intercambio de blocos, também nao sao consideradas as orientagoes dos blocos porque
um bloco isoladamente nao é revertido.

Exemplo 4 Se em 3417562 forem intercambiadas as subsequéncias 34 e 562 resulta
5621734.

3 41 7 5 6 2
1 75 6 2 3 4
123 45 67

Figura 2.7: Ordenagao de 3417562 por dois intercambios de blocos.

2.3 o0 problema da distancia de reversao e o problema da distancia de
ordenacao

Na natureza, um ser pode evoluir para outro pela mudanca de lugar dentro do seu
genoma, de um ou mais blocos de genes. Esses eventos mutacionais que sao conhecidos
pelos bidlogos sao também chamados de operacoes de rearranjo. Varios tipos sao aceitos
como eventos biologicos e mais de um pode ocorrer simultaneamente em um organismo
em evolucao.

De forma genérica, o problema de rearranjo de genomas agindo num tinico cromossomo
pode ser enunciado como: dados dois cromossomos, obter o menor niimero de eventos de
rearranjo que transformem um no outro.

A menor série desses eventos esté relacionada com a hipotese da parcimonia, referida

em [15], que assume que a natureza sempre encontra caminhos que requeiram o minimo
de mudangas. Assim, para se saber como um organismo pode ser transformado em outro,
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deve-se encontrar uma série minima de eventos que realize essa tarefa.

As Figura [2.§] ilustra o conceito de distancia de reversao utilizando os cromossomos
de duas plantas e a Figura contém fotos de ambas onde aparecem algumas das suas
diferentes caracteristicas externas, como o formato e o tamanho das folhas e a coloracao
das flores, que refletem as diferencas entre os cromossomos.

e . 5
Nicotiana tabacum —em'=e— = —— £
(@) 7 6 5 4 3 2 1 8 1” reversiio
[ e ) s—
7 1 2 3 4 5 § g 2reversiio
7 1 2 3 6 5 4 s 3 reversiio d(a,p) =5
) ) = —_
7 1 2 4 5 6 3 8 4" reversio
e e e [ [ —
3" reversiio
. 7 1 2 4 5 3 6 8
Lobelia fervens — = = —_—— =+
(7

Figura 2.8: A transformacao da Nicotiana tabacum na Lobelia fervens, duas plantas homologas,
em cinco reversoes e a distancia de reversao, d(a, ) = 5, entre ambas. Este ¢ o nimero minimo
de reversoes (em destaque o bloco das entradas consecutivas que foi revertido em cada uma),
necessario para transformar uma planta na outra (ilustracao do aluno, com base em [23]).

Apenas o evento da reversao ocorrendo em um unico cromossomo estara sendo con-
siderado. Um cromossomo pode ser representado por uma sequéncia finita e, como este
trabalho estuda a operacao de reversao aplicada a essas sequéncias, os resultados também
se aplicam aos cromossomos.

O foco deste trabalho esta no evento da reversao (sem sinal ou com orienta¢oes nao
conhecidas), aplicado a sequéncias finitas, como foi dito, e tem-se o problema da distdn-
cia de reversao em sequéncias finitas, que consiste em “dadas duas sequéncias finitas, «
e 3, obter o menor nimero de reversoes que transformem uma na outra”’. A este ntimero se
da o nome de distdncia de reversao entre o e 5 que é denotado por d(«, 3) ou dg(a).
Ordenar uma sequéncia finita é transformé-la na sequéncia finita onde os blocos estao
ordenados e que é chamada de sequéncia ordenada. Um caso particular é a distdncia
de ordenacao, que consiste em “dada uma sequéncia finita «, obter o menor nimero de
reversoes que a transformem na sequéncia ordenada” e é denotada por d(a).
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g 4
C) Lobelia fervens.

a) Nicotiana tabacum. Nicotiana tabacum.

Figura 2.9: Fotos da Nicotiana tabacum e Lobelia fervens (fotos tiradas da Internet).

2.4 Mais definigoes e notagoes

Nesta segao estao outras definigoes e notagoes utilizadas no trabalho. A obra [2] sera
referenciada pelos niimeros das paginas.

Nuamero de Euler.
Definigao 1 (p. 3) Sejam n um namero inteiro positivo e p=p1ps . . . p, uma permutagao
de S,. Diz-se que i ¢ um descente de p se p;>p;+1, 1<i<n. Similarmente, diz-se que 7 é
um ascente de p se p;<p;ir1. Se p tem k—1 descentes, entao é a uniao de k subsequéncias

crescentes de entradas consecutivas, chamadas de sequéncias crescentes de p.

Exemplo 5 A permutagao 3412576, da Figura[2.10] tem dois descentes e quatro ascentes.

Figura 2.10: A permutacao 3412576 tem os descentes 2 e 6 e os ascentes 1,3,4 e 5.
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Figura 2.11: A permutagao 2415367.

Exemplo 6 A permutacao 2415367, da Figura [2.11] tem trés sequéncias crescentes que
sao 24,15 e 367.

Numero de Stirling de segunda espécie

Definicao 2 (p. 11) Sejam n um ntimero inteiro positivo, [n] e k<n. A distribui¢ao dos
elementos de [n] em k conjuntos de tal forma que cada elemento é colocado em exatamente
um e nenhum é vazio sera chamada de particao de um conjunto [n] em k blocos.

Exemplo 7 Sendon =7ek =3, {1,2,4}, {3,6}, {5} e {7} é uma parti¢do de [7] em
trés blocos.

Standard Young Tableau (SYT).

Definigao 3 (p. 47) Sejam n, m<n e a; > -+ > a,, numeros inteiros positivos tais que
a; + -+ a, =n. Entéo (ay,...,a,) é chamada de particdo de n e os ntimeros a; de
partes da particao.

Exemplo 8 O namero 5 tem sete partigdes que sao (5), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1),
(2,1,1,1,1) e (1,1,1,1,1).

Inversoes.
Definigao 4 (p. 43) Sejam n um namero inteiro positivo e a=ajas .. . a, uma permu-
tacao de S,. Diz-se que (a;,a;) é uma inversao de a se i < j e a; > a; 1<i<j<n. O
niamero de inversoes de a sera denotada por i(a).

Tem-se que 0 < i(a) < ( 5 ), para todas as permutagoes e os dois extremos se referem
al...nen(n—1)...1, respectivamente.
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Exemplo 9 A permutacao
31524

tem quatro inversoes, ou seja, (3,1),(3,2),(5,2) e (5,4).

Desconhecimento de padrao.

Definicao 5 (p. 129) Sejam n um numero inteiro positivo, k<n e b=b; ...b; uma
permutacao de Si. Diz-se que a permutagao a=aj . ..a, de S, contém b como um padrao
se existem k entradas a;,,ai,,...,a; em a tais que 7; < iy < --- < iy e a;, < a;, se, €
somente se b, < by, 1<r<s<k. Caso contrario, diz-se que a desconhece o padrao b.

Exemplo 10 A permutacao 3451267, da Figura (a), desconhece o padrao 321 (da
Figura (b))porque nao contém uma subsequéncia decrescente de 3 elementos. Ela
contém o padrao 2134, Figura (c).

1

(a) A permutagdo 3451267 contém (b) O padrao 321, contido em (C) O padrao 2134, contido em
o padrao 2134, como mostram as  3451267. 3451267.

entradas 3167, 3267, 4167, 4267,

5167 e 5267, mas nao o 321.

Figura 2.12: A permutagao 3451267 e os padroes 321 e 2134.

Sequéncias alternadas.

Definigao 6 (p. 24) Sejam n um namero inteiro positivo e p = p1ps ... p, uma permu-
tagao de S,. Diz-se que p muda de dire¢ao na posicao i, 1<i<n quando p; 1 < p; > pis1
ou p;_1 > p; < pir1- Desses elementos p; onde p muda de direcao diz-se que sao, respecti-
vamente, um pico e um vale. Diz-se que p tem k sequéncias alternadas se existem k—1
indices ¢ onde p muda de dire¢ao. Denota-se por G(n, k) o namero de permutagoes com
k sequéncias alternadas.

Exemplo 11 A permutacao 3561247 da Figura [2.13] com duas mudancas de diregao
(onde ¢ = 3 ¢ um pico e i = 4 é um vale) tem trés sequéncias alternadas (356, 61 e 1247).

Ponto-de-quebra e subsequéncia ordenada.
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Figura 2.13: Um diagrama representando 3561247 com trés sequéncias alternadas.

Definigao 7 (em [11]) Sejam n um nimero inteiro positivo e a; ... a, uma permutagao
de S, estendida para 0 a;...a, n+1 com a adigao de ag = 0 e a,+; = n+1. Um par
de elementos consecutivos a; e a;41, onde 0 < i < n e |a; 1 — a;| # 1, é chamado de
ponto-de-quebra e ¢(a), de nimero de pontos-de-quebra de a.

Definicao 8 Dada uma permutagao a;...a;...qa;...a,, chama-se uma subsequéncia
a...a;, onde |a; —a;—1| # 1 elaj —a;| # 1,7 < k < j—1, |ag1 —ax] = 1, de
subsequéncia ordenada (mazximal) da permutagcao.

Diametro de reversao do grupo simétrico e permutacoes de Gollan.

Definicao 9  Chamando-se de D(n) = maz,cs,d(m) ao didmetro de reversao do
grupo simétrico de grau n, onde d(7) é a distancia de reversao entre a permutagao 7 e
a identidade, Gollan conjecturou (e Bafna e Pevzner provaram, em [23]) que D(n) = n—1
e que apenas as permutagoes (em notagao ciclica) v, = (1357...n—1n...8642), onde n é
par, e vy, = (1357...n n—1...8642), onde n é impar, e a suas inversas v, ! requerem n—1

reversoes para serem ordenadas. Essas permutacgoes sao conhecidas como as permutagoes
de Gollan.

3 1 5 2 7 46
1 35 2 7 46
1 25 37 46
1 2 3 5 7 46
123 475 6
12 3 4657
123 45 6 7

Figura 2.14: Ordenacao da permutagao (1357 6 4 2), de Gollan, onde n = 7 é impar, com 6
reversoes.
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Diametro de reversao por prefixos do grupo simétrico.

O problema da ordenacao por reversoes e prefixos, também conhecido como pancake
flipping problem, é definido da seguinte maneira: “dada uma permutagao 7 ...m, de S,,
encontrar uma menor série de reversoes da forma 7y ... m; que a ordenem, 1<:<n”.

Definicao 10 O didmetro de reversao por prefixos do grupo simétrico de grau
n é definido como maxres, dpref(m) € denotado por dy.r(n), onde dyer(m) é a distancia
de reversao por prefixos entre 7 e a identidade.
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Capitulo 3

Contextualizacao

As permutacoes e os grupos de simetria sao intensamente estudados e aplicados em
diferentes contextos, entre os quais se encontra o dos rearranjos de genomas (um exemplo
se encontra no artigo [23], onde Bafna e Pevzner as aplicam no estudo da operagao de
reversao) e antigos problemas relacionados com a distancia de reversao sao estudados por
meio de novas ou diferentes ferramentas (no artigo [24], analisado neste capitulo, Bona
e Flynn utilizam uma diversidade de recursos, além de resultados obtidos por meio de
outros, na dedugao de uma férmula importante em ordenagao por intercambio de blocos).

Conjecturas milenares, como ilustra a brilhante solugao de equagdes por meio de radi-
cais construida por Galois, em fins do século XVIII, somente foram esclarecidas por meio
dos grupos de simetria. Certos conceitos poderosos de fundo combinatorial, sao estudados
h& muito tempo como é o caso dos numeros de Fuler, empregados hé 200 anos, tendo
a maior parte das pesquisas direcionadas para conceitos analiticos. O estudo formal da
combinatoéria comegou pelo menos com Leibniz que, trabalhando em sua habilitacao em
Filosofia, publicou, em 1666, o “Dissertatio de arte combinatoria’, tendo esse ramo de
estudo, no ultimo meio século, um grande crescimento.

Os estudos e as conclusoes acumulados em séculos de pesquisa estao espalhados pela
literatura. Diversos conceitos aplicados no estudo das permutacoes, representativos em
diversas areas de pesquisa, foram extraidos de artigos e do livro [2] (neste capitulo esta
obra sera referenciada pelos ntimeros das paginas) onde o autor teve por objetivo reu-
nir muitos resultados importantes, principalmente os de natureza combinatorial. Em seu
prefacio fica destacado esse potencial ao afirmar que “as permutacoes tém uma estrutura
combinatorial muito rica, devida em parte ao fato de que uma permutagao de um conjunto
finito pode ser representada de muitas maneiras equivalentes como palavra (sequéncia),
funcao, colecao de ciclos disjuntos, etc., cada uma com uma colegao propria de operagoes,
transformacoes, estruturas, etc., que podem ser aplicadas as permutagoes”.

Nesta contextualizagao, serao exibidos alguns desses recursos e resultados e finaliza

com a analise de um artigo sobre ordenacao de permutagoes, representativo pela impor-
tante formula que obtém e nao trivialidade das dedugoes.
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3.1 Sequéncias crescentes

As nogoes de ascente e descente (dadas na Defini¢ao [1) suscitam algumas questoes
combinatorias e enumerativas. Quantas permutacoes existem com um dado nimero de
descentes? Quantas permutacoes existem com um dado conjunto de ascentes? Se duas
permutacoes tém o mesmo conjunto ou o mesmo numero de descentes, quais outras propri-
edades elas compartilham? Estas questoes permitem estabelecer resultados combinatorios
como, por exemplo, o seguinte lema.

Lema 1 (p. 4) Sejam n um numero inteiro positivo, k<n, S = {s1,s9,...,8:} C [n — 1]
e a(S) o nimero de permutagoes cujo conjunto de descentes esté contido em S. Entao,

tem-se
(S) (n)(n—sl)(n—@)“.(n—sk)
S1 S9 — 81 S3 — 89 n — Sk

3.2 Inversoes

O estudo das inversoes (dadas na Defini¢ao [4)) comegou em 1.901, em [33], e pode
levar a interessantes resultados combinatoérios como & fungao geradora que enumera as
permutacoes de S, com respeito ao seu nimero de inversoes, que é dada pelo seguinte
teorema.

Teorema 1 (p. 43) Para todo inteiro positivo n > 2, tem-se

YW =I(2)=(1+n)(1+r+a’) . (Itzt+a®+- 42"

a€ESy

O ntimero de permutacdes com k inversoes, denotado por b(n, k), é o coeficiente de 2* em
I,,(x). Os primeiros sdo mostrados na Tabela e dados, recursivamente, pela férmula

b(n+1,k) =bn+1,k—1)+b(n, k).

n=1 1
2 1 1
3 1 2 2 1
4 1 3 5 6 5 3 1
5 1 4 9 15 20 22 20 15 9 4 1

Tabela 3.1: Os valores de b(n, k) (ndmero de permutagoes com k inversoes) para n < 5. A linha
n comega com b(n,0).

3.3 Desconhecimento de padrao

A nocao de desconhecimento de padrao (dado na Defini¢ao , que também é aplicada
a permutacoes, pode facilitar a obtencao de resultados interessantes.
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Exemplo 12 O namero S,(q) de permutagoes que desconhecem o padrao ¢, quando
¢=12 (comprimento 2), ¢ S,,(12)=S5,(21)=1. As permutagoes que desconhecem os padrdes
12 e 21 sao, respectivamente, n(n—1)...321 e 123... (n—1)n.

Quando o comprimento é 3, ¢ admite 6 padroes diferentes, 123, 132, 213, 231, 312 e 321,
mas existem algumas simetrias entre eles. Dada uma permutacao p = p1ps ... p,, define-se
um reverso de p como a permutacao p” = pppn_1-..p1 € 0 complemento de p como a
permutacao p¢ cuja i-ésima entrada é n+1—p;.

Exemplo 13 A permutagao p = 3451267 tem reverso p” = 7621543 e complemento
p¢ = 1267345.

Assim, tem-se que se uma permutacao desconhece 123, entao, o seu reverso desconhece
321, logo, S, (123)=S,,(321). Da mesma forma, se uma permutacao desconhece 132, entao,
o seu reverso desconhece 231, o seu complemento desconhece 312 e o reverso do seu
complemento desconhece 213, assim, S, (132)=5,(231)=5,(312)=5,(213).

Exemplo 14 A permutagao p = 3412 desconhece o padrao 123 e o seu reverso p” = 2143
desconhece 321; também, p desconhece 132 e p" desconhece 231; p¢ desconhece 312 e p“"
desconhece 213.

Resta provar que S,(123)=5,(132) para se chegar ao resultado notével, devido a Simion
e Schmidt, em [I3], que afirma que todo padrdao de comprimento 3 é desconhecido do
mesmo numero de permutacoes, e isso é dado pelo seguinte lema.

Lema 2 (p. 130) Para todo inteiro positivo n, S,(123)=5,(132).
Um outro resultado enumerativo se segue.

Teorema 2 (p. 132) Para todo inteiro positivo n, S,(132) = (*")/(n+1) ((*") indica a
combinagao de 2n elementos tomados 2 a 2) .

Exemplo 15 Em S, das 4! = 24 permutacdes, (})/(5) = 14, 1234, 2134, 2314, 2341,

3124, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4213, 4231, 4312 ¢ 4321, desconhecem 132.

3.4 Ordenacao por pilhas e desconhecimento de padrao

Um algoritmo que pode fazer (se vera uma condigdo em que nao serd possivel) a or-
denacao de uma permutacao por meio de uma pilha, do tipo guloso, é descrito a seguir,
utilizando a permutacao p = p1ps...p, € Sy.

O algoritmo comecga colocando p na entrada e p; na pilha. Em seguida, verifica se
p2 < p1 e, neste caso, poe py em cima de p; na pilha; caso contrario, primeiro poe p; na
saida e, em seguida, po, na pilha. Assim, continua até o passo ¢, quando o elemento p; é
comparado com o elemento p;_; que esta no topo da pilha. Se p; < p;_1, p; vai para o topo
da pilha; caso contrario, p;_; vai para a posi¢ao mais a direita da saida e p; ¢ comparado
novamente com o elemento que ocupa o topo da pilha. O algoritmo termina quando as n
entradas passarem pela pilha e estiverem na permutagao s(p) da saida. Observa-se que os
elementos da pilha se mantém, durante a aplicacao do algoritmo, em ordem decrescente.
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Assim, se torna impossivel passar pela pilha e em ordem crescente um conjunto
{pi, p;j, px} de entradas de p=p;...pj...pg, onde py, < p; < p;, 1 <i < j<k<n,que
obedecam ao padrao, pois, antes de passar pi, que é a menor, p; ou p; ja terd passado
para a saida para nao violar a ordenacao da pilha. Isso prova a seguinte proposigao.

Definigao 11 (p. 288) Se a permutagao s(p) de saida do algoritmo acima for a identidade
123 ...n, diz-se que p é ordenavel por pilha.

Proposicao 1 (p. 289) Uma permutacao é ordenével por pilha se, e somente se, desco-
nhece o padrao 231 (dado na Definigao .

Exemplo 16 A Figura mostra todos os passos do algoritmo aplicado a 3142, Fi-
gura[3.1] (a), que contém o padrao 231, Figura[3.1] (b), e onde se tem que s(3142) = 1324,
o que prova que 3142 nao é ordenavel por pilha.

(a) A permutagdo 3142 contém o padrao 231, como (b) O padrao 231, contido em 3142.

mostram as entradas 342.

Figura 3.1: A permutagao 3142 e o padrao 231.

3.5 Standard Young Tableau (SYT)

Os SYT existem h& mais de um século tendo sido pela primeira vez definidos pelo
Reverendo Young em uma série de artigos, iniciados pelo [37], no inicio do século passado.
Os SYT e as permutacoes estao associados e as entradas de um SYT determinam uma
permutagao de [n].

Uma forma de Ferrer ¢ uma maneira de representar partigoes (dadas na Definigao
por meio de um diagrama. A forma de Ferrer da partigdo (ai,as, ..., ax) € um conjunto
com n caixas postas em linhas paralelas de tal forma que na i-ésima linha se tenha a;
caixas e onde todas as linhas come¢am na mesma linha vertical.

Um SYT ¢é uma forma de Ferrer de n caixas, como o da Figura[3.3] na qual cada uma
contém um dos elementos de [n] de modo que cada caixa contém um numero diferente e
as linhas e colunas crescem para a direita e para baixo, respectivamente.
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’ Saida \ Pilha \ Entrada ‘

3142
3 142
1 42
3
1 3 42
13 42
13 4 2
13 2
4
132 4
1324

Figura 3.2: Os passos do algoritmo aplicado a permutacgao 3142 e que nao a ordena porque
contém o padrao 231.

[ [ ]

Figura 3.3: A forma de Ferrer da parti¢ao (5,2,1) com oito caixas.

Um diagrama como o da Figura [3.5 é também conhecido como um diagrama Young
ou diagrama de Ferrer. Listando-se o nimero de caixas em cada linha obtém-se a particao
A=(5,3,2) relativa a 10, o namero total de caixas do diagrama. O diagrama ¢ dito como
sendo de forma A. O conteudo do diagrama Young define uma ordem parcial sobre o
conjunto de todas as partigoes, a qual é de fato uma estrutura reticulada conhecida como
reticulado de Young. Listando-se o niimero de caixas em cada coluna obtém-se outra
particao conhecida como a conjugada ou transposta de A, que no exemplo corresponde a
(3,3,2,1,1). A pergunta natural é quantos SYT existem sobre uma dada forma de Ferrer
ou, generalizando, sobre todas as formas consistindo de n caixas? Uma entrada de um
SYT determina uma permutacao de [n].

Definigao 12 (p. 215) Sejam F uma forma de Ferrer e b uma caixa de F', entdo o gancho
de b é o conjunto H, formado por b e pelas caixas de I a direita (e mesma linha) e abaixo
(e mesma coluna) de b. O tamanho de H, é chamado de comprimento do gancho de
b e é denotado por hy,.

A Figura mostra o gancho H; e os comprimentos associados a cada caixa da forma.

b [ X[ X[X] 7T]6[4]2]1]
X 41371
X 21

Figura 3.4: O gancho Hy, de comprimento seis, e todos os comprimentos da forma.
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1[2[5[7]10]

W
0¢)

Figura 3.5: Um SYT com dez caixas.

Entre diversos resultados de teor probabilistico e enumerativo envolvendo os SY'T, é dado,
como exemplo, o que se segue.

Teorema 3 (férmula para os comprimentos dos ganchos) (p. 215) Seja F' uma forma de
Ferrer com n caixas. Entao o nimero de SYT com a forma F' ¢é igual a

n!
Hb hy’
calculado sobre todos os ganchos de F'.

Exemplo 17 Seja F' um retangulo 2 x 3, entao existem 5 SYT de forma F' onde os
comprimentos dos ganchos de F sdo, linha por linha, 4, 3 e 2 (os da primeira) e 3, 2 e 1
(os da segunda). Entao, a férmula para comprimento de gancho é verificada como
om0 _
4-3-2-3-2-1 144 7

conforme as Figuras [3.6] e [3.7]

Figura 3.7: Os cinco SYT da forma F = 2 x 3.

3.6 Uma ordem sobre Sh

Ha varias maneiras de definir uma ordem parcial sobre o conjunto das permutagoes de
S, para um n fixo e uma interessante e algumas de suas propriedades é dada pela seguinte
definig¢ao.

Defini¢ao 13 (p. 257) Seja P, o conjunto parcialmente ordenado de todas as permu-
tagoes no qual p < ¢ se p pode ser obtido de ¢ por uma série de operagoes onde cada
uma intercambia as duas entradas de uma inversdo (dada na Defini¢ao . Entao, P, é,
também, chamada de ordem de Bruhat sobre S,,.
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Uma operacao que intercambia as duas entradas de uma inversao, por simplicidade, é
chamada de redug¢ao. A ordem de Bruhat também é chamada de ordem forte de
Bruhat.

@301
/ \
0 @23 @10
P2 P3
( JD) LJED) @23
\ /
@123

Figura 3.8: As ordens de Bruhat sobre So e S3. Em S3, as redugdes em 321 se referem as
inversoes (3,2) e (3,1); em 231, (2,1) e (3,1); em 312, (3,1) e (3,2); em 132, (3,2); e, em 213, &
inversao (2,1).

Exemplo 18 Em um conjunto parcialmente ordenado se diz que y cobre x se x < v,
mas nao existe z tal que r < z < y ou, visualmente, quando y estéa “imediatamente acima”
de z. Na Figura [3.8/p = 231 cobre ¢ = 132, pois (p1,p3) = (2,1), sendo 1 <3e2 > 1, é
uma inversao de 231 e 132 resulta de 231 apos o intercambio das duas entradas de (2, 1).

Proposigao 2 (p. 258) Chamando-se de comprimento de uma cadeia de um conjunto
parcialmente ordenado ao nimero dos seus elementos menos um e de graduado ao con-
junto parcialmente ordenado cujas cadeias maximais tém o mesmo comprimento, tem-se
que a ordem de Bruhat P, ¢ graduada.

Uma outra ordem parcial, baseada em inversoes do tipo (y;, ¥i+1), onde y; > y;41, € dada
pela seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 14 (p. 260) Seja P o conjunto parcialmente ordenado de todas as permuta-
¢oes, onde p < ¢ se p pode ser obtido de ¢ por uma série de redugoes, considerando-se
apenas as redugoes formadas por entradas consecutivas. Entao, P! é, também, chamada
de ordem fraca de Bruhat sobre S,,.

Tem-se que a ordem fraca de Bruhat P! é, também, graduada, ou seja, as suas cadeias

maximais tem o mesmo nimero de elementos, e que este niimero é ( n ) Stanley provou

em [35] e, um ano mais tarde, Greene e Edelman, em [7], que o numero de cadeias

maximais de P/ ¢ igual ao ntmero de Standard Young Tableaux da forma em escada

(n—1,n—2,...,2,1), usando fungoes simétricas, que espera uma prova combinatorial. No

caso da Pj, da Figuraﬁ tem-se duas cadeias de comprimentos ( 3 ) = 3 e dois SYT, de
3.10]

2
acordo com a Figura
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@30

N

@ 0231 @10
P} Py
(_JD) L_JED) @23
\ /
Q23

Figura 3.9: As ordens fracas de Bruhat sobre Sy e S3. Em S3, as redugoes em 321 se referem as
inversoes (3,2) e (2,1); em 231, a inversao (3,1); em 312, (3,1); em 132, (3,2); e, em 213, (2,1).

12 [1]3]

Figura 3.10: Os dois SYT da forma em escada (2, 1).

3.7 Recursos muito utilizados

Esta secao apresenta alguns recursos poderosos aplicados no estudo das permutacoes,
que foram ferramentas importantes em muitas pesquisas e na demonstracao dos resultados.

Numero de Euler.

Defini¢ao 15 (p. 4) Sejam n um nimero inteiro positivo e k<n. O nimero de Euler,
denotado por A(n, k), é definido como o nimero de permutagdes S,, com k—1 descentes.
Assim, A(n, k) também pode ser lido como “o niimero de permutagoes com k sequéncias
crescentes (dadas na Definigao [1]).

Durante sua longa historia foi extensivamente estudado especialmente com respeito as
suas propriedades relacionadas com a teoria dos niimeros e os problemas combinatoriais,
probabilisticos e estatisticos. A Tabela contém os primeiros nimeros de Euler.

Exemplo 19 Existem quatro permutagoes em S3 com um descente: 132, 213, 231 e 312.
Assim, A(3,2)=4. Similarmente, A(3,3)=1, correspondendo a permutagao 321, enquanto
A(3,1)=1, correspondendo a permutagao 123.

Numero de Stirling sem sinal de primeira espécie.
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n=>0 1
1 1 0
2 1 1 0
3 1 4 1 0
4 1 11 11 1 0
5 1 26 66 26 1 0

Tabela 3.2: Os valores de A(n, k) (numero de Euler) para n < 5. Cada diagonal NE-SO contém
os valores para um k fixo e a linha n comega com A(n, 1). Nota-se que A(n,k+1) = A(n,n—k)
ou, em outras palavras, os nimeros de Euler sao simétricos e tem-se que > ,_; A(n, k) = nl.

Definigao 16 (p. 85) Sejam n um ndmero inteiro positivo e k<n. O numero de
Stirling sem sinal de primeira espécie, denotado por c(n, k), ¢ definido como o
nimero de permutagoes de S, com k ciclos (dados na segao [2.1)).

Esse ntmero ¢ dado pela expressao: para todo inteiro positivo n > 1,

- =2(5) 5 (5) (")

e, recursivamente, pelo seguinte lema.

Lema 3 (p. 86) Seja ¢(n,0) = 0,se n > 1, e ¢(0,0) = 1. Entao, c¢(n,k) =c(n — 1,k —
1)+ (n—1)c(n — 1,k).

Os ntameros de Stirling sem sinal de primeira espécie ¢(n,0),c¢(n,1),...,c¢(n,n) também
podem ser gerados como coeficientes do seguinte polinémio.

Teorema 4 (p. 86) Para todo inteiro positivo n,

3

zz+1).. . (x+n—1)=Y c(n k)"

il

Exemplo 20 Sendo n=4 e k=2, tem-se que ¢(4,2) = 11, correspondendo as permutagoes
(em representagao ciclica) (1 2 3)(4), (3 2 1)(4), (1 2 4)(3), (4 2 1)(3), (1 3 4)(2),
e

(431)(2), (234)(1), (432)(1), (12)(34), (13)(24) e (14)(23).

A Tabela contém os primeiros nimeros de Stirling sem sinal de primeira espécie.

Numeros de Stirling com sinal de primeira espécie.

Defini¢ao 17 (p. 90) O nudmero de Stirling com sinal de primeira espécie,
denotado por s=(n, k), é definido como s(n, k) = (=1)"7* c(n, k).

A Tabela [3.4] contém os primeiros nimeros de Stirling com sinal de primeira espécie.

Numero de Stirling de segunda espécie.
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n=>0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1

Tabela 3.3: Os valores de ¢(n, k) (ntmero de Stirling sem sinal de primeira espécie) para n < 5.
Uma diagonal NE-SO contém os valores para um k fixo e a linha n comega com ¢(n, 0).

n=>0 1
1 0 1
2 0 -1 1
3 0 2 -3 1
4 0 -6 11 -6 1
5 0 24 -50 35 -10 1

Tabela 3.4: Os valores de s(n, k) (namero de Stirling com sinal de primeira espécie) para n < 5.
A diagonal NE-SO contém os valores para um k fixo e a linha n comega com s(n,0).

Definicao 18 (p. 11) Sejam n um ntmero inteiro positivo e k<n. O nidmero de Stir-
ling de segunda espécie, denotado por S(n, k), é definido como o namero de partigoes
de [n] em k blocos (dados na Definigao [2)).

Exemplo 21 Sendo n=4 e k=3, o conjunto [4] tem seis parti¢oes de trés blocos ({1}, {2},
23%};&3?;{)?)},%274}; {11 {43, 42,35 {21 {3}, {1, 4} {2}, {4}, {1, 3} e {3}, {4}, {1,2}).

A Tabela [3.5] contém os primeiros ntimeros de Stirling de segunda espécie.

n=>0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1

Tabela 3.5: Os valores de S(n,k) (namero de Stirling de segunda espécie) para n < 5. A
diagonal NE-SO contém os valores de S(n, k) para um k fixo e a linha n comega com S(n,0).

Sequéncias alternadas

Definigao 19 (p. 24) Sejam n um ndamero inteiro positivo, k<n, 1<i<n e p uma
permutagao de S,. Diz-se que p tem k sequéncias alternadas (dadas na Defini¢ao @
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se existem k—1 indices ¢ tais que p muda de direcao nessas posi¢oes e o numero de
permutagoes com k sequéncias alternadas é denotado por G(n, k).

Na Tabela [3.6, G(n, k) ¢é calculado recursivamente, por
G(n, k) =kG(n—1,k)+2G(n—1,k—1)+ (n — k)G(n — 1,k — 2),

onde G(1,0) =1, G(1,k) =0 e k > 0 (relagao que foi primeiramente provada por André,
em 1883). A origem desta linha de trabalho remonta o século XIX e, mais recentemente,
D. E. Knuth, em [30], utilizou estes conceitos em ordenagao e busca.

Exemplo 22 A permutacgao 3561247, representada pelo diagrama da Figura tem
duas mudangas de dire¢ao (onde ¢ = 3 é um pico e i = 4 é um vale) e trés sequéncias
alternadas (356, 61 ¢ 1247).

2
2 4
2 12 10
2 28 58 32
2 60 236 300 122

Tabela 3.6: Os valores de G(n, k) (nimero de permutagoes com k sequéncias alternadas) para
n < 6. O primeiro valor da linha n é G(n,1). A diagonal NE-SO contém os valores de G(n, k)
para um k fixo.

Ponto-de-quebra e subsequéncia ordenada.

Sendo n um ndmero inteiro positivo, ordenar uma permutagao a; ...a, de S, por
reversoes (1...n representa a identidade) exige eliminar todos os pontos-de-quebra (dados
na Definigao (7)) e, como cada reversao pode eliminar no maximo dois, tem-se que ¢g(a)/2 <
d(a) (distancia dada na segao [2.3).

Exemplo 23 A permutagao 3412 tem quatro subsequéncias ordenadas (dadas na De-
finigao [§]) e tem-se que ¢(3412) = 3. Utilizando-se o simbolo e para indicar um ponto-
de-quebra, eles podem ser assinalados na permutagao estendida, resultando Oe3 4e1
2e5.

Pode-se suspeitar que em uma menor série de reversoes ordenando a, nenhuma delas
corte uma subsequéncia ordenada. Isso, no entanto, é falso; por exemplo a permutacao
3412 requer trés reversoes para ser ordenada sem cortes, no entanto, pode ser ordenada
com dois, de acordo com a Figura(3.11

O trabalho com permutagoes pode induzir a raciocinios nao verdadeiros como ilustra
o exemplo acima. Os algoritmos que atuam nos pontos-de-quebra podem nao produzir
resultados 6timos, pois normalmente sao escritos para eliminar o maior nimero deles a
cada reversao.
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0 e 3 4 e 1 2 e 5 0 o 3 4 e 1 2 e 5
0 ¢ 2 ¢ 1 ¢ 4 ¢ 3 e 5 0 ¢ 3 ¢ 2 o 1 e 4 )
0 1 2 o 4 e 3 e 5 0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5

Figura 3.11: Ordenagao de 3412 com trés reversoes, sem corte de subsequéncia ordenada, e com
duas, cortando a 34.

3.8 Dedugao nao trivial de um resultado em ordenagao

A artigo de Bona e Flynn (em [24]), que ¢ analisado a seguir, deduz um resultado
notavel em ordenacao de permutacoes de S,

1 n 1
”—m—zizzz
2 )

b, =

de cunho combinatorial e probabilistico, para o “ntmero médio de intercdmbios de
blocos necessérios para ordenar uma permutagao”, que é o Teorema [9] no final desta
secao. Inicia-se pela definicao de dois tipos de grafos.

Definigao 20 O grafo I'(7m) de uma permutagdo 7 contém uma aresta (7, j) sempre que
7(i) = j e tem uma decomposi¢ao tnica em ciclos disjuntos. O nimero de ciclos de I'(7)
é indicado por ¢(I'(m)). Serao referenciados também por grafo I" e por ciclos I'.

Os ciclos de uma permutagao m sdo equivalentes aos ciclos direcionados do grafo I'(m),
assim, a permutagao ( 12os 4 s 6t )tem trés ciclos na representagao (142)(367)(5)
e em [(4162573).

o —0,— 0 ®;—0;— 07 o

Figura 3.12: Grafo I'(4162573), onde ¢(I'(4162573)) = 3.

Definicao 21 (grafo introduzido por Bafna e Pevzner, em [22], quando trabalhavam com
transposigdes) O grafo G(p) da permutagdo p = pips...p, € o grafo direcionado com
vértices no conjunto {0,1,...,n} e 2(n+1) arestas, coloridas de preto ou pontilhadas
como se segue. Supondo-se py = 0:

1. Existe uma aresta preta de p; para p;_1, 0 < i < n, onde os indices sao lidos médulo
n+1, e

2. Existe uma aresta pontilhada de ¢ para i+1, 0 < ¢ < n, onde os indices sao lidos
modulo n+1.

Uma vez construido (conforme as Figuras|3.13} [3.15e [3.17), o grafo G(p) pode ser decom-
posto em ciclos direcionados (subgrafos) da seguinte maneira (conforme as Figuras m,
e [3.16): toma-se um dos vértices p; de G(p) e escolhe-se um tipo de aresta. Entao,
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alternando-se, a cada passo o tipo de aresta (em cada passo é percorrida uma aresta)
percorre-se G(p) até retornar ao ponto de partida pela outra seta que nao a de partida.
Assim, é obtido um ciclo direcionado. Em seguida, exclui-se de G(p) as arestas que foram
utilizadas neste ciclo e, se ainda sobraram arestas nao utilizadas em G(p), repete-se o
procedimento para se obter outro ciclo e esse processo deve se repetir até que nao mais
restem arestas em G(p). O grafo G(p) tem decomposi¢ao tnica em ciclos direcionados e
o namero desses ciclos é denotado por ¢(G(p)). Serao referenciados também por grafo G
e por ciclos G.

Observacao 3 (Doignon e Labarre [6])

e Sendo a = 4312 € Sy e b = (01234)(02134) = (03)(1)(24) € S5, onde (01234) ¢é
o ciclo das arestas pontilhadas e (02134) o das pretas da Figura tem-se que

¢(G(a)) = 3 (da Figura|3.14)) e que, portanto, ¢(G(a)) = ¢(I'(b)) = 3.
— A a esta associado o produto b = (01234)(02134).

e O ciclo (01234) é um 5-ciclo de S5 e ¢é o ciclo das arestas pontilhadas de todas as 4!
permutacoes de Sj.

— Em geral, o ciclo (01...n) é um n+l-ciclo de S,1; e ¢ o ciclo das arestas
pontilhadas de todas as n! permutacoes de S,,.

e Existem n! n+1-ciclos em 5,1 e cada um ¢é o ciclo das arestas pretas de uma tnica
permutacao de S, e reciprocamente.

— Existem, em S,, 11, n! produtos da forma de (01...n)(0c,, ...c1), onde (Oc, . ..c1)
corresponde ao ciclo das arestas pretas de c=c¢;...c, € S,,.

®~—0, o:<~— 0, 0, ~— 0 O o, 03 L D)

Figura 3.14: O grafo da Figura3.13| se decompde em ¢(G(4312)) = 3 ciclos (ver, também, a
Observagao [3).
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Observacao 4 Sendo (01234) o ciclo das arestas pontilhadas e (04321) o das arestas
pretas da Figura e ¢(G(a)) = 5 (da Figura [3.16)), ¢(G(a)) = ¢(I'(b)) = 5, onde
a=1234 e b = (01234)(04321) = (0)(1)(2)(3)(4) € S5. Em S,,, a permutagao identidade

é a unica que se decompoe em n—+1 ciclos.

Figura 3.15: Construcao de G(1234), onde 1234 € Sy é a permutagao identidade.

®OH-—0, 0, -— 0 00— 0; 0;:-— 0, O @y

> - R

Figura 3.16: O grafo G(1234) da Figura3.15| se decompde em c¢(G(1234)) = 5 ciclos (ver,
também, a Observagao .

Observacao 5 Sendo (01234) o ciclo das arestas pontilhadas e (03124) o das arestas
pretas da Figura [3.17, onde ¢(G(a)) = 1, ¢(G(a)) = ¢(I'(b)) = 1, onde a = 1234 ¢
b = (01234)(03124) = (02143) € Ss.

Figura 3.17: Construgao de G(4213) € Sy, que contém ¢(G(4213)) = 1 tnico ciclo (ver, também,
a Observagao .

Definigao 22 (Hultman, em [29]) O numero de Hultman Sy (n, k) é o ntimero de permu-
tagoes p satisfazendo ¢(G(p)) = k, ou seja

Su(n, k) = {p € Sn | c(G(p)) = k}.

Os primeiros nimeros de Hultman [6] estao na Tabela[3.7 O Teoremal[5|da um resultado
de Christie, o primeiro significativo sobre o tépico de ordenagao por intercambios de
blocos.
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Sg(n,1) Su(n,2) Si(n,3) Su(n,4) SH(n,5) Su(n,6)

n=1 0 1
2 1 0 1
3 0 5 0 1
4 8 0 15 0 1
5 0 84 0 35 0 1

Tabela 3.7: Os primeiros nimeros de Hultman, onde os zeros resultam da paridade entre ¢(G(p))
e ¢(G(7)) (onde p,i € S,, e i é a permutagao identidade) e os uns (os tltimos de cada linha) se
referem as permutagoes identidades, conforme observagoes do Teorema

Teorema 5 (Christie, em [4]). O niimero minimo de intercambios de blocos necessérios
para ordenar uma permutagao p é

n+1—c(G(p))
5 .

e n+1 (o namero de ciclos da permutagao identidade, que é a tnica que necessita de
zero intercambios de blocos para ser ordenada) e ¢(G(p)) tém a mesma paridade
(Vp € S,). A diferenga, um ntimero par, é o namero de ciclos que faltam para p
ficar ordenada e

e um intercambio de blocos aplicado sobre p altera ¢(G(p)) em dois.
Observacao 6 O Teorema [5]se aplica em S,,.

Uma consequéncia do Teorema [5| é que achar o ntimero médio de intercambios de blocos
necessarios para ordenar uma permutagao equivale a achar o nimero médio dos ¢(G(p))
de todas.

Teorema 6 (Doignon e Labarre, em [6]). O nimero de Hultman Sg(n, k) é igual ao
nimero de maneiras de se obter o ciclo (12 ... n (n+1)) € S,41 como um produto gr
de permutacoes, onde ¢ € 5,1 é qualquer ciclo de comprimento n + 1 e a permutagao
r € Sp4+1 tem exatamente k ciclos, ou seja, ¢(I'(r)) = k.

O Teorema [0] permite efetuar a contagem da Figura [3.18 e um seu resultado importante
para este contexto é a seguinte bijegao (ver a Observagao :

Spn—={(12...n(n+1))qg|qé€ Syt é um n+l-ciclo}
a—~b=(12...n(n+1))g,
onde ¢(G(a)) = c(I'(b)).
Su(n,k) = [{gr| (12 ... n(n+l))=gqr, ¢ éum n+l-cicloe c(I'(r)) = k}|

Figura 3.18: Contagem, com base nos grafos G (Observagao , efetuada a partir do Teorema@

Corolario 1 O ntamero de Hultman Sy (n, k) é igual ao nimero de n+1-ciclos ¢ tais
que o produto (1 2 ... n (n+1))g é uma permutagdo com exatamente k ciclos, isto é,

c(I'((12 ... n(n+l))q)) = k.
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Prova Se (12 ... n (n+1))qg = w, onde w tem k ciclos e g ¢ um n+1-ciclo, tem-se
(12 ... n(n+l))g = w
(12 ...n(n+l))gqt = wqg?
(12 ... n(n+l)) = wq

Sendo wg™' = (¢7'q)wg™! = ¢ (qwqg™) = ¢ tw, vem que (12 ... n (n+1)) = ¢ 'w.
Agora, aplicando-se o Teorema @, considerando que ¢~! é um ciclo de comprimento n+1
e que ¢(I'(w)) = k, pois w é um conjugado de w, segue o resultado do corolario. O

O Corolario [If permite efetutar a contagem da Figura [3.19] e uma sua consequéncia
¢é: achar (em S,) a média dos nameros ¢(G(p)) sobre todas as permutagoes é equiva-
lente a achar (em S,41) a média dos nimeros ¢(I'((1 2 ... n (n+1))q)), onde ¢ é
um n+1-ciclo. Assim, seré calculada a média do nimero de ciclos I' do subconjunto
{(12 ... n(n+1))q | g é um n+1-ciclo}, que corresponde a média do total de ciclos G
de S,,.

No proximo passo, considerando-se {(1 2 ... n)z | z ¢ um n-ciclo de S, } como o con-

Su(n,k) = |{q]|qéumn+lcicloec(I'((12 ... n(n+1))q)) = k}|

Figura 3.19: Contagem, com base nos ciclos de arestas pretas dos grafos G (Observacao ,
efetuada a partir do Corolario [I]

junto dos n—1! produtos da forma de b, da Observagao [3, correspondentes a todas as
permutagoes de S,,_1, sera construido o conjunto {(12 ... n (n+1))z’ | 2/ é um n+1-ciclo
de S,11}, correspondente as de S,,, pela insersao do elemento n+1 em todas as posi¢oes
de todos ciclos das arestas pretas z e a Proposi¢ao [3] mostra como varia o ntimero dos
ciclos I' de cada grafo antes e depois da insersao de n+1.

Insersao da entrada n+1 em um n-ciclo z € S,,, obtendo a permutacao 2z’ € S, 1, de
tal forma que n+1 esteja entre duas entradas especificas, a e b (da Figura [3.20)):

2(i) se i ¢ {a,n+1}
Z(i)=4¢ ntl se i=a
b se i=n+l.

Efeitos em ¢(I'(s)) da insersdo de n+1 em z:

Proposicao 3  Sejam a, b e z definidas como acima e sejam s = (1 2 ... n)z e
s'=(12 ... n(n+l))z. Entao, tem-se:

(c(I'(s))—1

se 2<a e a-1, z(1) ¢ mesmo ciclo de s
c(I'(s)) +1

se 2<a e a-1, z(1) € mesmo ciclo de s
c(l(s))+1

se a—1.
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.a .a
z Q1 2
(1 o,

Figura 3.20: Como 2’ é obtida de z, de acordo com a Proposigao

(..ab...) s =(12...n)z s=012...n)(..ab...)
(..antlb...) §=(12...nn+l)7 =12 ...nn+l)(...an+ldb...)

z
Z/

Definigao 23 Seja n um namero inteiro positivo, entao 7'C,, = {(z,y) | =,y sd@o permu-
tagoes que consistem de um n-ciclo cada}.

Observagao 7 Existem (n—1)! n-ciclos em S, e (n—1)!? pares ordenados de n-ciclos
em 1TC,.

e A insersao de um elemento n+1 em uma posicao de z pode aumentar ou diminuir
em um o numero de ciclos, ¢(I'(s)), do produto s = (12...n)z.

e Saber quantas vezes esse nimero aumenta (ou diminui) equivale a verificar quantas
vezes z(1) e a—1 estao (ou nao) no mesmo ciclo de s.

A seguinte questao decorre da Proposi¢ao [3| e da Observagao [7]

Questao Sejam i e j dois elementos fixados do conjunto [n] = {1,2,...n}. Selecionando-
se um elemento qualquer (z,y) de T'C,,, qual é a probabilidade de que o produto xy con-
tenha 7 e 7 no mesmo ciclo?

Resultado recente de Stanley (prova nao elementar que usou fungoes simétricas, fun-
¢Oes geradoras exponenciais, integrais e uma formula de Boccara [I].)

Teorema 7 (Stanley, em [36]). Sejam

e i e j dois elementos distintos do conjunto [n], onde n > 1,
e (z,y) um elemento selecionado aleatoriamente de T'C,, e

e p(n) a probabilidade de que i e j estejam no mesmo ciclo de zy,

p(n) = {

entao:
se n impar

sen par.

DN | DO [ =

o 2
(n—1)(n+2)
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Sendo a,, 0 nimero médio de ciclos I" de todas as permutacoes do conjunto {(12 ... n)y |
y € TC,} (a, é também, pelo Corolario , o nimero médio Z’ﬁw dos cmlos G de
todas as permutagoes de S,,_1), entdo, tem-se o Lema , que mostra como cresce a,.

Lema 4 Seja n > 1, entao os nimeros a,, crescem como segue:
1. Sen:2m+2,entéoan:an_1+ﬁe

2. Sen:2m+1,entéoan:an_1+ﬁ—m.

Observacao 8 A média a, pode ser calculada em S, (com base nos (n—1)! n-ciclos
e em ciclos I') e utilizada em S,,_; (como o total de ciclos G de todas as permutagdes,

(n—1)!).

O Teorema [§] transforma os dois resultados do Lema [ nas férmulas nao recursivas
n—1 1 — n—11 — .
=a;+ >, — "2 (n pares) e = a1+ 17 § — "= (n fmpares)

=1 4 n

e, sendo a; = 1, as unifica.

Teorema 8 Para todo inteiro positivo n, tem-se:

1 1

2

Observagao 9 O resultado do Teorema [§] a,, da a média do nimero de ciclos G em
Sn-1.

O Teorema |§| ajusta o resultado do Teorema (8| (ver a Observagao E[) a formula de
Christie, %(G(p)) (ver a Observagao @), obtendo

1 - 1 |
Ont1 = i +Z_: i ;—f—]-a

=2

que, depois de substituido, é o Teorema [J] o resultado principal do artigo.

Teorema 9 O niimero médio de intercambios de blocos necessarios para ordenar uma

permutacao é:
1 no1
n— LHTHJ - Zi:2 %

Nao hé um resultado similar para as outras operacoes incluindo a de reversao.
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Capitulo 4

Fundamentos de uma forma diferente
de computar para o problema da
distancia de reversao

4.1 Uma solucao diferente

Nesta secao seré formalizado um modelo que permitira considerar uma sequéncia finita
como um “ciclo”, a semelhanga dos ciclos das permutagoes da segao [2.1]. Inicia pela criagao
do grupo de permutacoes @,,, com suporte formado por classes de familias de sequéncias,
onde é definida uma leitura sequencial em um “ciclo”. O modelo se mostrard adequado
para formalizar o problema da distancia de reversao entre sequéncias finitas com o uso da
operacao de conjugagao de um grupo de simetria.

Formalizando o grupo de permutagoes @,,.

Sejam n um inteiro positivo fixado, G um conjunto com n elementose I' = {1, ..., n}
o conjunto dos n primeiros niimeros inteiros positivos.

Rotulem os elementos de GG pelos elementos de I' mediante uma bije¢ao ¢ : I' — G,
uma vez fixada esta bijecdo e abusando da notac¢do o elemento ¢(i) € G sera indicado
simplesmente por i. Assim, a partir deste ponto, e a menos de mencao em contrario, G
fica representado por I

A seguir, é definida uma sequéncia finita de elementos de I' (tendo em vista que todas
as sequéncias referidas neste trabalho serao finitas, uma sequéncia finita serd chamada
apenas de sequéncia).

Definigao 24 Sejam n um nimero inteiro positivo firado, m<n e E=[m], o conjunto
dos m primeiros niumeros inteiros positivos. A cada func¢ao injetora ™ : E — I, estd as-
sociada uma m-sequéncia de elementos de I', 7=[my, ..., |, constituida pelas imagens
de 7, ordenadas sequndo a ordem de E. A funcdo w € chamada fun¢cao de escolha da
sequéncia . O numero m é o comprimento e o conjunto {mwy, ..., T} € o suporte
da sequéncia 7. Uma m-sequéncia poderd também ser referida apenas por sequéncia.
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Duas sequéncias 7 e ¢ sao ditas disjuntas se tém suportes disjuntos.

Reciprocamente, a toda m-sequéncia X=[I"y,...,I',,] de elementos distintos de I" cor-
responde uma funcao o : E — I, i — I'; tal que 6=%, ou seja, o é a funcao de escolha
de ¥. Assim, uma m-sequéncia de elementos de I" e a sua fungao de escolha sao associadas.

A seguir, serao consideradas certas familias de sequéncias de elementos de I" adequadas
a este contexto.

Defini¢ao 25 Seja F={m, ..., T} uma familia de sequéncias de elementos de I'. A
familia F é dita disjunta se as sequéncias que a compoem sao duas a duas disjuntas. Para
simplificar a notacao, a familia F serd denotada apenas por Ty ... T;.

Definicao 26 O conjunto I, € definido como o conjunto de todas as familias disjuntas de
t sequéncias, 1<t< n, tais que mi+...+my=n, onde m; é o comprimento da sequéncia
7 (eventualmente, m;=1, para alguns valores de i, 1<i<t). Um elemento de I, serd
chamado apenas de familia.

Observagao 10  Admitindo-se que as sequéncias de comprimento 1 que compoem uma
dada familia IT ={my, ..., m} € I, sejam 7,1, ..., 7, por simplicidade, IT sera repre-
sentada por 7 ...T,, omitindo-se as sequéncias de comprimento 1. A ordem em que as
sequéncias aparecem na expressao 7 ... s, sendo esta um conjunto, nao é relevante e,
como se vera, atende aos propositos deste trabalho.

Exemplo 24 Sendo I' = {1,2,3,4,5,6} e m = 3, pela aplicacio da Defini¢ao [24]
pode ser tomada a sequéncia m; = [my, 9, T13] = [1, 3, 4], associada a fungao m =
{(1,1),(2,3),(3,4)}. Da mesma forma, se m=2, T = [ma, T2y] = [2, 5], associada a
fungao m = {(1,2),(2,5)}. Pode-se tomar as sequéncias 7 e 7 para formar a familia I
= mme = [1, 3, 4][2, 5]. Esta é a familia [1, 3, 4][2, 5][6], onde foi omitida a sequéncia
[6], de comprimento 1. O conjunto {1, 3, 4} dos elementos de 7 ¢é disjunto do con-
junto {2, 5} dos elementos de 7. Exemplos de destaque neste trabalho sao as familias
E=[1][2)[3][4][5][6], que é chamada de famdlia identidade, e I=[1, 2, 3, 4, 5, 6], que ¢
chamada de familia ordenada.

A seguir, serd definida uma funcao que faz a leitura sequencial de uma sequéncia
através da leitura sequencial da imagem da fungao a ela associada.

Definigao 27 A leitura sequencial de uma sequéncia 7=[my,...,m,], m<n, asso-
ciada da funcao m, é a funcao 7, definida como

(7)) =mi1 para =1, ..., m—1,

T(my,)=m1 €

7(j)=i para  j € al—{m1,. .7},
ou seja, € o m~ciclo 7=(m; ... ) € Sy.

Em geral, pode ser feita a leitura sequencial de uma familia qualquer de sequéncias,
conforme a defini¢ao a seguir.
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Definigao 28 Seja [I=m ...7; uma familia de sequéncias. A leitura sequencial de
uma familia de sequéncias II é, por definicao, a permutacao I1=my - - -7, isto é, I é
o produto das leituras sequenciais das sequéncias componentes de I1.

Observacao 11 Uma sequéncia 7=[my, ..., ;] com a leitura sequéncial da Defini¢ao
também sera chamada de “m-ciclo” ou, genericamente, apenas de “ciclo” e o seu compri-
mento é o comprimento da sequéncia. Se m=n, diz-se que o “m-ciclo” ou, genericamente,
“ciclo”, é “circular”.

Observacao 12 Pela Definigao e subsequente Observacao a permutacdo II in-
depende da ordem da leitura sequencial dos ciclos componentes; os eventuais ciclos de
comprimento 1 que aparecem em II nao interferem na decomposicao ciclica de I1.

Observagao 13 “Ciclos” diferentes podem ter leituras sequenciais iguais e, consequen-
temente, familias diferentes também.

Exemplo 25 Sendo I'={1,2,3,4,5,6}, entao, os “3-ciclos” [1, 3, 4],[3, 4, 1] e [4, 1, 3]
sao distintos e tém como leitura sequencial o 3-ciclo (1 3 4). Analogamente, as familias
[1, 3, 4][2, 5][6], [3, 4, 1][2, 5][6], [4, 1, 3][2, B][6], [1, 3, 4][5, 2][6], [3, 4, 1] [5, 2][6] e
[4, 1, 3][5, 2][6] sao distintas e tém como leitura sequencial a permutacao (1 3 4)(2 5),
mas ¢ facil caracteriza-las.

As familias de mesma leitura sequencial podem ser agrupadas particionando I, em
classes disjuntas o que define uma relagao de equivaléncia sobre I,. Simbolizando esta
relagao por ~, o conjunto constituido pelas classes de equivaléncia de I}, modulo ~,
I,/ ~, passa a ser chamado de &,, e sera chamada de A a classe a que pertence a familia
A. Dada uma classe /T, o nimero de suas familias é igual ao produto dos comprimentos
dos ciclos da leitura sequencial que a ela corresponde.

Definicao 29 O conjunto @,, é definido como o conjunto das classes de equivaléncia de
I, médulo ~.

Exemplo 26 A familia /T:[l, 3, 4][2, 5][6], cujos “ciclos” tém, respectivamente, com-
primentos 3, 2 e 1, pertence a classe A formada pelas familias cuja leitura sequencial é
(1 3 4)(25) e que tem 6 elementos (as seis familias do Exemplo [25)).

A cada classe de equivaléncia A esta associada uma leitura sequencial A e, consequen-
temente, existe uma bijecio ¢ : @, — S,, A+ A, onde S, indica o grupo simétrico de
grau n. Também, pode ser definida uma funcao v : I,, = @,, A — A, que associa uma
familia & classe de equivaléncia relativa a sua leitura sequencial. A fungao v ¢ sobrejetora
pois a imagem inversa de qualquer elemento A € @,,, chamado de y~(A), tem pelo menos
o elemento A. A bijecao ¢ define uma multiplicagao em @,, da maneira que se segue.

Definicao 30  Sejam Z,E € ¢,. Entao, a operacao @, x &, — &,, chamada de
multiplicacao, é definida por

A B =9 (p(A) p(B)) = ¢~ (A B),

para todos /T, B¢ D,.
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Observacao 14 Multiplicar duas classes, Ae B em &, equivale a multiplicar as suas
leituras sequenciais, Ae B em S,, e, depois, Voltar para @,,. Por simplicidade, o produto
A - B sera indicado por AB

Observacgao 15 A multiplicacao de duas classes é feita a partir de um representante
de cada uma delas, utilizando a fun¢ao =, independendo, portanto, da escolha desses
representantes e estd bem definida por ser efetuada em S,,.

Exemplo 27 Sendo I'={1, 2, 3, 4, 5, 6}, A=[1, 3, 2, 5] e B=[2, 6, 4], entdao AB=A,
onde A=[1, 3, 2, 6, 4, 5] ¢ A™' ¢ a classe da familia [1, 5, 2, 3][4][6].

A proposicao seguinte é uma consequéncia imediata desta defini¢ao.

Proposicao 4 Com a multiplicacao acima definida, ®,, € um grupo e p € um isomorfismo
de @, em S,, onde o elemento neutro de &, ¢ a classe de equivaléncia unitdria F
constituida pela familia identidade e a classe de equivaléncia inversa de uma classe

A ¢ a classe Al=p (A1),

Demonstragao. A funcao ¢, pela definicio de multiplicagao, acima, ¢ um homo-
morfismo, pois @(AB)=¢(A)p(B) e, sendo uma bijecdo, ¢, também, um isomorfismo.
Assim, &,, é um grupo. Aphcando a deﬁnlgao aos elementos E Ae A? tem—se que
AE=p (A E)=¢ (A) A=p Y (A) =pY(E A)=EA e que AA'=p (A A ) “Y(E)
—E= 0 N (B)= *I(A A) =A"14, o que completa a demonstracao da proposigao. O

Definicao 31 Sejam Aed,eacS,. Entao fica definida uma operagao S, X b, — ?,,
chamada de multiplicacao a esquerda de uma permutacao por uma classe de
familias, que é indicada por

ad = o7 (ap(A)) = o7} (ad).

Anélogamente, pode ser definida uma multiplicagcao a direita de uma permuta-
cao por uma classe de familias:

D, % Sy — By, (A, a) = Aa = 7Y (p(A) a) = ¢~} (A a).

Fica definida, também, uma conjuga¢ao (a esqfu,e'rda) de uma permutagao sobre
uma classe de familias, S, x &, — &, (a, A) — A = o Hap(Aa™) = ¢ (aAa™)
= ¢ }(“A). Uma conjugacio & direita pode ser definida de maneira analoga. E facil ver
que as multiplicagoes acima definidas, a esquerda e & direita, comutam com o isomorfismo
@, isto 6: p(ad) = ap(A) e gp(/la) (A)a Com isto, obtém-se que A = o' (ap(A)a™ 1)
= ¢ ' (plad)a™) = 7 (p(ada™)) = ada™

Observagao 16 A classe A & o resultado de B pela conjugagao da permutacao a quando
“B=A. A permutacao a serd referida por o comjugador que leva B em A ou o
conjugador de B para A. Quando A for igual a I, a classe da familia ordenada
I, a sera referida por conjugador de B (para I), para distinguir este conjugador de
uma permutagao-reversao, que sera definida adiante (Definigao e que também é um
conjugador.
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Observacao 17 Multiplicar e conjugar uma classe A por a, pela Definicao , equivale,
respectivamente, a multiplicar e a conjugar a leitura sequencial A da classe A por a em
Sy, e depois voltar para @, de forma analoga a da Observagao [14]

, 6] €

Exemplo 28 Dados I'={1, 2, 3, 4, 5, 6}, ¥ =16, 3, 1, 4, 2, 5|,1=11, 2, 3, 4,
2,3, 4,5, 6

5
I's eapermutagaoa=(6 1 3 2 5)(4) € Sg, entao * X' é a classe da familia [1, 2, 3, 4,
=1 e a é o conjugador de X' (para I).

Exemplo 29 Dados I'={1, 2, 3, 4, 5, 6}, entdo A=[1, 3, 2, 5, 4, 6] € [y e
a=(312) € Sg, Aa, al e *A sao, respectivamente, as classes das familias [1, 5, 4, 6][2][3],
[1][2, 5, 4, 6][3] e [1, 3, 5, 4, 6, 2].

Observagao 18 A conjugagao simula uma reversao em uma sequéncia genérica (que
podera estar representando um cromossomo, por exemplo), onde a ordem dos seus ele-
mentos é importante. Para os propositos deste trabalho, tem relevancia a escolha dos
representantes das classes de @,,, resultantes da conjugagao (a esquerda) de uma permu-
tagao sobre uma classe de familias e o procedimento de escolha desses representantes sera
detalhado na subsecao Convengao [I}

O grupo @,,, como se veréd, ¢ um modelo adequado para representar e transformar por
reversoes as entidades representaveis por meio de sequéncias.

Mudanga de notacao.

Daqui para frente e para simplificar a notacao, serdo omitidos os simbolos ~ e ~ e
adotadas letras gregas mintusculas para representar: uma sequéncia 7, que sera referida
simplesmente por sequéncia (ou por “ciclo” ou, agregando o seu comprimento, m, ao seu
nome, por “m-ciclo”) 7; uma familia de sequéncias I , por familia 7 e uma classe de
familias de sequéncias Il , por classe m. Se houver necessidade de mais clareza, sera feita
uma observagao nesse sentido.

4.2 A motivacao para a formalizacao deste modelo e a equivaléncia entre
este e outros formalismos

Nesta secao os cromossomos serao representados no modelo; serao dados alguns con-
ceitos bésicos sobre rearranjos de genomas e as representacoes de um cromossomo e das
respectivas operacoes de reversao em diferentes formalismos e serd mostrada a equivalén-
cia deste com os outros diferentes formalismos apresentados na simulacao de uma reversao
biologica.

4.2.1 Aplicando este modelo a um caso concreto: representando cromossomos

A escolha de sequéncias nesta formalizacao foi motivada pelo fato de que os blocos
de genes que aparecem (ordenadamente) num cromossomo ficam adequadamente repre-
sentados por uma sequéncia finita e sem repeticoes de elementos de um dado conjunto.
Com base no que foi visto na segao se G for um conjunto com n blocos de genes
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e I'={1, ..., n} o conjunto que rotula G pela bije¢do ¢ : I' — G, entdo, o “m-ciclo”
[71,...,my] de elementos de I', chamado de 7, representa um cromossomo com blocos de
genes em G.

Exemplo 30 Seja G={a, b, ¢, d, e} o conjunto dos cinco blocos de genes que cons-
tituem os organismos homologos repolho (Brassica campestris) e nabo (Brassica olera-
cea). De acordo com a convengao acima estabelecida, G fica representado pelo conjunto
I'={1, 2, 3, 4, 5}. Admitindo que esses blocos aparegam no cromossomo do repolho
na ordem a, b, ¢, d e e, o cromossomo do repolho, a b ¢ d e, fica representado
pelo “5-ciclo” «=[1, 2, 3, 4, 5], ou seja, o cromossomo do repolho esté associado a fun-
¢ao ¢« : B — I', dada por {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}, que faz corresponder a cada
elemento de E={1, 2, 3, 4, 5} o elemento de I" que representa o i-ésimo bloco de ge-
nes do repolho. Uma vez estabelecida esta ordem, com base no cromossomo do repolho,
obtém-se que o “b-ciclo” m=[1, 5, 4, 3, 2|, associado a func¢do 7 : F — [I', dada por
{(1,1),(2,5),(3,4), (4,3),(5,2)}, representa o cromossomo do nabo, a e d ¢ b.

O exemplo seguinte mostra como utilizar apenas parte do conjunto de blocos de genes
para constituir cromossomos (sequéncias ou “ciclos”).

Exemplo 31 Mantendo o mesmo conjunto de blocos de genes do exemplo se B =
{1,2,3}, afungdo 7 : E — I', dada por {(1,5), (2, 3), (3,2)}, define o “3-ciclo” 7=[5, 3, 2],
que representa o cromossomo € ¢ b.

4.2.2 Conceitos basicos em rearranjos de genomas por reversoes

Os conceitos bésicos sobre rearranjos de genomas apresentados nesta subsecao sao
encontrados em [15] e [20]. Como foi visto na segao 2.2} existem dois tipos de reversoes
agindo nos cromossomos dos organismos, sem e com sinais. O foco deste trabalho esta na
primeira, sendo o seu objetivo saber quais e o niimero minimo de reversoes que levam um
cromossomo em um outro. Isso é sempre possivel, pelo lema que se segue, cuja demons-
tragao decorre de uma proposi¢do, que tem uma prova em [3I], onde um cromossomo,
representado pela palavra 7 ...7,, denotada por m,., pode ser ordenado, isto é, trans-
formando na palavra 1...n, mediante a aplicacao de uma certa sequéncia p=p; ... p, de
reversoes, indicada como 7y, p=1...n.

Lema 5 Dados dois cromossomos « e 8 existe uma sequéncia de reversoes, pi, .., Pm,
tais que apy ... pm=0.

Demonstracao. Pela proposicao acima citada, existem duas sequéncias de reversoes, pq,
e pg, tais que ap,=Bps. Assim, admitindo-se que uma sequéncia de reversoes p=p; ... p,
tenha p~'=p, ' ... p1! como inversa, tem-se que ap.ps~"t = Bpsps '=p. Dai, paps ' &

a sequéncia de reversoes procurada. O
Definigao 32 A distancia de reversao entre os cromossomos « e 3 é definida como

o menor namero de reversoes que levam a em [ e é denotada por d(a, ), dg(a) ou,
simplesmente, d(«), quando 3 é conhecido.
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4.2.3 Equivaléncia entre formalismos

A seguir, a mesma reversao sera simulada em dois formalismos e, em seguida, pela
operacao de conjugagao de um grupo de permutagoes.

Reversao em outros formalismos.

Em [3I], uma reversdo é uma permutacao p € S, da forma (i j)(i+1 j—1) ...
(i (j—1)/2]+1 i+[(j—1i)/2]+1), 1<i<j<n, é aplicada a palavras e permuta elementos
nas imagens do intervalo [4, j|, de uma palavram ... m_1 T g1 ... Tj_1 T Wjg1 ... Tn,
denotada por my,, onde m; € {1,...,n}, 1<i<j<n e m#m;,Vi#j, isto &, msp(i) =
Tstr(J), Tstrp(J) = Tar (1), €te., e, portanto, dada a

Tstr = T1 « oo Ti—1 T T4l « o v Tj—1 5 Tjq1 «vv Tp, (41)

a reversao p reverte a subpalavra do intervalo [i j] de 7y, e resulta

TstrfP = T1 oo Tj—1 T3 Tj—1 oo T4l T3 Tjgp1 -« Tp,

que é a reversdao sublinhada. Em [I5], pagina 220, onde uma reversao é aplicada a listas,
dado um cromossomo, representado pela lista

™= (ﬂ_la cee 5Ty Ty Togly - -0 5 Tj—15 Tgy Ti41, - - - aﬂn)a (42)

sendo ¢ e j dois indices, 1<i<j<n, a reversao do trecho contiguo que vai de 7; até m;,
indicada por [i, j], é dada por 7[i, j|(k) = miyj_k, se i<k<j, e 7[i, j|(k) = 7}, nos demais
casos. Aplicando o reverso [i, j] a m resulta

W[Zaj] = (7T17 cee 3Ty Ty Tj—1y eve 5 T4l T4y Tj41, - - 77rn)7

que ¢é a reversao sublinhada.

Reversao pela operacao de conjugagao de um grupo de permutagoes.

Neste modelo uma reversao ¢é realizada em um “ciclo”, pela aplicagao de uma operagao
de conjugagao de um grupo de permutagdes (com base no modelo da secao {4.1)).

O conjugador, que é uma permutacao de S,, e o elemento conjugado, um “n-ciclo”
de &,,, participam como termos ou fatores da operacao de conjugacao de um grupo (num
abuso de linguagem, pois uma conjugacao é o resultado de duas multiplicagoes consecu-
tivas) e o “n-ciclo” resultante é o produto que incorpora uma reversao.

Sendo a classe m um “n-ciclo”, o conjugador, p, que realiza a reversao do trecho de
posicoes i a j de 7, é dado pela seguinte defini¢ao.

Definicao 33 Uma permutagao p que realiza a reversao da porcao contigua de posi¢oes
taj, 1<i<j<n, do “n-ciclo”

™ = [7'('1, cee 3Ty Ty Tqdy «vv 5 T5—1y 5y T4l - - ,7Tn]7 (43)
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mediante a operacao de conjugacao de um grupo de permutagoes, Pm, é definida como:

L(G—9)/2]

p= H (Titk Wj—k)-

k=0

Observacao 19 A permutacgao p é um produto de transposicoes algébricas disjuntas e,
portanto, p=p~! (de acordo com a Observagao .

Observacao 20 Neste modelo, um cromossomo, que é representado por um “n-ciclo”,
e as permutagoes construidas conforme a Definicao [33| sao elementos de grupos de per-
mutacoes isomorfos e utilizados como termos ou fatores da operacao de multiplicacao dos
grupos na realizacao de reversoes no problema da distancia. Essas sao particularidade
deste formalismo e refletem a diferenca de pontos de vista entre este e os demais na
abordagem do problema.

A permutacao p da Definicao [33| proporciona o resultado esperado, pois a conjugacao
de 7 por p resulta:

j — -1 _
T=prpT = (M, oo T, Ty W1y oo Tigd, iy Tjgls «-o T,

que é a reversao sublinhada. Sendo um Pz um “n-ciclo”, conforme a Observacao ea

Definicao , espera-se obter Pm(my )=, ..., Pu(mi_1)=n;, Pm(m;) =mj_1, ..., Pm(mip)=m,
Pr(m;)=mjt1, ..., Pr(m,)=m. De fato, tomando-se 1y, k=1, ..., n, em 7, a sua imagem

Pr(mg) em P, considerando-se a Observagao , coincide com o resultado esperado, pois:

Pr(mk) = p(r(p(mr))) p(m(mk)) P(Trt1) = Tgy1, se 1<k<i—2;
Pr(miz1) = p(r(p(mi-1))) = p(r(miz1)) = plm) = m;,  sek=i—1;
Pr(mi) = plr(p(m))) = p(xr(7))) = p(mj+1) = Tj+1, se k=i

Pr(me) = p(r(p(me)) = p(r(mivj—k)) = p(Tiyj—k+1) = Te—1, se i+1<k<j—1;
Pr(m;) = p(r(p(r))) = p(r(m) = p(mi+1) = mj-1, sek=j;

Pr(me) = p(r(p(mi))) = p(r(mk)) = p(Tp+1) = Tgt1, sej+l<k<n—le
Pr(my) p(n(p(mn))) p(m(mn)) p(m) = T, se k=n.

Uma permutagao obtida conforme a Defini¢ao [33], que é um produto de transposigoes
algébricas disjuntas e um conjugador com a propriedade de reproduzir uma reversao em
um ‘“n-ciclo”, sera referida daqui para frente como uma permutacao-reversao desse
13 : 99

n-ciclo”.

Observacao 21 Uma reversao € aplicada a um representante de uma classe de elementos
“circulares”, conforme a Observacao |11}

Exemplo 32 No formalismo da Equacdo [4.1] dadas as permutagdes 7=(2 4 3)(5 7) e
p= (1 6)(2 5)(3 4), de S7, tem-se que Tgy,=134276 5 e que mgp=6724315 A
subpalavra do intervalo [1 6] de 7y, é revertida em mg,.p.

Exemplo 33 No formalismo da Equacgao 4.2 a reversao [1, 3] aplicada nas posigoes de
1 a 3 do cromossomo representado por 7=(5, 1, 3, 2, 4), produz «[1,3]|=(3, 1, 5, 2, 4),

pois 71, 3](1)=m341-1 = m3 = 3, 7[1,3](2)=m311-2 = M = 1, etc..
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Exemplo 34 No formalismo da Equagao[d.3] dada a classe , representada pelo “5-ciclo”
[5, 1, 3, 2, 4], a permutagao-reversao, dada pela Defini¢ao , que simula a reversao da

por¢ao contigua de posi¢oes 1 a 3 de 7w é p=(m; 73)=(5 3), pois a conjugacao de 7 por p,
Pr, produz o novo “5-ciclo” (5 3) [5, 1, 3, 2, 4] (35)=[3, 1, 5, 2, 4].

Sejam, por exemplo, [1, 3, 2], [3, 2, 1] e [2, 1, 3] as sequéncias de leitura sequencial
(1 32). As trés sequéncias, enquanto “3-ciclos”, tém o mesmo comportamento do 3-ciclo
(1 3 2), de acordo com a Observagao |1} Porém, dependendo da natureza dos elementos
contituintes de G (que pode ser um conjunto de blocos de genes, conforme os Exemplos
e, podem ser diferentes, o que é confirmado pelo fato de as suas fungoes associadas, que
sdo, respectivamente, {(1,1),(2,3),(3,2)}, {(1,3),(2,2),(3,1)}, e {(1,2),(2,1),(3,3)}, se-

rem diferentes.

A abordagem em estudo é genérica no sentido de poder ser aplicada a entidades que
sejam representéveis por meio de sequéncias finitas e como uma reversao (conjugagao)
¢ aplicada a um representante de uma classe, com o objetivo de reverter um trecho de
elementos contiguos desse representante, mantendo os demais fixos em suas respectivas
posicoes, fica estabelecida a seguinte convencao, que é dada em forma de exemplo, para
a escolha do representante da classe resultante.

Convencao 1 Sejam I'={1, 2, 3, 4, 5, 6} e 0 “6-ciclo” [1, 3, 2, 5, 4, 6], representante
de uma classe 7. Se for necessario obter a reversao [1, 3, 2, 5, 4, 6], seré utilizado como
conjugador, de acordo com a Defini¢ao a permutagao-reversao a=(1 5)(3 2) e, como
o primeiro elemento da 7, que é 1, coincide com o primeiro elemento da porgao a ser
revertida, fica estabelecido que o representante da classe que é o resultado da conjugacao
de 7 por a deve ser a familia que inicia pelo tltimo elemento desta porgao, que é 5. Assim,
o resultado desta conjugacgao terd como representante o novo “6-ciclo™

“r=arna ' = (15)(32)[1, 3,2 5 4,6/ (23)(51) =[5, 2, 3, 1, 4, 6],

que traz a reversao esperada (a familia [5, 2, 3, 1, 4, 6] é o conveniente representante da
classe produto). Se for necesséario obter a reversao [1, 3, 2, 5, 4, 6], sera utilizado como
conjugador a permutagao-reversdo a=(2 4) e, como o primeiro elemento da 7, que é 1,
nao coincide com o primeiro elemento da porc¢ao a ser revertida, o representante da classe
que ¢ o resultado da conjugacao de m por « deve iniciar pelo primeiro elemento de 7, que
¢ 1, e, assim, o resultado desta conjugacgao tera como representate o novo “6-ciclo™:

‘r=ara ' =(24)[1, 3, 2,5, 4,6 (42) =11, 3, 4, 5, 2, 6],

que tem a reversao esperada (a familia [1, 3, 4, 5, 2, 6] é o conveniente representante da
classe produto).

Redefinigao do problema.

O problema da distancia de reversao entre sequéncias finitas é redefinido, para se
adequar a este método, da seguinte maneira: “dados dois “n-ciclos”, a e 5, obter o menor
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numero de permutagoes-reversoes que transformem um no outro”. A este ntumero se déa o
nome de distdncia de reversao entre a e 5 que ¢ denotado por d(a, 5) ou dg(a). Um
caso particular é a distdncia de ordenacao, que consiste em “dado um “n-ciclo” o, obter
o menor nimero de permutacoes-reversoes que o transformem na sequéncia ordenada” e
¢ denotada por d(«a).

Daqui para frente, sera tratado apenas deste problema.

Definicao 34 Dados os “n-ciclos” o, 3 e t, transformar o em [ por reversoes é achar

uma sequéncia de permutagoes-reversoes a;,1=1,...,r, tais que:
ar as (a1 o -1 -1 -1 __
(...(2("7m) =a,...a0a100a1 ag” ...a. =
e ordenar « por reversoes é achar uma sequéncia de permutagoes-reversoes b;,1=1, ..., s,
tais que:

ba( (2" m))) = by .. bobraby byt b T =0

4.3 O Conjugador (para ¢) e duas simulagoes

Nesta segao serd definido o conjugador (para ¢) de um “n-ciclo” (representante de
uma classe) e detalhado o seu papel; mostrado como as informagoes necessarias para
a montagem de uma permutagao-reversao se acham nos conjugadores (para t); serao
feitas duas simulagoes, paralelas e independentes, de uma ordenacao de um “n-ciclo” e da
transformagao do seu conjugador (para ¢) na permutagao identidade utilizando as mesmas
permutagoes-reversoes e serd mostrado como obter um conjugador (para ¢) a partir de
outro sem utilizar o “n-ciclo”. O “n-ciclo” [my, ..., m,| seré referido, por abuso de notagao,
como um elemento de I, pois representa uma classe de @,,.

4.3.1 O conjugador (para 1) detém as informagoes

Dados um “n-ciclo” n=[my,...,m,] € I, e uma permutacao a € S,, é denotado por
pr(a;) o elemento a, que é a posigao do elemento a, em m (77% = ag).

Exemplo 35 Dados 7=[5, 1, 2, 3, 4] € I5 e a permutagao a=(5 3 2 1 4) € S5, entao
pr(a1)=px(5) é a posicao do elemento a;=>5 em 7 que, neste caso, ¢ ay=1 (7., = a1, ™ =
5).

Dado um “n-ciclo” m € I,, a permutacao a € S,, onde a; é a posicao do elemento
Gy, € a;1q € a posigao do elemento a;, 1<i<n—1, em m, serd chamada de representacao
posticional de w. O lema seguinte afirma que a representagao posicional de um “n-ciclo”
é o seu conjugador (para ¢).

Lema 6 Sejam m € [, ea € S, onde a € a representagao posicional de m, entao a € o
conjugador (para ) de .

Demonstragao. Sendo a a representagao posicional de 7, conjugando-se 7 por a (*m =
ama~') tem-se que obter ¢ e, de fato, calculando-se ara™' em i, decorre que (awa™')(i) =
a(m(a=1(7))) = a(w(m)) = a(miy1) = i+1, i=1,...,n, assim, ara™! = ¢ e, portanto, a ¢
o conjugador (para ¢) de 7. Reciprocamente, sendo a o conjugador (para ¢) de 7, tem-se
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que *m=ara"'=: do que decorre que a=tar . Tomando-se um elemento qualquer 7; de

7, segue que a(m;)=(ar 1) (m;) = tla(r7 (™)) =(a(m;_1))=t(i—1)=i, i=1,...,n, o que
mostra que a ¢ a representagao posicional de 7. Isto completa a prova. O

Exemplo 36 Para mostrar a relacdo entre m e a, o seu conjugador (para ¢), con-
sidere o “6-ciclo” da Figura n=[m, me, w3, w4, T, TWe]=[3, 6, 4, 5, 2, 1] e
a=(a; ay a3 ay4 a; ag)=(3 1 6 2 5 4). De fato, a é o conjugador (para ¢) de
7, pois, a conjugacao de 7 por a resulta v: *r=ara"'=(3 1 6 2 5 4) [3, 6, 4, 5, 2, 1]
(45261 3)=[1, 2, 3, 4, 5, 6]=¢ e tem-se que as=1 ¢é a posigao do elemento a;=3 em
7 (aa=px(a1)); a3=6 ¢ a posi¢do do elemento as=1 em 7 (a3=p,(az)); etc., como mostra
a Tabela [4.1]

Observagao 22 Para facilitar a leitura, para primeiro elemento da permutacao a estaréa
sendo utilizado o primeiro elemento de 7 (pois, sendo a um ciclo, pode iniciar por qualquer
um dos seus elementos).

a; Q41 (mod 6) Ta; 4 1(moaey — Fi
(I1:3 (12:1 Tay = A1 ’/T1:3
a3:6 Cl4:2 Tay, = A3 72:6
CL6:4 CL1:3 Tay = Qg 7T3:4
as =95 ag =4 Tae = A5 Ty =D
as =2 as =95 Ty = Q4 Ty = 2
(I2:1 (13:6 Tay = A2 7T6:1

Tabela 4.1: Relacao entre os elementos de 7 e os do seu conjugador (para ) a.

4.3.2 o conjugador (para ) e uma simulacdo independente

O Lemal 7] embora tendo uma demonstragao imediata, garante o paralelismo segundo
o qual, dados um “n-ciclo” 7 e o seu conjugador (para ¢) a, uma mesma familia de per-
mutacoes, mediante multiplicagoes, transforma a na permutacao identidade e, mediante
conjugagoes, ordena 7 (o transformando em ¢).

Lema 7 Dados m € I,, a € S, onde a é o conjugador (para ¢) de 7w, e p € S, uma
permutacao qualquer, entio ap € o conjugador (para i) de p~tmp (p_lﬂ').

Demonstragdo. Sabendo-se que a é o conjugador (para ¢) de 7, segue que ama '= 1.
Entao, tomando-se p~mp, que ¢ o resultado da conjugacao de 7 por p~t, e ap, o resultado
da conjugagao de p~'mp por ap é igual a t. De fato: ®(p~lmp) = (ap)(p~'mp)(p~ta™?)
=ama"t=1. O
Observagao 23  Se a permuta¢ao p do Lema [7] for um produto de transposi¢oes dis-
juntas, a conjugacao de w e a multiplicagao de a passam a ser feitas pela mesma p e nao,
respectivamente, por p~! e p (conforme a Observagao .
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p1_17rpl api

Py (py ' mp1)pe (ap1)po

Pt (03 e mp)pe) e (o ((ap)p2) - )pm

Figura 4.1: As sucessivas conjugagoes de 7 por p;l e as sucessivas multiplica¢oes de a por

pi, dados um “n-ciclo” 7, a (o seu conjugador (para ¢)) e uma familia (p;), i=1,...,m, de
permutacoes.
—1 . —1__ -1 -1 __
Wi(py wp1) = apip; Tpip; a4 =1
S 1 1 _ 1 1 R
WP (py "py WP1pe) = apip2py Py TPiPaP; Py 4 =t
avipzePm (p b py tpr mpipe L pm) = apipa . PmPm - Py DL EDID2 - PmPm Py Py el =1

Figura 4.2: Aplicacao do Lema [7] aos elementos das linhas da Figura

Corolario 2 Dadosm € I,, a € S, onde a € o conjugador (para 1) de 7w, e p € S, uma
permutagdo-reversao qualquer de m, entdo ap € o conjugador (para v) de pmp.

Demonstracao. De fato, considerando-se a Observacao [23] tem-se que p = p~! e segue
que P (prp) = ap(prp)p ta~ = ara™' = 1, 0 que prova o lema. a
Exemplo 37 Seja m=[5, 3, 1, 2, 4/ ea=(5 1 3 2 4) o seu conjugador (para ¢), entdo
“r=ama'=(51324)[5, 3, 1, 2, 4 (423 15)=[1, 2, 3, 4, 5|=t. Tomando-se uma per-
mutagao p, por exemplo p=(4 5)(3 2), segue que ap= (51324) (45)(32)=(134)(2)(5) e
que? ' = p lmp=prp=(45)(32) [5, 3, 1, 2, 4] (45)(3 2)=[1, 3, 5, 4, 2|. Conjugando-
se P'm por ap, segue o resultado esperado, que é (1 3 4) [1, 3, 5, 4, 2] (4 3 1) =
1,2, 3, 4 5 =1

Adiante, estdao os quatro casos possiveis, dependendo de a familia (p;), i=1,...,m,
ser uma familia qualquer ou constituida apenas de permutagoes-reversoes e de ser ou nao
uma decomposicao de a, baseados nas Figuras [.1] e

e Se a familia (p;), i=1,...,m, da Figura[4.1] for uma familia qualquer, ter-se-4 que:

— se (p;), i=1,...,m, for tal que p_.'...p;'p;' = a, ou seja, se pt...p, 'p; ! for

uma decomposicao de a, tem-se pips...p, =a ' e

—1 -1, -1 , , P 9
Pm ---P2 Py TP1P2---Pm apipz ... Pm
ara”t aa”?
L e

e, neste caso, a mesma familia, por sucessivas conjugacoes, ordenara m e, por
sucessivas multiplicagoes, transformara a em e e
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— caso contrario, 7 sera transformado em algum “n-ciclo” diferente de ¢ e a em
alguma permutagao diferente de e.

e Se a familia (p;), i=1, ..., m, da Figura , for constituida apenas de permutagoes-
reversoes, em cada passo de ambas as simulagoes da figura estara sendo empregada
a mesma p;, de acordo com a Observacao 23], e ter-se-a que:

— se (pi), 1=1,...,m, for tal que p,,...pap1 = a, ou seja, se p,, ... pop; for uma
decomposicao de a, tem-se pips ... pm =a le

Pm -+ - P2P1TP1P2 - - - Pm apipz ... Pm
amfl aa’l
L e

e, neste caso, a mesma familia, por sucessivas conjugacoes, ordenara m por
reversoes e, por sucessivas multiplicacoes, transformard a em € e

— caso contrario, m sera transformado em algum ‘“n-ciclo” «, diferente de ¢, por
reversoes e a em alguma permutacgao diferente de e.

Os dois tltimos casos sao de interesse para o trabalho, pois, no primeiro deles, um
“ciclo” 7 é ordenado e, no segundo, transformado em outro por reversoes. Nestes casos,
pode-se obter de duas maneiras uma mesma familia de reversoes que executa ambas as
tarefas. Concluindo, encontrar uma familia de reversoes que ordena um ‘“ciclo” equivale a
encontrar uma familia que transforma o seu conjugador (para ¢) em e.

4.3.3 Simulando em paralelo

Através de exemplos, serao mostradas a ordenagao de um “6-ciclo” 7 e a transformagao
do seu conjugador (para t), a, em e, pelas mesmas permutagoes-reversoes p;, i=1,...,4,
respectivamente, por sucessivas conjugacoes e multiplicagoes.

Exemplo 38 Sejam 7=[3, 6, 4, 5, 2, 1] um “6-ciclo” e a=(3 16 2 5 4) o seu conjugador
(para ¢). A Figura[d.3mostra a sequéncia de quatro passos (os trechos revertidos em cada
um dos passos estao em destaque) de uma ordenagao de 7=[3, 6, 4, 5, 2, 1] (colunas da
esquerda) e de uma transformacao de a=(3 1 6 2 5 4) na permutacao identidade (colunas
da direita), mediante as quatro permutagoes-reversoes p;=(13)(2 6)(4 5), p2=(3 5)(4 6),
p3=(56) e ps=(45).

As quatro permutagoes-reversoes, sucessivamente, conjugando “6-ciclos”, a partir do
“6-ciclo” m, o ordenam e, multiplicando 6-permutacoes, a partir de a, a transformam em
e. E facil verificar, por intermédio do Lema |§|, que as cinco 6-permutagoes que vao de
aae a=(316254) a=(1)(2)(4)(3 6 5), a3=(1)(2)(3)(4 5 6), as=(1)(2)(3)(4 5)(6)
e a5=(1)(2)(3)(4)(5)(6)=e sao, respectivamente, os conjugadores (para t¢) dos “6-ciclos”
que vao de 7 a v: m=[3, 6, 4, 5, 2, 1], m=[1, 2, 5, 4, 6, 3], m=[1, 2, 3, 6, 4, 5],
m=[1, 2, 3, 5, 4, 6] e m5=[1, 2, 3, 4, 5, 6]=¢.
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w 3,6,4,5,2, 1] (31625 4) a

Tt =Pim, ABEOES[3 5 15 0, (316254) (13)(26)(45) aips = as
T3 = P2y 35461, 2,5, 4,6, 3] (1)(2)(4)(365) (35)(46)  aps = az
T4 = P37 (BO)1, 2, 3,06,4, 5] (1)(2)(3)(456) (5 6) azps = a4
L=75 =Pimy @51, 2, 3,5, 4, 6] (1)(2)(3)(4 5)(6) (4 5) asps = as = e
z [1,2,3,4,5,6]  (1)(2)(3)(4)(5)(6) e

Figura 4.3: Simulac¢ao da ordenagao de 7 e da transformacao de a em e.

Observagao 24  As familias m=[3, 6, 4, 5, 2, 1], m=[1, 2, 5, 4, 6, 3], m3=
1, 2, 3, 6, 4, 5], my=[1, 2, 3, 5, 4, 6] e ms=[1, 2, 3, 4, 5, 6]=¢ sdo as represen-
tantes das suas respectivas classes que devem ser aplicadas, de acordo com a Conven-
cao Por outro lado, diferentemente das familias, as permutagdes a1=(3 1 6 2 5 4),
az=(1)(2)(4)(3 6 5), as=(1)(2)(3)(4 5 6), a1s=(1)(2)(3)(4 5)(6) e a5=(1)(2)(3)(4)(5)(6)=e,

podem ser substituidas, conforme a Observagao [I

Observagao 25 Descobrir uma sequéncia de permutagoes-reversoes que ordenem um
“n-ciclo” por intermédio dos conjugadores (para ¢) é, computacionalmente, mais eficiente
porque, para dar um passo na ordenacao, aplica apenas uma operacao de multiplicacao.

4.3.4 Obtendo um novo conjugador (para ¢)

O corolario do Lema [7, Corolario [2| formaliza um método para obter, dados um “n-
ciclo” 7, a, o seu conjugador (para ¢) e uma permutagao-reversao p, o conjugador (para ¢)
de Pm, por meio de apenas uma multiplicagao algébrica, ap, utilizando, como termos, a e
p (conforme resume a Figura. O “n-ciclo” Px veio do “n-ciclo” 7w pela reversao sofrida

7 a é o conjugador (para ¢) de 7 (ama™ =)
Pr ap é o conjugador (para ¢) de P (“P(Pm) = 1)

Figura 4.4: Um passo na obtengao de uma sequéncia de reversoes que, utilizando apenas con-
jugadores (para ¢), ordenam um “n-ciclo®.

com a conjugagao pela permutagao-reversao p (na Figura os conjugadores (para ¢)
%i-1p;, 1=a;, 1=2, 3, 4, 5, s@o exemplos). Depois de obter uma permutagao-reversao p, a
partir de um conjugador (para ¢) a, calcula-se o produto ap. Na pesquisa de uma sequéncia
de reversoes de uma ordenacao, se ap = e, chegou-se a tltima reversao da sequéncia e se
ap # e, o proprio ap seré o proximo conjugador (para ¢) a ser utilizado.

4.4 Aplicando este formalismo em algoritmos

Ambas as simulagoes apresentadas na secao [4.3] podem ser feitas algoritmicamente,
CcOomo se vera na sequeéncia.
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Um “n-ciclo” qualquer admite um total de C, s=n!/[2!(n—2)!] (combinacdo de n ele-
mentos, tomados 2 a 2) reversoes, pois a cada dois elementos diferentes do seu suporte
equivale uma das suas possiveis reversoes (dois elementos do suporte equivalem a reversao
onde eles sdo o primeiro e o ultimo elementos).

Sabendo-se que os suportes de um “n-ciclo” e do seu conjugador (para ¢) sao iguais e
com base na subsegao [£.3.1 e Lemas [6] e [7] e o seu Corolario [, pode-se construir qualquer
uma das permutagoes-reversoes de um “n-ciclo” olhando-se apenas o proprio “n-ciclo” ou
apenas para o seu conjugador (para ¢).

Isso significa poder, ao aplicar o método em um algoritmo qualquer que opere com
reversoes, utilizar apenas “n-ciclos” ou apenas conjugadores (para ¢) para encontrar as
permutacoes-reversoes procuradas.

4.4.1 Construindo a permutacao-reversao associada a dois elementos de um “n-ciclo”

Dados um “n-ciclo” 7, o seu conjugador (para t¢), a, e dois elementos quaisquer,
e s, do suporte de 7, serd construida a permutagao-reversao p de 7, associada a esses
elementos, primeiramente, atuando apenas sobre 7 e, em seguida, apenas sobre a.

Olhando para o “n-ciclo” 7:

Para obter as transposigoes de p a partir de 7, é suficiente aplicar a Defini¢ao [33
A porgao contigua de posi¢oes i a j, 1<i<j<n, de 7, onde: se 7w 1(r)<m !(s), en-
tao i=n"t(r) (r=m) e j=m"1(s) (s=m;), e, se 7 (s)<m (r), entdo i=r"1(s) (s=m)
e j=n"1(r) (r=m;) (aqui, o “n-ciclo” e a sua funcao de escolha estdao sendo represen-
tados pelo mesmo simbolo 7, conforme observacao feita no final da secao [4.1, ou seja,
n=[m1,. .., T, .. w(i)=m; m ()= e, se, por exemplo, r=m;, entdo, i=m"1(r), 1<i<n).
A reversao associada a 7 e s é realizada pela conjugacao de m por p.

Olhando para a, o conjugador (para ), do “n-ciclo” 7:

Por outro lado, para encontrar as transposigoes de p a partir de a, é suficiente seguir
os seguintes trés passos, que serao adiante detalhados:

(1) tomar, de inicio, (a, a,) como primeira transposi¢ao de p, onde a,=r a a,=s;

(2) tendo obtido uma, verificar se existe ou ndo outra transposigdo em p e, em caso
afirmativo, encontrar esta transposicao e

(3) dai para frente, repetir o passo (2), utilizando a ultima transposi¢ao encontrada
até que nao mais existam transposicoes em p.

Antes de explicar cada um dos passos, sera definida a distancia, em 7, entre dois ele-
mentos distintos de a.

Sendo a a permutagdo que é a representagao posicional de m (Lema @, Gy, um ele-
mento de um subciclo qualquer de a (lembrar que a tem os mesmos elementos de 7 e que
pode ter de 1 a n subciclos) e a/,, o elemento que o sucede no subciclo, ou seja, al =a(a,),
tem-se que ay, ¢ a posigao de a,, em 7, ou seja, Ty =ay.
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Voltando-se, agora, aos elementos a, e a,, supondo-se que estejam em dois subciclos
(eventualmente, podem estar no mesmo) de a, entao, tem-se que a(a,) e a(a,) sdo as suas
respectivas posigoes em T, ou s€ja, ay=Tq(a,) € Gv=Tq(a,), €, asSiM, dr(ay, a,) é dada pela
seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 35 Dados um “n-ciclo” 7, a, o seu conjugador (para ¢) e os elementos a,, e
a,, fica definida por |a(a,)—a(a,)|, denotada por d.(a.,a,), a distancia, em m, entre a, e
Ay.

Passa-se a explicar os passos (1), (2) e (3), partindo-se de (a, a,) (passo (1)). Para veri-
ficar a existéncia ou nao de outra transposigdo em p (passo (2)) calcula-se d,(ay,a,). O
resultado vai indicar se h& ou nao outros elementos entre eles em 7 e, se houver, quantos
sao.

A diferenga a(a,)—a(a,) pode ser um ntmero inteiro positivo ou negativo, depen-
dendo, respectivamente, de a, aparecer antes (u<v) ou depois (v<u) de a, em m. A
inversao da ordem dos seus elementos nao altera uma transposi¢ao, entao, tendo-se que
(ay a,)=(ay, a,), serda admitido que a diferenga é um ntamero inteiro positivo.

Como, entao, é considerada cada uma das possiveis distancias d (a,, a,) (1 < dy(ay, ay)
<n—1)?7

H4 trés casos a considerar:

(a) se dr(ay,a,)=1, entdo a, e a, sdo contiguos em 7 e a permutagao-reversao p
associada a r e s é a transposicao algébrica (a, a,);

(b) se dr(ay,a,)=2, entao existe um tunico elemento entre a,, e a, em 7 e, como ele
nao serd movido pela reversao, a permutacao-reversao p associada a r e s também
é a transposicao algébrica (a, a,);

(c¢) se dr(ay,a,)=¢>3, entao, existem, em 7, g—1>2 elementos entre a, e a,, 0 que
significa que ha pelo menos mais uma transposicao em p a ser pesquisada.

No caso (c), é guardada a transposigao algébrica (a, a,) e sao procurados, em a, 0s
dois elementos que formam a seguinte. Como, entao, determinar esses elementos quando
dr(ay,a,)>37

Sabendo-se que a, e a, ocupam em m, respectivamente, as posicoes a(a,) e a(ay),
(Au=T4(a,) € Avy=Ta(a,), T€SPectivamente) vem que os dois elementos procurados estao em
7, nas posigoes a(a,)+1(mod n) (sucede a, em 7) e a(a,)—1(mod n) (antecede a, em )
(sabe-se que estas posi¢oes existem pelo item (c)), sendo, entdo, os elementos Ta(aw)+1(mod n)
€ TMa(ay)—1(mod n)s respectivamente.

Para encontra-los em a, sendo a a representacao posicional de 7, basta localizar em

a os elementos a, = a(a,)+1(mod n) e a,; = a(a,)—1(mod n), que sido as posigoes dos
elementos que constituirao a transposicao seguinte de p, e tomar os dois que estao ime-
. . 71 71 . .
diatamente antes, ou seja, a~'(a,) e a”'(a, ). Supondo-se que a, e a, estejam em dois

subciclos diferentes de a, de comprimentos, respectivamente, ¢, e ¢,, tomar o elemento
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que esta imediatamente antes de um deles, por exemplo, de a,, significa voltar um ele-
mento no seu subciclo, ou seja, tomar o elemento que ocupa a posi¢ao anterior no seu
subciclo, que é calculada substraindo-se 1 da posi¢ao de a,» médulo ¢,. Supondo-se que os
elementos resultantes, a='(a,) e a~(a,), sejam, respectivamente, a, e a,, entao (a, a,)
serd a transposi¢ao procurada.

Ao ser encontrada uma transposigao de p deve ser aplicado o passo (3) e esse proce-
dimento deve parar quando a distancia em 7 entre os elementos da tultima transposicao

encontrada for menor do que trés.

A permutacao-reversao obtida desta forma, ou seja, a partir de a, serd o produto das
transposi¢oes encontradas e coincide com a contruida pela Definicao [33] a partir de .
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Capitulo 5

Contribuicao, conclusao e trabalhos
futuros

Contribuicao

Tendo como motivagao os cromossomos que podem ser representados por sequéncias,
os problemas das distancias de reversao e de ordenagao em rearranjos de genomas, as
interessantes questoes em aberto e muitos dos conhecimentos algébricos e combinatorios
que nao estao sendo utilizados, buscou-se um modelo para expressar qualquer conjunto
de objetos que sejam representaveis por sequéncias, considerar sequéncias como “ciclos”
em um grupo de simetria e simular uma reversao por uma operagao de conjugagao.

Chegou-se a um método para simular a operagao, onde o “ciclo” e uma certa permu-
tacao participam como termos ou fatores, que proporciona duas maneiras para descobrir
uma familia de reversoes que transforma um “ciclo” em outro, simular reversoes nesses
“ciclos”, ordenar um “ciclo” e encontrar a distancia de reversao entre dois “ciclos”. Assim,
os problemas das distancias de reversao e ordenacao puderam ser estudados em sequéncias
em geral por operagdes algébricas (no caso dos cromossomos, reversoes biologicas).

As contribuigoes foram formalizadas em defini¢oes e demonstradas em lemas: o Lemal6]
prova a igualdade entre o conjugador (para ¢) e a representagao posicional de um “ciclo”; o
Lemal[7], garante o paralelismo das duas formas de encontrar, algebricamente, uma mesma
sequéncia de reversdes que transformam um “ciclo” em outro e o corolario do Lema [7]
Corolario , mostra como obter, mediante um tnico produto, um conjugador (para ¢) a
partir do anterior, estando em um passo de uma simulagao onde se busca uma sequéncia
de reversoes que transformam um “ciclo” em outro.

Existem muitos trabalhos em rearranjos de genomas utilizando grupos de permuta-
¢oes e aplicando todas as operagoes. Entre eles esta o artigo de Meidanis e Dias, em [2§],
pioneiro em relacionar os grupos de permutagoes com o estudo dos rearranjos de genomas,
introduzindo uma forma algébrica de simular, em permutacoes representando genomas,
eventos como os de reversoes, transposicoes e intercambios de blocos, com e sem sinais.
A técnica algébrica aqui desenvolvida foi, posteriormente, utilizada por outros pesquisa-
dores, como, por exemplo, Huang e Lu, no artigo [9]. Outro exemplo de utilizagao de
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grupos de permutacoes, desta vez com a operacao de intercambio de blocos, é o artigo de
Mira e Meidanis, em [14].

Resultados importantes tém sido alcan¢ados pela combinacao de diferentes recursos e,
assim, uma eventual contribui¢ao do método talvez seja a forma diferente das demais de
computar.

Em vista de que existem maneiras mais eficientes para simular reversoes, a aplicagao
do método em um algoritmo podera nao reduzir o seu tempo computacional, mas, por
possibilitar novas combinagoes de recursos, talvez facilite obter outros tipos de resultados
como, por exemplo, um, para reversoes, similar ao do artigo que foi apresentado na se-
¢ao0 [3.8] que é um problema em aberto.

Trata-se apenas de uma maneira diferente de simular uma reversao, que usa efetiva-
mente, para essa finalidade, a operagao de um grupo de permutacoes, manipulando os
elementos permutados e nao os seus indices. Sendo uma maneira nova e que ainda nao
foi experimentada de se pensar nas questoes relacionadas com o problema da distancia
de reversao, pode, embora ainda haja muito por fazer, contribuir para a descoberta de
respostas.

Nenhuma proposicao similar ao método que foi apresentado ou aos lemas demontrados
foi encontrada nos textos pesquisados.

Conclusao

Neste trabalho foram utilizados resultados conhecidos em &lgebra para simular uma
reversao em uma sequéncia finita utilizando a operagao de conjugacao de um grupo de
simetria e para, dadas duas sequéncias, formalizar dois métodos para descobrir uma fa-
milia de reversoes que transforma uma na outra: um, pela aplicacao direta da operacao
do grupo, e outro, pela aplicacao da operacao de conjugacao.

Trabalhos futuros

As sequéncias e as mudancgas nelas produzidas pelas diferentes operacoes podem ser
estudadas por meio das permutacoes que ja foram representadas de diversas formas e
intensivamente estudadas em todas areas e disciplinas da matematica (recentemente, au-
mentou o interesse, de muitos pesquisadores da area combinatorial, em estudar as permu-
tagoes) produzindo resultados importantes, que ainda nao estao sendo utilizados, além de
diversas questoes que permanecem em aberto. Adiante, sdo mencionadas algumas destas
questoes, relacionadas com a operagao de reversao, tiradas de [17]:

e quando as permutacoes contém duplicagoes, a ordenacao por reversoes € transfor-

mada no problema da ordenacao de palavras por reversoes e uma questao em aberto
e relacionada com o problema é:
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— definir as complexidades relacionadas ao problema da ordenacdao de palavras
POT reversoes;

e com base no conceito de subsequéncia ordenada (dado na Defini¢ao [§]), Kececioglu
e Sankoff, em [11], fizeram a seguinte conjectura:

— para toda permutacao existe uma menor série de reversoes que nao corta sub-
sequéncias ordenadas de trés ou mais elementos;

e com base no conceito de pontos-de-quebra (dado na Defini¢ao , Kececioglu e San-
koff, em [11], também, conjecturaram que:

— para toda permutacao existe uma menor série de reversoes que nunca aumenta
o numero de pontos-de-quebra;

e Bafna e Pevzner, em [23], provaram a conjectura de Gollan (dada na Defini¢ao [9)
estudaram o problema da distancia esperada de reversao, E(d), entre duas permuta-
¢oes selecionadas aleatoriamente e demonstraram que esta muito perto do diametro
de reversao, sendo E(d) > (1—=>)n. Um problema por resolver, excluidos os casos

. . . gn
triviais de Gollan, é:

— melhorar o limite inferior e dar um limite superior nao trivial para a distincia
de reversao;

e Gates e Papadimitriou, em [§], e Gyori e Turan, em [12], trabalharam no problema da
ordenagao por reversoes e prefixos (dado na Defini¢ao e 0s primeiros mostraram
que % < Dpres(n) < %n + g Sao questoes em aberto, relacionadas com este
problema:

— melhorar os limites inferior e superior da ordenac¢ao por reversoes e prefizos e

— encontrar o didmetro de reversao por prefizos do grupo simétrico.

FEm seguida, sao comentados alguns parametros conhecidos, relativos as trés operagoes
bésicas da Tabela 5.1

Operacgao ‘ Aproximacgao Meédia (0.2) | Pior caso ‘ Complexidade
Reversdo sem sinal ? n—1 NP-Dificil [3]
1.375 [25] (1.1) (1.3)
Reversdo com sinal exato ? 2n—1 P(O(n)/O(nlogn)) (2.4)
Transposi¢do 1.375 [27] (3.1) ? n—1 NP-Completo [I8] (3.4)
Intercambio de blocos exato (4.2) n—1 P(O(n?)) [

Tabela 5.1: Alguns dados relacionados com as trés operacoes basicas.
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(0.2)
(1.1) (3.1)

(1.3)

(2.4)

(3.4)

(4.2)

O nuamero médio de operagoes, entre as n! permutagoes de Sy, necesséarias para ordenar cada uma delas.
E importante melhorar a aproximacio dos algoritmos.

Somente as permutagdes de Gollan (dadas na DeﬁnigéoH} se enquadram no pior caso. O seu estudo

e o de novas permutacoes interessantes pode contribuir para a solucdo das questoes (1.2), (2.2) e (3.2).
Existem algoritmos de complexidade O(n) para a distancia, provado por Bader e outros, em [19],

e Swenson, Rajan, Lin e Moret, em [21I], demonstraram a complexidade O(nlogn) para a construgao
das reversoes.

O resultado foi, antes, apresentado por Pinch, em [34], tendo, posteriormente, a sua demonstragao,
corregéao feita por Lima e Ayala-Rincén, em [16].

- @ ~Yia t

> do Teorema

O niimero médio

Os resultados conhecidos em grupos de simetria e em outras areas, como a combinato-
rial, sao poderosos e continuarao sendo utilizados juntos no intuito de resolver as questoes
mais complexas. Alguns trabalhos futuros podem ser:

e combinar o método com outros conhecimentos para estudar e chegar (talvez facilite)
a resultados para questoes em aberto como a da média de operacoes de reversao
necesséarias para ordenar uma permutagao;

e tentar dar o mesmo tipo de tratamento, por um tnico tipo de formalismo, aos dife-
rentes tipos de operagoes (em alguns casos, mais de uma ocorrem em um evento),
que hoje sao estudadas de formas bastante diversas, o que pode, também, facili-
tar a descoberta de resultados como a identificagao de complexidades, ainda nao
conhecidas, no problema da distancia de transposicao;

e propor outros algoritmos.
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