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Resumo

Apresentamos a teoria de semigrupos de operadores lineares, com objetivo de estudar o comporta-
mento da equagao do calor homogénea, linear e semilinear. Consideramos o problema para a Equagao do

Calor semilinear

% —Aut+mu = g(u), em (0,00)x Q,
u = 0, em [0,00) x 99, (1)
w(0,2) = wo(xz), em €,

em que  C RN & aberto, limitado e regular, N > 3, m > —\;, onde A\; é o primeiro autovalor de —A
em HE(Q) espago de Hilbert com produto interno (-,-). A funcdo g € C*(R,R) é tal que
l9(2)] < C1 |2] + Cazf", (2)

N +2
N -2

com 1 <p< = 2* — 1, C1 e (5 constantes positivas; g satisfaz também

(9(u),u) = (2+¢)G(u), (3)

para algum € > 0.
Mostramos que existe solu¢ao para o problema e que ela é uniformemente limitada no tempo t > 9,

para qualquer § > 0.

Palavras-Chaves: Semigrupos de operadores; Equacao do Calor Semilinear; Operador m-acretivo;

Operador Maximal Monétono; Bootstrap.
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Abstract

We present the theory of semigroups of linear operators with the aim of studying the behavior of

the homogeneous, linear and semilinear heat equation. We consider the problem of the semilinear heat

equation
% —Au+mu = g(u), in (0,00) X,
u = 0, in [0,00) x 09, (4)
u(0,2) = wo(x), in £,

where Q0 C RY is an open, bounded regular domain, N > 3, m > —\;, A\; the first eigenvalue of the —A

in H}(Q) the Hilbert space with scalar product (-, -). The function g € C*(R, R) is such that

l9(z)] < C1Ja| + Colal”, (3)
. N+2 .- .
with 1 <p < N_32 - 2* — 1, C1 and Cy positive constants ; g also satisfies
(9(u),u) = (2 +¢)G(u), (6)

for some € > 0. We show that there exists a solution for the problem and this solution is uniformly

bounded for all time ¢ > §, for any § > 0.

Key-Words: Semigroups of operators; Semilinear Heat Equation; Operator m-accretive; Maximal

Monotone Operator; Bootstrap.
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Introducao

Seja © C RY um conjunto aberto e limitado com fronteira 02, N > 1 , consideramos o seguinte

problema: encontrar uma func¢ao u : [0,00) x Q — R tal que

0 _
a—?—Au = 0, em (0, 00) x Q,
u = 0 em (0, 00) x 052, (7)
w(0,2) = wp(x) emQ,
onde A = Z denota o Laplaciano nas variaveis espaciais x, ¢t é a variavel tempo e ug(z) é uma
£
i=1

fungdo dada, chamada dado inicial de Cauchy ver [4] a equagdo diferencial em (7) é chamada Equagdo
do Calor porque modela a distribui¢do de temperatura u no dominio €2 e no tempo ¢.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar estimativas globais uiniformes no tempo, ou seja

[u(®)] Lo (@) < C(6)

para t > 4. Os resultados se baseiam do classico e importante artigo de Cazenave e Lions em C.P.D.E

1984 dado em [8]. Neste artigo, os autores consideraram o seguinte problema

afAqumu = g(u), em (0,00) x Q,
u = 0 em (0, 00) x 052,

se g € CY(R,R) e verifica

N +2
(i) |g(z)| < Alz| + Blaf?, com 1 < p < ~

N3 para todo x € R.

(ii) zg(x) > (24 ¢)G(x) para todo z € R, onde e G(z) = /:g(s)ds,

o0s mesmos afirmaram que problema possui solu¢do uinformemente limitada em C?(Q) para todo t > 4,
sendo ¢ > 0 arbitrario.

Neste trabalho nosso objetivo principal sera obter uma estimativa uniforme em ¢ na norma L (),
obedecendo as hipdteses apresentadas em [8], fato este obtido sem o uso do espago de Lorentz, apenas

utilizando um argumento do tipo Bootstrap.



Introducao 2

Nosso trabalho estd organizado como segue.

Um bloco de notacgoes que serao uteis para a compreensao desta dissertagao.

No primeiro capitulo definiremos o conceito de semigrupos de classe Cy e exploraremos as suas pro-
priedades. Em seguida, apresentaremos alguns resultados de caracterizacao de semigrupos de contracao.
E no final do mesmo faremos uma aplicagao ao problema da Equagao do Calor no caso homogéneo.

No segundo capitulo estudaremos a teoria de semigrupos de contracao gerado por um operador,
com intuito de obter uma solu¢do da equagdo do calor no caso linear ndo homogéneo. Além disso
apresentaremos estimativas LP e estimativas de Schauder para o problema parabdlico.

No terceiro capitulo estudaremos operadores mondtonos maximais, bem como a existéncia de solugao
para a equagao do calor no caso ndo linear. A seguir desenvolveremos alguns resultados sobre operadores
mondtonos e monotonos maximais como em [5].

No quarto capitulo estudaremos propriedades dos operadores monétonos maximais, com o objetivo
de provarmos uma limitacdo uniforme da solu¢ao da equacao do calor nao-linear, como apresentada no

capitulo 3.



Notacoes

I intervalo da reta.

1x € a funcao definida por
1, e X

1X($>:{ 0, z¢X.

Lr(Q) = f:Q—HRmensuréveis;/|f|”da:<oo , 1 <p< oo,
Q

Wk2(Q) = {u € L},.(Q) ; para todo multiindice|a| < k, D%u existe e D*u € LP(2)},1 < p < oco.

HRQ) = Wh2(Q)

H(Q) é o fecho de C§°(€2) na norma do espago H* ().

[ vur
AL = inf O
ueH3 ()\{0} / fuf?
Q
L(X,Y)={T:X — Y ; Télinear e limitada}.

L(X)={T:X — X ; T é linear e limitada}. Dotado com a seguinte norma

TI’ X
ITllecx) = sup ||IT@)||lx = sup 17 ()1 x
IEX:HIHXZI IEX\{O} ||:L'||X

|2 denota a medida de Lebesgue do conjunto ).
V é o operador gradiente.

A & o operador laplaciano.

| - || denota a norma do espago H}.

|l - [|x denota a norma do espago X.

Xt ={z;(z,y) =0, Vye X}



Notacoes 4

e C(I,X)={u:I— X; u écontinua} com a norma do supremo, dada por
ulloo = Sl}p\IU(t)Hx
o C(X,X)={u:X — X ; ué continua}

e CHX, X)={u: X - X;u eCX,X)}

e B[, X]={u:I— X ; u é&limitada} com a norma do supremo, dada por

[lullos = supfu(®)llx

t) —
e 0<a<l,CI,X)=1u:I—X; [ucagr,x)y=  sup M
sten{s£ty |t — 5]
das funcoes a—Holder continuas com a norma dada por

< oo}, é 0 conjunto

[ullcor,x) = [[ulloo + [U]car,x)-

e A:D(A) C X — X opearador setorial, 0 < o < 1 e Dy(a,00) = {x € X;[2]a = sup [[t'TAT(t)z||x < oo}
0<t<1
com a norma =

2] D (ar00) = [l x + [2]a

Da(1+a,00) ={x € D(A); Az € Dy(a,00)}
o Cy(R") = {ue C(R") ; u 6 limitada}
o Co(Q) ={uecC(Q); u=0 em 9}
e 0<a<1, C8I,R") = {u I RY ()€ C3(I), YaeR" e ult,)) € CO(R") Vte 1}
o ut = max {u(z),0}
o u~ = min {u(z),0}

e A CC B significa que A estd compactamente contido em B, isto é A é compacto e A C B.

_Ou  du

T ot dt
e X* o dual topolbgico do espaco X.

® Uy

e LP(I, X) espaco de Banach das fun¢bes mensuraveis v : I — X tal que / [|u(s)||5ds < oo se
ij

1< p < oo, ousupllu(t)|lx < oosep=oo. LP(I,X) é equipado com a norma
I

1
D
il (/I|u<s>|§<ds) | sep < oo
Lr =

sep||u(t)||X, se p = oo.



Capitulo

1
Semigrupos de Classe C)

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos da teoria de semigrupos, com o objetivo da resolucao do
problema do calor no caso homogéneo.
Inicialmente definiremos o conceito de semigrupos de classe Cy e exploraremos as suas propriedades. Em
seguida, apresentaremos os resultados de caracterizacao de semigrupos de contracao, Teorema de Hille-
Yosida de Lumer-Phillips. Finalmente faremos uma aplicagao ao problema da Equagao do Calor no caso
homogéneo.

Definigao 1.1. Seja X um espago de Banach com norma || - || e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X. Diz-se que uma aplicagio T : RT — L(X) é um semigrupo de operadores lineares

limitados de X se:
i) T(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X).
il) T(t+s)=T#)T(s),V t,s € RT.

Observagao 1.1. O espago L(X) é um espago de Banach com a norma || - ||z(x). Por simplicidade,

denotaremos a sua norma também por || - ||.
Definigao 1.2. Dizemos que o semigrupo T' € de classe Cy se:
lim || (T(t)— Dz ||=0, VzelX. (1.1)
t—0+
Definigao 1.3. Diz-se que o semigrupo T é de contragdo quando | T(t) || < 1, Vit € RT.
Definicao 1.4. Um semigrupo de operadores lineares limitado T(t) é uniformemente continuo se
lim || T(t)—1]=0. 1.2
Jim [ 7(0) 1 | (12)
Observagao 1.2. Observe que na Definicao 1.4, a continuidade independe do ponto x € X.

Defini¢ao 1.5. O operador A : D(A) — X definido por

T(h)—1
D(A)=<ze X | lim () x existe
h—0+ h
T -1
Az = hlg(r)lJr — Ve D(A) (1.3)



€ dito o gerador infinitesimal do semigrupo T

Proposigao 1.1. O conjunto D(A) é um subespago vetorial de X e A é um operador linear.
Demonstra¢ao. Segue direto da definicao 1.3. O
Teorema 1.1. Se A € L(X) entio A € gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo.

Demonstra¢ao. Tomemos

n!

ﬂn:JA:fi“mf (1.4)
n=0

(tA)"
n!

o0
Para cada t > 0, temos que Z converge na topologia uniforme de £(X), pois A é operador limitado
n=0

e pelo teste de comparagio de Weierstrass. Assim, T’ ¢ uma aplicagio de RT em £(X), satisfazendo

T(0) =1 e T(t+s) = T()T(s).

Estimando a série de poténcia, temos:

3

—~

tA)

n! -1

NE

1T =1l =

3
Il
=]

—~

tA)"™
n!

I
[M]8

3
Il
-

Aii@AW

n!

|
=

n=0

tA| etIAll

N

|
ot n!

TANT® -1 -

et - -4

N

Tomando o limite ¢ — 0T, obtemos (1.3) e (1.2). Isso implica que T'(¢) é um semigrupo uniformemente
continuo de operadores lineares limitados e que A é o seu gerador infinitesimal. O

Proposigao 1.2. Se T(t) é um semigrupo de classe Cy, entdo existem M > 1 e w > 0 tais que
| T(t) [|< Me™*, t>0.

Demonstrag¢do. Vamos mostrar primeiramente que existe o > 0 de modo que || T'(¢) || é limitado para
todo t € [0,a]. Supondo que o resultado nio acontega, entdo existe uma sequéncia (t,), t, — 07 tal que
| T(tn) ||= n, Vn € N. Pelo Teorema da Limitacdo Uniforme, || T'(t,)z || € ilimitada, para pelo menos

um z € X, o que configura uma contradicdo, pelo fato de lim+ | T({t)x—x||=0,Vz e X.
tn—0

Assim, | T(¢) |[< M para 0 < t < a. Como || T(0) ||=|| I ||= 1, tem-se que M > 1. Seja
w=a tlogM > 0. Dado t > 0, temos t = na + J, onde 0 < § < « e, portanto, pela propriedade de



semigrupo temos que

| T(t) =]l T(nar+ 8) 1= TG)T ()" |< M™ < M- M* = Me™.

O

Corolario 1.1. Se T'(t) é um semigrupo de classe Cy, entdo t — T(t)x, para todo x € X, é uma fungdo

continua de Rt em X.

Demonstrag¢iao. Devemos mostrar que lirI%T(s)m =T(t)x, Vo € X. Com efeito, sejam ¢ > 0 e h > 0.
S5—r

Assim, tomando h — 0, temos que

| T(t+h)e —T(t)x || IT@E)(T(h) = D ||
< IT@ T R) = Da ||
< (

Me" ! | T(h)x — x |- 0.
Por outro lado, parat > h > 0 e h — 0, temos que
[Tt —hz—-THx| < [TE—-hllllz-T(h)]
< Me“' ||z —T(h)z |- 0.
Logo, t — T'(t)x é continua. O

Proposigao 1.3. Seja T(t) um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal, entao:
t+h

1
a) lim — T(s)xds = T(t)x, parax € X,
h—0 h t

b) /Ot T(s)zds € D(A) e A (/Ot T(s)xds) =T(t)x —z, paraxz € X,

c) T(t)x € D(A) e
%T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax, para x € D(A). (1.5)

d) T(t)x —T(s)x = / AT (r)zdr, para x € D(A),

Demonstragao. a) Segue da continuidade da aplicagdo t — T'(t)x, donde que a continuidade segue do

Corolario 1.1.



b) Dados z € X e h > 0, entdo

PO ([ 1) -

Iy

(T'(s+ h)x —T(s)x)ds

=N

¢
T(s+ h)xds — %/ T(s)xds
0

T(r)zdr — %/0 T(s)xds

H_
+
=

t h
T(r)xdr — %/0 T(r)xzdr — %/0 T(r)zdr

t+h

T— T T T
+

S sl Bl Bl

h
T(r)zdr — %/0 T(r)zdr (1.6)

~

tomando h — 0" em (1.6), e usando a continuidade da aplicagao t — T'(t)z, temos pela defini¢io de A

A(A%@ﬁ%):1m1ﬂ2ffégwm¢=7um—x

h—0t

em (1.3) que

c) Dados x € D(A) e h > 0, entdo pela propriedade (ii) da Defini¢do 1.1, da linearidade de T'(t) e da
definicao de A, obtemos:

———T(t)x=T(t) <T(h)_l> x — T(t)Az, quandoh — 0.
Assim,

d+

T(t)xr € D(A), AT(t)x =T(t)Az e p

T(t)x = AT (t)x = T(t) Az,

além disso

d—_T(t)x = lim (T(t)x _hT(t — h)> = lim T(t—h) (T(h)hH> =T(t)Az.

Note que nessa demonstracdo, usamos a continuidade de ¢ — T'(t — h)z e a identidade (1.3). Além
disso, a comutatividade em (1.5) é valida se € D(A). Entretanto, ndo é possivel se x ¢ D(A).

d) Se z € D(A), sabemos pelo item anterior que

d
S T(t)e = AT (t)a = T(t) Ax. (1.7)

Assim, integrando (1.7) de s a t obtemos:

Tt)x —T(s)x :/ %T(r)xdr :/ AT (r)xdr. (1.8)

Corolario 1.2. Se A € um gerador infinitesimal de um semigrupo T(t) de classe Cy, entdéo D(A) é denso

em X e A € um operador linear fechado.

1 t
Demonstra¢do. Para todo x € X, tomemos x; = E/ T(s)xds. Pelo item (b) da Proposigao 1.3, z; €
0

D(A) para todo t > 0, e pelo item (a) da mesma proposigao, temos que x; — x quando ¢ — 0. Desta



forma, D(A) = X.
A linearidade de A segue da definicdo de gerador infinitesimal. Para provar que A é fechado, seja
x, € D(A), tal que z,, — = e Az, — y, quando n — +oo. Pelo item (d) da proposigao 1.3, inferimos

que

Tt)xn — xp = /Ot T(s)Ax,ds. (1.9)
O integrando em (1.9) converge para T'(s)y uniformemente, no intervalo limitado [0, ¢], pois
I T(s)Azn = T(s)y | <|| T(s) || Azn —y |-
Assim, por (1.8) temos:
T({t)x —z = /Ot T(s)yds. (1.10)
Agora, dividindo a expressdo dada em (1.10) por ¢t > 0, obtemos que

Ttz —z 1 [°
— = ;/O T(s)yds.

Dessa forma, fazendo t — 07 e usando o item (a) da Proposi¢io 1.3, temos que x € D(A) e Ax =y. O

Proposigao 1.4. Sejam T'(t) e S(t) semigrupos de classe Cy com o mesmo gerador infinitesimal A,
entio T'(t) = S(¢).

Demonstra¢do. Suponhamos que A seja gerador infinitesimal dos semigrupos 77 e Ty de classe Cy. Se
0 < s <t<+oo, para cada € D(A), entdo a funcdo ¢(s) = T1(t — s)Tz(s)z é diferenciavel no intervalo
0<s< 40, e

@' (s) — ATy (t — 8)Ta(s)x + Ty (t — 8) AT (s)x
AT (t — s)Ta(s)x + AT (t — s)To(s)x

= 0.

Logo, ¢(s) é constante para 0 < s < t. Temos entdo
Ti(t)x = ¢(0) = ¢(t) = Ta(t)x, Vo € D(A).
Por densidade, concluimos que
T (t)x = Te(t)z, Vo € X.
O

Definigao 1.6. Seja A um operador linear em X, ndo necessariamente limitado. O conjunto dado por
p(A) = {\ € C | A\ — A€ invertivel} é chamado o resolvente de A. Dizer que \ € p(A) € equivalente a
(M — A)~! ser um operador linear em X e limitado. Denotamos por R(\: A) = (A — A)~1, X € p(A).

Teorema 1.2. (Hille-Yosida) Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe

Co de contragao T(t), t > 0 se, e somente, se:

i) A é fechado e D(A) = X.
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1
X

Demonstragao. (Condicdo necessaria) Se A é gerador infinitesimal de um semigrupo T'(¢) de classe Cy de

ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém R e para cada \ > 0, tem-se || R(\: A) ||<

contracao, pelo Corolario 1.2 A é fechado e D(A) = X. Agora, para cada A >0 e z € X, seja
R(\)z = / e NT(t)xdt. (1.11)
0

Uma vez que ¢t — T'(t)z é continua e uniformemente limitada, entdo a integral existe como uma integral

de Riemann, definindo assim um operador linear limitado. Logo,

oo _ oo _ 1
| ROz |\</0 | T()x H</O el di=5 |zl

Além disso, para h > 0, temos que

+oo
%R()\)x = % / e M(T(t + h)x — T(t)x)dt
0

1 [t 1 o[tee
= - /O e MT(t + h)wdt — - /0 e MT(t)adt

1 [+ 1 [+
= E/ e MM T () zdt — E/ e MT(t)xdt

h 0

erh +oo 1 +oo
= — e MT(t)adt — 7/ e~ MNT(t)adt

hJn h Jo

AR oo M h +oo
= & e MT(t)adt — - e NI (t)zdt — & T(t)zdt

0 0 0

A1 e Y

= - / e MT(t)xdt — - e MT(t)adt
0 0

A Morh

= . RNz — 5] e T(t)xdt. (1.12)
0

Quando h — 0T, a equagao (1.12) converge para AR(\)z — z. Pela defini¢io de A, segue que para
todoz € X e A >0, R(A\)z € D(A) e AR()\) = AR()\) — I, ou seja,

(M —A)R\) =1. (1.13)
Para z € D(A), usando o item (c¢) da Proposi¢do 1.3 e o fechamento de A, temos
+o00
R\NAz = / e MT(t) Axdt
0

—+oo
= / e MAT(t)xdt
0

= A (/Om e*tT(t)xdt>

= AR(M\)=x. (1.14)
Das equagoes (1.13) e (1.14), segue que

RAN)M — A)x =z, Yz € D(A).
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Entao, para todo A > 0 satisfazendo (i) e (i¢), temos que existe o inverso de AT — A dado por R(\).
O

Por outro lado, para demonstrar que as condigoes (i) e (i7) sdo suficientes para que A seja gerador

infinitesimal de um semigrupo de contragao de classe Cy, provaremos os seguintes lemas.

Lema 1.1. Sejam A satisfazendo as condigées (i) e (ii) do Teorema 1.2 e R(\: A) = (A — A)~!, entdo

lim ARA: Az =z, VreX. (1.15)

A——+oo

Demonstrag¢iao. Suponhamos primeiro que = € D(A). Entao

I AR A)e— || = ARO: Az || =] ROV A)Az < 5 | Az [0
se A = +o00. Mas D(A) é denso em X e || AR(\: A) || < 1. Portanto,
AR(A: A)x — =,
quando A — +o0, para todo x € X. O

Definimos agora, para todo A > 0, a aproximagcio de Yosida de A, que é dada por
Ay = MR\ : A) = N2R(\: A) — \I (1.16)

onde Ay é uma aproximagdo de A no seguinte sentido:

Lema 1.2. Seja A satisfazendo (i) e (ii) do Teorema 1.2. Se Ay € a aprozimacgio de Yosida de A, entdo
lim Ayx = Az, para x € D(A).

A— 400

Demonstrac¢ao. Para x € D(A), temos pelo Lema 1.2 e a definigdo de Ay, que

lim Ayz= lim AR(\: A)Ax = Az.

A——+oco A——+oo
[

Lema 1.3. Seja A satisfazendo as condigées (i) e (ii) do Teorema 1.2. Se Ay é a aproximagio de Yosida

de A, entdo Ay € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo de contra¢io e,

Além disso, para todo x € X, X\, u > 0, temos

HetA*x - etA“'xH <t Axz —Ayz |- (1.17)
Demonstra¢ao. Por (1.16), temos que

Ay =MAR(\: A) = N*R(\: A) — M,

além disso Ay é um operador linear e limitado.
Assim, pelo Teorema 1.1, Ay é um gerador infinitesimal de um semigrupo e*4* uniformemente continuo

de operadores lineares limitados.
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Deste modo,

HetAAH _ Het(AzR(A:A)—AI)H

ot ‘

oA R(X:A) H

2 .
oA IROA)|

NN

— 241
e~ AMAtE

1

e portanto et é um semigrupo de contragao.

E claro das definices de 4> et4u A, e A, que os mesmos comutam entre si. Consequentemente
b b )

HetA*a: — etA“a:H = /1 % (etSAA et(l_S)A“x) ds
0

1
— / (tAAetsAAet(l—s)Aux + etsAA(_t)Auet(l—s)Aux) ds
0

1
= / t (etSAA et A (Ao — Aux)> ds
0

1
< / t ’ etsAret=s)Au (A 0 — Aux)H ds
0
1
< / t|Axz — Ayz| ds
0
= t|Axz — Ay
e a desigualdade (1.17) est& provada. O

Agora exibiremos a demonstracio da condic¢do suficiente do Teorema 1.2.

Demonstragao. (Condicao Suficiente). Seja z € D(A). Entdo

[eire — ]| <t Ae — Ay
<

tl|Axz — Az| +t | Az — A,z (1.18)

Da equacio (1.18) e do Lema 1.2 segue que para z € D(A), e?**z converge quando A — +oc e a
convergéncia é uniforme em intervalos limitados. Visto que D(A) = X e HetA* || < 1, segue que

lim ez =T(t)z, Vo € X.
A—~+o0
O limite acima é sempre uniforme em intervalos limitados. Assim, T'(¢) satisfaz as propriedades de
semigrupo, uma vez que 7(0) = I e || T(¢) || < 1. Além disso, ¢t — T'(t)z é continua para ¢t > 0, pois é
limite uniforme de fungdes continuas t + e x. Assim, T'(t) é semigrupo de contracio de classe Cy em
X.

Para concluirmos a prova, mostraremos que A é o gerador infinitesimal de T'(t). Seja x € D(A).
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Usando que T(t)z = lim ez e a Proposicio 1.3, temos que
A—+4o0
Ttr—z = i g —
(t)x —x )\_1}1}_100(6 T :17)
t
= lim S Ayxds
A—+oo Jo

= /t T(s)Axds. (1.19)
0

A equagio (1.19) segue da convergéncia uniforme de e'“* Ayx para T(t) Az em intervalos limitados.
Sejam B o gerador infinitesimal de T'(t) e x € D(A), entao

T(x)—z 1 [
— = g/o T(s)Axds.

Fazendo t — 0%, temos Bx = Az, ou seja, D(A) C D(B). Como B ¢ o gerador infinitesimal de T'(t),
segue da condicdo necessaria que 1 € p(B). Por outro lado, assumimos a hipoétese (ii) do Teorema 1.2
assegurando que 1 € p(A4). Uma vez que D(A) C D(B), temos

(I-B)D(A) = (I - A)D(A) = X,

o que implica D(B) = (I — B)™*X = D(A), e portanto A = B.
O

Um outra maneira de caracterizar os geradores infinitesimais dos semigrupos de contrac¢des lineares de
classe Cy, pode ser visto no Teorema de Lumer e Phillips, contudo, antes de enuncia-lo faremos algumas
consideragoes.

Seja X um espago de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre X e X*. Tomemos para cada
rz e X,

J(z) = {z* € X" | (z,2%) =| = |I>=] =" ||*}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(z) # 0, Vz € X. Uma aplicacio dualidade é uma aplicagdo
j: X — X* tal que j(x) € J(x), Vo € X. Note que || j(z) ||=| = ||.

Definigao 1.7. i) Diz-se que o operador linear A : D(A) C X — X ¢é dissipativo se, para alguma
aplica¢ao dualidade 7,
Re (Ax, j(x)) <0,Vax € D(A).

ii) Diz-se que A é m-dissipativo se for dissipativo e Im(A\ — A) = X para algum X\ > 0.

Teorema 1.3. (Lumer-Phillips). A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdo se, e somente

se, A € m-dissipativo e densamente definido.

Demonstra¢do. Se A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdo, pelo teorema de Hille -
Yosida, temos que A é densamente definido, fechado e que (0, +00) C p(A), donde dados A >0e f € X,
existe u € D(A) tal que Au— Au = f, isto é, Im(A] — A) = X. Além disso, para cada aplica¢do dualidade
j, tem-se

Re (T (t)z, j(z)) < [(T(t)a,j(x)) | < |T@)||l|j(@)]] < [l2]]?,
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visto que, por hipétese, ||T'(¢)z|| < ||z||, para todo = € D(A).
Portanto,

Re(T(t)z —x,j(z)) = Re(T(t)r,j(x)) - (z,j(z))
= Re(T(t)z,j(x)) - lla]]* <0, (1.20)

donde, dividindo (1.20) por ¢ > 0 e passando ao limite quando ¢ — 0" tem-se
Re (Az,j(x)) <0

para todo x € D(A) e, assim, A é dissipativo e portanto A é m-dissipativo.

Reciprocamente, se A é m-dissipativo e densamente definido, entdo D(A) = X. Assim devemos mostrar
1
que A é fechado, (0, +00) C p(A) e [|[R(A: A)|] < 5, € usar o Teorema de Hille-Yosida. Para isto faremos

algumas afirmagoes.

Afirmacgao 1.1. Se A ¢é dissipativo, entdo

AL = A)z|| = Alf]]
para todo A > 0 e para todo x € D(A).

Com efeito, se A > 0, A ¢é dissipativo e x € D(A), e entdo de

(A = Az, j(2)) = Xz, j(2)) — (Az, j(2)) = A||z||* — (A=, j(x))

segue que
Mz|[* < Re (M = Az, j(x))

< (M = A)z, j(2)) |

< I = A)z]] []5(2)]

|AL = A)]] [|]].

Logo, ||(AL — A)z|| > A||z||. Como A\ > 0 e x € D(A) sdo arbitrarios, segue a afirmagao.

Provaremos que A é fechado e que (0, +o00) N p(A) # 0.
Seja (z,) C D(A) tal que z,, » = e Az, — y, quando n — +o00. Como A é m-dissipativo, existe A > 0
tal que a imagem do operador AT — A é X.

Assim, pela afirmagcdo 1.1, temos que
[zl = 1A = A)AL = A) ™ af| = Al|(AM — A) |

ou seja,
_ 1
AL = A) ]| < =]l
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Logo,
A€ p(A)

Tp =M — AN — A)(x,) = (M — A) 'Oz, — Axy,),

agora tomando o limite se n — 400, como (A — A)~! é continua, temos
x=(N—A)"x—y).

Assim, \x — Az = Az — y, ou seja x € D(A) e Az = y. Portanto, segue que A é fechado.
Finalmente, provaremos que (0, +o0c) C p(A). Sabemos que B = (0, +0c) N p(A) é ndo vazio. Além disso,
B é um conjunto aberto em (0,+00) ja que p(A) é aberto em (0,+o0), (ver Kreyszig - [19] Teorema
7.3-2). Mostraremos que B é também fechado em (0,400). Seja (A,) C B com A, — A, A € (0, +00).

Para n suficientemente grande temos que |\, — A| < 7k e entao,

|)\n - )“

1 =N n = A)7H = P = Alll (A = A7 < N

1
< —.
-3
Assim, I + (A, — A\)(\, — A)~! € um isomorfismo em X, pois é a soma de dois isomorfismos. Entao
M—-A={I+X - -4 T\ —4)

leva D(A) sobre X e logo A € p(A), verificando assim todas as hipoteses do Teorema de Hille-Yosida.
Portanto A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragao.
O

Observagao 1.3. Da Proposi¢io 1.3 item c), temos que se © € D(A) entio T(t)x € D(A),VY t > 0.
Portanto, T(t)D(A) C D(A),Vt > 0. Essa propriedade nao €, em geral, vdlida para todo x € X, porque
de T(t)r € D(A),Yt >0, temos X = IX = T(0)X C D(A), isto €, D(A) = X e, assim, de acordo
com o Teorema do Grdfico Fechado, A é um operador linear limitado, recaindo-se mo caso particular
da convergéncia uniforme, jd estudado no Teorema 1.1. Isto nao acontece, contudo, se T(t)X C D(A)
apenas para t > 0 e, de um modo mais geral, apenas para t > tg > 0. E esse caso particular que vamos

considerar agora.

Definigao 1.8. Seja semigrupo T(t) de classe Cy em um espago de Banach X. O semigrupo T(t) é
dito diferencidvel para t > tg, se para todo x € X, t — T(t)x € diferencidvel para t > tg. T(t) é dito

diferencidvel se é difrencidvel para t > 0.

Proposigao 1.5. Se A € um operador m-dissipado e auto-adjunto de um espaco de Hilbert H | entdo o

semigrupo T(t) de classe Cy, gerado por A, é diferencidvel.

Antes de iniciarmos a demonstracdo da Proposi¢do 1.5, provaremos a seguinte afirmagao, que sera de

fundamental importancia para a prova da mesma.

Afirmagao 1.2. Seja A um operador dissipativo e auto-adjunto de um espago de Hilbert H, e u €

C?([0,+00), H) uma fungdo que satisfaz as condigdes

d d?
U Au U

au_ — A%y, 1.21
o ATu (1.21)
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Entao,

du 1
—(t - . 1.22

5] <3 1ruon (1.22)

du du 1d 9
De fato, como (dt’u) = (Au,u) e Re (dt’u> =5u I w ||, temos que
1d
Sd Il | = Re(Au,u). (1.23)

Integrando (1.23) de s a t, com 0 < s < t, tem-se que

1 1 ¢
3 | u(t) |12 —3 | u(s) |I? =/S Re(Au(r),u(r))dr <0, (1.24)

onde a desigualdade (1.24) segue de A ser dissipativo. Entdo deduzimos a validade da desigualdade

Il u(®) || < u(s)||. Assim, || u || é decrescente.

. . ull . p .
Agora, repetindo o mesmo argumento acima, provamos que T é decrescente. Além disso, dado 7

temos que
/T(Amdu)tdt - [|% Cuar
0 dt o |l dt
> /0 ’ %‘(T) "t
= %2 %(7’) i (1.25)

du
Entretanto, como A é auto-adjunto e (Au, dt) é um numero real, de acordo com as hipéteses temos

d du du du
a(Au,u) = (Adt’u> + (Au, dt) =2 (Au, dt) . (1.26)

Usando integragao por partes e (1.26), temos que

T du 1 /7 d
Au, 2 tar 2 L Au w)tdt
/0 ( U dt) 2/0 prAS )

1 I
s ur)r =3 [ (Auwar (127)

que

d
Novamente, como A é auto-adjunto, da igualdade (d::,u> = (Au,u) em (1.21), deduzimos que

S NulP= (A, w)
e assim ) ) -
3 1) 12 =5 1u0) 2= [ (. (1.28)
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Portanto, de (1.25), (1.27) e (1.28) temos

72 || du 2 T du
| e < Au, —
5 | % (1) /0 ( u dt)tdt
= L(Aur),u(r)r— 2 () |2+ ) () |2
= 2 U\T),u\7))T 4 u\T 4 u
1 1 1
< s Aum) | Tl wr) || == Tu(r) 1P+ || w(O0) |I?
2 4 4
du 2
— ()| 74 [ ul(r) |2
< Ll D) 2 42 ) 2
=92 2 4 4
< HEpl 2ty uo
S o4 dt 4
Mas isso implica que
72 || du 1 9
1 E(T) Sy H U(O) || )
e portanto
du(T) 1
P S | P
I 2 (o) |

A afirmacao esté provada.

A seguir daremos a prova da Proposicao 1.5.

Demonstrag¢io. Dado x € H, como D(A?) ¢ denso em H ver [21], existe (x,) C D(A?) tal que x,, — .
Entretanto,

[ T()an =Tz [| < T@) | 20 =2 |,

pois o operador ¢ linear e limitado. Além disso, pela afirmacao 1.2, temos que

| AT (t)xy, — AT (t)m || <

| Tn —2m || -

S

Logo, quando n — +o00, T'(t)x,, converge para T'(t)x e AT (t)z,, converge em todo intervalo [§, +00), § > 0.
Como A & um operador fechado, T'(t)x € D(A),V t > § > 0 e, portanto, para todo ¢ > 0. Logo T é um
semigrupo diferencidvel, o que conclui a demonstragdo da proposicao.

O

Teorema 1.4. Sejam A um operador m-dissipado e auto-adjunto de um espago de Hilbert H e T(t) o
semigrupo de classe Cy gerado por A. Entdo, para todo x € H e inteiros ndo negativos n e k, concluimos
que

T(t)x € C™((0,400); D(A")).
Para a demonstracao deste teorema, precisaremos provar alguns lemas.

Lema 1.4. Seja T(t) um semigrupo diferencidvel para t >ty e T (t) o operador definido por T (t) =
AT (), A =1,n=0,1,2,..., entdo

i) o operador T (t) tem a seguinte propriedade: para t > (n + 1)ty e todo s tal que t —to > s > nto,
tem-se T (t)x = T(t — s)T ™ (s)x, para todo x € X, n =0,1,....
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ii) T")(t) € limitado para todo t > ntg, n =0,1,2,....

Demonstragao. (i) Det >1tyet—ty>s >0, temos t —s > tyg. Como, tg >0, t —s > 0, temos entao
TO e =Ttz =Tt — )T (s)z =Tt —s)T Oz, Vo e X.

Portanto, a afirmagdo é valida para n = 0. Suponhamos valida para n e sejam ¢ > (n + 2)tg e t —
to > s > (n + 1)tg. Observemos que se r > (n + 1)ty, entdo da hipotese de indugdo, resulta que
T (r)z € D(A), Vo € X. Logo, como s > (n + 1)tg, temos que T(™(s)x € D(A), Vo € X.

Assim, pelo item (c¢) da Proposicao 1.3, deduzimos que

T(t — s)T"™ (s)z € D(A)

AT (t — 8)T™ (s)x = T(t — s)AT ™ (s)z, Ve X.

Entretanto, sabemos que
t>Mn+2)tg>m+1Dty e t—1tg>s>(n+ 1)ty > ntp.
Pela hipétese de indugao, segue-se entao que
T )z =Tt — s)T™ (s)z, V& € X,
donde

Tz = AT () = AT(t — s)T™ (s)x = T(t — s)AT™ (s)z
= T(t—s)T" Y (s)z, Vo e X.

Em outras palavras, temos o resultado para n+ 1. Portanto, a afirmagao é vilida paran =0,1,2,....
(ii) Para n = 0, temos (i4) trivialmente. Suponhamos (i7) vélida para n e seja t > (n + 1)t.
Disso, temos t > nty e, pela hipotese de inducio, segue que 7™ (t) ¢ um operador limitado de X e,
portanto, fechado. Analogamente, A é fechado, pois é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
Co. Logo T+ (t) é fechado, pois T"+1(t) = AT™(t). Além disso, como t > (n + 1)ty temos que
TM (t)x € D(A), Vo € X, e entdo T"F'(t) é definido em todo o espago X. Pelo Teorema do Grafico

Fechado, segue que T+ (¢) é um operador limitado.
O

Lema 1.5. Seja T(t) diferencidvel para t > to, entdo para todo t > nty a fungio T(t)x € n vezes

continuamente diferencidvel e

dn
aT@x:ﬂm@x:NT@a n=1,... ,t>nto.

Demonstragao. Por hipotese, se t >ty entdo T'(t)z € D(A), Vx € X. Portanto, se ¢t > tg, existe o limite

de
T(t+h)z—T()x

AhT(t)x = A s
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quando h — 0%, e hhm+ ApT(t)x = AT (t)x, Vo € X, isto &, T(t)z é derivavel a direita em todo ¢t > tg e
-0

d+
ET(t)I = AT(t)z, Vo € X.
Seja t > s > to. Entao pela afirmagdo anterior, AT(s) é um operador linear limitado e, como

AT (t) = AT (s)T'(t — s) temos que para |h| <t —s

| AT(t+ h)x — ATtz || = || AT(s)T(t+h—s)x — AT(s)T(t — s)x ||
< ATS) |1 T{t+h—s)x—T(—s)zx ||—0,

quando h — 0, visto que T é continuo em L£(X). Logo, AT(t)z é continua em todo ¢t > ty, Vz € X.

Segue-se que T'(t)z é continuamente diferenciavel em t > to, Vo € X, e

d 1
STtz = AT(t)x = TW (t)z.

Isso demonstra o caso n = 1.
Suponhamos que a afirmagao ¢é valida para n e sejam t > (n+ 1)tg e t — tog > s > nty. Assim, pelo

Lema 1.4 item (4), temos que
T )z = T(t — s)T™ (s)z, Vo € X.

Agora, como t — 5 > tg, entdo T(t — s)T(™ (s)z é continuamente diferenciavel, pois a afirmacio é valida
para n = 1.
Logo, para todo = € X, T(”)(t)az é continuamente diferenciavel para t > (n+1)tg, donde, pela hipotese
de inducdo, T'(t)z é n + 1 vezes continuamente diferenciavel para t > (n + 1)tp, Vo € X, e
drtt d

presyAOCES %T“’) (H)x = AT(t — )T (s)z = AT (H)z = T (1)

Isso completa a demonstracao do Lema 1.5. O
Agora faremos a prova do Teorema 1.4.

Demonstra¢do. Pela Proposi¢ao 1.5, T' é um semigrupo diferencidvel. Além disso, pelo Lema 1.5, para
m

todo x € Hem = 1,2,..., T(t) ¢ m vezes continuamente diferenciavel em (0,+00) e dt—mT(t)a; =

A™T(t)z. Portanto, para todo x € H, a fungéo

T(t)x : [0,+00) = H
d 7
satisfaz a condicao @T(t)x € D(A*), j,k = 0,1,..., e as fungdes AJ@T(t)x, 1,7 = 0,1,..., sdo
continuas. Logo, T'(t)x € C™((0,00), [D(A¥)]), k,n=0,1,....
O]

Vamos utilizar o resultado acima para encontrar uma solu¢do da Equagdo do Calor. Porém, para

tanto é necessario lembrar que o operador A ¢é auto-adjunto.
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1.1 Equacao do Calor Homogénea

Seja Q C RY aberto, limitado, regular e N > 2. Considere o problema.

%—Au = 0, em (0, 00) x £,
u = 0 em (0, 00) x 08, (1.29)
u(0,z) = wo(x) em.

A seguir aplicaremos a teoria de semigrupo, para obter alguns resultados referentes ao problema
(1.29).

Teorema 1.5. Seja ug € L*(Q). Entdo existe uma tinica fungdio
u € C([0,+00); L2(R2)) N C((0,+00); HZ(2) N HE(2)) N C((0, +00); L3(KY)), satisfazendo o problema
(1.29).

Demonstragao. (Ezisténcia). Tomemos
D(A) = H*(Q)NH(Q) e Au=Au,Yuc D(A),
pela Proposi¢ao 1.5, o semigrupo infinitesimal gerado pelo laplaciano é diferenciavel, pois A é auto-adjunto

e D(A?) é denso em L?(f2). Logo,

satisfaz o problema (1.29), onde T é o gerado por A.

Pelo Teorema 1.4, temos que
u(t) = T(t)ug € C™((0, +00), [D(AM)]), Vk,n € N,

onde
DA ={ue H*(Q) lu=Au=...=Au""' =0 emoQ}.

Logo,
u(t) = T(t)ug € C™((0, +00); H**()), Vk,n € N.

O Teorema das Imersoes de Sobolev nos diz que se 2k > N, entao

H2*(Q) — c2-[21-17(Q),

onde N N
[E} +1——,se -€&7Z
= 2 2 2 N
qualquer ntmero pertencente a (0, 1), se- e Z.
Como C?#~[51-17(Q)) < C*(Q) para 2k — [¥] — 1 > k, entéio

u(t) = T(t)up(z) € C™((0,+00), C™(2)), Vm,n € N.
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(Unicidade) Seja v : [0, +o0] x Q — R, satisfazendo o problema (1.29), tal que

v € C([0, +00); L2(Q)) N C((0, +00); H*(Q) N Hy(2)) N CH((0, +00); LA(Q)).

Assim, dado t > 0, definimos
w(s) =T(t — s)v(s), com0 < s < 1.
Assim, usando a Proposigdo 1.3 item (c), com A = A, temos

w'(s) =-T'(t — s)v(s) + T(t — s)v'(s)

—AT(t — s)v(s) +T(t — s)(Av)(s) = 0.

Logo, w = ¢, onde ¢ é uma constante. Além disso,
w(0) =T#)v(0) =T(t)uo =u(t) e w(t)=T(0)v(t)=v(t)

Portanto, v(t) = u(t).



Capitulo

2

Caso Linear da Equacao do Calor

Neste capitulo desenvolveremos a teoria de semigrupos de contragao gerado por um operador m-
acretivo, com intuito de obter algumas propriedades da equacgdo do calor no caso linear. Além disso

apresentaremos estimativas LP e estimativas de Schauder para o problema parabélico.

Defini¢ao 2.1. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear. Dizemos que
A € acretivo se

[[u+ Adul| = [luf,
para u € D(A) e todo X > 0.

Defini¢ao 2.2. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear. Dizemos que
A € m-acretivo se

(1) A é acretivo;
(ii) Para todo A >0 e f € X, existe u € D(A) tal que u+ NAu = f.

Denotamos por T'(t) o semigrupo das contragoes gerado por -A.

Considere T' > 0, up € X e f € C([0,T], X), desejamos resolver o seguinte problema de Cauchy linear:

— + Au

o f, paratodot € [0,T];
u(0)

(2.1)

up-
Defini¢ao 2.3. Sejam f:[0,T7] — X uma fungdo continua e ug € X, entao

(i) v e CY([0,T); X)NC([0,T); D(A)) € uma solucio estrita de (2.1) em [0,T], se %(t) = Au(t) + f(t)
para todo t € [0,T] e u(0) = up.

(i) v € CY(0,T]; X) N C((0,T); D(A)) N C([0,T]; X) € uma solugdo cldssica de (2.1) em [0,T], se
%(t) = Au(t) + f(t) para todo t € [0,T] e u(0) = up.

Teorema 2.1. Sejam T > 0, ug € D(A) e f € C([0,T],X). Se u é uma solugdo estrita do problema

(2.1), entdo

u(t) = T(Huo + /0 T(t — 5)f(s)ds, (2.2)
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para todo t € [0,T.

Demonstra¢io. Note primeiramente que a aplicagdo s — T'(t — s)f(s) é continua em [0,{] — X pelo
Corolario 1.1 e composi¢ao de fungoes continuas; e assim, a formula dada em (2.2) estd bem definida.
Considere agora t € (0,7, e seja w(s) = T(t — s)u(s) para 0 < s < t. Dado s < s+ h < t, temos

w(s+h) —w(s) u(s+h)—u(s) T(h)—1
hT(tsh){ W — b u(s)}

Se h — 0%, temos que

w(s+h) —w(s)

= — T(t —s)(u'(s) + Au(s)) = T(t — s)f(s).

Desde que T'(t — -)f(-) € C([0,t],X), segue que w € C*([0,t],X) (ver Teorema A.1) e que w'(s) =
T(t — s)f(s). Integrando sobre [0,t] obtemos (2.2) para ¢t € (0,7]. Por outro lado, é claro que (2.2) é

verificada para t = 0, concluindo assim a prova.

Corolario 2.1. Considere T > 0, ug € D(A) e f € C([0,T],X). Entdo, o problema (2.1) tem ao menos

uma solugdo estrita, dada pela formula (2.2).

Dado T > 0, up € X e f € C([0,7], X), assim a formula (2.2) define uma funcdo v € C([0,T], X).
Vamos agora estabelecer condigoes suficientes em ug e f para que u seja uma solugdo estrita de (2.1).
Note que é necessério que ug € D(A). Contudo, isto ndo ¢ suficiente. De fato, se T'(¢) é a restricdo de um
grupo de isometrias u(t), tomamos ug = 0 € D(A), y € X, e consideramos f(t) = T(t)y. Assim segue
que a solugdo estrita de (2.2) é u(t) = tT(t)y. Portanto, se y ¢ D(A), isto segue da observacdo A.1 que
u ¢ C(]0,T],D(A)). Em particular, v nao satisfaz (2.1).

Lema 2.1. Sejam T > 0, ug € X e f € LY((0,T),X). Entdo a formula (2.2) define uma funcao
ue C([0,T),X). Além disso,

lull o, x) < llwoll + 111 Lr 0.1y, »
para todo ug € X e f € L'((0,T), X).

Demonstragao. O resultado é imediato se f € C([0,T], X) pelo Teorema 2.1. Caso geral segue fazendo-se

um argumento de aproximacio de f em L' por funcdes continuas. O

Proposigao 2.1. Sejam T >0, f € C*([0,T]; X) e

v(t) = /0 T(t—s)f(s)ds, para0 <t <T. (2.3)

Entio, as sequintes propriedades ocorrem:

(i) v e CY([0,T], X);

(ii) o'(t) = f(0) + /Ot T(t—s)f'(s)ds, para todo t € [0,T);
(iii) v € C([0,T], D(A));

(iv) v'(t) + Av(t) = f(t), para todo t < [0,T).
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Demonstracao. Note que

t
v(t) = /0 T(s)f(t— s)ds, para0 <t <T.

As propriedades (i) e (i¢) s@o imediatas. Seja agora0 <t <T,e 0 < h <T —t. Aplicando (2.3), obtemos

que

v —v - th
(t+h})L (t) _ T(h; IU(tﬁ%/t T(t+h— ) f(s)ds. (2.4)

Fazendo h — 0 e usando o fato que v € C*([0,7],X), isto segue que v(t) € D(A) e que v'(t) =
—Av(t) + f(t). Assim, f —v' € C([0,T],X) e o grafico G(A) é fechado, isto mostra que v(T) € D(A) e
que Av(T) = f(T) — v'(T). Provando assim (iii) e (iv). O

Proposic¢ao 2.2. Sejam T >0, f € C([0,T]; D(A)) e v como em (2.3). Entdo, as sequintes propriedades

sao verdadeiras:

(i) v e C([0,T], D(A));

(i) Av(t) = //T(t — 8)Af(s)ds, para todo t € [0,T7;
0

(iii) v € C1([0,T7], X);

@iv) v'(t) + Av(t) = f(t), para todo t € [0,T].

Demonstragao. (i) segue do Teorema 2.1 e da Proposicao 1.3 (b) e (ii) segue da Proposi¢ao 1.3 (b) e (d)

e os itens (iit) e (iv) seguem da Propsicdo 2.1

Corolario 2.2. Sejam T > 0, ug € D(A), f € C([0,T); X) e seja u definida pela formula dada em (2.2).
Se f € CL([0,T],X) ou f € C([0,T]; D(A)), entdo, as sequintes propriedades sdo verdadeiras:

(1) u € solugdo estrita do problema (2.1);

(ii) se f € CL([0,T],X), entdao u'(t) = —T(t)Aug + £(0) —|—/0 T(t—s)f'(s), para todo t € [0,T7;

(iii) se f € C([0,T], D(A)), entio Au(t) = T(t)Aug + /Ot T(t — s)Af(s)ds, para todo t € [0,T].

Demonstra¢ao. Note que u(t) = T(t)ug + v(t), em que v(t) é definida por (2.3). Portanto, o resultado
segue das Proposigdes (1.3) , (2.1) e (2.2) O

Teorema 2.2. Sejam T >0, ug € D(A), f € C([0,T],X) e seja u dada pela formula integral em (2.2).

Se uma das sequintes propriedades ocorrem:

(i) f € LX(0,T), D(A));

(ii) f € WH((0,7), X);

entdo u € uma solugdo estrita do problema (2.1).

Demonstragio. Assumimos primeiramente que (i) ocorra. Seja (fn)n>0 C C'([0,7],D(A)) converge
para f € LY((0,T),D(A)), e seja (un)n>0 as correspondentes solugdes de (2.2). Segue-se do Lema 2.1
que u, — u quando n — oo em C([0,T],X). Além disso, segue do Lema 2.1 e Corolario 2.2 (iii) que
(Un)n>0 € uma sequéncia de Cauchy em C([0, 7], D(A)). Portanto, v € C([0,T],D(A)) e u,, — u quando
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n — oo em C([0,T], D(A)). Por outro lado, desde que, u,, é solugdo estrita de (2.1), u), € uma sequéncia
de Cauchy em C([0,T], X); e assim, v/, — u’ quando n — oo em C([0, 7], X) (ver Corolario A.2). Isto
segue que u é solucdo estrita do problema (2.1).

Se (i7) ocorra, (fn)n>0 C C([0,77],X) converge para f em WH1((0,7),X), e seja (un)n>0 as cor-
respondentes solugdes de (2.2). Aplicando o Lema 2.1, mostramos que u, — « quando n — oo em
C([0,7T7, X). Por outro lado, segue do Lema 2.1 e Corolario 2.2 (ii7) que (uy)n>0 € uma sequéncia de
Cauchy em C'([0,T],X). Portanto, u € C'([0,T],X) e u, — u quando n — oo em C'([0,7], X).
Além disso, como u, € solucdo estrita de (2.1), Au, é uma sequéncia de Cauchy em C([0,T],X).
Pelo fechamento do gréafico G(A), segue que u € C([0,T],D(A)), e que u, — u quando n — oo em
C([0,T7, D(A)). Assim segue que u é solugdo estrita do problema (2.1). Isto completa a prova. O

Corolario 2.3. Sejam T > 0 e ug € D(A). Considere uma fungao Lipschitz continua f : [0,T] — X, e
seja u dada pela formula integral em (2.2). Se X ¢ reflexivo, entdo u é uma solucio estrita do problema
(2.1).

Demonstra¢ao. O resultado segue do Teorema 2.2 e do Corolario A.1
O

Observagao 2.1. Note que é essencial que X seja reflexivo no Coroldrio 2.3, como mostra o sequinte
ezemplo. Sejam X = L*(R), A o operador m-acretivo e T(t) o grupo de isometrias gerado por —A. Seja
f(t) =T(t)1,1), para todo t € R. Isto seque que f(t) = 1(4,141)- Em particular, || f(t) — f(s)| < 2|t —s],

para todo t,s; e assim, f € uma fungdo Lipschitz continua. A fungdo u definida por (2.2) com ug =0 é

¢
u(t) = / T(t)1o)ds = tT(t)10,1) = tLit,e41)-
0
Note que D(A) = WLL(R) C C(R). Portanto, u(t) ¢ D(A), se t # 0. Em particular, u nao é solugdo
estrita de (2.1).

Proposicao 2.3. Sejam T >0, up € X, f € C([0,T],X) eu € C([0,T], X) como definida em (2.2). Se

assumirmos uma das sequintes hipoteses:
(1) we C([0,T],D(A))

(ii) v e C([0,T], X);

entdo u € solu¢ao estrita do problema (2.1).

Demonstragdo. Seja v(t) como dada em (2.3). Desde que u(t) = v(t) + T'(t)uo, deduzimos por (2.4) que

t+h)—u(t) T(h)—1I I
ut+h) u(): (h) u(t)—l—*/ T(t+h—s)f(s)ds.
h h h Jo
Agora a prova segue como nas provas das Proposi¢oes 2.1 e 2.2. O

Até agora quase sempre assumimos que f é continua. Contudo, note que a formula (2.2) faz sentido
se assumir apenas que f € L1((0,7), X). No6s temos resultados semelhantes neste caso de f em L', que

descrevemos abaixo
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Lema 2.2. Sejam T >0, ug € X e f € L*((0,T), X). Se u satisfaz o sequinte problema:

we LY([0,T], D(A) N W((0,T), X);

% + Au = f, para quase todot € [0,T]; (2:5)
u(0) = ug;

entdo u € dada por (2.2) para todo t € [0,T].

Demonstracao. Note primeiramente que u € WHL((0,7), X) — C([0,T], X); e assim, a condigio u(0) =
uo faz sentido. Além disso, segue do Lema 2.1 que (2.2) faz sentido. Dado t € (0,7], seja w(s) =
T(t—s)u(s) para 0 < s <t. Se 0 < s <t — h, temos

w —T(t—s—h) {“(”hfz_“(s) Rl _Iu<s>}- (2:6)

Fazendo h — 0, temos que

T(t— s — h)%u(s) S Tt — 5)Au(s) € L}((0, 1), X),

T(h) — I

HT(t— s— )T < Jaus)) e 0. 7),

para quase todo s, segue do teorema da convergéncia dominada que
1
———u — —T(t — ) Au,

em L'((e,t —¢),X) para todo € > 0. Por outro lado, temos também que

u(-+h) — u()

T(t—-—h) -

= Tt =)' (),
em L'((e,t —¢€), X). Portanto,

w(+h) —w()

7 = Tt— ) +Au) =Tt —")f,

em L'((e,t —¢), X) para todo € > 0. Segue que w € Whl((e,t —¢),X) e que w’ = T(t — -)f. Assim
T(t—-)f € L'((0,t), X), implcando que w € W1((0,t), X) e que w’ = T(t — -) f. Integrando a ultima
identidade entre 0 e ¢, obtemos (2.2). O

Corolario 2.4. Consideramos T > 0, ug € X e f € L*((0,T),X). Entdo, o problema (2.5) tem ao

menos uma solu¢ao, dada como na férmula (2.2).

Lema 2.3. Sejam T > 0, ug € D(A), f € L'((0,T),D(A)) e u como definida em (2.2). Entio u €
C([0,T],D(A)) e u € solugdo de (2.5).

Demonstragao. Decorre do Lema 2.1, aplicado ao espago D(A), que u € C([0,T],D(A)). Considere
(fa)nen C C([0,T], D(A)) tal que f,, — f, quando n — oo, em L' ((0,T), D(A)), e seja u,, definida como
em (2.2) relativa a f,,. Segue do Lema 2.1 que u,, — u, quando n — oo em C([0,T], D(A)). Por outro
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lado, segue do Teorema 2.2 que u, € solugdo estrita (2.1). Portanto,
u, = —Aup + frn = —Au+ f,

quando n — oo em L((0,T),X). Assim, segue da Observagao A.2 que u € WH((0,T),X) e que u
resolve (2.5). O

Até agora vimos que o problema ndo homogéneo u; + Au = f pode ser resolvido, sobre certas hipoteses
sobre A e f. Vamos agora investigar algumas estimativas especificas de u, u; e Au. No exemplo da equacao

do calor. Consideremos 2 um subconjunto aberto do RY e o operador A definido em L? por

D(A) = {ue H}Q);Aue L3(Q)}, 2.7)
Au = —Au, paratodo u € D(A). '

Sendo assim, segue que —A é o gerador de um semigrupo de contragao em L?(().
De fato,

C5°(9) € D(A) € LA(Q),
assim, o A é densamente definido. Note que

(u, Au) 2 ) = / u.Au = —/ |Vul> Yue D(A).
Q Q

Logo A é dissipativo.
Agora, sejam A > 0 e f € L?(Q). Considere o problema

A—Au = f, em (2.8)

u = 0 em 0.

Defina Blu,v] = )\/ u. +/ Vu.Vv. Assim BJ, ] é bilinear. Ultilizando as desigualdades de Holder e
Q Q
de Poincaré temos.
| Blu, o]l < Cllullmy o) lollig @) ¥ u,v € Hy(Q)

Blu,u) > Cllullmyey ¥u € HY(©).

Logo pelo Teorema de Lax-Milgram existe uma tnica uy € H} () que é solugio do problema (2.8). Como
f é arbitraria, segue que Im(\l — A) = L?(Q). Assim, A é m-dissipativo. Pelo Teorema de Lumer-Phillips
o resultado segue. Denotamos por T'(¢) o semigrupo gerado por —A. Além disso, T'(t) é analitico e verifica
a estimativa ||T'(t)¢||;» < |l¢|l;» para todo 1 < p < co. Portanto, para todo T'> 0, 1 < p < 0o e para
toda f € L'((0,T), LP(2)) a fungao

u(t) = /0 T(t—s)f(s)ds, (2.9)
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pertence & C([0,T], L?(€2)) e é uma solugdo fraca para o problema

up — Au = f7
ulon =0, (2.10)
u(0) = 0.

Agora, na sequéncia temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3. Consideramos T > 0, 1 < p,q < o0 e f € LI((0,T),LP(2)). Se u é definido como em
(2.9), entdo u € WH4((0,T), LP(Q)) e Au € LI((0,T), LP(Q)). Além disso, existe uma constante C tal

que
||Ut||Lq((o,T),Lp) + ||AUHLq((o,T),LP) <C ”fHLq((O,T),LP) )
para toda f € LI((0,T), LP(Q2)).

Demonstracao. Este resultado é um consequéncia do Teorema abstrato a seguir. O

Teorema 2.4. Sejam Q um subconjunto aberto de RYN, T(t) um semigrupo das contracées em L*(Q) e

—A o seu gerador. Suponhamos ainda que
(1) T(t) é um semigrupo analitico;
(ii) para todo 1 <p < oo, [[T(t)¢l.» < |l para todo t >0 e toda ¢ € L*(Q2) N LP(12).

Seja 1 <p,gq<oo eT >0. Para toda f € L1((0,T),L*(Y)), a fungdo

u(t) = /o Tt —s)f(s)ds

estd bem definida, u € C([0,T],LP(Q2)). Além disso, u € W14((0,T), LP(Q)), Au € Li((0,T), LP(Q)) e

eziste uma constante C' tal que
||ut||Lq((o7T)7Lp) + ||AU||Lq((o7T)7Lp) <C ||f||L(1((07T)7LP(Q)) )
para toda f € L1((0,T), LP(QY)).
Demonstragdo. Para a provar ver [16]. O

Lema 2.4. Sejam 0 < a < 1, f € C*([0,T); X), up € X, e u a fun¢do definida em (2.2). Entdo, se
u € C%[e, T); D(A)) N C**([e, T]; X) para todo £ € (0,T), as sequintes afirmagées sio vdlidas:

(1) Sewup € X, entdo u € uma solugao cldssica de (2.1);

(ii) Se ug € D(A), entdo u € uma solugdo estrita de (2.1), e existe ¢ > 0 tal que
lullero,m:x) + lulleqo,mpay < e (IIflleeqox) + luollpiay) ; (2.11)

(iii) Se ug € D(A) e Aug + f(0) € Dy(a,+00), entdo u' e Au pertencem a C*([0,T); X), v €
B([0,T]; Da(a, +0)), e existe C tal que

ullcrreo,m);x) + [[Aullco o, 77:x) + 141 B([0,7);D 4 (0,4-00))

(2.12)
< CIfllew(o,ry;x) + lluollpay + [[Auo + £(0) || Dy (arto0 ] -
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Demonstrag¢ao. Mostraremos que se ug € X entdo u € C((0,T]; D(A)), e que se ug € D(A), entdo
u € C([0,T); D(A)). As demonstragoes (i) e (ii) seguirdo da Proposi¢do 2.3. Definamos

wa(®) = [ T -9l - flds, 0<t<T

t (2.13)
ua(t) = T(t)uo —|—/ T(t—s)f(t)ds, 0<t<T,
0
de modo que u = u; + u2, u como definido em (2.2).
Assim, notemos que uq(t), uz(t) € D(A) para ¢t > 0. Em relagio a uq(t), a estimativa
M, o
IAT(t = $)[f(s) = fFOlllx < 5=t = 5)*[flo= (2.14)

implica que a fun¢do s — T'(t — s)[f(s) — f(t)] é integravel com valor em D(A), de onde u;(t) € D(A)

para todo t € (0,7] (O mesmo &, naturalmente, para ¢t = 0 também, pois u1(0) = 0). Em relagdo us(t),

t
sabemos que T'(t)ug € D(A) para t > 0 e que / T(t —s)f(t)ds € D(A), pela Proposi¢do 1.3. Além
0

disso, temos

Auy (t) = /Ot AT(t —s)[f(s) — f(t)]ds, 0<t<T (2.15)

Aus(t) = AT(tyuo + (T(t) — Df(t), 0<t<T. (2.16)

Se ug € D(A), entdo a equagdo (2.16) vale para ¢ = 0 também. Vamos mostrar que Au; é Holder

continua em [0,7]. Para 0 < s < ¢ < T, temos
Aur(t) — du(s) = [ (AT {F0) = £0) = AT( = )~ £ )
[ ATl - s

- / [AT(t — 1) — AT(s — 1) (r) — f(s)]dr

0

+ /; AT(t = r)[f(s) — f(¥)]dr + / AT(t —r)[f(r) — f(£)]dr (2.17)

/05 </ AT (2)[f(r) — f(s)]dr> dz

+ [Tgt) —T(t—s)|[f(s) — f(t)]
+ / AT — P)[F(r) — f(@)]dr.

Para provarmos finalmente que Au; é Holder continua em [0, T, definimos

My := sup HtkAkT(t)
0<t<T+1

. k=0,1,2,.. (2.18)
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Desta forma temos que

|Aui(t) — Aur(s)||lx < Ma[f]ce /0 {(s_r)a/t__’“zﬂdz}dr

s—r

+ My [flee(t - $)° + My[f]ee / (t - r)oLdr

< Ma[flee /0 {/:_:zo‘_de]dr (2.19)

+ (2M0 + Mlail)[ﬂca (t — S)Q

(G + 2o+ ) leste = o)

onde My, k = 0,1,2 sio constantes como definidas em (2.18). Para ¢ < s < t < T, temos
Aus(t) — Aus(s) = AT(huo — AT(S)uo + T (1) — T(5) () + F(2) — 1(5)
_ / AT updz + (T () — T()£(1))
+ (T(s)f(t) = T(s)f(s)) + f(t) — f(5)
= /: AT (2)updz + /: T(2)f(t)dz
+ T(s)(f(t) = f(5)) + f(t) = f(s).

Logo,

N

||Aua(t) — Aua(s)|lx /HAQT(z)uoHXdz—i—/ IT(2)f(t)||xd=

T - F$)x
t M. tM

| Fhwlxdz+ [ 2z

+  [floa(t —s)®

< fuollxde [

+ [flee(t —5)*
= |luol[x Ma(t — s) + M| flloo(t — )
+  [flea(t —5)*.

Assim, Aus é a-Holder continua em [e,T] para todo € € (0,T), e portanto Au € C*([e, T]; X).
t

N

1
=

‘1
de M fl | 2z

Uma vez que u € C*([e,T]; X), (porque t — T(t)ug € C((0,T]; X)) assim / T(t—s)f(s)ds €
C([0,T]; X), logo segue que u € C*([e, T]; D(A)). Como ¢ é arbitrario, temos que 7.LO€ C*((0,T]; D(A)).

Quanto ao comportamento quando ¢t — 07, se ug € D(A), entdo t — T(t)ug € C([0,T]; X) desta
forma u € C([0,T]; X). Provando o item (7).



31

Se ug € D(A), podemos escrever Aus(t) na forma
Aug(t) = T(t)(Auo + f(0)) + T(t)(f(t) — f(0)) = f(t), 0<t<T, (2.20)

entio lim+ Auy(t) = Aug. Portanto Aus é continua em t = 0 e u = uy + us € C([0,T); D(A)) é uma
t—0

solugdo estrita de (2.1). Da estimativa (2.14), segue o resultado, facilmente, uma vez que v’ = Au + f,

MMWM<MWWA@—W4®=4UWW

[[Auz (t)]|x < MollAuol|pay + (Mo + 1) floo,

pois
luller o, m:x) + llullego,r):pcay)

= Nullerqo,ry:x) + 1 lleqomsx) + llullego,;peay)

¢
< sup [|T(H)ug + / T(t—s)f(s)ds|| + sup [Aua(t) + Auz(t) + f(t)|lx
0<t<T 0 X O<I<T
¢
+  sup ||T(t)uo+ / T(t—s)f(s)ds
0<t<T 0 b
<

uollpeay + Tl flloo + sup [[Aua(t)|x
0<t<T

+  sup [[Aua(t)[|x + || flloo + lluollx[[fllocT
0<t<T

M
< 2 fllelluollgay + Tl o) + =L Fle + Moll Augllx + (Mo + D)l o

M
Tomando C = max {2, T, —1, My + 1}, temos
e

1wl o,m;x) + lwlleqo,m1ipcay)
< C(lluollx + [ flloe + [flee + [[Auo)

= C(lluollpcay + 1 fllce(o.ry:x)) »

concluindo a demonstragao de (7).

Se Aug + f(0) € Da(a,+00), sabemos que t — T(t)(Aug + f(0)) € C*([0,T]; X), com norma C*
estimada por C|[Aug + f(0)|/p ,(a,+o0), Para alguma constante C' > 0. Além disso, f € C*([0,T7]; X), por
hipotese. Por isso, temos apenas que mostrar que ¢t — T'(¢)(f(t) — f(0)) é a-Holder continua.
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Para 0 < s <t < T, temos
IT@)(f(t) = £(0)) = T(s)(f(s) — f(0)llx

< T =T(s))(f(s) = FO)x + [[T@)(f(E) — f(O)lx

A/tT(r)dr

< s%flee

+ Mo(t = 5)[flce
L£(X)

< Ml[f]msa/ % + My[f]ce(t — 5)° (2.21)

t
< Mi[fle- / r~tdr 4+ Mo[f]oa (t — 8)*
M
< () -9 e
Por isso, Aus é a-Hélder continua, bem como segue a estimativa

[ull14a([0,T]; X) + [[Aulco(jo,71:x)

< Cflleqo,mx) lwollx + [[Auo + f(O) D4 (ayto00)s

uma vez que u = Au+ f e u = u; + up. Agora, vamos estimar [u'(t)|p , (a,00). Para 0 <t < T, temos

u'(t) = /0 AT (t = s)(f(s) = f(#))ds + T (t)(Aug + £(0)) + T@)(f(t) = £(0)),

de modo que, para 0 < £ < 1, deduzimos

AT el < e [ AT g () - S
0 b's
1€~ AT (t + ) (Auo + £(0))[1x
1€ AT (t + &) (f(t) — F(0))]lx
< My[floegt-o / (t— )t +€ — 5)2ds (2.22)
+ [Au0+f(0)]DA (e, 400) +M1[f]co‘§1+a(t+£)_lta
< Cu+/+oo (r+1)"2dr
h 0
+ [AUO + f(O)]DA(u +o0) T M,y [f]
Entao, [t/ (t)]p 4 (a,4+00) € limitada em [0,T] e a demonstracao esta completa! O

Observagao 2.2. A prova do Lema 2.4 implica que a condi¢io Aug + f(0) € Da(a,+00) € necessdria
a fim de que Au € C*([0,T]; X). Uma vez que esta condicdo é satisfeita, é preservada durante todo o
intervalo [0,T], no sentido de que Au(t) + f(t) = v/ (t) pertence a Da(«,+00) para todo t € [0,T].

Para o proximo resultado, faremos uso das seguintes contantes

My.o = sup
0<t<T+1

|¢¥ “A’fetAy|L(DA(a7+oo);X) k=1,2. (2.23)
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Teorema 2.5. Sejam 0 <a<1le feC([0,T];X)NB([0,T); Da(a,+00)). Entdo a fungdo
ot) = [ Tt = s)ds € C0.TED(A) N €' (0.7} ),

e € solugdo estrita de

V(t) =Av(t)+ f(t), 0<t<T
v(0) = 0.
Além disso, v' + Av € B([0,T]; Da(a, +00)), Av € C*([0,T]; X) e existe c tal que
1010, Datatoon)  F A0l B (0T DA 000

+  [JAv][ca(o,1:x)

< ClflB0,7:D 4 (0 00)) -

(2.24)

(2.25)

Demonstra¢io. Vamos provar que v é uma solugéo estrita de (2.24), e que (2.25) acontece. Para0 <t < T,

v(t) € D(A), e, denotando por |f| a norma de f em B([0,T]; Da(a, +00)), temos

vl < | [ CAT(t = 5)f(s)ds

X

t
< M17a|f|/ (t— s)a_lds
0

T
g 7M1,oc|f|'
«

Além disso, para 0 < £ < 1 temos

t
|Ee AT Av(t)l|x < €O / APT(t 4 € — ) f(s)ds

t
< My / (t4 € — 5)°2ds
0

et
g M2,o¢ 51 — g‘ )

(2.26)

(2.27)

de modo que Av ¢ limitada com valores em D 4(«, +00). Vamos provar que Av é Holder continua com
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valores em X. Para 0 < s <t < T, temos

[[Av(t) — Av(s)l| x +

X

A/OS (/St_TAT(z)f(r)dz> ar| + /: IAT(t — ) f(r)]| dr

t—r t
/ zaZdz) dr + M o|f] / (t—r)*"tdr

Malsl [ <s—r>“-1—<t‘”a_l] ar+ Mo gpe
(

‘A/:T(t — 1) f(r)dr

VAN
N
B
— *
N
—~
~
|
<
N~—
|
=
»
|
=
=
—
=
QU
3

X

N

/N
S
L
=
o\g
TN 3

N

l1—« a
s (t—r)>|®
r—o a(l—a)

—_
Q

N
5
2
=

|+ 22=1ri - oy

r=0
(t_s)a a o
oz(lfoz)—i_oz(ozfl)(s t>}+

<a(]\142—’aa) * M;’a> (t —s)*Ifl- (2.28)

M o
«

|

N
5
2
=

1t —8)®

N

Portanto, Av é a-Holder continua em [0,7]. A estimativa (2.25) segue de (2.26), (2.27) e (2.28).
A diferenciabilidade de v e a equagdo v'(t) = Av(t) + f(t) seguem da Proposicao 2.3.
O

Corolario 2.5. Sejam a € (0,1), up € X, f € C([0,T]; X) N B([0,T]; Da(e,+0)) e w satisfazendo
(2.2). Entio u € CH([0,T]; X) N C([0,T); D(A)) e u € B([e,T); Da(a + 1,+00)) para todo ¢ € (0,T).

Além disso, as sequintes condigoes sao verdadeiras
i) Seug € X, entao u € solugio cldssica de (2.1);
i1) Se ug € D(A), Aug € D(A), entdo u é uma solugdo estrita de (2.1);

iii) Seug € Da(a+1,400), entdo u e Au pertencem a B([0,T); Da(a, +00))NC([0,T); X), Au pertence
a C*([0,T]; X) e existe C > 0 tal que

14| B(10,77:D A (0, +00)) T 1A% B((0,77;D .4 (01,4 00)) F [[ AU (10, 77;)

< C (1 1B(10, 7304 (0, +00)) + 110l D 4 (s 00) ) - (2.29)

Demonstragio. Se ug € D(A), entdo a funcéo ¢t — T'(t)ug € solugio estrita de w’ = Aw, t > 0, w(0) = uo.
Se ug € D(A) e Aup € X é de fato uma solucdo estrita; se ug € Da(a + 1,400), entdo é uma solugio
estrita e também pertence C1([0,77; X) N B([0,T]; Da(1 + a, +0)). O resultado segue do Teorema 2.5.

O

Vamos aplicar o Lema 2.4 e o Corolario 2.5 num resultado de Ladyzhenskaya-Solonnikov-Ural’ceva.
Contudo, antes de enuncid-lo introduziremos alguns conceitos e definigoes.

Lembramos que, para 0 < # < 1, o espacgo parabolico de Holder, C%’Q([O,T] x RY), ¢ o espaco das
funcoes continuas f : RV — R tal que

/1l = fllo + sup [f(-, )]

+ sup [f(t,')]cg(Rn) < 400,
zeRN

s 1) " oy

C89([0,T]xRN)
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e M 2:072([0, T x RY) é 0 espaco das funcdes limitadas u tais que uy, Dyju existe para todo i, j = 1,..., N
e pertence a C2:([0,T] x RY). A norma ¢

el it 8.4 g g e ° ||u|\oo+§;||pu||oo+||utu (0T xEM) +lelDwu|| (0] xBN)’
() 750

Notemos que f € C%2([0,T] x RY) se, e somente se, ¢ — f(t,-) pertence a C2([0,T]; Cy(RN)) N
B([0,T); G (RY)).

Corolario 2.6. (Ladyzhenskaya-Solonnikov-Ural’ceva) Sejam 0 < 60 < 1, T > 0 e up € C’g+9(RN),
feC9([0,T) x RN). Entio o problema de valor inicial

w(t,z) = Au(t,z) + f(t,z), 0<t<T,zeRY
(2.30)
u(0,x) = up(x), reRN

tem uma tnica solucio u € C1T92+0([0, T] x RY), e eziste C > 0, independente de ug e f, tal que

lell g g 20 g sy S Clllollczro@my + 1l g.0 0 sy

Demonstragio. Definimos X = C,(RY), A: D(A) — X, Ap = A¢, T(t) o semigrupo gerado pelo A. A
fungdo t — f(¢,-) pertence a

[SI5

C ([O,T];X) N B([0,T]; Da (g+oo>> .

0
Além disso, o dado inicial up em D(A), e ambos Auy e f(0,-) estdo em D (2,+oo>. Entao podemos

0 .
aplicar o Teorema 2.4 e o Corolario 2.5 com a = 3 Eles implicam que a funcao dada pela férmula
da variagdo das constantes (2.2) é a Unica solucdo estrita do problema (2.1), com ug dado inicial e com

f@t) = f(t,-).

Portanto, a funcao

u(t, z) = u(t)(z) = (T(t)uo)(x) + /Ot(T(t —5)f(s,))(x)ds
¢ a tnica solugao classica de (2.30). Além disso, o Teorema 2.4 implica que
u' € C5(0,T]; X) N B(0, T); CY (RY)),
de modo que u; € C29([0,T] x RY), com norma limitada por

C [”UOHCngS(RN) + ||f||C%’9([O,T]><IRN):| ’

0
para algum ¢ > 0. O Corolério 2.5 implica que u é limitada com valores D 4 (2 +1, —1—00), de modo que
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u(t,-) € CfH(RN) para todo t, e

N
sup_[u(t, )lloz+o ey < € [luollcarogun, + 171l 5.0 (10, T) x REY)]
para algum C' > 0, pela estimativa (2.29).
Para finalizar a prova, vamos mostrar que D;ju é 3" Holder continua com respeito a t. Para este
objetivo, usamos a desigualdade de interpolacao
0 0
2 2

1Dyl < € | (I9llgzroen)) 2 (I9llcpin) )2

que ¢ valida para toda ¢ € CZT(RN),i,j =1,...,N.

Aplicando para a fungdo ¢ = u(t, ) — u(s,-), obtemos

HDiju(tv ) - Diju(sv )”OO

0 0
0 0
< O (Jlult,) = uls, Mezrogny ) 2 (llutt) = ulslegeam) ) 2
0 0
13 3
< o2 s It Moo ) 2 (1t=sl s ) legean, )
o<tLT Sis

0
< Ol =312 (luollezrommy + 1l p20 0.10mm)

e segue o resultado.
O

Observacao 2.3. Se Q C RN ¢ um dominio limitado, este resultado do Coroldrio (2.6) € vdlido fazendo

X = O(Q) e assim obteremos estimativas do tipo Schauder para solu¢io da Equacdo do Calor Linear.



Capitulo

3

Existéncia de solucao da Equacao do

Calor nao-linear

Neste capitulo, estudaremos operadores monétonos maximais, bem como a existéncia de solucao para
a equacdo do calor no caso ndo linear. A seguir desenvolveremos alguns resultados sobre operadores
mondtonos e maximais monotonos como em [5]. Obtendo desta forma algumas propriedades que estes

operadores satisfazem, como por exemplo ser operadores fechados e densamente definidos.

Definigao 3.1. Sejam H um espago de Hilbert e A: D(A) C H — H wum operador ilimitado. Dizemos
que A é mondtono se satisfaz
(Av,v) 20, VoveD(A).

Chama-se mazximal mondtono se, em adigcdo, Im(I + A) = H, isto é,

VfeH3Jue D(A) tal que u+ Au = f.
Proposigao 3.1. Seja A um operador mondtono maximal. Entio
a) D(A) é denso em H.
b) A é um operador fechado.

¢) Para todo X > 0, (I + \A) € bijetor de D(A) em H, (I + AA)~! é um operador linear, e

1T+ AA) Y 2y < 1.

Demonstragao.  a) Seja f € H tal que (f,v) = 0 para todo v € D(A). Provaremos que f = 0. De fato,

como A é mondtono maximal, existe algum vy € D(A) tal que vg + Avg = f. Assim, temos

0 = (f,v0) = (vo + Avo, vo) = (vo,v0) + (Avo, vo) = (vo, Vo).

L
Entdo vp = 0, e portanto f = 0. Mas isto implica D(A)" =0, e portanto D(A) = H.
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b) Primeiramente, observe que dado algum f € H, existe um tnico v € D(A) tal que u + Au = f.

Uma vez que u também satisfaz w + Au = f, temos
u—u+Alu—u)=0.

Assim,

=
|

O, u—u)=(u—u+ A(u—1u),u—1)
= (u—u,u—1u)+ (A(u—1u),u—7)
> (u—T,u—7).

logo u =, ou seja, (I + A) de D(A) em H é uma bijecdo.

Afirmacao 3.1. Se u+ Au = f, entdo || f] > ||u].

De fato,

£l = (f w) = (u+ Au,w) = (u, ) + (Au,u) > (u,u) = [uf]®.

Logo, || fI| = [|ull-
Defina a funcio f +— u, dada por u = (I + A)~1f. Assim,

I+ A7 il = llull < £

Logo (I +A)~t e L(H) e ||(I+ A) Yz < 1.

Agora, provaremos que A é um operador fechado. Seja (u,,) C D(A) tal que u,, — u e Au, — f.

Temos que mostrar que u € D(A) e que Au = f. Como u,, + Au,, > u+ f e

tup = (I +A) " (uy, + Auy,),

segue que,
L o “1 _ -1
u= nll)rfm Uy = nll)rfw(f + A" (up + Aup) = T+ A) " (u+ f).

Portanto, u = (I + A)~'(u + f), isto é, u € D(A) e Au = u.

Provaremos que se Im(I + AgA) = H, para algum Ao > 0, entao

A
Im(I + AA) = H,para todo A > ?O.

Observemos que analogamente & parte (b), para cada f € H existe um tnico u € D(A) tal que

u+XoA = f. Além disso, a fungao f — u, denotada por (I+XgA)~!, ¢ um operador linear limitado

com [|(I + AA) Mz < 1.

O nosso objetivo é resolver a seguinte equacao:
u+ Mu = f, com A > 0.

A equacdo dada em (3.1) pode ser reescrita como

u—i—/\oAu:/\)?f—i—(l—):\(J)u

(3.1)
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ou, alternativamente,

u=(I+ A= {);f)f—&-(l—);?)u}.

Ao
Se |1 — < 1,isto &, A > — 5 , temos

HHAO) { f+<1—>;?)u}—(I+>\0A)[>;?f—|—<1—/\;>v]
H(HAOA) (1—?)(@@—1}) ’1—)\0||u—v||<||u—v||.

3

A

Assim, aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, concluimos que

w= (I +XA)! { f+(1>;?)u}

tem solugdo. Dessa forma, o item (c) segue facilmente por indu¢do uma vez que (I + A) é bijetiva,
I+ \A é bijetiva para cada A > 2 e assim, para A > T e repetindo o processo, concluimos a prova,

bem como a demostracao da proposicao.
O

Observagao 3.1. Pela Proposi¢ao 3.1 temos que em um espaco de Hilbert, um operador mazimal
mondtono € m-acretivo. Usando a defini¢ao de m-acretivo, prova-se o contrario. Logo em espago Hilbert

m-acretivo equivale maximal mondtono .
Consideremos o problema de valor inicial

du
a TA=IW (3.2)

u(0) = uyg,

onde A : D(A) C X — X um operador linear, m-acretivo, densamente definido no espago de Banach
X, com norma || - ||, f é uma funcdo nao-linear, e up é o valor inicial. No que segue, apresentaremos

resultados existéncia de solu¢do do problema (3.2) como em [6]
Definigao 3.2. Uma solugio suave de (3.2) é uma fungio u € C([0,4+00); X) e que satisfaz (3.2).

Definicao 3.3. Uma solugdo cldssica de (3.2) é uma fungdo u que satisfaz (3.2) e u € C*([0,+o00]; X)N
C([0, +00), D(A)).

Observagao 3.2. Suponhamos que T(t) o semigrupo gerado por —A e T(t — s)f(u(s)) € L*([0,t], X).
Entao uma solugao de (3.2) € dada por

u(t) = T(t)uo + /0 T(t —s)f(u(s))ds.
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De fato, dado t > 0, definimos g(s) = T(t — s)u(s), e entdo
g'(s) T(t — s)u'(s) = T'(t — s)u(s)
= T(t—s)(—Au(s) + f(u(s))) + AT(t — s)u(s)

— Tt - 9)f(u(s)).

Assim,

Mas g(t) = u(t) e g(0) = T(t)ug. Logo,

u(t) = Tty + /0 T(t — 5) f(u(s))ds. (3.3)

Teorema 3.1. Assumamos que f: X — X ¢é globalmente Lipschitz, isto €, existe uma constante L > 0

tal que ||f(u) — f(v)|| < L|ju — v||. Dado up € X, existe uma tinica solugido suave de (3.2) dada por

t
u(t) = T(0uo + [ Tt~ 5)f(u(s))ds,
0
para todo t > 0. Além disso, existe uma dependéncia continua com respeito a ug,
[u(t) = v(®)]| < e**[lug — wvol,

para todo t > 0, onde v € uma solugdo de (3.2) com o valor inicial vy.

Demonstra¢do. A demonstragdo sera feita em trés passos.
Passo 1 (Unicidade): Assumamos que u e v sdo solugdes de (3.2). Entao

Ju(t) /||th5 u(s)) — f(o(s))]lds < /nu ~u(s)|ds,

e, assim, pela desigualdade de Gronwall (ver Lema A.1),

lu(t) = v(®)]| < [Ju(0) — v(0)[|e"* = 0.

Passo 2 (Existéncia): A prova ¢é feita usando o principio da contragdo no espaco

E= {u € CO([0,400); X) : sup e *|lu(t)|| < oo} ,

=

com k > 0 a ser escolhido. Seja F espaco normado com a norma

lull & = sup e~ [lu(t)

=

que é um espaco de Banach. Dado u € F, definimos

o(uw)(t) = T(t)ug +/O T(t — s)f(u(s))ds, para todo t > 0
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Notemos que ¢(u) € C([0,4+0); X) e

[(w) D) < [luoll +/0 1/ (u(s))lds.

Porém,
[ (DI < [1f (u(s)) = FO) + (£ (O < Llluls)l] + 11FO)],

[o(w)@)] < IIUo||+/0(||f(0)||+LHU(8)||)dS

t
< Jluoll + t1F )] + Llull / e ds
0

ekt — 1
= Juoll +¢l[f (Ol + L [ul &-
Portanto, ¢(u) € E e
_ [|uol| t Lelt —1
ol < ol L)+ F o fulls

N

1 L
ol + — 7 @)1 + £l

LOgO,

Agora, observemos que

[p(u)(®) = () (B < L/O [[u(s) — v(s)l|ds

< LHu—vHE/ e*sds
0

Left —1
= 2 vl

L
—eM|u —v||g.

k

/N

Assim,
L
I6(u) = d()e < Lllu—vlle.

Escolhendo k > L, concluimos pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach que ¢ tem um ponto fixo u € F.

Passo 3 (Dependéncia continua): Assumamos que v e v sdo duas solugdes de (3.2) associadas aos

valores iniciais ug e vg, respectivamente. Assim, temos

[u(t) —o@)]

Hmu@ - Dt ) flu(s))ds — (rm+ | E ) (9)ds )

N

I7(#) (uo — vo)l| + /O IT(t = 8)[f (u(s)) = f(v(s))]llds

N

o — voll + L / lu(s) — v(s) |ds.
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Pela desigualdade de Gronwall (ver Lema A.1),
lu(t) = v(@®)]l < e"*[luo — vol.

O

Observagao 3.3. Considerando f ndo globalmente Lipschitz, mas apenas Lipschitz em cada conjunto
limitado, estabelecemos que (3.2) tem uma solug¢io definida em um intervalo de tempo mdzimo [0,T,,] e,

além disso, se T,, < 400, u(t) “explode” quando t T Tp,, ou seja, tlir:P [lu(?)]] = +oo.
— m

Teorema 3.2. Assumamos que f: X — X € globalmente Lipschitz e f € C1(X, X). Dada ug € D(A),
entio existe wma solugdo global cldssica de (3.2), isto é, u € C1([0,+00); X) N C([0, +0); D(A)).

Demonstra¢ao. Consideremos o problema (3.1), na forma diferenciavel com respeito a t. Assim, temos

d (du duv. ., . du

d
Portanto, v = d—f: satisfaz

— 4+ Av = f(uw)w
v(0) = f(up) — Auo.

(3.4)

) < du . o .
Até agora nao sabemos se — realmente existe, mas, por outro lado, a existéncia de v satisfazendo

(3.4) no sentido fraco decorre da observagio (3.1). Portanto, definimos v dada por (3.3) solugéo fraca de

d
(3.4), e nosso objetivo é provar que u € C'*([0, +00); X), com v = ditl
Pelo Teorema 3.1, temos

u(t) = T(t)uo + /0 T(t —s)f(u(s))ds.

Assim, sabemos que

u(t+h) = T+ h)ug+
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Entao, temos

u(t + h) — u(t) T(t+h) —T(t)

w0 o+ 1 [ T =5 [Futs+ ) = Flu(s)las

1 h
4 E/‘Tu+h—QﬂM@M&
0
Como ug € D(A), temos que

lim
h—0+ h

h
lim % /0 T(t+h—s)f(u(s))ds =T(t)f(uo)-

h—0t

Agora, usando o fato que f € C*(X, X), temos

t

i ¢ [ T )t ) = falds = i [ 7| )
/0 T(t— s)f’(u(s))dJr;Lt(s) ds.

Por outro lado,

o(t) = T(t) [f (up) — Auo] + / T(t - 3) /" (u(s))o(s)ds.

+

Fluls + 1) = f(als)]

S

d
Logo, d—tu = v(t). Uma vez que v € C([0, +0); X), segue do Teorema A.1 que u € C([0, +00); X).

Mas isso implica que f(u) € C([0, +00); X).
Como ug € D(A), pela Proposigao 1.3, temos que

/0 T(t —s)f(u(s))ds € D(A).

Portanto, u € C([0,+00); D(A)).

3.1 Aplicagao dos Resultados

Seja Q C RY, aberto e regular. Considere o problema

15
—U—Au—i—mu

9 g(u), em (0,00) x £,
u = 0, em [0,00) x 09,

u(0,x) = wg(z), em Q,
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sendo g € CY(R, R), m > —\1, onde \; ¢ o primeiro autovalor de —A em HJ(Q2) e

lg(x)| < Cy || + Colz/”, (3.6)

N+2
N-2
O operador A : D(A) C L*(Q) — L?(2) definido por

com1<p< 2* — 1, C1 e Cy constantes positivas.

D(A) H*(Q) N Hy(Q)
Au = —Au+m,
satisfaz as seguintes propriedades

(i) A é monétono.

(ii) A é maximal monotono, ou seja, a equagao

u+ (—Au+mu) = f
tem uma tnica solugdo em H?(Q2) N H(Q), para toda f € L*(Q).
(iii) A é autoadjunto.

Demonstragao. (i) Para todo u € D(A), temos

(—Avu + mu?)dx

D

(Au, “)L?(Q) =

= |Vu\2da:+m/ |u|*da
Q Q

>

=)

)

pois m > —A\;.
(ii) Dada f € L2(12), considere o seguinte problema

(3.7)

—Au+(m+1u = f, em Q
u = 0, em Of).

Definimos a seguinte forma bilinear

Bmﬂ:i4VwVv+W%%DAU@

Pelas desigualdades de Holder e Poincaré, temos que

[Blu,v]| < [[Vullez@)l|Vvll2) + Im + 1] [|ull2(0)|v]|L2(0)
< |[Vullpz)lIVollL2 o) + Im + 1] C||Vul[ L2 [| VY| L2(0)
= Ci|[Vullz2@ [Vl L2 (@)
<

Collull gy @)1l 30
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Por outro lado,temos
Bluya) = [ [Vul* + (mo+1) [ Jul®
Q Q

Analisaremos dois casos:
i) se m+1 >0, entdo Blu,u| > / |Vu|? = ||u||§{é(ﬂ);
Q

i1) se m + 1 < 0. Como

[ v
m > —)\ e A = inf 97,
ueHy (2)\{0} / fuf?
Q

assim dada u € H}(Q) \ {0} temos que,

e+ [z 5D o,

implicando em

/Q|Vu|2+(m+1)/ﬂ|u|22(l+ “”;1 1))/QVu|2

(m+1)
A

(m+1)

como m > —A; e m+1 > m, segue que 1+ > 0. Tomando C' = min{1,1+ } tem-se que

Blu,u] > CH“”%—I&(Q)‘

Portanto pelo Teorema de Lax-Milgram existe uy € H}(£2) tal que uy € solugdo do problema (3.7). Logo
Im(I 4+ (—A +m)) = L*(Q).

(iii) Uma vez que D(A) ¢ denso em L?(Q2), basta verificarmos que ¢ simétrico.

De fato, sejam u,v € D(A). Entdo, temos

(Au,0)2) = / (—Au + mu)v
Q
= /(—Au)v—i—m/uv
Q Q
= /Vu.Vv—i—m/uv.
0 Q
Além disso, temos
(U,AU)LQ(Q) = / (—Av—l—mv)u
Q
= /(—Av)u+m/uv
Q Q
= /Vu.Vv—i—m/uv.
Q Q
Portanto, (AU, U)L2(Q) = (uaAv>L2(Q)' -

Agora, caso g fosse de Lipschitz e ug € H%(Q) N HE(Q), poderiamos aplicar o Teorema 3.1, com
X = L?(Q), e assim obteriamos uma solugao classica de (3.4).
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No entanto, consideremos o Problema (3.4) na forma

u —Au = fu
U = 0
u(0) = g,

4
onde f(t,z) = W — m. Pelas hipoteses de crescimento da funcgdo g, segue que a equagio tem
u(t,x
solugdo no sentido das distribuigdes D’((0,00) x Q) (ver [8] Cazenave e Lions pagina 1962).
Se f : [to,T] x X — X & continua em ¢ € [tg,T] e uniformemente Lipschitz continua no espago de
Banach X, entdo o problema com ug € X tem solucdo unica u € C([to,T]; X) (Ver [21] pagina 184
Teorema 1.2 e Teorema 1.4 pagina 185). Se f é continuamente diferenciavel de [to, T] x X em X entdo a

solucdo do problema é classica (ver [21] Teorema 1.5).



Capitulo

4

Estimativa uniforme para a solucao da

Equacao do Calor nao-linear

Estudaremos propriedades dos operadores maximais mondtonos, com o objetivo de provarmos uma
limitagdo uniforme em ¢ na norma L% () da solugdo da equagdo do calor nédo-linear, como dada no
capitulo 3, sob as hipoteses do artigo [8], utilizando apenas um argumento do tipo Bootstrap inspirada
em [18], sem nos preocuparmos com as propriedades do espaco de Lorentz.

Seja H um espago de Hilbert. Denotemos por || . || sua norma, e (-,-) o seu produto escalar.
Consideremos A : D(A) C H — H um operador maximal moné6tono e auto-adjunto, verificando

(Au,u) > Bllul?,

para todo v € D(A) e algum 8 > 0.

Além disso, consideremos G € C1(D(A), H) tal que g(s) = G'(s) e g € C(D(A),H). Quanto ao
crescimento de g, assumimos a hipotese de crescimento superquadratico de G dada por Ambrosetti e
Rabinowitz em [2], isto é, suponhamos que existe € > 0 tal que para todo u € D(A), temos

(9(u),u) = (2 +¢)G(u). (4.1)

Sob essas hipotéses, podemos enunciar o seguinte lema, que nos da estimativas para a solugdo da equagao

do calor semilinear.

Lema 4.1. Se u € C([0,+0c0), D(A)) N CY([0,+00), H) € uma solucdo da equagdo

ug + Au = g(u), (4.2)
onde u = u(t), entao
(i) %(Au(t),u(t)) — G(ult)) > 0, para todo t > 0;

2(2+¢)
Be

(i) [Ju(®)|]* < {;(Au(O),u(O)) - G(u(O))}, para todo t > 0;
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ese o 2 1 .
(iii) /0 [lue(s)][°ds < 5 (Au(0), u(0)) — G(u(0));

41
(iv) Sup/ (Au(s),u(s))?ds < C, em que C' é uma constante;
>0 Ji

t41
(v) sup/ (g(u(s)),u(s))*ds < C, em que C é uma constante.
>0 Ji

Demonstracao. Fazendo o produto interno da equacédo (4.2) por u temos,

(ut + Auau) = (g(u)a U) —
(ug,u) + (Au,u) — (9(u),u) = 0 =
(ug,w) + (Au — g(u),u) = 0. (4.3)

d
Além disso, observando que aHuH2 = 2 (u¢,u) implica

1d
(ut’u) = 5%”“”27

substituindo em (4.3) obtemos
Ld
2dt

Por outro lado, tomando o produto interno da equagao (4.2) por u;, obtemos

[Jull® + (Au = g(u), u) = 0. (4.4)

(up + Au,up) = (g(u), up) <=

(utvut) + (Auaut) - (g(u)7ut) —
e * + (A, ug) — (g(u), ue) = 0 (4.5)

Notemos que

d . A(u(t+h)) — Au(t)) . (u(t + h) —u(t))
a0 =, h - i a (=),

Como A é fechado pela Proposigdo 3.1, segue que

& Afult) = Alwe) (4.6)

Assim, substituindo (4.6) e usando o fato de A que é auto-adjunto, isto é (Au,us) = (A(ut),u), temos

que
d d
@(Au,u) = <thu,u> + (Au,up) = (A(ug), u) + (Au, ug) = 2 (Au,uyg)
logo,
1d
§£(Au,u) = (Au,uy) . (4.7)

d
Agora note que pela regra da cadeia %G(u) = (g(u),ut). Deste modo, substituindo esté igualdade e
(4.6) em (4.5) obtemos
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||ut||2+dt{2(Au,u)—G(u)}:0 (4.8)
No que se segue, denotaremos
E=E0) = {;(Au(o)m(o)) - G(u(O))} . (4.9)
Usando (4.4) e (4.8), temos
0 = %%(HU( I?) + (Au(t), u(t)) — (g(u(t)), u(t))

- (2+€)/0 0ds

= e [ (Il + 5 {5eauo)uen - Glatsn | ) s

= e [ lnlPas+ @49 [5Gt i
= e+a) [ lulfds+ @+ {Gauo.u) - G | - @+

o que implica

L o) = <2+a>/ o) P + (24 ) { 3 (uto).u(0) - Gttt
— 2 9B — (Aut) () + (5(u(0). (1)
o) [ llu)lPds + S(Aule), u®) + (ule). u()
- (2+5)G u(t)) — (24 ¢e)E. (4.10)

Utilizando a hipotese (g(u(t)), u(t)) — (2 + €)G(u(t)) > 0 em (4.10), temos que

5= (lu(@®)?) > (2+6)/ [lue(s)]2ds + %(AU(t),U(t)) - (2+eoE. (4.11)
0

Usando o fato de que (Au(t),u(t)) > B||u(t)||?, obtemos

3 O1R) = @ +2) [ uo)Pds + )] = 2+ ). (412)

Agora, denotando

€8

h(t) = S llu@®* = 2+2)E,
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segue de (4.12) que

G0 = T2l = =8|+ [ P+ Dlu@l? - ¢+ 28

> 8 [fnu(wnz e +e>E} — eBh(t).

Portanto, se existir tg > 0 tal que h(tp) > 0, deduzimos que [|u(t)|| tem crescimento exponencial até

o infinito. De fato,

%h(to) > Eﬂh(to) > O,

Como h é continua, entdo existe 6 > 0 tal que h(t) > 0 para todo t € (tg—9,tp+0), assim h ¢ estritamente
crescente em (tg — d,to + 0). Por continuidade, temos h(to + ) > 0 e repetindo o argumento para to + ¢

conseguiremos um intervalo centrado em ¢y + d tal que h é crescente, e assim sucessivamente. Logo se

t >ty temos h(t) >0 e
t h’(s) t
ds > / ef ds,
/to h(S) to B

implicando que,

h(t)
1 > t—t
nh(to) _EB( 0),
assim,
h(t) S (eBlt—to)
h(to) — ’
logo,
h(t) > ePE=to)p(ty),
portanto,
h(t) = ?Ilu(t)l\z — (24 )E > B (g,

t
Seia £(t) = [ o) Pds.
0
t
Afirmacgao 4.1. f"(t) > 2(2+ s)/ |[u¢(s)||?ds, para t suficientemente grande.
0
De fato, como f'(t) = ||u(t)||?, entdao temos
d t
7)) = Zllu@* =222 +¢) / [lue(s)|Pds + eBllu(t)||* — 2(2 + ) E.
0
Além disso, pelo crescimento exponencial de ||u(t)]|[, para t suficientemente grande, temos que
5
7B||u(t)\|2 - (24¢e)E>0.

Logo,
() >2(2+ 5)/0 |[ue(s)]|%ds. (4.13)
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Agora, multiplicando f”(¢) por f(t) e utilizando (4.13) temos

2

O > 22+ e) / g (5)][2ds / u(s)|Pds > 2(2 +¢) [ / |ut<s>||||u<s>||ds]
> 2240 | [ ue)as] =240 | [ Sl as]
= 2@+ o) (P~ O] = (14 5) (7'0) — 7/ (0)?
> (1+3) - s>

Como lim f/(t)= lim ||u(t)||* = 400, entdo para t suficientemente grande temos
t——+o0 t——+o0

rwsm = (1+3) (o2 (414)

Considere a derivada da funcio f~5(t)

assim por (4.14)

e €

)

<
Segue que f~5 & concava para t grande. Mas isto é impossivel pela afirmagdo a seguir , ja que
f75(t)>0e . ligrn f78(t) = 0. Esta contradigio garante que h(t) < 0 para todo t > 0. Assim,
—+o00

?HU@)HQ —(2+¢)E <0,para todo t € [0, 400),

e entao

2(2+¢)
ep

u(®)]]> < E. (4.15)

Isto conclui a demonstragao de (i7) do Lema 4.1.
Afirmacao 4.2. Nao eziste uma fungao g : [a,+00) = R concava positiva tal que lirf g(z) =0.
xr—r+00

De fato, suponhamos que exista uma fungio g satisfazendo a condi¢do acima. Fixemos x € [a, 4+00)
et e (0,1). Assim, g((1 —t)z +ty) > (1 —t)g(z) + tg(y) (isto é valido para todo y € [a, +00)).

Deste modo, temos

0= lim g((1-tletty) > lim ((1-t)g(x)+tg(y)) = (1 - t)g(x).

Yy—+00

Absurdo, pois g é assumida fun¢do positiva, logo a afirmagio é verdadeira.

1
Observagao 4.1. Temos por (4.15) que E = i(Au(O), u(0)) — G(u(0)) > 0, e repetindo o argumento de
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(4.9) a (4.15) com tg > 0 no lugar de 0 e t >ty > 0, chegamos a

222 ()

2
)P < 22222

(Autto) ulta) = Glutta) |
Mas isso implica %(Au(to),u(to)) — G(u(tp)) > 0. Logo, podemos concluir que

%(Au(t), u(t)) — G(u(t)) >0,

para todo t > 0, o que demonstra (i) do Lema 4.1.

Agora, deduziremos a condicdo (i) do Lema 4.1.

De fato, como de (4.8)
— 4 {5000 - G}

entao temos

Feo 1
[ uolas = a0, u0) - 6uo) - tim_{5au0.u0) - Gt |

1
pois §(Au(t),u(t)) — G(u(t) > 0, para todo t > 0. Assim, obtemos (#3i).
Além disso, utilizando (4.11) provaremos que

2(2+¢)

(Au(t) u(t)) < 2@ luo)ll + 225 B,
De fato, sabemos de (4.11) que
3O > @+e) [ fu)Ps+ Sau0.u0) - 2+)F (1.16)

> (Au(t),u(t)) - (2+2)E.
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos,

@) e (0] > (ue(t), ult)) = ; (@) = Z(Aut), u®) - 2+ ).

l\)\m

Entao temos

2ve), )

(Au(t),u(®) < 2Nfu(o)] ()] +

Assim, integrando a desigualdade (4.17) de t a t 4+ 1 , usando desigualdade de Cauchy-Schwarz e (4.15)
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obtemos,
t+1 4 t+1
[ s < 5 [ )PP
t t
82+£ 1 42+«
= 2D [T ol futsias + 225 g
422
< +€E/ e ()] [2ds
8(24 ¢ t+1 3 pt+l 3
+ (52 ([ ias) ([ olias)
t t
2
n 4(2—;5) I
3
Como
t+1 +oo
[ huipas < [ o) s < £ (4.19
t 0
segue que

4 2(2+€)E2+ 22+¢)8(2+¢)

4 4(2 +¢)?
e2  ef ef g2 2

E% + E? (4.19)

t+1
| Au.uPas <

provando (iv) do Lema 4.1.

Finalmente, como

(9(u(s)),u(s)) = (w(s) + Au(s), u(s))
= (Au(s),u(s)) + (ue(s),uls)),

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e (4.15) obtemos

[(Au(s), u(s)) + (u(s), u(s))]”

2 (Au(s), u(s))* + 2 (us(s), u(s))*

)2+ 2| [u(s)|[*[ue ()]

(2+¢)
ef

(9(u(s)), u(s))*

IN A

)
)
5))
)

IN

N
b
2

(s),uls))” +4 B|lu(s)|>- (4.20)

Assim, de (4.18) , (4.19) e (4.20), obtemos

IN

t+1
2 /1t (Au(s),u(s)) ds

t+1
+ 4(2;;)15[ e ()] 2ds

(2+¢)
ef

t+1
/t (9(u(s)), u(s))?ds

t+1
2 [ (uls) o) + 425

C,

IN A
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em que C é uma constante que depende de E. Logo segue a condi¢ao (v), e assim concluimos a prova do
lema.
O

A partir do Lema 4.1, obteremos uma estimativa uniforme para a solugdo da equagao (3.5) usando
uma certa regularidade.
Agora, denotando B = {t > 0; Hut(s)||iz(ﬂ) > 1}, temos
lim med(BN[t,+00)) =0. (4.21)

t——+o0

De fato, da condigdo (ii) do Lema 4.1 temos que

+oo
/0 ua(5) 122y ds < 00,

+oo
entdo dado € > 0, existe T tal que / ||ut(s)\|2L2(Q)ds < e. Assim,
T

med(B N [T, 400))

/ 1ds
BN[T,+00)

< / e (5)] 22 g ds
BN[T,+00)
+oo )
< /T ()22 s
< E&.

Segue pela defini¢do de limite que, tlim med(BN[t,+00)) =0
—00
Agora tomando A = —A + m, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (4.16), obtemos

vV

(u(t), ue(t)) 2

1d
= S llu®IE)

t
> (2+5)/O [ue(8)]72 (0 ds

+ 5 | CauOu) +mi0) do -+ o)

(@)l L2 (q) w220

t
= +0) [ (o) ey
3 Em
+ 5 [ [vuPde + Tl - 2+

Mas isso implica

t
ellVu)lliz) < 2(2+6)E+2\|U(t)||m(n)HUt(t)lle(Q)—?(?Jr&)/o [lue(s)[1Z2 () ds

22+ ) B+ 2|[ut)||2(e) |lue(®)|[ 20

N
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assim

2+4¢)
Vu(t)] By < 2"

2
E+ g”u(t)HL?(SZ) [[ue()]] L2 () (4.22)

Logo, se t ¢ B e por (ii) do Lema 4.1 existe Cy > 0 tal que
IVu(®)llz2(0) < Co.
Como H}(Q) — L? (Q), temos que existe uma constante C' > 0, tal que
l[u@)||p2= ) < C,Vt ¢ B. (4.23)

Por outro lado, denotemos por 7'(t) o semigrupo gerado por A = —A +m. Estamos assumindo que u

é solucao classica da equagdo u; + Au = g(u), entdo por Pazy [21] (pagina - 183) a solugdo u é dada por

w(t) = T(t)uo + /0 T(t — s)g(u(s))ds, (4.24)

e se a > 0 obtemos

t+a
u(t+a) =T(t+ a)ug + /0 T(t+ a—s)g(u(s))ds. (4.25)
Logo, por (4.24), (4.25) e mudancga de variavel, temos que
T(a)u(t) + /a T(a —s)g(u(t + s))ds

0
= T(a) [T(t)uo + /0 T(t— s)g(u(s))ds] + /0 T(a—s)g(u(t+ s))ds
= T()T(t)uo+ T(c) / Tt —s)g(u(s))ds + /04 T(o — s)g(u(t + s))ds

0 0
= T+ a)up + /0 T(t+ a—s)g(u(s))ds + /0 T(a — s)g(u(t + s))ds
¢ t+a

= T+ a)ug + /0 T+ a—s)g(u(s))ds + /t T(t+ a—s)g(u(s))ds

t+a
= T+ a)uy+ /0 T(t+ a—s)g(u(s))ds

= u(t+a).

Portanto, se t > 0 e a > 0, segue que
u(t + @) = T()u(t) + / Tl — s)g(ult + 5))ds. (4.26)
0

Utilizaremos (4.26) e o fato de que

_ N1
IT(@u(®)l a0y < Ca™ ¥ u®) 0y auando 1< 7 < g < +oc, (427)

para obtermos uma estimativa uniforme de u(t) € L?" (Q). No que segue retornaremos ao problema (3.5)
N +2

N -2

com g satisfazendo (3.6), (4.1) e 1 <p <
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Afirmacgao 4.3. Seu € L1(Q), ¢ > p entdo

P
Hg(u)HL%(Q) <K (1 + ||uHLq(Q)) sendo K uma consante (4.28)

Demonstragao. Por hipotese, |g(x)| < Cylz| + Calz|P. Assim, considerando f = = > 1, temos

q
p
lg()lIF s ) = / lg(w)|Pdar < / (Cilul + Calul?)dz < C(B) / (Pl + CHluf?) da.

Como 2 é limitado, LPA(Q)) — LP(Q), segue que existe C(Q) > 0 tal que / lulPdx < C(Q)/ lu|PP da.
Q Q

Agora, tomando M = max{Cf, Cg} temos que
o)1y < MCEC(E) | fulPdo = MOGECE@ |l oy
Além disso, considerando K = (MC’(,B)C(Q))%, obtemos

gl 2@y < Kllull?ps 0y < K (14 fullnaay)”-
Logo, substituindo o valor de g, concluimos a afirmagao. O

A afirmacado foi provada para um ¢ arbitario, pois precisaremos usar esse resultado vérias vezes.
Primeiramente, o resultado & valido para g = 2*, pois u(t) € H}(Q) < L* () para todo t > 0.
Agora, definamos

h(r):= sup {1 + ||U(S)||L2*(Q)} . (4.29)
SE[t,t+7]

Lembremos que por (4.26)
u(t +a) = T()u(t) + /Oa T(a— s)g(u(t + s))ds.

O nosso objetivo agora é conseguir uma estimativa uniforme para |[u(t)||, 2= (e Para todo ¢ > ¢ com 0
dado.
Para a € [0, 7], temos que T'(a) € £(L? (Q)) e usando (4.27) e (4.28) obtemos

ult + )o@y < 1T (@u(®)]] g + / 1T — 8)gut + )| o+ (o ds
< CH”@)HL?*(Q)‘FC/ (0 — )7 F ) g(ult + )| 2 ds
0 L7 (Q)
< Cllu®)llp @ + C / (o — ) T EFVK (14 [lull e )" ds
< Olult)l|p @ + CK / (o — 5) FE =) (h(r))? ds
0
alfe »
< Ollult)ll o) + OK S (h(r))
Tl—@ »
< Olult)ll o) + CK T (b)), (4.30)
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N (p 1 . . N (p 1
emque92<2*2*>€(0,1),p01sp>1ass1m2(2*2*)>0e

N [(p 1 <1<:>p 1<2<:> 1<22*_2N+2_ 4 - <N+2

2 \2r 2 2 NP N TNN-2 N-2 PSN

K
Seja K1 = max {1, C, 109} Entéo pela defini¢do de h em (4.30), temos

L+ JJult + &) 2+ (o) < K1h(0) + Km0 (h(r)P, ¥ acl0,7]. (4.31)
Assim, se 0 < o < 7 entdo t <t+ a <t + 7, pela defini¢do de h em (4.29) e (4.31) obtemos
h(t) < K1h(0) + K 747 (h(7))P. (4.32)

A funcdo h é continua e ndo-decrescente; precisamos agora analisar dois casos

Caso 1) Se existe og € (0,1] tal que h(og) = 2K1h(0), podemos aplicar o na equagdo (4.32) e obter

th(O) = h(O'()) - th(O) S K10'(1)_9 (h(ao))P .

Mas isso implica
oo BO) 1 k(o)
® T (h(00))” 2K (h(00))"

Assim, obtemos
o9 > ————— (h(og)) =7 :=o".

T (2K,
Mas isso significa que para todo ¢ < ¢* temos
h(o) < h(c™) < h(og) = 2K1h(0)
e como |[u(s + o)|| 2 () < h(0) entdo
[u(s + )| L2+ ) < 2K {1+ HU(S)HLZ*(Q)} . (4.33)
Além disso, se s ¢ B por (4.23) temos que |[u(s)|[ 2+ (o) < C' e substituindo em (4.33) segue que
lu(s + 0)l|L2- (o) < Ca.
Caso 2) Se h(o) < 2K71h(0) para todo o € (0, 1], pelo mesmo argumento anterior temos
lu(s + o) p2x () < 2K1 {1+ [|u(s)|Ir2x o) } »

e novamente, se s ¢ B, segue que |[u(s + 0)|[ 2+ (o) < Ca.

Até aqui conseguimos uma estimativa para ||[u(s + 0)|[ 2+ (o) < C2 para s ¢ B e 0 < min{1,0"}.

1
Tome s* = min{1,0*} > 0 e por (4.21) escolha T tal que med{B N [T, +o00)} < 55*.

1 1
Afirmagao 4.4. Dado T acima, set € [T + 55*, +00), entdo [t — 55*,1&} N B¢ £ (.
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1
Assumindo a afirmacao verdadeira, isto é, existe s ¢ B, s € [t — 58*’ t], o que implica t € [s, s + s*],

assim t = s + o, onde 0 < o < s*. Como
[[u()]| 227 (@) = llu(s + 0)[L27 (o) < h(0) < h(s™) < 2K:1h(0)

assim
u(®)]| 2 ) < 2K1 {1+ [Ju(s)|| g2 ()} < Co.

1
Portanto, se t € BN [T + 53*, +00) entdo ||u(t)||,2* (o) < Co.

A seguir faremos a prova da Afirmacao 4.4

1
Demonstrag¢do. Suponha agora que [t — 55*, t] N BE = (.

1
Logo [t — 55*, t] C B implicando que

1 1 1
55* = med{[t — 55*,2&]} < med{[T, +o00) N B} < 53*

O que é um absurdo.

1
Sete [0, T+ 55*] como u(t) € C((0,00), D(A)), assim u(t) é continua em Hg (), logo a1 ) <

1 1
C5 para todo t € [0,T + 58*], e assim, [|u(t)||2+ () < C4 para todo t € [0,T + 55*] Logo

[[u)|[2# (@) < C, para todo t > 0.

(4.34)

O

Para obtermos uma estimativa uniforme em s para ||u(s)||1 (), recorremos novamente a desigualdade

(4.27)

_N(1_1
1T (@)u(®)]| Loy < Ca™ %G8 |u(t)||1r ), para 1 <7< q< 4oo,

e a um argumento do tipo bootstrap.

N +2
Por hipétese,p<N+2:2*—1. Entao temos
p—1<2*—2_1 2_1 2(N—-2) 2N - (2N —4)
2 2¢ T 2x 2N 2N B
Logo,
p 2 1
2% N<2*'

2 N
i) Se 2% N < 0, entao ?2%
a > 0, temos

lu(t + a)llL=@) < IT(@u(®)l|L=@) + /Oa 1T (e = s)g(ult + 8))[| Lo (@) ds

N 1 N p_
2 2% 2 2%

Ca™

IN

|wunmmn+047a—@

glu(t +s))l| 2= ds.

L7 (Q)

(4.35)

< 1. Assim, tomando r = 2% e ¢ = +oo em (4.27) e usando (4.26) e se



59

Agora, por (4.28) segue que

N P
2 2%

_N 1 « —
lu(t + )|z @) < Ca™ 2*|Iu(t)IILz*(Q>+C/O (@ = 5)" 25K (14 |lu(t + 5)l 2+ (o))" ds.

De (4.34) sabemos que |[u(t)|| 2+ () € limitado uniformemente para ¢ > 0. Assim fazendo a = § e usando

N
que 52% < 1, temos
sup [[u(t)|| (@) < C(6) < +oo, para § > 0.
t>6

2 N
i) Se 2% N 0, isto &, ]2?*—2 =1, fazendo ¢ = 2.2* temos que

N (p 1 _N2p—1<N2p_1
2 \2r ¢q) 2 2 2 ¢

Deste modo, usando (4.26) e r = 2% em (4.27), obtemos
lu + Loy < T (@uld)l|ze@) + /0 1T (= s)g(u(t + 8))l|La(ds

1 1

Ca ¥ D)) + € [ (@ =9 E Dlgute +9)

IN

2 ds
LP(Q)

IA
Q
)

N2+ (0

P 1

+ C (a_s)_f(F_E)K(l+Hu(t—i—S)”Lz*(Q))pd&

N 1
Usando (4.34) e 5 <2p* - ) € (0,1), segue que
q

sup [|u(t)||pa(o) < C(6) < +oo, para § >0
>0
P2 . : .
Como — — i < 0, fazemos da mesma forma que no item (¢) , e assim obtemos que
q

sup [|u(t)|| Lo () < C(6) < 400, para § > 0.
t>6

2 2 1
iii) Se % - > 0, sabendo por (4.35) que 2% - N < o0 definamos

P 2 < I 1/p 2 n 1 < 1
2 N ¢ 2\2r N 2% 2%
Utilizando estas duas desigualdade e a definicao de ¢;, temos que

N (p 1 N (p 1 1
e (L )= (L __)4+-c01)
n==sey (2* q1> 4 (2* 2*)+2€(0’ )
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*

Novamente, usando (4.26) com r = — e g = g1 em (4.27)
p

N

lut + a)llLn@) < [T(@)u®)l|lLa (o) +/0 T (e = 8)g(u(t + 5))[| Lar () ds

—-N

C a_Z(Q*‘“)IIM(t)HLz*(n)Jr/O (a—s)” (TH>IIQ(U(t+S))||Lr<Q)d5 :

IN

Além disso por (4.28), também temos que

g (w)l| < K (14 [full g2 o))" -

2%
LP (Q)
Logo,

1
¥

=N 1
lult+0) llpm < Ca® (F78) | u(t) oo

@ N(;,L) »
+ C/O (Oé - S) 2\r i) K (1+ H U(t+5) HLZ*(Q)) ds.

N 1
Usando (4.34) para t +a > 6 > 0, e ) <2p* - > € (0,1), segue que u(t) € L%(Q) é limitada
il

uniformente em ¢, isto &,

sup [|u(t)|| Lo () < C(0), para ¢ > 0. (4.36)
t>6
N +2
Agora, como p < NJ_FQ =2*—1,temos p—1 < 2* —2 e como ¢ > 2%,
-1 2*=2 2*-2 2
b < < =— (4.37)
q a1 2% N
P 2 1 . .~
Consequentemente, temos — — N < —. Procedemos da mesma forma anteriormente, com ¢; na posi¢ao
q1 q1
de 2*:
y p 2 p 2 :
i') Se — — ~ < 0, procedemos da mesma forma quando > N < 0, e assim obtemos que
q1

sup |[u(t)]| o (@) < C(0) < +oo, para § > 0.
t>6

2
i1') Se L N 0, repetimos o mesmo procedimento para (i), ou seja, escolhemos g2 = 2¢; e entao
q1

obtemos
sup [|u(t)|| (o) < C(8) < +oo0, para J > 0.
=

2
i1i') Se p_z 0, definimos ¢» tal que
q1 N
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. p 2 .
Assim, temos g2 > q1 e — — — < —, isto é,
@1 g N
N 1
(p_)<1
2\ @
1 1 2 1 1 2 N 1
Defatop>0<:)p>(:>ql<q2ep<<:>p<<:><p><1,
o g @ p a N ¢ @ ¢ N 2\ @
N 1
portanto(p—>€(0,1).
2\ @

Desta maneira usando (4.26) , escolhendo r :=1r; = KL q:=q2 > q1, em (4.27), temos
p

lu(t+a) le@ < O T(@u(t) [|Le@ +/0 1T (e = s)g(u(t + 5)) ||lLez () ds

N(1 _ 1
< aFFE) | u) oo

L

Ca
+ 0 [a-9FEE) | gule+ ) o) ds
0
Além disso, por (4.28) temos que

p
lo(wll, 2 o < K (L llullon @)

e assim

%) |l u(t) |2 o

+ / (=97 (FB) K (14 | u(t +5) Lo @) ds.
0

N (1
| u(t +a) [ < Ca? (2*

N (1 1
Usando (4.36) parat+a > 3§ >0e ) (r - q) € (0,1), segue que u(t) € L%2(Q) é limitada uniformente
1 2

em t, isto é,
sup [|u(t)|| a2 () < C(0), para ¢ > 0.
>0

i 1 1 2 1
Agora, repetimos o argumento acima com r;_1 := dizt , Qi > Qi—1 € — = = < Pz + >, de tal
D i 2\¢i-1 N g

N 1 1
forma que — ( - ) € (0,1).
2 \ri-1 G

- N )
Afirmagao 4.5. r; > 5 para um numero finito de passos.

Demonstra¢dgo. Suponhamos que o resultado nao seja verdade. Assim, construimos uma sequéncia ¢, tal

que

1 1( p 2 1 N
— == S n> Qo1 > 2 o1 < —p, ¥neN.
dn 2<qn—1 N+qn—1>’q =t = ¢ 1= "e

Com isto, a sequéncia é mondtona, crescente e limitada, e entao existe g = liIJrrl Gn-
n—-+0oo

Como ¢, > gn,—1 > 2%, seque que g > 2*. Assim,

Lo L b L 21 1/p 2 1
—= lim —= lim = - — =—(z—=+-].
q n—+o0o @qp, n—+oo 2 qn—1 N qn—1 2 q N q
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Mas isso nos da que

1 p 2

CRE
ou seja,

1=p—367

N

isto é,

2 _

Ni=pr-L
e assim, como q > 2%,

Absurdo!

Dessa maneira, seguimos o argumento um ndmero finito de passos e obtemos

sup [[u(t)|| (@) < C(§) < +oo, para § > 0.
t>6

O

Observagao 4.2. Em [8] e em [22] os autores garantem que € possivel obter uma estimativa C*(Q)

uniforme em t > & do problema (3.5), contudo, a mesma nao se encontra detalhada, no nosso trabalho

tivemos como objetivo principal obter wma estimativa uniforme em t na norma L>=(Q), obedecendo fiel-

mente as hipdteses apresentadas em [8], fato este obtido sem o uso do espago de Lorentz, apenas utilizando

um argumento do tipo Bootstrap.

Observagao 4.3. Se considerarmos g(s) = s?, com p > {+2

de uma solugdo, com tlg_noo [[u()l oo () = 00-

N5 0 artigo dado em [20] garante a existéncia



Apéndice

A

Resultados Auxiliares

Teorema A.1. Sejam X espago de Banach, T >0 e f € C([0,T),X). Assume que [ é diferencidvel a

+ +
direita para todo t € [0,T). Se dde € C([0,T), X), entio f € C*([0,T),X) e Ell—]; = dditf

Demonstra¢do. Seja

ot d+f

t=ft)—f0)= | —=

ott) = 10— 10) = [
para todo ¢t € [0,T). Segue que g € C([0,T), X), g(0) = 0, g é diferenciélvel a direita para todo ¢ € [0,T)

d+
e d—tg = 0. Seja agora { € X*, e defina h(t) = (£, g(t)) x- x- Temos que h € C([0,T)), h(0) =0, h é
dth

diferenciavel a direita para todo ¢ € [0,T) et € [0,T) e ke 0. Mostraremos que h = 0. Para ver isto,
seja € > 0, defina h.(t) = h(t) — et, e vamos mostrar que h. < 0. Caso contrério, existe ¢t € [0,7") tal que
he(t) > 0. Seja v =inf {¢t € [0,T); h(t) > 0}. Temos que h.(y) = 0, e existe ¢, | v tal que he(t,) > 0.

Segue que

he(t) —h
lim sup M > 0.
tly t— Yy
d*h, ) .. L
Por outro lado, temos T —g, que é contradicao. Portanto, h. < 0. Sendo £ > 0 arbitrario, temos

h < 0. Aplicando o mesmo argumento para —h, obtemos também h > 0, logo h = 0. Portanto, dado
t €[0,T), temos (€,9(t) x- x =0, para todo £ € X*; e assim, g(t) = 0. E o resultado segue.
O

Teorema A.2. Sejam A um operador auto-adjunto, acretivo em X, e T(t) o semigrupo de contragdo

gerado por —A. Para todo ug € X, a fungdo
u(t) =T(t)uo para t >0,
tem as segquintes propriedades

(i) v e C([0,0),X) N C((0,+00), D(A)) N CL((0,00), X) e u € a unica funcio que satisfaz o problema

P Au = .
+ Au 0, para todo t > 0; (A1)

u(0) = wg;
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(i) [JAu(t)|| < \[HUOH para todo t > 0. Além disso, a fun¢io

t > Vt||Au(t)|| pertence a L*(0,00) e

sl|A(s)llds < ~[luoll%;
0
1

(iii) (Au(t),u(t)) < §||u0||2, para todo t > 0. Além disso,

— (Au(t),u(t)) pertence a L*(0,00) e

; (Au(s), u(s))ds < 5 [[uoll;

(iv) se ug € D(A), entdo ||Au(t)||? < —(Au(t),u(t)), para todo t > 0. Além disso, Au € L?((0,00), X)

1 2t (
€ ||Au( )||L2 ((0,00),X) = 2(AUOaU0)

Assumimos que A é m-acretivo com dominio denso, e seja T'(t) o semigrupo de contagdo gerado por
—A. Uma vez que A é C-linear, segue facilmente que T'(¢) C L(X), com X considerado como um espaco

complexo de Banach. Dado 0 < 6 < 7, definimos o setor Cy por
Cy={zeC\{0}; -0 <argz< 0},

de modo que Cy = {0} U{z € C\ {0}; —0 < argz < 0}.

Definigao A.1. Seja T(t) como acima. Dizemos que T(t) é um semigrupo analitico se existem 0 < 0 <7
e uma func¢do T:Cy— L(X) com as sequintes propriedades:

(i) T(t) = T (t) para todo t > 0.

(i) T (z1+ 22) = T (z1) T (22) para todo 21,z € Cy;

(iii)  lim T (2)z =z para todo x € X;
2€Cy,z—0

(iv) z— T (2) € holomorfa em Cy — L(X).

Teorema A.3. Sejam A ser um C-linear, m-acretivo, densamente definido e T'(t) o semigrupo de con-

tragdo gerado por —A. As sequintes propriedades sdo equivalentes:
(1) T(t) é um semigrupo analitico;

(ii) a fungio t — T(t) € diferencidvel em (0,00) — L(X) e eziste uma constante C tal que
T )lex) < €

para todo t € (0,1].

Observagao A.1l. Segue em particular dos Teoremas (A.3) e (A.2) que se A é um opeardor auto-adjunto,
acretivo no espaco complexo Hilbert X, entdo o semigrupo de contracéoes gerador por —A € analitico .

(Note que tem uma extensao candnica C-linear, auto-adjunto e em-acretivo ).
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Teorema A.4. Assume X reflevivo e f € LP(I,X). Entdo f € WYP(I,X) se e somente se existe

p € LP(I) e um conjunto N de medida zero tal que

[ storia).

1 2o, x) < llpllzen, (A.3)

[1f () — f(s)]] < para todo t,s € I\ N . (A.2)

Em adigado,

quando f verifica (A.2).

Corolario A.1. Assume X reflexivo. E f : I — X é Lipschitz continua e limitada, entdo f €
Wheo(I,X) e ||f'|le(r,x) < L, onde L é a constante de Lipschitz de f.

Corolario A.2. Sejam 1 < p < 00, (fn)nen uma sequéncia limitada em WYP(I,X) e f : I — X tal que
fn(t) = f(t) em X , para quase todo t € I. Se X € reflexivo e p > 1, entdo f € WHP(I,X) e

I[fllzer,x) < Jim inf [ fallze(r,x)

7 ercr) < Jm 17l

Em particular,

[ fllwiw,x) < nlggo inf |[ fullwrer,x)-

Em adigao,

/ Folt)p(t)dt — / £(t) (A.4)
/ 7L (6)p(t)dt — / 7t (A.5)

quando n — 0o, para todo ¢ € C.(I).

Definigao A.2. Seja 1 < p < co. Dizemos que f € WHP(I, X), se f € LP(I, X) e se existe g € LP(I, X)

tal que
o=~ [ st

daf

i Para f € WYP(I, X), definimos

para todo ¢ € CL(I). Como g € inica, definimos f' =

[ fllwre,xy = e, x) + 1 e, x)-

Quando ndo houver risco de confusdo, denotaremos || - |[wir 1 x) por || - [lwiey ou || - [lwir.

Observacao A.2. O espaco WP (I, X) possui a maioria das propriedades do espago W1P(I) = WP (I, R),

essencialmente com as mesmas provas. Em particular, obtém-se facilmente os resultados.
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(1) |- llwrr,x) € uma norma em WP(I,X). O espago WHP(I, X) dotado com a norma || - e, x)

€ um espacgo de Banach.
(if) Se fe W'P(I,X) e J C I, entio f; € W'P(J, X).
(iii) Se fe WEP(I,X)N f € WH4(I, X) com p < q, entio para todo r € [p,q] temos f € WL (I, X).
(iv) Se I ¢ limitado e p < q, entdo W19(I, X) — WP(I, X).

(v) Suponhamos f € LP(I,X). Se f € Wh4(J, X) para todo J CC I e se ||f'||rr(s,x) < C para algum
C independente de J, entao f € WHI(I1,X) e ||f'||e(r,x) < C.

(vi) SeY € um espaco de Banach e se A € L(X,Y), entdao para toda f € WIP(I,X), Af € WHP(I, X)
e

Aflwreayy < HAlleoxonlFlwre,x)-
Em particular, se X — Y e se f € WHP(I, X), entdo f € WYP(I,Y) (A tomada como imersdo).

(vii) Se p < oo, entio C§°(R, X) é denso em WHP(I,R). (Isso decorre do truncamento cldssico e do

procedimento de regulariza¢do).

(viii) Se (fu)n>1 C WYP(I,X) € tal que f,, — f e f, — g em LP(I, X) quando n — oo para algumas
f,g€ LP(I,X), entio f e WHP(I,X) e f' = g.

Lema A.1. (Desigualdade de Gronwall) Sejam u e v duas fungdes continuas nao negativas em [a,b] tais

que, para 8 > 0 satisfazem a
t

u(t) < ﬂ—l—/ w(z)v(z)dx t € [a,b].

a

FEntao

Em particular, se 3 =0 entdo u = 0.
Lema A.2. Seja T(t) o semigrupo gerado por A. Dados 1 < 8 <~y < oco. Entdo
ZN(1_1
[T ()l vy <t72 (5 ”)HLPHLB(Q),

para todo t > 0 e para toda p € LP(Q).

Lema A.3. Seja T1(t) o semigrupo gerado por A —m. Assim Ty (t) = e™T(t), onde T(t) € o semigrupo
gerado A. Dados 1 < 8 <~ < oo. Entao

N1 1
[Ty ()l vy < Ct (5 ’Y)||QDHLB(Q)7
para todo 0 < t < 1 e para toda ¢ € LP(Q).

Teorema A.5. (Teorema do Ponto Fizo de Banach). Sejam (X,d) um espago métrico completo e
f: X — X uma funcgdo tal que existe k € [0,1) satisfazendo, d(f(x), f(y)) < d(z,y) para todo z,y € X.

Entao existe um tinico xo € X tal que f(xo) = xo-
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