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Resumo

Neste trabalho propomos testes nao-paramétricos para classes de distribuicoes
de cauda pesada, que incluem as a-estaveis e as extremais de Fréchet. As estatisticas
apresentadas, funcionais do processo quantil empirico, permitem testar a pertinéncia da
distribuicao F' a familia de escala-locacao gerada por uma distribuicao de cauda pesada
G, F € Gg, bem como a e-similaridade, d(F,Gg) < ¢, em que d é uma métrica apropri-
ada. Mediante o uso da distancia Mallows-Wasserstein ponderada, determinamos, sob
a hipotese nula, as distribuigoes assintdoticas e mostramos que essas distribuicoes sao
os correspondentes funcionais das pontes Brownianas. Os resultados constituem uma
extensao de similares, baseados na distancia Wasserstein, aplicdveis a distribuicoes com

segundo momento finito.

Palavras-chave: testes de similaridade; leis estaveis; cauda pesada; distancia Mallows-

Wasserstein; processo quantil empirico; pontes Brownianas.



Abstract

In this work we derive the asymptotic null distribution of weighted quantile corre-
lation tests statistics for the Fréchet family and the stable laws. This extends previous
results for light-tailed distributions and is achieved by considering a special class of
weight functions along with the use of weighted Mallows-Wasserstein distance. The
test statistics for the location-scale family G, generated by a heavy-tailed distribu-
tion GG, when analyzed in the context of similarity of the distributions, shows that the
distance between trimmed distributions according to the weight function is efficient in
measuring the dissimilarity between heavy-tailed distributions.

Keywords: Similarity test; Stable laws; Heavy tail; Mallows-Wasserstein distance;

Empirical quantile process; Brownian bridge.
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Introducao

Nesta tese estudamos a problematica de formular testes nao paramétricos para
distribuicoes de cauda pesada, tais como: as a-estaveis, a familia das distribuicoes
extremais de Fréchet e aquelas com caudas tipo Pareto. Mais especificamente, para a
familia de escala-locacao G, gerada por uma distribuicao de cauda pesada G, propomos
testes de ajuste de bondade para F' € Gg, bem como testes de e-similaridade para
avaliar a dissimilaridade entre as distribui¢oes F e G através da dy(F,Gg) < €, em que

dy é a distancia-2 de Mallows-Wasserstein.

O interesse primordial deste trabalho sao as distribuigoes estéveis S, (o, 3, 1), com
0 < a <2, dada a sua importancia central para anélise estatistica, ja que representam
os Unicos limites assintoticos possiveis para somas parciais normalizadas de variaveis
aleatorias independentes. Isso se deve a sua propriedade de infinita divisibilidade,
isto é, a soma de cépias independentes de variaveis aleatérias estaveis ajustadas tem
novamente a mesma distribuicao estavel. Trataremos do caso a < 2, pois quando
a = 2, temos o caso da distribuicao Gaussiana, ja amplamente estudado. Como a
nossa abordagem se baseia, essencialmente, no comportamento regularmente variante
das caudas, os resultados com pequenas modificagoes também contemplam a familia

das extremais de Fréchet e outras distribui¢coes com cauda tipo Pareto.

As estatisticas precursoras neste tipo de estudo sao as renomadas estatisticas de
Kolmorogov

Dy= Vi suwp |Fu(z) - F(a)]

—oo<z<oo

e as de Kolmogorov-Smirnov

Dy =+/n sup (Fu(z) - F(z)),

—oo<xr< oo

onde F), é a distribuicao empirica de uma amostra de F'. Para ambos os casos, a distri-



Introducao ii

buigao limite pode ser expressa como funcionais da ponte Browniana { B(t) : 0 < ¢t < 1},

lim P(D, <z)=P (sup |B(t)] < x)

0<t<1

0<t<1

lim P(D} > xz)=P (sup B(t) > :L‘) :

Uma andlise mais refinada, envolvendo o processo quantil empirico ajustado da
distribuicao F' com densidade f,

pup(t) = V/n(F () — FH (1) f(FH(1),

permite provar que, sob condigoes de regularidade, temos uma aproximacao precisa de
pn.r(.) por uma sequéncia de pontes Brownianas (vide [5]):

O(logn) sev =0

pur(t) = Bult)] _
(t(1—1t)) O(1) se 0 <v< 3.

Essa aproximacao bem como a identidade da distancia Wasserstein

! PZ,F t) :
Vi) = ([ i)

véalida para distribuicoes F' € Ly = {F ; / r2dF(z) < oo}, serviram como base para

os trabalhos [11] e [12], em que foram formulados testes de ajuste de bondade para
avaliar a proximidade de uma dada distribuicao F, relativa a familia gerada pela dis-

tribuicao normal padrao P,
gq,z{G: G(x):®<u>,uel%, a>o},
o

e estendida, sob condicoes de regularidade, para distribuigoes com segundo momento
finito. Para tal, a estatistica central utilizada foi

(/01 Fnl(t)él(t)dt>2

anl— ST% )

em que S? é a variancia amostral. A estatistica R,, mede o desvio da normalidade e

pode ser interpretada como uma medida de correlagdo. Em [11], nota-se que existe
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uma sequéncia de constantes {a,}, tal que, assintoticamente, nR,, — a, comporta-se

[ ot ([ t) - ([ )

onde ¢ ¢é a densidade da distribuicao normal padrao.

CcOo1mo

A distancia de Wasserstein (1970) é, de fato, um caso particular, » = 1, da distancia

de Mallows (1972) dada por:
d.(F,G) = nf {E(X =YY", r>o0,

onde o infimo é tomado sobre todos os vetores aleatdrios (X,Y'), com distribuigoes
marginais F' e GG respectivamente. Denominaremos esta distancia por Mallows-Wassers-
tein (M-W). A nossa tentativa de utilizar a distancia d, para desenvolver estatisticas
analogas a R, para distribuicoes a-estaveis apresentou dificuldades que nao pudemos
contornar pois temos resultados equivalentes aos do Teorema do Limite Central para
distribuicoes estaveis que precisariam ser estendidos para incluir resultados quanto a
convergencia ao movimento de Lévy, e que seriam semelhantes ao Teorema de Donsker
para o movimento Browniano. Além disso, seriam necesséarios resultados assintéticos

semelhantes aos das pontes Brownianas (possivelmente, pontes de Levy).

Por outro lado, em [17] foi introduzida a nocao de distancia M-W ponderada e
mostrada a aplicabilidade de testes de correlacao ponderados para a familia Weibull
de escala. Também em [6], [8] e, mais recentemente em 2009, constatamos em ([9])
que estes testes ponderados podem ser utilizados para outras familias de distribuicoes,
incluindo a familia Gamma, Lognormal e Gumbel de escala. Os métodos propostos
sao muito restritivos e seu uso nao se estende a importantes classes de distribuicao de
cauda pesada, tal como as estaveis e as demais distribuicoes no dominio de atracao
para as extremais de Fréchet.

Diferentemente desses trabalhos, porém inspiradas neles, optaremos por trabalhar
com distribuigdes ponderadas para contornar as dificuldades encontradas. O nosso
Lema 2.2 exibe a equivaléncia destes procedimentos e permitira a extensao destas es-
tatisticas para distribuicoes estaveis e extremais de Fréchet. Exploraremos na Secao
2.3 as propriedades das distribuicoes ponderadas e determinaremos o comportamento
caudal (variagao regular) das fungdes de distribuigdes ponderadas, associadas a distri-

buigoes a-estaveis e extremais. Nosso Lema 2.1 ilustra o efeito da funcao peso sobre o
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comportamento caudal da distribuicao por meio da estatistica de teste

( /O 1 Fnl(t)Gl(t)w(t)dt)Q
S, (w)

n

R,(w)=1-
e do uso da distancia M-W ponderada

&, (F,G) = /O (F1(8) — G2 () 2w (1) dt.

Apresentaremos na Condigao 2.2 uma classe geral de fungoes peso w. Para essa
classe, o Lema 2.2 mostrard a conexao entre distribuig¢oes ponderadas e a distancia de
M-W ponderada. Na Secao 2.5, propomos testes de ajuste de bondade para as distri-
buigoes a-estaveis e extremais de Fréchet. Os principais resultados sao os Teoremas 2.3
e 2.4, que estabelecem resultados assintoticos e constituem uma extensao de resultados

anteriores.

No Capitulo 3, apresentaremos a estatistica para testar a similaridade entre duas
distribuicoes F' e (G, que possuem caudas pesadas. Uma métrica intuitiva para avaliar

a similaridade é a da variacao total
drv(Pr, Pa) = s%p |Pp(B) — Fa(B)|,

onde Pr e Pg sao, respectivamente, as medidas de probabilidade associadas as distri-
buicoes F' e GG. Na busca de similaridade, podemos utilizar procedimentos e testes que
possam avaliar, para dado 0 < e < 1, a condicao

drv(Pr, Pg) <& (e — similaridade).

A nossa abordagem tem como base os trabalhos [12], [14], [15] e [19]. Assim,
motivadas por aplicagoes em que nao sao necessarias que as distribuicoes avaliadas
coincidam, foram introduzidos vérios conceitos de similaridade e ajustes parciais de

medidas de probabilidade para possibilitar testar hipéteses do tipo:
Hy:7,(F,G)>0>0 vs Hy:7,(F,G) <},
onde 0 < < 1 e, para hg(.) convenientemente escolhido

1
2

(F.G) = (/OI(F‘l(t) — G_l(t))2h0(t)dt)
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Em [14], sob condigoes que incluem o quarto momento finito, foi obtida a distri-
buigao assintética de /n(7,(F,, G) — 7,(F, G)).

A hipédtese do quarto momento finito inviabiliza o uso de 7,(F,,G) para distri-
buicoes a-estaveis, pois se X L S, (o, B, 1t) temos E|X|* = oo para todo o/ > . Na
Secao 3.2, apresentaremos varios conceitos e resultados relacionados a similaridade de
distribuicoes e que motivaram a escolha da estatistica que vai desempenhar o papel
de 7,(F,, Q) para distribuicbes com caudas regularmente variantes. Apresentaremos
na Condigao 3.2 uma classe adequada de funcoes pesos, que garantirao a obtengao, no
Teorema 3.2, da distribuigao assintética da estatistica /n(da.w(Fn, G) — dow(F, Q)).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Os testes de ajuste de bondade e similaridade para distribuigoes a-estaveis e extre-
mais de Fréchet, a serem propostos nesta tese, tém estatisticas baseadas em processos
empiricos e fazem uso da distancia de Mallows-Wasserstein (M-W), que constitui uma
métrica no espaco das funcoes de distribuicao.

Na Secao 1.2, apresentaremos as distribuigoes assintoticas de funcionais apropriados
dos quantis de processos empiricos. Veremos que estas distribuigoes sao funcionais das
pontes Brownianas. Fato este é preponderante e fundamental para motivar a escolha

das nossas estatisticas. Como referéncia basica sugerimos [41].

Na Secao 1.3, citaremos algumas propriedades da distancia de M-W e o teorema
de representacao, que permite o calculo dessa distancia para distribuicoes que possuem
média finita (ver, por exemplo, [3] ou [20]). Além disso, veremos que a distancia de
M-W, entre a funcao de distribuicao empirica e a sua respectiva funcao de distribuicao,
pode ser expressa como um funcional do processo quantil empirico ([5]).

Na Secao 1.4, introduziremos as funcoes de variagao regular, que sao fundamentais
para caracterizar as caudas das distribuicoes estaveis e extremais de Fréchet, e o Te-
orema de Karamata, que estabelece propriedades das integrais de funcao de variagao
regular. Apresentaremos também a relacao assintética envolvendo a cauda de distri-
buicoes regularmente variantes e a sua densidade correspondente. Como referéncias,
citamos os textos [4] e [39)].

A Secao 1.5 é dedicada a apresentacao dos principais conceitos, propriedades e
resultados cléssicos das distribuigoes estaveis, tais como: a estabilidade ou invariancia
sob a adicao, a natureza assintética Pareto das caudas e o fato dessas distribuicoes
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serem os Unicos limites assintéticos possiveis para soma de variaveis aleatorias. As

principais referéncias bibliogréficas utilizadas foram [21] e [40].

Na Secao 1.6, destacaremos alguns resultados referentes ao dominio de atracao
das distribuicoes extremais, em especial, da distribuicao extremal Fréchet, que sera
explorada em maior detalhe no Capitulo 2 (Se¢ao 2.5). Veremos que existe uma estreita
relacao entre os dominios de atragao de uma distribuicao estavel e de uma distribuicao

extremal Fréchet. Como referéncias, podemos citar [28], [35] e [39].

1.2 Processo Quantil Empirico

Sejam X1, ..., X, varidveis aleatdrias (v.a.’s) independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d) com fungdo de distribuigao (f.d) base F' e considere a sua inversa
generalizada (ou funcao quantil) F~!, bem como a sua correspondente fungio de dis-

tribuicao empirica F;,, dadas respectivamente por

F't)=inf{z: F(z)>t}, 0<t<1

Y Iixi<n
)N e —

(1) = =
onde 4 denota a funcao indicadora de A. Naturalmente, se X1 ,) < X, < .0 <
Xnn) 580 as estatisticas de ordem da amostra {Xi,..., X, }, podemos reescrever F,
como

se X(in >

Fn<gj’> — S€ X(k,n) <z < X(k+1,n)7 k= 1, 2, e, n — 1

= 3@

se Xnn) < T.

E, similarmente, temos também a fungao quantil empirica (ou amostral)

_ k
Et) = Xen se
Com base nesses elementos, temos as renomadas estatisticas de Kolmogorov e de Kol-

mMogorov-Smirnov

Dy =+/n sup |Fy(z) - F(z)],

—oo<z<oo
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Di =V swp (Fy(x)— F(x))

—oo<zr<oo

Dy =i sup (F(z) = Fu(a)).

—oo<zr<oo

A grande vantagem das estatisticas D,,, D;" e D, reside no fato de serem livres da
distribuicao base F'. Pois, por exemplo, se I for uma distribuicao continua e U ) <
Ugn)y < ... < U,y forem as estatisticas de ordem de uma amostra da distribuicao

uniforme em [0, 1] temos

7
+ ) Z
g '
= maXg<i<p | — — inf F(z)
TN X S<r<X(itin)

= maXogign

K
= IMaXp<i<n | = — U('i n):| .

A dltima igualdade segue do fato de F'(X;) ter distribui¢ao uniforme para todo . Note
que, se U, representa a distribuicao empirica da distribuicao uniforme U, temos pela

Lei dos Grandes Numeros e pelo Teorema do Limite Central que

VAU, (t) — ) =5 N(0,8(1 — 1)),

onde —L representa convergéncia em distribuicio e V(U (t)—t) é o processo empirico
associado a distribuicao U (processo empirico uniforme). Por outro lado, a ponte
Browniana B(t) tem distribui¢ao N(0,t(1 — t)).

Defini¢ao 1.1. Um processo Gaussiano {B(t) : 0 <t < 1} é chamado de uma
ponte Browniana se a covariancia € dada por cov{B(t), B(s)} = min{s,t} — st. Ou,
equivalentemente, {B(t) < W(t) —tW(l): 0<t <1}, onde {W(t): t >0} €o

movimento Browniano padrao.
As consideragoes acima nos levam a fazer uso do processo quantil empirico da

distribuicao F', convenientemente ajustado, e “justificam” a aproximagcao dos processos

empiricos por pontes Brownianas.

Definicao 1.2. Dada uma func¢ao de distribuicao F' com funcdo de densidade f, o

processo quantil empirico ajustado € definido por

o () = VA(E; (t) = FO)F(FA(E), 0<t< L. (L1)
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Enunciaremos a seguir os resultados de [5], que garantem a aproximagao e fornecem

taxas de convergeéncia de processos quantis empiricos por pontes Brownianas.

Condicao 1.1. Seja F' uma f.d. com ar e bg definidos por
ap =sup{z : F(z) =0} e bp =inf{x: F(z)=1}. (1.2)
Assuma que:

(a) F é duas vezes diferencidvel em (ap,br).

(b) F'(z) = f(x) >0,V 2 € (ap,bp), onde’ := %
(¢) Para algum ~ > 0 temos
sup L= E@ ¥ < 0. (1.3)

o SRETHE)

Teorema 1.1. (Csorgo (1983) ([5]) Assuma que F satisfaca Condig¢ao 1.1 e seja
pn.r(t) definido por (1.1). Entao existe uma sequéncia de pontes Brownianas {By,(t) :
0 <t <1}, tal que

1, |on.r(t) — Bp(t)] O(logn) sev=0
n2 sup — )
L1 (t(1—1t))” o(1) se 0 <v <3,
Dadas fungoes g e h, dizemos que g = O(h) se limsup,,_, M < 00.

()

Corolario 1.1. Suponha que as hipoteses do Teorema 1.1 estejam satisfeitas, entdao
existe uma sequéncia de pontes Brownianas {B,(t) : 0 < t < 1}, tal que se F' é uma

f.d com suporte limitado entao

sup ‘pn,F(t) - Bn(t)l i> Oa
0<t<1

caso contrdrio,
Sup |pur(t) — Balt) =0,

1 n
n+1 Stg n+1

p . . a . .
onde — simboliza a convergéncia em probabilidade.
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Teorema 1.2. (Csorgo (1983) ([5]) Suponha que as hipdteses do Teorema 1.1 estao
satisfeitas e que {B(t) : 0 <t < 1} é uma ponte Browniana. Entdo

Y B(t)dt o e (1 —t)dt -
/o PED) / PED)
/1 B(ydt /1 td —t)dt _
o fAHEF7HY)) o fAF7H(Y)) '

1.3 Distancia de Mallows-Wasserstein

A distancia de Mallows (1972) entre duas fungoes de distribui¢oes F' e G generaliza
a considerada por Wasserstein em 1970 (caso: r = 1). Assim, na literatura, o nome
distancia de Wasserstein também tem sido usado ao invés de Mallows. Neste texto

usaremos a denominacao distancia de M-W (Mallows-Wasserstein).

Definicao 1.3. Para r > 0, a distancia-r de M-W entre as distribuicoes F e G é
definida por
d.(F,G) = nf (E(X -YNY", XLF vLg, (1.4)
XY

d . o . ., ,
onde = simboliza iqualdade em distribuicao, isto €, o infimo é tomado sobre todos 0s

vetores aleatorios, tais que as distribuicoes marginais sao F e G.

Esta distancia constitui uma métrica para o espaco das distribuicoes de probabili-

dade, pois valem as seguintes relacoes métricas

d.(F,G) < d.(F, F') + d.(F',G), r > 1

di(F,G) <d.(F,F')+d(F'.G), 0 <r<1.
O teorema a seguir mostra que o calculo desta distancia é simples quando r > 1.

Teorema 1.3. (Teorema da Representagdo da Distancia de M-W) Sejar > 1 e
assuma que / |z|"dF(z) < oo e / ly|"dG(y) < 0o. Entao

d\(F,G) = E{|F~(U) - G"{(U)["},

onde U ¢é a distribuicao uniforme no intervalo (0,1).
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Estaremos particularmente interessados na métrica em
Lo = {F : /x2dF(x) < oo} (1.5)
dada por

d3(F,G) = /0 (F7Yt) — G7Ht))%dt = E|F~Y(U) — G~HU))|*. (1.6)

Note que dy(F,, F'), distancia entre a fungao de distribuigdo empirica e a funcdo de

distribuicao base F, pode ser expressa por

1
Vi Fo F) = (0 [ (50 - 0
0
e reescrita em termos de processo quantil empirico ajustado

pup(t) = V(FH () = FH () f(F(1)

1
2

CcOo1mo

Vdy(F,, F) = ( 0 %dty. (1.7)

As estatisticas que analisaremos nos proximos capitulos tém /nds(F,, F') como sua
principal componente e o Corolério 1.1 nos permite inferir que a distribuicao assintética

de v/ndy(F,, F) seja dada em termos de pontes Brownianas, mais precisamente, de
acordo com o Teorema de Donsker, esperamos obter como distribuicao assintotica

([ Firsio) -

De acordo com o Teorema de Donsker, a distribuicao de um funcional continuo de
um processo empirico uniforme converge para o correspondente funcional de uma ponte
Browniana, para mais detalhes vide [41].

Para os nossos testes de ajuste de bondade faremos uso de familias de escala-locacao,

geradas pela distribuicao base G
QGO:{G : G(z):G()(%),ueR, o—>o}.

E podemos definir a distancia-2 de M-W por:

Definicao 1.4. A distancia-2 de M-W entre uma funcdao de distribuicao F' e uma
familia de escala-locacao de distribuicoes gerada por Gy € dada por:

do(F,G,) = inf{ds(F,G) : G € G, ). (1.8)
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1.4 Variacao Regular

A teoria de fungoes de variacao regular é a principal ferramenta analitica para o es-
tudo de distribuicoes estaveis, pois essas distribuigoes tém caudas cujo comportamento
pode ser descrito com o uso dessas fungoes. Além disso, o Teorema de Karamata e
similares tém papel preponderante para provar os nossos resultados relacionados aos
testes de ajuste de bondade para dados empiricos, com respeito a uma familia de escala-

locacao de distribuigoes geradas por uma v.a. a-estavel e por extremais de Fréchet.

Defini¢ao 1.5. Dizemos que uma funcdo ¢ : RY —— R waria lentamente no
infinito (lentamente variante ou de varia¢do lenta) se
((tx)

lim ——= =1

JLim E(t) , x> 0.

Por exemplo, toda funcao de distribuicao varia lentamente no infinito. Pela préxima
definicao, vemos que as funcoes de variagao lenta sao funcgoes de variacao regular com

expoente p = 0.

Definigao 1.6. Dizemos que uma funcio U : RT —— R™ waria reqularmente no
infinito (reqularmente variante ou p-variante) com expoente p € R constante se:

I Ultx)
oo U()

=z, x> 0.
Neste caso, escrevemos U € RV,,.

Similarmente, podemos definir variacao regular no zero substituindo ¢ — oo por
1
t — 0, pois uma funcao U é de variacao regular no zero se a funcao U n for de

variagao regular no infinito (¢ — 0). Para qualquer outro ponto a > 0, podemos definir

a variacao regular de U em a quando U t) for de variagao regular no infinito

(t — a). o

Nas proposicoes a seguir serao apresentadas propriedades operacionais das fungoes
regularmente variantes e também relagoes entre a monotonicidade e o expoente de

variacgao.
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Proposigao 1.1. Sejam Uy : RT —— R* py-variante e Uy : RT —— RT py-variante.
Entao temos:

(i) Uy.Uy € (p1 + p2)-variante.
U
(ii) = ¢ (p1 — po)-variante.
Us
(111) Se lim Us(x) = oo entao UyoUs € py.pe-variante.
T—00
(iv) Uy + Uy é max{py, p2 }-variante.

(v) Uy — Uy é min{py, pa }-variante.

Proposigao 1.2. Seja U : Rt — R p-variante. Temos:
(i) Se U € crescente entdo p > 0.

(i) Se U é decrescente entdo p < 0.
1
(1ii) Se U € ndo decrescente e p € [0,00) entao U* é —-variante, onde
p
U*(z) .= inf{y|U(y) > z}. (1.9)

1
(iv) Se U € nao crescente e p € (—o0,0] entdo U** é ——-variante, onde

U () = inf {y ‘U(y) <1 } | (1.10)

X

Além disso,
(v) Se U : RT — RT € p-variante para algum p # 0, entdo,
>0
lim U(x) = {OO er

z—00 0 se p <0.

Os teoremas sobre integrais e derivadas de fungoes de variacao regular sao centrais
para deduzir os nossos resultados. A seguinte notacao serd utilizada: para funcoes g e
h

g~h e lim 22 =1 (1.11)

Teorema 1.4. (Teorema de Karamata) Seja U : RT — RT uma fungao p-variante
com p < —1. Entao
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/ U(t)dt < 0o e / U(t)dt € RV, ;. (1.12)

De acordo com o proximo resultado, toda funcao regularmente variante admite uma

representacao em termos de uma fungao lentamente variante.

Proposigao 1.3. Seja U : RY —— RT p-variante no infinito entdo para alguma

funcdo lentamente variante £ temos que

Ux) = xPl(z), x> 0. (1.13)

O resultado a seguir é crucial para a diferenciabilidade de funcoes regularmente

variantes.

Teorema 1.5. Seja U(zx) = / u(y)dy (ou/ u(y)dy> onde u(.) é mondtona
0 T
em (z,00) para algum z > 0. Se para algum ¢ > 0,p € R e £ € RV, temos

U(x) ~ ca’l(x) quando x — oo,

entao

u(z) ~ cpr”H(x) quando v — oo,
com ~ no sentido de (1.11).

Como aplicacdo do Teorema de Karamata (Teorema 1.4), obtemos a relagao as-
sintética entre caudas regularmente variantes de distribuicoes e suas respectivas densi-

dades.

Proposicao 1.4. Seja U positiva e limitada com U € RV, e seja v uma constante
tal que v+ p < 0, entao

£dU (1)
lim 2 S—
1m = .
y=oo Yy U(y) Y+ p

1.5 Distribuicoes Estaveis

O uso de distribuicoes estaveis nao Gaussianas na modelagem de dados financeiros
foi, pioneiramente, apresentado por Mandelbrot em 1963. Constatou-se que distri-
buigoes a-estaveis com 0 < a < 2 se ajustam melhor a dados financeiros que apresen-
tam alta variabilidade do que o modelo normal, comumente usado. Em [22], observamos
que a mudanca de preco dos ativos em qualquer intervalo de tempo pode ser consi-

derada como a soma das mudancas de preco ocorridas de transacao para transacao
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durante aquele intervalo de tempo. Se as transacoes consideradas ocorrem uniforme-
mente ao longo de qualquer intervalo de tempo e se as mudangas de preco entre uma
transagao e outra podem ser consideradas independentes e identicamente distribuidas,
temos que a mudanca de prego diaria, semanal ou mensal serd a mesma. Veremos
que as distribuigoes estaveis tém esta caracteristica da estabilidade, isto é, a soma de
cépias independentes de variaveis aleatorias estaveis, feita alguma correcao de escala
e locagao, é novamente a mesma distribuicao estavel. Em suma, as distribuicoes a-

estaveis, S, (0, 5, 1) com 0 < a < 2, possuem a propriedade de divisibilidade infinita.

Veremos que as trés caracteristicas mais importantes das distribuicoes a-estaveis
sao a estabilidade ou invariancia sob a adigao, a natureza assintética Pareto das caudas
(0 < a < 2) e o fato dessas distribui¢oes serem os tunicos limites possiveis para soma

de variaveis aleatorias.

Definigao 1.7. Para 0 < a < 2, dizemos que X ~ S, (0,5, 1) € uma distribui¢ao
a-estavel com indice de estabilidade o, parametro de escala o > 0, parametro de assi-

metria |5| < 1 e parametro de locag¢io p € R, se para qualquer n > 2 temos que
X1+ Xo+ oo+ X Z0MX + p(n — n®),

sea#1, e
208nInn

X1+X2+...+XninX+T,

se a =1, onde Xy, ..., X,, sao copias independentes da v.a. X. Neste caso, dizemos

que X € a-estdvel.

Note que, se f = 0 e & = 2, temos o caso Gaussiano com média p e variancia
o?. Outras distribuigoes familiares que sao estaveis: Si(o,0,0) que é a distribuigao
de Cauchy e Si/2(c,0,0), que é a distribuicao de Lévy. Outra definicdo de varidvel

a-estavel é dada pela sua funcao caracteristica.

Definicao 1.8. A v.a. X € a-estdvel se a sua fun¢io caracteristica ®x(t) € dada

por:
O (t) = exp{ity — olt|*(1 — iBsinal(t)z(t, a)) }, (1.14)
onde v € (0,2, peR,0>0, |5 <1e
tan = se a# 1
Z(t,0) = 4 —ul

se ov=1.
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Proposicao 1.5. Seja X uma v.a. com distribuicao S, (o, 3, 11).

(i) Se 8 = p = 0. Entio a v.a. X tem distribuicio simétrica em torno do zero

(a-estdvel simétrica). Nesse caso, escrevemos SasS.

(ii) Se 0 < o < 2 entdo a distribui¢do tem cauda pesada, pois E(|X|*) < oo para
0<a <aeBE(X|") =00 parad > a.

(111) A distribuicao a-estdvel possui fungao densidade infinitamente diferencidvel.

Conforme a proposicao a seguir, as distribuicoes a-estaveis com 0 < a < 2 tém um

comportamento assintotico caudal do tipo Pareto que dependem dos parametros « e

3.

Proposicao 1.6. Seja F, = S,(0,5,1) e assuma que 0 < o < 2. Entao existem
uma funcgao lentamente variante £ e 0 < p,q <1 com p+ q =1, tais que para x — oo

Fule) =1 - Fa(a) ~ po—2

x~ % (x) (1.15)

2 —«
«Q

F,(—z) ~q x~ % (x). (1.16)

Ou alternativamente, existem constantes C,, e C! | tais que para x — o0

Fo(z)=1—F,(z) ~ Coz™®

Fo(—x) ~Cla™°,

67

com ~ no sentido de (1.11).

Teorema 1.6. Uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo a-estdvel se e somente se
X for o limite em distribuicao de somas normalizadas de v.a.’s i.i.d, ou seja, existem

v.a.’s Xq,..., X, i.1.d e sequéncias de constantes a, >0 e b, € R, tais que

Xi+...+X,—-0b,

an

Definicao 1.9. Dizemos que uma funcgao de distribuicao F' pertence ao dominio de
atra¢ao de uma distribuicao a-estavel G, se existirem sequéncias de constantes a,, € R

e b, >0, tais que

X ..+ X,) =0

Y

Qn
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d L d
onde Y = G, e Xq,..., X,, sao copias independentes de X = F'. Nesse caso, usamos a

notacio F € D(G,) (ou X € D(G,)).

A nocao de dominio de atragdo nos permite formular um novo enunciado para
o Teorema 1.6 e também explicitar o comportamento caudal das distribuicoes que

pertencem ao dominio de atragao das estaveis.

Teorema 1.7. Uma funcao de distribui¢ao possui dominio de atra¢ao nao vazio se

e somente se for uma distribuicao estdvel.

Teorema 1.8. Para 0 < a < 2, seja G, uma distribuicdo a-estdvel e assuma que
G € D(G,). Entado
G(—x) ~x~%(z) para © — oo (1.17)

G(z) ~ 2~ *(x) para x — oo, (1.18)

em que ~ estd no sentido de (1.11) e £(.) é uma funcao lentamente variante. Além
disso, se X L G entio

E|X|¥ <00 sed <a

E|X|¥ =00 se d >a.
Em particular, temos

VarX =00 se a<?2

E|X| < o0 se a>1

E|X| =00 se a < 1.

1.6 Distribuicoes Extremais

A Teoria dos Valores Extremos nos fornece uma classe importante de distribuicoes

de probabilidade, a saber, as distribuicoes assintéticas das variaveis
Xmmy = max{Xy, .., Xp} e Xy = min{X,,..., X,},

onde {Xi,..., X, } é uma amostra da distribuicdo base F'. Para o maximo, o estudo
analitico da expressao (1 — F)" nos permite concluir que existem apenas trés tipos
de distribuicoes maximais. Os estudos pioneiros deste tema pertencem ao matemaético
Mauricé Fréchet(1878 - 1973) e aos estatisticos Ronald Fischer(1890 - 1962) e Leonard
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Tippet, seguidos pelas contribuigoes devidas a Boris Gnedenko(1912 - 1995) e a conso-
lidagao tedrica por parte de Emil Gumbel(1891 - 1966) e podem ser encontrados em
[25], [27] e [30].

Definicao 1.10. Sejam Xy, ..., X, v.a.’s i.i.d com distribuicao comum F e assuma

que existam sequéncias de constantes a, > 0 e b, tais que

X, X, =0
lim P (max{ b Xnb = b x) = lim F™(anz + by) = H(z), (1.19)
n—o0 A, n—o0

onde H é uma distribuicao nao degenerada. FEntao H é chamada de distribuicao

mazximal e dizemos que F pertence ao dominio de atracao mazximal da distribuicao H
(notacio: F € Dyax(H)). Similarmente, se temos

in{Xy,...X,} — b, .
lim P <mm{ b Xnd = x) = lim {1 — [1 — F(anz + b))]"} = H(z),
n—o00 an, n—o0

entio H € chamada de distribuicao minimal e dizemos que F pertence ao dominio de
atragao minimal da distribui¢cao H (notagdo: F € Dy (H)).

Como o tratamento do minimo é simétrico ao do maximo, enunciamos os proximos

resultados apenas para as extremais maximais.

Teorema 1.9. (Tippet-Fischer) Existem apenas trés classes de distribuicoes maxi-
mais: sejam Xy, ..., X, v.a.’s i.i.d e assuma que H(z) satisfaca (1.19). Entao H(x) é
uma das sequintes distribuicoes:

Tipo Gumbel:

AMz)=e° —00 < T < 00

Tipo Fréchet:
N

Tipo Weibull:
e~ (-2) se v <0
1/)a(x):{1 se x> 0;

onde o € uma constante positiva.

O proximo teorema caracteriza o dominio de atracao maximal de Fréchet quanto
a variagao regular e essa caracterizagao nos permitird, no Capitulo 2, estabelecer a

conexao com as distribuicoes estaveis.
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Teorema 1.10. Seja @, a distribui¢cio mazimal de Fréchet e seja Dyax(Pa) seu

dominio de atra¢ao mazimal. Entio F' € Dyax(Ps) se e somente se 1 — F € RV_,,

1sto €, se e somente se a cauda a direita de ' € reqularmente variante com indice —a,

F(xt
lim 20D e o
Z—00 F(gj)

Além disso, se

max{ Xy, ..., X, } d,
Qn,

X,

onde X tem distribuicdio Fréchet

—x @ >
By (1) = e se x>0
0 se x <0,

1
podemos escolher a, = F~* (1 — —) e a, satisfaz
n

lim nF(a,x) =2~ % Vo > 0.

n—oo

(1.20)

(1.21)
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Testes de Ajuste de Bondade

2.1 Introducao

Considere a classe das distribui¢oes a-estaveis com variancia infinita {S, (0,0, 1), p €
R, ¢ >0, 0 < a < 2} e a classe das distribui¢oes extremais de Fréchet, {®,, o > 0}.
Buscamos formular testes de ajuste de bondade para avaliar a proximidade de uma dada
distribuicao F relativa a essas classes. Veremos que, para dado indice « e fazendo-se uso
da distancia de Mallows-Wasserstein, podemos avaliar esta proximidade com relacao a

familia de escala-locacao gerada por G, = S, (0,0, ) ou &, dada por:

QGQZ{G:G(x):Ga($;u>,ueR,a>0}. (2.1)

Para o caso a = 2, isto é S5(1,0,0) = Gy = ®, foi proposto em [11] um teste de
ajuste de bondade para avaliar a normalidade dos dados empiricos e a distancia-2 de
M-W foi utilizada com sucesso para derivar funcionais de processos quantis empiricos

e determinar as correspondentes distribuicoes assintéticas. A relacao fundamental
1 2
d3(F,Gy) = (inf{dy(F,G)|G € Go})* = 0% — (/ Fl(t)q>1(t)dt) (2.2)
0
permitiu a escolha da estatistica adequada,

(/01 F,jl(t)fb‘l(t)dt)Q

5’2

n

R,:=1-— (2.3)

Aqui F;! é a inversa generalizada da funcao de distribuigao empirica, ® é a fungao

de distribuicao da normal padrao, S? é a variancia amostral. A estatistica R,, mede o

desvio da normalidade e pode ser interpretada como uma medida de correlacao. Em

15
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[11], mostra-se que existe uma sequéncia de constantes {a,} tal que, assintoticamente,
nR, — a, comporta-se como

/o S (<> dt‘(/as £ ) (/ 5 dt)’ 24)
<1

onde {B(t)| 0 < t

normal padrao.

} é uma ponte Browniana e ¢ é a densidade da distribuicao

A estatistica resultante da substituigdo em (2.3) da distribuigdo Gaussiana ® por
uma distribuicao Gy € L, isto é, com segundo momento finito, foi apresentada em [12]
como um teste de correlacao com propriedades assintéticas idénticas ao do caso Gaus-
siano. De Wet, em uma discussao intitulada “Testing Weibull as a case of correlation
test”, introduziu a nocgao de distancia de M-W ponderada e mostrou a aplicabilidade
de testes de correlagao ponderados para a familia Weibull de escala (vide [17]). Em [6],
[8] e, mais recentemente, em 2009, em ([9]), onstatou-se que estes testes ponderados
poderiam ser utilizados para outras familias de distribuicao que incluiam as familias
Gamma, Lognormal e Gumbel de escala com a fungao de Wet como peso. Para estender
a aplicabilidade do teste a familia Pareto, outras escolhas de funcao peso foram ne-
cessdrias, vide [6]. Outras discussoes relacionadas a esses testes podem ser encontradas
em [32] e [34].

Os métodos propostos sao muito restritivos e seu uso nao se estende a importantes
classes de distribuicao de cauda pesada, tal como as estaveis e as demais distribuicoes
no dominio de atragao para maximos da distribuicao Fréchet. Vale ressaltar que as dis-
tribuigbes a-estaveis, S, (o, 5, 1), devido a propriedade de infinita divisibilidade, tém
um papel fundamental no estudo do comportamento assintotico de somas parciais es-
tabilizadas. Para contornar as dificuldades encontradas, proporemos o uso da distancia
de M-W entre distribuicoes ponderadas ao invés da distancia de M-W ponderada usada
por Csorgo e de Wet. O nosso Lema 2.2 exibe a equivaléncia desses procedimentos e

permite a extensao dessas estatisticas para distribuigoes estaveis e extremais de Fréchet.

A Secao 2.2 é dedicada a citagao de resultados anteriores, que motivaram a nossa
abordagem. Para as distribuicoes a-estaveis, a alternativa de se fazer uso da distancia-
a de M-W apresentou dificuldades que nao pudemos contornar, visto que ainda nao
dispomos de estudos sobre “pontes de Lévy”, correspondentes as pontes Brownianas.
Exploramos na Secao 2.3 as propriedades das distribui¢oes ponderadas e determinamos
o comportamento caudal (variagao regular) das fungdes de distribuigoes ponderadas
associadas a distribuicoes a-estaveis e extremais de Fréchet. Nosso Lema 2.1 ilustra o

efeito da funcao peso sobre o comportamento caudal da distribuicao. Apresentamos na
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Condicao 2.2 uma classe geral de fungoes peso. Para essa classe, o Lema 2.2 mostra a
conexao entre distribuicoes ponderadas e a distancia de M-W ponderada. O Lema 2.3
mostra que a rela¢ao em (2.2) pode ser obtida para distribuigoes com segundo momento
ponderado finito. Na Secao 2.4, apresentamos alguns exemplos ilustrativos dos nossos

procedimentos.

Na Secao 2.5, propomos testes de ajuste de bondade, similares a (2.3), para as
distribuicoes a-estaveis e extremais de Fréchet. Os principais resultados sao os Teore-
mas 2.3 e 2.4, que estabelecem resultados assintéticos e constituem uma extensao do
uso da metodologia apresentada na Secao 2.2. Ainda nessa se¢ao, apresentamos varios
resultados preliminares, de interesse matematico, que sao necessarios para a prova dos

teoremas, vide Lema 2.4 a Lema 2.8.

2.2 Preliminares e Motivacao

A estatistica R, definida em (2.3), foi introduzida em [11] com a finalidade de
testar F' € Gg, onde @ é a funcao de distribuicao da normal padrao e

%:{G:G(x):(l)(%),uel& a>0}.

Como medida de desvio da normalidade foi proposto o uso da distancia de Wasserstein
(equivalentemente distancia de M-W de ordem 2),

dQ(F, gq>) = 1nf{d2(F, G) G S gcp}

, , . . ) 9. - N . 2
Mostra-se que o mﬁrr;o ¢ atingido para G com média pg = pp e variancia og =

1
(/ Fl(t)CIDl(t)dt> . Nesse caso, temos
0

2

d3(F,Gs) = o — (/01 F‘l(t)tb‘l(t)dt) :

o que justifica o uso de (2.3) como a estatistica de teste. Os mesmos autores estenderam
esses resultados para a familia de escala-locagao, Gg,, gerada por um distribuicao Gg
de média zero e variancia unitaria, que enunciaremos a seguir. Para tanto considere a

seguinte condicao:

Condigao 2.1. Assuma que a f.d. F satisfaca a Condig¢ao 1.1 e que

Lol —1)
/0 T < oo (2.5)
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Além disso, assuma que as distribuicoes empiricas associadas F, satisfazem

n / 1 (F1(4) — FY(@)’dt 25 0 (2.6)

n / : (F74(t) — FH()%dt 25 0. (2.7)

Teorema 2.1. (Cuesta et al, (2000))([12]) Seja Gy uma f.d. com média zero,
variancia unitdria e fung¢ao densidade go positiva em (ag,,bac,), ag, € bg,, definidos
por (1.2). Seja F uma f.d, satisfazendo a Condi¢do 2.1, e seja R, definido por

< /O 1 Fnl(t)Gol(t)dt)Q

Si

R,=1-

Entao, se F' € Gg,, a distribuicao limite de nR,, é dada por

B(t Hdt \’ BHF(1)
dt - 2.
[ e (] o) - ([ G e
onde {B(t): 0 <t <1} € uma ponte Browniana e f ¢ a fungdo densidade de F.

Claramente, a restricao G € L, reduz a aplicacao desses testes ao caso F' versus
distribuicoes de cauda leve. Para contornar essa restri¢ao e estender essas técnicas para
distribuigoes de cauda pesada, em [16], de Wet propos o uso da seguinte fungao peso:

Definigao 2.1. Seja F' uma f.d. com densidade f(x) >0 em (ap,br), assuma que
F € duas vezes diferencidvel e que

lim 22 f'(x) = 0 = lim 2° f'(z)

clap otbp

zf'(x)
flx)

Nesse caso, definimos a func¢ao peso de de Wet associada a F como sendo wg : (0,1) —

I = /_OO L*(x) f(x)dz < oo onde L(x) = —1—

[0,00) satisfazendo

0<t<l (2.9)
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Nos trabalhos [6], [7], [8], [9], [16] e [17], a fun¢do peso wp foi usada com sucesso
para as familias Weibull, Gamma, Lognormal e Gumbel. Para a Pareto, a escolha da
fungao de de Wet nao pode ser feita, mas sao exibidas em [6] duas fungdes peso para
a familia de escala Pareto. Os casos Gamma e Lognormal sao tratados em [8], e, em
[9], sao apresentados os casos relativos as familias Gumbel, Weibull e Pareto. Em [7],

estes resultados foram estendidos para a familia escala-locagao. Nessas abordagens e
1

em [10], para w : (0,1) — [0, 00) uma fungao Borel mensurdvel com / w(t)dt = 1,
0

temos que a distancia-2 de M-W ponderada foi utilizada como a métrica para o desvio
e foram formuladas versdes ponderadas das condigoes em (2.5), (2.6) e (2.7) conforme

segue
Lol —t) y -

/0 —f2(F*1(t)) (t)dt < oo, (2.10)

n/ (F1 () — F 1) w(t)dt 2 0 (2.11)

n / 1 C(E) - FY ) w(t)dt -2 0. (2.12)

Enunciamos abaixo resultados quanto a convergéncia das estatisticas ponderadas e
recortadas associadas a R,,, adaptados a nossa necessidade e que serao utilizados adi-
ante. Para dada distribuic@o F', denotamos por jis p(w) o segundo momento ponderado
pela fungao peso w para R,

00 1

o p(w) = / 2w(F(2))dF(z) = / (F1(6))2w(t)dt. (2.13)

—0o0 0

Em relagao & distribuicdo geradora Gy, considere as estatisticas ponderadas R (w),

R (w) e RL"(w) aparada a esquerda, a direita e em ambos os lados, com os segundos
. n,l

momentos aparados ponderados por w sendo denotados respectivamente por fiy’ r(w),

uZ;}(w) e u;’éf(w). Temos:
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R (w) =1 (

7l7 7l7
paE (W) s ¢, (w)

Teorema 2.2. (Csorgo, (2002, 2003)(/6], [7])) Seja Gy uma f.d. com média zero e
assuma que temos funcao densidade gy positiva em (ag,,bg,), aa, € ba,, definidos por
(1.2). Seja F uma f.d que satisfaca a Condi¢ao 1.1 e as condi¢oes em (2.10), (2.11) e
(2.12). Entao, se F € Gg,, as estatisticas nR. (w), nR’ (w) e nRY" (w) convergem em

distribuicao para

1 LB1) 1 LB F(1) 2
fi2,r (W) /o f2(F‘1(t))w(t)dt - (,uz,p(w) /g FFE(1)) w(t)dt) ; (2.14)
onde {B(t)|0 <t < 1} € uma ponte Browniana e f € a densidade de F.

Com base nas técnicas acima, introduzimos na proxima se¢cao uma familia de fungoes
peso sem a dependéncia intrinseca que a funcao wr de de Wet tem da distribuicao F',
que ¢ justamente o elemento desconhecido. Isso permitird a extensao dos resultados de

[11] para as distribui¢oes a-estaveis e extremais de Fréchet.

2.3 Distribuicoes Ponderadas
Com o objetivo de desenvolver estatisticas analogas a

(/01 Fn—l(t)cIrl(t)dt)2

SQ

n

R,=1-

para distribuicoes a-estaveis, a alternativa de se fazer uso da distancia-a de M-W
apresentou dificuldades que nao pudemos contornar, pois temos resultados equivalentes
ao do Teorema do Limite Central para distribuigoes estéveis ([1] e [33]) que preci-
sariam ser estendidos para incluir resultados quanto a convergéncia ao movimento de
Lévy e que seriam semelhantes ao Teorema de Donsker para o movimento Brownia-
no. Além disso, seriam necessarios resultados assintoticos semelhantes aos das pontes
Brownianas.

Diferentemente dos trabalhos [6], [8] e [9], porém inspiradas neles, optamos por
trabalhar com distribuicoes ponderadas.
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Definicao 2.2. Dizemos que w : (0,1) — [0,00) € uma fung¢ao peso se w(.) > 0
1
e w(t)dt =1, isto €, w € uma fun¢ao densidade em (0,1). E dada uma fungao de

0
distribuicao F' definimos a sua distribuicao ponderada associada por

Fulz) = / " w(F)dF(y). (2.15)

—00

Considere o conjunto das distribuicoes com segundo momento ponderado finito,

Lo(w) = {F : /_OO 22w (F(2))dF(z) < oo} . (2.16)

o0

Naturalmente, se ' € Ly(w) entao F,, € Lo (espago de distribuigoes com segundo

momento finito). Além disso, para a média ponderada e a variancia ponderada temos

pr(w) = [ e (E@)F@) = [ sdFue) = o,

[e.9] —00

stw) = [ PulPe)ir@) - i) = [ PdF) - i, = o,

Mais ainda, tomando u = F(y) em (2.15) podemos provar a proposicao:

Proposicao 2.1. Seja I' € Lo(w) entdo F, € Lo,
Fy(z) =W(F(z)) e F,'(u) = F (W (u))

onde

W(v) = /0 ") du. (2.17)

Iremos considerar f.d.’s F', que possuem variancia infinita, e procurar condi¢oes
sobre a fungao peso w que assegurem que F' € Ly(w). O seguinte exemplo ilustra o

nosso procedimento.

Exemplo 2.1. Para 0 < a < 2 considere a f.d.

( (_ a

(x2) se x < —1
F(z)=<0 se —l<z>1.

1—% se x> 1.
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2
Um cdlculo direto nos mostra que / |z|dF(z) = co. No entanto, para f < 1 — —,
o

podemos definir a fungdo peso wg(.) :

1
(1—pB)2 Pu " se 0<u<

ws(u) = .

(1-83)27°1 —u)™"  se g Su<l

1
Temos que / wg(u)du =1 e portanto wg € uma fungao peso. Além disso,
0

dF(x)  a|z|!
P S (T

w(F(z)) = (1= B)|z]**Iz21).

E ¢ facil verificar que

/  Pw(F@)dF(z) = /1 " Pw(F () dF(z)

(1-— B)oz/ 2N < 0o
1

—2
desde que f < —. De onde seque que F € Ly(wg).
o

O exemplo acima mostra que, com a devida ponderacao, distribui¢oes com caudas
regularmente variantes podem ter segundo momento finito. Por outro lado, as fungoes
de variagao regular caracterizam as caudas das distribui¢bes a-estaveis (Proposicao
1.6). Assim, motivados pelo Exemplo 2.1, vamos estabelecer a seguinte condigao sobre
a funcao peso.

- 2 . .
Condicao 2.2. Para algum [ < ——, 0 < a < 2, a func¢ao peso w satisfaz,
o

(a) para distribuicoes com caudas pesadas do mesmo tipo em ambos os lados:

kou? se 0 <u<u,

w(u) = k(l—u)™ se wu,<u<l (2.18)
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onde 0 <wu, <1 ek,= =3 1-5 —;
ws U4 (1 —ue)' 8
(b) para distribuicées com cauda pesada apenas a direita:
1 se 0 <u<u
w(u) = ka(1—u)™ se wu,<u<l, (2.19)
onde 0 <u, <1 ek, =(1-p)(1—u)?;
(¢) para distribuicoes com cauda pesada apenas a esquerda:
kP se 0 <u < u,
w(u) = 1 se u, <u<l (2.20)

onde 0 <u, <1 ek, =(1-pB)ul

Observacao 2.1. Note que a nossa Condicao 2.2 ¢ muito menos restritiva do que

a proposta por de Wet (Defini¢ao 2.1), que foi definida em termos da distribui¢ao des-

conhecida F'. De fato, para F conhecida e pela prova do Lema 2.1 abaixo, poderiamos

ter simplificado a nossa condi¢cao tomando w como sendo qualquer func¢ao satisfazendo

w(F(x)) ~ |z|" paray < =3 . Naturalmente, se a distribuicio em considera¢ao possuir

o sequndo momento finito, isto €, caudas leves, a funcao peso serd a constante 1.

Lema 2.1. Seja F uma f.d. e assuma que as caudas F(x) = 1 — F(z), F(—z) €

RV_,. Considere w uma funcdao peso satisfazendo a Condicao 2.2. Entao,
(i) Fw(l‘), Fw(—l‘) S RVa(g_l).
(ZZ) FEﬁQ(w) e F, € L,.

Demonstragao. (i) Para z > 1/u,, defina

V(x) = W (é) _ /O Y (),

Da Proposicao 2.1, segue que F,,(z) = W (F(z)) e consequentemente temos

(2.21)

(2.22)
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onde v_(y) = w (;) y 2.

1
Como z > 1/u, segue da Condigao 2.2 que w —) = k2" ev_(y) € RVj_y e,
T

portanto, ja que f — 2 < —3 < —1, usando o Teorema de Karamata (Teorema 1.4)
aplicado a (2.22) temos que V_(z) € RVj_;.

Com esta informacao e aplicando em (2.21) a Proposicao 1.1 (i7) e (éi7) e a Pro-
posigao 1.2 (v), segue que F,(—x) € RVyp-1).

Para a cauda a direita de F,, aplicando-se a Proposicao 2.1 temos que

F(z)
Logo,
_ 1
Folz)=Vi| =, 2.23
@)=V (515 (2.23)
onde -
Vila) = [ ooy (2.24)
com .
vyp(y) =w | 1— —) y 2.
=u(i-]
1
Pela Condicéo 2.2, temos que w [ 1 — — | = k,2”. Este fato e o uso do Teorema de

x
Karamata em (2.24) assegura que Vi (z) € RVz_y. Aplicando-se as Proposicoes 1.1 e

1.2 em (2.23), temos F,(z) € RV,s-1).

(ii) Dos argumentos acima e do Teorema 1.5 e novamente do Teorema de Karamata
segue que para z* fixado, temos

/ *dF,(—1) < 00

*

/ 2*dF,(z) < oo.

Logo, F,, € Ly e F € Lo(w).
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O proéximo resultado visa comparar a distancia de M-W ponderada
3., (F.G) = /1(F‘1(t) — G (1) w(t)dt
0
com a correspondente distancia-2 de M-W das distribui¢oes ponderadas,
B(R G = [ (0 - G0
0
Também, para a familia de escala-locagao gerada por Gy

Ga, = {GZG(ZB):G()(%),MGR, 0>0}

comparamos as distancias

d27w(F, QGO) = inf{dlw(F, G) . G < gG’O}

dg(Fw, gcoyw) = il’lf{dg(Fw, G) G e gGoyw},

onde Gy, ¢ a distribuicao ponderada de Gy,

Gon() = / * w(Goly))dGoly).

—00

(2.25)

(2.26)

Lema 2.2. Sejam F e G distribuicoes com sequndo momento ponderado finito, isto

é, F € Ly(w) e G € Lo(w). Assuma que a fungdo peso w satisfaca a Condigdo 2.2,

entao

(1) dow(F,G) = dy(Fy,Guy);

(ii) Ga, = Gauo = Gao., onde Go,, € a distribuicao ponderada por w de Gy e

Go(z) = G(og(w)r + pe(w)) com og(w) e pe(w) sendo, respectivamente, o desvio

padrao ponderado e a média ponderada de G;
(i) dow(F,Ga) = da(Fu, Ga,,)-

Demonstragao. (7) Temos pela Proposicao 2.1

&, (F,G) = /0 (FL(t) — G1(8) 2w()dt

= ohlw) +ibw) + oRw) + ) =2 [ FIOGT Wl

1
= 0% +pd ok +pd —2 [ FHOG(t)w(t)dt
0
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BE.C = [0 -G

1
= ok 4k ok i 2 / FoI G- ()t
0

Por outro lado, para
W(v) = / w(u)du, 0 <v<1
0

e usando novamente a Proposicao 2.1 temos que

E o item (i) estd provado.

(77) Se Gy € G entao G é uma versao escalada e locada de G, e, portanto, temos

que Gg = Gg, ou equivalentemente

Go(r) = G(ox + p) (2.27)

para algum ¢ > 0 e u € R. Sem perda de generalidade, como G € Ly(w), suponha G

com fig,(w) =0 e 0g, (w) = 1. Nesse caso, teremos jug(w) = p e og(w) = o°.

Assim pela Proposigao 2.1, podemos reescrever (2.27) como:

Go(z) = G (zog(w) + pg(w)) = Glog,x + ug,, )- (2.28)

Similarmente, considere G, o € Gg,,, da mesma forma, tomando ug, , = 0e 0‘%1% 0=

1, obtemos
Guo(z) = Gylog,r + e, )- (2.29)

Considere a fungao de distribui¢do ponderada Gy, de Gy. Substituindo (2.28) em
(2.26), obteremos da defini¢ao de funcao de distribuicdo ponderada e da relacdo em
(2.29) que G, = Go, € com este argumento estd demonstrado que o gerador G,, o da
familia G¢,, € a versao ponderada Gy ,, do gerador G da familia G¢ e, portanto, temos

Gcw = GGuo = 9Go.- (2.30)



Capitulo 2. Testes de Ajuste de Bondade 27

(ii7) Por (2.30) se H € Gg,, entdao H € Gg, . Entao para algum s e o, temos

T—p T—p
o

fmw:[ dam:[”ummww%@» (2.31)

(e 9]

Por outro lado, se H € Gg, é definido por H(x) = Gy <x #), entao por (2.31)

g

T—p

fmwzﬁ“w@wwa@zﬂm.

Segue que

d>(Fu,Gc,,) = Hlegfco{dz(Fw, Hy)} = Hleggo{dz,w(F, H)}. (2.32)

A dltima igualdade segue de (i), de onde temos que da(F,, Hy) = daw(F, H), con-

cluindo a prova do item (4i7).

0

A seguir, mostraremos a validade da relagao fundamental em (2.2) para distribuicoes
com segundo momento ponderado finito. Vale ressaltar que a nossa demonstragao é

muito mais simples e direta que a apresentada em [6] para a distancia ponderada

dow(.,.).

Lema 2.3. Assuma que as hipdteses do Lema 2.2 sejam satisfeitas e seja
Go(x) = G(og(w)z + pg(w)).

Entao

= = (2.33)
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T — i

Demonstracao. Seja H(z) = Gy < . Entao H™Y(t) = oGy (t) + p para

algum g € R e 0 > 0. Seja up(w) e 0% (w) a média ponderada e variancia ponderada
de F'.

i (w) = / H ' (tyw(t)dt = / (0G5 (1) + pyw(t)dt = opcy(w) + = . (2:34)

o, 11 (w) = /0 (H'(8))2w(t)dt = /0 (0GTL(t) + p)2w(t)dt = o + 2. (2.35)

Segue de (2.34) e (2.35) que 0% (w) = 0% (w). Temos também,

Bo(FH) = oh(w)+ p(w) +o® + 2 —2 / FL () (0Ga () + wyw(t)dt,

onde

Mais ainda,

B (FH) = o%<w>+(o— / F-1<t>Gal<t>w<t>dt) T () —

_ < /0 1 Fl(t)Gol(t)w(t)dt)Q.

Consequentemente, para minimizar d3,(F, H) basta tomar j = jup(w) e

o= /1 FH )G (t)w(t)dt.

Minimizando com respeito a e a o, temos:

876 = o) - ( [ 1 F1<t>G01<t>w<t>dt)2 .

Porém, como pg,(w) = 0, temos que
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que é invariante com respeito a p e a pup(w). E assim

dw T W) 2
( JRCEROE uG<w>>F—1<t>w<t>dt)
- T (w)ol(w) ’

onde a tltima igualdade segue do fato da relacao em (2.28) ter como consequéncia que
Gyl(t) = nf{s|G(s) > oa(w)t + pe(w)}
GH(t) — pe(w)

og(w)

2.4 Exemplos Ilustrativos

Nos exemplos abaixo, apresentaremos o uso da funcao peso w da Condicao 2.2 para
diversas distribuicoes de cauda pesada. Propomos também uma adaptacao de w a ser
utilizada para distribuigoes F' com segundo momento finito (cauda leve) que satisfazem

11— B)If (F (1))
ST R(E) S

No entanto, nao vale a condicao

7 < 0. (2.36)

Lot —1t) -
/O—fQ(F—l(t))dt< : (2.37)

A condigao em (2.36), que estd incluida na Condigdo 1.1, é nada mais do que

a condi¢gdo de Von Mises para processos empiricos. E a condigdo em (2.37) impde
certa uniformidade no controle das variancias do processo limite, pois sabemos que a
distribuicao empirica F,, satisfaz

—B(t)
1)
onde {B(t) : 0 <t <1} é uma ponte Browniana e f ¢é a densidade de F. E a varidvel

B(t) L H1=1)
m possui variancia —————

FHEZN))

Veremos na proxima segao que, para a obtencao do limite assintético de R, (w), serd

Va(E M) - F7t) -5

limite

também necessario um controle mais refinado do comportamento caudal (2.6) e (2.7).
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Estas condigoes serao verificadas para a classe de distribuicoes estaveis e Fréchet, nas
provas dos Teoremas 2.3 e 2.4.

Nos Exemplos 2.5 e 2.6, discutimos o uso da funcao peso de de Wet para as distri-
bui¢oes Weibull ([6]) e Gamma ([8]) respectivamente, e apresentamos uma func¢ao peso

alternativa e mais simples.

Exemplo 2.2. Considere a distribui¢ao estdvel S1(0,0,1), isto é, a Cauchy padrao

com densidade dada por:
1

-~ zeR
(14 2?) v

g()

Temos g = 0o, no entanto, a Condi¢ao 1.1 € satisfeita, pois, ag = 00, bg = 00,

g(x) >0 em (ag,bg), g eviste e

Bt (ot RN < 25 PA o)
G0 S
= sup,cg 272G(2)G(x).
C dox — + (2) 2 d li
omo o supremo ocorre quando x 00 e g (x) = ———=, podemos aplicar a
p q g R p
regra de [’Hopital para
lim 2G(x) e lim 2G(z). (2.38)
T—00 Tr—r—00
Para o primeiro limite em (2.38) temos
A 2
tim C0 oy
T—00 T—00 71'(1 + J,‘Q)

1
x
Para o sequndo limite, usando argumentos similares obtemos que

lim zG(z) = —1.

T——00

Quanto a (2.5), fazendo-se t = G(x) temos x = G~(t), pois a distribuicio G é
estritamente crescente
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Pois, por I’Hopital temos

Q)

_ 1 2
lim (z) = lim ,g($) = lim T = 0.

Esta dificuldade pode ser contornada pela func¢ao peso

1
32t3 se 0<t< 3
w(t) =
32(1—t)®  se %§t<1
Seque que
1 - F=Y(3) 4 ~ 00 ~4
/ t(i iw(t)dt _ 32/ G (a:)G(q:)dx+32/ G(z)G*(x)dx
o 9A(GTHD)) —oo g9() F1(d) g9()
= A+ B.

Como as provas sao andlogas, mostraremos que B < oo. Pela Proposicao 1.6, existe

uma constante c tal que G(z) ~ cx™! e, portanto, G*(x) ~ c*z~*. Entdo, paray grande

/“Mg/mmw*/*w

o) 9() o

Y G(x)GY(x)d
E, portanto, B < oo, pois, / G(2)G(z)dz
ry (@)
E assim a condicao em (2.5) € satisfeita.

< oo pela Proposi¢ao 1.5, item (ii1).

Para testar F' € G onde

Sk, (w)

Nesse caso, o Teorema 2.3, que apresentaremos adiante, determina a distribuicao
assintotica de nR,(w), que serd dada por (2.48).
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Exemplo 2.3. Considere a distribuicao maximal da Fréchet. Para a > 0,

e se x>0
Cof2) = 0 se x < 0.

Nesse caso, temos ag, = 0, by, = 00 e a densidade é dada por

Ga(z) = az= @m0

atl) pogs, lim ba(7)

= 1. Assim, temos para y — 00
T—00 ax_(a+1) ’ p y

Note que temos ¢q(x) ~ az™

que
/ o (z)dz ~ / zox @,
y y
se uma das integrais for finita, e isto ocorre se 2 — (a +1) < —1 ou o > 2. F para

0 < a <2, temos o seqgundo momento infinito (cauda pesada).

Assim, como no exemplo anterior, verifica-se a Condicao 1.1. Mostraremos que,

para todo o > 0, a condi¢ao em (2.5) nao € satisfeita.

Observe que

ba(T) ar—(otl) a a’
po1S
lim (z)e = lim (z) = lim Ga(®) =1.
T—00 €T r—00 I T—00 ax*(OH’l)
Seque que

P =tdt 7 @a(@)Pa(@)de
/0 2@ (1)) ‘/o oula) D

Para a situacao de cauda pesada, 0 < a < 2, podemos usar a funcao da Condi¢ao

—2
2.2 e obter para B < —
Q

1 se  0<t<u,

w(t) = k.(1—1)7F se wu,<t<l.



Capitulo 2. Testes de Ajuste de Bondade 33

Um Cdlculo direto mostrard que temos

L ot(l—1) y -
|| iy <

E o Teorema 2.4, que apresentaremos adiante, assequrard a convergéncia em dis-

tribuicao de nR,(w) para esse caso.

Observacao 2.1. Muito embora a Condicdo 2.2 proponha func¢ao peso w para dis-
tribuicoes de cauda pesada, podemos formular o equivalente para distribui¢coes com
seqgundo momento finito (cauda leve), conforme veremos nos Exemplos 2.4, 2.5 e 2.6.
Para tanto, basta tomar f < —1 na Condi¢ao 2.2.

Exemplo 2.4. Considere no Fxemplo 2.3 a situacao de cauda leve, ®, € Ly com
a > 2. Vimos que a condi¢io em (2.5) ndo € satisfeita. Definindo a func¢ao peso de

acordo com a Observagao 2.1, por exemplo, seja f = —2
1 se  0<t< uy
w(t) = kol —1)? se wu,<t<l.

Seja z, = @ (u,). Temos

"l —tw(t)dt [ Dp(2) Py (z)d Dy (2)P3 (2)dx
| e - o

= A+ B.

A primeira integral € trivialmente finita pois

T x T x a+1
A< / o, (x)dx :/ x*dx .
0 Pa(T) 0 o

Para mostrar que B < oo, note que, do Evemplo 2.3, temos ¢o(x) ~ ax=@+D ¢

P, (1) ~ 2. Segue que, para y grande,

oy) oyt

$a(y) o

Consequentemente,

B v @3 (z)dx /°° 3 (z)dx Y @3 (z)dx /°° r20 gy

— < —_ — —_ — < 00,

k* Tx QSOC(:E) Yy ¢a($) T ¢a($> Yy o

3
pois —2a+ 1 < 0 jd que @ > 2 e ¢a((y)) ¢ continua. Novamente, o Teorema 2./
a\lY

determina a distribuicao limite de nR, (w) para esse caso.
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Exemplo 2.5. Considere a classe de distribuicoes Weibull dada pela densidade

glx) =ae ™ 2> r>0a>0

e a correspondente funcao de distribuicio G(z) = 1 — e ™. Temos que G € Lo,
pe=T(t+1) ect=T(2+1)— (I (2+ 1))2. Trata-se da classe das distribuigoes
minimais de Weibull. Nesse exemplo, vamos analisar o caso o = 1, isto €, a exp(1).
A Condigao 1.1 é trivialmente satisfeita (vide [12], pg 60 para detalhes) e quanto a

condi¢io em (2.5), temos

/1 t(l—t)dt /°° G(z)G(z)dx
o P(GTHY) o 9(x)

_ /000(1 )z = oo,

Usando a Observacao 2.1, podemos tomar a mesma funcdao peso w do Exemplo 2.4

e teremos para x, = G (u,)

/1 t(1 —t)w(t)dt _ /°° G(2)G3(x)dx
w GHGTHD)) . g(x)

oo
< / k.e 2 dr < 0.
T

Nesse caso, sem a verificagao das condigoes refinadas sobre as caudas, (2.6) e (2.7),

podemos determinar o limite assintdtico para a variante recortada R7 (wg) de Ry (w)

( / jil Fnl(t)Gl(t)wG(t)dt>

n,l,r

n,l,r
Ho g, (wG)Mz,G (wg)

er(wg) =1-

)
n

, (2.39)

. ! I - :
através do Teorema 2.2. Onde pyp (w) e pyd (w) sdo, respectivamente, o segundo

momento recortado ponderado da medida empirica F, e da G.

Exemplo 2.6. Considere a distribuicao Gamma
/ e vy dy .
Gla) = 2 Ta) = [ ey
0

[(«)

onde a > 0. Como pug = o4 = a temos o sequndo momento finito (cauda leve).

Novamente a condi¢ao em (2.5) ndo € satisfeita.

Em [8], faz-se o uso da fun¢ao de Wet dada pela Defini¢ao 2.1:
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1 Ly(G7Y(1))
A € N 2 1
we(t) [Pe=TE 0<t<
com - )
Ig = / L*(z)g(z)dx < 0o onde Lg(x)=—1— M,
o g(x)

desde que

lim 2%¢/(x) = 0 = lim 2?¢/(x)dz. (2.40)

zlag zTbg

Para a distribuicao Gamma, temos (ag, bg) = (0,00) e cdlculo direto mostra (2.40).

Temos Lg(x) = x—a e I = . Seque que we(t) = ﬁ. Com o uso dessa fungdo
peso, em [8], mostrou-se que, ainda assim,
V(1 — twg(t)dt
/o PAG0)
No entanto, temos
11 2
/o /o gz((Ggig)t);2f§g—1(t))wG(S)wG(t)det < 00, (2.41)

onde s At :=min{s,t} e para § € (3,1),

. 1 i (41— ) we(t)dt
am en(w) =l S5 | T m e )

n+1

= 0. (2.42)

As verificagoes de (2.41) e (2.42) podem ser encontradas em [8], paginas: 344-347. E
isso possibilitou a determinagao do limite assintdtico para a variante recortada RQZ (we)

de R,(w) onde Ri'(we) € a estatistica recortada de ambos os lados

( / * F;l(t)G—1<t>wG<t)dt>
gy e 1 — M

Rr,l (wG . n+l

n

: (2.43)

n,l,r n,l,r

Ko g, (wG)N2,G (we)

l l P .
onde iy 'y (W) e iy’ (w) sdo, respectivamente, o sequndo momento recortado ponderado
da medida empirica F,, e da G.

Alternativamente, em func¢do da Observagao 2.1, podemos tomar a funcdao peso

1
1 se O<u< 3
w(u) = (2.44)

k(1 —u)=?  se <u<l,
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onde § < —1 e k, uma constante apropriada.

Nesse caso,

/1w _ /°° G(2)G(x)w(G(x))dx
2 G-1(3) g(x)
/Oo k. (G(x))%dx

a-1(1) 9(x)

IA

pois (G(z)) P~ < 1. Segue que paray — oo, y > G~' () e também

1
2

> (G(x))*d
G
y 9(x)
pois, por integracao por partes, temos para y grande

/ e F2% dy ~y* eV (2.45)
Yy

e, consequentemente,

Nesse caso, sem a verificacao das condi¢oes refinadas sobre as caudas, (2.6) e (2.7),
podemos também concluir a convergéncia de R7Hw) através do Teorema 2.2. Vale
ressaltar que o uso de funcdao peso w, satisfazendo a Condicao 2.2 para f < —1 ao
mvés da funcao de de Wet, simplifica bastante as verificacoes das hipoteses necessdrias
a existéncia de distribuicao assintotica. Fato similar obtivemos para a Weibull no
Exemplo 2.5 quando substituimos a funcao peso de de Wet também pela funcao peso

satisfazendo a Condi¢ao 2.2 para = —2.

2.5 Testes de Ajuste de Bondade

Baseado na amostra { X7, ..., X, } da distribuigao F', estamos interessadas em testar
a hipdtese nula F' € G, onde a familia escala-locacao G é gerada ou pelas distribuicoes
estaveis G = G, = Su(0,0,1) com 0 < a < 2 ou pelas distribuigoes extremais de
Fréchet G = &, com « > 0. Por simplicidade de notacao, usaremos ®, para denotar

tanto a distribuicao maximal

e se x>0
b, = - 2.46
(@) {0 se x <0, ( )
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quanto a distribuicdo minimal, caso em que temos ®,(z) = e~ (=®"" para x < 0. Assim,

ggaz{G: G(a:):Ga<x_/M>,u’eR, a’>0}
ag

e, similarmente, Gg, .

Vimos pelo Lema 2.2 que dy(F,Gg) = da(Fy,Ga,). Mais ainda, o Lema 2.3 e

(2.33) nos levam a considerar

Ruw) = %wGe.)
(/01 Fl(t)Gol<t>w(t)dt>2
- o2 (w)
( / PG ) — pelw)wl) dt)
- EATEAT 7

onde Go(z) = G(og(w)z + pug(w)) com pg,(w) = 0 e 0, (w) = 1. Usaremos como

estatistica de teste a correspondente versao empirica

(/ 1 F,;%t)Gal(t)w(t)dt)Z

Ru(w) = 1- ) (2.47)
( | Eroeo- ua<w>>w<t>dt)
- 5% (w)oh(w) ’

onde F, é a distribui¢do empirica e S, (w) a variancia amostral ponderada,

st,0) = [ e 0wt ([ F;1<t>w<t>dt)2.

Teorema 2.3. Seja a distribui¢ao estavel G, = S,(0,0, 1) para algum 0 < o < 2
e assuma que a funcdo peso w satisfaca a Condicao 2.2. Entao, sob a hipdtese nula,
F e g, temos

nR(w) s L /OlBZ(t)w(t)dt_( 1 /OlB(t)wgt)dgﬁf (2.48)

o0&, (W) Jo GG (1) \og, (w) Jo 9a(GSH(1)

- ([ 2
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onde g, € a funcao densidade de G, e {B(t) : 0 <t < 1} € a ponte Browniana.

Teorema 2.4. Para o > 0 seja @, a distribuicao extremal de Fréchet e assuma
que a funcdao peso w satisfaca a Condigao 2.2. Entao, sob a hipdtese nula, F' € Gg,_,
temos (2.48) substituindo G, por ®, e a densidade g, pela densidade ¢, de Py.

Observacgao 2.2. (a) As demonstragoes dos teoremas acima serdo feitas por meio
de varios resultados complementares, do Lema 2.4 ao Lema 2.8. Provaremos, por exem-
plo, que as hipdteses do Teorema 1.1 estao satisfeitas, o que permitird a aprorimacao
dos processos quantis empiricos por sequéncias de pontes Brownianas. Verificaremos
também que temos o comportamento caudal em (2.6) e em (2.7) se estas integrais
forem ponderadas por w satisfazendo a Condicao 2.2 e, aplicando-se o Teorema 2.2,
concluiremos as demonstracoes dos nossos teoremas. Para o Teorema 2.3, excluimos,

nos lemas abaixo, as discussoes sobre o caso o = 2, pois € justamente o Teorema 2 de
[11].

(b) As nossas provas sugerem a possibilidade de formular um teorema mais geral
baseado no comportamento caudal das distribuicoes. Grande parte dos argumentos
utilizados diz respeito as caudas reqularmente variantes das distribuicoes estdveis e
distribuicoes no dominio de atracao de extremais do tipo Fréchet. Essa possibilidade

serd explorada em um trabalho futuro.

Lema 2.4. Assuma que w satisfaca a Condigdo 2.1.

(i) Seja F € D(G,). Entdo, 0g, (w) < oo e op(w) < oo.

(i) o3, (w) < oo.

Demonstragao. (i) Seja F' € D(G,,), entio, pelo Teorema 1.8, temos F(z) € RV_,,
e F(—z) € RV_,. Pelo Lema 2.1 (i), temos F,,(v) € RVys-1) € Fp(—2) € RVas—1).-
Como F, e F, sao funcoes positivas, limitadas e a(8 — 1) < —2, podemos utilizar a

Proposicao 1.4 com v = 2

/m T PR ()

a(l —p) Lo B=1)+

2
_ , quando x — 0.
2+ a(f—1) d



Capitulo 2. Testes de Ajuste de Bondade 39

T

Segue que / y*dF,(y) < oco. Similarmente, mostramos que / y*dF,(y) < oo

usando F,(—z). Portanto, F,, € L3 e 0%(w) < oo. Como G,, € D(G,,), temos também
og. (w) < oco.

(77) Uma das formas de argumentar que ® € RV_,, é notar que ® € Dinax(Py), pois

seguird do Teorema 1.10 (outra alternativa, a expansao de Taylor de ®,). Os mesmos

argumentos que (i) mostram que / Y2 0a(y)w(y)dy < co. Como ®,(x) = 0 para
z < 0 segue que 03_(w) < 0.

O

O préximo lema visa mostrar que as hipoteses do Teorema 1.1 estao satisfeitas.
Para tal precisamos mostrar que para algum v > 0 temos

sup 1 —OIf E )] _ ). (2.49)

S V)

Lema 2.5. Assuma que F' € Gg,, (ou F € Gg, ) entio F satisfaca a Condigao 1.1.

Demonstragao. (i) Seja F' € Gg,. Observe que para algum g € R e algum
o > 0 temos F' = S,(0,0, ). Como pela Proposigao 1.5 as distribuigoes a-estéveis sao
infinitamente diferenciaveis (vide [37] para detalhes), temos a existéncia da densidade
f e dasua derivada f’. Alem disso, f(z) > 0,Vx € R. Como consequéncia desses fatos,
resta mostrar (2.49). Como F' é continua, fazendo t = F'(z), podemos reescrever (2.49)

o F(z)(1 = F(x))|f («)]
T — r(x T
ack @) <7
Assim, basta mostrar que
‘m zf'(z) ~ lim zf'(x) _
F(x)_l i Fl) 1
z—o0 2 f () o ¢ xL—oo zf(x) T oo (2.51)

Segue da Proposicio 1.6 que F(x) € RV_, e F(—x) € RV_,. Como f e f sio
derivadas de uma distribuicao a-estavel satisfazem as condi¢oes de monotonicidade do
Teorema 1.5, segue que f € RV_(q41) € f e RV_(4+9). Como —(a+2) < —1, podemos
aplicar o Teorema de Karamata (Teorema 1.4) para f (z) e f'(—y) e temos

lim —xf/(ac) = lim —acf (z)
A AV OT

=—-a-—1
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lim xf = lim

—yf(y)
w0 f(z)  y—oo / T

Temos, entao, (2.50) provado.

= —a—1.

Similarmente, aplicando-se o Teorema de Karamata (Teorema 1.4) para f(z) e

f(—y), temos:
/ £

x—>ooxf( x—>oo _a
€
lim / - —l
e = e =

E (2.51) segue.

(ii) Seja F' € Gg,, entao, temos F(z) = P, <u) para algum g € R e algum
o

o > 0. Assumindo que ®, ¢é distribui¢do maximal, o seu suporte é dado por (ap,br) =

(1, 00). Nesse caso, basta mostrar

F(z)(1 = F(x)|f ()]

su <.
w>18 f2(x) =7
Ou, equivalentemente,
, _
a
lim f (@) < oo e lim (z) < 00
z—00 f(x) z£—00 :Bf( )

Por (2.46), temos que f(z) > 0,Vz € R e ambos f e f’ mondétonas. Os mesmos tipos
de argumentos de (i) completam a prova.

O
Como vimos na Secao 1.3, a distancia-2 de M-W entre a distribuicao empirica e a

distribuicao base pode ser expressa em termos do processo quantil empirico ajustado
pnr(t) = n(EHt) — F7Ht)) f(F(t)) e satisfaz a relagao

Lo\
M%F):(o WC@ '
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Precisamos assegurar que a distribuigao assintética de y/ndy(F,, F') seja

([ i) -

Como E{B%*(t)} = t(1 — t), uma das condigoes necessérias é a finitude da integral
ponderada em ((2.52) ou (2.5)).

Lema 2.6. Seja F € Gg,, (ou F € Go, ) € assuma que a fungao peso w satisfaca a
Condigao 2.2. Entao F possui densidade f e

Lot —1t)
/0 mw(t)dt < 00. (2.52)

Demonstragao. (i) Segue da Proposi¢ao 1.5 que F' é continua e possui densidade
continua f. Fazendo t = F(z) temos F~!(t) = z e podemos reescrever (2.52) como

Y-t [ F@l - F@(FE)
|y =/ ) iF ()

(F . P
By L. TGEI
W) |

Para u, e k, definidos na Condicao 2.2, tomamos x, = F~(u,) e temos
ko (F(x))™?  se z <,
k(F(z)™?  se x> x..

Entao para provar (2.52) é suficiente mostrar que

*

o, [7 (F@) " F(2)
A=k, /_oo @ dx < oo (2.53)

) _ [T F@)(F (@)
B =k, /g:* @) dr < oo. (2.54)

Como as provas sao andlogas, mostraremos que B < co.

(ii) Assuma que F' € G, . Pela Proposicao 1.6 e do fato da densidade f da dis-
tribuicao a-estdavel ser mondtona, temos as hipéteses do Teorema 1.5 satisfeitas, logo
além de F(z) € RV_,, temos também f € RV_ (a+1)- Segue que existem constantes C

e (Y, tais que

F(z)~Ciz™ e f(z) ~ Coz=@*Y quando z — oo.
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Assim, usando a Proposi¢ao 1.1 (i), temos (F(z))™™ € RV,_1). Pelo fato de 0 <
F(z) <1, temos para alguma constante C' que para y — 00, temos

Y F(@)(F(r) ! o
B ~ ]{Z* /x* f(x) dl’+l€*/y mdl’

A finitude de / L dx é consequéncia do Teorema 1.4, que pode ser aplicado pelo
Yy
fato de a8 +1 < —1, ja que de acordo com a Condigao 2.2, temos § < —2/a.
U F —B+1
Enquanto que a finitude de k, / (@)( 7 ((x)) )
- x
1.5 (iid).

(iii) Assuma que F' € Gg,. Com os mesmos argumentos do passo (i7) do Lema 2.4

dx é consequéncia da Proposicao

concluimos que F(x) € RV_,. Como ®, possui densidade ¢, mondtona, segue pelo
Teorema 1.5 que ¢ € RV_(q41). O restante da demonstracdo é andloga ao caso (ii).

0

O proximo lema estabelece um resultado auxiliar sobre fungoes de distribuicao com
cauda p-variantes para algum p < 0, que serd necessario para as nossas demonstragoes

adiante.

Lema 2.7. Seja F uma f.d. com F(x) <1, Yo € R. Assuma que para algum p < 0
temos F' € RV,. Defina

_ 1
an:inf{y:y>O,F(y)§ﬁ}.

Entao, ser ey sao tais que p+v <0 evy+1r <0, temos

n—oo

lim na;/ 27dF(x) = 0. (2.55)

Demonstragao. Seja V(z) = a,, © > 0. Como F é nio crescente e p < 0, temos,
pela Proposigao 1.2 (iv), V € RV_y,,. Segue da Proposicao 1.2 (v) que
lim V(n) = a, = cc. (2.56)

n—o0

Como v+ r < 0, temos
lim @)™ = 0. (2.57)

n—o0
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Por outro lado, como F' € RV, temos também, pelo Teorema 1.10, F' € Dy (P_,).

an:inf{y:y>0,F(y)§l}:F1<1—l>

n n

Como

segue da relagao (1.21) também do Teorema 1.10 que

lim nF(a,) = 1. (2.58)

n—0o0

Note que F' é positiva e limitada e temos (2.56), entdo, pela Proposiciao 1.4 segue

que
/ 2"dF (z)
. a P
lim 2% _—__F 2.59
w00 apF(ay) P+ (2:59)
pois p+v < 0.

Rescrevendo (2.55), temos

/ " R ()

an

nhjEO na, /an 2dF (z) = nhjEO nF(an)aZ‘”(ﬁLF—w.

Finalmente, de (2.57), (2.58) e (2.59) temos (2.55).

Sabemos que
1
Bu(FaF) = [ (B0 = F (0wt
0

Os resultados do lema abaixo mostram que podemos controlar o comportamento das

caudas dessa distancia. Mostraremos que

A, = n/l (E7Nt) — FY ()2 w(t)dt 20 (2.60)

3=

B, = n/"(F—l(t) — F () 2w(t)dt = 0. (2.61)

Lema 2.8. Assuma que F € Gg,, (ou F € Gg, ) e que w satisfaca a Condi¢ao 2.2.
Entao temos (2.60) e (2.61).
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Demonstracao. (i) Para F' € G, ou F' € Gy, provaremos (2.60) por meio dos
passos de (ii) a (v). Quanto a (2.61), provaremos a sua validade para F' € G¢_ através
dos passos (ii) e de (vi) a (viii). Para o caso F' € Gg,, a prova de (2.61) é bem mais

simples. Note que, para algum p € R e algum o > 0, temos F(z) = &, (x — /l).
o
Assim, por (2.46), temos ap = inf{z : F(z) > 0} = pepara 0 <t < 1/n com n

suficientemente grande, com probabilidade 1 (q.c.),

1
n

IF-') — F(#)] <6 < o0 e B, < nd® / w(t)dt.
0

Também para n grande, da Condigao 2.2 sobre a funcao peso w, temos

/n w(t)dt = k:*/n u P du
0 0

ke (1\'7
T 1-8 (E) |
Como < —2/a temos segue que

2 1-8
lim 70F (1) —0.

n—oo 1 — 3 \(n

E resulta (2.61).
(ii) Usaremos a notacao
M, = max{Xy, -, X,} e m, =min{Xy,---, X, }.
Entao temos
ENt) =

n

M,  se 1—%<t§1.

() e
n n

podemos reescrever (2.60) e (2.61) como segue

{mn S€O§t<%

Assim, para

2

A, = n/li (M, — F~'(1))

1
n

w(t)dt

_ n/l (M, — an + an — F1(8))w(t)dt

1

= Al + A2+ A3
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E para provar (2.60), é suficiente mostrar que
1
Al = n/ (M,, — a,)*w(t)dt 0 (2.62)
1—1
1
A = n/ (an — F71(t)2w(t)dt — 0 (2.63)
1—-1
1
L / (M, — an)(an — F-L () w(t)dt - 0. (2.64)
1—1
Similarmente, temos
1
B, = n / (my, — F7H) w(t)dt
01
_ n/ (Mn — by + by — F () w(t)dt
0
= B}+ B2+ B3
E para provar (2.61), é suficiente mostrar que
1
B! = n/ (M — bp)2w(t)dt 20 (2.65)
0
B = n / (b — F1 (1) 2w(®)dt 0 (2.66)
0
B — on / " (i — b (b — P10 w(B)dt - 0. (2.67)
0

(iii) Para provar (2.62), note que temos

AL = ng? (% _ 1)2 / oo w(F(2))dF (x).

Qn

Se F' € Gg,,, vimos no passo (ii) da prova do Lema 2.6 que F(z) € RV_,. Natu-
ralmente, se F' € Gp,, temos também F(z) € RV_,; e, pelo Teorema 1.10, temos que

F,®, € Dyuw(P,) € assim (—n — 1) converge para uma distribuicao nao degenerada.

an

Como F(z) < 1e F(z) € RV_, com a > 0, temos satisfeitas as hipéteses do Lema
2.7, onde tomaremos y = aff,r =2, p= —a, p+y=a(f—1) <0ey+r=af+2 <0.
Como F(z) € RV_, para alguma constante ¢ temos F(z) ~ cx~®. Pela Condigao 2.2,

temos para n grande a,, > F~'(u,) e também
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/ T w(F(2)dF(x) = / e (F(2) P dF ()

" (2.68)
~ / P dF ().

De onde segue que
nai/ w(F(z))dF (z) ~ naZ/ 2"dF(x) — 0, quando n — oo,

devido ao lema mencionado acima. E isso completa a prova de (2.62).

(iv)Para provar (2.63), note que temos
Ao = na%/ w(F(x))dF(x) — 2nan/ zw(F(x))dF (z)
+ n/ 2 w(F(x))dw.

De (2.68) obtida no passo (iii), segue que para n — 0o, obtemos

Ang ~ na%/ xo‘ﬂdF(x)+2n/ P A ()

an

- n/ P T2AF (z).

n

Pelos mesmos argumentos do passo (iii), temos satisfeitas as hipoteses do Lema 2.7
para cada um dos trés termos acima com p = —qa. Mas agora tomando no primeiro
termo v = af, r = 2, depois considerando v = aff + 1, r = 1 no segundo termo e,
por dltimo, fazendo v = af + 2, r = 0. Note que usando o fato de 8 < —2/a, temos
p+7v<0evy+r <0 para qualquer uma das escolhas de v e r feitas acima. E isso
completa a prova de (2.63).

(v) Para provar (2.64), note que temos

Ays = 2na (%—1> /:w(F(x))dF(x)

~ 2na, (% - 1) / Oo vw(F(z))dF (z).
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Note que no passo (iv) os limites para as integrais

na? /Oow(F(x))dF(a:) e nay, /00 zw(F(x))dF(z)

foram calculados. Além disso, vimos no passo (iii) que para F' € Gg, ou F € Gg,

M, . e .
temos | — — 1] convergindo para uma distribuicao nao degenerada. Assim, temos

Qn,
(2.64).
(vi) Para provar (2.65), note que temos

my

B = ni? (E _ 1)2 /boo w(F(—2))dF(—z).

Logo, os mesmos argumentos do passo (iii) sdo vélidos se substituirmos F e a,, por
F(—z) e by, respectivamente. Usando a Condigao 2.2, concluimos a prova de (2.64).

(vii) Para provar (2.66), note que
B,s = nb? /boo w(F(z))dF (x) — 2nb, /boo zw(F(z))dF(x)
+ n/bn r w(F(z))dF (z).

Logo, os mesmos argumentos do passo (iv) sdo vélidos se substituirmos F e a,, por
F(—z) e by, respectivamente. Usando a Condigao 2.2, concluimos a prova de (2.66).

(viii) Para provar (2.67), note que

My

Bus = nb? (5—1) /b:ow(F(—x))dF(—a;)

_ o (’Z—: _ 1) /boo w(F(—2))dF(—z).

E a demonstragao pode ser feita exatamente com os mesmos argumentos do passo (v)
se substituirmos F e a, por F(—x) e b,. Usando a Condi¢ao 2.2, concluimos a prova
de (2.67).

0

Demonstragao do Teorema 2.3. O Lema 2.5 mostra que temos a Condigao 1.1

satisfeita; o Lema 2.4 mostra que F' € Ly(w); o Lema 2.6 mostra que temos (2.10);
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o Lema 2.8 assegura que temos (2.11) e (2.12). Segue que temos a Condigao 2.1 ¢ o

Teorema 2.2, que completam a demonstracao.

Similarmente,

Demonstragao do Teorema 2.4. O Lema 2.5 mostra que temos a Condigao 1.1
satisfeita; o Lema 2.4 mostra que ®, € Lo(w); o Lema 2.6 mostra que temos (2.10);
o Lema 2.8 assegura que temos (2.11) e (2.12). Segue que temos a Condigao 2.1 e o

Teorema 2.2, que completam a demonstracao.



Capitulo 3

Testes de =~-Similaridade

3.1 Introducao

No Capitulo 2, apresentamos estatisticas para testar F' € Gg e, para incluir as
distribuicoes estaveis e as extremais de Fréchet, introduzimos uma funcao peso w na
métrica de M-W. Neste capitulo, o nosso interesse ¢é testar a similaridade entre duas
distribuigoes F' e G, que possuem cauda(s) pesada(s). Uma das métricas intuitivas

para avaliar a similaridade é a da variacao total

dTV(PFa PG) = Ssup ‘PF(B) - PG(B)”
BeB(R)

onde Pr e Pg sao, respectivamente, as medidas de probabilidade na reta associadas
as distribuigoes F' e G. Na busca de similaridade, podemos utilizar procedimentos e

testes que possam avaliar para dado 0 < e < 1, a condicao
dry(Pr, Pg) <.

A nossa abordagem tem como base os trabalhos [12], [14], [15] e [19], em que, moti-
vadas por aplicacoes em que nao eram necessarias que as distribuigoes a serem avaliadas
coincidissem, foram propostas versoes robustas para os testes de ajuste/correlacao tra-
tados no Capitulo 2. Para tanto, varios conceitos de similaridade e ajustes parciais de
medidas de probabilidade foram introduzidos para possibilitar testar hipdoteses do tipo

Hy:7(F,G)>0>0 vs Hy:7,(F,G) <,
onde 0 <y < 1 e, para ho(.) convenientemente escolhido,

1
2

™ (F.G) = (/OI(F‘l(t) — G_l(t))2h0(t)dt)

49
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Em [14], sob condigoes que incluem o quarto momento finito, foi obtida no Teorema
2.2 a distribuigao assintética de /n(7,(F,, G) — 7,(F, G)).

A hipédtese do quarto momento finito inviabiliza o uso de 7,(F,,G) para distri-
buicoes a-estaveis, pois se X 4 S (0, B, 1), temos E|X|* = oo para todo o/ > a.
Neste capitulo, temos como objetivo obter um resultado similar ao Teorema 2.2 de
[14] que inclua as distribuigbes a-estaveis de cauda pesada e extremais de Fréchet. Na
Secao 3.2, apresentaremos varios conceitos e resultados relacionados a similaridade de
distribuicoes que motivaram a escolha do teste que vai desempenhar o papel da es-
tatistica Hy : 7,(F,G) > 6 >0 vs H;:7,(F,G) <6, para distribuicoes com caudas

regularmente variantes.

Veremos na Segao 3.3 que a distribuigao ponderada F,, ¢ uma distribuigao ajustada
de F' e que w, apropriadamente escolhida, podera desempenhar o papel da funcao de
ajuste. Esse fato e o nosso Lema 2.1 indicam que a estatistica da,,(F, Gg) dos testes de
ajuste/correlagao, obtida para as estéveis e extremais no Capitulo 2, é nada mais que
uma distancia entre distribuicoes ajustadas. Ainda nesta secao, apresentaremos a classe

adequada de fungoes peso w, Condigao 3.2, que garantira a distribuigao assintotica de

ﬁ(dQ,w(Fm G) - dQ,w(Fv G))

Mais precisamente, mostraremos no Teorema 3.2 que para distribuicoes com caudas

regularmente variantes e pesadas temos

w(t)dt.

Vi, G) = dyu(F, G)) —% 2 /0 B“)(f; ( Igt_)l(—t)? (1))

Podemos utilizar essa convergéncia acima na construcao de testes para distribuicoes
de caudas regularmente variantes e pesadas, sob a hipétese nula dy,,(F,G) > ¢ vs
dow(F,G) < e, para os quais usaremos a terminologia testes de e-similaridade, 0 < € <
1.

3.2 Motivacao

A melhor maneira de tornar um modelo robusto é o ajuste. Procedimentos de
ajuste sao de uso frequente na estatistica robusta como um caminho para diminuir a
influéncia de dados contaminados nas inferéncias. A maneira usual de ajustar amos-
tras é de forma simétrica e restrita aos dados pertencentes as caudas. Pressupoe-se,
como condi¢ao implicita, que no ajuste simétrico a contaminagao seja somente por
“outliers” (observagoes nao despreziveis de uma varidvel aleatéria, com valores bas-

tante distantes da média). Esse pressuposto levou a introdugao de versoes de ajuste de
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dados dependentes que permitem sanar algumas limitagoes de versoes anteriores que
simplesmente removem observacoes extremas nas caudas. Véarias alternativas ao ajuste
simétrico tém sido propostas na literatura estatistica, dentre elas, o ajuste imparcial. A
consequéncia do uso do método do ajuste imparcial (ajuste dirigido dos dados) no lugar
de procedimentos de ajuste cldssicos ¢ maximizar a similaridade entre as distribuicoes
retirando os dados que mais contribuem para a dissimilaridade estando nas caudas ou
nao. Por um ponto de vista descritivo, o ajuste imparcial é uma ferramenta interes-
sante para a comparacao de dados amostrais, pois além da robustez que tal ajuste da
ao modelo, ele permite uma analise descritiva pela determinacao dos subconjuntos dos
dados que melhoram o modelo. Reside nisso a razao pelo qual o ajuste imparcial ¢é
preterido em detrimento de outros modelos de ajuste classicos.

Ao remover ou diminuir, até um certo grau, a importancia de alguns dados ao
assinalar pesos a uma probabilidade original P, obtemos novas distribui¢oes chama-
das medidas ajustadas de P ou vy-ajustes de P. Como exemplo, veremos quais sao as
medidas ajustadas da medida empirica em duas situacoes, no caso em que dados sao re-
movidos e no caso em que se muda o peso atribuido aos dados. Esse exemplo servira de
motivagao para a definicao formal de medidas ajustadas. Suponha que seja necessario
retirar k dentre os dados {zy,...,z,} de uma amostra para eliminar a contaminagao.
Quando é atribuido peso zero aos pontos que mais contribuem para a dissimilaridade

e é feita a redistribuicao de massa aos restantes, uma nova distribuicao para os dados
n

que permanecem na amostra € obtida e, nesse caso, a medida empirica E Oz, /1m0 €
i=1
n

substituida pela sua medida ajustada Z
i=1

, onde b; = 0, para as observagoes no

bi
conjunto dos k£ dados retirados, e — = k para as observacoes remanescentes. Note
n

n J—
que quando a fragado de dados a ser retirada da amostra é limitada por 0 < v < 1,
surgem limitantes tanto para o nimero de dados que podem ser retirados como para
os pesos que podem ser atribuidos aos dados remanescentes, pois os k£ dados retirados

da amostra correspondem a uma fracao x < ~. Logo, temos que k& < n~, e , portanto,
1 1 ;

< .
n—k = n(l—7)

. s . . ’ (2
Se ao invés de retirar dados for atribuido um peso — para cada
n

um dos n dados, onde b; + ... + b, = n, a medida empirica Z dz,/n serd substituida

=1
apos o ajuste por
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Zbiémia Oﬁbiﬁi-
— n 1—7

A distribuicao resultante do ajuste na medida empirica motiva os varios conceitos,
introduzidos em [14] e em [15], de y-ajuste de uma medida de probabilidade P. Suma-

rizamos alguns desses conceitos e resultados que estabelecem as varias equivaléncias.

Definigao 3.1. (a) Seja P uma medida de probabilidade e seja 0 <y < 1. Dizemos

que uma medida de probabilidade P* ¢ uma y-ajuste de P se P* € absolutamente continua
dpP* 1
< —.

com relagao a P(P* < P*) e a derivada Radon-Nikodym satisfaz P =7
-7

(b) Dizemos que duas medidas de probabilidade Py e Py sobre o mesmo espago

amostral sdo vy-similares se existirem medidas de probabilidade Py, Py, ]P/Q, tais que
]P)l = (1 —61)P0+€1Pl1
]P)Q = (1 —52)P0+€1P/2,

onde 0 <¢g; <y<l1l,i=1,2.

O teorema abaixo apresenta a relacao entre os conceitos acima e a norma da variagao

total. Seja 77(P) o conjunto das y-ajustes de uma medida P, isto é, para 0 < v < 1

dp* 1
T(P) = P* . P* < —0. :
T7(P) {IP’ eP:P"<Pe i _1_7} (3.1)

Teorema 3.1. (Cuesta et al (2009)([15]) Seja 0 <y < 1 e sejam Py e Py medidas

de probabilidade. Entao sao equivalentes:
(i) Py e Py sao ~y-similares;
(ii) T (P1) N T7(Py) # 0;

(ZZZ) dT\/(Pl,PQ) = Ssup |IP>1(B) — PQ(B)| S -
BeB(R)

Mais ainda, se Py € Lo e Py € Lo, entdo, (i) e (i) sao equivalentes a
do(T7(P1), T7(P2)) = 0,

onde dy € a distancia M-W de ordem 2 e Ly € 0 espago definido em (1.5).
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Note que a equivaléncia entre os itens (i) e (iii) do teorema acima nos diz que
dry (P, Py) é a menor fragao a ser retirada da amostra para obter similaridade entre
as distribuigoes.

As versoes robustas propostas em [14] para os testes de correlagao de [12] foram
utilizadas em testes de bioequivaléncia e apresentaram melhores resultados do que os ja
obtidos em [19]. Nesse trabalho, os autores propuseram uma medida de dissimilaridade
entre medidas de probabilidade P e Q € L5, baseada na menor distancia entre suas

medidas ajustadas

P,Q) = inf do(P*, Q"
R e

onde dy é a distancia-2 de M-W e v € [0,1) é o nivel mdximo de ajuste.

Para o problema de duas amostras, dada uma medida de probabilidade P desco-
nhecida e uma medida de probabilidade @Q conhecida, assuma Xi,..., X, i.i.d’s P, o
interesse em [14] é o seguinte teste que assume dissimilaridade sob a hipdtese nula

Hy:7,(P,Q) > 6 versus H; : 7,(P,Q) <9,

onde 0 > 0. Para tal, o comportamento assintético da variavel v/n(7,(P,, Q) —7, (P, Q))
foi determinado sob a hipdtese da existéncia do quarto momento no Teorema 2.2 do
referido artigo. E isso inviabiliza o uso dessa medida de dissimilaridade para distri-
buicoes de cauda pesada. Na préxima secao veremos o uso alternativo da distancia de
M-W para testar e-similaridade entre distribuicoes de cauda pesada.

3.3 &-Similaridade para Cauda Pesada

Note que se w for uma funcao peso satisfazendo w(t) < 1 , entao a distribuicao

ponderada
Fu() = [ w(F)aPw)
¢ nada mais que a distribuicao associada a e-ajuste da probabilidade associada a dis-

tribuigao F'. Mais especificamente, se P, é a probabilidade associada a F,,, entao

dP* 1
P “(Pp)=<P": P"< P <

onde Pr ¢ a probabilidade associada a F' e T¢(Pp) é definido por (3.1).

As discussoes da segdo anterior e o fato de dy(F,G) = do(Fiy, Gy), garantido

pelo Lema 2.1, justificam a importancia de se analisar o comportamento assintotico da
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sequéncia \/n(da.w(Fn, G) — daw(F, G)) para testes de e-similaridade.

Condicao 3.1. Seja F' uma distribuicao com densidade estritamente positiva e
continua no seu suporte (ap,bp). Assuma que, para 1 < a < 2, as caudas de F' sao

reqularmente variantes satisfazendo uma das condigoes:
(a) F(x) € RV_, e F(—x) € RV_,;
(b) F(x) € RV_, e F(—x) € lentamente variante;
(c) F(x) € lentamente variante e F(—x) € RV_,.

Motivadas pelo Teorema 3.1, propomos uma classe de fungoes peso que, além de
1

controlar as caudas pesadas, satisfazem w(-) < ] .
—€

2
Condicao 3.2. Seja f < —— — 1. Dado 0 < ¢ < 1, assuma que a fun¢dao peso
Q

w satisfaca uma das condi¢oes abaizo, onde k,, k, k}, u., u; e ul sdo constantes e

escolhidas de tal forma a assequrar w(t) < )
—¢

(a) Para distribui¢oes com caudas pesadas do mesmo tipo em ambos os lados:

kru=" se  0<u<wu,
- +
w(u) = k. se  up <u<u (3.2)
Er(l—w)™  se uf <u<l,
onde 0 < u, <uf <1;
(b) Para distribui¢oes com cauda pesada apenas a direita:
k. se 0 <u<u,
w(u) = Er(l—w)™? se w, <u<l, (3-3)
onde 0 < uy, < 1;
(c¢) Para distribuicées com cauda pesada apenas a esquerda:
kru=" se 0 <u<u,
w(u) = kr se  uy, <u<l, (34)

onde 0 < u, < 1.
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Observacgao 3.1. Esta nova restri¢ao sobre 5 na Condigao 3.2 em relagao a Condi¢cao
2.2 se deve ao Lema 3.3.

Exemplo 3.1. Considere a distribuicao a-estavel com 0 < a < 2 e f < = 1.
o

Dado 0 < e <1, para m € N, tome

*

1 1
u, = —, uf =1—— ek, =k =m™7".
m m

Com estas escolhas, teremos uma funcao peso w satisfazendo a Condi¢ao 3.2. Como
para as distribuicoes a-estdveis, ambas as caudas sao reqularmente variantes, w satisfaz

(3.2). Note que

Uy 1 L
* m 2 1
/ w(t)dt + / w(t)dt = 2/ m PP dt = T (3.5)
0 U 0

¥ —fm
1 .
Defina k, =1 — ——— entao
—Bm
2 1

Eouf —u)=1— ———. 3.6

(uy — ) —Gm (3.6)
Como —— L 1 0<1——2 L1 1 De(35) ¢ (3.6), conclui
Omol—ﬁm msegue que —m . De (3.5) e (3.6), concluimos que

1
1
/ w(t)dt = 1. Podemos verificar que w(u) < % Se 0 < u < u, temos
0 —€

1\’ 1
wu) =k;u? <k [ — =1< .
m 1—¢
1
Por argumentos similares, para u} < u <1 temos w(u) < T E para u; <u<uf
—€
note que
2 1 1
=k, =1—-——<1< .
w(u) 1—F8m T 1-c

O Teorema 3.2 propoe para distribui¢oes com caudas regularmente variantes um
resultado similar ao Teorema 2.2 de [14] vélido para distribuigoes com quarto momento
finito que foi mencionado na Segao 3.2. A convergéncia em (3.7) constitui um resultado
auxiliar para testes de e-similaridade que envolvem distribuicoes de cauda pesada.

Teorema 3.2. Sejam F' e G funcoes de distribuicao com caudas do mesmo tipo em
que ambas satisfazem a Condicao 3.1 para indices de variagao reqular o e vy, respecti-
vamente. Considere ainda que G™'(F)f € RV, para algum p < —1. Dado 0 < e < 1,
assuma que w satisfaca a Condicao 3.2. Entado,

d PB()(FN () — GTH)w(t)dt
Vitdau(Fy,G) = dau(F.G) 2 [ I ,
em que f € a densidade de F e {B(t) : 0 <t <1} € a ponte Browniana.

(3.7)
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A demonstragao do teorema acima sera feita por meio de varios resultados auxilia-
res, alguns obtidos no Capitulo 2 (Lema 2.4 ao Lema 2.8), e os demais apresentaremos
adiante. Os lemas abaixo tém carater um pouco mais geral, mas incluem os casos de
G ser uma distribuicao a-estavel de cauda pesada, bem com as extremais de Fréchet
com 0 < a < 2. Vale ressaltar que as distribuicoes estaveis e as extremais de Fréchet
satisfazem as hipéteses do teorema acima referido, ja que tal teorema decorre dos lemas

mencionados.

Observacao 3.2. O Lema 3.1 ¢ vdlido para funcoes de distribuicao com caudas
reqularmente variantes de indice 0 < o« < 2, pois é corolario da Prova do Lema 2.8.
No entanto, optamos por enuncid-lo conforme o sequinte: 1 < o < 2. Isso se justifica
porque esse lema tem como func¢ao subsidiar a prova do Teorema 3.2, para o qual essa

restricao, sobre o expoente de variagao reqular, é necessaria.

Lema 3.1. Seja F,, a distribuicio empirica de F em que F satisfaz a Condicdo
3.1. Dado 0 < e < 1, assuma que a funcao peso w satisfaca a Condicdo 3.2, entao

(i)
\/_/ w(t)dt 0 ef/ 2w(t)dt -2 0.

(i)
lim v/ / (PP =0 ¢ lim Vi [ <F-1<t>>2w<t>dt=o,

(iii)

i 11 F WP Owt)dt -0 e vn / * Bl P )t 2> 0

Demonstragao.

A prova do Lema 3.1 para o caso em que a func¢do peso w é definida por (3.2) é
andloga a prova feita para o Lema 2.8 no caso em que F € G, = S,(0,0, ). Mas
se ao invés de considerarmos escolhas de u}, u,, k, k. e kI como no exemplo 3.2,
assumimos que w é definida por (3.3), a prova do Lema 3.1 é andloga a feita para o
Lema 2.8 no caso em que F' € Gg,,. Além disso, os mesmos argumentos aplicados para
a Fréchet no Lema 2.8 podem ser aplicados quando a cauda regularmente variante é a
esquerda.

Entao, utilizando-se dos mesmos argumentos do Lema 2.8, com a devida modi-

ficacao na funcao peso w, a conclusao da prova é imediata.
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Lema 3.2. Sob as hipdteses do Teorema 3.2 temos

/1 \/M(F*l(t) — Gil(t))w(t)dt < 0. (3.8)

FEZHD))

Demonstragao.
Caso 1): suponha que w satisfaga (3.2) na Condigao 3.2.

Para provar (3.8) para o caso 1 é suficiente mostrar que

/1 Vil —t)F~t
A0 )

/1 Vil —t)G™?
—1(1))

Para obter (3.9), basta repetir os passos da prova do Lema 2.6 que a demonstragao

(t)w(t)dt < 0. (3.9)

t)w(t)dt < 00. (3.10)

¢ analoga.

Considere z]7 = F~'(u}), uf definido na Condigao 3.2. Para obter (3.10), basta

verificar que

L/t —)G7(1) e OO*:U R Pl - F e < o
[ etayie = vt [ () PG (P -
3.11

Vil =Gt
f(F (t))

variacao regular da cauda F', como F' ¢ limitada, concluimos que é suficiente mostrar

pois a prova de que / (t)dt < 00 € analoga. Desse fato e da

que para y suficientemente grande

kr /00 2\ F ()G~ (F(z))dz < oo, (3.12)

pois a finitude da integral k; / B\ F(z)G! ))dz é garantida pela conti-
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nuidade de F,G e f.

Para obter (3.12), note que da integracao por partes obtemos

o _ F(2)G L (F(z))zef |
| e Pae Fapds = Y5 ( )fﬁa(—f (1))) ‘

t/%aﬁwﬂf@»G—%F@»im
v 2/F@)aB+1)

g G ol L VA
, @B+ Dg(G @)™

Segue da Proposicao 1.1 que /F(z) ¢ RV_a. Desse fato e das hipoteses de
“Y(F)f € RV, e F € RV_,, obtemos
p(l’) -1 xa6+1 a
G Y EF ~ pPraB+2+
G P D) T o

e, portanto, como p + af + 2+ § < 0, temos que

lim F(2)GY(F(x))z8+!
T—00 (a4 1)

=0. (3.13)

Recorrendo novamente aos comportamento assintoticos polinomiais conhecidos, se-

gue do fato de G™'(F)f € RV,, F € RV_, e \/F(x) € RV_s, que

G (F(x)) f(x)a0t! ~ PB4
2(af + 1)/ F(z)

, T — 00,

onde p+af + 1+ % < —1. Logo, segue do Teorema de Karamata (Teorema 1.4), que

< 27 f (2)GH(F ()
/y > F @) ah 1 1) dr < 0. (3.14)

Do Teorema 1.4, temos que
g G (F(@))GH(F(2) ~ GG (F(x))) = F(x).
Desse fato e das hipéteses G™1(F)f € RV, e F € RV_,, temos

v (@) G (F(x)yF(x) ez f(a)GTH(F(x))
(f + g1 (G~ (F ()G (F(2)) (aB +1)\/F(z)

~Y I‘aﬁ+p+%’
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onde aff +p+ 5 < —2.
Entao pelo Teorema de Karamata (Teorema 1.4), concluimos que

00 xaﬁ'i'lf(gj) F(QT) - ~
/y (af + 1)9_1(G(F(:p)))d < oo (3.15)

De (3.13), (3.14) e (3.15), obtemos (3.12). Isso completa a prova de (3.10) para o caso

1. As demonstragoes para os demais casos seguem de argumentos similares.

Lema 3.3. Sob as hipdteses do Teorema 3.2, temos

(i)

n—00 Nn—00

lim \/H/Iil F )G Hw(t)dt =0 , lim v/n Oi F ()G (t)w(t)dt = 0,

(i)
\/ﬁ/1 F YOG M Hw(t)dt =50 e \/ﬁ/" E NG (Hw(t)dt 2 0.

n
1
n

Demonstragao. (i)
Caso 1): suponha que w satisfaga (3.2) na Condigao 3.2.

’

E suficiente mostrar que

n—o0

lim \/ﬁ/ll1 F )G (#)w(t)dt = 0, (3.16)

(t)G~(t)w(t)dt = 0 pode ser feita de maneira

oo

pois a verificacao de que lim /n / t
n—

0
analoga. Vimos na prova do Lema 2.7 que

_ 1 1
an,F:inf{y:y>0,F(y)g—}:F_l(l——)
n n
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E que temos lim,,_, @y, r = 00 € lim,,_,o @, ¢ = 00.

Sejam k" e uf definidos na Condigao 3.2. Para obter (3.16), note que temos para

n grande a, r > F~!(u}) e também

lim \/ﬁ/l_1 F')G ' tw(t)dt = \/ﬁ/oo vG Y F(2))w(F(x))f(z)dx

n—oo

~ kva [ " (P @)U (),

onde

_ / TG (P f(y)dy. (3.17)

Como F € RV_,, para alguma constante ¢ temos F'(z) ~ cx~®. Entao

kryv/n / NPdU(x) ~ kfyn /ajFx“B“dU(:v)

/ P U (z)

= kf\/nU(a,r qoP 2o r
\/_ ( n, ) n,F a/zé’ﬁ}j-lU(an7F)

Por hipétese, G™1(F)f € RV, com p < —1, segue do Teorema de Karamata (Te-
orema 1.4) que U € RV, e que U ¢ limitada, assim, as hipéteses da Proposi¢ao 1.4

estao satisfeitas, pois temos também a5 + 1 + p < 0. Desse modo temos

/ 2P AU ()
an, F o —p

lim = . 3.18
n—o0 agﬁ_lU(an,F) Ofﬁ + 1+ 1% ( )
Ademais, note que fazendo = = a, r em (3.17) obtemos
Ulanr) :/ 2dG(2),
an,.G
e, portanto,

/ P dU ()
lim k:+ U U af+1van,F — k+ (—> lim ZdG aﬁ-H
oo \/_ ( ) nF agﬁ;ﬁ—lU(an’F) 06,8 + 1+ p ) n—oo \/_ - ( )

/ 2dG(z)
= ¢, lim vnG(ang)a BHan,Ga"’G—

n—00 an,GG(an,G) ,
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onde ¢, = k, (——p) Como —y + 1 < 0, usando a Proposicao 1.4 segue que

aB+p+1
/ 2dG(z)
lim —2mC S

n—00 an,GG(an,G) - - + ]-

- 1
E para completar a prova, note que \/nG(a, g) = T Além disso, vimos na prova
n

do Lema 2.7 que a, € RV1 e a, s € RV1, consequentemente, temos que
a v

af+1 _
an, .G o

lim =0,

n—+00 \/ﬁ
. 1 1 1 ., —2 .
pois B+—+——§ <0,jAque f < ——1el<a,v<2. E(3.16) estd provado para
v« o
o caso 1. Para os demais casos, a prova do item (i) é anéloga.
(i)
Caso 1): suponha que w satisfaca (3.2) na Condigao 3.2.
max{ Xy, ..., X,,}

Qn,F

Seja {X1, ..., X,,} uma amostra de F'. Note que F' € D,,,.(®,), logo

tem distribuicao limite nao degenerada pelo Teorema 1.10. Além disto,

n

1

FHt) = max{X,,..., X}, paral — — <t < 1.
n

E, portanto, teremos que

lim \/ﬁ/l1 F7'G (w(t)dt = vnmax{ Xy, ..., X,,} /OO G HF(x))w(F(z))f(z)dx.

n—oo

A continuacao da prova pode ser omitida. Isto se justifica, pois a demonstracao é,
essencialmente, similar a do item (i) feita para o caso 1. A demonstragao dos demais

casos segue ideias similares. O

Dispomos de todos os resultados auxiliares necesséarios a prova do Teorema 3.2,
entao, daremos continuidade com a prova do teorema.

Demonstracao do Teorema 3.2. Note que temos

\/ﬁ(dQ,w(Fna G) - d2,w(F7 G)) =
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- An,l + An,2 + An,3 + An,4 + An,S + An,6'

Pelo Lema 3.1, A,,; Ly0e Ano 25 0. Usando o Lema 3.3 e novamente o Lema
3.1, temos que A, 3 2506 Apa -5 0. Consequentemente, temos

lim \/ﬁ(dgyw(Fn, G) _ d2,w(Fa G)) =

n—oo

f’nF u(®) e - GT®)
\/_/ V) n=oo f1 FFE1(1) (t)dt,

em que p,p(t) = /n(EH () = F7H(E) f(F7H(T).

O Teorema 1.1 nos garante a existéncia de uma sequéncia de pontes Brownianas
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{B,(t)},, tal que

O(logn), se v =0;

Lopci—1 (t(1—1)) N O(1), se 0 <v <1

Segue que

S1(ds(Fr, G) — do oo (F, G)) = % / —x (,on,F(;)z(— B, (t)*w(t)

F(0)

v / dt

v 2 ;n B <><p}§(<2 1(37;( Dult) ,

Lo / (pnr(t) - “}135(5;; G ()w() ,
L / B.(t)(F fg ;_15)1( Dul) ,

= Dn,l + Dn,2 + Dn,3 + Dn,4 + Dn,5-

1
Tomando-se v = 5 1o Teorema 1.1, obtemos

(1 - Huw(t)

Do P10

L1 — tw(t)

Provamos no Lema 2.6 que Wdt < o0 e isso completa a prova de que o
0

lim D, ; = 0. Por argumentos similares, temos que o hm D, » = 0. Novamente do
n—oo

1
Teorema 1.1 para v = 2 obtemos que o lim D, 3 = 0 pelo Lema 2.6.
n—oo
Pelo Lema 3.2, temos que

/ VUL = O(F1t) — G7Y(1)
( ()

w(t)dt < 0o.

)
1
Desse fato e do Teorema 1.1 para v € (0, 2), temos que

Dy < —2 /1_” (=) (F ) =G O) oy 0,

ni v J1 fFZH(D))

0 que completa a prova.
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O

Conseguimos concluir, dessa forma, os objetivos propostos nesta tese. Apresenta-
mos testes de similaridade para as distribuicoes estaveis. Esses testes de correlacao para
estaveis obtidos estendem o uso da metodologia de testes de correlagao na distancia
Mallows-Wasserstein para distribuig¢oes continuas regularmente variantes com cauda
pesada. O nosso Teorema 2.3 surgiu da necessidade de obter uma versao do Teorema
2.1, apresentado em [11] para a distribuigdo gaussiana, que fosse valido para essas dis-
tribuicoes. Ja o nosso Teorema 3.2, por sua vez, foi a alternativa encontrada para obter
um resultado andlogo ao que foi apresentado em [14] no Teorema 2.2, que possui uma

exigéncia muito forte sobre os momentos.
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