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Resumo

Sistemas complexos sob regime difusivo anoémalo podem ser descritos por distribuicoes
truncadas de Lévy. Problemas de inferéncia estatistica nesse ambiente nao gaussiano po-
dem ser abordados via transformadas de Fourier, como as fun¢oes caracteristicas. Este
trabalho apresenta uma expansao alternativa da funcao caracteristica que se mostrou ttil
para a estimacao por maxima verossimilhanca dos parametros das distribuicoes sob a hi-
potese de estabilidade. Para ilustrar, consideramos as séries temporais do indice da Bolsa
de Valores de Sao Paulo, do indice Dow Jones Industrial Average da Bolsa de Valores de
Nova Iorque (NYSE) — contemplando o evento denominado flash crash ocorrido em 6 de
maio de 2010 —, das taxas de cambio das principais moedas frente ao délar norte ameri-
cano, e dos precos de algumas acoes negociadas na NYSE que sofreram mini-flash crashes
em 2011. Em geral, esses dados podem ser modelados por distribui¢oes truncadas, e a
lentidao da convergéncia desses processos para a gaussiana se explica pela dependéncia
serial de curto e de longo alcance. Observamos também que a fungdo caracteristica em-
pirica sofre truncamento devido & finitude da amostra, havendo quebra de scaling sempre
no mesmo patamar, independentemente da forma da distribuicao dos dados. Finalmente,
introduzimos um novo método assintético que permite testar a hipotese de independéncia
entre dois conjuntos de dados. Nosso teste é do tipo Cramér-von Mises, em que o processo
empirico é obtido com base na divergéncia de Kullback-Leibler, e se mostrou estatistica-

mente poderoso para detectar dependéncia nao linear fora do ambiente gaussiano.
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Abstract

Complex systems under anomalous diffusive regime can be approximately described by
truncated Lévy flights. Many difficult statistical issues in this non-Gaussian environment
can be amenable to solution by the Fourier transform methods, as the characteristic func-
tions. In this work, we put forward an alternative expansion of the characteristic function
which proved useful for the maximum likelihood estimation of the parameters under the
stability hypothesis. Our approach is exemplified with the Sao Paulo Stock Exchange
index time series, the high-frequency data from the Dow Jones Industrial Average index
— which encompass the recent episode known as the flash crash of May 6, 2010 —, the
foreign exchange rate data, and the high-frequency data from stocks listed on the NYSE
that recently experienced so-called mini-flash crashes. We confirm that the sluggish con-
vergence of the truncated Lévy flights to a Gaussian can be explained by the presence
of short range and long range serial dependence in these data. We also investigated the
truncation phenomenon of the empirical characteristic function (ECF) due to the sample
finitude. Regardless of the distribution shape, the ECF scaling breaks down always at
the same level, depending only on the sample size. Finally, we devise a novel asymptotic
statistical test to assess independence in bivariate data set. Our approach is based on
the Cramér-von Mises test, and proved able to detect nonlinear dependence even if the

environment is non-Gaussian.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

Um sistema econoémico pode ser considerado como um sistema complexo aberto, em que
hé intmeras formas de interagio entre seus componentes [17, 114|. A dindmica que rege
esse sistema ainda nao é completamente conhecida, o que atrai muitos pesquisadores
para o desafio de desvenda-la aos poucos mediante estudos empiricos. Em financas, as
regularidades estatisticas observadas empiricamente em séries temporais de retornos fi-
nanceiros denominam-se fatos estilizados |38, 105, 119]. A ndo gaussianidade e a presenga,
de agrupamentos de volatilidades, por exemplo, se encontram entre os fatos mais conhe-
cidos. A partir dessas observac¢oes empiricas, modelos teoricos podem ser sugeridos para

se descrever o comportamento desse sistema [17, 75, 114, 118] .

Na década de 1960, B. Mandelbrot observou que as distribuicoes das variacoes de
precos (como a do algodao) ndo se ajustavam a uma distribui¢do gaussiana, pois elas
apresentavam excesso de curtose e caudas mais pesadas [69, 70, 71, 72]. Ele também notou
que a distribuicao X das variacoes diarias se relacionava com a das variagoes mensais
mediante transformacoes de escala. Ou seja, X seguia aproximadamente uma lei de
poténcia (power law) na forma f(y~Y/°x) = 4/ f(x), em que f(z) representa a funcdo

de densidade, x é uma possivel realizacao de X, v > 0 é o parametro de escalae 0 < o < 2
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é o indice de estabilidade. Assim, Mandelbrot observou que as distribuicoes infinitamente

divisiveis e estaveis eram possiveis modelos candidatos para descrever suas descobertas.

Uma distribuicao X ¢ infinitamente divisivel se, para qualquer n > 1, existir uma
distribui¢ao X, tal que X é a convolugao de n copias independentes de X, [47, 48, 57, 103,
104]. E, em particular, uma distribui¢ao infinitamente divisivel X é estavel se — a menos
de um parametro de locagao ;4 € R e de escala v > 0 — as propriedades distribucionais
sao preservadas apos convolucoes de copias independentes de X [3, 64, 103, 104]. Por
exemplo, se X; e X, sao copias independentes de uma variavel aleatoria estavel X, entao
X se relaciona com suas copias X; e Xy mediante uma convolugao na forma vX + p =

Y1 X1 + 12 Xs, em que 7y, 72 > 0 também sao parametros de escala.

As caudas de uma distribuicao estavel seguem uma lei de poténcia na forma f(|z|)
|z|~@*) (0 < a < 2), e, além disso, (| X|?) = oo, se ¢ > a, enquanto (|X|?) < oo, se
g < a2, 48, 61, 103]. Assim, um fenémeno descrito por uma distribui¢ao estavel com
a < 2 nao possui escala caracteristica nem segundo momento; e, se a < 1, tampouco
a média existe. Desse modo, a teoria das distribuicoes estaveis, introduzida entre 1924
e 1936 por P. Lévy e A. Khinchine |64, 103, 104], remete naturalmente a um teorema
limite central generalizado, jA que uma distribuigao estavel se relaciona com uma soma

de variaveis aleatérias independentes com variancias nao necessariamente finitas.

Apesar das descobertas de Mandelbrot, as distribuicoes estaveis de Lévy foram man-
tidas & margem da &area principal em financas [17, 105|. Entre as possiveis razoes, a ine-
xisténcia do desvio padrao como medida de volatidade da distribuicao é um incoveniente,
pois ele representa uma medida de risco financeiro. Por exemplo, uma grande variacao
média de uma série de retornos em certo periodo de tempo indica maior exposicao do

investidor a perdas ou ganhos consideraveis.

Em meados da tltima década do séc. XX, porém, R. Mantegna e H. Stanley [73, 75]
propuseram uma nova perspectiva para o estudo dos fenomenos financeiros. Eles obser-
varam que as leis de escala no comportamento dos retornos do indice Standard & Poor’s

500 da Bolsa de Valores de Nova Iorque (NYSE) eram compativeis com as propriedades
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de uma distribuicao de Lévy simétrica. A novidade, no entanto, foi a observagao de que-
bras nas leis de escala sugeridas por Mandelbrot, de modo que esses dados nao poderiam
ser de fato estéveis nem possuir momentos infinitos. Assim, esses autores propuseram a
distribuicdo de Lévy truncada (truncated Levy flights, TLF) para contemplar esse novo
fato estilizado. Trabalhos subsequentes mostraram resultados similares em diversas ou-
tras séries financeiras, como as do indice da Bolsa de Valores de Sao Paulo [46], as dos

indices de outras bolsa de valores [45, 88, 109] e as das taxas de cambio [30, 90].

1.2 Uma breve retrospectiva

Considere o passeio aleatério
Sar = X1+ + Xag, (1.1)

em que {Xj}r—1.. a¢ constitui uma amostra aleatoéria retirada de uma distribuicdo X,
estavel e simétrica em torno de zero, cujos parametros sao representados pelo vetor 8, =
(cr,7y)". Nessa situagao, a funcao de densidade de Sa; no ponto u € R é [2, 30, 75, 103|

1 [T o
fon, (u;05) = —/ e VAt cos(qu)dgq, (1.2)
0

™

e sua funcao caracteristica no ponto g € R é
90, (q;0,) = (1152t = e77Al" 1.3
At

Pela estabilidade, se At = 1, as expressoes acima representam a distribuicao de X. Agora,

considere uma soma de varidveis aleatorias nao necessariamente independentes
She = X1+ + X, (1.4)
em que cada X, segue uma distribui¢io abruptamente truncada (TLF) na forma [73, 75]
F (0:0r1) = nl(Ju] < Q) fx(: 0,) (15)

com Orpp = (a,7v,1m,¢), n > 0 é o parametro de normalizacao, ( > 0 é o ponto de

truncamento, e [(Ju] < ¢) =1, se |u] < ¢, e [(Jul| <) =0, se |u| > (. Para At — 1,

3
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. / . .
embora seja truncado, o processo S,, pode ser aproximadamente descrito pelas formas
2 . ” ! .
estaveis correspondentes (1.2) ou (1.3). Porém, espera-se que S,, se aproxime de uma
distribuicao gaussiana a medida que At aumenta, ja que a TLF nao é estavel e possui

momentos finitos [30]. Considere entdo a variavel reduzida (ou padronizada)

o _ Sar—(Sar)

She = (1.6)
O At

em que 03, = ((Sx,)?) — <S/At>2 representa a variancia do processo truncado S,,. Nesse
caso, a funcdo caracteristica da variavel reduzida pode ser representada na forma |30, 31,
64|

—?(14wa,
¢5lm(q> = ¢~ I+waa)/2. (1.7)

em que wa¢(q) é uma funcao tal que w(0) = 0.
Se {X,} for uma sequéncia de copias independentes de uma distribuicio com média

{1t e variancia o2, entdo (Sy,) = Aty e 0%, = Ato®. Nesse caso,
= S/At - At/,b
iy = S B0
VAto
-
=—) X,.
VAL ; :
Assim,

_/ - _, o Ap
b 0= () = (G - )

At

— e—q2(1+w1(Q/At))/2,

de modo que gzﬁg/m(q) — e 7/2 3 medida que At — 0o, em que e 9°/2 representa a funcdo
caracteristica da gaussiana padronizada.

Mas, se {X,;} nao for uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes, ha reducao
na velocidade de convergéncia de wa;(q) para zero & medida que At aumenta [30, 31, 32,
33, 34, 45]. Assim, enquanto houver memoria serial significativa, o termo wa;(q) pode

variar lentamente, de modo que

wai(q) = w(g) (1.8)
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para algum intervalo Aty < At < At;. Essa estabilidade momentanea foi denominada
quase-estabilidade por A. Figueiredo e seus colaboradores [30, 31, 45|, tendo sido obser-
vada empiricamente em séries dos retornos de taxas de cambio e de bolsas de valores.
Se os retornos X; de determinado ativo financeiro fossem independentes e identicamente
distribuidos (IID) segundo uma distribui¢ao de Lévy simétrica truncada, pelo teorema li-
mite central, as somas parciais desses retornos, Sa; = X1 + - - - + Xa¢, deveriam convergir
rapidamente para a gaussiana. Porém, havendo correlagoes, observou-se que ha um inter-
valo Aty < At < Aty em que o processo {Sa;} é aproximadamente estével pela lentidao
da convergéncia para a gaussiana. Mesmo que as autocorrelacoes lineares em uma série
temporal financeira se encontrem no nivel de ruido, formas nao lineares de autocorrelagao
bem como tipos particulares de nao estacionariedade também podem contribuir para a

permanéncia de Sa; no regime de Lévy [32, 35].

Se houver quase-estabilidade, a regiao modal da densidade empirica pode ser apro-
ximadamente descrita por uma distribuicao estavel. Fora da regiao modal, porém, o
comportamento empirico das caudas pode se desviar do que se espera de uma distribui-
cao estavel. Assim, sob a hipotese de que os processos reais sao limitados pela finitude dos
recursos |73, 75|, outras formas de truncamento da distribui¢do de Lévy podem ser suge-
ridas, como o truncamento suave [92|, o gradual [50, 51] e o exponencialmente amortecido
[84, 85, 45|. Essas modificagoes resultam em distribuigdes nao estaveis com momentos fini-
tos, e permitem explicar, por exemplo, a presenca de multiscaling nos momentos absolutos

das somas parciais Sa;.

Como a lei de poténcia descoberta por Mandelbrot implica auséncia de escala tipica,
naturamente é possivel associar o fenomeno em estudo a geometria fractal (posteriormente,
Mandelbrot considerou os modelos multifractais para contemplar a dependéncia serial
[71, 72]). Com respeito ao caos deterministico em séries temporais financeiras, se houver,
nao é facil identifica-lo, possivelmente pela dificuldade de se distinguir os padroes cadticos
dos estocasticos, ou simplesmente porque esses sistemas sao de elevada complexidade

[15, 44]. A taxa de cambio da moeda chinesa frente ao dolar americano ¢ um exemplo
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a parte. Os retornos dessa taxa de cambio apresentam uma estrutura fractal tipica de
um jogo cao6tico conhecido como triangulo de Sierpinski, em que as regras deterministicas
coexistem com as estocasticas [81, 83, 113, 118]. Do ponto de vista estocastico, a dimensao
fractal D de um processo se relaciona com a dependéncia de longo alcance medida com

base no expoente H de Hurst [5, 16, 48, 72, 82|, definido como
oar ~ At = AP,

Para um passeio aleatério com incrementos independentes, tem-se H = 0,5. O expo-
ente de Hurst pode ser estimado com base na estatistica R/S (rescaled range analysis,
[5, 14, 72]), no método DFA (detrended fluctuation analysis, [124]) ou DMA (detrended
moving average, [12, 82, 124]). Em financas, o expoente de Hurst — e consequentemente
a dimensao fractal — permite avaliar a hipotese do mercado eficiente. Segundo essa hi-
potese, com base em um conjunto de informacoes publicamente disponiveis & comunidade
financeira, um investidor nao é capaz de obter, sistematicamente, rendimentos superiores
a média do mercado [17], e, assim, H = 0,5. Estudos empiricos, no entanto, mostram
resultados que enfraquecem essa hipotese, em que H < 0,5 [16, 17, 82].

Por exemplo, as vésperas de uma quebra na bolsas de valores (crash) ou de uma crise
economica em grande escala, os agentes que compram e vendem ativos podem seguir
um comportamento coletivo em massa (o que, em parte, ajuda a explicar a presenca de
dependéncia serial no periodo que antecede uma crise). Em fenomenos de ruptura, D.
Sornette observou um padrao log-peridédico na forma z; ~ coslnt [111], em que t é o
tempo e x; é uma variavel do sistema. E assim, evidéncias de log-periodicidade foram
encontradas em indices de bolsas de valores [110, 112], em taxa de cambio [79] e no indice
Dow Jones [78].

A eficiéncia de mercado também pode ser estudada sob a perspectiva da complexidade
de Kolmogorov [10] — uma abordagem que permite quantificar uma informagao contida
em uma sequéncia de digitos binarios (string). Define-se a complexidade algoritmica de
um string como o tamanho do menor algoritmo computacional necessario para gerar esse

mesmo string. Assim, por exemplo, a complexidade de um string é maxima se o0 menor
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algoritmo computacional disponivel para gerad-lo é tao grande quanto ao proprio string.
A diferenca entre o tamanho de um string e o menor algoritmo possivel representa o
seu grau de compressibilidade. Desse modo, um string de baixa complexidade é alta-
mente compressivel, enquanto um string de digitos binarios aleatorios é incompressivel.
Essa abordagem permite, por exemplo, descrever e classificar os mercados com base no
algoritmo de compressao de dados de Lempel-Ziv [16, 41, 42, 43].

Dada a abrangéncia do tema, este trabalho se restringe aos aspectos da inferéncia
estatistica via fungoes caracteristicas, deixando & margem diversos assuntos como com-

plexidade, criticalidade, dependéncia de longo alcance, caos e logperiodicidade.

1.3 Objetivos

Nos estudos anteriores, a convergéncia do processo S'At para a gaussiana foi avaliada com
base no comportamento da funcao wa¢(q) (Eq. (1.8)). Considerando que a quase esta-
bilidade remete aproximadamente ao regime de Lévy, que a distribuicao para At — 1 se
assemelha a uma distribui¢ao estavel (pelo menos na regiao modal da distribui¢do), e que
a distancia entre o processo empirico e o hipotético pode ser medida com base nas funcoes
caracteristicas empirica e hipotética [26, 27, 95, 97, 117, 125, 120], este trabalho propoe
um estudo da dinamica da convergéncia dos processos sob a perspectiva das distribuicoes
quase estaveis. Ou seja, no caso simétrico, por exemplo, em lugar da funcao caracteristica

(1.7), propOe-se que 0 Processo S'At seja descrito pela fungao caracteristica na forma

6 (150 = 652, (0:0.) = (¢9) = expl(— Atq"™),

Assim, ha estabilidade se aa; = « for constante para todo At e ya, = At~y. Porém, nas
condicoes do teorema limite central, se nao houver estabilidade, espera-se que ap; — 2
a medida que At aumenta. E, se aa; & « em algum intervalo Aty < At < Atq, entao
ha quase estabilidade. E, ainda, o efeito da dependéncia temporal no parametro de es-
cala pode ser avaliado com base no comportamento de ya; versus At. Essa abordagem

requer estimagao de ap,; e de ya; para cada At desejado. O método da maxima verossimi-

7
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Thanga (MMV) fornece estimativas com boas propriedades estatisticas como consisténcia,
eficiéncia e normalidade assintotica das distribui¢bes amostrais [89, 98, 101]. Porém, o
fato de a funcao de densidade (FD) da distribui¢ao estavel nao possuir forma fechada
para a # 1 e 2 [97, 99] motivou a busca por diferentes outros métodos de estimagao
[21, 75, 103, 82, 87, 97|, embora eles sejam menos eficientes do que o MMV. Ao contrario
da FD, a fungao caracteristica (FC) da distribuicao estével possui forma fechada. Por
causa da correspondéncia entre a FD e a FC, espera-se que seja possivel obter estimativas
de méxima verossimilhanga (MV) com base em fungoes caracteristicas [125]. As equagoes
de verossimilhanca — que formam o sistema de equacoes para a determinacao das estima-
tivas de MV — se relacionam com a divergéncia de Kullback-Leibler entre a distribuicao

empirica e a hipotética [26, 27].

Assim, o primeiro objetivo deste trabalho é desenvolver uma equacao de verossimi-
lhanga com base em fungbes caracteristicas, considerando-se as distribui¢oes (aproxima-

damente) estaveis simétricas e as assimétricas.

Como essa inferéncia estatistica depende da funcdo caracteristica empirica (FCE),
o segundo objetivo trata do estudo do truncamento natural dessa funcao. Por causa da
finitude do tamanho da amostra, estatisticamente, por exemplo, a hipotese ¢g,,(¢;0s) = 0

~

nao poderia ser rejeitada caso sua estimativa (¢(q)) se encontre no nivel de ruido.

Considerando que a dependéncia serial produz quase estabilidade no processo S/At, 0
terceiro objetivo é propor um novo teste de hipoteses para a deteccao de dependéncia
nao linear [80]. O coeficiente de correlacao e a fungao de autocorrelagdo nao sao con-
sistentes para os casos em que hé dependéncia nao linear nos dados. Para distribuicoes
que nao possuem momento finito ou que apresentam dependéncia nao linear, espera-se
que um teste elaborado com base na divergéncia de Kullback-Leibler forneca resultados

consistentes [80, 89, 98, 101].

8
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1.4 Dados

Para as ilustracoes apresentadas neste trabalho, consideramos a série temporal do indice
diario da Bolsa de Valores de Sao Paulo (IBovespa), a série intraday (minuto a minuto) do
indice Dow Jones Industrial Average (DJIA) da Bolsa de Valores de Nova lorque (NYSE),
as séries intraday (minuto a minuto) dos pregos das agoes de algumas empresas negociadas
na NYSE, e as das taxas diarias de cambio de algumas moedas (Tab. 1.2) frente ao dolar

americano. A seguir, descrevemos brevemente essas séries financeiras.

IBovespa

InW(t)
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034, : : : : : :
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Figura 1.1: Observagoes diarias do logaritmo natural do IBovespa, In W; (painel superior), e seus
retornos X; (painel inferior), de 2 de janeiro de 1968 a 29 de fevereiro de 2012. O instante ¢ = 6.500

corresponde a 04/07/1994, trés dias apos o dia em que o Plano Real entrou em vigor.

1.4.1 O IBovespa

O Indice da Bolsa de Valores de Sdo Paulo — IBovespa — & um importante indicador
do desempenho médio das cotacoes do mercado brasileiro de acoes. Ele retrata o com-

portamento dos principais papéis negociados na BM&FBOVESPA, e sua metodologia de
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calculo se manteve a mesma desde sua implementacao em 1968. O painel superior da Fig.
1.1 mostra a série historica do logaritmo da pontuacao de fechamento do Ibovespa de 2
de janeiro de 1968 a 29 de fevereiro de 2012, perfazendo o total de 10.870 observacgoes.
Considerando que W, representa a pontuagao do IBovespa ao final do dia t (ignorando-se

feriados e finais de semana), define-se o retorno logaritmico como

R, = In(W,) — In(W,_,), (1.9)

e o retorno centrado na meédia historica dos retornos é dado por

Xt = Rt — U, (110)

em que u = (R;). O painel inferior da Fig. 1.1 mostra a evolugao temporal da série dos
retornos X;.

DJIA

InW(t)
9354
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Figura 1.2: Observagoes minuto a minuto do logaritmo natural do DJIA, In W; (painel superior), e seus
retornos X; (painel inferior), de 15h09 do dia 18 de setembro de 2009 a 10h09 do dia 25 de maio de 2010.
O flash crash ocorreu em 6 de maio de 2010 (60.491 < ¢ < 60.881).
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1.4.2 O Indice DJIA

O painel superior da Fig. 1.2 mostra a evolu¢ao minuto a minuto do logaritmo natural do
indice DJIA (Dow Jones Industrial Average) da bolsa de valores de Nova lorque, a partir
de 15h09 do dia 18 de setembro de 2009 até 10h09 do dia 25 de maio de 2010, perfazendo
o total de 65.535 observacgoes. Nessa série temporal, um episdédio conhecido como flash
crash |78] marcou o dia 6 de maio de 2010 (na Fig. 1.2 esse dia corresponde ao intervalo
60.491 < t < 60.881). Nessa quinta-feira negra, repentinamente, o indice sofreu uma
queda abrupta de 998.5 pontos. A queda ocorreu principalmente entre 14h40 e 15h00, e
nesse periodo o prego da acao da empresa de consultoria Accenture, por exemplo, despen-
cou de US$ 60,00 para US$ 0,01. Essa quebra foi provocada por uma ordem de venda de
contratos futuros feita por um operador que utilizou uma plataforma automatizada para
suas negociacoes. De acordo com o orgao regulador Securities & Fxchange Commission,
essa ordem automatizada vendeu, em apenas 20 minutos, 75 mil contratos futuros E-mini
do S&P 500, com valor estimado em US$ 4,1 milhoes. A rapidez da execucao dessa ordem
provou um choque no mercado, e o declinio que se seguiu nos indices de futuros alarmou
os demais operadores. A fuga massiva desses operadores produziu a queda em poucos
minutos (ji que a ordem de protegdo contra perdas na negociacao de futuros também é

automatizada).

1.4.3 Pregos de algumas acoes negociadas na NYSE

A Tab. 1.1 descreve as séries temporais minuto a minuto dos precos das acoes de algumas
empresas negociadas na Bolsa de Valores de Nova Iorque (NYSE) que experimentaram
dias de extrema volatilidade (ou mini flash crashes) entre 2010 e 2011. Essas empre-
sas sofreram quedas dramaéticas e repentinas em um curto periodo de tempo. No dia
27/04/2011, o preco das acoes da empresa Jazz Pharmaceuticals caiu de US$ 33,59 para
US$ 23,50, mas fechou o dia em US$ 32,93. Em 11 de maio de 2011, a RLJ Lodging Trust
entrou na NYSE com uma oferta publica inicial (initial public offering) no valor de US$

17,25, mas um grande volume de negociacoes a US$ 0,0001 em poucos segundos. Em 13

11
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de maio de 2011, a seguradora Enstar viu suas ac¢oes despencarem de US$ 100,00 para
zero, e segundos depois, de zero para US$ 100,00. J& os laboratorios Pfizer and Abbott
experimentaram mini flash crashes na direcao oposta. No dia 2 de maio de 2011, as agoes

da Abbott saltaram de US$ 50,00 para US$ 250,00, e as da Pfizer de US$ 27,60 para US$

88,71, em menos de um segundo.

A Fig. 1.3 mostra a evolugdo temporal do logaritmo dos pregos (painel superior) e
dos retornos (painel inferior) das agoes RLJ e ESGR, do dia 13 de junho de 2011 a 13 de
outubro de 2011. Esse periodo nao contempla os mini flash crashes, pois esses episodios
geralmente resultam de erros nas transacoes, e, se forem detectados, tais operacoes devem
ser canceladas. A rapidez dos mercados automatizados, no entanto, permite uma instan-

tanea propagacao de erros para o resto do sistema, produzindo falsos sinais de alerta.

Tabela 1.1: Descricao das séries de precos de agoes

data inicial: data final: data do tamanho da
agao sigla 13 Jun 2011 13 Out 2011 flash crash amostra
Jazz Pharmaceuticals JAZZ 10h30 11h03 27 Abr 2011 31.393
RLJ Lodging RLJ 10h30 11h02 11 Mai 2011 19.932
Enstar ESGR 10h30 10h53 13 Mai 2011 4.902
Pfizer PFE 10h30 11h04 2 Mai 2011 33.748
Abbott Labs ABT 10h30 11h04 2 Mai 2011 33.777
Progress Energy PGN 10h30 11h04 27 Set 2010 33.179
Citigroup C 10h30 11h03 29 Jun 2010 33.754
Washington Post Company WPO 10h36 11h01 16 Jun 2010 11.946
Micron MU 10h30 11h04 5 Ago 2010 33.660
(Cisco Systems CSCO 10h30 11h04 29 Jul 2010 33.661
Core Molding CORE 10h30 10h47 26 Ago 2010 12.037

Fonte: Bloomberg
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Figura 1.3: Evolugio temporal intraday dos logaritmos dos pregos In W; (painel superior) e dos retornos

X, (painel inferior) das ac¢oes das empresas RLJ Lodging, Enstar e Washington Post Company.
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1.4.4 Taxas de cambio

A Tab. 1.2 descreve as taxas de cambio de algumas moedas, para compra ao meio-dia
cotadas pelo Federal Reserve Bank of New York, expressas em unidades monetarias por
dolar americano. Por exemplo, a taxa de cambio R$/US$ para compra ao meio-dia em
16 de margo de 2012 foi de R$ 1,8025 por US$ 1,00. As Figs. 1.4, 1.5, 1.6 e 1.7 mostram
as evolugoes temporais das taxas diarias de cambio (painel superior) e de seus retornos
(painel inferior) das moedas da Africa do Sul, Australia, Brasil, Canada, India, Japdo,

Suica e Reino Unido com respeito ao délar americano.

Tabela 1.2: Descricao das séries de taxas de cambio

tamanho da

pais moeda data inicial: data final: amostra
Africa do Sul Rand 4 jan 1971 16 mar 2012 10.316
Australia Délar australiano 4 jan 1971 16 mar 2012 10.336
Brasil Real 2 jan 1995 16 mar 2012 4.325
Canada Dolar canadense 4 jan 1971 16 mar 2012 10.349
Coréia do Sul Won 13 abr 1981 16 mar 2012 7.727
Dinamarca Coroa dinamarquesa 4 jan 1971 16 mar 2012 10.342
India Riupia 2 jan 1973 16 mar 2012 9.835
Japao Yen 4 jan 1971 16 mar 2012 10.337
Meéxico Peso 8 nov 1993 16 mar 2012 4.611
Nova Zelandia Délar neozelandés 4 jan 1971 16 mar 2012 10.327
Noruega Coroa norueguesa 4 jan 1971 16 mar 2012 10.342
Reino Unido Libra Esterlina 4 jan 1971 16 mar 2012 10.343
Singapura Dolar de Singapura 2 jan 1981 16 mar 2012 7.842
Suécia Coroca Sueca 4 jan 1971 16 mar 2012 10.342
Suica Franco Suico 4 jan 1971 16 mar 2012 10.343
Tailandia Baht 2 jan 1981 16 mar 2012 7.739
Taiwan Dolar de Taiwan 30 out 1983 16 mar 2012 6.856
Zona do Euro Euro 4 jan 1999 16 mar 2012 3.322

Fonte: Federal Reserve
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Africa do Sul
Wi(t)

14 4
12
10
8 4
6 4
4 4

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

X(®
0.20
0.15
0.10
0.05
0.00 1
-0.05 4
-0.104
0.154, . . . . . .
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

t

Australia

W(t)
161
141
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4+ . . . . . .
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

X0
0.15 4
0.10 A ‘

0.05 A

0.00 —n T
-0.05 4
-0.104
-0.154
0204, : : : : : :
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Figura 1.4: Evolugdes didrias das taxas de cambio W; do rand e do délar australiano frente ao dolar

americano (painel superior), e dos respectivos retornos X; (painel inferior).
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Figura 1.5: Evolugdes dirias das taxas de cambio W; do real e do doélar canadense frente ao dolar

americano (painel superior), e dos respectivos retornos X; (painel inferior).
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Figura 1.6: Evolugdes dirias das taxas de cambio W; da rtpia e do yen frente ao dolar americano

(painel superior), e dos respectivos retornos X; (painel inferior).
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Figura 1.7: Evolugdes diarias das taxas de cambio W; do franco suico e da libra esterlina frente ao

dolar americano (painel superior), e dos respectivos retornos X; (painel inferior).
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1.5 Esboco do trabalho

O Cap. 2 apresentard algumas propriedades da funcao caracteristica de uma distribuicao
X parametrizada por um vetor @ € RP. Para contemplar os casos em que (|X[F) =
oo, k > 0, serd proposta uma expansao alternativa da funcgao caracteristica na forma
¢x(q;0) = ©(D,;0)6(q), em que 6(q) é a funcao delta de Dirac, e ®(D,; 0) é uma forma
polinomial do operador diferencial D, = %, cujos coeficientes dependem de 6. Essa
expansao nao se encontra nas obras classicas que versam acerca da matéria [47, 66, 120].

Mostraremos que a minima divergéncia de Kullback-Leibler entre duas distribuicoes X e

Y com respeito ao parametro 6; € 0, j = 1,-- -, p, satisfaz & equacao
+o00
| @0 {ovwe) - oxtao) Jag —o. (111)
em que
wi(q:0) = {®(Dy; 0)}'N;(q: 0) (1.12)
e
d
hi(g;0) = —-ox(q;0). (1.13)
db;
Além disso,
+oo
IF;(8) = {®(Dy; 0)}"h;(q,0)|*dq, (1.14)

em que IF;(0) é a medida de informacao de Fisher (Apéndice D).

O Cap. 3 apresentara o conceito de divisibilidade infinita introduzido por B. de Finetti
[18, 19]. Com base nesse conceito, define-se uma classe de distribuigoes geradas por
somas de variaveis aleatorias 1ID da qual as distribuicoes estaveis de Lévy fazem parte
[47, 103, 104]. No caso nao gaussiano das distribuicoes estaveis, nem todos os momentos
existem [103]. A teoria das distribui¢oes estaveis remete a um teorema limite central
generalizado, ja que ela permite descrever a forma assintotica da distribuicao de uma
soma de variaveis aleatorias independentes com variancias nao necessariamente finitas
[103, 104]. Assim, com base nessa teoria, é possivel modelar fenémenos sujeitos a grandes
flutuagoes. Nesse capitulo sera estudada a forma particular do polinémio caracteristico

das distribuicoes estaveis.
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O Cap. 4 tratara sobre a funcdo caracteristica empirica (FCE). Ela é uma importante
ferramenta estatistica para o estudo de observacoes que seguem distribuicoes estaveis
[26, 95, 97, 125] ou quase estéaveis [30, 31, 33, 35|, pois a representagao da distribuicao
dos dados por funcoes caracteristicas ¢ mais simples do que a por fungoes de densidade
ou fungoes de distribuicao de probabilidade. Entre outras aplicacoes, as estimativas dos
parametros da distribuicdo hipotética podem ser obtidas via FCE (¢(q))) [26, 97]. Além
das propriedades estatisticas basicas de ¢f(q) |27, 120], discutiremos sobre o fenémeno
de truncamento da FCE devido a finitude do tamanho da amostra, conforme o teorema
de Glivenko-Cantelli [120]. Esse truncamento permite explicar as quebras abruptas de
scaling de outras caracteristicas distribucionais, como o momentos absolutos das distri-
buigoes quase estaveis [84]. Com base na distribuicdo amostral da FCE e na teoria de
testes de hipoteses [101], espera-se que haja truncamento natural da FCE quando sua
magnitude for inferior a do nivel de ruido. Com respeito as propriedades de scaling da
FCE, considerando um passeio aleatério Sa; = X7+ Xo 4+ -+ + XAy, avaliaremos em que
ponto ¢ ocorre a quebra do comportamento esperado de In(—In |¢g,,(¢)|) versus In(q). A
estimativa da FD no ponto zero (ou a "probabilidade de retorno a origem") permite o es-
tudo do scaling de uma distribui¢do de dados [75]. No entanto, as estimativas produzidas
pelo método do Kernel [107, 108] — o que inclui o Kernel triangular utilizado em traba-
lhos anteriores [21, 46, 75] — sao tendenciosas e inconsistentes [115]. Como alternativa,
a FD no ponto zero pode ser estimada com base na transformada inversa de Fourier da
FCE.

O Cap. 5 tratard do método de estimagao por méxima verossimilhanga (EMV). Esse
método proporciona estimadores com boas propriedades estatisticas como consisténcia —
convergéncia em probabilidade para os respectivos alvos —, eficiéncia — variancia minima
em comparacao com outros estimadores nao tendenciosos — e normalidade assintotica das
distribuigoes amostrais. Discutiremos que o principio da méaxima verossimilhanga (MV)
é equivalente & minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler entre uma distribuicao

hipotética X e a empirica Y. Desse modo, as Eqs. (1.11), (1.12) e (1.13) formam o
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sistema de equacgoes de MV, e sua solucao 0 sio as estimativas de MV. A avaliagao da
estabilidade ou quase estabilidade de um passeio aleatério Sa; = X7+ -+ - + Xa; pode ser
feita estudando-se o comportamento do indice ag,,. Se, por exemplo, X, -, X, for
uma sequéncia de VA estaveis IID com parametros « e v, entao ag,, = a e vs,, = At7,
para qualquer At. Mas se essa sequéncia IID nao for de VA estaveis, entao ag,, — 2
a medida que At cresce e vg,, = Aty. E, se as VA nao forem IID nem estaveis, entao
é possivel que ag,, =~ a enquanto Aty < At < Aty; e agora, vg,, # Aty por causa da
autocorrelacao serial.

O Cap. 6 introduzird um novo teste estatistico para a deteccao de dependéncia nao
linear [80]. Essa ferramenta é importante, considerando o papel da dependéncia ndo linear
na dindmica da convergéncia de uma soma de VA [33, 35]. Embora haja muitos métodos
estatisticos para a avaliacdo da independéncia entre duas VA, poucos deles sao capazes
de detectar as diversas formas de dependéncia nao linear [6]. Entre esses poucos métodos
estatisticos, encontra-se o teste de HBKR (Hoeffding, Blum, Kiefer e Rosenblatt) |9, 54].
Esse teste é do tipo Cramér-von Mises e considera um processo aleatorio gerado pela
diferenca entre a distribuicao conjunta empirica e o produto correspondente entre as mar-
ginais empiricas. Embora haja testes mais recentes que envolvem outras caracterizacoes
de processos aleatorios, eles sao, essencialmente, equivalentes ao teste de HBKR para o
caso bivariado [40]. E possivel, no entanto, propor um teste assintético com maior poder
estatistico para se rejeitar a hipotese de independéncia. Para isso, nosso teste sera cons-
truido com base na estatistica x? da razio de verossimilhanca, o que equivale a minimizar
a divergéncia de Kullback-Leibler entre duas distribuicoes empiricas. Nosso teste nao
deveré requerer suposigoes acerca da distribui¢ao dos dados (distribution free), e devera
ser aplicavel para dados nao gaussianos com observagoes extremas, por exemplo.

Para concluir, as consideracoes finais e as perspectivas para trabalhos futuros serao
apresentados no Cap. 7.

Finalmente, alguns resultados mateméticos tteis e esbocos de demonstracoes sao apre-

sentados nos apéndices. O Apéndice A lista algumas integrais e propriedades das funcoes
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gama e delta. O Apéndice B expde uma rela¢ao binomial da fungao escore (aplicada no
Cap. 2), o Apéndice C esboga a demonstracao da forma geral da fungao caracteristica de
uma distribui¢ao infinitamente divisivel (formula de Lévy-Khinchine), o Apéndice D trata
brevemente sobre a informacao de Fisher, o Apéndice E apresenta o método de Janiki-
Weron para a geracao computacional de realizacoes de distribuicoes estaveis, e alguns

calculos referentes ao desenvolvimento do Cap. 6 sao detalhados no Apéndice F.
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Capitulo 2

A funcao caracteristica e as distancias

entre distribuicoes

2.1 Introducao

Em teoria de probabilidade, uma variavel aleatoéria continua X é aquela que possui uma
fungao de densidade f(x) tal que P(X < z) f f(u)du para qualquer nimero real x
[47, 89, 98]. Define-se como func¢ao caracteristica (FC) de X a transformada de Fourier de
f(x), e assim, a forma da distribui¢do X também pode ser equivalentemente representada
segundo essa transformada |66, 98, 120|. Enquanto f(x) define a forma da distribuigao
dos possiveis valores z e da probabilidade acumulada P(X < z), a FC permite descrever
X no espaco dos momentos estatisticos. Por isso, as propriedades distribucionais de X
podem ser estudadas tanto sob a perspectiva da funcao de densidade como a da FC,
dependendo da conveniéncia. Por exemplo, por causa da simplicidade da forma geral
da FC de uma soma de varidveis aleatorias independentes, A. Lyapunov e P. Lévy a
utilizaram largamente no estudo de teoremas limites ao longo da primeira metade do séc.
XX [36, 37, 48, 64, 120|. Logo em seguida, a teoria das fun¢oes caracteristicas se consolidou
[24, 47, 57, 66, 98, 120], sendo de grande utilidade para o desenvolvimento de métodos

estatisticos para o estudo da dinamica dos fenémenos fisicos [e.g., 29, 68, 96, 117, 121].
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Além das propriedades basicas das FC, o proposito deste capitulo é apresentar uma
relacao entre as funcoes caracteristicas de duas distribuicoes X e Y e a divergéncia de
Kullback-Leibler entre essas distribuigdes [63]. Por exemplo, Y pode ser uma distribuigao
empirica, enquanto X representa uma distribuicao hipotética. Nesse caso, como veremos
no Cap. 5, a minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler com respeito aos parametros
da distribuicao hipotética se relaciona com o principio da maxima verossimilhanga (MV)
para a estimacao de parametros [26, 101|. Desse modo, o resultado deste capitulo sera ttil
para se fazer inferéncias estatisticas sobre os parametros de distribuicoes de Levy estaveis
(ou quase estaveis) com base em fungdes caracteristicas (Cap. 5). Isso porque a forma da
funcao caracteristica de uma variavel aleatoria hipoteticamente estavel (Cap. 3) ¢ mais
simples do que a da funcao de densidade, pois esta nao possui forma fechada. No Cap.
6, o principio da MV ser& considerado para se contruir um novo teste de independéncia

entre duas variaveis aleatorias.

Na Secao 2.2 sao apresentadas as propriedades das fungoes caracteristicas que sao rele-
vantes para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Propoe-se ainda uma expansao
alternativa da FC para o caso em que f(z) possui representacao em série de Maclaurin.
Essa expansao é aplicavel para o caso em que <X’“> = o0, k € N*. A distancia Lo
e a divergéncia de Kullback-Leibler sao apresentadas na Secao 2.3, e nela, mostramos
que minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler depende de uma fun¢ao peso w(-),
cuja forma apresentada na Eq. (2.58) constitui o apice deste capitulo. As consideracoes

concernentes a este capitulo sdo apresentadas no final (Secao 2.4).

2.2 A funcao caracteristica

Seja X uma variavel aleatoria (VA) real com fungdo de distribuicdo acumulada (FDA)
absolutamente continua F(z;0) = [*_ f(u; 8)du, em que f(z;0) > 0 é a fun¢do de densi-

dade (FD) e 8 € R? representa seu vetor de parametros. Define-se a fungao caracteristica
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(FC) de X como a transformada de Fourier [47, 66]

¢(q;0) = () (2.1)
= /+OO e dF (x; 0) (2.2)
= (cos(¢X)) +1(sen(¢X)) (2.3)
= ¢2(q; 0) +1i91(q; 9), (2.4)

em que ¢ € R. Por outro lado, se ¢(q;80) for uma fungao absolutamente integravel,
a FDA correspondente é absolutamente continua, e a FD pode ser obtida mediante a

transformada inversa
oo

[0 =5 [ oo (2.5

2.2.1 Propriedades

Com base na defini¢ao (2.1), (2.2) ou (2.3), conclui-se que a FC possui as seguintes
propriedades basicas: a) ¢(q; @) é uniformemente continua; b) ¢(0;0) = 1; ¢) |p(q; 0)| < 1,
d) ¢(—q;0) = ¢(q;0); e e) se a distribuigdo de X for simétrica em torno de zero, entao

o(q;0) = ¢(—q;0) € R. Em particular, para as distribui¢oes absolutamente continuas,

tem-se que [66, 120]

lim ¢(¢;0) =0, (2.6)
lg|—o00

enquanto para as discretas,
lim ¢(q; 0) = 1. (2.7)
lg|—00

Além dessas propriedades basicas, tem-se que
e o complementar ¢(q;0) = ¢(q;0) é FC de —X;
e ¢*(q;0), em que k € N*, ¢ a FC da convolugao de n copias independentes de X;

e a parte real da FC de uma VA absolutamente continua X, ¢»(q; 0), é FC de uma
VA cuja funcdo de distribuicio ¢ dada por 1(1+ F(z) — F(—z));
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e |0(q;0)|? é a FC da diferenga X; — X, (simetrizagao), em que X; e X, sao copias
independentes de X.

Considerando-se que a k-ésima derivada da FC com respeito a g pode ser escrita como

“+o00

oqi0) =it [ atdrap(si6), (2.5)

— 00

se [0 (0;8)| < +o0, entdo o k-ésimo momento da distribuicio X existe [66, 67|, e pode
ser obtido mediante a operacdo (X*) = (—i)*¢*¥)(0;0). Assim, a existéncia de todos os

momentos de ordem k permite uma expansao na forma

+0o0
o(4:0) = / AP (1: 0)

oo £ 1 Nk
- [y M are)
% k=0 '

(e}

=> (”])kﬁ (2.9)

O resultado (2.9) é bastante conhecido e importante, pois estabelece uma relagao entre
a FC e os momentos da distribuicao. Entretanto, ele nao é aplicavel se <X k> = 00 para

algum k.

2.2.2 Uma expansao alternativa

Se a FD possui uma representacao em série de Taylor em x = 0, considerando que

f®) = £®)(0;0), tem-se a seguinte expansio alternativa:

+oo
d(q;0) = / ¢ f(x; 0)dx

+o0 10 f(k:)xk .
= Z — e %dy
+00 .
2 f®(~1)*6®)(q)
=> I (2.10)
k=0 )
+00
dk
k=0 dg
+00
=> aD}é(q), (2.11)
k=0
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em que D§ = ;% é o operador diferencial na notagdo de Euler, §(¢) é a funcdo delta de
Dirac,
2m f*) (—i)*
cr = cp(8) = fT() (2.12)
e, pela Eq. (2.5),
(_i)k +o00 )
10y = S [ ot )dte g (2.13)
™ —00
de modo que
B _ (=) [ ;
fO = f00:0) =~ [ 6(q:0)¢"dg. (2.14)
Assim, com base na expansao (2.11), a FC pode ser escrita como
¢(q;0) = (Dy;0)d(q), (2.15)
em que
+00
®(Dy;0) =Y cpDf (2.16)
k=0

denomina-se polinémio caracteristico de ¢(q;0) — ja que esse polindomio caracteriza a
forma da FC e, consequentemente, da distribuicao da variavel aleatoria X.

Embora seja naturalmente uma forma alternativa a Eq. (2.9), a expansao (2.15) nao
consta em obras classicas [e.g., 47, 66, 120] que abordam sobre as fungoes caracteristicas.
Em nosso trabalho, essa expansao serd fundamental para se obter a equacao de maxima
verossomilhanca para a estimacao dos parametros das distribuigoes estéveis (Cap. 5).

Quanto a k-ésima derivada ¢ (q; @), uma forma alternativa a Eq. (2.8), obtida com

base em (2.15), pode ser escrita como
+00 ‘
6™ (;0) = DE> " ¢;6Y(q)
=0
—+00 ‘
= 6™ (g)
=0
= ®(D})d(q). (2.17)
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2.2.3 Distribuigoes simétricas em torno de zero

Se a variavel aleatoria X for simétrica em torno de zero, tem-se que ¢(q; 0) = ¢(—q;0) € R
e f(x;0) = f(—x;0). Nessa situagdo, com respeito a k-ésima derivada da FD em x = 0,

os termos de ordem par e impar da Eq. (2.14) sao, respectivamente,

@ (ZDF [ ok
f = 7 ¢(CI; 9)9 dq
(=1)F [re ok
=/, ¢(q; 0)q™"dq, (2.18)
e
i2k:+1 +o00
f(2k+1) — _ o ¢(q’ 0)q2k+1dq
i2k+1 -T-OOO o i2k+1 +o00 o
= P(q;0)q™" " dg + 5 ?(q;0)q"" " dq
™ Jo ™ Jo
=0. (2.19)

O polinémio caracteristico (2.16) pode ser escrito como

®(D,;0)0(q) = ©2(Dy;0) + @1(Dy; 0), (2.20)

em que $o(Dy; 0) e 1 (D,; 0) sdo respectivamente as partes real (par) e imaginaria (impar)

do polinémio caracteristico, ou seja,

—+00

Oy(Dyg; 0) = Y exn D2, (2.21)
k=0
“+00

01(Dg;0) = > copp DIFF, (2.22)
k=0

ja que cor € R e coppq € C. Assim, a FC pode ser escrita como

0(q; 0) = ¢2(q;0) +i¢1(q; 0), (2.23)

em que ¢o(q; 0) = ©o(Dy;0)6(q) e ip1(q; 0) = P1(Dy; 0)d(q) (exemplos serdo apresentados

no proximo capitulo). Portanto, em caso de simetria de X em torno de zero, como
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f@+D =0 e ¢(q; 0) € R, tem-se que

?(q;0) = ¢2(q; 9)
= $y(D,;0)4(q), (2.24)

e a k-ésima derivada de ¢(q;0) tem a forma
—+00 '
0) _ Z C2j5(2j+2k)(Q)
=0

= @y(DY) (q). (2.25)

2.2.4 Relacoes com respeito ao vetor de parametros

Considerando-se agora que o vetor de parametros 6 possa variar, as derivadas da FC e

FD com respeito ao j-ésimo elemento, ¢; € 6, sao respectivamente denotadas como:

d
hj(q;8) = —7-9(¢;0), (2.26)
d
g;(x;0) = 70, —of(x:0). (2.27)
Assim, por (2.2) tem-se
+oo
hia:6) = [ g (ai6)dn, (2.28)

de modo que se obtém por analogia ao resultado (2.10),

2mg; M (=1)*0™) (q)

hy(g;6) = Z — (2.29)

k=0

“+o0o
=> oW (g) (2.30)

k=0
= hj2(q:0) + hj(q: 0), (2.31)

g, () (—i)k

em que ¢ = ¢{"(0;8), b, = 2L ¢
hja(q; 0 252k5 EE)( (2.32)
hji(q; 0 ZkaH(S (ERHD( (2.33)

29



cap. 2. A funcao caracteristica e as distdncias entre distribuicoes

Em particular, para distribui¢oes simétricas em torno de zero,
hi(q; 0) = h;j2(q; 6). (2.34)

Os resultados apresentados nesta secao serao aplicados no estudo das distancias entre
duas distribuicoes. O assunto da secao a seguir se relaciona com a questao do ajuste
ou da estimacao de parametros com relacdo a uma distribui¢do de referéncia (Cap. 5),

e também serad util para se testar a hipotese de independéncia entre duas distribuicoes

(Cap. 6).

2.3 Distancias entre duas distribuicoes

Considere duas distribuicoes X e Y, cujas FD e FC correspondentes sao representadas por

[x(2;0), fy(y;0'), ox(q;0) e ¢y (¢ 0').

2.3.1 A distancia Lo

Define-se a distancia Lo entre essas densidades como [120]

[o(X,Y:0.0) = / (Fy(2:0) — fx (2 0))2dz. (2.35)

Assim,

LZ(X7 Y7 07 0,) =

1 ! q q x
— i [ 0r(0) o )5 T - G s

—or || or@®)  ox(0:0) Gy (70 ~ Gx{a6)dla ~ o dadd
qeR Jq¢'eR
= 5= [10v(@s0) — oxta: 0)F
de modo que se tem a identidade [120]
[0 = px(wi0)2dn = o [lov(@0) - ox(@O)Pdr. (230)
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Portanto, a distancia L, entre duas FD é equivalente a distancia L, entre duas FC. Essa
relagao é 1til para se medir distancias em situacoes nas quais a forma funcional da FC é

mais simples do que a da FD, como é o caso das distribuigoes estaveis (Cap. 3).

2.3.2 A divergéncia de Kullback-Leibler

Embora nao seja uma distancia propriamente dita, a divergéncia de Kullback-Leibler pode
ser considerada como uma medida de dissimilaridade entre duas distribuigoes, relacionando-

se com o principio da maxima verossimilhanga [98, 101]. Ela é definida como [63]

Dkr(X,Y;0,0") = /fy(x; 0')In %dm (2.37)
— H(Y:0) — H(Y,X;8'.0), (2.38)

em que H(Y;0') é a entropiade Y e H(Y, X;60',0) é a entropia cruzada entre Y e X.
Agora, considere o problema da determinacao da menor distancia entre X e Y, supondo-

se que a entropia H(Y';0’) seja constante. Isto é, 8’ é fixo enquanto 6 pode variar, o que

permite ajustar a FD fx(x;0) em relacao a densidade de referéncia fy (x;0’). Nessa situ-

acao, a distancia Dk, pode ser minimizada com respeito a um elemento ¢; € 6 fazendo-se

d d
2D N —-LHY, X0 2.
d@j KL(07 0 ) de] ( » 0 70) ( 39)
+oo d
- _/ —In fx(2:0) fy (;0')dz =
. o,
+oo
= —/ s;j(x;0) fy(z;0")dz = 0. (2.40)
A funcao
5(:6) = o £ (:6), (2.41)
j

conhecida como escore eficiente [98], indica a sensibilidade relativa de f(x;0) a variacoes

de 0;. Como
/sj(x; 0)dF (z;0) = i/f(:}:7 0)dx =0,
db;

a equacao (2.40) pode ser equivalentemente representada por

/_+<>° si(2:0)(fy(x;0") — fx(x;0))dz = 0. (2.42)

o0
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Com base em (2.2) e (2.5), tem-se que

/sj(x 0)f (v:0)dx — —/s] 2:6) /qu ¢ 0)e " dgda
—/{/2 [ (:0)e e (4:0)dg

= /wj(q; 0)ox(q; 0)dq, (2.43)

em que
1 .
wi(q; 0) = Q—/Sj(l’; 0)e ' dx (2.44)
7r

¢ uma transformada inversa do escore s;(x;@). Analogamente, tem-se

[ siai0)fv (0o = [ wi(ai0)0v(:6)n (2.15)
Substituindo-se (2.43) e (2.45) em (2.42), conclui-se que
+o0o
/ w;(¢; 9){¢y(q; 0') — ox(q; 9)}dq = 0. (2.46)

Portanto, o valor de ¢; que minimiza a distancia Dy, entre fy e a referéncia fy é

solugdo da equacdo (2.42) ou da equagdo no dominio de Fourier (2.46).

2.3.3 Expansao da fung¢ao w(q;0)

Para situacoes em que nao se dispoe de uma féormula exata simples para a fungao escore

— como é o caso de algumas distribuicoes estaveis (Cap. 3)—, pode-se usar sua expansao

de Taylor
+oo k +o0 iL’k ®)
s;(x;0) = Z o (0, 0) = Zysj . (2.47)
k=0 k=0
Com base nessa expansao, a fungao peso pode ser escrita como
(0:0) = — [ s,(x:0)cd
w;(q;0) = o sj(x;0)e X
_ (k’) —lqac
= / Z AN az
+00 S(k)
23 kg
R 0" (q). (2.48)
k=0
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. . ~ k
Para obtermos uma expressao para as derivadas da funcao escore no ponto zero, sg ),

primeiramente reescrevemos a equacao (2.41) como

9;(x;0)
si(x;0) = =—=, 2.49
em que g;(z;0) = (x 0); em seguida, usando a relacao (ver Ap. B)

=0

temos a relacao (para k > 1)

k k—l) 0
50 = gﬁ Z() f, (2.51)

=1

em que fO = f0(0;0) e gV = g1 (0;6).
Em particular, se X for simétrica em torno de zero (k > 1),

(2K)

2k 21) (20)
k) _ 9i 2k 'f
- — - 2.52
5= ;Qﬂ ;o (2:52)

pOiS f(2k+1) _ 0 g(2k+1 —0e j2k+1) 0.
Substituindo-se o resultado (2.51) na expansao (2.48), e considerando-se (2.29),
s
wi(0:0) = > iksh(g)

k!
k=0

+00 S(ﬁ)
6(g) + D 0™ (g)
k=1
_ Y i"0"(q) f 9 k\s; T
—f5<q>+z il { - (z 7 }

SR

oo k (k=1) (1)
9 %5 Z gy 07 1 3 (’f> s; 1V1M0(g)
Ty f z Kl

— Ri(¢;0)
- bid® (q) — 2D 7
27rf ; k6 (q) ¥

_hi(¢;60)  Ri(4;0)
- 27Tf o f ) (253)

271'9] (k) ik

k!

em que by =
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02 55 ()20 -

k=1 =1
Se X for simétrica em torno de zero,

R;(g; 9)'

w;(q;0) = 7

(¢;0) —

1
—h; 2.
27Tf 5,2 ( 55)

Desenvolvendo agora (2.54), obtemos

IR 7 s 0
mo) = 33 (7)1

k=1 =1

+00 400 ( )f s k+l5(k:+l)(q)
B ;; ( ) (k+1)!
B i@i@ (k)f -k+l5(k+l)<q)
a — = l'k'k+l)

400 f(l)ll 400 Sj 1’“6 k+l)(q)

l! k!
=1 k=0
l) (T +o0 (k)lké(k) (Q)

:Zz' dqz k!

f(l)l ()( 0)
= ;l—| (2.56)

Portanto, substituindo (2.56) em (2.53), temos

hy(:6) 13 u

wj(q; 0) = o 0

hi(q; 0) Vit (g: 0)

“onp wil@0)+ 5 Z

hi(g; 0) = ©(Dy; 0)w;(q; 6). (2.57)

Portanto, finalmente, a funcao peso pode ser representada como

wi(q;0) = {P(Dy; 0)} " hi(q; 0). (2.58)
Para distribuicoes simétricas em torno de zero, a identidade acima se reduz a
hia2(q; 0) = ®2(Dg; 0)w;(g; ), (2.59)
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de modo que

wj(q; 0) = ®5'(Dg; 0)h;2(q; 9). (2.60)

2.3.4 Relacao com a medida de informacao de Fisher

Enquanto w;(g; @) é uma transformada inversa da funcdo escore de Fisher s;(z,0), a

funcao h;(q; @) pode ser expressa como

(e 0) = [ {5 (o) 1 (as 0)cda

db;
:/Sj(x; 0)f(x;0)e""dx. (2.61)
Assim,
+o0o
|00 -
1 +o0

oo ptoo
/ / sj(2";0)s;(; 0) f(x; 9)6iq<m_w,)dqd:pdx’

:% .

“+oo “+oo
= / / si(2';0)s;(x;0) f(z;0)d(x — ’)dxdz’
+o0

= /_ S?(Jﬁ; 0)f(x;0)dr =1F;(0), (2.62)

oo

em que IF;() = ( s3(2;0)) é a conhecida medida de informacao de Fisher (Ap. D).

2.4 Consideracoes

Este capitulo apresentou algumas propriedades das funcoes caracteristicas relevantes para
o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Um olhar mais aprofundado nesse assunto
requer uma visita as classicas obras, com as de Lukacs |66, Ushakov [120], Ibragimov e
Linnik [57], Feller [24] ¢ Gnedenko e Kolmogorov [48]. Curiosamente, ndo encontramos

nessas obras a expansao alternativa da FC na forma

¢(q;0) = ®(Dy;0)d(q),
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cap. 2. A funcao caracteristica e as distdncias entre distribuicoes

em que $(D,; 0) é o polindémio caracteristico definido em (2.16). A partir dessa expansao,
mostramos que a distribuicao X possui minima divergéncia de Kullback-Leibler relativa-
mente & distribuicao Y se os parametros ¢; € @ de X, j = 1,--- ,p, satisfazem ao sistema
de equacoes

/ (0 0) o (4:0) — 0x(0:60) g = 0.

o0

j:17"'7p7emque

w;(q;0) = {®(Dy; 0)} 'h;(q; 0),
h;(q;0) = %qﬁ(q; 0). Além disso, mostramos na Subsecao 2.3.4 que a medida de informa-
¢ao de Fisher (Ap. D) se relaciona com ®(D,; 6) e h;(q; ). Se considerarmos Y como uma,
distribui¢do empirica (dados) e X como uma distribui¢do hipotética (modelo), veremos
no Cap. 5 que o resultado acima é imediatamente aplicavel para o problema de estimacao
de parametros por maxima verossimilhanca. E assim serd possivel medir eficientemente
a distancia entre uma distribuigdo de dados e a hipotese de (quase) estabilidade dessa
distribui¢ao (Cap. 5); e também a distancia entre os dados e a hipotese de independéncia
(Cap. 6). O capitulo que se segue se destina & apresentacao das distribuicoes estaveis e

quase estaveis.
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Capitulo 3

As distribuicoes infinitamente divisiveis

e as estaveis

3.1 Introducao

O conceito de divisibilidade infinita introduzido por B. de Finetti em 1924 [18, 19| permite
definir uma classe de distribuicoes geradas por somas de varidveis aleatorias I1ID. Fazem
parte dessa classe varias distribui¢coes como por exemplo a Binomial, a de Poisson, a gama,
a x2, a gaussiana e as distribuicoes de Lévy estaveis. Em particular, uma distribuicao
infinitamente divisivel X é estavel se — a menos de uma transposicao e da escala — as
propriedades distribucionais sao preservadas ap6s convolugoes de copias independentes de
X |3, 103, 104].

Uma propriedade marcante das distribuicoes estaveis ¢ que suas caudas seguem uma
lei de poténcia na forma f(|z|) oc |z|~(+Y [2, 61, 103], em que 0 < a < 2 e || é um valor
extremo da distribui¢do. Como consequéncia, se o < 2, (| X|?) = o0, se ¢ > «, enquanto
(|X|?7) < o0, se ¢ < a. Portanto, nesse caso, fenémenos descritos por distribuigoes estaveis
nao possuem escala caracteristica nem segundo momento; e se a < 1 tampouco a média
existe. Por outro lado, se a = 2, a distribui¢ao estavel é gaussiana e, assim, (|X|?) < oo

para qualquer g € R*.



cap. 8. As distribuicoes infinitamente divisiveis e as estdveis

Por isso, a teoria das distribuicoes estaveis remete a um teorema limite central ge-
neralizado, j4 que a distribuicao de Lévy estavel é a forma assintética de uma soma de
variaveis aleatorias independentes com variancias nao necessariamente finitas [21]. En-
quanto o teorema limite central classico permite descrever a distribuicao limite de uma
soma (ponderada ou nao) dos elementos de uma amostra aleatoria retirada de qualquer
distribuicao que possua momentos finitos, a teoria das distribuicoes estaveis permite con-
templar as distribui¢oes cujos momentos absolutos de ordem ¢ nao sao necessariamente
finitos. Assim, essa teoria permite descrever e modelar fendmenos sujeitos a grandes
flutuacoes.

Inicialmente, na Secao 3.2, apresentamos o conceito de divisibilidade infinita e, em
seguida, com base nesse conceito, introduzimos o processo de Lévy (Segao 3.3) e as dis-
tribuigoes estaveis (Secao 3.4). A forma particular do polinémio caracteristico de uma
distribuicao estavel é discutida na Secao 3.5. As consideracoes relativas aos assuntos deste

capitulo sao apresentadas na Secao 3.6.

3.2 Distribuicoes infinitamente divisiveis

Uma distribuicao F' ¢é infinitamente divisivel se, para qualquer n € N, existir uma distri-
buicao F,, tal que [57, 104]
F=F,xF,x-xF,. (3.1)

~\~
nvezes

Assim, para cada n inteiro, uma varidvel infinitamente divisivel pode ser representada

como

X = le + X27n + .o+ Xmm (3.2)

em que {X;,};=1,.., ¢ uma sequéncia de VA independentes e identicamente distribuidas
(IID).
Para que ¢(q; 0) = In ¢(q; 0) seja o expoente caracteristico de uma variavel aleatoria

infinitamente divisivel S, é necessario e suficiente que [47, 57, 104]

“+oo

0(q:0) = ing —vq* + / (€ —1 —iquM (u))d(u)du, (3.3)

—0o0
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§3.53. O processo de Lévy

em que M (u) é uma fungdo limitada que satisfaz:
M(u) = O(1/|ul), paralu| — oc; (3.4)
M(u) =1+ o(Jul), paralu| — 0, (3.5)

e Y(u), chamada medida de Lévy, é tal que ¥(0) =0 e

/(|u|2 A 1Y (u)du < oo. (3.6)

A Eq. (3.3) é denominada formula de Lévy-Khintchine e um esbogo da sua demonstra-
¢ao se encontra no Ap. C [47]. A tripla (u, v, ) denomina-se caracteristica da distribuigao
de probabilidade da variavel aleatéria X. A escolha da fungdo M (u) depende da conveni-
éncia; entre as formas encontradas na literatura temos, por exemplo, M (u) = 1/(1 + 2?)
[47, 57, 103], M(u) = I(Ju| < 1) |3, 104] e M(u) = (senz)/x |24, 104]. Pela simplici-
dade, para o desenvolvimento subsequente deste capitulo escolhemos a funcao indicadora

M(u) =1(|u] <1).
Exemplo 3.2.1.

e Se a caracteristica de X for (i, 0%/2,0), entdao X é gaussiana com média y e desvio

padrao o. Outra possibilidade de caracterizacao sera apresentada na secao 3.4.

e Considerando a tripla (A, 0, Ad(u — 1)), tem-se que X segue uma distribuigao de

Poisson cuja média é .
O

Como a distribuicao infinitamente divisivel pode ser definida como uma soma de VA
IID (3.2), é natural associa-la com o processo estocastico de incrementos estacionarios e

independentes apresentado a seguir.

3.3 O processo de Lévy

Considere que X (t) representa um processo estocastico em tempo continuo, ¢ > 0, cujo

espaco de estados é real; e que a diferenca X (f) — X(s), em que 0 < s < t < o0,
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cap. 8. As distribuicoes infinitamente divisiveis e as estdveis

representa um incremento do processo. Um processo de Lévy é aquele que satisfaz as

seguintes propriedades [3, 103, 104]:

1. Estacionariedade dos incrementos: as distribuicoes dos incrementos sao invariantes
a transposi¢oes no intervalo de tempo (s,t) — (s + h,t + h), h > 0, ou seja,
P(X(t+h)—X(s+h) <z)=PX({t)—X(s) <z)=PX(t—-s)—X(0) <ux),

r € R.

2. Independéncia dos incrementos: dada uma malha temporal arbitraria, t, < t; <
- < tp, os incrementos X (t1) — X (to), X(t2) — X(t1), -+, X(tn) — X(tn_1) sdo

independentes.
3. X(0) = 0 com probabilidade 1.

4. Continuidade estocastica: dado € > 0, tem-se lim;_,s P(|X (¢) — X (s)| > €) = 0 para

todo s > 0.

Assim, de um modo geral, um processo de Lévy é aquele cujos incrementos sao esta-
cionarios e independentes. Os processos gaussiano e de Poisson sao exemplos desse tipo
de processo.

Por construgao, uma VA X (¢) definida segundo um processo de Lévy ¢é infinitamente
divisivel. Por exemplo, considere que ¢, = kt/n, (0 < k < n), de modo que o intervalo
de tempo [0, t] seja dividido em n subintervalos comprimentos iguais a t/n. Desse modo,
os incrementos X (t1) — X (to), X (t2) — X(t1), -+ , X (t,) — X (t,_1) sdo IID. Logo, X (t) =
X(t1) = X(to)+X(te) = X(t1)+- -+ X(t,) — X(tn_1), em que X(to) = 0e X(t,) = X(t),

é uma soma de VA IID, o que permite concluir que X () é infinitamente divisivel.

3.4 A distribuicao estavel

Uma distribuicao estavel X é uma distribuicao infinitamente divisivel cujas propriedades
distribucionais sao preservadas ap6s convolucoes de copias independentes de X, a menos

de um parametro de locacao u € R e de escala v > 0. Se X; e X, sao copias independentes
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§3.4. A distribuicao estdvel

de uma variavel aleatoria estavel X, entao v X +pu = 11 X1+ Xe, emquey; > 0e vy >0

sao parametros de escala.

A distribuigao estavel X é caracterizada pela tripla (i, 0,91 (u)), em que 9p(u) =
e l(u > 0) + 1Sr1(u < 0), com 0 < @ <2, C* > 0e C™ > 0[3, 103, 104]. Assim,
com a ajuda dos resultados mateméticos apresentados no Ap. A, deduziremos a seguir a

forma do seu expoente caracteristico.

Se0<a<l,

“+o00

P0) =ing+ [ (€™ =1~ iqui(ul < D)ox(w)du

—00

= iMQ+/_ OO(eiq“ — 1) (u)du — /_1 iquidp(u)du
— ijuq + Jg"T(~a){(C* + C~) cos(ra/2) — (T — C™)sgulg)sen(ma/2)} + 0
ct—-C-

—sgn(q) tan(ra/2)}

= iuq + |¢|*T(—a)(CT 4+ C7) cos(ra/2){1 — im

= ipg — v|q|*{1 — iBsgn(q) tan(ra/2)},

em que v > 0, pois ['(—a) < 0 e (CT + C7)cos(ma/2) > 0, 5 = gi;g: e

+1 seq >0,
sgn(q) =49 0 seq=0, (3.7)
—1 seqg<O.
Sel<a<?2,
too
Pl8) =iug+ [ (o™~ 1~ igul(Ju] < 1))0(u)du
+oo +o0 -1
_ iqu - . qu e qu
_WC‘H—/OO (e — 1 —iqu)Vr(u)du +iC /1 Wdu+10 /oo’u‘TH
. CT+C~

= ing + g T(=a){(C* + C) cos T —i(C* = C)sgulg)sen ) +ig——

- N , bie
=ip"q — v|q|*{1 — iPsgn(q) tan 7},

emquey>0ep* =p+(CT+C7)/(a—1) é o parametro de locagdo com drift.
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cap. 8. As distribuicoes infinitamente divisiveis e as estdveis

Finalmente, se a = 1,

“+o0o
P0) =g+ [ (@ =1 igqul(lu] < D)u(u)d
. . m . . m . —
= i+ (itoq — 221 — ilglsen(q) In ) + (o — L+ ilglsn(q) In o)
. _ n(CT 4+ C~ : _
= if 4 mo(C + g - " g glsgn( mglc - o)

=ip —’V\QK1+15;Sgn(q}1ﬂ\QD,

em que v > 0, g = f;roo v 2senudu + fol u™?(senu — u)du e pu** = p+ puo(CT +C7).

Portanto, uma VA estavel X é caracterizada pelo vetor de parametros 8 = («, 7, 5, 1)’

e possui uma fungao caracteristica na forma [3, 75, 103, 104]

exp{ — 7|q|a(1 —ifsgn(q) tan %) + iMcCJ} se a # 1,

¢(q;0) =
eXp{ — gl (1 +iB2sgn(q) Inql) + iMcQ} se v = 1.

(3.8)

O parametro a (0 < a < 2) é denominado indice de estabilidade (ou parametro
de forma), v é o parametro de escala (v > 0), [ representa o parametro de assimetria
(18] < 1) e p. & o parametro de locagao (ou deslocamento ou centralidade). Caso o = 2, a
distribuicao é gaussiana, o parametro v corresponde & metade da variancia da distribuicao,
. representa a média e 5 = 0 (pois este torna-se irrelevante). Se « = 1 e =0, a

distribuicao resultante ¢ a de Cauchy.

Padronizacao

Considere a transformacao de escala e centralizagao em zero

X — c
—— (3.9)
75

Para o # 1, a funcao caracteristica resultante tem a forma da distribuicao estavel com

vy=1e pu. =0, pois

07(q:02) = dx (7 = q; 0)c e (3.10)

= exp { — |g|*(1 — iBsgn(q) tan %) }, (3.11)
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§3.4. A distribuicao estdvel

em que 07 = («, ). Nesse caso, a funcdo de densidade da variavel padronizada Z se

relaciona com a distribuicao X mediante a transformacao de escala

Fx(x:0)) =77 = f2(y7 = (z — 1); 02). (3.12)
Agora, para a = 1,
02(¢;02) = dx (v 'q; 0)e e (3.13)
= exp { —lal(1+ iﬁ%sgn(q) In \7_1Q|)} (3.14)
= exp{ ~Jal(1 + 182 smn() iy ) + 152 e} (315)

em que 07 = (1, 1,5,67—% In|y]). Assim, se 5 # 0 (Cauchy assimétrica), a padronizagao
curiosamente produz um drift que depende do coeficiente de assimetria 3 e do parametro

de escala 7.

Simetrizacao

Caso seja de interesse, é possivel destacar apenas os parametros « e v mediante simetri-
zagao. A fungao caracteristica de uma variavel simetrizada é dada por |@(q; 0)|>. Para

uma distribuicao estavel, temos

|9(q; 0)| = exp{—7/q|"}. (3.16)

Logo, |¢(q;0)] é a fungdo caracteristica de uma distribuicao estével simétrica em torno

da origem parametrizada por 6, = (a, 7).

Assimetria efetiva

Se o # 1, define-se a assimetria efetiva como

TQ

Pa = ftan —, (3.17)

pois o efeito do coeficiente de assimetria § na forma da distribuicao depende de «. Por

exemplo, se a = 2, tem-se que [,—2 = 0, e 4 medida que a — 1, a forma da distribuicao
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cap. 8. As distribuicoes infinitamente divisiveis e as estdveis

torna-se mais sensivel ao parametro . O painel superior da Fig. 3.1, que ilustra o
comportamento da assimetria efetiva para o caso § = —1, mostra que o efeito de [,
é bastante significativo & medida que a« — 1. O painel inferior da Fig. 3.1 mostra o

comportamento de 3, paraa =1,1a2e —1 < <0 (com incrementos iguais a 0,1).
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Figura 3.1: Painel superior: comportamento da assimetria efetiva 8, = StanZ* para 8 = —1 e
a = 0,001 a 2 (com incrementos iguais a 0,001). Painel inferior: comportamento da assimetria efetiva

Ba para 8 = —1 (curva superior) a 0 (com incrementos iguais a 0,1) e > 1, 1.
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§3.5. O polinémio caracteristico

3.4.1 O processo de Lévy estavel

Considere um processo de Lévy {X (¢)}, em que X (¢) segue uma distribuicao estavel com

0y = (a,7t, B)" definida por uma integral estocastica na forma

t
X(¢) :/ Y (u)du, (3.18)
0
cuja FC é dada por

eXp{ — tlg|*(1 - iﬁasgn(Q))} se a # 1,

(3.19)
exp{ — 7t|g| (1 +iB2sgn(q) In |q|)} se a = 1.

di(q; o) =

Como esse processo ¢ infinitamente divisivel, tomando-se uma malha temporal de n

intervalos igualmente espacados, pode-se representa-lo como uma soma na forma

X(t):/Ot/nY(u)dqu/tzt/nY(u)dqu---+/t ¥ (u)du

n (n—1)t/n
= Xq(t/n) + Xo(t/n) + -+ X, (t/n), (3.20)
em que Xi(t/n), Xao(t/n), -, X,(t/n) sdo copias IID da VA X (t/n) cuja FC é dada por

exp{ —yL|glo(1 - iﬁasgn(Q))} se a # 1,

(3.21)
exp{ —vLlg|(1 4+ iB2sgn(g) In ]q|)} se a=1.

¢t/n(Q; 90) =

Uma caracteristica importante deste processo é sua autosimilaridade, ou seja, { X (¢/n)}
e {(1/n)= X (t)} sdo estocasticamente idénticos [2]. Por exemplo, com ¢ = At tem-se um

passeio aleatorio
Sar=X1+Xo+ -+ Xay, (3.22)

cujas componentes X, Xo, -, Xa; sdo copias IID de X (1). Nesse caso, néX(At) 2
X(1).

3.5 O polindbmio caracteristico

Nesta secao, discute-se sobre o polindmio caracteristico das distribuicoes estaveis. Con-

forme o Cap. 2, se a FD f de uma variavel aleatoria X for indefinidamente derivavel no
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cap. 8. As distribuicoes infinitamente divisiveis e as estdveis

ponto zero, a FC pode ser representada como

¢(q; 0) = ®(Dy; 0)5(q), (3.23)
em que D§ = C% representa o operador diferencial,
+o0
O(Dy;0) = > D) (3.24)
k=0

é denominado polindomio caracteristico de ¢(q; 0) com

2m(—i)F f(*)

= () = o

(3.25)

Estudaremos agora o comportamento dos coeficientes ¢ para os casos que X segue

uma distribuicao estéavel.

Caso simétrico

Na situagdo em que p. = 0 e § = 0, ou seja, 8; = («,7y)’, a fungdo caracteristica assume
a forma

é(q; 05) = eV, (3.26)

e sua func¢ao de densidade, obtida mediante a transformagao inversa (2.5), é dada por

F(:00) = = / " el cos(gr)da, (3.27)
0

™

cujas derivadas de ordem impar e par com respeito a = (Egs. (2.18) e (2.19)) sao, respec-

tivamente,
FERFD = 0, (3.28)
— 1)k (2L
f(2k) = #’ (3.29)
Oy o
para k =0, 1,2, .... Como forma alternativa, a FC pode ser escrita na forma (2.24) como
Qb(QQ 05) = (I)Q(Dq; 08)5((])7 (330)
em que
+00
©y(Dy; 0.) = > DY, (3.31)
k=0
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§3.5. O polinémio caracteristico

com

2 (%)
0,) = a /.
c21(65) o T2k + 1)

(3.32)

Logo, a razao entre as duas fun¢des Gamma na Eq. (3.32), essencialmente, caracteriza

a distribuicao estavel simétrica em torno de zero. Desse modo, para um passeio aleatorio

. . . _ 2k+1
Sat, 0 coeficiente cg, segue uma lei de poténcia na forma At~ a .

O caso k = 0 foi

discutido por Mantegna e Stanley [75].

Exemplo 3.5.1. Para o caso lorentziano (o = 1) tem-se

2
(1, 7) = R (3.33)

D2
2

Dai, assumindo-se que < 1, o polinémio caracteristico ®o(D,; 6;) é uma progressao

geométrica convergente, de modo que

2y
Ja para o caso Gaussiano (a = 2),
1 T(k+1)
62k<2’7) = :
~k+3 T(2k 4 1)
= i (3'35)

- :
yFta4kE!
Nesse caso, o coeficiente ¢y, representa um termo da expansao da funcao exponencial, de

modo que o polindémio caracteristico pode ser representado como

T D?
®y(D,: 0,) = \/jexp—. (3.36)

v 4y

Para as distribuigoes estaveis simétricas, tem-se co, > 0. Para a distribuicao de
Cauchy, o logaritmo de co apresenta um padrao linear, ou seja, In(cg) = In2—(2k+1) In~y,

enquanto para o caso gaussiano, In(co;) = 3Inm — (k4 3)Iny — Ink! — kIn4.
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cap. 8. As distribuicoes infinitamente divisiveis e as estdveis

Para os demais casos, considerando o resultado (A.18), pode-se aproximar assintoti-

camente o logaritmo da razao I'(22:)/T'(2k + 1) como

(L) 2k+1 1. 2k41 2k+1
—_ = n J—

nF(QkZ-i-l)%( a 2> «

1
—(2k;+§)1n(2k+1)+2k+1

1 2k+1 1 1
~—2k+1)(1——)In(2 1) — — )1 2 (1 ——
(26 + 1)(1 — ) In(2k +1) = (Fo— = D) a+ 2k + 1)(1 - ),
o que resulta em
2 e \2kH1 2k + 1\ *H
Czk(a’V)Nﬁ<2k+1> <eory) ' (3:37)

A Figura 3.2 mostra uma comparagao entre os logaritmos de co; e da forma (3.37),
indicando que a aproximacao sugerida é satisfatoria. Assim, para o caso geral, In g
@((1 —a)In(2k+1) —In~y). A Fig. 3.3 mostra o comportamento de ¢y, para vy = 0,5
e 50 e @« > 1. Embora a sequéncia {co} possa divergir, é possivel obter coeficientes
convergentes mediante transformacao de escala. Com base na Eq. (3.32) ou na sua forma

aproximada (3.37), tem-se

2k+1

ok, 7) =7 * car(a, 7)), (3.38)

em que 7o ¢ uma constante tal que se tenha co (v, y7ys) — 0.

In(c2k)
100 .

80 .
60 e
40 e

-
20 ..-""'
v

-40 id

.
-60 -50 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

aproximagdo de In(c2xk)

Figura 3.2: Comparagdo entre Incg, e suas respectivas aproximagoes (k = 0,---,5) para v =

0.05,0.5,1,1.5,5,50 e 0 < & < 2.0.
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Figura 3.3: logaritmo natural dos coeficientes cai, k = 0,--- ,5, para v = 0,5 e 50, a > 1. As linhas

pontilhadas sdo referenciais obtidos com base nos casos gaussiano (a = 2) e lorentziano (a = 1).

Caso assimétrico com y.=0ea=1

Para o caso lorentziano assimétrico, tem-se que

5(0;8) = exp { ~1lal (1 +182sn(a) nlal) }. (339
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e agora a FD ¢ dada por

+o0
f(z;0) = i/ o—1al(1+i8 2 sgn(q) Inlal)—iaw g,

2m

1 oo 2 : oo 2 ,
=5 / evq|(1+lﬁﬂ1n|q|)elqwdq+/ e lal0—18Z nlal) o Higw g,

T Jo 0

1 [t
- e—'y|q|{e—i'y|q|ﬁ%ln\q|e—iql‘ n e+iv|q\6%1n|q|e+iqx}dq

T Jo

1

+o00 2
= —t/m e’ﬂMCOS(VMﬂﬁ-hWQI+—qx)dq
T Jo i

As derivadas de ordem impar e par com respeito a x em zero sao, respectivamente,

(2k+1) _ GR O A 2k+1,—lql 2
f - ¢ e Msen( v|q|8—1n|q| ) dq (3.40)
™ 0 ™
e
—1)k [t B 2
F@R) (1) / g*Fe 4l cog (7|q\ﬁ—ln|q\>dq, (3.41)
m 0 ™
de modo que
2 T gkt q 2,4
—i - “md)a 3.42
okt 1r@@+¢»%““ﬁA v %n@ﬁﬂnv ! 342
e
2 +o0 %, —q 9 q
_ - 2] —>d. 3.43

As integrais acima devem ser calculadas numericamente. Neste trabalho, porém, nao
consideraremos o caso « = 1, ja que situagoes em que o ~ 1 sao contempladas no caso

que se segue.

Caso assimétrico com p.=0e a #1

Nessa situacao,
#la: 60) = exp { —lal* (1~ ifasen(a) }. (3.44)
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em que 6y = («,7, ), e a FD é dada por

1 [t o1 ,
fx;0y) = %/ e~ ldl (lflﬁasgn(Q))eﬂqrdqj

1 oo _ a i @ s _ a3 o H
= 7 {e al® giVla|*Ba g —igz 4 o—lel" g =1ldl ﬂaeﬂqw}dq
T Jo
1 o0 1 - .1 . L1
= Py qe lg Wq{ewﬂaqe e 4 o wﬂaqe+1qar}dq
0
1 +oo

= qé_le_w cos <qyﬂa — qéx> dg. (3.45)
Ta J,

As derivadas de ordem fmpar e par com respeito a x em zero sao, respectivamente,

=)k [T ey |
f(2k+1) — u/ q © le VqSeIl<q7Ba>dq
0

T
(—1)’“1“(@) sen(@ arctan(ﬁa))
- 7TOK)/Z(/@';»I) ) (1—'—/862“)%
(~1)'r(2:2)
= o Ak (3.46)
Ty,

owy _ (=D [T |
FeR = / g = e Mcos(qyPa)dg
0

T
(—1)’“F<%) Cos <% arctan(ﬁa))
A
(—1) (22
= 2k+1 ' A2,k7 (347)
TOYs @
em que k=0,1,2, ...,
Ve =7 V14062 (3.48)

A =A(ka,p) = sen{ 2k +2 arctan(ﬁa)}, (3.49)

Ay = Asg(k; o, B) = cos { 2k + 1 arctan(ﬁa)}. (3.50)

ol



cap. 8. As distribuicoes infinitamente divisiveis e as estdveis

Com base em (2.12), os coeficientes do polinomio caracteristico sao

o ( 2(k+1)
o (00) = i, (3.51)
T2k +1))avy. °
[§
o (2k+1
C2k(90) - ( < )2k+1 'AQ,k‘ (352)

L2k + Day, *
As componentes A ; e Ay, definem o padrao assimétrico da distribuicao e nao depen-
dem do parametro de escala . Assim, a partir dessas equagoes tem-se que os coeficientes
impares e pares da distribui¢do padronizada (y = 1) se relacionam com os da distribuigao

X, respectivamente, mediante as transformacoes de escala

2k+2

o1 (, 7, 8) =% * canri(e,y70, B)- (3.53)
2641

CZk’(aa Y5 /6) =% “ CQk(av Y70, 5)7 (354)

em que yg > 0.
Além disso, ¢ interessante observar que co,(6g) se relaciona com o caso simétrico

cor(0s), em que 05 = (a,7y)'; isto é,

cor(a, v, B) = CQk(@»V)W- (3.55)

Para o caso particular em que X segue uma distribui¢cao simétrica e estavel em torno

de zero (B = 0), o parametro 7, coincide com o de escala v, A1, =0 e Ay = 1 para todo

k > 0. Nesse caso,

fE+9(0,0,) =0 (3.56)

— 1)k ( 2kl
f(%)(O;OS) = L{iﬂa) (3.57)
QY o
Mas para o caso assimétrico, temos v, > v e Ay ; e Ay j, ndo sao fungoes constantes. Isso

sugere que se o coeficiente de assimetria for ignorado em uma analise de dados assimétricos,

a estimativa do fator de escala podera ser superestimada. O estudo sobre o comportamento
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§3.5. O polinémio caracteristico

dessas funcoes pode ajudar a descrever o efeito da assimetria nas leis de poténcia dos
passeios aleatorios. As Figuras 3.4, 3.5 e 3.6 exemplificam, respectivamente, graficos de
Az, A1 e Ao em funcao de B para alguns valores a. Eles mostram que Asg e Ay
sao fungoes pares com respeito a 3, enquanto A;( ¢ uma fungao impar. A fungao Ay é
nao negativa para todo 0 < o < 2, enquanto Ay; > 0 para qualquer |5| < 1 apenas se
L,h<a<2

Como 0 < Ay < 1, é possivel representar f© como

11(0; 60) = )

_ (3.58)
T (Ve0)
em que

Ve
Yoo = —o (3.59)

ASg

1+ 32

o VIR g ), (3.60)

A3y

Embora nio sejam equivalentes, o aspecto da Eq. (3.58) é semelhante ao da equagao
correspondente no caso simétrico, Eq. (3.57) com k = 0. Por isso, se a assimetria
da distribuicao for ignorada, o resultado de uma andlise de dados poderia levar a uma
conclusao inflacionada acerca do parametro de escala, ja que 7, o € um parametro de escala
inflacionado por Bsy.

O fator de inflagao By ¢ inversamente proporcional a Asy. De acordo com a Fig.
3.4, a amplitude de Ayj tende a aumentar & medida que « diminui, e funcao A,y pode
decrescer para zero se a < 1. Portanto, o fator de inflacao By pode atingir grandes
magnitudes se a < 1. Mas para 1.5 < a < 2, o efeito pode ser pequeno, dependendo de f3.
A Fig. 3.7 ilustra o comportamento do fator de inflacao By em funcao de 3 para alguns
valores de ao. Para 1.5 < a < 2, observa-se que By < 1.8. Ha uma tendéncia de aumento
consideravel & medida que a — 1 e || — 1. Assim, por exemplo, se § = 0.5 e a = 1.7,
7«0 € aproximadamente 5% superior ao parametro de escala v, enquanto se § = 0.5 e
a = 1.2, 7.0 € quase 3 vezes 7. Pela Figura 3.7, nota-se também que o aumento de By
tende a ser explosivo a medida que o — 1 para o caso em que o < 1. Por exemplo, para

B =0.5ea=1.05, 7.0~ 31y enquanto para 3 = 0.5 e a = 0.95, 7,0 = 707.
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Figura 3.4: Comportamento de As o em fungdo de 3 para alguns valores de a.
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Figura 3.5: Comportamento de A ; em fungido de 3 para alguns valores de a.
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Figura 3.6: Comportamento de A; o em fungido de 3 para alguns valores de a.
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Figura 3.7: Comportamento de Bz o em funcao de 3 para alguns valores de . As linhas verticais em

B = +0.75 representam truncamentos.
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Como By é funcao par com respeito a 3, o sinal desse coeficiente pode ser avaliado

com base em f) ou A, conforme a Fig. 3.6 ou o quadro que se segue.

Tabela 3.1: Relagdes entre «, 3, f1) e A;
O0<a<1|B>0|fW>0]A,,>0

O<a<1|B<0|fW<0|A,<0
l<a<2|B8<0|fW>0]|4,>0
l<a<2|B>0|fY<0|A4,0<0

3.6 Consideracoes

Neste capitulo apresentamos as distribuicoes estaveis e descrevemos o comportamento do
seu polindmio caracteristico. Como veremos no Cap. 5, os coeficientes desse polindémio
serao uteis para a estimacgao dos parametros de distribuicoes estaveis por maxima veros-
similhanca. A avaliacdo da estabilidade ou quase estabilidade de um passeio aleatério
Sar = X1+ -+ 4+ Xay serd feita com base no comportamento do indice de estabilidade
ag,,. Se, por exemplo, Xy, -+, X, for uma sequéncia de VA estaveis IID com parame-
tros o e v, entao ag,, = a e ys,, = Aty, para qualquer At. Porém, se essa sequéncia
IID nao for de VA estaveis, entao ag,, — 2 & medida que At cresce e vg,, = Aty. Caso
as VA ndo sejam IID nem estaveis, define-se quase estabilidade [30, 31, 32, 33| se houver
um intervalo Aty < At < Aty em que ag,, = a.

Como o procedimento de estimacao a ser proposto no Cap. 5 depende da funcao
caracteristica empirica (FCE), uma discussdo acerca de suas propriedades e limitacoes

serd apresentada no préoximo capitulo.
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Capitulo 4

A funcao caracteristica empirica

4.1 Introducao

A funcao caracteristica empirica (gﬁ(q)) ¢ uma importante ferramenta estatistica para o
estudo de observagoes que seguem distribuigoes de Lévy estaveis [26, 95, 97, 125, 100 ou
quase estaveis [30, 31, 33, 35]. Nesses casos, a representagao da distribuigdo dos dados
por funcoes caracteristicas é mais simples do que a por funcoes de densidade ou funcoes
de distribuicao de probabilidade. Além disso, no caso nao gaussiano da distribui¢ao de
Lévy estavel, nem todos os momentos existem [21, 103], o que impede o uso de medidas
como o desvio padrao e o coeficiente de correlacao. Por exemplo, a funcao caracteristica
empirica (FCE) pode ser aplicada para se testar a hipotese de gaussianidade (o = 2)
contra a hipotese (o < 2) — ou outros testes de aderéncia (goodness-of-fit) — |52, 56,
60]; para se testar a dependéncia contemporanea e a serial em processos nao gaussianos
[25, 55, 56]; para se avaliar a assimetria dos dados [28, 56|, e para se estimar parametros
[4, 26, 77, 95, 97, 125]. O Cap. b5 abordara sobre o método de estimagdo por méxima
verossimilhanca via FCE.

Além das propriedades estatisticas basicas do estimador ¢E(q) [13, 27, 47, 120], este

capitulo trata acerca do seu truncamento natural devido a finitude do tamanho da amostra

(n). Com base na distribui¢ao amostral da FCE e na teoria de testes de hipoteses [89, 101],
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espera-se que haja truncamento da parte real de (ﬁ(q) quando seu valor for inferior a
z/ V2n, em que z é um quantil apropriado da distribuicdo normal padrao. Analogamente,
trunca-se |¢(¢)| caso seu valor se encontre abaixo de um ponto critico bom = \/23/2n, em
que z3 ¢ um quantil apropriado da distribuigao x? com dois graus de liberdade.

Com respeito as propriedades de scaling, considerando um passeio aleatério na forma
Sar = X1+ -+ 4+ Xay, verifica-se que ha uma quebra no padrao linear esperado de
In(—In |¢s,,(q)|) versus In(q). Essa quebra de scaling ocorre sempre no mesmo patamar,
independentemente do valor At e dos parametros da distribuicdo. Assim, o truncamento
da FCE relaciona-se também com as quebras de scaling de outras caracteristicas distri-
bucionais, como o momentos absolutos das distribuigdes quase estaveis [84].

A estimativa da FD no ponto zero (ou a "probabilidade de retorno a origem") permite
estudar as propriedades de scaling de uma distribuicao de dados |75, 46]. No entanto, as
estimativas produzidas pelo método do Kernel [107, 108] — o que inclui o Kernel triangular
utilizado em trabalhos anteriores [21, 75, 46] — sdo tendenciosas e inconsistentes do ponto
de vista estatistico [115]. Por outro lado, boas estimativas da FD no ponto zero podem
ser obtidas com base na FCE truncada mediante transformada inversa de Fourier.

A proxima secao define e apresenta as principais propriedades da FCE. A Secao 4.3
trata do polinémio caracteristico empirico e descreve procedimentos para se estimar a FD
e suas derivadas. A Se¢ao 4.4 trata do fendmento de truncamento da FCE. A Secao 4.5
aborda acerca do truncamento da FCE de um passeio aleatério simples, e as quebras de
scaling sao ilustradas na Secao 4.6 por meio de simulagoes de Monte Carlo, e também na
Secao 4.7 com dados do IBovespa. A Secao 4.8 apresenta algumas consideragoes sobre

este capitulo.

4.2 Definicao e algumas propriedades da FCE

Seja {X;};=1,.., uma amostra aleatéria retirada de uma distribuicdo continua X com
FD, FDA e FC respectivamente representadas por f(x;0), F(x;0) = ffoo f(u; @)du e

&(q;0) = d2(q;0) + 101(q; 0), em que O € RP & o vetor de parametros da distribuigao e
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q € R. Define-se a FCE como [97, 120]

da) = [ eif() (1)
- % > (12
-y = qX Z (4.3)
= 952(61) +idi(q), (4.4)
em que
Fla) = % i Iz - X,) (4.5)

é a fungao de distribui¢do acumulada empirica e I(y) =1sey >0e I(y) =0 se y < 0.

Propriedades

A FCE é um estimador nao viciado da FC, pois

<913(q)> _ <i COS(;]LXj)> +@<i sen(ng)>

= 02(q; 0) +it1(q; 0) = ¢(q; 0).

Com respeito ao segundo momento da parte real de ngﬁ(q), tem-se que

<A§(Q)> = % <ZZCOS<qu) COS(qu)>
= % <Z COSQ(qu)> + % <Z cos(¢X;) cos(qu)>

J#k
"= feosqx)y?

= (o (4X)) + " (a: ), (4.6)
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Por analogia, o segundo momento e a variancia da parte imaginaria de ¢(q) sdo, respec-

tivamente,

(80) = L (sen(ax)) + " L63(0:0). (1.9

~

Var(u() = +{ (sen*(a)) — 32(0:0) . (1.9)

Considerando-se as Eqs. (4.7) e (4.9), a média dos erros quadraticos (mean squared

errors) de ¢(q) ¢

MSE(g;n) = (16(q) — 6(a; 0)]*) (4.10)
= ((32() = 9(4:0))) + ((d1() — 6(:6))?) (4.11)
= Var(d3(q)) + Var(é(9)) (412)
_1- ch?iq; o)F (4.13)

Com base no resultado acima, para um valor fixo ¢, conclui-se que (jg(q) é um estimador
consistente, pois MSE(¢;n) — 0 & medida que n aumenta.

O problema é que o valor n necessario para haver consisténcia depende de ¢ [13, 120].
Considerando que n seja fixo e |g| — oo, como ngS(q) é FC de uma distribuicao discreta, tem-
se lim supjy_ o0 16(q)] = 1 (BEq. (2.7)). Por outro lado, ¢(q;0) é FC de uma distribuicao
absolutamente continua e, assim, limsupj, ., [¢(¢;0)] = 0 (Eq. (2.6)). Entao, pela

desigualdade triangular,

limsup |p(q) — ¢(g; 0)| < limsup |p(q)| + limsup |¢(g; 0)] = 1, (4.14)

lg|—o0 lg|—o0 lgl—o00

de modo que o evento lim sup),_,« |6(q) — ¢(q; @) > 0, com n fixo, ocorre com probabili-

dade 1. A discussao acerca das implicagoes desse fato se encontra na Segao 4.4.
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Distribuicao amostral

Para se obter a distribuicio amostral do par (¢s(q),d1(¢)), ¢ preciso determinar sua

funcao de covariancia Cov(gbfg(q), ¢21(q)) Para isso, tem-se que
$(24;0) = (%)
= ((cos(¢X) + isen(¢X))?)
— <cosz(qX)> + 2i {cos(¢X)) (sen(¢X)) — <sen2(qX)>

= <cosQ(qX)> — <sen2(qX)> + Qicbz(Q; 9)¢1(Q§ 0)

= (2cos*(¢X)) — 1+ 2i¢2(q; 0)d1(g; 0). (4.15)
Logo,
|0(24;0)* = (2 (cos®(¢X)) — 1)* + 4¢5(q; 0) 97 (¢ 8), (4.16)
de modo que
(cost(gx)) = LV E@0) (.17
e, analogamente,
(sen(gx)) = LV 2G0) (4.18)
em que
Alg;0) = [6(24;0)|” — 405(q; 0)¢1(¢; 0).- (4.19)

Quanto ao segundo momento cruzado,

(h@h(@) = <Z Zcos<qxj>sen<qu>>

— % <Z COS(qu)sen(qu)> + % <Z Cos(qu)sen(qu)>
7=l 7k

n

_ % (cos(q X )sen(g X)) +

n—1

L 0u(0;0)01(0:6)
:in<sen(2qX)>+ ——2(4;0)¢1(4; 6)

= - 01(2:0) + " 0:(4: 0)61(4: 0). (120)
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Assim, a funcao de covaridncia entre as partes real e imaginaria da FCE é

Cov(da(q), 41(q)) = ! {%%(261; 0) — $2(q; 0)d1(g; 9)}. (4.21)

n
Se a distribuigdo X for simétrica em torno de zero, entdo ¢1(q;0) = 0 e ¢(q;0) =

$2(q; 0), de maneira que (4.17) e (4.18) se reduzem a

(eos?(gx)) = L O200) (1.22)
:
(sen®(gX)) = %. (4.23)
Consequentemente, havendo simetria em torno de zero, Cov(¢an(q), dra(q)) = 0 e
Var(d3(a)) = Var(éi(g)) = L= 2@ (4.20)

Dado um valor g e n suficientemente grande, mediante aplicacao do Teorema Limite
Central é possivel concluir que as estatisticas ¢2(q) e ¢1(q) — que sdo somas de variaveis
aleatorias IID — sao assintoticamente gaussianas, ou seja,

or(q) — or(q; 0) N
Var(¢x(q; 9))

N(0,1), (4.25)

em que k = 1 ou 2. Logo, a distribui¢do conjunta (QASQ(Q),le(Q))/ segue assintoticamente
uma distribui¢do normal bivariada [76] cujo vetor de médias é (¢p2(q), $1(q))" e cujos ele-

mentos da matriz de covariancia sao (4.7), (4.9) e (4.21).

Covariancias cruzadas

~

Os momentos cruzados <q§2(q)gz§2(r)>, <q§1(q)q§1(r)> e <g§2(q)¢1(r)> podem ser desenvol-

vidos com base na relacao

(cos((g + r)X)) + {cos((g — 1) X))

(cos(qX) cos(rX)) = 5

(4.26)
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Assim,

Cov(da(q), 32(r) = ( (32(0) = 62(4:0)) (3a(r) — 62(:6)) )

= LY feon(a X, cos(r X)) — nlg:B)6nr:0)
bl +736) + ol i) 2 0s0) (o
Semelhantemente, conclui-se que
Cov(n(q), d1(r)) = ¢2(q —1:0) — dalq +;;19) — 201(g;0)¢1(r; 0) (1.28)
:
Cov(a(q), b1 (r)) = O1(g +7:6) — 91(q —7:6) — 265(q:0) 61 (r; 0) (4.20)

2n

4.3 O polindmio caracteristico empirico

Com base na expansao (2.15) da FC, o polinomio caracteristico ®(D,; @) foi introduzido
(Eq. (2.16)) como uma forma alternativa que permite caracterizar uma distribuicao, e
o Cap. 3 mostrou o papel desse operador para o estudo de distancias entre distribui-

¢Oes. Com relacao a analise descritiva de uma amostra {X;};—1 ., define-se polinoémio

~~~~~

caracteristico empirico como
+o0o
O(Dy) =) Dk, (4.30)
k=0

em que &, = 2m(—i)k f®) /kl e f® representa uma estimativa da FD no ponto zero (k = 0)
ou da k-ésima derivada da FD no ponto zero (k > 1).

A estimativa da FD em qualquer ponto z, f(z) = f©(z), e as estimativas das deriva-
das da FD, f(k)(x), k > 1, podem ser obtidas pelo método do Kernel [107] ou pelo método
da transformada inversa da FCE.

O estimador de f*)(z;8) pelo método do Kernel [107, 108] ¢

. R r— X,
k k
f()(x):nthZK()( A ]>v (4.31)
j=1
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em que o kernel K (u) é uma func¢do nao negativa tal que
+00
K(u)du =1, (4.32)
e h é a largura da janela de suavizacdo (bandwidth ou parametro de suavizagao). Ha
varias possibilidades de escolha para a fungao K(u) e, em geral, essas diferentes fungoes
produzem resultados praticos semelhantes |[107]. Uma possivel escolha, por exemplo, é o
kernel gaussiano

K(u) = exp(—u?/2). (4.33)

1
V2r
J& a determinacao do parametro de suavizacao h é um aspecto critico, pois o resultado é
sensivel a escolha do valor h. Entre os varios métodos disponiveis para a determinacgao de
um valor 6timo, o da validagdo cruzada (CV) sugere que h seja tal que minimize a fungao
[53]

(—1)* (2k) 2 (2k)
CVi(h) = o > (K*K) {(Xi—Xj)/h}—mZK {(Xi=X;)/h} ¢, (4.34)
2% 1#]
em que K * K representa a convolucao da funcao Kernel.

Como alternativa, propde-se estimar f*)(x: @) pela transformacio inversa da FCE,

O (@ / o(q)g e dg, (4.35)

em que () é uma faixa de operacao da FCE a ser discutida na proxima secao. Embora
o método do Kernel forneca, em geral, bons resultados, as estimativas no ponto zero,
f(k), k > 1, sao particularmente tendenciosas [115]. Por outro lado, o estimador alter-
nativo (4.35) produziu resultados satisfatorios em nossos estudos (Segao 4.6). Assim,

sugere-se o seguinte procedimento para a estimacgao da FD e suas derivadas:

1. calcular f® = f®)(0) = (gjfk fqu #(q)q*dg:;

2. obter h tal que as estimativas por Kernel e por FCE sejam coincidentes;

3. calcular f®)(z) com base no parametro de suavizacdo determinado no passo anterior.

Como ilustracao, um estudo de Monte Carlo serd apresentado na Secao 4.6. Antes,

porém, introduziremos a FCE truncada na secao que se segue.

66



§4.4. A FCE truncada

4.4 A FCE truncada

Ao mesmo tempo que QAS(q) ¢ um estimador nao tendencioso e consistente da FC teérica
a4 medida que n aumenta, observamos na secao anterior que, pela finitude do tamanho
da amostra, P(lim SUD) ¢[00 6(q) — ¢(q; 0)] > 0) = 1. Segundo o teorema de Glivenko-
Cantelli [120], se

lim In & =, (4.36)

n— oo n

entdo, quase certamente para qualquer ¢(q; @), temos

lim sup [¢(q) — ¢(¢; ) = 0. (4.37)

la|<gn
De acordo com esse teorema, ¢(q) é um estimador consistente enquanto |¢| < ¢,,, em que

¢n — 00 mais lentamente do que n — o0, 0 que sugere um truncamento da FCE na forma

b(0) = 3lg) se lq| < g, (.38
0 se |q] > qn.

Assim, sugere-se que, caso ¢ ¢ @ = [—@n,qn), em que o intervalo ) denomina-se
intervalo de operacdo, as estimativas da FCE se encontram dentro do nivel de ruido e,
portanto, devem ser desprezadas. O problema ¢ determinar o valor do ponto critico g,
(ou primeiro zero positivo [68, 120]).

Alternativamente, propoe-se que o truncamento seja estabelecido com base na signi-

ficancia estatistica de qg(q) Ja que limjg,o ¢(q; @) = 0 para o caso de uma distribuigao

absolutamente continua, para um dado valor ¢ pode-se efetuar o teste de hipdteses
Hy : ¢(q;0) = 0 versus Hy : ¢x(q;0) # 0, (4.39)

em que k = 1 ou 2. Caso a estimativa ggk(q) seja inferior a determinada margem de erro,
nao haveria evidéncias estatisticas contra a hipotese nula H, e, portanto, essa hipotese
nao poderia ser rejeitada. De acordo com (4.25), a distribuicao amostral da FCE sob a
hipotese Hy é

ék(@

1

Van

~ N(0,1). (4.40)
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~

Logo, considera-se que @(q) e ¢1(q) ndo sdo estimativas nulas para um nivel de signifi-

cancia ns se

V216 ()] > 2us, (4.41)

em que ns = P(|Z] > z,) e Z ~ N(0,1). Por exemplo, para ns = 0,3%, tem-se

aproximadamente

V2ndi(g)| > 3. (4.42)

Dessa forma, as limitacoes do instrumento estatistico ggk(q) permitem inferéncias acerca
de ¢r(q; 0) desde que |px(q)| > \/%Tz

Na Subsecao 2.2.1, observamos que |¢(q; @)| é a FC de uma distribuigao simetrizada.
Quanto & inferéncia acerca dessa distribuicao, sob a hipotese nula ¢(g; @) = 0, tem-se que
os estimadores ¢;(q) e d2(q) sio independentes. Logo, a estatistica 2n{¢?(¢) + ¢2(q)}
segue a distribuicao y? com dois graus de liberdade, de modo que médulo da FCE se
encontra no nivel de ruido se |<5(q)| < \/%, em que z2 é um quantil apropriado da
distribuicao y2.

Com base nessas consideracoes, propomos um truncamento na forma

~ 5 5 > mns
o) = o(q) se |<Jf(Q)| > o, (4.43)
0 seld(q)| < o

em que ¢g, = \/,23/—271 e z2 ¢ o quantil desejado da distribui¢aio x? com dois graus
de liberdade. A Fig. 4.1 ilustra o comportamento do ponto critico ¢, conforme o
tamanho da amostra (500 < n < 10.000) e os niveis de significancia 0,1%, 0,3% e 1% (que,
respectivamente, correspondem aos quantis 13,8155, 11,6183 e 9,2103 da distribuicao x?
com dois graus de liberdade. A funcao ¢, decresce lentamente para zero & medida que

n aumenta.
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(I)O:?’L
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Figura 4.1: Comportamento do ponto critico ¢g ., = 1/23/2n segundo o tamanho da amostra (500 < n <
10.000) e os niveis de significancia ns = 0,1% (25 = 13,8155), 0,3% (22 = 11,6183) e 1% (22 = 9,2103).

4.5 A FCE de uma soma de variaveis aleatorias

Considerando que {X;};-1, , seja uma sequéncia de VA IID, a FCE de um passeio

aleatorio Sa; = X7 + Xo + ... + Xa; pode ser escrita como
At
bsa (@) = [ [ dx(a) = (x(2)>" (4.44)
j=1

Logo, se houver independéncia, a estimativa (qggm (q))ﬁ deve ser equivalente & qu(q)
(At =1).
H4 outras propriedades de scaling se X; for estavel, pois, nesse caso, X; = AtéSAt.

Assim, para uma soma de VA estaveis 11D, tem-se

dss(0) = x(a ™), (4.45)
ou

Ox(a) = Dsa, (%), (4.46)

isto é, a equivaléncia também ocorre mediante transformacao de escala no suporte da

FCE. Além disso, se Sa; for estavel, espera-se um scaling na forma

In(—In |, (q)]) = aln || + In At + In~y. (4.47)
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Assim, teoricamente, para At = 1,2,3,..., N, o grafico de In(—In ]gﬁgm(q)\) versus In |q|
deve apresentar N retas paralelas cujas inclinacoes sao iguais a «, com espacamento ver-
tical igual a In At em relacdo a reta inicial com At = 1. Entretanto, pela finitude da
amostra, espera-se também uma quebra desse padrao linear a partir de algum valor pro-
ximo do limite estatistico ¢ ,. Na proxima se¢ao, observaremos que esse valor independe

de At e de quaisquer outros parametros da distribuicao em estudo.
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Figura 4.2: Parte real das fungdes caracteristicas empiricas obtidas com base em n = 5.000 replicagoes
de passeios aleatorios com At = 1 (curva tracejada), 2,4,6,8,10,15,20,30 gerados por distribui¢oes
estaveis com o = 2 (gaussiana), o = 1 (lorentziana), a = 1.5 (simétrica) e o = 1.5 (assimétrica). A linha

horizontal tracejada representa o ponto critico 3/v/2n (ns = 0,3%).

4.6 Estudo por simulagoes de Monte Carlo

Esta segao apresenta um experimento de Monte Carlo [102] para ilustrar o fendmento do
truncamento natural da FCE, a quebra do seu padrao esperado de scaling e o procedimento
para estimacao de densidades e suas derivadas. Esse estudo considera amostragens de

distribuigoes estaveis com o = 1 (lorentziana), a = 1.5 e @ = 2 (gaussiana). Para
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a = 1.5, consideramos o caso simétrico (8 = 0) e um caso assimétrico (5 = 0.8). O
parametro de escala considerado foi v = 8. Com base nesses parametros, foram geradas

n = 5.000 replicacoes de passeios aleatorios com At =1, --- ,20.

(s s
1.0 oy 1.0

0.0 0.0

[9s. [9s.
1.0 1.0

0.5 0.5

0.04

- 0.0
-1.50 0.75

0.75 1.50 -1.50 -0.75

0.75 1.50

Figura 4.3: Modulos das FCE. A linha horizontal tracejada representa o ponto critico /13.8155/2n
(ns =0,1%).

A Fig. 4.2 mostra as estimativas da FC para cada série simulada (a curva tracejada
representa o caso At = 1). A linha horizontal tracejada representa o ponto critico 3/@
associado com o nivel de significancia de 0,3%. Assim, as estimativas abaixo dessa linha
sao consideradas ruido e, portanto, sdo estatisticamente nulas. Quanto ao moédulo da
FCE (que desconsidera a parte assimétrica da distribuigao, se for o caso), os resultados
sao apresentados na Fig. 4.3.

A Fig. 4.4 mostra que a quebra do padrao esperado de scaling do grafico In(— In|¢(q)|)
versus In(g) ocorre no patamar In(—In/13.8155/2n), independentemente da forma da
distribuicao. Logo, a ocorréncia natural do truncamento da FCE nao permite que se esta-
beleca uma malha de valores ¢ arbitrariamente extensa. Antes da quebra, as inclinacoes

da retas sao aproximadamente iguais a «, e os espacamentos verticais com relacao a reta
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In(-1n [$s.))

4
2

0
2
4
6
8
0
2

In(-In [¢s.])

3
2
1
0

-1

2

3

-4

5

In(-In [¢s.])

4
2
0

2

-4

-6

-8

-104,

4
&
I
IS
&
(]
)

Figura 4.4: Dupla transformagio logaritmica dos médulos das FCE da Fig. 4.3. A linha horizontal

tracejada representa a transformacao do ponto critico, In(—In 1/13.8155/2n), relativo a ns = 0, 1%.

tracejada (At = 1) sdo aproximadamente iguais a In At. A Fig. 4.5 mostra que qgg(q)

colapsam para o caso At = 1 mediante transformacio de escala do suporte At!/%q.

As Figs. 4.6 e 4.7 mostram relagbes lineares entre In f(0) e In f(2) versus In At com

inclinagoes respectivamente iguais a —1/a e —3/a. Com base no procedimento descrito

na Secao 4.3, a Fig. 4.8 mostra as densidades empiricas para os casos simétricos e assi-

métricos com « = 1.5. Por causa da auto-similaridade da distribuicao de Levy estavel,

a transformacio de escala da FD fg (2) = fsu,(2)AtY* em que z = zAt~/*, gera

distribuicoes colapsadas em At = 1.
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Figura 4.5: Rescaling:

colapsam para o caso At = 1 mediante transformacao de escala de g.
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§4.7. Estudo por simulacoes de Monte Carlo
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Figura 4.6: Estimativas do logaritmo da FD no ponto zero versus In At. As retas tracejadas possuem

inclinagoes iguais a 1/a.
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Figura 4.7: Estimativas do logaritmo da segunda derivada da FD no ponto zero versus In At. As retas

tracejadas possuem inclinagoes iguais a 3/ .

4.7 Ilustracao: dados do IBovespa
Considere os dados do IBovespa descritos no Cap. 1, e que
SR =X+ X5+ + X4, (4.48)

representa a soma de At retornos amostrados aleatoriamente, com reposicao, do conjunto
de dados {X:}i=1... 10870 — isto ¢, uma reamostragem bootstrap |23, 106] de retornos
centrados na meédia. Isso permite que os tamanhos das amostras para diferentes valores
At > 2 sejam iguais ao tamanho da amostra original (At = 1).

Considere também o passeio aleatorio

S =X+ X+ -+ Xag (4.49)
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Figura 4.8: Densidades empiricas obtidas pelo método do Kernel para o caso o = 1.5.

construido de modo a preservar a estrutura serial original. Ou seja, se At = 2, forma-se
um conjunto de dados cujos elementos sdo as somas parciais adjacentes Dy = {X; +
Xo, Xs+ Xy, -+, Xi0.860 + X10870}, @ partir do qual serd extraida uma amostra bootstrap
de 10.870 observacoes.

Para cada At =1,2,--- 10, foram obtidas 10.870 replicacdes das variaveis aleatorias
SR, e S%,, e a Fig. 4.10 mostra as estimativas da parte real das fun¢oes caracteristicas
correspondentes. Nota-se que as estimativas da FC sao significativas sobre determinado
intervalo @ € [—q, q], mas fora dele os valores se confundem com o ruido (i.e., nao sao

estatisticamente significativos).
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Figura 4.9: Densidades empiricas da Fig. 4.8 colapsadas para o caso At = 1 mediante transformagao

de escala z = z(At) "Y1 e f(z) = f(z)(At)/15,

Para as distribuicoes estaveis, as estimativas da parte real da FCE dependem da
forma (), da escala () e da assimetria (). Para que o foco seja concentrado apenas
na forma e na escala, considera-se a FC simetrizada |¢g,,(q)| (Fig. 4.11). A Fig. 4.12
apresenta um comportamento de In(—In |¢g,, (¢)]) versus In(q) compativel com a hipotese
de esses passeios aleatorios serem estaveis ou quase estaveis. Nela, percebe-se um padrao
multiscaling da FCE, e é interessante notar que a perda de significancia estatistica produz

quebras da tendéncia linear no mesmo patamar (linha tracejada horizontal). Esse patamar

relaciona-se com o limite de confianga estatistico, ou seja, In(—In/13.8/(2 x 10870)) ~
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1.3, em que 13.8 é o valor do percentil 99,9% da distribui¢do x? com dois graus de
liberdade.

Para At = 1, a reta mostrada na Fig. 4.12 possui inclinacao aproximadamente igual a
1.60, e as retas subsequentes para At = 2,--- , 10 sdo paralelas a ela. Assim, com base na
estimativa o ~ 1.60, a Fig. 4.13 mostra que as FCE colapsam para a estimativa ggsl(q)
mediante a transformacio de escala At!'/%q.

As Figs. 4.14 e 7?7 mostram as estimativas de fgm e fgm obtidas mediante a transfor-

macao inversa da FCE, ou seja,

e (=0)F ko
fone =5, /quq b5, (q)dg. (4.50)

A Fig. 4.14 mostra que o comportamento de In fsgt é compativel com a hipotese de
estabilidade, enquanto In fsﬁt se desvia dessa hipdtese, principalmente apos At = 20 (em
que a inclinagdo da curva tende para —0.5, ou seja, o =~ 2). A Fig. 4.15 mostra que, a
medida que At aumenta, f&gt tende para zero mais rapidamente do que se espera sob a
hipotese de estabilidade. Com base no procedimento descrito na Se¢ao 4.3, a Fig. 4.16
mostra as estimativas da FD para os valores de At considerados no estudo. Na Fig. 4.17
observamos que a transformacao de escala remete cada distribuicao para At = 1, pelo

menos na regiao modal da distribuigdo, apesar das evidéncias de nao estabilidade de S%,.

4.8 Consideracoes

Neste capitulo, observamos que o truncamento abrupto da FCE é uma consequéncia

natural da finitude do tamanho da amostra. Esse truncamento ¢é persistente para gran-
. _1 . .

des amostras, pois ¢p, X n” 2z e, assim, ¢y, — 0 mais lentamente do que n — oo.

Esse fenomeno esta associado com as quebras abruptas de scaling dos momentos absolu-

tos observadas em trabalhos anteriores [84]. Assim, como uma variacao do teorema de

Glivenko-Cantelli [120], definimos uma FCE truncada como

I §5<Q) se |<5(Q)| Z ¢0,n7
¢:(q) = .
0 selo(q)] < don-
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Figura 4.10: IBovespa: estimativas da parte real da FC de S%, (painel superior) e SQ, (painel inferior)

para At =1 (linha tracejada), 2, - - -, 10.

Embora uma FCE truncada nao seja uma funcao caracteristica propriamente dita
[120], é possivel associar o truncamento abrupto da FCE com o truncamento nio ne-
cessariamente abrupto [50, 51, 61, 85| da funcdo de densidade de uma distribuicao de

dados.

Os resultados mostrados na ilustracao com os dados do Ibovespa sao consistentes com
aqueles observados em nossos trabalhos anteriores [46, 30]. De fato, os dados reais se
desviam da hipotese de estabilidade, embora a presenca de autocorrelacao serial possa

retardar a atragdo para o dominio gaussiano [30, 33, 45]. Por isso, como os dados reais
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Figura 4.11: IBovespa: estimativas do médulo da FC de S&, (painel superior) e SQ, (painel inferior)

para At =1 (linha tracejada), 2, - - -, 10.

nao sao IID, o processo pode ser governado por dois regimes distintos: o de Lévy (que
rege uma faixa Aty < At < Aty) e o gaussiano (para At > Aty).

O proximo capitulo trata do método de maxima verossimilhanga (MV) no dominio de
Fourier para a estimacao dos parametros sob a hipotese de estabilidade. Isso porque a
estimacao de MV, por ser estatisticamente consistente, permite medir e avaliar adequada-
mente a atra¢do (ou ndo atragao) de um passeio aleatorio Sa; para o dominio gaussiano

a4 medida de At aumenta.
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Figura 4.12: IBovespa: estimativas do logaritmo duplo do médulo da FC de S, (painel superior) e

SQ; (painel inferior) versus In(q), para At =1 (linha pontilhada), 2, - -, 10.
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Figura 4.13: IBovespa: reescaling — estimativas da parte real da FC de S¥, (painel superior) e S%,

(painel inferior) versus At'/%q (At =1,---,10).
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Figura 4.14: IBovespa: estimativas do logaritmo da FD de S%, e S%, no ponto zero wversus In At
g g At At

(At =1,---,10). A linha tracejada ¢ a reta esperada sob a hipdtese de a distribuicdo do passeio aleatorio
ser estavel. O comportamento referente ao processo SR, é compativel com a hipétese de estabilidade,

enquanto o de Sﬁt tende a se desviar dessa hipotese, principalmente apos At = 20.

f m

100 A

-100+

-200

-300

0 R s
TS R W estavel

Figura 4.15: IBovespa: estimativas da primeira derivada da FD de S%, e S, no ponto zero versus
In At (At =1,---,10). A linha tracejada é a curva esperada sob a hipotese de a distribuigdo do passeio

aleatorio ser estavel.
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Figura 4.16:

0.4 0.6 0.8 1.0

IBovespa: estimativas Kernel da FD de S, e SQ, para At =1,---,10.
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Figura 4.17: IBovespa: estimativas Kernel da FD de S%, e SQ, para At = 2,--- 10 colapsadas para
At = 1 mediante transformacio de escala z = 2(At) /16 ¢ f(2) = f(x)(At)Y/16.
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Capitulo 5

Estimacao por funcoes caracteristicas

5.1 Introducao

O estudo da estabilidade ou quase estabilidade de um passeio aleatorio Sa; = X7 +--- +
Xa: pode ser feito com base no comportamento de ag,,. Se, por exemplo, Sa; for uma
soma de VA estaveis IID, entao ag,, = o e 7g,, = Aty, para qualquer At. Porém, se
Sat nao for estavel, entao ag,, — 2 a medida que At cresce e vg,, = Aty. E, se Sa; for
quase estavel [30], entdo as,, = a enquanto Aty < At < Aty, e depois ag,, — 2; ¢ agora,

Ysa, 7 Aty por causa da presencga de autocorrelacao serial.

Para esse estudo, ha diversos métodos para se estimar os parametros de distribuicoes
sob hipotese de estabilidade. Pode-se estimar oo com base no grafico In f’(X < x) versus

Inx, jA que as caudas das leis estaveis seguem o comportamento de Pareto [103]

lim z*P(X > z) = na(l + B)7y, (5.1)
T—r00
em que n ¢ um fator de normalizacao, [ ¢ o parametro de assimetria e v é o de escala.
Assim, se os dados forem estaveis, um padrao linear de inclinacao —a deve ser encontrado
no grafico log-log. Também ¢é possivel estimar o com base na ordenagao dos dados.

Considerando que X3y < X(g) < -+ < X(;,) sao as estatisticas de ordem da amostra
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aleatoria { X}, [21, 87|,

(5.2)

converge em probabilidade para 1/a & medida que n aumenta. A férmula H,, ; é chamada
estimador de Hill e o inverso multiplicativo de « é chamado indice caudal ou indice de
valor extremo. Outra possibilidade é obter estimativas da FD no ponto zero de Sa; e obter
« com base na reta que emerge no gréfico log-log de fs,,(0) contra At [75]. Resultados
consistentes podem ser obtidos combinando-se o estimador de Hill com transformacoes
de escala de passeios aleatorios Sa; [21]. Os parametros também podem ser estimados
mediante ajustamento da FCE por regressao nao linear [4, 45, 84, 97|, i.e., determinar

0 = (o, 3,7) de modo que se minimize a distancia Lo
L+(6) = [ (6(a) ~ ola:6) *d. (53)

Muitos desses métodos foram propostos frente a limitacoes computacionais impostas
pela forma nao fechada da FD das distribuicoes de Lévy. Com os avangos dos métodos
computacionais essas limitacoes foram quebradas, o que tornou viavel o uso do método da
maxima verossimilhanca (MMV) para a estimacao dos parametros [94], cuja apresenta¢ao
é feita na Secao 5.2. O MMV proporciona estimadores com boas propriedades estatisticas
como consisténcia — convergéncia em probabilidade para os respectivos alvos —, efici-
éncia — variancia minima em comparacao com outros estimadores nao tendenciosos —
e normalidade assintotica das distribuigbes amostrais [89, 98, 101|. Além disso, o MMV
é equivalente & minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler entre uma distribuicao
hipotética e a empirica [26]. Na Se¢ao 5.3, mostramos que a estimagao por MV pode ser
feita via FCE, o que permite reduzir o esforco computacional para a solugao das equacoes
de verossimilhanca. A Secao 5.4 apresenta um estudo com dados do IBovespa, das taxas
de cambio frente ao dolar americano e o indice Dow Jones Industrial (DJIA), e a Secdo

5.5 expoe algumas observacoes importantes deste capitulo.
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5.2 O Método da Maxima Verossimilhanca

Seja F'(z;0) = ffoo f(u; @)du a fungao de distribui¢do acumulada de uma variavel aleato-
ria X, em que f(z;0) é a fun¢do de densidade e 6 € R? representa o vetor de parametros

desconhecidos. Para a estimagao de 6 com base em um conjunto {X;},;—1 ., cujos ele-

.....

mentos sdo copias independentes de X — isto é, uma amostra aleatoria simples (AAS)

—, 0 MMV consiste na maximizacao da fungao de verossimilhanca
1(6;x) =) In f(x;;6) (5.4)
j=1

com respeito ao vetor de parametros 8, em que x = {x1, ..., ,} representa uma realizagao
da amostra aleatéria. Se In f(x;; @) for diferenciavel com respeito a 6; € 0, o estimador

de MV de 6 sera a solucao o sistema de equacgoes de verossimilhanca

d
L10:x) = =5 Z i fan: ) =
d@j( 7X> nk de] Ilf(l’k, )

- /joo s;(x;0)dF,(z) = 0, (5.5)

emque j=1,--- pe F,(z) é a funcao de distribui¢do acumulada empirica e a fung¢ao

5(2:0) = = In f(2:6), (5.6)

conhecida como escore eficiente |98, indica a sensibilidade relativa de f(x;0) a variacoes

de 8. Como [ s(x;0)dF (x;0) = & [ f(z;0)dx =0, a equagdo (5.5) é equivalente a

+o0
/ sj(z;0)(dF,(x) — dF(x;0)) = 0. (5.7)

o0

Naturalmente, a solugao da equagao de verossimilhanga (5.5) requer certo esforgo com-
putacional se f(z;0), e consequentemente s(z; ), ndo assumir uma expressao em forma
fechada — como ¢é o caso de algumas distribuigoes estaveis [94, 22, 86, 116]. As equagoes
(5.5) e (5.7) sdo bastante conhecidas e estdo presentes em livros textos de inferéncia es-
tatistica [89, 98, 101]. Porém, h& uma representacao alternativa menos conhecida — a

equagao de MV no dominio de Fourier [26] — que apresentaremos a seguir.
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5.3 A Equacao de MV no Dominio de Fourier

Considerando a definigao (2.2) da fungao caracteristica (FC) e a funcao de densidade (FD)

como uma transformada inversa de Fourier, Eq. (2.5), obtém-se a relagao
1 _
/sj(x; 0)f(z;0)dx = Q—/Sj(lt; 0) /gf)x(q; 0)e " dqdx
s

_ / { / 555 0)e 9% } o (0; 0)dg

= /wj(q; 0)ox(q; 0)dq, (5.8)
em que
o1(0:8) = 5 [ swi0)e s (5.9)

¢ uma transformada inversa do escore s;(x;6). Analogamente, considerando a defini¢do

(4.4) da FC empirica, temos

[ i 0, (a)ds = [ o a: 0)51a)da (5.10)

Logo, substituindo-se (5.8) e (5.10) em (5.7), a equagdo original de maxima verossimi-

lhanga pode ser escrita como [26]:

/ (@030 — ox0:0) }dg = . (5.11)

—0o0

A forma (5.11) ¢ a equacdo de verossimilhanga no dominio de Fourier [26], pela qual
é possivel obter estimadores de MV via fungoes caracteristicas. Esta é a mesma equagao
obtida no Cap. 2 com respeito a minima divergéncia de Kullback-Leibler. Considerando,

porém, o truncamento da FCE discutido no Cap.4, propoe-se a equagao

[ wstm{ot - oxtao)}aa =0 (5.12)

em que () é o intervalo de operacao da FCE.

A funcao peso w;(q; 0)

Os exemplos a seguir ilustram a aplicagao da fungdo peso para a determinacao de esti-
madores de MV para os parametros de escala das distribuicoes gaussiana e de Cauchy,

respectivamente.
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§5.3. A Equacao de MV no Dominio de Fourier

Exemplo 5.3.1. Considere uma sequéncia IID {X;},—; _, retirada de uma distribuigdo

.....

N(0,27v), em que v > 0 é o parametro desconhecido. Nesse caso, a fungao densidade e a

22
funcao caracteristica de X sdo, respectivamente, f(z;v) = 2\/17?7675 e dlg;y) =e . A
2
equagao de verossimilhanga é %l(% {X;})=—-25+2 ng = (0. Portanto, o estimador de

méxima verossimilhanca de v € 4 = 2= 3~ X;. A funcéo escore é s(z;7) = % In f(x;v) =

1

X2 x .
—3 + e de modo que a funcao peso para esse exemplo é

1 —iqx
w(g;y) = 5/8(:6;7)6 dx
1

1 x? -
- o el —zqzd
o ( 2y " 472>6 .

_ 1 1 2 _—iqx —1iqx
= 47w{27/37 e dx /e d:z:}
1 1 d? A A
= - —1qx —iqT
4#7{27dq2/6 d:p+/e d:):}
B 1c1,
- - 7{ -0 (a) +3(q) }- (5.13)

Substituindo (5.13) na equagao (5.11), e considerando que fj;o 5™ (q)f(q)dq = (—1)"f™(0),

&' (q;7) = —2qve %, ¢"(q;7) = (=27 +4¢*72)e T, ¢, (q) = —2 3 Xysen(¢X;), ¢l(q) =

—= > X?cos(¢X;), obtém-se a equagdo de verossimilhanga

/ {5;(3) + 5(9)}(%(@1) —o(g;7))dg =
%(qﬁii(o) — ¢"(0:7)) + (6n(0) — $(0;7)) =

X,
—=+2y = 0,
n
ou seja, 4 = 5= > X,
O

Exemplo 5.3.2. Considere agora que {X,};—1  , seguem uma distribui¢do de Cauchy

com funcgdo densidade e FC, respectivamente, iguais a f(x;v) = m e ¢(q;y) =
vy
e~ A funcio escore pode ser escrita como
N 2
s(x;7) = —f(x;v)ﬂ{l - (;) } (5.14)
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e a funcao peso correspondente é

1

W) = 5o s(z;y)e " dx

= —o{ [ wean - 5 [t i)

1 2
= __{e—vlq\ + lQe—W\Q|}

2 gl
= _1 {e_’qu‘ + e_’qu‘ }
2
— _plal (5.15)

Embora a fun¢ao peso w;(q;0), de um modo geral, ndo possua forma fechada para a

distribuicao de Lévy estavel, no Cap. 2, mostramos que a funcao peso pode ser represen-

tada como
w;(g;0) = {®(Dy; 0)}"1(g; 0),
em que h;(q;0) = %qb(q; 0) e ®(D,;0) = ;35 @D{; ¢ o complexo conjugado do polino-
J
. . . . . ~ 27.r1kf(k)
mio caracteristico cujos coeficientes sao ¢ = A

O inverso multiplicativo de ®(D,;6)

O polinomio ®(D,; @) pode ser representado como

“+o00

®(Dy; ) = Z@Ds

k=0
+00_
=co Y _ dD}
k=0
+00_
= co{l +deD’;}
k=1
= co{l = ¥(Dy; 0)}, (5.16)
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§5.3. A Equacao de MV no Dominio de Fourier

em que dj, = . — lembrando-se que cop € R e copp1 € C —, e ¥(D,;0) = — ;:1) d_kDf;.
Admitindo-se a existéncia do inverso multiplicativo de <I>(D 0), pode-se escrever
B 1

00{1 —V(Dy; 0)}

:—prk D,; 6)

¢
OkO

{®(Dg;:0)}

= C—U;dw;ﬁ. (5.17)
Por exemplo, para obtermos os quatro primeiros coeficientes d_;, tem-se
e k=0,7%D,;0) =1
e k=1, V(D,0)= —Z;:{ d DF

o k=2 U%D;0) =3 ddDit",

k=3, 93D, 0)=— kl L4 dkd1D3+k+l

o k=4,9%D,0)= , djdpdydy, DITRHE™,

jklm

Em seguida, ap6s agrupar e somar os coeficientes correspondentes a cada Dg, obtemos:

=1, (5.18)
dj = —d,, (5.19)
dy=d,”° — dy, (5.20)
dy = —(dy" — 2dydy + ds), (5.21)
d, = dy" = 3(dy)(dy) + 2dyds — dy + dy”. (5.22)

Se X for simétrica em torno de zero, cory 1 = 0 para todo k£ > 1. Logo, nessa situacao

particular, dory1 =0 e

d =1, (5.23)
d) = —dy, (5.24)
dy = d5 — d, (5.25)
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Nessa situacao, para a estimacao de parametros de distribuicoes simétricas em torno

de zero pode-se considerar a aproximacao

4
{®(Dy;:0)} ' = Y _dpD5. (5.26)

k=0
Em particular, caso X seja estavel com parametros 6y = (a,f,7)’, tem-se que a

assimetria efetiva (Cap. 3) é dada por 3, = ftan 5, e as derivadas da funcao de densidade

no ponto zero sao

—1)ir( 2£2
f(2j+1)(0; 0 ) - 2j+j : Al,k
TOYs *
e
)T M)
f(2])(0; 90) = 25 +1 : A2,ju
oY @

em que j = 0,1,2,..., 7. = v +/1+ B2, A1; = sen{(2j + 2)(arctan 8,)/a}, e As; =
cos{(27 + 1)(arctan 3,)/a}.

Dada uma estimativa preliminar (ag, f8o,7)’, 0s coeficientes d_; e as derivadas de
h;(q; @) com respeito a ¢ podem ser obtidos numericamente. Com base nessa aproxi-
magcao inicial de w;(¢; ), a solugdo das equagdes de verossimilhanca pode ser obtida nu-
mericamente, utilizando-se pacotes estatisticos como o SAS (www.sas.com) e o R (www.r-
project.org). Uma programa executavel especifico para estimacao por MV foi desenvolvido

por Nolan [94] e se encontra disponivel em http://academic2.american.edu/ jpnolan/.

5.4 FEstudo com dados financeiros

5.4.1 IBovespa

Com respeito aos retornos do IBovespa, {X;}, a Tab. 5.1 apresenta as estimativas de
méaxima verossimilhanca (EMV) dos parametros da sua distribuicao, sob hipotese de esta-

bilidade. Considerando-se a soma S%, (aleatorizada) e a S, (ndo aleatorizada), conforme
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§5.4. Estudo com dados financeiros

as Eqs. (4.48) e (4.49), a Fig. 5.1 mostra as estimativas correspondentes de a para cada
At considerado (1 < At < 100).

Considere que o, e of, sejam as EMV para os processos S%, e S,, respectivamente.
Enquanto &gt — 2, 0 que sugere que os retornos nao sao estaveis, observa-se que 1,40 <
a®; < 1,61. Assim, levando-se em conta as autocorrelagdes, o processo SR, permanece
aproximadamente dentro do regime de Lévy [30, 31|, apesar de os retornos nao serem

estiveis.

Tabela 5.1: Distribuigao dos retornos do IBovespa sob hipotese de estabilidade (At = 1):

estimativas de MV =+ intervalos de confianca de 95%

1

o B gl o ==
1.566 & 0.030  0.132£0.062 0.001199 + 0.000003 0.013650 = 0.000266

A Fig. 5.2 mostra as estimativas de ya; (painel superior) e de oa; = vi/ta (painel

inferior), em que o corresponde ao desvio padrdo no caso gaussiano. Para o processo
SE,, tem-se v, ~ 0.0004At, enquanto 7%, ~ 0.0012A¢ para o processo S%,. Observa-se
também que o%, e 0%, se distanciam substancialmente a partir do intervalo At = 20 (ou
In At ~ 3). Esse intervalo coincide com aquele em que S%, entra no regime gaussiano
(Fig. 5.1).

Esse desvio, que se relaciona com a dependéncia serial de longo alcance [14], pode ser

avaliado com base no expoente de Hurst (H) [5, 16, 48, 72, 82|, definido como
onr ~ AT (5.27)

Por exemplo, para um passeio aleatorio gaussiano com incrementos independentes tem-se
H = 0,5. Mas se houver dependéncia de longo alcance com autocorrelagoes positivas,
entao H > 0,5. A Fig. 5.2 apresenta os ajustes por regressao nao linear da forma (5.27)
(curvas tracejadas). Como se espera, a curva ajustada para o processo SX, foi o, ~
(0,0004At)%2, ou seja, H = 0,5. Ja para SY,, a curva estimada foi 0%, ~ (0,0012A¢)%57,
o que sugere a presenca de dependéncia de longo alcance na série de retornos do IBovespa

com H = 0,67. Conforme o grafico da funcao de autocorrelagao amostral mostrada na
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Figura 5.1: IBovespa: estimativas de maxima verossimilhanga de aa; para as varidveis S§, e S,. O

processo aleatorizado S¥, entra no regime gaussiano apés At = 20.

Fig. 5.3, o expoente H > 0,5 é consistente com a presenca de autocorrelacoes persistentes
e predominantemente positivas.
A partir do instante At em que S%, entra no dominio gaussiano (i.e., para At sufici-

entemente grande), a diferenga
Car =Inol, —Inok, (5.28)

permite medir o expoente H, pois Cay ~ (H — %) In At. Na Fig. 5.4, a reta ajustada a

partir de At = 20 foi Ca; = (0,67 — 0,5) In At, e, assim, obtemos novamente H = 0, 67.

A Fig. 5.5 mostra o comportamento da assimetria efetiva 3, A = Ba; tan =52t Para
S&., observa-se ﬁf’m — 0, mas para S%,, a assimetria se distancia de zero a medida que
At aumenta. Logo, de um modo geral, além de produzir resisténcia para que o processo

entre no regime gaussiano, a autocorrelacao serial também inflaciona os parametros de

escala e de assimetria.

5.4.2 Taxas de cAmbio

Considerando-se as taxas de cambio descritas no Cap. 1, foram geradas replicagoes dos

passeios aleatorizados S, e das somas parciais S%,, conforme o procedimento descrito na
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Yat
0.14

0.12
0.10
0.08
0.06
0.04
0.02
0.00

Gat
0.301

0.25

0.20+

0.154

0.104

0.051

0.00+

. 1
Figura 5.2: IBovespa: estimativas de méxima verossimilhanca de ya; (painel superior) e oar = 73,

(painel inferior) para as variaveis S¥, e SQ, segundo At. As curvas tracejadas representam os ajustes
oat ~ (0,0004At)%5 (para SX,) e oar ~ (0,0012A¢)%67 (para S%,), o que evidencia a dependéncia de

longo alcance no IBovespa.
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p(At)
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Figura 5.3: IBovespa: grafico da fungdo de autocorrelagao amostral dos retornos do Ibovespa, em que
p(At) = Corr(Xy, Xirae), At > 1. As autocorrelagoes sdo persistentes e predominantemente positivas, o

que indica que h& dependéncia de longo alcance entre os retornos do IBovespa.

Cat
0.36

031
0.26
0.21
0.16
0.11
0.06
0.014

-0.04

-0.09

0141

InAt

Figura 5.4: Estimativas de Ca; = InoQ, — Ino®, versus In At. Para InAt > 3, a reta apresenta

inclinacao igual a H — 0,5~ 0,17, i.e., H = 0, 67.

Secao 4.7 do Cap. 4. Para At = 1, sob a hipdtese de os retornos serem estaveis, a Tab.
5.2 mostra as estimativas de méxima verossimilhanga (EMV) de «, §, v e 0. Como se

espera, de um modo geral, os indices de estabilidade dos processos S, tendem para 2
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0.0
-0.24
-0.44
-0.61
-0.8
-1.0+
-1.2
-1.44

om T P

30 40

.—.—.S

50
At

60

0
At

R
At

70

Figura 5.5: IBovespa: estimativas de maxima verossimilhanca para a assimetria efetiva B, A =

TQAt
ﬂAt tan 2

para as varidveis S%, e 5%, segundo At.

mais rapidamente do que os dos processos S%,. A Fig. 5.6 mostra os comportamentos

das estimativas de aa; para o real, a libra esterlina e o franco suico.

Tabela 5.2: Taxas de cambio: estimativas de MV e intervalos de confianga de 95% (At = 1)

pais moeda a B ¥ o

Africa do Sul Rand 0.880 £ 0.023 +0.028 £+ 0.031 0.004100 % 0.000191 0.001940 =+ 0.000060
Australia Doélar australiano 1.333 + 0.030 —0.021 4+ 0.048 0.000357 £ 0.000002 0.002593 + 0.000059
Brasil Real 1.285 4 0.045 +0.003 £+ 0.070 0.000739 4 0.000010 0.003651 4 0.000132
Canada Doélar canadense 1.448 + 0.031 +0.001 + 0.055 0.000102 £ 0.000001 0.001756 £ 0.000038
Coréia do Sul Won 0.840 £ 0.026 —0.022 £ 0.034 0.002621 4 0.000164 0.000847 4 0.000031
Dinamarca Coroa dinamarquesa 1.664 + 0.030 —0.022 4+ 0.078 0.000088 + 0.000001 0.003652 £+ 0.000069
India Rupia 1.090 + 0.030 +0.093 £ 0.046 0.000622 4 0.000003 0.001145 4 0.000057
Japao Yen 1.580 + 0.030 —0.099 + 0.065 0.000125 £ 0.000001 0.003377 £ 0.000067
México Peso 1.503 4 0.046 +0.215 £+ 0.084 0.000193 4 0.000001 0.003377 4 0.000095
Nova Zelandia Délar neozelandés 1.325 + 0.030 +0.003 + 0.047 0.000407 £ 0.000003 0.002761 £ 0.000063
Noruega Coroa norueguesa 1.604 £+ 0.031 —0.001 £ 0.069 0.000115 4 0.000001 0.003499 4 0.000069
Reino Unido Libra Esterlina 1.641 4+ 0.030 —0.089 + 0.074 0.000086 £ 0.000001 0.003326 £ 0.000064
Singapura Doélar de Singapura 1.564 4+ 0.035 +0.011 £+ 0.075 0.000045 4 0.000001 0.001655 4= 0.000038
Suécia Coroa sueca 1.603 4+ 0.031 +0.010 + 0.069 0.000113 £ 0.000001 0.003457 £+ 0.000068
Suiga Franco suigo 1.704 4+ 0.029 —0.090 £ 0.083 0.000091 4 0.000001 0.004251 4 0.000079
Tailandia Baht 0.934 £+ 0.012 —0.012 4+ 0.037 0.001354 £ 0.000058 0.000846 + 0.000029
Taiwan Dolar de Taiwan 1.102 4+ 0.033 —0.016 £ 0.046 0.000372 4 0.000008 0.000774 4 0.000025
Zona do Euro Euro 1.863 + 0.042 —0.133 4+ 0.261 0.000038 + 0.000001 0.004253 £ 0.000124

Porém, os retornos das taxas de cambio apresentam concentracao (ou excesso) de zeros,

pois P(X; = 0) > 0. A Tab. 5.3 mostra as estimativas das incidéncias de retornos nulos

(15(X = 0)) nesses dados. Na série dos retornos da rtpia, por exemplo, aproximadamente
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28,5% dos valores sao nulos. Essa concentracao de zeros indica que sua distribuicao é
mista, o que afeta o comportamento de an;. A Fig. 5.7 mostra as estimativas de aa,
para o délar australiano, a ripia (India) e o rand (Africa do Sul). Para o rand, os
indices de estabilidade do processo S¥, tendem para 2 menos rapidamente do que os dos
mesmos processos para as moedas com menor incidéncia de zeros. Para a ripia e o dolar
australiano, os indices nao tendem para 2, o que sugere que as distribuicoes das somas
dos retornos correspondentes podem ser estaveis.

Uma distribuicao X que possui concentracao de zeros pode ser definida como
X=Y-1I, (5.29)
em que Y é uma VA continua e [ segue uma distribuicdo de Bernoulli definida por

PI=0)=P(X=0eP(I=1)=P(X #0)=1-P(X =0). Nesse caso, a FC de X

pode ser escrita como
¢x(q;0x) =P(X =0) + P(X #0) - ¢y (q; Oy). (5.30)

Assim, limjg 00 ¢x(¢;0x) = P(X = 0) e, se o objeto de estimacao for 8y, a FCE de Y
pode ser obtida com base na FCE de X,

. ox(g) —P(X =0)
Py (q) = P =0 (5.31)

Se Y for uma distribuicao estavel, o excesso de zeros produz leptocurtose. Como
ilustracao, a Fig. 5.8 mostra a FCE da série temporal original dos retornos da ripia
(6x(q)) e a da mesma moeda sem os retornos nulos ¢y (¢). Nessa figura, a curva referente
a ¢y (q) representa tanto a FCE obtida via Eq. (5.31)) como aquela obtida com base nos
dados sem os retornos nulos (mediante aplicagdo da Eq. (4.4)). Como aproximadamente
28,5% dos retornos da ripia sao nulos, tal concentracao de zeros eleva substancialmente
as caudas da FCE. Empiricamente, nota-se que qﬁx(q) — 0,285 a medida que |g| aumenta.
Logo, considerando que todas as moedas possuem excesso de zeros, as estimativas de «
mostradas na Tab. 5.2 devem ser recalculadas.

Excluindo-se os retornos nulos, a Tab. 5.4 mostra as novas EMV, sob hipoétese de

estabilidade, para At = 1. Com essa exclusao, as estimativas de « aumentam. Por
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Tabela 5.3: Taxas de cambio: quantidade de retornos nulos (X; = 0).

moeda, n quantidade de zeros (%)
Rand 10.315 1.935 18,76
Doélar australiano 10.335 859 8,31
Real 4.324 177 4,09
Dolar Canadense 10.348 203 1,96
Won 7.726 1.053 13,63
Coroa dinamarquesa 10.341 242 234
Rupia 9.834 2.800 28,47
Yen 10.336 359 3,47
Peso mexicano 4.610 284 6,16
Doélar neozelandés 10.326 860 8,33
Coroa Norueguesa 10.341 283 2,74
Libra esterlina 10.342 148 1,43
Dolar de Singapura 7.841 358 4,57
Coroa sueca 10.341 260 2,51
Franco Suico 10.342 160 1,55
Baht 7.738 1.723 22,27
Dolar de Taiwan 6.855 1.187 17,32
Euro 3.321 28 0,84

exemplo, para a série de retornos da rupia, a estimativa do indice de estabilidade aumenta
de 1,09 para 1,36. A Fig.5.9 mostra a tendéncia do aumento relativo de o em funcao da
incidéncia de zeros na amostra.

Com respeito ao parametro de escala, como a retirada de zeros modifica a estrutura de
dependéncia serial, apenas descreveremos os resultados para alguns casos em que hé baixa
incidéncia de zeros, sem exclui-los da série. A Fig. 5.10 mostra as estimativas de 0%, e de
0%, para as taxas de cambio do real, do franco suico e da libra esterlina. Para o processo
aleatorizado, respectivamente, as curvas estimadas foram oa; &~ (0,000102A8)%°7, ops ~
(0,000031A)%5 e oa; &~ (0,000024A¢)%°2. Para o processo o3, as curvas correspon-
dentes foram oa; ~ (0,000099A%)%%2 oa, = (0,000071A)%% e oa; =~ (0,000033A¢)%5,

Quanto & assimetria efetiva, 8, a; da varidvel S¥, tende para zero mais rapidamente do
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Tabela 5.4: Taxas de cambio: estimativas de MV e intervalos de confianca de 95% (At

1), excluindo-se os casos em que os retornos sao nulos

que a da soma SY, (Fig. 5.11).

pais moeda « B vy o

Africa do Sul Rand 1.354 + 0.033 +0.018 + 0.054 0.000000 =+ 0.000000 0.003829 + 0.000096
Australia Dolar australiano 1.471 4+ 0.032 —0.077 4+ 0.058 0.000000 + 0.000000 0.003062 £ 0.000067
Brasil Real 1.378 +0.048 +0.020 + 0.079 0.000000 =+ 0.000000 0.004044 + 0.000142
Canadéa Dolar canadense 1.468 + 0.031 +0.000 + 0.057 0.000000 + 0.000000 0.001809 + 0.000039
Coréia do Sul ‘Won 1.049 4+ 0.032 —0.024 + 0.044 0.000000 =+ 0.000000 0.001342 + 0.000045
Dinamarca Coroa dinamarquesa 1.686 + 0.030 —0.021 4+ 0.082 0.000000 + 0.000000 0.003757 £ 0.000071
India Rupia 1.364 4+ 0.036 +0.061 + 0.059 0.000000 =+ 0.000000 0.002032 #£ 0.000055
Japao Yen 1.631 + 0.030 —0.123 + 0.073 0.000000 + 0.000000 0.003558 £+ 0.000070
Meéxico Peso 1.542 4+ 0.047 +0.253 + 0.092 0.000000 =+ 0.000000 0.003314 £ 0.000103
Nova Zelandia Doélar neozelandés 1.454 4+ 0.032 —0.022 4+ 0.058 0.000000 + 0.000000 0.003246 + 0.000072
Noruega Coroa norueguesa 1.644 + 0.030 +0.011 + 0.076 0.000000 =+ 0.000000 0.003641 £ 0.000071
Reino Unido Libra Esterlina 1.659 + 0.030 —0.097 £ 0.077 0.000000 =+ 0.000000 0.003390 £ 0.000065
Singapura Dolar de Singapura 1.610 + 0.036 +0.015 + 0.082 0.000000 =+ 0.000000 0.001756 £ 0.000040
Suécia Coroa sueca 1.639 + 0.031 +0.014 £ 0.075 0.000000 £ 0.000000 0.003583 £ 0.000070
Suica Franco suigo 1.721 + 0.029 —0.095 + 0.088 0.000000 =+ 0.000000 0.004332 £ 0.000080
Tailandia Baht 1.268 + 0.038 0.017 £ 0.058 0.000000 =+ 0.000000 0.001546 £ 0.000048
Taiwan Dolar de Taiwan 1.365 4 0.040 0.029 £ 0.067 0.000000 % 0.000000 0.001160 =+ 0.000035
Zona do Euro Euro 1.864 + 0.042 —0.133 £ 0.261 0.000000 =+ 0.000000 0.004280 + 0.000125

5.4.3 Indice DJIA

Sob hipotese de estabilidade, a Tab. 5.5 mostra as estimativas de maxima verossimilhanca

(EMV) dos parametros da distribui¢do dos retornos do Indice Dow Jones Industrial. Os

comportamentos das estimativas dos indices de estabilidade do processo aleatorizado S,

e do processo nao aleatorizado S, sdo apresentados na Fig. 5.12, para 1 < At < 100.

Ao contrario do IBovespa, apesar da aleatorizagio, o processo SX, nao converge para a
gaussiana (aproximadamente, observa-se que aa; — 1.87). E para S%,, tem-se 1,4 <

QAL < 1, o.

Tabela 5.5: Distribuigao dos retornos do DJIA sob hipotese de estabilidade (At = 1):

estimativas de MV = intervalos de confianca de 95%

« 154 v o
1.482 +£0.012 —0.009 £0.023 3.22E — 06 £ 3.58E — 09 0.000197 &£ 0.000002

1/a

A Fig. 5.13 apresenta as estimativas de ya; (painel superior) e de oa; = 7,4, (painel
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inferior). Para o processo S%,, tem-se v&, ~ 2,4 - 107"At, enquanto 7%, ~ 1.5 - 1075A¢
para o processo S%,. Com respeito a oay, a curva relativa ao processo At® se encontra
acima da curva do processo nao aleatorizado. Os ajustes da forma (5.27) por regressao nao
linear (curvas tracejadas) mostram que 0%, ~ (2,3-1077At)%% e 0%, ~ (8,0-1078A¢)%52,

Aqui, porém, é necessario reinterpretar o expoente H, pois o indice de estabilidade do
processo aleatorizado se encontra no patamar « ~ 1,858 apos At = 20 (ou 1/a =~ 0,54).
Ou seja, nao ha gaussianizacao e, logo, nao ha sentido em afirmar que H = 0,5 indica
auséncia de memoria de longo alcance. Se o processo S¥, for estével com a < 2, seu
1

1
parametro de escala serd ya, = At -7, ou seja, oa; = YR, = o(At)a. Portanto, agora,

h4 auséncia de dependéncia de longo alcance quando H = 1/a. Assim, o ajuste o, ~
(2.3E — 7TAt)%* proposto na Fig. 5.13 é consistente com a hipotese de niao gaussianidade
de SE,.

Desse modo, o expoente H = 0,52 < o' para o processo S%, significa que ha um
tipo de dependéncia de longo alcance em que as autocorrelagoes positivas e negativas se

alternam, o que se confirma com base no grafico da funcao de autocorrelacao amostral

mostrada na Fig. 5.14.

5.5 Consideracoes

Neste capitulo, mostramos que a estimacao por maxima verossimilhanca dos parametros
da distribuicao de Lévy estavel pode ser efetuada por meio de funcoes caracteristicas.
Essas estimativas permitem avaliar de forma consistente o comportamento da estabilidade
ou quase estabilidade de passeios aleatorios Sa;. O parametro de estabilidade ag,, permite
avaliar a convergéncia para a gaussiana, de modo que, se os dados forem estaveis, ag,, = o
e Vs, = Aty (ou og,, = (At)Y/?0), para qualquer At. Porém, se os dados nao forem
estaveis, entao ag,, — 2 & medida que At cresce, embora tenhamos ainda vs,, = Aty. E,
se houver autocorrelagao serial, entao é possivel que ag,, = a enquanto Aty < At < Aty.
Mas o comportamento do parametro de escala sera diferente do caso IID, pois vs,, # Aty

por causa da estrutura de autocorrelagao serial.
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As ilustragoes com dados do [Bovespa e de algumas taxas de cambio mostraram que
S&, converge rapidamente para a gaussiana, enquanto S, tende a permanecer no dominio
da distribuigao de Levy por conta das autocorrelagoes seriais [30]. A dependéncia de longo
alcance pode ser examinada com base na comparagao entre 059, € Ost, -

Para outros dados, como o indice DJIA, porém, nao se observou gaussianizacao do
passeio aleatorizado S%,. Isso sugere que tais retornos podem ser estaveis, e o expoente
de Hurst deve ser reinterpretado, tendo como referéncia o~ em lugar do valor usual 0, 5.

Também mostramos que a incidéncia de retornos nulos produz uma tendéncia de
superestimacao do indice de estabilidade e, por isso, o excesso de zeros deve ser removido
para a correta avaliagao de .

Como tanto a dependéncia serial linear como nao linear produzem efeitos na convergén-
cia para a gaussiana, o proximo capitulo apresenta um teste que possui poder estatistico

para a deteccao de varios tipos de dependéncia nao linear.
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suico e a libra esterlina: estimativas de maxima verossimilhanca de aa; para
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Figura 5.7: Dolar australiano, ripia (India) e rand (Africa do Sul): estimativas de maxima verossimi-

lhanga de aa; para os processos S%, e SQ,.
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Figura 5.8: Ripia: parte real da FCE da série temporal original (¢2(¢g) > 0.3) e a da série sem os

retornos nulos.
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Figura 5.9: Comportamento da razao ¢~ em fungao da incidéncia de zeros, em que o representa a

estimativa obtida desconsiderando-se os retornos nulos (Tab. 5.4) e « representa a estimativa obtida com

base nos dados originais (Tab. 5.2).
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Figura 5.10: Estimativas de maxima verossimilhanga de oa; para as varidveis S§, e SQ, segundo At.

As linhas tracejadas representam os ajustes na forma oa; = (yAt)? (Eq. (5.27)). Para o proce