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Resumo

SejamK um corpo de característica 0 eMK o seguinte conjunto de matrizes

MK =







0 K K

0 K K

0 0 0






=

















0 a12 a13

0 a22 a23

0 0 0







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ai j ∈ K











.

ConsideramosMK como diversas estruturas algébricas, tais como:K-álgebra associativa,K-

álgebra de Lie, anel associativo, anel de Lie, entre outras.Como, pelo resultado de Il‘tyakov,

toda álgebra de Lie de dimensão finita sobre um corpo de característica 0 possui uma base

finita de identidades, a álgebra de LieMK possui uma tal base. Por outro lado, Krasilnikov

demonstrou recentemente que as identidades do anel de LieMK não tem base finita. Contudo,

estas bases (finita para a álgebra e infinita para o anel) não foram encontradas explicitamente.

Neste trabalho exibimos estas bases de identidades. Mais precisamente, demonstramos queMK

visto como umaK-álgebra de Lie tem uma base formada pela única identidade[x1,x2, [x3,x4],x5]

e que uma base de identidades deMK visto como anel de Lie é

{[x1,x2, [x3,x4],x5]}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 4,6,8, . . .}

∪ {[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 5,7, . . .}.

Além disso, considerando o problema semelhante para álgebras associativas, demonstramos que

uma base de identidades daK-álgebra associativaMK é formada porx1[x2,x3]x4 e esta mesma

identidade forma uma base deMK visto como anel associativo. Por fim, também encontramos

bases de identidades graduadas paraMK, com algumas graduações, considerando-lo como as

mesmas estruturas algébricas (K-álgebra associativa,K-álgebra de Lie, anel associativo e anel

de Lie).
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Abstract

Let K be a field of characteristic 0 andMK the following set of matrices

MK =







0 K K

0 K K

0 0 0






=

















0 a12 a13

0 a22 a23

0 0 0
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∣

ai j ∈ K











.

We considerMK as varias algebraic structures, such as: associativeK-algebra, LieK-algebra,

associative ring, Lie ring, etc. Since, by Il’tyakov’s result, each finite dimensional Lie algebra

over a field of characteristic 0 has a finite basis of identities, the Lie algebraMK has such a basis.

On the other hand, recently Krasilnikov proved that the identities of the Lie ringMK has no

finite basis. However, these bases (finite for the algebra andinfinite for the ring) were not found

explicitly. In the presente thesis we exhibit these bases ofidentities. More precisely, we show

that MK viewed as a LieK-algebra has a basis formed by the single identity[x1,x2, [x3,x4]x5]

and a basis of identities forMK viewed as Lie ring is

{[x1,x2, [x3,x4],x5]}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 4,6,8, . . .}

∪ {[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x4[x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 5,7, . . .}.

Furthermore, considering the similar problem for associative algebras, we prove that a basis of

identities of the associativeK-algebraMK consists ofx1[x2,x3]x4 and the same identity forms

a basis of identities forMK viewed as an associative ring. Finally, we also found a basisof

graded identities forMK, with some gradings, considering it as the same algebraic structures

(associativeK-algebra, LieK-algebra, associative ring and Lie ring).
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Introdução

A teoria de identidades e variedades de estruturas algébricas (seja de grupos, álgebras, anéis,

entre outras) é uma importante sub-área da álgebra contemporânea. Esta sub-área vem se de-

senvolvendo muito nas últimas décadas. Desta forma existe uma gama de resultados publicados

(veja por exemplo [1, 2, 16, 17, 24, 23, 27] e bibliografia lá).Vários destes resultados mostram

a existência ou não de uma base finita de identidades para uma variedade ou uma determinada

álgebra.

SejaMK o seguinte conjunto de matrizes

MK =







0 K K

0 K K

0 0 0






=

















0 a12 a13

0 a22 a23

0 0 0







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ai j ∈ K











,

ondeK é um corpo de característica 0.MK é uma álgebra de Lie que também podemos consi-

derar como anel de Lie.

Como, pelo resultado de Il‘tyakov [26], toda álgebra de Lie dedimensão finita sobre um

corpo de característica zero possui uma base finita de identidades, a álgebra de LieMK possui

uma tal base. Por outro lado, Krasilnikov [30] demonstrou que as identidades do anel de Lie

MK não tem base finita. Contudo, estas bases (finita para as identidades da álgebra e infinita

para o anel) não foram encontradas explicitamente. No presente trabalho exibimos estas bases

de identidades. Os primeiros resultados principais desta tese são os seguintes:

Teorema I.1. Seja K um corpo de característica zero. Então as identidadesde MK vista como

álgebra de Lie têm base formada pela identidade v= [x1,x2, [x3,x4],x5] .

1
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Teorema I.2. Seja K um corpo de característica zero. Então o conjunto

{[x1,x2, [x3,x4],x5]}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 4,6,8, . . .}

∪{[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 5,7, . . .}

é uma base de identidades para o anel de Lie MK. Além disso, esta base é minimal, isto é, não

contém nenhum subconjunto próprio que gera o mesmo ideal verbal. Em particular, MK visto

como anel de Lie não tem base finita de identidades.

SejamLK(X) a álgebra de Lie livre, de posto enumerável, sobreK, com geradores livres

x1,x2, . . . , VK(v) o ideal verbal deLK(X) gerado porv = [x1,x2, [x3,x4],x5] e VK(MK) o ideal

verbal das identidades deMK. Como consequência direta destes dois teoremas temos o seguinte

corolário.

Corolário I.3. SejaL = LK(X)/VK(v) a K-álgebra de Lie centro por metabeliana livre de

posto enumerável, sobre um corpo K de característica 0. Então L vista como anel de Lie não

tem base finita de identidades. Mais precisamente,L tem a seguinte base de identidades:

{[x1,x2, [x3,x4],x5]}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 4,6,8, . . .}

∪ {[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 5,7, . . .}

e essa base não é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades.

Para álgebras de Lie são conhecidos alguns exemplos de álgebras as quais possuem base

finita de identidades. Veja por exemplo [41, 42, 46]. Todavia, desconhecemos se estas álgebras

de Lie têm base finita para suas identidades quando vistas como anéis de Lie (exceto quando a

álgebra de Lie é nilpotente ou metabeliana). Desta forma,MK é o primeiro exemplo de álgebra

de Lie que possui base finita de identidades mas que não possuital base se vista como anel de

Lie. Naturalmente nos surgem perguntas semelhantes sobre álgebras associativas, ou seja:

existe alguma álgebra associativa que possui base finita de identidades, mas que não possui

base finita de identidades se vista como anel associativo? Emparticular, a álgebra associativa

MK satisfaz esta propriedade?

Assim, estudamos as identidades deMK visto como anel associativo e visto como álgebra

associativa. Em contraste com o caso anterior, obtivemos resposta negativa para a segunda

questão. A primeira questão é um problema em aberto. Nossos próximos resultados principais

2
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são:

Teorema I.4. Seja K um corpo de característica zero. Então as identidadesda K-álgebra

associativa MK têm base formada por x1[x2,x3]x4.

Teorema I.5. Seja K um corpo de característica zero. Então as identidadesde MK, visto como

anel associativo, têm base formada por x1[x2,x3]x4.

Estes dois teoremas são consequências dos resultados que seguem, os quais demonstraremos

no capítulo 2.

Teorema I.6. Seja K um domínio de integridade infinito. Então as identidades da K-álgebra

associativa MK têm base formada por x1[x2,x3]x4.

Teorema I.7. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então as identidades

de MK, visto como anel associativo, têm base formada por x1[x2,x3]x4.

SeK é um corpo infinito, então o Teorema I.6 é um caso particular doresultado de Guterman

[25].

Como dissemos anteriormente, existem vários resultados publicados sobre identidades e

variedades de estruturas algébricas. Contudo, são raros os casos onde se tem a descrição com-

pleta das identidades de uma álgebra, ou seja, onde uma base de identidades é exibida explici-

tamente. Elucidamos as principais álgebras para as quais seconhece uma base de identidades.

Nosso trabalho apresenta mais alguns exemplos de bases de identidades.

SejamE eE(1) as álgebras de Grassmann (ou álgebras exteriores) de dimensão infinita sem

unidade e com unidade respectivamente. Sejam aindaEk e E(1)
k as álgebras de Grassmann de

um espaço vetorial de dimensão finitak. São conhecidas bases de identidades para todas essas

álgebras sobre qualquer corpo (veja [8, 10, 21, 29, 44]). Além disso, para um corpo base de

característica zero, também sabemos a descrição de uma basefinita para as identidades das

álgebrasE⊗E eE(1)⊗E(1) (veja [40]).

Outra álgebra para a qual conhecemos uma base finita de identidades é a álgebra associativa

M2(K), de matrizes 2×2, sobre qualquer corpoK, exceto quandoK é infinito de característica

2, neste caso o problema está em aberto (veja [31, 41]).

Sejamgl2(K) a álgebra de Lie das matrizes 2×2 sobreK esl2(K) a subalgebra das matrizes

de traço zero. SeK é um corpo de característicap 6= 2, entãogl2(K) esl2(K) possuem mesmas

identidades. Sobre um corpo infinito de característica diferente de 2 foi exibida uma base de

3
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identidades para estas álgebras, veja [41] e [46]. SeK é infinito de característica 2 é conhecida

uma base paragl2(K) (veja [16, Teorema 3.1.5]), neste casosl2(K) também tem base finita e

conhecida.

A álgebra associativaUTn(K), de todas matrizes triangulares superiores, sobre um corpo

infinito K, tem base formada por uma única identidade. SeK é um corpo infinito, então para

álgebra de Lie adjunta aUTn(K) também é conhecida uma base finita de identidades (veja [39]

e [43]).

Para um corpo baseK finito, foram explicitadas bases finitas de identidades paraas álgebras

M2(K), M3(K) e M4(K) (veja [20, 22, 38]). SeK é um corpo finito de característicap > 2,

então também é conhecida a base de identidades comum as álgebrasgl2(K) e sl2(K) (veja [41]

e [42]).

Essa é a lista quase completa das álgebras para as quais uma base de identidades explicita

é conhecida. Mesmo para as álgebrasM3(K) e sl3(K) não é conhecida uma base explícita de

identidades sobre corpos infinitos. No entanto, seK tem característica 0, pelos resultados de

Kemer [28] e Il’tyakov [26] estas álgebras possuem uma base finita de identidades. Sobre corpos

infinitos de característica positiva, não sabemos se existealguma base finita de identidades para

estas álgebras.

Consideremos o caso ondeK é um corpo infinito de característica 2. Nesta situação o

problema da existência de uma base finita de identidades paraa álgebra associativaM2(K)

está em aberto. Contudo, observe quesl2(K) é nilpotente de classe 2 e de dimensão 3, logo

[[x1,x2],x3] forma uma base para suas identidades. Já a álgebra degl2(K) não possui nenhuma

base finita de identidades, isto foi demonstrado em 1970, porVaughan-Lee [48]. Uma base para

gl2(K) foi descoberta por Drensky e enunciada no livro [16].

Teorema I.8 (Drensky, veja [14] e [16]).Seja K um corpo infinito de característica 2. Então o

conjunto

{[x1,x2, [x3,x4],x5]}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 3,4,5, . . .} ∪

{[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 4,5,6, . . .}

é uma base de identidades para gl2(K). Além disso, esta base não é equivalente a nenhum

conjunto finito de identidades.

Uma demonstração deste resultado foi escrita na tese [14] porém nunca foi publicada em

uma revista científica. No apêndice demonstraremos este teorema.

4
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Também estudamos as identidades graduadas deMK para algumas graduações. Exibiremos

estas bases paraMK, visto como as mesmas estruturas algébricas, para duas diferentes gradua-

ções. Antes de apresentarmos estas bases, vejamos alguns dos principais resultados conhecidos

sobre identidades graduadas.

Primeiramente exporemos alguns resultados sobre identidades graduadas da álgebra de

Grassmann. Em 2009, no caso onde o corpo base tem característica 0, Di Vincenzo e Da Silva

[12] descreveram as identidadesZ2-graduadas deE, com respeito a algumasZ2-graduações.

Recentemente Centrone [6] resolveu o problema análogo para umcorpo infinito de caracterís-

tica p> 2. Em sua tese Centrone [7] faz uma descrição das identidadesH-graduadas deE para

um grupo abeliano finito de ordem ímparH.

Se o corpo base tem característica 0, Di Vincenzo [11] mostrou que as identidadesZ2-

graduadas deE⊗E tem base formada por 2 elementos.

A álgebra de matrizesMn(K) sobre um corpoK possui uma naturalZn-graduação.

Mn(K) = ∑
α∈Zn

M(α)
n ,

ondeM(α)
n é o subespaço deMn(K) gerado por todas matrizesEi j tais que j − i = α. Assim,

M(0)
n consiste de todas matrizes diagonais













a1,1

a2,2 0

0
...

an,n













,

e, para 0< t ≤ n−1, M(t̄)
n consiste em todas matrizes da forma





























0 . . . 0 a1,t+1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 a2,t+2 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...

0 . . . 0 0 0 . . . an−t,n

an−t+1,1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...

0 . . . an, t 0 0 . . . 0





























.
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SeK é um corpo infinito, as identidadesZn-graduadas deMn(K) possuem base finita, veja

[3, 5, 11, 32, 47].

A Zn-graduação da álgebraMn(K) induz umaZn-graduação para a álgebra de matrizes trian-

gularesUTn(K). Entre outros resultados conhecidos para as identidades graduadas deUTn(K),

sabemos uma base finita explícita para suas identidades com estaZn-graduadas, para qualquer

corpo infinitoK, veja [33].

No que concerne à identidades graduadas, nosso principal resultado foi obtido quando gra-

duamosMK, visto como álgebra de Lie e como anel de Lie, porZ2 = {0,1}. Temos a seguinte

graduação:MK =V0⊕V1, onde

V0 =







0 0 K

0 K 0

0 0 0






,V1 =







0 K 0

0 0 K

0 0 0






.

Também podemos graduar o anel de Lie livreLZ(X) e a álgebra de Lie livreLK(X) porZ2.

FazendoX =Y∪Z, Y = {yi | i = 1,2, . . .} eZ= {zi | i = 1,2, . . .}. ConsideramosY é o conjunto

de geradores pares eZ é conjunto de geradores ímpares.

Para as identidadesZ2-graduadas deMK, visto como álgebra de Lie, encontramos uma

situação semelhante ao caso das identidades ordinárias, também visto como álgebra de Lie.

Teorema I.9. Seja K um corpo de característica zero. Então as identidadesZ2-graduadas da

K-álgebra de Lie MK tem base finita enquanto as identidadesZ2-graduadas de MK visto como

anel de Lie não tem base finita.

Para provar este teorema usaremos o teorema que segue.

Teorema I.10. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então:

1) Se 2 é invertível em K, então as identidadesZ2-graduadas da K-álgebra de Lie MK têm

base finita enquanto as identidadesZ2-graduadas de MK visto como anel de Lie não têm base

finita.

2) Se 2 não é invertível em K, então MK não possui base finita de identidadesZ2-graduadas

tanto visto como K-álgebra de Lie quanto visto como anel de Lie.

Por sua vez o Teorema I.10 é consequência do próximo teorema.

6
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Teorema I.11. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então:

1) Se 2 é invertível em K, então as identidadesZ2-graduadas da K-álgebra de Lie MK têm

base

C= {[y1,y2]; [z1,z2,z3]}.

Já as identidadesZ2-graduadas de MK visto como anel de Lie têm base

D = {[y1,y2]; [z1,z2,z3]}∪{[z1,y1, . . . ,y2k,z1] | k= 1,2, . . .},

que não é equivalente a nenhuma base finita de identidades.

2) Se 2 não é invertível em K, então D é uma base de identidadesZ2-graduadas para MK
visto tanto como K-álgebra de Lie quanto como anel de Lie. Nestes casos a base D também

não é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades.

Quando consideramosMK como anel associativo e álgebra associativa, com a graduação

porZ2 dada acima, encontramos uma situação totalmente diferente. Neste caso tanto a álgebra

quanto o anel tem base finita. A saber

Teorema I.12.Sejam C= {[y1,y2]; y1z1y2; y1z1z2; z1z2y1; z1z2z3} e K um domínio de integri-

dade de característica zero. Então o conjunto C gera as identidadesZ2-graduadas de MK tanto

visto como álgebra associativa, quanto visto como anel associativo.

Também podemos graduarMK pelo grupo de Klein. Com tal graduação as quatro es-

truturas as quais consideramos o conjuntoMK (anel associativo, álgebra associativa, anel de

Lie e álgebra de Lie) possuem base finita de identidades graduadas. SejaH = Z2 ×Z2 =

{(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)}. TemosMK =V(0,0)⊕V(0,1)⊕V(1,0)⊕V(1,1), onde

V(0,0) =







0 0 0

0 K 0

0 0 0






,V(1,0) =







0 0 K

0 0 0

0 0 0






,

V(0,1) =







0 K 0

0 0 0

0 0 0






,V(1,1) =







0 0 0

0 0 K

0 0 0






.

Façamos

X = X(0,0)∪X(1,0)∪X(0,1)∪X(1,1) =Y∪W∪Z∪T,
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ondeX(0,0) = Y,X(1,0) = W,X(0,1) = Z,X(1,1) = T. Além disso,Y = {yi | i = 1,2, . . .}, W =

{wi | i = 1,2, . . .}, Z= {zi | i = 1,2, . . .} eT = {ti | i = 1,2, . . .}. Desta forma as estruturas livres

Z〈X〉, K〈X〉, LZ(X) eLK(X) sãoH-graduadas.

Teorema I.13. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então o conjunto

{[y1,y2]; yw; w1w2; zw; tw; wy; wz; wt; yz; tz; z1z2; ty; t1t2}

gera as identidades H-graduadas de MK tanto visto como álgebra associativa quanto visto

como anel associativo.

Teorema I.14. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então o conjunto

{[y1,y2]; [w1,w2]; [z1,z2]; [t1, t2]}∪{[w,y]; [w,z]; [w, t]}

∪{[z, t,y]; [z1, t,z2]; [z, t1, t2]}∪{[z,y1,y2]− [z,y2,y1]; [t,y1,y2]− [t,y2,y1]}

gera as identidades H-graduadas de MK visto tanto como álgebra de Lie quanto como anel de

Lie.

No último capítulo deste trabalho exibimos uma classe infinita de álgebrasM(n)
K as quais

possuem mesmas identidades ordinárias deMK. Contudo essas álgebras possuem diferentes

graduações. Encontramos bases de identidadesZn-graduadas para estas álgebras. Nossos re-

sultados principais do último capítulo são:

Teorema I.15. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então o conjunto

{[y(0)1 ,y(0)2 ]}∪{y( j)
2 y(i)1 y(k)3 | i = 1,2, . . . ,n−1; j,k= 0,1, . . . ,n−1}

gera as identidadesZn-graduadas de M(n)K tanto visto como K-álgebra associativa, quanto

visto como anel associativo.

Teorema I.16. Seja K um domínio de integridade de característica 0. Então as identidades

Zn-graduadas da K-álgebra de Lie M(n)K têm base finita enquanto as identidadesZn-graduadas

de M(n)
K visto como anel de Lie não têm base finita.
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Capítulo

1

Preliminares

Neste capítulo exporemos algumas noções e fatos conhecidossobre anéis, álgebras, iden-

tidades, identidades graduadas, produto tensorial (para álgebras associativas, álgebras de Lie,

anéis associativos e anéis de Lie).

1.1 Anéis e Álgebras

Anéis

Definição 1.1.Um anel Ré definido como um conjunto não-vazio com duas operações binárias

+ e · tais que o par(R,+) é um grupo abeliano e valem as leis distributivas:

(x+y) ·z= x ·z+y·z, para todosx,y,z∈ R,

x · (y+z) = x ·y+x ·z, para todosx,y,z∈ R.

Um anelRé dito umanel associativose, para todosa,b,c∈ R, temos:

(a·b) ·c= a· (b·c) .

9
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Um anel de Lieé definido como um anel com multiplicação anti-comutativa e satisfazendo

a identidade de Jacobi. Mais precisamente temos a

Definição 1.2.O anel (L , + , [,]) é umanel de Lie, se

1. Para todosx,y,z∈ L,

[x,y,z]+ [y,z,x]+ [z,x,y] = 0 .

Usamos a notação[a,b,c] = [[a,b],c].

2. Para todox∈ L,

[x,x] = 0 .

Observemos que um anel de Lie é anti-comutativo. De fato, como [a+b,a+b] = 0 temos

[a,b] =−[b,a].

Módulos

Definição 1.3.SejaR um anel associativo e comutativo. UmR-módulo (ou um módulo sobre

R) é um grupo abelianoM, com multiplicação de escalares deR sobreM, tais que valem as

seguintes propriedades:

1. (r +s)m= rm+sm,

2. (rs)m= r(sm),

3. r(m+n) = rm+ rn,

4. 1m= m, seR possui 1,

para todosr,s∈ R em,n∈ M. A multiplicação por escalares é uma aplicação deR×M paraM

a qual denotamos porrm.

Se o anelR for um corpo, então oR-móduloM é um espaço vetorial, onde os elementos de

R são os escalares.
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Álgebras

Definição 1.4.SejaK um anel associativo comutativo com unidade. UmaK-álgebra (linear) A

é umK-módulo com uma multiplicação· : A×A−→ A com as seguintes propriedades:

1. A terna(A,+, ·) é um anel.

2. Para todosx,y∈ A e α ∈ K, temos

α(xy) = (αx)y= x(αy).

Assim, toda álgebra linear pode ser vista como um anel, se considerada apenas com as

operações binárias+ e ·. Além disso, uma álgebraA é dita associativa, comutativa, de Lie ou

com unidade conforme o anel(A,+, ·) for, respectivamente, associativo, comutativo, de Lie ou

com unidade.

Assim como para grupos e anéis um homomorfismo de álgebras é uma função que preserva

as operações das respectivas álgebras, mais precisamente temos

Definição 1.5.SejamA1 eA2 duas álgebras sobreK. Uma aplicaçãof : A1 → A2 chama-se um

homomorfismo se:

1. f é um homomorfismo deK-módulos.

2. f (x ·y) = f (x) · f (y), para todosx,y∈ A.

Os teoremas usuais que se referem a isomorfismos de espaços vetoriais, anéis e grupos

também são válidos para álgebras.

A propriedade de possuir um objeto livre pode ser definida para qualquer estrutura algébrica.

Definiremos a seguir objetos livres para álgebras associativas.

Definição 1.6.SejamK um anel associativo comutativo com unidade eX = {xi | i ∈ I} um

conjunto não vazio. AK-álgebra associativa livre K〈X〉 sem unidade é definida como oK-

módulo livre gerado livremente pelos elementos{xi1 . . .xin | xi ∈ X; n = 1,2, . . .}, com uma

multiplicação tal que

(xi1 . . .xim)(x j1 . . .x jn) = xi1 . . .ximx j1 . . .x jn, xik,x j l ∈ X.

11
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Agora exibiremos, para álgebras associativas, uma propriedade importante e bem conhecida,

inerente aos objetos livres, a chamadapropriedade universal.

Proposição 1.7.Seja A uma K-álgebra associativa. Então qualquer aplicaçãoϕ : X → A pode

ser estendida à um único homomorfismo f: K 〈X〉 → A. Em outras palavras, existe um único

homomorfismo f: K 〈X〉 → A tal que f(x) = ϕ(x),para todo x∈ X.

Demonstração: Definamos uma funçãof : K 〈X〉 → A como segue. Seja

X̄ = {xi1 . . .xin | xi ∈ X; n= 1,2, . . .}.

Primeiramente,

sem∈ X̄, entãof (m) = f (xi1 . . .xin) = ϕ(xi1) . . .ϕ(xin).

Sejap= α1m1+ . . .+αrmr ∈ K 〈X〉 , ondemj ∈ X̄. Assim podemos definir

f (p) = α1 f (m1)+ . . .+αr f (mr).

Pela definição def temos quef (x) = ϕ(x), para todosx∈ X. Por outro lado é direto verificar

que f é um homomorfismo. Além disso, como o conjuntoX geraK〈X〉 como álgebra, este

isomorfismo é único. �

Com as definições dadas acima, todo anel pode ser visto como umaálgebra sobre o anel

dos inteirosZ. Além disso, aZ-álgebra associativa livreZ〈X〉 geralmente é chamada deanel

associativo livre, ou seja,Z〈X〉 é o objeto livre na classe dos anéis.

Daremos agora uma forma de obtenção de álgebras de Lie. Este método consiste em definir

uma nova multiplicação para uma álgebra associativa. Seja(R,+, ·) uma álgebra associativa.

Podemos definir a seguinte operação emR:

[, ] : R×R −→ R

(a,b) 7−→ [a,b] = ab−ba

É direto verificar queR com esta nova multiplicação é uma álgebra de Lie. Esta nova

álgebra, isto é,(R,+, [, ]), é chamada de álgebra de Lie associada (ou adjunta) àR e denotada

por R(−). Além disso, para qualquer álgebra de LieL existe uma álgebra associativaR, tal

queL é isomorfa à uma subalgebra deR(−). Este fato é demonstrado no famoso teorema de

Poincaré-Birkhoff-Witt, que enunciaremos a seguir.
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Definição 1.8.SejaR uma álgebra associativa eL uma álgebra de Lie. SeL é isomorfa à uma

subalgebra deR(−) dizemos queR é um envolvente deL. Dizemos que a álgebra associativa

U = U(L) é o envolvente universal da álgebra de LieL, seL é uma subalgebra deU (−) e

tem a seguinte propriedade universal: para toda álgebra associativaR e todo homomorfismo

de álgebras de Lieφ : L −→ R(−) existe um único homomorfismo de álgebras associativas

ψ : U −→ Rque estendeφ , isto é,ψ é igual aφ emL.

Teorema 1.9(Poincaré-Birkhoff-Witt). Toda álgebra de Lie L possui um único (a menos de

isomorfismos) envolvente universal U(L). Se L tem base{ei | i ∈ I}, onde o conjunto de índices

I é ordenado, então U(L) tem base

{ei1 . . .eiq | i1 ≤ . . .≤ iq; q= 0,1, . . .}.

Para uma demonstração veja, por exemplo, [16, Teorema 1.3.2].

Definição 1.10.SejaLK(X) umaK-álgebra de Lie, ondeX ⊂ LK(X). A álgebra de LieLK(X)

chama-seálgebra de Lie livre, com conjunto degeradores livres X, se para cada álgebra

de Lie L, qualquer aplicaçãoϕ : X → L pode ser estendida à um único homomorfismof :

LK(X) → L. Em outras palavras, existe um único homomorfismof : LK(X) → L tal que

f (x) = ϕ(x), para todosx ∈ X. A cardinalidade do conjuntoX é chamada depostoda álge-

bra de Lie livreLK(X).

Teorema 1.11(Witt). A subálgebra L< K 〈X〉(−) gerada por X é isomorfa à álgebra de Lie

livre LK(X). Além disso, U(LK(X)) = K 〈X〉.

Demonstração: SejaL uma álgebra de Lie eR uma envolvente associativa. Uma aplicação

θ : X −→ G ⊂ R induz um homomorfismōθ : K 〈X〉 −→ R; sua restrição paraL é um homo-

morfismo deL paraR(−), o qual envia geradores deL paraG. Desta forma a imagem deL

está emG, o que implica queL é a álgebra de Lie livre com conjunto de geradores livresX

(L = LK(X)).

Por outro lado, consideremos uma álgebra associativaR e φ : L −→ R(−). A aplicação

φ ′ : X −→ R, definida porφ ′(x) = φ(x),x∈ X, induz um único homomorfismoψ : K 〈X〉 −→ R.

Desde queφ(x) = ψ(x), para todox ∈ X, obtemos que a restrição deψ paraL é igual àφ .

PortantoU(LK(X)) = K 〈X〉. �
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1.2 Identidades

Definição 1.12.SejamX = {xi | i = 1,2, . . .} e K 〈X〉 a álgebra associativa livre sobreK, sem

unidade, gerada livremente porX. Dizemos que um elementou= u(x1, . . . ,xn) ∈ K 〈X〉 é uma

identidade(ou identidade polinomial) em uma álgebra associativaR, seu(r1, . . . , rn) = 0, para

todosr1, . . . , rn ∈ R.

Analogamente definimos identidades em álgebras de Lie, comoelementos daK-álgebra de

Lie livre LK(X).

Definição 1.13.Um idealI < K 〈X〉 é dito umT-ideal seϕ(I) ⊂ I para todo endomorfismoϕ
deK 〈X〉 .

Para álgebras de Lie um ideal com tal propriedade muitas vezes é chamado de ideal verbal,

esta denominação vem da teoria de grupos.

Observação1.14. SejaR umaK-álgebra associativa. O conjuntoTK(R), de todas identidades

deR, é umT-ideal deK 〈X〉 . Além disso, cadaT-idealT deK 〈X〉 é desta forma, isto é, existe

uma álgebra associativaR tal queT = TK(R). Basta fazerR= K 〈X〉/T.

Definição 1.15.Uma base de identidadespara uma álgebra associativaA é um subconjunto

B⊂ TK(A) que geraTK(A) comoT-ideal. Se existe talB finito, dizemos queA tem base finita

de identidades.

O próximo teorema é resultado bastante conhecido e utilizado na teoria de álgebras com

identidades.

Teorema 1.16.Seja A uma álgebra associativa. Então A possui uma base finitade identidades

β se, e somente se, toda base de identidadesγ de A possui um subconjunto finito equivalente a

γ.

Demonstração: Primeiramente, é claro que se toda baseγ deA é equivalente a um subconjunto

finito deγ, entãoA possui uma base finita.

Reciprocamente, sejaβ = { f1, f2, . . . , fk} uma base finita deA. Sejaγ = {h j | j = 1,2, . . .}

uma base qualquer deA. Notemos que cadafi , pertence a umT-ideal gerado por uma quan-

tidade finita de elementoshi1,hi2, . . . ,hi li
, para alguml i ≥ 1. Assim, temos que cadafi , i =
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1,2, . . . ,k é consequência de uma quantidade finita de identidadeshi1,hi2, . . . ,hi li
, para algum

l i ≥ 1. Desta forma, a base de identidadesβ é consequência de uma quantidade finita de iden-

tidadesh j , j = 1,2, . . . ,s. Logo, a base de identidadesγ = {h1,h2, . . .} é consequência de seu

subconjunto finito{h j | j = 1,2, . . . ,s}. Portantoγ é equivalente a subconjunto finito. �

Definição 1.17.A classeV , de todas as álgebras satisfazendo um dado conjunto de identidades

V, será chamada umavariedade de álgebras.O conjuntoV é dito umabase de identidadespara

a variedadeV.

Teorema 1.18(Birkhoff). Uma classeC de álgebras é fechada para subalgebras, quocientes e

produtos cartesianos se, e somente se,C é uma variedade de álgebras.

Demonstração: Faremos uma demonstração para anéis, nos demais casos a situação é análoga.

É claro que uma variedade é fechada para subanéis, quocientes e produtos cartesianos. Inversa-

mente, suponhamos que uma classe de anéisC é fechada para subanéis, quocientes e produtos

cartesianos. SejamV o conjunto das identidades satisfeitas por todos os anéis deC. Definamos

V como a variedade com baseV. É claro queC ⊂ V. Queremos provar queV ⊂ C. ComoC

é fechada para quocientes, é suficiente provar que cada anel livre deV pertence àC. Sabemos

que um anel livre nesta variedade é da forma

R= Z〈X〉/T(V).

Para cadaw /∈V existe um anelRw ∈ C tal quew não é uma identidade emRw. Desta forma,

existe um homomorfismo

ϕw : R−→ Rw, comϕw(w+T(V)) 6= 0.

O produto cartesianōR= ∏w∈RRw pertence àC, pois esta classe é fechada para produtos carte-

sianos. Sejaϕ : R−→ R̄ o homomorfismo cuja imagem de um elementox naw-ésima posição

éϕw(x). Pela forma que definimosϕ temos que kerϕ = T(V), ou seja,ϕ é um monomorfismo.

PortantoR∼= ϕ(R)< R̄. ComoC é fechada para subanéis o teorema está demonstrado.�

Elementos Multi-homogêneos e Multilineares

Podemos graduarK 〈X〉 da seguinte forma:

K 〈X〉= K(1)⊕K(2)⊕K(3)⊕ . . . ,
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ondeK(i) é o submódulo gerado por todos os monômios de graui. Os subespaçosK(i)’s são

chamados de componentes homogêneas deK 〈X〉 . Além disso, podemos redecompor cada com-

ponenteK(i) da seguinte forma:

K(i) = ∑
i1+...+in=i

K(i1,...,in)

ondeK(i1,...,in) é o subespaço gerado por monômios de graui1 emx1, . . . , in emxn. Um elemento

f ∈ K(i1,...,in) é dito multi-homogêneo de multigrau(i1, . . . , in). O elementof é dito multilinear

se é multi-homogêneo de multigrau(1, . . . ,1).

O próximo teorema é encontrado em vários livros de álgebras com identidades, veja por

exemplo [16, Proposição 4.2.3].

Teorema 1.19.Seja

f (x1, . . . ,xm) =
n

∑
i=0

fi = f0+ . . .+ fn ∈ K 〈X〉 ,

onde fi é a componente homogênea de grau i em x1.

1) Se K é um corpo infinito, então as componentes fi pertencem ao T-ideal gerado por f .

2) Se K é um corpo de característica zero, então f é equivalente a um conjunto finito de

identidades multilineares.

Demonstração:

1) SejaT = TK( f ) o T-ideal gerado porf . Para cadaα ∈ K a identidadef (αx1, . . . ,xm)

é consequência def . Temos fα(x1, . . . ,xm) = f (αx1, . . . ,xm) = f0+α f1+ . . .+αn fn. Como

K é infinito podemos escolhern+1 elementos distintosα0,α1, . . . ,αn ∈ K. Logo os elementos

fαi(x1, . . . ,xm) = f0+αi f1+ . . .+αn
i fn pertencem àT. Podemos escrever













fα0

fα1
...

fαn













=













1 α0 α2
0 . . . αn

0

1 α1 α2
1 . . . αn

1
...

...
...

. . .
...

1 αn α2
n . . . αn

n

























f0
f1
...

fn













.
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Por outro lado,
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 α0 α2
0 . . . αn

0

1 α1 α2
1 . . . αn

1
...

...
...

.. .
...

1 αn α2
n . . . αn

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0,

pois esse é um determinante de Vandermonde. De fato, ele é igual a

∏
0≤k< j≤n

(α j −αk)

e é diferente de zero pois os elementosαi são todos distintos. Assim a matriz de Vandermonde

acima é invertível e













f0
f1
...

fn













=













1 α0 α2
0 . . . αn

0

1 α1 α2
1 . . . αn

1
...

...
...

. . .
...

1 αn α2
n . . . αn

n













−1











fα0

fα1
...

fαn













.

Como fα0, . . . , fαn ∈ T, segue quef0, . . . , fn ∈ T.

2) Usaremos o processo de linearização. Pelo item 1 podemos assumir quef (x1, . . . ,xm)

é homogêneo em cada uma de suas variáveis. Sejad o grau def em x1. Temos quef (y1+

y2,x2, . . . ,xm) ∈ TK( f ). Podemos escrever

f (y1+y2,x2, . . . ,xm) =
d

∑
i=0

fi(y1,y2,x2, . . . ,xm)

onde fi é a componente homogênea de graui emy1. Portantofi ∈ TK( f ) e, parai = 1,2, . . . ,d−

1, o grau defi emy1 é menor qued. Além disso,

fi(y1,y1,x2, . . . ,xm) =

(

d

i

)

f (y1,x2, . . . ,xm).

Como

(

d

i

)

é invertível, já quecharK= 0, segue que cadafi é equivalente af , isto é,TK( fi)=

TK( f ).

Aplicando esse processo indutivamente obtemos um conjuntode identidades multilineares

equivalentes af . �
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Todas estas definições e resultados, que foram enunciados para álgebras associativas, pos-

suem análogos para álgebras de Lie.

Identidades Fracas

SejamRumaK-álgebra associativa eSum subespaço vetorial deR, tal queSgera a álgebra

R. O polinômio f (x1, . . . ,xn) é uma identidade fraca para o par(R,S) se f (s1, . . . ,sn) = 0 para

todoss1, . . . ,sn ∈ S. As identidades fracas para o par(R,S) formam o ideal emK 〈X〉. Observe

que, diferentemente dosT-ideais, os ideais de identidades fracas não são, necessariamente,

fechados com relação a endomorfismos deK 〈X〉.

Um caso particular, de maior interesse, é quando o espaço vetorial S é uma subálgebra

de Lie da álgebra de Lie adjunta deR. Neste caso, o idealTK(R,S) é fechado com respeito

a substituições de Lie. Em outras palavras, sef (x1, . . . ,xn) ∈ TK(R,S), então f (y1, . . . ,yn) ∈

TK(R,S), para todosy1, . . . ,yn ∈ LK(X).

Exemplo1.20. É direto verificar que o par(M2(K),sl2(K)) satisfaz a identidade fraca[x2
1,x2],

ondeM2(K) é a álgebra associativa de matrizes 2×2 esl2(K) é a álgebra de Lie de matrizes de

traço zero.

1.3 Álgebras Graduadas

SejamH um grupo abeliano aditivo finito eA uma álgebra. A álgebraA é H-graduada, se

existem subespaços vetoriaisA(α) < A, α ∈ H, tais que

1. A é a soma direta dos subespaçosA(α), isto é, A= ∑α∈H A(α) e

2. A(α1)A(α2) ⊂ A(α1+α2), para todosα1,α2 ∈ H.

SejaX =
⋃

α∈H X(α) =X(α1)∪X(α2)∪ . . .∪X(αs), onde cadaX(α) é um conjunto enumerável

eX(αi)∩X(α j)= /0. Um elementox∈X é dito de grauα, escrevemos∂ (x)=α, sex∈X(α). Seja

m= xi1 . . .xis um monômio emK〈X〉. Definimos o grau dem por ∂ (m) = ∂ (xi1)+ . . .+∂ (xis).

Paraα ∈ H denotemos porK〈X〉(α) o subespaço deK〈X〉 gerado por todos os monômios de

grauα. É direto verificar que

K〈X〉= ∑
α∈H

K〈X〉(α)
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define umaH graduação paraK〈X〉. Um idealI deK〈X〉 é dito umTH ideal se ele é invariante

sobre endomorfismoφ : K〈X〉 −→ K〈X〉, tais queφ(K〈X〉(α))⊂ K〈X〉(α), para todoα ∈ H.

SejaA = ∑α∈H A(α) um álgebraH-graduada. Dizemos quef (x1, . . . ,xn) ∈ K〈X〉 é uma

identidade graduada deA se f (a1, . . . ,an) = 0 para todosa1, . . . ,an ∈ A tais queas ∈ A∂ (xs),

s= 1, . . . ,n. O conjuntoTH(A) de todas as identidadesH-graduadas deA é umTH-ideal de

K〈X〉. Sejaβ ⊂ K〈X〉. Denotamos porTH(β ) o TH-ideal gerado porβ . Um conjuntoβ ⊂ K〈X〉

é dito uma base das identidadesH-graduadas deA, seTH(β ) = TH(A). QuandoH é o grupo

trivial de um único elemento as identidadesH-graduadas deA são as identidades deA (tal como

na Definição 1.12). Algumas vezes chamaremos essas identidades de identidades ordinárias

afim de diferenciá-las das identidades graduadas.

Analogamente definimos identidades graduadas eTH-ideais em álgebras de Lie, no entanto,

em álgebras de Lie, osTH-ideais também são chamados de ideais verbais graduados. O ideal

verbal graduado das identidades de uma álgebra de LieL também é denotado porVH(L).

1.4 Álgebras Relativamente Livres

Definição 1.21.SejaT umT-ideal. Então a álgebraA= K 〈X〉/T é dita umaálgebra relativa-

mente livre.

Algumas vezes define-se álgebras relativamente livres através de um conjunto de geradores

livres. Esta definição é equivalente a definição que demos e este fato é explicitado na proposição

que segue.

Proposição 1.22.Uma álgebra A é relativamente livre se, e somente se, possui um conjunto

de geradores, chamados geradores livres, tal que toda aplicação deste conjunto na álgebra A

pode ser estendida à um endomorfismo.

Para uma demonstração veja [16, Proposição 2.2.5].

SejamK um anel associativo comutativo com unidade e

K[Y] = K[y(r)i j | i, j = 1,2, . . . ,n; r = 1,2, . . .]
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aK-álgebra de polinômios (associativa e comutativa) de postoenumerável. As matrizes

yr =
n

∑
i, j=1

y(r)i j Ei j , r = 1,2, . . . ,

ondeEi j são as matrizes elementares, são chamadas de matrizes genéricasn×n. A K-álgebra

associativaRn gerada por todas essas matrizes é aK-álgebra associativa de matrizes genéricas

n×n.

Proposição 1.23.A álgebra associativa de matrizes genéricas Rn é relativamente livre.

Não é difícil mostrar que as matrizes genéricasyr formam um conjunto de geradores livres

paraRn. Assim, utilizando a Proposição 1.22 demonstra-se esta proposição.

Proposição 1.24.Seja K um domínio de integridade infinito. Então a K-álgebra associativa

relativamente livre da variedade gerada por Mn(K) é isomorfa à K-álgebra associativa de

matrizes genéricas Rn.

Esta proposição demonstra-se de forma análoga a Proposição1.26 a qual demonstraremos

abaixo.

Podemos também considerar a álgebra de LieR̄n gerada pelas matrizes genéricasn× n.

Resultados análogos das proposições anteriores são válidosparaR̄n.

SejaH um grupo e

Mn(K) = ∑
h∈H

M(h)
n ,

umaH-graduação paraMn(K). Consideremos as matrizes

y(h)r = ∑
Ei j∈M(h)

n

y(r)i j Ei j , r = 1,2, . . . .

A álgebra associativaRn,H gerada pelas matrizesy(h)r possui umaH-graduação natural.

Proposição 1.25.Seja K um domínio de integridade infinito. Então a álgebra associativa

Mn(K) tem mesmas identidades H-graduadas que a álgebra associativa Rn,H .

Esta proposição também demonstra-se de forma análoga a Proposição 1.26.

Resultado análogo vale para a álgebra de LieR̄n,H .
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Podemos também considerar matrizes genéricas correspondente aMK. Por exemplo, sejaG

aK-álgebra associativa de matrizes genéricas gerada livremente pelos elementos

gr =







0 ξ (r)
12 ξ (r)

13

0 ξ (r)
22 ξ (r)

23

0 0 0






,

ondeK[Ξ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2; j = 2,3; r = 1,2, . . .] é a álgebra de polinômios (associativa e

comutativa) sem unidade, nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

Proposição 1.26.Seja K um domínio de integridade infinito. Então a K-álgebra associativa

relativamente livre da variedade gerada por MK é isomorfa à K-álgebra associativa de matrizes

genéricas G.

Para demonstrar esta proposição usaremos o seguinte lema, oqual é bem conhecido.

Lema 1.27.Sejam K um domínio de integridade infinito e f(x1, . . . ,xn)∈K[X],X = {x1,x2, . . .},

um polinômio não nulo. Então existem a1,a2, . . . ,an ∈ K, tais que f(a1, . . . ,an) 6= 0.

A demonstração seguinte é análoga à demonstração paraMn(K) quandoK é um corpo, esta

pode ser encontrada, por exemplo, em [17, Proposição 1.3.2].

Demonstração da Proposição 1.26: Consideremos os homomorfismos canônicos

π1 : K 〈X〉 −→ K 〈X〉/TK(MK) e π2 : K 〈X〉 −→ G

xi 7−→ xi +TK(MK) xi 7−→ gi
.

É suficiente demonstrarmos quekerπ1 = kerπ2; isto é, f ∈ K 〈X〉 é uma identidade emMK se, e

somente se,f é identidade emG. Se f ∈ kerπ2, entãof (g1, . . . ,gt) = 0. Dadosm1, . . . ,mt ∈MK,

existe um homomorfismo natural que aplicagi parami . Logof (m1, . . . ,mt) = 0, ou seja, f

também é uma identidade paraMK. Por outro lado, sejaf uma identidade paraMK. Suponhamos

por absurdo que

f (g1, . . . ,gt) =







0 f12 f13

0 f22 f23

0 0 0






6= 0.

Sem perda de generalidade podemos supor que a entradaf12 = f12(ξ
(i)
rs ) é um polinômio não

nulo emK[Ξ]. Pelo Lema 1.27, existema(i)rs ∈ K, i = 1,2, . . . , t, tais que f12(a
(i)
rs ) 6= 0. Isto
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significa que, para as matrizes

mi = ∑
r,s

a(i)rs Ers, i = 1, . . . , t,

a expressãof (m1, . . . ,mt) é diferente de zero, o que é uma contradição. �

Além da proposição anterior, resultados análogos para álgebras associativa graduadas, ál-

gebras de Lie e álgebra de Lie graduadas, são válidos para álgebras de matrizes genéricas

correspondentes aMK. Todos estes resultados têm demonstração análoga a demonstração da

Proposicão 1.26.

1.5 Produto Tensorial

Primeiramente definiremos produto tensorial para módulos.

SejamR um anel associativo, comutativo com unidade,V eW R-módulos gerados respec-

tivamente por{ei | i ∈ I} e { f j | j ∈ J}. SejaR(V ×W) o R-módulo gerado livremente pelo

produto cartesiano deV porW,

R(V ×W) =

{

n

∑
s=1

αsu(vs,ws)

∣

∣

∣

∣

n= 1,2, . . . ;αi ∈ R;(vs,ws) ∈V ×W

}

.

Seja aindaSo sub-módulo deR(V ×W) gerado pelos elementos:

u(v1+v2,w) − u(v1,w) − u(v2,w)

u(v,w1+w2) − u(v,w1) − u(v,w2)

αu(v,w) − u(αv,w)

αu(v,w) − u(v,αw)

com v1,v2,v ∈ V; w1,w2,w ∈ W e α ∈ R. Assim, definimos oproduto tensorialdeV por W,

denotado porV ⊗RW (ou simplesmenteV ⊗W ), como sendo o quociente

V ⊗RW = R(V ×W)/S.

Usaremos a seguinte notação

u(v,w)+S= v⊗w.
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A proposição seguinte é de fácil verificação.

Proposição 1.28.V ⊗RW é gerado pelo conjunto{ei ⊗ f j | i ∈ I , j ∈ J}.

SeA eB sãoR-álgebras definimos o produto tensorial deR-álgebras como o produto tenso-

rial A⊗RB (vistas comoR-módulos) com produto induzido por

(a1⊗b1)(a2⊗b2) = (a1a2⊗b1b2).

O produto tensorial muitas vezes é definido através de uma propriedade universal. Enuncia-

remos a seguir essa propriedade como consequência de nossa definição.

Proposição 1.29.Sejam A e B duas R-álgebras e⊗ : A×B−→ A⊗RB a projeção canônica.

Então para quaisquer R-álgebra L e aplicação bilinearθ : A×B−→ L, tal que

θ((a1,b1)(a2,b2)) = θ(a1,b1)θ(a2,b2),

existe um único homomorfismōθ : A⊗RB−→ L tal queθ̄ ◦⊗= θ .

Demonstração: Sejaθ̃ : R(A×B)−→ L o homomorfismo deR-módulos tal que

θ̃(u(a,b)) = θ(a,b).

SejaSo sub-módulo deR(A×B) gerado pelos elementos

u(a1+a2,b) − u(a1,b) − u(a2,b)

u(a,b1+b2) − u(a,b1) − u(a,b2)

αu(a,b) − u(αa,b)

αu(a,b) − u(a,αb)

ondea1,a2,a∈ A; b1,b2,b∈ B e α ∈ R. Temos queS⊂ kerθ̃ . Com efeito,

θ̃(u(a1+a2,b)−u(a1,b)−u(a2,b)) = θ̃(u(a1+a2,b))− θ̃(u(a1,b))− θ̃(u(a2,b))

= θ(a1+a2,b)−θ(a1,b)−θ(a2,b).
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Comoθ é bilinear segue que

θ̃(u(a1+a2,b)−u(a1,b)−u(a2,b)) = 0.

Analogamente

θ̃(u(a,b1+b2)−u(a,b1)−u(a,b2)) = θ̃(αu(a,b)−u(αa,b)) = θ̃(αu(a,b)−u(a,αb)) = 0.

LogoS⊂ kerθ̃ . ComoA⊗RB= R(A×B)/S, podemos definir

θ̄ : A⊗RB−→ L

θ̄(a⊗b) = θ̃(u(a,b)) = θ(a,b)

É direto verificar quēθ ◦⊗= θ . Além disso,θ̄ é um homomorfismo deR-módulos poisθ̃
o é. Por fim,

θ̄((a1⊗b1)(a2⊗b2)) = θ̄(a1a2⊗b1b2) = θ(a1a2,b1b2)

= θ((a1,b1)(a2,b2)) = θ(a1,b1)θ(a2,b2)

= θ̄(a1⊗b1)θ̄(a2⊗b2).

Portantoθ̄ é um homomorfismo deR-álgebras com as propriedades desejadas. A unicidade é

consequência direta da propriedadeθ̄ ◦⊗= θ . �

Proposição 1.30.Sejam K um corpo de característica zero e LZ(X) o anel de Lie livre de

posto enumerável. Seja ainda C⊂ LZ(X) um conjunto de elementos (identidades) multilineares.

Então

LK(X)/VK(C)∼= K⊗Z LZ(X)/VZ(C).

Demonstração: Demonstraremos queT =K⊗ZLZ(X)/VZ(C) é aK-álgebra livre, da variedade

C definida porC, gerada livremente por̃X = {1⊗ x̄i | i = 1,2, . . .}, onde ¯xi = xi +VZ(C).

Primeiramente provaremos queT pertence àC. Sejamw = w(x1,x2, . . . ,xn) ∈ C e 1⊗B

uma base do espaço vetorialT , tal queB geraLZ(X)/VZ(C) como grupo aditivo. Comow é

multilinear, para provar queT satisfaz a identidadew, é suficiente mostrar que

w(1⊗b1,1⊗b2, . . . ,1⊗bn) = 0,
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bi ∈ B. Contudo,

w(1⊗b1,1⊗b2, . . . ,1⊗bn) = 1⊗w(b1,b2, . . . ,bn) = 1⊗0= 0,

poisLZ(X)/VZ(C) satisfaz a identidadew. LogoT pertence aC.

Resta-nos provar queT é livre na variedadeC. SejamL umaK-álgebra emC e

β : X̃ −→ L

1⊗ x̄i 7−→ l i
,

uma aplicação.

ComoLZ(X)/VZ(C) é o anel livre da variedade gerada porC, existe um único homomor-

fismo de anéisφ : LZ(X)/VZ(C)−→ L tal queφ(x̄i) = l i.

Consideremos a aplicação

θ : K× (LZ(X)/VZ(C))−→ L

(α, f +VZ(C)) 7−→ αφ( f +VZ(C))
.

É direto verificar queθ é uma aplicação bilinear que preserva produtos. Assim, pelapro-

priedade universal do produto tensorial, existe um único homomorfismo de anéis̄θ tal que

θ̄ : K⊗Z LZ(X)/VZ(C)−→ L

α ⊗ ( f +VZ(C)) 7−→ αφ( f +VZ(C))
.

Temos quēθ é o único homomorfismo deT que estendeβ . PortantoT é aK-álgebra livre de

C gerada livremente por̃X e

K⊗Z LZ(X)/VZ(C)∼= LK(X)/VK(C).

�

A proposição anterior também é válida quando o corpo baseK tem característica positivap.

No entanto, neste caso devemos considerar a imagem do conjunto de identidadesC módulop,

isto é, devemos considerar o homomorfismo de anéisϕ : LZ(X) −→ LK(X) tal queϕ(xi) = xi.

Assim, devemos considerar o ideal gerado pelo conjuntoϕ(C) = ϕ(C+ pLZ(X)) em LK(X).

Mais precisamente temos o
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Corolário 1.31. Sejam K um corpo de característica p6= 0 e LZ(X) o anel de Lie livre de

posto enumerável. Seja ainda C⊂ LZ(X) um conjunto de elementos (identidades) multilineares.

Então

LK(X)/VK(ϕ(C))∼= K⊗Z LZ(X)/VZ(C).

Este corolário se demonstra de forma análoga a Proposição 1.30, enunciamos separada-

mente apenas para simplificar as notações.

1.6 Produto Semidireto de Álgebras de Lie

Definição 1.32.SejaL uma álgebra de Lie sobre um anel associativo, comutativo e com unidade

K. Uma derivação deL é uma aplicaçãoK-linear

δ : L −→ L

x 7−→ [δ ,x]

tal que

[δ , [x,y]] = [[δ ,x],y]+ [x, [δ ,y]]

para todosx,y∈ L.

Denotamos porDerK(L) o conjunto de todas as derivações deL. Observamos que o conjunto

EndK(L) de todas aplicaçõesK-lineares deL em L, isto é, todos endomorfismo deL vista

comoK-módulo, forma uma álgebra associativa com soma e multiplicação usuais e produto

composição de aplicações. Além disso, não é difícil verificar queDerK(L) não é uma subalgebra

associativa deEndK(L), haja vista que não é fechado para composição de aplicações.Contudo,

DerK(L) é uma subalgebra de Lie da álgebra de Lie adjunta àEndK(L). Este fato está enunciado

na proposição que segue.

Proposição 1.33.DerK(L) forma uma álgebra de Lie com a usual K-linear estrutura de endo-

morfismo de espaços vetorias, com produto definido por

[δ1,δ2] = δ1◦δ2−δ2◦δ1,

onde◦ denota a composição de aplicações.

Esta proposição é de verificação direta.
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Definição 1.34.SejamL e G duas álgebras de Lie eϕ : G→ DerK(L) um homomorfismo. A

álgebra de LieG⋉L é chamada o produto semidireto deL e G com respeito àϕ e é definida

como o espaço vetorialG⊕L (soma direta de espaços vetoriais) com produto de Lie tal que

[(g1, l1),(g2, l2)] = ([g1,g2], [l1, l2]+ [ϕg1, l2]− [ϕg2, l1]).

Observe que existem um idealL1 e uma subalgebraG1 deG⋉L tais queL1
∼= L, G1

∼= G e

L1∩G1 = {0}. Além disso,[G1,L1] = G⋉L, isto é,L1 eG1 juntos geramG⋉L como álgebra.
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2

Identidades deMK visto como Álgebra

Associativa

Neste capítuloK denota um anel associativo comutativo com unidade. O conjunto,

MK =







0 K K

0 K K

0 0 0






=

















0 a12 a13

0 a22 a23

0 0 0







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ai j ∈ K











,

forma umaK-álgebra associativa com operações usuais de matrizes. É direto verificar queMK

satisfaz a identidadeu= x1[x2,x3]x4.

Teorema I.4. Seja K um corpo de característica zero. Então as identidadesda K-álgebra

associativa MK têm base formada por x1[x2,x3]x4.

Teorema I.5. Seja K um corpo de característica zero. Então as identidadesde MK, visto como

anel associativo, têm base formada por x1[x2,x3]x4.

Estes dois teoremas são consequências dos resultados que seguem, os quais demonstramos,

de fato, neste capítulo.

Teorema I.6. Seja K um domínio de integridade infinito. Então as identidades da K-álgebra

associativa MK têm base formada por x1[x2,x3]x4.
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Teorema I.7. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então as identidades

de MK, visto como anel associativo, têm base formada por x1[x2,x3]x4.

SejaK 〈X〉 a K-álgebra associativa livre (sem unidade) de posto enumerável com geradores

livresx1,x2, . . .. Consideremos aindaTK(u) o T-ideal deK 〈X〉 gerado poru eTK(MK) o T-ideal

deK 〈X〉 das identidades deMK.

SejaG a álgebra associativa de matrizes genéricas correspondente aMK, ou seja, aK-álgebra

gerada livremente pelos elementos

gr =







0 ξ (r)
12 ξ (r)

13

0 ξ (r)
22 ξ (r)

23

0 0 0






,

ondeK[Ξ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2; j = 2,3; r = 1,2, . . .] é a álgebra de polinômios (associativa e

comutativa) sem unidade, nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

Pela Proposição 1.26, seK é um domínio de integridade infinito, a álgebra associativaMK

tem as mesmas identidades da álgebra associativa de matrizes genéricasG. Assim o Teorema

I.6 é consequência do teorema que segue.

Teorema 2.1.Para qualquer anel associativo comutativo unitário K, as identidades de G têm

base formada por x1[x2,x3]x4.

O teorema anterior por sua vez é equivalente ao seguinte teorema.

Teorema 2.2.Seja K um anel associativo comutativo unitário. Então o T-ideal TK(G) é gerado

por u= x1[x2,x3]x4 (como tal).

Provaremos queTK(u) = TK(G).

ComoTK(u)≤ TK(G), podemos considerar o homomorfismo canônico

ϕ : K 〈X〉/TK(u)−→ G

xi +TK(u) 7−→ gi

É suficiente provarmos queϕ é um isomorfismo. Com efeito, seϕ é um isomorfismo,

entãoz∈ TK(G)− TK(u) implica quez+ TK(u) ∈ kerϕ. Assim, z= 0 (uma contradição) e

TK(G) = TK(u).
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Para provar o Teorema 2.2 encontraremos um conjunto que geraK 〈X〉/TK(u) como K-

módulo. Em seguida demonstraremos que a imagem deste conjunto porϕ é linearmente inde-

pendente emG.

Lema 2.3. Seja K um anel associativo comutativo unitário. Então o conjunto

{xi1 . . .xik +TK(u) | k= 1,2, . . . ; i2 ≤ i3 ≤ . . .≤ ik−1}

gera K〈X〉/TK(u) como K-módulo.

Demonstração: Sabemos que o conjuntoB = {xi1 . . .xik | k = 1,2, . . .} gera livrementeK 〈X〉

comoK-módulo. Agora basta observar que a imagem deB no quocienteK 〈X〉/TK(u) é exata-

mente{xi1 . . .xik +TK(u) | i2 ≤ i3 ≤ . . .≤ ik−1}. �

Lema 2.4.

ϕ(x1 . . .xn) = g1 . . .gn =







0 ξ (1)
12 ξ (2)

22 . . .ξ (n)
22 ξ (1)

12 ξ (2)
22 . . .ξ (n−1)

22 ξ (n)
23

0 ξ (1)
22 . . .ξ (n)

22 ξ (1)
22 . . .ξ (n−1)

22 ξ (n)
23

0 0 0






.

Este lema é de demonstração direta.

Demonstração do Teorema 2.2:

Se olharmos para a primeira linha e terceira coluna destas matrizes, isto é, o elemento

ξ (1)
12 ξ (2)

22 . . .ξ (n−1)
22 ξ (n)

23 , é fácil ver que o conjunto

ϕ({xi1 . . .xik | i2 ≤ i3 ≤ . . .≤ ik−1}) = {gi1 . . .gik | i2 ≤ i3 ≤ . . .≤ ik−1}

é linearmente independente, o que demonstra o Teorema 2.2. �

Demonstração do Teorema I.7: Provaremos queTZ(MK) = TZ(u). ComoMK satisfaz a identi-

dadeu, temos queTZ(MK) ⊃ TZ(u). Por outro lado, o anel associativoMZ tem base de identi-

dades formada poru= x1[x2,x3]x4. AssimTZ(MZ) = TZ(u). ComoMZ é subanel deMK, segue

queTZ(MK) ⊂ TZ(MZ), o que implica queTZ(MK) ⊂ TZ(u). PortantoTZ(MK) = TZ(u), o que

demonstra o corolário. �

Corolário 2.5. Seja K um anel associativo comutativo unitário. Então

TK(u) = ideal〈{xi [x j ,xk]xl | i, j,k, l ∈ N}〉.
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Demonstração: SejaI = ideal〈{xi [x j ,xk]xl | i, j,k, l ∈ N}〉. Consideremos o quocienteK 〈X〉/I .

ComoI ≤ TK(u), podemos considerar o homomorfismo canônico

π : K 〈X〉/I −→ K 〈X〉/TK(u)

xi + I 7−→ xi +TK(u)

Tal como no Lema 2.3K 〈X〉/I é gerado livremente, comoK-módulo, pelo conjunto

{xi1 . . .xik + I | k= 1,2, . . . ; i2 ≤ i3 ≤ . . .≤ ik−1}.

Desta formaπ é um isomorfismo. Contudo, seTK(u) 6= I , então existez∈ TK(u)− I . Obtemos

assim a contradiçãoz+ I ∈ kerπ. Portanto,I = TK(u) e o Corolário 2.5 está demonstrado.�

Como consequência direta deste corolário, temos o seguinte resultado.

Corolário 2.6. Sejam K um anel associativo comutativo unitário e TK(MK,M
(−)
K ) o ideal das

identidades fracas do par(MK,M
(−)
K ). Então o elemento u= x1[x2,x3]x4 gera TK(MK ,M

(−)
K )

como tal. Além disso, TK(MK ,M
(−)
K ) = TK(u).

Demonstração: Segue imediatamente do corolário anterior, haja vista queTK(MK,M
(−)
K ) con-

tém o conjunto{xi [x j ,xk]xl | i, j,k, l ∈ N}. �
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Capítulo

3

Identidades deMK visto como Álgebra de

Lie

Neste capítulo consideramosMK visto como umaK-álgebra de Lie, ondeK denota um corpo

de característica 0,

MK =







0 K K

0 K K

0 0 0






=

















0 a12 a13

0 a22 a23

0 0 0







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ai j ∈ K











.

É direto verificar que esta álgebra satisfaz a identidadev= [x1,x2, [x3,x4],x5]. Assim a álgebra

de LieMK é centro-por-metabeliana.

Teorema I.1. Seja K um corpo de característica zero. Então as identidadesde MK vista como

álgebra de Lie têm base formada pela identidade v= [x1,x2, [x3,x4],x5] .

Tal como na Proposição 1.26 a álgebra relativamente livre davariedade gerada porMK é

isomorfa a álgebra de matrizes genéricasG, gerada livremente pelos elementos

gr =







0 ξ (r)
12 ξ (r)

13

0 ξ (r)
22 ξ (r)

23

0 0 0






,
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sendoK[ξ ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2; j = 2,3;r = 1,2, . . .] a álgebra de polinômios (associativa e co-

mutativa), nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

SejamLK(X) a álgebra de Lie livre sobreK, com geradores livresx1,x2, . . . , VK(v) o ideal

verbal deLK(X) gerado porv= [x1,x2, [x3,x4],x5] eVK(MK) o ideal verbal das identidades de

MK.

ComoVK(MK)⊃VK(v) podemos considerar o homomorfismo canônico induzido pela apli-

cação
ψ : LK(X)/VK(v) −→ LK(X)/VK(MK) ∼= G

xi +VK(v) 7−→ xi +VK(MK) ↔ gi .

Provaremos queψ é um isomorfismo entre a álgebra de Lie centro-por-metabeliana livre

L = LK(X)/VK(v) e a álgebra de Lie de matrizes genéricasG. Consequentemente, comoG∼=

LK(X)/VK(MK) e os ideaisVK(MK) eVK(v) são verbais, obteremos queVK(MK) =VK(v). Em

outras palavras temos o seguinte teorema.

Teorema 3.1.Seja K um corpo de característica zero. Então o ideal verbal VK(MK) é gerado

por v, como tal.

Provaremos quekerψ = {0}. Para tanto, utilizaremos a seguinte observação.

Observação3.2. Sekerψ 6= {0}, então existef ∈ LK(X) multilinear, f /∈ VK(v), tal que f +

VK(v) ∈ kerψ.

Demonstração: Suponhamoskerψ 6= {0} e consideremos̄f +VK(v) ∈ kerψ, f̄ /∈VK(v). Desta

forma f̄ é uma identidade emG e, por conseguinte, emMK. Além disso, sobre um corpo de

característica zero toda identidade é equivalente a um conjunto de identidades multilineares.

LogoVK( f̄ )⊂VK(MK) contém elementos multilineares. �

Lema 3.3. Se f é multilinear e f+VK(v) ∈ kerψ, então f∈ LK(X)′′.

Demonstração: Sejaf (xi1, . . . ,xin) como nas hipóteses do lema. Existemg ec tais quef = g+c,

c∈ LK(X)′′ eg é uma combinação linear de comutadores da forma

g=
n

∑
k=2

αk[xik,xi1,xi2, . . . , x̂ik, . . . ,xin];
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i1 < .. . < in. Sejam

a= E12 =







0 1 0

0 0 0

0 0 0






eb= E22 =







0 0 0

0 1 0

0 0 0






.

Temos[a,b] = E12E22−E22E12 = E12 = a. Para cadar = 2,3, . . . ,n podemos substituirxir por

a exis porb paras 6= r. Segue que

f (b, . . . ,b,a,b, . . . ,b) = αra+c(b, . . . ,b,a,b, . . . ,b) = 0.

Dado que a álgebra gerada pora e b é metabeliana,c(b, . . . ,b,a,b, . . . ,b) = 0. Logo αr = 0,

para todor o que implica queg= 0 e f = c∈ LK(X)′′. �

SejamLZ(X) o anel de Lie livre livremente gerado por{x1,x2, . . .} eVZ(v)< LZ(X) o ideal

verbal gerado porv = [x1,x2, [x3,x4],x5]. Seja aindaP = LZ(X)/VZ(v) o anel de Lie centro-

por-metabeliano livre.

Utilizaremos a seguir um conjunto gerador deLK(X)/VK(v) como espaço vetorial. Este

conjunto foi obtido como consequência direta do teorema de Ju. V. Kuz’min [34]. No entanto,

para obtermos uma demonstração independente para o TeoremaI.1, redemonstraremos, no final

deste capítulo, que tal conjunto gera o espaço vetorialLK(X)/VK(v). A versão original do

teorema de Kuz’min é a que segue. Observamos que nesta versãooriginal o elemento

[xi,x j , [xk,xl ]c], ondec= ym1 . . .ymr−4,

representa o comutador

[xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]].

Teorema 3.4(Kuz’min). SejamPn o anel de Lie centro-por-metabeliano livre com geradores

livres x1, . . . ,xn; yi = xi +P ′
n eP ′′

n,r a componente homogênea de grau r do segundo comutador

dePn.

1) Se r é ímpar e r> n, entãoP ′′
n,r é um grupo abeliano livre com geradores

[xi,x j , [xk,xl ]c], onde c= ym1 . . .ymr−4,

i > j,k> l , i ≥ k, j ≥ l e j ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4.

2) Se r é ímpar e r≤ n, entãoP ′′
n,r é soma direta do grupo abeliano livre pelos elementos
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na forma do item anterior, com o 2-grupo abeliano elementar gerado pelos elementos na forma

ω(i, j,k, l ,c) = [xi,x j , [xk,xl ]c]+ [xi,xk, [xl ,x j ]c]+ [xi,xl , [x j ,xk]c]

onde c= ym1 . . .ymr−4. Estes elementos são invariantes sobre permutação de índices (incluindo

índices na expressão de c); se dois índices são iguais, entãoω(i, j,k, l ,c) = 0; além disso o

conjunto de elementosω(i, j,k, l ,c) nos quais todos os índices são ordenados é linearmente

independente.

3) Se r é par e r> n, entãoP ′′
n,r é uma soma direta do grupo abeliano livre cujos geradores

livres são elementos tais como no item 1), onde(i, j) 6= (k, l) e de um 2-grupo gerado pelos

elementos linearmente independentes tais como em 1), onde i= k, j = l e c não é um quadrado.

4) Se r é par e r≤ n, então devemos adicionar aos geradores do grupo abeliano livre

descrito em 3) os elementos da formaω(i, j,k, l ,c) nos quais todos os índices são distintos e

j,k, l são menores que todos os outros índices; estes elementos são skew-simétricos em j,k, l e

invariantes sobre transposição de i com índice ocorrendo naexpressão de c.

SejamLZ(Xr) o anel de Lie livre livremente gerado porXr = {x1, . . . ,xr} eVZ,r(v) o ideal

verbal deLZ(Xr) gerado porv.

Como consequência imediata do teorema anterior temos o seguinte teorema.

Teorema 3.5.O grupo abeliano aditivoP ′′
r pode ser escrito na forma

P
′′
r = A ⊕B,

ondeA é um grupo abeliano livre eB é um 2-grupo abeliano elementar. Temos

I) Se r é ímpar, então:

O grupo aditivoA tem base

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VZ,r(v) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]]+VZ,r(v), (3.1)

onde i> j,k> l , i ≥ k, j ≥ l e j ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4.
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O grupo aditivoB tem base

w(i, j,k, l , . . . ,mr−4)+VZ,r(v) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]] +

+ [xi,xk, [xl ,x j ,xm1, . . . ,xmr−4]] +

+ [xi,xl , [x j ,xk,xm1, . . . ,xmr−4]] + VZ,r(v),

onde i< j < k< .. . < mr−4.

II) Se r é par, então:

O grupo aditivoA tem base formada pelos elementos

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VZ,r(v),

tais que(i, j) 6= (k, l) acrescentados aos elementos

w(i, . . . ,mr−4)+VZ,r(v),

onde i< j < k< l < m1 < .. . < mr−4.

O grupo aditivoB tem base formada pelos elementos

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VZ,r(v),

tais que i= k, j = l e xm2t−1 6= xm2t para algum t∈ {1,2, . . . , r−4
2 }.

Como consequência deste teorema, temos o seguinte corolário.

Corolário 3.6. L ′′ é um espaço vetorial com base formada pelos elementos

I) Para r ímpar

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VK(v), (3.2)

r ≥ 4, i > j,k> l , i ≥ k, j ≥ l e j ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4.

II) Para r par

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VK(v), (3.3)
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r ≥ 4, i > j,k> l , i ≥ k, j ≥ l e j ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4;(i, j) 6= (k, l). Além dos elementos

w(i, j,k, l , . . . ,mr−4)+VK(v), (3.4)

i < j < k< l < m1 < .. . < mr−4.

Demonstração: Observe que, pela Proposição 1.30,L ∼= K ⊗ZP, isto é, aK-álgebra de Lie

centro por metabeliana livre é o produto tensorial do anel deLie centro por metabeliano livre

pelo corpoK. Por outro lado, oK-espaço vetorialK ⊗ZP tem base formada pelos elementos

1⊗ v, ondev pertence a base deP descrita no Teorema 3.5. Além disso, se 2v = 0, então

1⊗v= 1
2 ⊗2v= 0. Logo os elementos descritos no corolário geramL . É direto verificar que

estes elementos são linearmente independentes, o que demonstra o corolário. �

3.1 Demonstração do Teorema 3.1

Pelo Lema 3.3, resta-nos mostrar que a imagem dos elementos multilineares nas formas

(3.2), (3.3) e (3.4) porψ é linearmente independente.

Lema 3.7.

ψ(u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)) = [gi,g j , [gk,gl ,gm1, . . . ,gmr−4]] =







0 0 ū

0 0 0

0 0 0






,

onde r≥ 4 e

ū = ū(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)

= {(−1)r+1(ξ (i)
12 ξ ( j)

22 −ξ (i)
22 ξ ( j)

12 )(ξ
(k)
23 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

23 )− (ξ (i)
22 ξ ( j)

23 −ξ (i)
23 ξ ( j)

22 )×

×(ξ (k)
12 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

12 )}ξ (m1)
22 . . .ξ (mr−4)

22 .

Demonstração:

[gr ,gs] =







0 ξ (r)
12 ξ (s)

22 −ξ (r)
22 ξ (s)

12 ∗

0 0 ξ (r)
22 ξ (s)

23 −ξ (r)
23 ξ (s)

22

0 0 0






,
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onde∗ ∈ K[ξ ]. Assim

[gk,gl ,gm1] =







0 (ξ (k)
12 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

12 )ξ
(m1)
22 ∗

0 0 −(ξ (k)
22 ξ (l)

23 −ξ (k)
23 ξ (l)

22 )ξ
(m1)
22

0 0 0






,

∗ ∈ K[ξ ]. Temos ainda

[gi,g j , [gk,gl ,gm1]] =







0 0 a13

0 0 0

0 0 0






,

onde

a13= {((ξ (i)
12 ξ ( j)

22 −ξ (i)
22 ξ ( j)

12 )(ξ
(k)
23 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

23 )−(ξ (i)
22 ξ ( j)

23 −ξ (i)
23 ξ ( j)

22 )(ξ
(k)
12 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

12 )}ξ (m1)
22 .

Indutivamente temos:

[gi ,g j , [gk,gl ,gm1, . . . ,gmr−4]] =







0 0 ū

0 0 0

0 0 0






,

onder ≥ 4 e

ū = {(−1)r+1(ξ (i)
12 ξ ( j)

22 −ξ (i)
22 ξ ( j)

12 )(ξ
(k)
23 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

23 )− (ξ (i)
22 ξ ( j)

23 −ξ (i)
23 ξ ( j)

22 )×

×(ξ (k)
12 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

12 )}ξ (m1)
22 . . .ξ (mr−4)

22 .
(3.5)

�

Sabemos queK[ξ ] possui graduaçãoK[ξ ] =P0⊕P1⊕ . . . , ondePi é o espaço vetorial gerado

pelos monômios de graui; i = 0,1,2, . . . . Segue queG′′ = E4⊕E5⊕E6⊕ . . . , ondeEs é um

subespaço vetorial deG′′ com matrizes na forma







0 0 bs

0 0 0

0 0 0






,

ebs é um polinômio de graus emK[ξ ].

Lema 3.8. Suponha que a imagem (porψ) dos elementos multilineares nas formas (3.3) e (3.4)
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tais que

{i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4}= {1, . . . , r}

é linearmente independente. Então a imagem do conjunto de todos elementos multilineares nas

formas (3.3) e (3.4) é linearmente independente.

Demonstração: Vimos acima queG′′ = E4⊕E5⊕E6⊕ . . . . Como estamos interessados apenas

em elementos multilineares, podemos nos restringir aos subespaços deEr gerados por elemen-

tos multilineares, isto é, subespaços vetoriais deEr da forma

V(i1, . . . , ir) =
〈

{[gi1,gi2, [gi3,gi4, . . . ,gir ]] | ip 6= iq, sep 6= q}
〉

.

Consideremos o endomorfismoδ deG que estende a aplicação

gt → gt , t ∈ {1, . . . , r}; gt → 0, t /∈ {1, . . . , r}.

Observe queδ aplica identicamente elementos multilineares nas formas (3.3) e (3.4) tais que

{i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4}= {1, . . . , r}.

Além disso, demais elementos multilineares nas formas (3.3) e (3.4) são aplicados para 0. Em

outras palavras

δ (V(1, . . . , r)) =V(1, . . . , r) e δ (V(i1, . . . , ir)) = {0}, se{i1, . . . , ir} 6= {1, . . . , r}.

Segue queV(i1, . . . , ir)∩V(1, . . . , r) = {0}, se{i1, . . . , ir} 6= {1, . . . , r}. Analogamente

V(i1, . . . , ir)∩V( j1, . . . , jr) = {0}, se{i1, . . . , ir} 6= { j1, . . . , jr}.

Por outro lado, se os elementos nas condições do Lema 3.8 são linearmente independentes, obte-

mos que eles o são para qualquer conjunto de índices{i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4}. Basta considerar

um isomorfismoφ deG, induzido por uma permutação dos geradoresgi , tal que

φ(g1) = gi , φ(g2) = g j , . . . , φ(gr) = gmr−4,

assim,φ(V(1, . . . , r)) =V(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4). �

Demonstração do Teorema 3.1:
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Provaremos queψ é um isomorfismo entre álgebra de Lie centro-por-metabeliana livre

L = LK(X)/VK(v) eG. Pelo Lema 3.3 e pelo Corolário 3.6 é suficiente provar a independência

linear dos elementos multilineares nas formas (3.3) e (3.4). Utilizando o lema anterior podemos

supor que

{i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4}= {1, . . . , r}.

Como j < i, l < k < i e l < j < m1 < .. . < mr−4, segue quel = 1 e j ∈ {2,3}. Se j = 3

entãok= 2. Assim temos os seguintes elementos:

Paraj = 3 temos os elementos da forma

ū(s,3,2,1,4, . . . , ŝ, . . . , r) = {(−1)r+1(ξ (s)
12 ξ (3)

22 −ξ (s)
22 ξ (3)

12 )(ξ (2)
23 ξ (1)

22 −ξ (2)
22 ξ (1)

23 )

−(ξ (s)
22 ξ (3)

23 −ξ (s)
23 ξ (3)

22 )(ξ (2)
12 ξ (1)

22 −ξ (2)
22 ξ (1)

12 )}ξ (4)
22 . . . ξ̂ (s)

22 . . .ξ (r)
22 ,

(s= 4, . . . , r) totalizandor −3 elementos. São eles:

ū(4,3,2,1,5, . . . , r); ū(5,3,2,1,4,6, . . . , r); ū(6,3,2,1,4,5,7, . . . , r); . . . ;

ū(r,3,2,1, ,4, . . . , r −1).

Paraj = 2 temos os elementos da forma

ū(s,2, t,1,3, . . . , t̂, . . . , ŝ, . . . , r) = {(−1)r+1(ξ (s)
12 ξ (2)

22 −ξ (s)
22 ξ (2)

12 )(ξ (t)
23 ξ (1)

22 −ξ (t)
22 ξ (1)

23 )

−(ξ (s)
22 ξ (2)

23 −ξ (s)
23 ξ (2)

22 )(ξ (t)
12 ξ (1)

22 −ξ (t)
22 ξ (1)

12 )}ξ (3)
22 . . . ξ̂ (t)

22 . . . ξ̂ (s)
22 . . .ξ (r)

22 ,

r ≥ s> t ≥ 3; totalizando(r−3)(r−2)
2 . São eles:

ū(4,2,3,1,5, . . . , r); ū(5,2,3,1,4,6. . . , r); ū(5,2,4,1,3,6. . . , r); ū(6,2,3,1,4, . . . , r); . . . ;

ū(6,2,4,1,3,5, . . . , r); ū(6,2,5,1,3,4, . . . , r); ū(r,2,3,1,4, . . . , r −1); . . .

ū(r,2,4,1,3,5, . . . , r −1); . . . ; ū(r,2, r −1,1,3, . . . , r −2).

Temos ainda um único elemento na forma (3.4) cuja imagem é

w̄(4,3,2,1,5, . . . , r) = ū(4,3,2,1,5, . . . , r)+ ū(4,2,1,3,5, . . . , r)+ ū(4,1,3,2,5, . . . , r)
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= {ξ (3)
12 (ξ (2)

23 ξ (1)
22 −ξ (2)

22 ξ (1)
23 )+ξ (2)

12 (ξ (1)
23 ξ (3)

22 −ξ (1)
22 ξ (3)

23 )+ξ (1)
12 (ξ (3)

23 ξ (2)
22 −ξ (3)

22 ξ (2)
23 )}ξ (4)

22 . . .ξ (r)
22 .

Suponhamos que alguma combinação linear destes elementos seja nula. Observe agora que

nos elementos ¯u(s,2, t,1,3, . . . , t̂, . . . , ŝ, . . . , r) aparecem os monômios

ξ (s)
12 ξ (2)

22 ξ (t)
23 ξ (1)

22 ξ (3)
22 . . . ξ̂ (t)

22 . . . ξ̂ (s)
22 . . .ξ (r)

22

r ≥ s> t ≥ 3, que não está presente nos demais monômios acima. Assim o coeficiente dos

elementos ¯u(s,2, t,1,3, . . . , t̂, . . . , ŝ, . . . , r) deve ser nulo. Na expressão restante observe que nos

elementos ¯u(s,3,2,1,4, . . . , ŝ, . . . , r) aparecem os monômios

ξ (s)
12 ξ (3)

22 ξ (2)
23 ξ (1)

22 ξ (4)
22 . . . ξ̂ (s)

22 . . .ξ (r)
22 ;

s= 4, . . . , r.

Segue que todos os coeficientes devem ser nulos. O que demonstra o teorema. �

3.2 Geradores do grupo aditivoLZ(X)/VZ(v)

Nesta seção exibiremos um conjunto que gera, como grupo aditivo, o anel de Lie centro-por-

metabeliano livreP = LZ(X)/VZ(v). Para tanto, provaremos parte do Teorema 3.4, devido a

Kuz’min. Demonstraremos que o conjunto exibido neste teorema gera, como grupo aditivo,P ′′

e acrescentaremos alguns elementos para obter um conjunto gerador deP. Com isto teremos

uma prova do Teorema I.1 independente do resultado de Kuz’min. Enunciamos o resultado aqui

demonstrado no próximo teorema.

Teorema 3.9.O grupo abeliano aditivoP ′′
r pode ser escrito na forma

P
′′
r = A ⊕B,

ondeA é um grupo abeliano livre eB é um 2-grupo abeliano elementar. Temos

I) Se r é ímpar, então:

O grupo aditivoA é gerado por

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VZ,r(v) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]]+VZ,r(v), (3.6)
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onde i> j,k> l , i ≥ k, j ≥ l e j ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4.

O grupo aditivoB é gerado por

w(i, j,k, l , . . . ,mr−4)+VZ,r(v) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]] +

+ [xi,xk, [xl ,x j ,xm1, . . . ,xmr−4]] +

+ [xi,xl , [x j ,xk,xm1, . . . ,xmr−4]] + VZ,r(v),

onde i< j < k< .. . < mr−4.

II) Se r é par, então:

O grupo aditivoA é gerado pelos elementos

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VZ,r(v),

tais que(i, j) 6= (k, l) acrescentados aos elementos

w(i, . . . ,mr−4)+VZ,r(v),

onde i< j < k< l < m1 < .. . < mr−4.

O grupo aditivoB é gerado pelos elementos

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VZ,r(v),

tais que i= k, j = l e xm2t−1 6= xm2t para algum t∈ {1,2, . . . , r−4
2 }.

A demonstração da independência linear destes elementos é um fato profundo a qual não

faremos aqui, mas pode ser encontrada em [34], artigo que tema prova completa do Teorema

3.4.

Primeiramente observemos que para obter uma base do anelP basta adicionar, aos gerado-

res deP ′′, os elementos do conjunto

{[xi1,xi2,xi3, . . . ,xik] | i1 > i2 ≤ i3 ≤ . . .≤ ik; k= 1,2,3, . . .}+VZ(v)

o qual sabemos que geraP/P ′′ como grupo aditivo.

42



Capítulo 3. Identidades deMK visto como Álgebra de Lie

O idealP ′′ é gerado pelo conjuntoC= {[c1,c2, [c3,c4]] | ci ∈P}. No entanto, este conjunto

é central emP = LZ(X)/VZ(v), haja vista quev = [x1,x2, [x3,x4],x5]. Assim,P ′′ é igual ao

grupo aditivo gerado porC.

Por outro lado, sabemos que o ideal derivadoP ′ é gerado por comutadores à esquerda da

forma

{[xi1,xi2, . . . ,xik] | k= 2,3, . . .}.

AssimP ′′ é gerado como grupo aditivo por

{[xi1, . . . ,xis, [x j1, . . . ,x jt ]] | s, t = 2,3, . . .}.

Nesta construção dos geradores deP ′′ utilizaremos algumas identidades, tais como

[x1,x2, [x3,x4,x5]] =−[x1,x2,x5, [x3,x4]] (modVZ(v)).

O que se prova facilmente usando a identidade de Jacobi.

Assim temos queP ′′ é gerado por

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]].

Além disso, pela anti-comutatividade do produto de Lie podemos supor

i > j,k> l , i ≥ k.

Temos ainda a identidade

[x1,x2, [x3,x4,x5,x6]] = [x1,x2, [x3,x4,x6,x5]] (modVZ(v)).

Logo, podemos supor

m1 ≤ m2 ≤ . . .≤ mr−4.

Algumas vezes omitiremos os índicesm1, . . . ,mr−4, fazendo

u(i, j,k, l) = u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4).
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A seguir apresentaremos e demonstraremos alguns lemas. Todos eles foram demonstrados

por Kuz’min em [34].

Lema 3.10.O anelP ′′ é gerado como grupo aditivo por

u(i, j,k, l) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]]+VZ(v) (3.7)

i > j; k> l ; i ≥ k; j, l ≤ m1 ≤ m2 ≤ . . .≤ mr−4.

Demonstração: Já provamos a suficiência de todas condições, excetoj, l ≤ m1. Pela identidade

de Jacobi temos

[xi,x j , [xk,xl ,xm1]] = −[xi,x j , [xl ,xm1,xk]]− [xi,x j , [xm1,xk,xl ]]

= −[xi,x j , [xl ,xm1,xk]]+ [xi,x j , [xk,xm1,xl ]].

Desta forma podemos supor quel ≤m1. Por outro lado, também podemos supor quej ≤m1.

De fato, sej > m1

[xi,x j , [xk,xl ,xm1]] =−[xi,x j ,xm1, [xk,xl ]] = [([x j ,xm1,xi]+ [xm1,xi,x j ]), [xk,xl ]] =

=−[[x j ,xm1], [xk,xl ,xi]]+ [[xm1,xi], [xk,xl ,x j ]] (modVZ(v)).

Comoi > j > m≥ l e l < k, os dois últimos termos tem a forma desejada. �

Chamaremos um elemento satisfazendo as condições deste lemade monotônico sej ≥ l .

Seja

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4) = w(i, j,k, l) = u(i, j,k, l)+u(i,k, l , j)+u(i, l , j,k)

o qual chamaremos elemento jacobiano. Estas nomenclaturassão baseadas no artigo de Kuz’min

[34].

Lema 3.11.Os elementos jacobianos e os elementos monotônicos geramP ′′.

Demonstração: Suponhamos que um elemento na forma (3.7) não é monotônico,isto é, j < l .

Assim,

u(i, j,k, l) = w(i, j,k, l)−u(i,k, l , j)+u(i, l ,k, j)

o terceiro termo é monotônico. Sek≤ m1 o segundo termo também o é. Caso contrário, pode-

mos utilizar a identidade de Jacobi, como fizemos no lema anterior, para escrever os elementos

na forma desejada. �
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Observe que no lema anterior utilizamos apenas de elementosjacobianos tais quei ≥ k, j < l

e l ≤ m1. AssimP é gerado por elementos monotônicos, isto é, elementosu(i, j,k, l , . . . ,mr−4)

tais que

i > j, k> l , i ≥ k, j ≥ l e j ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4

e elementos jacobianos tais que

i ≥ k> l > j, l ≤ m1.

Lema 3.12.

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mt) = w(m1, j,k, l , i, . . . ,mt).

Demonstração:

w(i, j,k, l ,m1, . . .) =−([xi,x j ,xm1, [xk,xl , . . .]]+ [xi,xk,xm1, [xl ,x j , . . .]]+ [xi,xl ,xm1, [x j ,xk, . . .]])

= [x j ,xm1,xi, [xk,xl , . . .]]+ [xm1,xi,x j [xk,xl , . . .]]+ [xk,xm1,xi, [xl ,x j , . . .]]

+ [xm1,xi,xk, [xl ,x j , . . .]]+ [xl ,xm1,xi, [x j ,xk, . . .]]+ [xm1,xi,xl , [x j ,xk, . . .]]

= [xm1,x j , [xk,xl ,xi . . .]]− [xm1,xi, [xk,xl ,x j . . .]]+ [xm1,xk, [xl ,x j ,xi . . .]]

− [xm1,xi, [xl ,x j ,xk . . .]]+ [xm1,xl , [x j ,xk,xi . . .]]− [xm1,xi, [x j ,xk,xl . . .]]

= [xm1,x j , [xk,xl ,xi . . .]]+ [xm1,xk, [xl ,x j ,xi . . .]]+ [xm1,xl , [x j ,xk,xi . . .]]

− [xm1,xi,([xk,xl ,x j . . .]+ [xl ,x j ,xk . . .]+ [x j ,xk,xl . . .])]

= [xm1,x j , [xk,xl ,xi . . .]]+ [xm1,xk, [xl ,x j ,xi . . .]]+ [xm1,xl , [x j ,xk,xi . . .]]

= w(m1, j,k, l , i, . . .).

�

Com este lema podemos considerar elementos jacobianos tais que

j < l < k≤ i ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4. (3.8)

Lema 3.13.

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mt) =−w(k, j, i, l ,m1, . . . ,mt),
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se t é ímpar e

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mt) = w(k, j, i, l ,m1, . . . ,mt)+2u(i,k, l , j,m1, . . . ,mt),

se t é par.

Demonstração:

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mt) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . .]]+ [xi,xk, [xl ,x j ,xm1, . . .]]

+[xi,xl , [x j ,xk,xm1, . . .]]

= ±[xk,xl , [x j ,xi,xm1, . . .]]− [xk,xi, [xl ,x j ,xm1, . . .]]

±[xk,x j , [xi,xl ,xm1, . . .]].

Set é ímpar temos

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mt) =−w(k, j, i, l ,m1, . . . ,mt).

Set é par temos

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mt) = [xk,xl , [x j ,xi,xm1 . . .]]− [xk,xi, [xl ,x j ,xm1 . . .]]+ [xk,x j , [xi,xl ,xm1 . . .]]

= w(k, j, i, l ,m1, . . . ,mt)+2[xi,xk, [xl ,x j ,xm1 . . .]].

�

Com este último lema podemos considerar elementos jacobianos tais que todos os índices

são distintos. De fato, sei = k, temos

w(i, j, i, l ,m1, . . . ,mt) = u(i, j, i, l ,m1, . . . ,mt)+u(i, l , j, i,m1, . . . ,mt)

= (−1)t+1u(i, l , i, j,m1, . . . ,mt)−u(i, l , i, j,m1, . . . ,mt).

Assimw(i, j, i, l ,m1, . . . ,mt) é nulo ou é igual−2u(i, l , i, j,m1, . . . ,mt), o qual é um elemento

monotônico.

Por (3.8) e pelo Lema 3.12 é suficiente considerar o casoi = m1. Set é ímpar, pelo Lema
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3.13 , temos

w(i, j,k, l , i,m2, . . . ,mt) = −w(k, j, i, l , i,m2, . . . ,mt) = −w(i, j, i, l ,k,m2, . . . ,mt)

= −w(i, j, i, l ,k,m2, . . . ,mt)

= −u(i, j, i, l ,k,m2, . . . ,mt)−u(i, l , j, i,k,m2, . . . ,mt)

= (−1)tu(i, l , i, j,k,m2, . . . ,mt)+u(i, l , i, j,k,m2, . . . ,mt).

Set é par, novamente usando o Lema 3.13, temos

w(i, j,k, l , i,m2, . . . ,mt) = (−1)t+1u(i, l , i, j,k,m2, . . . ,mt)−u(i, l , i, j,k,m2, . . . ,mt)+

+2u(i,k, l , j, i,m2, . . . ,mt).

Assim, set é ímparw(i, j,k, l , i,m2, . . . ,mt) = 0 e set é par

w(i, j,k, l , i,m2, . . . ,mt) =−2u(i, l , i, j,k,m2, . . . ,mt)+2u(i,k, l , j, i,m2, . . . ,mt).

Ondeu(i, l , i, j,k,m2, . . . ,mt) eu(i,k, l , j, i,m2, . . . ,mt) são monotônicos.

Assim provamos queP ′′ é gerado por elementos monotônicosu(i, l , i, j,k,m2, . . . ,mt) jun-

tamente com elementos jacobianosw(i, l , i, j,k,m2, . . . ,mt) tais quej < l < k< i < m1 < .. . <

mt . Estes últimos podem ser substituídos por elementos jacobianos tais quei < j < k < l <

m1 < .. . < mt . Resta-nos provar que certos elementos têm ordem aditiva 2.

Lema 3.14.Se t é ímpar

2w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mt) = 0.

Demonstração:

w(i, j,k, l ,m1, . . .) = w(m1, j,k, l , i, . . .) = −w(k, j,m1, l , i, . . .)

= −w(i, j,m1, l ,k, . . .) = w(m1, j, i, l ,k, . . .)

= w(k, j, i, l ,m1, . . .) = −w(i, j,k, l ,m1, . . .).

Logo,

2w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mt) = 0.
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�

Lema 3.15.

1)

2u(i, j, i, j,m1, . . . ,m2t) = 0

e

2)

u(i, j, i, j,m1,m1,m2,m2, . . . ,mt ,mt) = 0.

Demonstração: 1)

u(i, j, i, j,m1, . . . ,m2t) = [xi,x j , [xi,x j ,xm1, . . . ,xm2t ]]

= [xi,x j ,xm1, . . . ,xm2t , [xi,x j ]]

= −[xi,x j , [xi,x j ,xm1, . . . ,xm2t ]].

Logo

2u(i, j, i, j,m1, . . . ,m2t) = 2[xi,x j , [xi,x j ,xm1, . . . ,xm2t ]] = 0

2)

u(i, j, i, j,m1,m1,m2,m2, . . . ,mt ,mt) = [xi,x j , [xi,x j ,xm1,xm1, . . . ,xmt ,xmt ]]

= ±[xi,x j ,xm1, . . . ,xmt , [xi,x j ,xm1, . . . ,xmt ]] = 0.

Desta forma provamos que os elementosu(i, j, i, j,m1,m1,m2,m2, . . . ,mt ,mt)+VZ(v) são nulos

e que os elelementosu(i, j, i, j,m1,m2, . . . ,m2t) e os elementosw(i, j, i, j,m1,m2, . . . ,m2t+1) tem

ordem aditiva 2, o que demonstra o Teorema 3.9. �

Com isto tornamos nossa demonstração do Teorema I.1 completae independente do resul-

tado de Kuz’min (Teorema 3.4), haja vista que não utilizamosque os elementos descritos neste

teorema são linearmente independentes.
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Capítulo

4

Identidades deMK visto como Anel de Lie

Neste capítulo provaremos que, para um corpoK de característica zero,MK visto como anel

de Lie não possui nenhuma base finita para suas identidades. Para tanto, exibiremos uma base

infinita minimal (em certo sentido) das identidades deste anel de Lie. O principal resultado

deste capítulo é o seguinte teorema:

Teorema I.2. Seja K um corpo de característica zero. Então o conjunto

{[x1,x2, [x3,x4],x5]}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 4,6,8, . . .}∪

{[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 7,9, . . .}
(4.1)

é uma base de identidades para o anel de Lie MK. Além disso, esta base é minimal, isto é, não

contém nenhum subconjunto próprio que gera o mesmo ideal verbal. Em particular, MK visto

como anel de Lie não tem base finita de identidades.

Dividiremos este teorema em duas partes. A primeira delas, descrita no próximo teorema,

demonstramos de forma independente do teorema de Kuz’min. Asegunda parte está descrita

no Teorema 4.3 e depende do resultado de Kuz’min.

Teorema 4.1. Seja K um corpo de característica zero. Então o conjunto (4.1) é uma base

de identidades do anel de Lie MK. Essa base não é equivalente a nenhum conjunto finito de

identidades, ou seja, MK não tem base finita de identidades.
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A proposição seguinte implica diretamente que os elementos(4.1) formam uma base de

identidades para o anel de LieMK.

Proposição 4.2.Seja K um corpo de característica zero. Então o conjunto

{[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]]+VZ(v) |

r = 5,7,9, . . .}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3 . . . ,xr ]]+VZ(v) | r = 4,6,8, . . .}

gera a imagem do ideal verbal VZ(MK) no quociente LZ(X)/VZ(v), isto é, gera o ideal verbal

VZ(MK)/VZ(v).

Demonstração: Como dissemos no capítulo anterior os elementos nas formas (3.3) e (3.4) e

alguns elementos de ordem aditiva 2 geram o grupo aditivo do anel centro-por-metabeliano livre

P = LZ(X)/VZ(v). Desta forma, a imagem de uma identidade do anel de LieMK no quociente

LZ(X)/VZ(v) será uma combinação linear de tais elementos. Como já demonstramos, nenhuma

combinação linear dos elementos (3.3) e (3.4) é identidade na álgebra de LieMK. Por outro lado,

os elementos de ordem aditiva 2 pertencem àVZ(MK). Com efeito, sejaw+VZ(v) um elemento

de ordem aditiva 2 emP = LZ(X)/VZ(v). Logo 2w ∈ VZ(v) ⊂ VK(v). Obtemos assim 2w ∈

VK(v) ⊂VK(MK). Logow∈VK(MK). ComoVZ(MK) = LZ(X)∩VK(MK) e estes elementos de

ordem aditiva 2 pertencem àLZ(X), segue que estes elementos pertencem àVZ(MK). Portanto,

uma identidade para o anel de LieMK, isto é, um elemento emVZ(MK), é combinação linear

dos elementos de ordem aditiva 2. Assim a imagem desses elementos geraVZ(MK)/VZ(v) como

grupo aditivo. Pelo Teorema 3.4, devido à Ju. V. Kuz’min, temos que a imagem do ideal verbal

VZ(MK), no quocienteLZ(X)/VZ(v), é gerado como ideal verbal pela imagem dos elementos

wr = [x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]]

(r = 5,7,9, . . .), juntamente com os elementos de comprimento par

zr = [x1,x2, [x1,x2,x3 . . . ,xr ]]

(r = 4,6,8, . . .), o que demonstra a proposição. �

O fato do anel de LieMK não ter base finita para suas identidades segue de [30], o que

demonstra o Teorema 4.1. No entanto, utilizamos o teorema deKuz’min para provar que a

base descrita no Teorema 4.1 possui uma certa propriedade deminimalidade. Como descrito no

teorema seguinte.
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Teorema 4.3.O conjunto de identidades (4.1) é independente, ou seja, nenhuma identidade

desse conjunto é consequência das demais identidades desteconjunto.

Este teorema é consequência de dois resultados, o primeiro destes está descrito no próximo

teorema. Usaremos a seguinte notação:

w̄r = wr +VZ(v) e z̄r = zr +VZ(v).

Teorema 4.4.O conjunto

{w̄r | r = 5,7,9, . . .}∪{z̄r | r = 4,6,8, . . .}

(gerador do ideal VZ(MK)/VZ(v)), é um conjunto gerador minimal, isto é, não contém subcon-

juntos próprios que geram o mesmo ideal verbal.

Para demonstrar o Teorema 4.4 consideremos alguns resultados.

Lema 4.5. O ideal verbal deP = LZ(X)/VZ(v) gerado por um elementōwr (r = 5,7,9, . . .) é

um 2-grupo abeliano elementar aditivo gerado por palavras de grau r.

Demonstração: Pelo resultado de Kuz’min (Teorema 3.4) temos quewr /∈ VZ(v), isto é, os

elementos ¯wr não são nulos. Além disso, comowr é multilinear, ¯wr gera um ideal verbal que,

como grupo aditivo, é gerado por elementos da forma

w′ = [m1,m2, [m3,m4,m5 . . . ,mr ]]+ [m1,m3, [m4,m2,m5 . . . ,mr ]]+ [m1,m4, [m2,m3,m5 . . . ,mr ]],

onde osmi são monômios emP. Suponhamos quem1 tenha grau maior que 1, m1 = [ f1, f2].

Temos

w′ = [ f1, f2,m2, [m3,m4, . . . ,mr ]]+ [ f1, f2,m3, [m4,m2, . . . ,mr ]]+ [ f1, f2,m4, [m2,m3, . . . ,mr ]] =

=−([ f1, f2, [m3,m4,m2, . . . ,mr ]]+ [ f1, f2, [m4,m2,m3, . . . ,mr ]]+ [ f1, f2, [m2,m3,m4, . . . ,mr ]]).

Pela identidade de Jacobi segue quew′ = 0.

Agora suponhamos quem2 tenha grau maior que 1, m2 = [q1,q2]. Temos

w′ = [m1, [q1,q2], [m3, . . . ,mr ]]+ [m1,m3, [m4, [q1,q2], . . . ,mr ]]+ [m1,m4, [[q1,q2],m3, . . . ,mr ]]
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=−([[q1,q2,m1], [m3, . . . ,mr ]]+ [m1,m3, [[q1,q2,m4], . . . ,mr ]]+ [q1,q2,m3, . . . ,mr , [m1,m4, ]])

=−([[q1,q2], [m3,m4,m1 . . . ,mr ]]+ [[q1,q2], [m1,m3, . . . ,mr ]]+ [[q1,q2], [m4,m1,m3 . . . ,mr ]]).

Novamente, pela identidade de Jacobi, temos quew′ = 0.

Como wr é anti-simétrico em 2,3,4 e invariante sobre permutações do conjunto{1,5,6,

. . . , r} (veja o Teorema 3.4 ou o Teorema 3.9) o lema está demonstrado. �

A demonstração da próxima proposição tem argumentos análogos aos usados por Vaughan-

Lee [48].

Lema 4.6. O ideal verbal deP gerado pelo elementōzr (r = 4,6,8, . . .) é um 2-grupo abeliano

elementar aditivo gerado por palavras da forma

[m1,m2, [m1,m2,m3 . . . ,mr ]] (r = 4,6,8, . . .),

onde m1,m2,m3 . . . ,mr são monômios emP.

Demonstração: Comozr é linear emx3, . . . ,xr o ideal gerado por ¯zr como grupo é gerado por

elementos da forma ¯zr(a1,a2,a3, . . . ,ar), ondea3, . . . ,ar são monômios. Suponhamos quea1

não seja um monômio,a1 = αb1+βb2, comα,β ∈ Z. Temos

z(αb1+βb2,a2,a3 . . . ,ar) = [αb1+βb2,a2, [αb1+βb2,a2,a3 . . . ,ar ]]

= α2[b1,a2, [b1,a2,a3 . . . ,ar ]]+αβ [b1,a2, [b2,a2,a3 . . . ,ar ]]+αβ [b2,a2, [b1,a2,a3 . . . ,ar ]]

+β 2[b2,a2, [b2,a2,a3 . . . ,ar ]]

= α2[b1,a2, [b1,a2,a3 . . . ,ar ]]+αβ [b1,a2,a3 . . . ,ar , [b2,a2]]+αβ [b2,a2, [b1,a2,a3 . . . ,ar ]]

+β 2[b2,a2, [b2,a2,a3 . . . ,ar ]]

= α2[b1,a2, [b1,a2,a3 . . . ,ar ]]+β 2[b2,a2, [b2,a2,a3 . . . ,ar ]]

= α2z(b1,a2,a3 . . . ,ar)+β 2z(b2,a2,a3 . . . ,ar).

Portanto o ideal é gerado como grupo por ¯zr(a1,a2,a3, . . . ,ar) onde cadaai é um monômio.

�

A proposição seguinte é um resultado bem conhecido.

Proposição 4.7.Seja u(x1, . . . ,xn) um elemento multilinear em LZ(X). Então o ideal verbal
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VZ(u) é multi-homogêneo, ou seja, se f= f1+ f2+ . . .+ fk ∈VZ(u), então f1, f2, . . . , fk ∈VZ(u),

desde que esses elementos sejam multi-homogêneos.

Demonstração: Comou é multilinear,VZ(u) é gerado como grupo aditivo por

[u(m1, . . . ,mn),m
′

1, . . . ,m
′

l ]

onde m
′

j ,mi são monômios emLZ(X). Seja f ∈ VZ(u), f = ∑[un,m
′

i1
, . . . ,m

′

i l
], onde un =

u(mi1, . . . ,min) e cada componente[un,m
′

1, . . . ,m
′

l ] pertence àVZ(u). Portanto cada componente

multi-homogênea def pertence àVZ(u), isto é,VZ(u) é multi-homogêneo. �

Corolário 4.8. P = LZ(X)/VZ(v) é um anel multigraduado, isto é, é graduado pelo semigrupo

N×N× . . ..

Demonstração: Basta definir a graduação induzida pela multigraduação deLZ(X). �

A demonstração da proposição seguinte segue as mesmas idéias da Proposição 3.1 demon-

strada por Vaughan-Lee [48].

Proposição 4.9.O elementōzr = z̄(x1, . . . ,xr) = [x1,x2, [x1,x2,x3 . . . ,xr ]]+VZ(v) não pertence

ao ideal verbal I⊳P gerado pelo conjunto{z̄(x1, . . . ,xs) | s≥ 3; s 6= r}.

Demonstração: Suponhamos ¯z(x1, . . . ,xr) ∈ I . Assim

z̄(x1, . . . ,xr) = ∑αst̄s

ondet̄s = [mi1,mi2, [mi1,mi2,mi3 . . . ,mis]] e s 6= r. ComoP é graduado e ¯z(x1, . . . ,xr) tem grau

2 emx1 e x2 e é linear emx3, . . .xr ; segue que cadāts tem mesmos multigraus. Assim̄ts é de

graur +2 es< r. Provaremos que cadamit deveria ter grau 1, o que contradiz o fato quet̄s tem

graur +2. Semit , t > 2, tem grau maior que 1 segue quet̄s = 0. Semi1 tem grau maior que 1,

é fácil ver quēts não é do multigrau desejado. Portantomi1, . . . ,mis são todos de grau 1, o que

conclui a demonstração da proposição. �

Demonstração do Teorema 4.4:

Segue diretamente dos lemas 4.5 e 4.6 e da propoição anterior. �

Proposição 4.10.Seja W=W1∪W2, onde

W1 = {[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 4,6,8, . . .} e
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W2 = {[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+ [x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]

+[x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 7,9, . . .}.

Então VZ(v)∩W = /0 e v /∈VZ(W).

Demonstração: Pelo Teorema 3.4, devido à Ju. V. Kuz’min, a imagem deW no quociente

LZ(X)/VZ(v) é linearmente independente, logoVZ(v)∩W = /0. Assim, resta-nos provar que

v /∈VZ(W). Primeiramente observe que

2v= w15+w45−w25−w35,

onde
w15 = [x1,x2, [x3,x4,x5]]+ [x1,x3, [x4,x2,x5]]+ [x1,x4, [x2,x3,x5]],

w45 = [x4,x1, [x2,x3,x5]]+ [x4,x2, [x3,x1,x5]]+ [x4,x3, [x1,x2,x5]],

w25 = [x2,x1, [x3,x4,x5]]+ [x2,x3, [x4,x1,x5]]+ [x2,x4, [x1,x3,x5]],

w35 = [x3,x1, [x2,x4,x5]]+ [x3,x2, [x4,x1,x5]]+ [x3,x4, [x1,x2,x5]].

Assim, 2v ∈ VZ(W). Suponhamos por absurdo quev ∈ VZ(W). ComoVZ(W1) tem apenas

elementos de grau no mínimo 6, segue quev∈VZ(W2). Além disso, podemos definir de forma

análoga os vetoreswi j , os quais geram o grupo aditivo

Q=
〈

{wi j | i, j = 1,2,3,4,5;i 6= j}
〉

.

Sabemos, pelo Teorema de Witt, queLZ(X) ⊂ Z〈X〉 (o anel de Lie livre é subconjunto do

anel associativo livre). Assim, escrevendo cadawi j como combinação linear de monômios

associativos, é direto verificar que os elementoswi j são linearmente independentes, isto é,Q é

um grupo abeliano livre de posto 20.

Comov∈VZ(W), temos quev é uma combinação linear com coeficientes inteiros dos ele-

mentoswi j . Mas 2v = w15+w45−w25−w35, isto contradiz o fato de estes elementos serem

linearmente independentes. Portantov /∈VZ(W). �

Esta proposição significa que na base (4.1) não podemos eliminar o elemento

v= [x1,x2, [x3,x4],x5].
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Logo esta proposição juntamente com o Teorema 4.4 implicam oTeorema 4.3.

Corolário I.3. SejaL = LK(X)/VK(v) a K-álgebra de Lie centro por metabeliana livre de

posto enumerável, sobre um corpo K de característica 0. Então L vista como anel de Lie não

tem base finita de identidades. Mais precisamente,L tem a seguinte base de identidades:

{[x1,x2, [x3,x4],x5]}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 4,6,8, . . .}

∪ {[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 5,7, . . .}

e essa base não é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades.

Demonstração: Como, pelo Teorema I.1,VK(v) = VK(MK), segue queL ∼= LK(X)/VK(MK)

tem a base de identidades descrita no corolário. Por outro lado, pelo Teorema 4.1 este conjunto

não é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades, o que demonstra o corolário. �
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Capítulo

5

Identidades Graduadas deMK visto como

Álgebra Associativa

Neste capítulo vamos estudar as identidades graduadas deMK visto comoK-álgebra asso-

ciativa e anel associativo para duas diferentes graduações. K denota um domínio de integridade

infinito. Assim como para identidades ordinárias obtemos bases finitas para as identidades gra-

duadas deMK visto tanto como anel associativo quanto como álgebra associativa.

5.1 MK Graduada por Z2

Nesta seção consideramos o conjunto

MK =







0 K K

0 K K

0 0 0






=

















0 a12 a13

0 a22 a23

0 0 0







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ai j ∈ K











,
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como anel associativo e comoK-álgebra associativa. Em ambos os casosMK possui graduação

porZ2 = {0,1} dada porMK =V0⊕V1, onde

V0 =







0 0 K

0 K 0

0 0 0






,V1 =







0 K 0

0 0 K

0 0 0






.

Teorema I.12.Sejam C= {[y1,y2]; y1z1y2; y1z1z2; z1z2y1; z1z2z3} e K um domínio de integri-

dade de característica zero. Então o conjunto C gera as identidadesZ2-graduadas de MK tanto

visto como álgebra associativa, quanto visto como anel associativo.

SejaK〈X〉 a álgebra associativa livre, ondeX =Y∪Z, Y = {yi | i = 1,2, . . .} eZ = {zi | i =

1,2, . . .}. Tal como dissemos no Capítulo 1,K〈X〉= K〈X〉(0)⊕K〈X〉(1) éZ2-graduado, ondeY

é o conjunto de geradores pares eZ é conjunto de geradores ímpares. SejamTK,Z2(MK)< K〈X〉

o TZ2-ideal das identidades graduadas deMK com graduação dada acima eTK,Z2(C) < K〈X〉 o

TZ2-ideal gerado pelo conjuntoC.

Teorema 5.1.Seja K um domínio de integridade infinito. Então o conjunto

C= {[y1,y2]; y1z1y2; y1z1z2; z1z2y1; z1z2z3}

gera o TZ2-ideal de identidades graduadas TK,Z2(MK), isto é, TK,Z2(MK) = TK,Z2(C).

É direto verificar queMK satisfaz todas identidadesZ2-graduadas deC.

ComoK é um domínio de integridade infinito, tal como na Proposição 1.26, temos que a

álgebra graduada relativamente livreK 〈X〉/TK,Z2(MK) é isomorfa à álgebra de matrizes genéri-

cas (também graduada)G, gerada livremente pelos elementos

gr =







0 0 ξ (r)
13

0 ξ (r)
22 0

0 0 0






,g

′

r =







0 ξ (r)
12 0

0 0 ξ (r)
23

0 0 0






,

sendoK[ξ ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2; j = 2,3; r = 1,2, . . .] a álgebra de polinômios (associativa e

comutativa), nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.
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Consideremos o homomorfismo canônico

ϕ : K 〈X〉/TK,Z2(C)−→ K 〈X〉/TK,Z2(MK)∼= G

yi +TK,Z2(C) 7−→ yi +TK,Z2(MK) ↔ gi

zi +TK,Z2(C) 7−→ zi +TK,Z2(MK) ↔ g
′

i

Para provar o teorema encontraremos um conjunto que geraK 〈X〉/TK,Z2(C) comoK-módulo

livre. Em seguida demonstraremos que a imagem deste conjunto porϕ é linearmente indepen-

dente.

Lema 5.2. A álgebra K〈X〉/TK,Z2(C) é gerada como K-módulo livre por

B = B1∪B2∪B3∪B4, onde

B1 = {yi1 . . .yik +TK,Z2(C) | k= 1,2, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B2 = {ziyi1 . . .yik +TK,Z2(C) | i = 1,2, . . . ; k= 0,1, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B3 = {yi1 . . .yikzi +TK,Z2(C) | i = 1,2, . . . ; k= 1,2. . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B4 = {ziyi1 . . .yikzj +TK,Z2(C) | i, j = 1,2, . . . ; k= 0,1, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik}.

Demonstração: Sabemos queK 〈X〉 é gerado comoK-módulo livre por monômios, isto é, pelo

conjunto

A= {xi1 . . .xik | x j ∈ X =Y∪Z}.

Provaremos que a imagem deste conjunto no quocienteK 〈X〉/TK,Z2(C) é o conjuntoB.

Sejam= xi1 . . .xik; xir ∈ A. Primeiramente, sexir ∈ Z, para algumr ∈ {2, . . . ,k−1}, então

xir−1xir xir+1 ∈ TK,Z2(C). Logom∈ TK,Z2(C).

Por outro lado,y1y2+TK,Z2(C) = y2y1+TK,Z2(C), o que implica queA+TK,Z2(C) = B. �

O próximo lema é de verificação direta.
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Lema 5.3.

g1 . . .gn =







0 0 0

0 ξ (1)
22 . . .ξ (n)

22 0

0 0 0






, n= 2,3, . . . ;

g
′

1g1 . . .gn =







0 ξ (1)
12 ξ (1)

22 . . .ξ (n)
22 0

0 0 0

0 0 0






, n= 1,2, . . . ;

g1 . . .gng
′

1 =







0 0 0

0 0 ξ (1)
22 . . .ξ (n)

22 ξ (1)
23

0 0 0






, n= 1,2, . . . ;

g
′

1g1 . . .gng
′

2 =







0 0 ξ (1)
12 ξ (1)

22 . . .ξ (n)
22 ξ (2)

23

0 0 0

0 0 0






, n= 0,1, . . . .

Demonstração do Teorema 5.1: É consequência do lema anterior queϕ(B) é linearmente

independente emG∼= K 〈X〉/TK,Z2(MK), o que demonstra o Teorema 5.1. �

Corolário 5.4. Se K é um domínio de integridade de característica zero, então as identidades

Z2-graduadas de MK, visto como anel associativo, seguem de

C= {[y1,y2]; y1z1y2; y1z1z2; z1z2y1; z1z2z3}.

Demonstração: Provaremos queTZ,Z2(MK) = TZ,Z2(C). ComoMK satisfaz as identidades gra-

duadas deC, temos queTZ,Z2(MK) ⊃ TZ,Z2(C). Por outro lado, pelo Teorema 5.1, o anel asso-

ciativo MZ tem base de identidadesZ2-graduadasC. AssimTZ,Z2(MZ) = TZ,Z2(C). ComoMZ

é subanel deMK, segue queTZ,Z2(MK)⊂ TZ,Z2(MZ), o que implica queTZ,Z2(MK)⊂ TZ,Z2(C).

PortantoTZ,Z2(MK) = TZ,Z2(C), o que demonstra o corolário. �

O Teorema I.12 é consequência direta do Teorema 5.1 e do corolário anterior.
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5.2 MK Graduada por Z2×Z2

Consideremos agora a graduação deMK pelo grupo de Klein

H = Z2×Z2 = {(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)},

dada porMK =V(0,0)⊕V(0,1)⊕V(1,0)⊕V(1,1), onde

V(0,0) =







0 0 0

0 K 0

0 0 0






,V(1,0) =







0 0 K

0 0 0

0 0 0






,

V(0,1) =







0 K 0

0 0 0

0 0 0






,V(1,1) =







0 0 0

0 0 K

0 0 0






.

Façamos

X = X(0,0)∪X(1,0)∪X(0,1)∪X(1,1) =Y∪W∪Z∪T,

ondeX(0,0) =Y,X(1,0) =W,X(0,1) = Z,X(1,1) = T. Além disso,Y = {yi | i = 1,2, . . .}, W = {wi |

i = 1,2, . . .}, Z = {zi | i = 1,2, . . .} eT = {ti | i = 1,2, . . .}. Desta forma

K〈X〉= K〈X〉(0,0)⊕K〈X〉(1,0)⊕K〈X〉(0,1)⊕K〈X〉(1,1)

é H-graduada. SejamTK,H(MK) < K〈X〉 o TH-ideal das identidades graduadas deMK com a

graduação dada acima eTK,H(D) o TH-ideal gerado pelo conjuntoD.

Teorema I.13. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então o conjunto

D = {[y1,y2]; yw; w1w2; zw; tw; wy; wz; wt; yz; tz; z1z2; ty; t1t2}.

gera as identidades H-graduadas de MK visto tanto como álgebra associativa quanto como

anel associativo.

Teorema 5.5.Seja K um domínio de integridade infinito. Então o conjunto

D = {[y1,y2]; yw; w1w2; zw; tw; wy; wz; wt; yz; tz; z1z2; ty; t1t2}.

gera o TH-ideal de identidades graduadas TK,H(MK), isto é, TK,H(MK) = TK,H(D).
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É direto verificar queMK satisfaz todas identidades graduadas deD.

ComoK é um domínio de integridade infinito, tal como na Proposição 1.26, temos que a ál-

gebra graduada relativamente livreK 〈X〉/TK,H(MK) é isomorfa à álgebra de matrizes genéricas

G, gerada livremente pelos elementos

g(1)r =







0 0 0

0 ξ (r)
22 0

0 0 0






, g(2)r =







0 0 ξ (r)
13

0 0 0

0 0 0






,

g(3)r =







0 ξ (r)
12 0

0 0 0

0 0 0






, g(4)r =







0 0 0

0 0 ξ (r)
23

0 0 0







(r = 1,2, . . .), sendoK[ξ ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2; j = 2,3; r = 1,2, . . .] a álgebra de polinômios

(associativa e comutativa), nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

Consideremos o homomorfismo canônico

φ : K 〈X〉/TK,H(D)−→ K 〈X〉/TK,H(MK)∼= G

yi +TK,H(D) 7−→ yi +TK,H(MK)↔ g(1)i

wi +TK,H(D) 7−→ wi +TK,H(MK)↔ g(2)i

zi +TK,H(D) 7−→ zi +TK,H(MK)↔ g(3)i

ti +TK,H(D) 7−→ ti +TK,H(MK)↔ g(4)i

Provaremos queφ é um isomorfismo. Para tanto, encontraremos um conjunto que gera

K 〈X〉/TK,H(D) comoK-módulo livre. Em seguida demonstraremos que a imagem destecon-

junto porφ é linearmente independente.

Lema 5.6. A álgebra K〈X〉/TK,H(D) é gerada como K-módulo livre por

B = B1∪B2∪B3∪B4∪B5, onde

B1 = {yi1 . . .yik +TK,H(D) | k= 1,2, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B2 = {ziyi1 . . .yik +TK,H(D) | i = 1,2, . . . ; k= 0,1, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B3 = {yi1 . . .yikti +TK,H(D) | i = 1,2, . . . ; k= 0,1. . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B4 = {ziyi1 . . .yikt j +TK,H(D) | i, j = 1,2, . . . ; k= 0,1, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B5 = {wi +TK,H(D) | i = 1,2, . . .}.
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Demonstração: Tal como fizemos no Lema 5.2 provaremos que a imagem da base deK 〈X〉,

visto comoK-módulo livre,

A= {xi1 . . .xik | x j ∈ X =Y∪W∪Z∪T},

no quocienteK 〈X〉/TK,H(D), é o conjuntoB.

Sejam= xi1 . . .xik um monômio pertencente àA. É claro que sexir ∈ W, para algumr,

entãom= wi + TK,H(D) ou m∈ TK,H(D). Por outro lado, suponhamosxir ∈ Z, para algum

r ∈ {2, . . . ,k}. Comoyz, tz,z1z2 ∈ TK,H(D) segue quexir−1xir ∈ TK,H(D). Logo m∈ TK,H(D).

Analogamente, sexir ∈ T, para algumr ∈ {1, . . . ,k− 1}, entãom∈ TK,H(D). Como y1y2 +

TK,H(D) = y2y1+TK,H(D), segue queA+TH(D) = B. �

O próximo lema é de verificação direta.

Lema 5.7.

g(1)1 . . .g(1)n =







0 0 0

0 ξ (1)
22 . . .ξ (n)

22 0

0 0 0






, n= 1,2, . . . ;

g(3)1 g(1)1 . . .g(1)n =







0 ξ (1)
12 ξ (1)

22 . . .ξ (n)
22 0

0 0 0

0 0 0






, n= 0,1, . . . ;

g(1)1 . . .g(1)n g(4)1 =







0 0 0

0 0 ξ (1)
22 . . .ξ (n)

22 ξ (1)
23

0 0 0






, n= 0,1, . . . ;

g(3)1 g(1)1 . . .g(1)n g(4)1 =







0 0 ξ (1)
12 ξ (2)

22 . . .ξ (n)
22 ξ (1)

23

0 0 0

0 0 0






, n= 0,1, . . . .

Demonstração do Teorema 5.5: É consequência do lema anterior queφ(B) é linearmente inde-

pendente emG∼= K 〈X〉/TK,H(MK), o que demonstra o Teorema 5.5. �

Corolário 5.8. Se K é um domínio de integridade de característica zero, então as identidades

H-graduadas de MK, visto como anel associativo, seguem de

D = {[y1,y2]; yw; w1w2; zw; tw; wy; wz; wt; yz; tz; z1z2; ty; t1t2}.
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A demonstração deste corolário é análoga a demonstração do Corolário 5.4.

O Teorema I.13 é consequência direta do Teorema 5.5 e do corolário anterior.
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Capítulo

6

Identidades Graduadas deMK visto como

Álgebra de Lie

Neste capítulo vamos estudar as identidades graduadas deMK visto comoK-álgebra de Lie

e visto como anel de Lie para duas diferentes graduações, as mesmas consideradas no capítulo

anterior. Aqui a comparação com as identidades ordinárias depende da graduação. Para a

graduação porZ2 obtemos situação semelhante às identidades ordinárias, onde as identidades

deMK possuem base finita quando visto como álgebra de Lie mas não a possuem se visto como

anel de Lie. Para a graduação porZ2×Z2 obtemos base finita de identidades paraMK tanto

visto como álgebra de Lie quanto visto como anel de Lie.

6.1 MK Graduada por Z2

Nesta seção consideramos o conjunto

MK =







0 K K

0 K K

0 0 0






=

















0 a12 a13

0 a22 a23

0 0 0







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ai j ∈ K











,
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como anel de Lie e comoK-álgebra de Lie. Tal como no capítulo anteriorMK possui graduação

porZ2 = {0,1} dada porMK =V0⊕V1, onde

V0 =







0 0 K

0 K 0

0 0 0






,V1 =







0 K 0

0 0 K

0 0 0






.

Teorema I.9. Seja K um corpo de característica zero. Então as identidadesZ2-graduadas da

K-álgebra de Lie MK têm base finita enquanto as identidadesZ2-graduadas de MK visto como

anel de Lie não têm base finita.

Este teorema é consequência do teorema que segue.

Teorema I.10. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então:

1) Se 2 é invertível em K, então as identidadesZ2-graduadas da K-álgebra de Lie MK têm

base finita enquanto as identidadesZ2-graduadas de MK visto como anel de Lie não têm base

finita.

2) Se 2 não é invertível em K, então MK não possui base finita de identidadesZ2-graduadas

tanto visto como K-álgebra de Lie quanto visto como anel de Lie.

Por sua vez o Teorema I.10 é consequência do próximo teorema.

Teorema I.11. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então:

1) Se 2 é invertível em K, então as identidadesZ2-graduadas da K-álgebra de Lie MK têm

base

C= {[y1,y2]; [z1,z2,z3]}.

Já as identidadesZ2-graduadas de MK visto como anel de Lie têm base

D = {[y1,y2]; [z1,z2,z3]}∪{[z1,y1, . . . ,y2k,z1] | k= 1,2, . . .},

que não é equivalente a nenhuma base finita de identidades.

2) Se 2 não é invertível em K, então D é uma base de identidadesZ2-graduadas para MK
visto tanto como K-álgebra de Lie quanto como anel de Lie. Nestes casos a base D também

não é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades.
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SejaLK(X) a álgebra de Lie livre, ondeX = Y∪Z, Y = {yi | i = 1,2, . . .} e Z = {zi | i =

1,2, . . .}. Desta formaLK(X) = LK(X)(0)⊕LK(X)(1) é Z2-graduado, ondeY é o conjunto de

geradores livres pares eZ é o conjunto de geradores livres impares. SejamVK,Z2(MK)< LK(X)

o ideal verbal graduado das identidadesZ2-graduadas deMK com graduação porZ2 dada acima

eVK,Z2(D) o ideal verbal graduado gerado pelo conjuntoD.

Teorema 6.1.Seja K um domínio de integridade infinito. Então o conjunto

D = {[y1,y2]; [z1,z2,z3]}∪{[z1,y1, . . . ,y2k,z1] | k= 1,2, . . .}

gera o ideal verbal graduado de identidadesZ2-graduadas VK,Z2(MK), isto é, VK,Z2(MK) =

VK,Z2(D).

É direto verificar queMK satisfaz todas as identidades graduadas deD.

Como K é um domínio de integridade infinito, tal como na Proposição 1.26, temos que

a álgebra de Lie graduada relativamente livreLK(X)/VK,Z2(MK) é isomorfa à álgebra de Lie

graduada de matrizes genéricasG, gerada livremente pelos elementos

gr =







0 0 ξ (r)
13

0 ξ (r)
22 0

0 0 0






, hr =







0 ξ (r)
12 0

0 0 ξ (r)
23

0 0 0






,

sendoK[ξ ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2; j = 2,3; r = 1,2, . . .] a álgebra de polinômios (comutativa e

associativa), nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

Consideremos o homomorfismo canônico

ϕ : LK(X)/VK,Z2(D)−→ LK(X)/VK,Z2(MK)∼= G

yi +VK,Z2(D) 7−→ yi +VK,Z2(MK) ↔ gi

zi +VK,Z2(D) 7−→ zi +VK,Z2(MK) ↔ hi

Provaremos queϕ é um isomorfismo. Para tanto, encontraremos um conjunto que gera

LK(X)/VK,Z2(D) comoK-módulo livre. Em seguida demonstraremos que a imagem destecon-

junto por ϕ é linearmente independente. Isto implicará diretamente que kerϕ = 0, ou seja,

VK,Z2(D) =VK,Z2(MK), demonstrando o Teorema 6.1.

Lema 6.2. Seja C= {[y1,y2]; [z1,z2,z3]}. Então as seguintes identidades pertencem à VK,Z2(C)
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1. [z1,z2,y1].

2. [z1,y1,y2]− [z1,y2,y1];

3. [z1,y1, . . . ,yk,z2]+ (−1)k[z2,y1, . . . ,yk,z1]; k= 0,1,2, . . . ;

4. [z1,y1, . . . ,yk, [z2,yk+1]]+ [z1,y1, . . . ,yk+1,z2]; k= 0,1, . . . .

Demonstração: Sejaφ o endomorfismo deLK(X) que aplicay1 para[z1,z2]. Temos queφ([y1,y2])=

[z1,z2,y2]. Logo [z1,z2,y1] ∈VK,Z2(C), o que demonstra o item 1.

Por outro lado, pela identidde de Jacobi,

[z,y1,y2]+ [y1,y2,z]+ [y2,z,y1] = 0.

Como[y1,y2] ∈C, segue que

[z,y1,y2]− [z,y2,y1] ∈VK,Z2(C).

Para provar o item 3 usaremos indução sobrek. Sek= 0 segue da anticomutatividade. Para

k= 1 segue do item 1 e da identidade de Jacobi. Por hipótese de indução

[z1,y2, . . . ,yk+1,z2]+ (−1)k[z2,y2, . . . ,yk+1,z1] ∈VK,Z2(C).

Sabemos queVK,Z2(C) é fechado sobre endomorfismo deLK(X) que preservam graduação.

Desta forma, podemos considerar o endomorfismo que aplicaz1 para[z1,y1] e fixa os demais

geradores, obtendo

[z1,y1, . . . ,yk+1,z2]+ (−1)k[z2,y2, . . . ,yk+1, [z1,y1]] ∈VK,Z2(C). (6.1)

Pela identidade de Jacobi,

[z2,y2, . . . ,yk+1, [z1,y1]] = −[z1, [y1, [z2,y2, . . . ,yk+1]]]− [y1, [z2,y2, . . . ,yk+1,z1]]

= −[z1, [y1, [z2,y2, . . . ,yk+1]]]

= [z1, [z2,y2, . . . ,yk+1,y1]]

= −[z2,y2, . . . ,yk+1,y1,z1] (modVK,Z2(C)).
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Pela igualdade anterior e pelo item 2 temos

[z2,y2, . . . ,yk+1, [z1,y1]] =−[z2,y1, . . . ,yk+1,z1] (modVK,Z2(C)).

Utilizando esta última igualdade em (6.1) temos

[z1,y1, . . . ,yk+1,z2]+ (−1)k+1[z2,y1, . . . ,yk+1,z1] ∈VK,Z2(C),

o que demonstra o item 3.

Por fim provaremos o item 4. Utilizando novamente a identidade de Jacobi temos

[z1,y1, . . . ,yk,yk+1,z2]+ [yk+1,z2, [z1,y1, . . . ,yk]]+ [z2, [z1,y1, . . . ,yk],yk+1] = 0

Observe que[z2, [z1,y1, . . . ,yk],yk+1] ∈ VK,Z2(C), pois [z1,z2] é central emLK(X)/VK,Z2(C).

Logo

[z1,y1, . . . ,yk+1,z2] = [z2,yk+1, [z1,y1, . . . ,yk]] =−[[z1,y1, . . . ,yk], [z2,yk+1]] (modVK,Z2(C)).

Portanto,

[z1,y1, . . . ,yk, [z2,yk+1]]+ [z1,y1, . . . ,yk+1,z2] ∈VK,Z2(C).

�

Usaremos este lema para demonstrar a próxima proposição.

Proposição 6.3.A álgebra LK(X)/VK,Z2(D) é gerada como K-módulo livre, por

B= B1∪B2∪B3∪B4, onde

B1 = {yi +VK,Z2(D) | i = 1,2, . . .},

B2 = {[zi,yi1, . . . ,yik]+VK,Z2(D) | i = 1,2, . . . ; k= 0,1, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B3 = {[zi,yi1, . . . ,yi2k−1,zj ]+VK,Z2(D) | i, j,k= 1,2, . . . ; i ≥ j; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ i2k−1},

B4 = {[zi,yi1, . . . ,yi2k,zj ]+VK,Z2(D) | i, j = 1,2, . . . ; i > j; k= 0,1, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ i2k}.

Demonstração: Sabemos queLK(X) é gerada comoK-módulo por monômios. Assim, consi-

deremosm+VK,Z2(D) ∈ LK(X)/VK,Z2(D), ondem é um monômio. Provaremos por indução

sobre o grau demque uma das seguintes situações ocorre:

1. m∈VK,Z2(D)
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2. m+VK,Z2(D) ∈ B

3. −m+VK,Z2(D) ∈ B.

Sem∈ X, então claramentem∈ B1 oum∈ B2. Suponhamos que o grau demseja maior que

1, digamosm= [m1,m2]. Por hipótese de induçãom1+VK,Z2(D),m2+VK,Z2(D) ∈ B. Observe

que, como[z1,z2] +VK,Z2(D) é central emLK(X)/VK,Z2(D), B3 e B4 também o são. Assim,

sem1+VK,Z2(D) ou m2+VK,Z2(D) pertencer àB3∪B4, entãom= [m1,m2] ∈ VK,Z2(D). Por

outro lado, sendo[Bi,B j ] = {[bi ,b j ] | bi ∈ Bi , b j ∈ B j}, temos[B1,B1] = 0 e[B2,B1] = B2 (aqui

utilizamos que[z,y1,y2]− [z,y2,y1] ∈VK,Z2(D)). Desta forma resta-nos analisar o caso em que

m1+VK,Z2(D),m2+VK,Z2(D) ∈ B2. Temos

m1 = [zi,yi1, . . . ,yir ]+VK,Z2(D), m2 = [zj ,y j1, . . . ,y js]+VK,Z2(D); i1 ≤ . . .≤ ir e j1 ≤ . . .≤ js.

Pelo item 4 do lema anterior temos

m= [m1,m2] = (−1)l [zi,yi1, . . . ,yir ,y js, . . . ,y j1,zj ]+VK,Z2(D)

Agora analisaremos 2 casos:r +s impar er +spar.

Com r + s par, sei = j, entãom∈ VK,Z2(D) ,pois [z,y1, . . . ,y2k,z] ∈ VK,Z2(D). Parai 6= j,

utilizando o item 3 do lema anterior, podemos supori > j. Logo,m+VK,Z2(D) ∈ B4.

No outro caso, novamente utilizando o item 3 do lema anterior, podemos supori ≥ j. Logo,

m+VK,Z2(D) ∈ B3, o que conclui a demonstração do lema. �

Lema 6.4.

[g
′

1,g1, . . . ,gn] =







0 ξ (1)
12 ξ (1)

22 . . .ξ (n)
22 0

0 0 (−1)nξ (1)
23 ξ (1)

22 . . .ξ (n)
22

0 0 0






,n= 1,2, . . . ;

[g
′

1,g1, . . . ,gn,g
′

2] =







0 0 ξ (1)
12 ξ (2)

23 ξ (1)
22 . . .ξ (n)

22 +(−1)n+1ξ (1)
23 ξ (2)

12 ξ (1)
22 . . .ξ (n)

22

0 0 0

0 0 0






,

n= 0,1, . . . .

Este lema é de demonstração direta.
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É consequência do lema anterior queϕ(B) é linearmente independente em

G∼= LK(X)/VK,Z2(MK),

o que demonstra o Teorema 6.1.

Lema 6.5. Sejam K um domínio de integridade infinito tal que 2 não é invertível e γk =

[z1,y1, . . . ,y2k,z1]. Então

γk /∈VK,Z2(C); k= 1,2, . . . .

Demonstração: SejamF = {s⊂ N | s é finito} e K̄ = K/2K. Seja aindaA a K̄-álgebra de Lie

gerada pelos elementosas,s∈ F , com a seguinte tabela de multiplicação

[as,at ] =

{

cs∪t , se s∩ t = /0

0, se s∩ t 6= /0
,

[as,ct ] = 0, ∀ s, t ∈ F

[cs,ct ] = 0, ∀ s, t ∈ F .

A álgebra de LieA tem derivaçõesbi , i ∈ N, definidas por

[as,bi] =

{

as∪{i}, se i /∈ s

0, se i∈ s
; ∀ i ∈ N, s∈ F .

[cs,bi] = 0, ∀ i ∈ N, s∈ F .

De fato, comocs é central emA é suficiente provar que

[[as,at ],bi] = [[as,bi],at ]+ [as, [at ,bi]].

Contudo, o lado esquerdo da igualdade é nulo. Sei ∈ s∪ t ou s∩ t 6= /0 o lado direito também

nulo. Caso contrário este é igual a 2cs∪t∪{i}, o qual é nulo poisK̄ tem característica 2. Logo

cadabi é uma derivação deA.

Observe que

[as,bi,b j ] = [as,b j ,bi]; i, j ∈ N; s∈ F .

Assim as derivaçõesbi comutam.

SejaB o produto semidireto deA pela álgebra de Lie abeliana gerada pelos elementosbi , i ∈
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N. SejamB0 o K̄-submódulo deB gerado pelo conjunto{cs | s∈ F} ∪{bi | i ∈ N} e B1 o K̄-

submódulo deB gerado pelo conjunto{as | s∈ F}. É direto verificar queB = B0 ⊕B1, é

umaZ2 graduação paraB. Também é direto queB satisfaz as identidades graduadas[y1,y2] e

[z1,z2,z3]. Por outro lado,

[a/0,b1, . . . ,b2k,a/0] = [a{1,...,2k},a/0] = c{1,...,2k} 6= 0.

Assim B não satisfaz as identidades graduadas[z1,y1, . . . ,y2k,z1]; k = 1,2, . . . . Logo aK-

álgebraB satisfaz as identidades graduadas deC mas não satisfaz as identidades graduadasγk.

Portanto

γk = [z1,y1, . . . ,y2k,z1] /∈VK,Z2(C); k= 1,2, . . . .

�

Lema 6.6.Seja K um domínio de integridade infinito tal que 2 não é invertível. Sejam aindaM

= LK(X)/VK,Z2(C) e γ̄k = γk+VK,Z2(C). Então o ideal verbal graduado gerado pelo elemento

γ̄k;k= 1,2, . . . ; é gerado como K-submódulo por elementos da forma

[b,a1,a2, . . . ,a2k,b]; k= 1,2, . . . ;

onde b,a1,a2, . . . ,a2k são monômios emM .

Demonstração: Comoγk é linear emy1, . . . ,y2k o ideal é gerado comoK-módulo por elementos

da formaγK(b,a1,a2, . . . ,a2k), ondea1 . . . ,a2k são monômios. Suponhamos queb não seja um

monômio,b= αb1+βb2, comα,β ∈ K. Temos

[αb1+βb2,a1,a2, . . . ,a2k,αb1+βb2] =

= α2[b1,a1,a2, . . . ,a2k,b1]+αβ [b1,a1,a2, . . . ,a2k,b2]+αβ [b2,a1,a2, . . . ,a2k,b1]+

+β 2[b2,a1,a2, . . . ,a2k,b2]

= α2[b1,a1,a2, . . . ,a2k,b1]+αβ [b1,a1,a2, . . . ,a2k,b2]−αβ [b1,a1,a2, . . . ,a2k,b2]+

+β 2[b2,a1,a2, . . . ,a2k,b2]

= α2[b1,a1,a2, . . . ,a2k,b1]+β 2[b2,a1,a2, . . . ,a2k,b2].

Portanto o ideal é gerado comoK-submódulo por[b,a1,a2, . . . ,a2k,b] ondeb e cadaai são

monômios.
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�

Lema 6.7. O ideal VK,Z2(C) é multi-homogêneo, logo LK(X)/VK,Z2(C) é a soma direta de K-

submódulos gerados por monômios multi-homogêneos. Isto significa que LK(X)/VK,Z2(C) é

graduado porN⊕N⊕ . . ..

Como[y1,y2] e [z1,z2,z3] são multilineares, assim como no Corolário 4.8,LK(X)/VK,Z2(C)

é soma direta de submódulos gerados por monômios multi-homogêneos, a qual define uma

graduação porN⊕N⊕ . . ..

A demonstração da próxima proposição segue as mesmas idéiasda Proposição 3.1 demon-

strada por Vaughan-Lee [48].

Proposição 6.8.Seja K um domínio de integridade infinito tal que 2 não é invertível. Então

o elementoγ̄k = [z1,y1, . . . ,y2k,z1] +VK,Z2(C) não pertence ao ideal verbal graduado I⊳M

gerado pelo conjunto{γ̄l | l = 1,2, . . . ; l 6= k}.

Demonstração: Suponhamos̄γk ∈ I . Assim

γ̄k = ∑
l 6=k

αl δ̄l .

ondeδ̄l = [b,ai1, . . . ,ai2l ,b]+VK,Z2(C) e l 6= k. ComoM é multigraduado ēγk tem grau 2 em

z1 e é linear emy1, . . .y2k; segue que cadāδl tem mesmos multigraus. Assim̄δl é de grau 2k+2

e l < k. Provaremos queb e cadaain deveria ter grau 1, o que contradiz o fato queδ̄l tem grau

2k+2. Seain tem grau maior que 1 segue quēδl = 0. Seb tem grau maior que 1, é fácil ver

queδ̄l não é do multigrau desejado. Portantob,ai1, . . . ,ai l são todos de grau 1, o que conclui a

demonstração da proposição. �

Demonstração do Teorema I.11:

Primeiramente provaremos que, se 2 é invertível emK, então as identidadesZ2-graduadas

daK-álgebra de LieMK têm baseC. Este fato é consequência quase imediata do Teorema 6.1.

É suficiente provar que o ideal verbal graduadoVK,Z2(MK) < LK(X) é gerado porC, isto é,

VK,Z2(MK) =VK,Z2(C). Pelo Lema 6.2

{[z1,y1, . . . ,y2k,z2]+ [z2,y1, . . . ,y2k,z1]} ⊂VK,Z2(C).
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Como 2 é invertível, fazendoz1 = z2, temos

{[z1,y1, . . . ,y2k,z1] | k= 1,2, . . .} ⊂VK,Z2(C).

Portanto,VK,Z2(C) =VK,Z2(D) =VK,Z2(MK).

É consequência direta do Lema 6.5 e da Proposição 6.8 que, se 2não é invertível emK,

entãoD não é equivalente a nenhum conjunto finito de identidadesZ2-graduadas deLK(X).

Em outras palavras,MK vista comoK-álgebraZ2-graduada não tem base finita de identidades

Z2-graduadas.

Resta-nos provar queMK visto como anel de Lie tem base de identidadesZ2-graduadasD a

qual não é equivalente a nenhuma base finita de identidades. Isto não depende de 2 ser invertível

emK. ComoMK satisfaz as identidades deD, temos queVZ,Z2(MK)⊃VZ,Z2(D). Por outro lado,

o anel associativoMZ tem base de identidadesZ2-graduadasD. AssimVZ,Z2(MZ) =VZ,Z2(D).

ComoK tem característica zero temos queMZ é subanel deMK, logoVZ,Z2(MK)⊂VZ,Z2(MZ),

o que implica queVZ,Z2(MK)⊂VZ,Z2(D). PortantoVZ,Z2(MK) =VZ,Z2(D). Por outro lado, pelo

Lema 6.5 e pela Proposição 6.8, paraK =Z, D não é equivalente a nenhuma base de identidades

graduadas emLZ(X), o que demonstra o teorema.

�

6.2 MK Graduada por Z2×Z2

Consideremos agora a graduação deMK pelo grupo de Klein

H = Z2×Z2 = {(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)},

dada porMK =V(0,0)⊕V(0,1)⊕V(1,0)⊕V(1,1), onde

V(0,0) =







0 0 0

0 K 0

0 0 0






,V(1,0) =







0 0 K

0 0 0

0 0 0






,
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V(0,1) =







0 K 0

0 0 0

0 0 0






,V(1,1) =







0 0 0

0 0 K

0 0 0






.

Façamos

X = X(0,0)∪X(1,0)∪X(0,1)∪X(1,1) =Y∪W∪Z∪T,

ondeX(0,0) =Y,X(1,0) =W,X(0,1) = Z,X(1,1) = T. Além disso,Y = {yi | i = 1,2, . . .}, W = {wi |

i = 1,2, . . .}, Z = {zi | i = 1,2, . . .} eT = {ti | i = 1,2, . . .}. Desta forma

LK(X) = LK(X)(0,0)⊕LK(X)(1,0)⊕LK(X)(0,1)⊕LK(X)(1,1)

éH-graduado.

Teorema I.14. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então o conjunto

D = {[y1,y2]; [w1,w2]; [z1,z2]; [t1, t2]}∪{[w,y]; [w,z]; [w, t]}

∪{[z, t,y]; [z1, t,z2]; [z, t1, t2]}∪{[z,y1,y2]− [z,y2,y1]; [t,y1,y2]− [t,y2,y1]}

gera as identidades H-graduadas de MK visto tanto como álgebra de Lie quanto como anel de

Lie.

SejamVH(MK) =VK,H(MK)< LK(X) o ideal verbal graduado das identidades graduadas de

MK com graduação porH dada acima eVK,H(D) o ideal verbal graduado gerado pelo conjunto

D.

Teorema 6.9.Seja K um domínio de integridade infinito. Então o conjunto

D = {[y1,y2], [w1,w2], [z1,z2], [t1, t2]}∪{[w,y], [w,z], [w, t]}∪

∪{[z, t,y], [z1, t,z2], [z, t1, t2]}∪{[z,y1,y2]− [z,y2,y1], [t,y1,y2]− [t,y2,y1]}

gera o ideal verbal graduado de identidades H-graduadas VK,H(MK), isto é, VK,H(MK) =

VK,H(D) .

É direto verificar queMK satisfaz todas identidadesH-graduadas deC.

Como K é um domínio de integridade infinito, tal como na Proposição 1.26, temos que

a álgebra de Lie relativamente livreLK(X)/VH(MK) é isomorfo à álgebra de Lie de matrizes
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genéricasG, gerada livremente pelos elementos

g(1)r =







0 0 0

0 ξ (r)
22 0

0 0 0






, g(2)r =







0 0 ξ (r)
13

0 0 0

0 0 0






,

g(3)r =







0 ξ (r)
12 0

0 0 0

0 0 0






, g(4)r =







0 0 0

0 0 ξ (r)
23

0 0 0






;

r = 1,2, . . . ; sendoK[ξ ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2; j = 2,3;r = 1,2, . . .] a álgebra de polinômios (co-

mutativa e associativa), nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

Consideremos o homomorfismo canônico

ϕ : LK(X)/VK,H(D)−→ LK(X)/VH(MK)∼= G

yi +VH(D) 7−→ yi +VH(MK) ↔ g(1)i

wi +VH(D) 7−→ wi +VH(MK) ↔ g(2)i

zi +VH(D) 7−→ zi +VH(MK) ↔ g(3)i

ti +VH(D) 7−→ ti +VH(MK) ↔ g(4)i

Provaremos queϕ é um isomorfismo. Para tanto, encontraremos um conjunto que gera

LK(X)/VK,H(D) comoK-módulo livre. Em seguida demonstraremos que a imagem destecon-

junto porϕ é linearmente independente. Isto significará queVK,H(MK) = VK,H(D), demons-

trando o teorema 6.9.

Lema 6.10.As seguintes identidades pertencem à VK,H(D)

1. [z,y1, . . . ,yk, t]+ (−1)k[t,y1, . . . ,yk,z];k= 0,1, . . . ;

2. [[z,y1, . . . ,yk, [t,yk+1]]+ [z,y1, . . . ,yk+1, t];k= 0,1, . . . .

Demonstração: Provaremos o primeiro item por indução sobrek. Sek = 0 segue diretamente

da anticomutatividade. Por hipótese de indução

[z,y2, . . . ,yk+1, t]+ (−1)k[t,y2, . . . ,yk+1,z] ∈VK,H(D)

Sabemos queVK,H(D) é fechado sob endomorfismos deLK(X) que preservam graduação. Desta

forma, podemos considerar o endomorfismo que aplicazpara[z,y1] e fixa os demais geradores,
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obtendo

[z,y1, . . . ,yk+1, t]+ (−1)k[t,y2, . . . ,yk+1, [z,y1]]. (6.2)

Pela identidade de jacobi

[t,y2, . . . ,yk+1, [z,y1]]+ [z, [y1, [t,y2, . . . ,yk+1]]]+ [y1, [[t,y2, . . . ,yk+1],z]] = 0.

Todavia,[y1, [[t,y2, . . . ,yk+1],z]] ∈VK,H(D), pois[z, t] é central emLK(X)/VK,H(D). Logo,

[t,y2, . . . ,yk+1, [z,y1]] = −[z, [y1, [t,y2, . . . ,yk+1]]]

= [z, [t,y2, . . . ,yk+1,y1]]

= −[t,y2, . . . ,yk+1,y1,z]

= −[t,y1, . . . ,yk+1,z] (modVK,H(D)).

Utilizando esta igualdade em (6.2) temos

[z,y1, . . . ,yk+1, t]+ (−1)k+1[t,y1, . . . ,yk+1,z]

o que conclui a demonstração do item 1.

Para provar o item 2 observe que, pela identidade de Jacobi

[z,y1, . . . ,yk,yk+1, t]+ [yk+1, t, [z,y1, . . . ,yk]]+ [t, [z,y1, . . . ,yk],yk+1] = 0.

Além disso,[t, [z,y1, . . . ,yk],yk+1] ∈VK,H(D), pois[z, t] é central emLK(X)/VK,H(D). Logo

[z,y1, . . . ,yk+1, t] = [t,yk+1, [z,y1, . . . ,yk]] =−[[z,y1, . . . ,yk], [t,yk+1]] (modVK,H(D)).

Portanto,

[z,y1, . . . ,yk, [t,yk+1]]+ [z,y1, . . . ,yk+1, t] ∈VK,H(D).

�

Usaremos este lema na demonstração da proposição seguinte.
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Proposição 6.11.A álgebra LK(X)/VK,H(D) é gerada como K-módulo livre por

B = B1∪B2∪B3∪B4, onde

B1 = {yi +VK,H(D),wi +VK,H(D),zi +VK,H(D), ti +VK,H(D); i = 1,2, . . .},

B2 = {[zi,yi1, . . . ,yik]+VK,H(D); i = 1,2, . . . ,k= 1,2, . . . , i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B3 = {[ti,yi1, . . . ,yik]+VK,H(D); i = 1,2, . . . ,k= 1,2, . . . , i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B4 = {[zi,yi1, . . . ,yik, t j ]+VK,H(D); i, j = 1,2, . . . ,k= 0,1, . . . , i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik}.

Demonstração: Sabemos queLK(X) é gerado comoK-módulo por monômios. Assim, conside-

remosm+VK,H(D) ∈ LK(X)/VK,H(D), ondemé um monômio. Provaremos por indução sobre

o grau demque uma das três situações ocorre

1. m∈VK,H(D)

2. m+VK,H(D) ∈ B

3. −m+VK,H(D) ∈ B.

Sem∈ X não temos nada a demonstrar. Suponhamos que o grau dem seja maior que 1,

digamosm= [m1,m2]. Por hipótese de induçãom1+VK,H(D),m2+VK,H(D) ∈ B. Observemos

que, como[z, t] +VK,H(D) é central emLK(X)/VK,H(D), B4 também o é. Desta forma, se

m1+VK,H(D) oum2+VK,H(D)∈ B4, teremosm∈VK,H(D). Temos ainda que, sem1+VK,H(D)

em2+VK,H(D) ∈ B1, temos

m∈VK,H(D) oum∈ {±[yi,zj ];±[yi, t j ];±[zi, t j ]},

o que nos permite eliminar este caso. Por outro lado, como[z,y1,y2]− [z,y2,y1], [t,y1,y2]−

[t,y2,y1]∈VK,H(D), segue que[B2,B1] =B2; [B3,B1] =B3 (aqui[Bi,B j ] = {[bi ,b j ];bi ∈Bi,b j ∈

B j}). Desta forma resta-nos analisar o caso em quem1+VK,H(D),m2+VK,H(D) ∈ B2∪B3.

Contudo,

[z1,z2] ∈VK,H(D) implica que[B2,B2]⊂VK,H(D);

[t1, t2] ∈VK,H(D) implica que[B3,B3]⊂VK,H(D) e

pelo item 2 do lema anterior,

[B2,B3]⊂±B4,

o que conclui a demonstração da proposição. �
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O próximo lema é de verificação direta.

Lema 6.12.

[g(3)1 ,g(1)1 , . . . ,g(1)n ] =







0 ξ (1)
12 ξ (1)

22 . . .ξ (n)
22 0

0 0 0

0 0 0






,n= 1,2, . . . ;

[g(4)1 ,g(1)1 , . . . ,g(1)n ] =







0 0 0

0 0 (−1)nξ (1)
23 ξ (1)

22 . . .ξ (n)
22

0 0 0






,n= 1,2, . . . ;

[g(3)1 ,g(1)1 , . . . ,g(1)n ,g(4)1 ] =







0 0 ξ (1)
12 ξ (2)

23 ξ (1)
22 . . .ξ (n)

22

0 0 0

0 0 0






,n= 0,1, . . . .

É consequência do lema anterior queϕ(B) é linearmente independente em

G∼= LK(X)/VH(MK),

o que demonstra o Teorema 6.9.

Corolário 6.13. Se K é um domínio de integridade infinito, então as identidades H-graduadas

de MK, visto como anel de Lie, seguem de

D = {[y1,y2], [w1,w2], [z1,z2], [t1, t2]}∪{[w,y], [w,z], [w, t]}∪

∪{[z, t,y], [z1, t,z2], [z, t1, t2]}∪{[z,y1,y2]− [z,y2,y1], [t,y1,y2]− [t,y2,y1]}
.

A demonstração deste corolário é análoga a demonstração do Corolário 5.4.

O Teorema I.14 é consequência direta do Teorema 6.9 e do corolário anterior.
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Capítulo

7

Uma Família de Álgebras com mesmas

Identidades

Neste capítulo exibimos uma classe infinita de álgebrasM(n)
K as quais possuem mesmas

identidades deMK visto comoK-álgebra associativa e, por consequência, também mesmas

identidades visto comoK-álgebra de Lie. Por outro lado, cadaK-álgebraM(n)
K possui uma

Zn-graduação natural. Encontramos bases de identidades graduadas para estas diferentes gra-

duações. Para as identidadesZn-graduadas deM(n)
K a situação é semelhante às identidades

Z2-graduadas deMK.

7.1 As ÁlgebrasM(n)
K

Nesta seção exibimos a classe enumerável de álgebras matriciais associativasM(n)
K e prova-

mos que estas álgebras têm as mesmas identidades ordináriasdeMK.
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Consideremos a álgebra associativa,

M(3)
K =

















0 0 K K K

0 0 K K K

0 0 K K K

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

















=















































0 0 a13 a14 a15

0 0 a23 a24 a25

0 0 a33 a34 a35

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ai j ∈ K































,

ondeK é um domínio de integridade infinito. Denotaremos esta álgebra por

M(3)
K =













K K K

K K K

K K K












.

Analogamente definimos o conjunto de matrizesM(n)
K ,n= 2,3, . . ., das matrizes 2n−1×2n−1

tais que asn−1 primeiras colunas e asn−1 últimas linhas são nulas.

M(n)
K =

























0 . . . 0 K . . . K
...

. ..
...

...
. ..

...

0 . . . 0 K . . . K

0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. ..

...

0 . . . 0 0 . . . 0

























2n−1×2n−1

=

















K . . . K
...

.. .
...

K . . . K

















.

Proposição 7.1.Seja K um domínio de integridade infinito. Então as álgebras M(n)
K têm as

mesmas identidades ordinárias, isto é,

TK(M
(n)
K ) = TK(MK), n= 2,3, . . . .

Demonstração: Primeiramente observemos queMK = M(2)
K é quociente deM(3)

K . De fato, pode-

mos considerar o epimorfismo

θ : M(3)
K −→ M(2)

K












a13 a14 a15

a23 a24 a25

a33 a34 a35












7−→







0 a13+a23 a14+a15+a24+a25

0 a33 a34+a35

0 0 0







.
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Como













a13 a14 a15

a23 a24 a25

a33 a34 a35

























a
′

13 a
′

14 a
′

15

a
′

23 a
′

24 a
′

25

a
′

33 a
′

34 a
′

35












=













a13a
′

33 a13a
′

34 a13a
′

35

a23a
′

33 a23a
′

34 a23a
′

35

a33a
′

33 a33a
′

34 a33a
′

35













é direto verificar queθ preserva produto.

Também podemos considerar o epimorfismo

θ ′ : M(3)
K −→ M(2)

K












a13 a14 a15

a23 a24 a25

a33 a34 a35












7−→







0 a23 a24

0 a33 a34

0 0 0







.

Desta forma,TK(M
(2)
K ) ⊃ TK(M

(3)
K ). Por outro lado, é direto verificar queM(3)

K satisfaz a

identidadex1[x2,x3]x4. Como, pelo Teorema 2.2, as identidades deM(2)
K tem basex1[x2,x3]x4,

segue que

TK(M
(3)
K )⊃ TK(x1[x2,x3]x4) = TK(M

(2)
K ).

Portanto,TK(M
(2)
K ) = TK(M

(3)
K ).

Analogamente prova-se queM(n)
K é quociente deM(n+1)

K , n= 2,3, . . .. PortantoTK(M
(n)
K ) =

TK(M
(2)
K ), para todon∈ {2,3, . . .}, o que demonstra a proposição. �

Pelo teorema de BirkhoffM(3)
K pode ser obtido deM(2)

K através produtos cartesianos, quo-

cientes e subanéis. Desta forma, construiremos monomorfismo deM(3)
K para um produto carte-

siano de cópias deM(2)
K . A existência deste monomorfismo comprova o teorema de Birkhoff
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para este caso, isto é, nos da uma prova alternativa de queTK(M
(3)
K ) = TK(M

(2)
K ).

σ : M(3)
K −→ M(3)

K ⊕M(3)
K ⊕M(3)

K ⊕M(3)
K ⊕M(3)

K ⊕M(3)
K













a13 a14 a15

a23 a24 a25

a33 a34 a35












7−→



















0 0 0

a23 a24 0

a33 a34 0












,













a13 0 0

0 0 0

a33 0 0












,













a13 a14 0

0 0 0

a33 a34 0












,













a13 0 a15

0 0 0

a33 0 a35












,













0 0 0

a23 0 a25

a33 0 a35












,













0 0 0

0 0 0

a33 0 a35


















.

Como













a13 a14 a15

a23 a24 a25

a33 a34 a35

























a
′

13 a
′

14 a
′

15

a
′

23 a
′

24 a
′

25

a
′

33 a
′

34 a
′

35












=













a13a
′

33 a13a
′

34 a13a
′

35

a23a
′

33 a23a
′

34 a23a
′

35

a33a
′

33 a33a
′

34 a33a
′

35













é direto verificar queσ é um monomorfismo. Além dissoσ(M(3)
K ) é isomorfo ao produto

cartesiano

M(2)
K ⊕







0 K 0

0 K 0

0 0 0






⊕







0 K K

0 K K

0 0 0






⊕







0 K K

0 K K

0 0 0






⊕







0 K K

0 K K

0 0 0






⊕







0 0 0

0 K K

0 0 0






.

De fato, a compostaθ ◦σ é um monomorfismo.

θ ◦σ : M(3)
K −→ M(2)

K ⊕M(2)
K ⊕M(2)

K ⊕M(2)
K ⊕M(2)

K ⊕M(2)
K













a13 a14 a15

a23 a24 a25

a33 a34 a35












7−→













0 a23 a24

0 a33 a34

0 0 0






,







0 a13 0

0 a33 0

0 0 0






,







0 a13 a14

0 a33 a34

0 0 0













0 a13 a15

0 a33 a35

0 0 0






,







0 a23 a25

0 a33 a35

0 0 0

,













0 0 0

0 a33 a35

0 0 0
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ondeθ = θ ⊕θ ⊕θ ⊕θ ⊕θ ⊕θ , isto é,

θ : M(3)
K ⊕M(3)

K ⊕M(3)
K ⊕M(3)

K ⊕M(3)
K ⊕M(3)

K −→ M(2)
K ⊕M(2)

K ⊕M(2)
K ⊕M(2)

K ⊕M(2)
K ⊕M(2)

K

(a1,a2,a3,a4,a5,a6) 7−→ (θ(a1),θ(a2),θ(a3),θ(a4),θ(a5),θ(a6))

De forma análoga podemos definir homomorfismos deM(n)
K para uma soma direta de cópias

deM(n−1)
K .

7.2 M(n)
K Graduada por Zn

7.2.1 M(n)
K Vista como Álgebra Associativa Graduada

Nesta seção encontramos bases de identidades graduadas da álgebra associativaM(n)
K gra-

duada porZn. Aqui generalizamos o resultado principal da primeira seção do capítulo 5. Prova-

mos que, para um corpo de característica 0, as identidadesZn-graduadas deM(n)
K possuem base

finita tanto visto comoK-álgebra associativa quanto visto como anel associativo.K denota um

domínio de integridade infinito.

A álgebraM(n)
K possui umaZn-graduação:

M(n)
K = ∑

ᾱ∈Zn

V(α)
n =V(0)

n ⊕V(1)
n ⊕ . . .⊕V(n−1)

n ,

ondeV(α)
n é o subespaço deM(n)

K gerado por todas matrizesEi j tais quej − i = ᾱ e Ei j ∈ M(n)
K .

Assim,V(n−1)
n consiste de todas matrizes na forma

























a1,n

a2,n+1 0

0
...

an,2n−1

























,
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e, para 0≤ t ≤ n−2, V(t)
n consiste em todas matrizes da forma

























































0 . . . 0 a1,n+t+1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 a2,n+t+2 . . . 0
...

...
...

...
. ..

...

0 . . . 0 0 0 . . . an−t−1,2n−1

an−t,n . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...

0 . . . an,n+t 0 0 . . . 0

























































.

SejaK〈X〉 a álgebra associativa livre de posto enumerável, ondeX = Y(0) ∪ . . .∪Y(n−1),

Y(i) = {y(i)j | j = 1,2, . . .}. Desta forma

K〈X〉= K〈X〉(0)⊕K〈X〉(1)⊕ . . .⊕K〈X〉(n−1)

éZn-graduada.

Teorema I.15. Seja K um domínio de integridade de característica zero. Então o conjunto

{[y(0)1 ,y(0)2 ]}∪{y( j)
2 y(i)1 y(k)3 | i = 1,2, . . . ,n−1; j,k= 0,1, . . . ,n−1}

gera as identidadesZn-graduadas de M(n)K tanto visto como K-álgebra associativa, quanto

visto como anel associativo.

SejaTK,Zn(M
(n)
K ) < K〈X〉 o TK,Zn-ideal das identidades graduadas deM(n)

K com graduação

dada acima.

Teorema 7.2.Seja K um domínio de integridade infinito. Então o conjunto

C= {[y(0)1 ,y(0)2 ]}∪{y( j)
2 y(i)1 y(k)3 | i = 1,2, . . . ,n−1; j,k= 0,1, . . . ,n−1}

gera o TK,Zn-ideal de identidades graduadas TK,Zn(M
(n)
K ) como tal.

É direto verificar queM(n)
K satisfaz todas identidades graduadas deC.

Sabemos que a álgebra graduada relativamente livreK 〈X〉/TK,Zn(M
(n)
K ) é isomorfa à álgebra

de matrizes genéricas graduadaG, correspondente àM(n)
K com esta graduação. Esta álgebraG
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é gerada livremente pelos elementos

g(0)r =

























0 ξ (r)
1,n+1 . . . 0

...
...

.. .
...

0 0 . . . ξ (r)
n−1,2n−1

ξ (r)
n,n 0 . . . 0

























, . . . ,g(n−1)
r =

























ξ (r)
1,n

ξ (r)
2,n+1 0

0
...

ξ (r)
n,n−1

























,

r = 1,2, . . . eK[ξ ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2, . . . ,n; j = n,n−1, . . . ,2n−1; r = 1,2, . . .] é a álgebra de

polinômios (comutativa e associativa), nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

SejaTK,Zn(C) o TK,Zn-ideal, da álgebra livre graduadaK 〈X〉 , gerado pelo conjuntoC. Con-

sideremos o homomorfismo canônico

ϕ : K 〈X〉/TK,Zn(C)−→ K 〈X〉/TK,Zn(M
(n)
K )∼= G

y(i)j +TK,Zn(C) 7−→ y(i)j +TK,Zn(M
(n)
K ) ↔ g(i)j

Para provar o teorema encontraremos um conjunto que geraK 〈X〉/TK,Zn(C) comoK-módu-

lo livre. Em seguida demonstraremos que a imagem deste conjunto porϕ é linearmente inde-

pendente.

Lema 7.3. A álgebra K〈X〉/TK,Zn(C) é gerada como K-módulo livre por

B= B1∪B2∪B3∪B4, onde

B1 = {y(0)i1
. . .y(0)ik

+TK,Zn(C) | k= 1,2, . . . ; i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik}

B2 = {y(i)j y(0)i1
. . .y(0)ik

+TK,Zn(C) | i = 1, . . . ,n−1; j = 1,2, . . . ; k= 0,1, . . . ;

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik}

B3 = {y(0)i1
. . .y(0)ik

y(i)j +TK,Zn(C) | i = 1, . . . ,n−1; j = 1,2, . . . ; k= 1,2. . . ;

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik}

B4 = {y(i)j y(0)i1
. . .y(0)ik

y(l)m +TK,Zn(C) | i, l = 1, . . . ,n−1; j,m= 1,2, . . . ; k= 0,1, . . . ;

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik}.

Demonstração: Sabemos queK 〈X〉 é gerado comoK-módulo por monômios, isto é, pelo con-
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junto

A= {xi1 . . .xik | x j ∈ X =Y(0)∪ . . .∪Y(n−1)}.

Provaremos que a imagem deste conjunto no quocienteK 〈X〉/TK,Zn(C) é o conjuntoB.

Sejam= xi1 . . .xik; xir ∈ X. Primeiramente, sexir ∈ Yi , i = 1, . . . ,n− 1; para algumr ∈

{2, . . . ,k−1}, entãoxir−1xir xir+1 ∈ TK,Zn(C). Logom∈ TK,Zn(C).

Por outro lado,y(0)1 y(0)2 +TK,Zn(C) = y(0)2 y(0)1 +TK,Zn(C), o que implica queA+TK,Zn(C) =

B. �

Lema 7.4.

g(0)1 . . .g(0)r =

















0 . . . 0
...

.. .
...

ξ (1)
n,n . . .ξ

(r)
n,n . . . 0

















, r = 2,3, . . . ;

g(1)1 g(0)1 . . .g(0)r =

























0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

ξ (1)
n−1,nξ (1)

n,n . . .ξ
(r)
n,n 0 . . . 0

0 0 . . . 0

























, r = 2,3, . . . ;

...
...

g(n−1)
1 g(0)1 . . .g(0)r =

























ξ (1)
1,n ξ (1)

n,n . . .ξ
(r)
n,n 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

























, r = 2,3, . . . ;

g(0)1 . . .g(0)r g(1)1 =

























0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

0 ξ (1)
n,n+1ξ (1)

n,n . . .ξ
(r)
n,n . . . 0

























, r = 2,3, . . . ;
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...
...

g(0)1 . . .g(0)r g(n−1)
1 =

























0 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

...
. ..

...

0 0 . . . ξ (1)
n,n−1ξ (1)

n,n . . .ξ
(r)
n,n

























, r = 2,3, . . . .

Este lema é de demonstração direta.

Demonstração do Teorema 7.2: É consequência do lema anterior queϕ(B) é linearmente

independente emG∼= K 〈X〉/TK,Zn(M
(n)
K ), o que demonstra o teorema. �

Corolário 7.5. Se K é um domínio de integridade de característica 0, então asidentidades

Zn-graduadas de M(n)K , visto como anel associativo, seguem de

C= {[y(0)1 ,y(0)2 ]}∪{y( j)
2 y(i)1 y(k)3 | i = 1,2, . . . ,n−1; j,k= 0,1, . . . ,n−1}.

Demonstração: Provaremos queTZ,Zn(M
(n)
K ) = TZ,Zn(C). Como M(n)

K satisfaz as identidades

graduadas deC, temos queTZ,Zn(M
(n)
K )⊃ TZ,Zn(C). Por outro lado, pelo Teorema 7.2, o anel as-

sociativoM(n)
Z

tem base de identidadesZn-graduadasC. AssimTZ,Zn(M
(n)
Z

) = TZ,Zn(C). Como

M(n)
Z

é subanel deM(n)
K , segue queTZ,Zn(M

(n)
K )⊂ TZ,Zn(M

(n)
Z

), o que implica queTZ,Zn(M
(n)
K )⊂

TZ,Zn(C). PortantoTZ,Zn(M
(n)
K ) = TZ,Zn(C), o que demonstra o corolário. �

O Teorema I.15 é consequência direta do Teorema 7.2 e do corolário anterior.

7.2.2 M(n)
K Vista como Álgebra de Lie Graduada

Consideramos nesta seção a álgebra de LieM(n)
K com aZn-graduação apresentada na seção

anterior. Aqui generalizamos o resultado principal da primeira seção do capítulo 6. Provamos

que, para um corpo de característica 0, as identidadesZn-graduadas deM(n)
K visto comoK-

álgebra de Lie graduada possuem base finita enquanto as identidadesZn-graduadas deM(n)
K

visto como anel de Lie graduado não possuem base finita.

Teorema I.16. Seja K um domínio de integridade de característica 0. Então as identidades

Zn-graduadas da K-álgebra de Lie M(n)K têm base finita enquanto as identidadesZn-graduadas

de M(n)
K visto como anel de Lie não têm base finita.
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SejaLK(X) a álgebra de Lie livre de posto enumerável, ondeX =Y(0)∪ . . .∪Y(n−1), Y(i) =

{y(i)j | j = 1,2, . . .}. Desta forma

LK(X) = LK(X)(0)⊕LK(X)(1)⊕ . . .⊕LK(X)(n−1)

éZn-graduada. O Teorema I.16 é consequência direta do próximo teorema.

Teorema 7.6.Seja K um domínio de integridade de característica 0. Então:

1) Se 2 é invertível em K, então as identidadesZn-graduadas da K-álgebra de Lie M(n)K têm

base

E = {[y(0)1 ,y(0)2 ]}∪{[y(i)1 ,y( j)
2 ,y(l)3 ] | i, j = 1, . . .n−1; l = 0,1, . . .n−1}.

Já as identidadesZn-graduadas de M(n)K visto como anel de Lie tem base

D = {[y(0)1 ,y(0)2 ]}∪{[y(i)1 ,y( j)
2 ,y(l)3 ] | i, j = 1, . . .n−1; l = 0,1, . . .n−1}

∪{[y(i)1 ,y(0)1 ,y(0)2 , . . . ,y(0)2k ,y
(i)
1 ] | i = 1,2, . . . ,n−1; k= 1,2, . . .},

que não é equivalente a nenhuma base finita de identidades.

2) Se 2 não é invertível em K, então D é uma base de identidadesZn-graduadas para M(n)K

visto tanto como K-álgebra de Lie quanto como anel de Lie. Nestes casos a base D também

não é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades.

SejaVK,Zn(M
(n)
K ) < LK(X) o ideal verbal graduado das identidadesZn-graduadas deM(n)

K

com graduação porZn dada acima.

Teorema 7.7.Seja K um domínio de integridade infinito. Então o conjunto

D = {[y(0)1 ,y(0)2 ]}∪{[y(i)1 ,y( j)
2 ,y(l)3 ] | i, j = 1, . . . ,n−1;l = 0,1, . . . ,n−1}

∪{[y(i)1 ,y(0)1 ,y(0)2 , . . . ,y(0)2k ,y
(i)
1 ] | i = 1,2, . . . ,n−1;k= 1,2, . . .},

gera o ideal verbal graduado VK,Zn(M
(n)
K ) como tal.

É direto verificar queM(n)
K satisfaz todas identidades graduadas deD.

Sabemos que a álgebra de Lie graduada relativamente livreLK(X)/VK,Zn(M
(n)
K ) é isomorfa

à álgebra de Lie de matrizes genéricas graduadaG, correspondente àM(n)
K com esta graduação.
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Esta álgebra de Lie é gerada livremente pelos elementos

g(0)r =

























0 ξ (r)
1,n+1 . . . 0

...
...

.. .
...

0 0 . . . ξ (r)
n−1,2n−1

ξ (r)
n,n 0 . . . 0

























, . . . ,g(n−1)
r =

























ξ (r)
1,n

ξ (r)
2,n+1 0

0
...

ξ (r)
n,n−1

























,

r = 1,2, . . . eK[ξ ] = K[ξ (r)
i j | i = 1, . . .n; j = n, . . . ,n−1;r = 1,2, . . .] é a álgebra de polinômios

(associativa e comutativa), nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

SejaVK,Zn(D) o ideal verbal graduado, da álgebra de Lie livre graduadaLK(X), gerado pelo

conjuntoD. Consideremos o homomorfismo canônico

ϕ : LK(X)/VK,Zn(D)−→ LK(X)/VK,Zn(M
(n)
K )∼= G

y(i)j +VK,Zn(D) 7−→ y(i)j +VK,Zn(M
(n)
K )↔ g(i)j

Para provar o Teorema 7.7 encontramos um conjunto que geraLK(X)/VK,Zn(D) comoK-

módulo livre. Em seguida demonstramos que a imagem deste conjunto porϕ é linearmente

independente.

Lema 7.8. Seja E= {[y(0)1 ,y(0)2 ]}∪{[y(i)1 ,y( j)
2 ,y(l)3 ] | i, j = 1, . . .n−1; l = 0,1, . . .n−1} . Então

as seguintes identidades pertencem à VK,Zn(E)⊂VK,Zn(D).

1. [y(i)1 ,y(0)1 ,y(0)2 ]− [y(i)1 ,y(0)2 ,y(0)1 ];

2. [y(i)1 ,y(0)1 , . . . ,y(0)k ,y( j)
2 ]+ (−1)k[y( j)

2 ,y(0)1 , . . . ,y(0)k ,y(i)1 ]; k= 0,1, . . . ; i, j = 1, . . . ,n−1;

3. [y(i)1 ,y(0)1 , . . . ,y(0)k , [y( j)
2 ,y(0)k+1]]− [y(i)1 ,y(0)1 , . . . ,y(0)k ,y(0)k+1,y

( j)
2 ]; k= 0,1,2, . . . ; i, j = 1, . . . ,n−

1.

Este lema pode ser demonstrado de forma análoga à Proposição6.2.
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Lema 7.9. A álgebra LK(X)/VK,Zn(D) é gerada como K-módulo livre por

B = B1∪B2∪B3∪B4, onde

B1 = {y(i)j +VZn(D) | i = 0,1, . . . ,n−1; j = 1,2, . . .},

B2 = {[y(i)j ,y(0)i1
, . . . ,y(0)ik

]+VZn(D) | i = 1, . . . ,n−1; j,k= 1,2, . . . ;

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik},

B3 = {[y(i)j ,y(0)i1
, . . . ,y(0)i2k−1

,y(l)m ]+VZn(D) | i, l = 1, . . . ,n−1; j,m,k= 1,2, . . . ;

i > l ou (i = l e j ≥ m); i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ i2k−1},

B4 = {[y(i)j ,y(0)i1
, . . . ,y(0)i2k

,y(l)m ]+VZn(D) | j,m,k= 1,2, . . . ; i, l = 1, . . . ,n−1;

i > l ou (i = l e j > m); i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ i2k}.

Demonstração: Análoga a demonstração da Proposição 6.3. �

Lema 7.10.

[g(1)1 ,g(0)1 , . . .g(0)r ] =

























0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

ξ (1)
n−1,nξ (1)

n,n . . .ξ
(r)
n,n 0 . . . 0

0 (−1)rξ (1)
n,n+1ξ (1)

n,n . . .ξ
(r)
n,n . . . 0

























,

r = 2,3, . . . ;

...
...

[g(n−1)
1 ,g(0)1 , . . .g(0)r ] =

























ξ (1)
1,n ξ (1)

n,n . . .ξ
(r)
n,n 0 . . . 0

...
...

. ..
...

0 0 . . . 0

0 0 . . . (−1)rξ (1)
n,2n−1ξ (1)

n,n . . .ξ
(r)
n,n

























,

r = 2,3, . . . ;
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(

[g(i)1 ,g(0)1 , . . . ,g(0)r ,g( j)
2 ]

)

n−i,n+ j
= ξ (1)

n−i,nξ (2)
n,n+ jξ

(1)
22 . . .ξ (r)

22 ,
(

[g(i)1 ,g(0)1 , . . . ,g(0)r ,g( j)
2 ]

)

n− j,n+i
= (−1)r+1ξ (1)

n− j,nξ (2)
n,n+iξ

(1)
22 . . .ξ (r)

22
(

[g(i)1 ,g(0)1 , . . . ,g(0)r ,g( j)
2 ]

)

l ,m
= 0, se (l ,m) 6= (n− i,n+ j) e (l ,m) 6= (n− j,n+ i)



























(

[g(i)1 ,g(0)1 , . . . ,g(0)r ,g(i)2 ]

)

l ,m
= 0, se (l ,m) 6= (n− i,n+ i) e

(

[g(i)1 ,g(0)1 , . . . ,g(0)r ,g(i)2 ]

)

n−i,n+i
= ξ (1)

n−i,nξ (2)
n,n+iξ

(1)
22 . . .ξ (r)

22 +

+(−1)r+1ξ (1)
n,n+iξ

(2)
n−i,nξ (1)

22 . . .ξ (r)
22

Este lema é de demonstração direta.

Demonstração do Teorema 7.7: É consequência do lema anterior queϕ(B) é linearmente

independente emG∼= LK(X)/VK,Zn(M
(n)
K ), o que demonstra o teorema. �

Para demonstrar o Teorema 7.6 consideramos primeiro algunsresultados auxiliares.

Lema 7.11. Sejam K um domínio de integridade infinito tal que 2 não é invertível eβ (i)
k =

[y(i)1 ,y(0)1 ,y(0)2 , . . . ,y(0)2k ,y
(i)
1 ]; i = 1, . . . ,n−1. Então

β (i)
k /∈VK,Zn(E); i = 1, . . . ,n−1; k= 1,2, . . . .

Demonstração: SejamF = {s⊂ N | s é finito} e K̄ = K/2K. Seja aindaA a K̄-álgebra de Lie

gerada pelos elementosa(i)s ,s∈ F , i ∈ {1̄, . . . , ¯n−1}, com a seguinte tabela de multiplicação

[a(i)s ,a( j)
t ] =

{

c(i+ j)
s∪t , se s∩ t = /0

0, se s∩ t 6= /0

[a(i)s ,c( j)
t ] = 0, ∀ s, t ∈ F

[c(i)s ,c( j)
t ] = 0, ∀ s, t ∈ F

A álgebra de LieA tem derivaçõesbl , l ∈ N, definidas por

[a(i)s ,bl ] =

{

a(i)s∪{l}, se l /∈ s

0, se l∈ s
; ∀ l ∈ N, s∈ F .
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[c(i)s ,bl ] = 0, ∀ l ∈ N, s∈ F .

De fato, comoc(i)s é central emA é suficiente provar que

[[a(i)s ,a( j)
t ],bl ] = [[a(i)s ,bl ],a

( j)
t ]+ [a(i)s , [a( j)

t ,bl ]].

Contudo, o lado esquerdo da igualdade é nulo. Sel ∈ s∪ t ou s∩ t 6= /0 o lado direito também

é nulo. Caso contrário este é igual a 2c(i+ j)
s∪t∪{l}, o qual é nulo poisK̄ tem característica 2. Logo

cadabi é uma derivação deA.

Observe que

[[a(i)s ,bl ],bm] = [[a(i)s ,bm],bl ]; l ,m∈ N; s∈ F .

Assim as derivaçõesbl comutam.

SejaB o produto semidireto deA pela álgebra de Lie abeliana gerada pelos elementosbl , l ∈

N. Temos que

B= B0⊕B1⊕ . . .⊕Bn−1,

ondeB0 é o K̄-submódulo deB gerado pelo conjunto{c(0)s | s∈ F} ∪{bl | l ∈ N} e Bi é o

K̄-submódulo deB gerado pelo conjunto{a(i)s | s∈F} ∪{c(i)s | s∈F}; i ≥ 1. É direto verificar

queB= B0⊕B1⊕ . . .⊕Bn−1, é umaZn graduação paraB. Também é direto queB satisfaz as

identidades graduadas[y(0)1 ,y(0)2 ] e [y(i)1 ,y( j)
2 ,y(l)3 ]. Por outro lado,

[a(i)/0 ,b1, . . . ,b2k,a
(i)
/0 ] = [a(i){1,...,2k},a

(i)
/0 ] = c(2i)

{1,...,2k} 6= 0.

AssimB não satisfaz as identidades graduadas[y(i)1 ,y(0)1 ,y(0)2 , . . . ,y(0)2k ,y
(i)
1 ]; k= 1,2, . . . . Logo a

K-álgebraB satisfaz as identidades graduadas deE mas não satisfaz as identidades graduadas

β (i)
k . Portanto

β (i)
k = [y(i)1 ,y(0)1 ,y(0)2 , . . . ,y(0)2k ,y

(i)
1 ] /∈VK,Zn(E); k= 1,2, . . . .

�

Proposição 7.12.Seja K um domínio de integridade infinito tal que 2 não é invertível. Então o

elementoβ̄ (i)
k = [y(i)1 ,y(0)1 ,y(0)2 , . . . ,y(0)2k ,y

(i)
1 ]+VK,Zn(E) não pertence ao ideal verbal graduado

I ⊳M = LK(X)/VK,Zn(E) gerado pelo conjunto{β̄ (i)
l | l = 1,2, . . . ; l 6= k}.

Esta proposição pode ser demonstrada de forma análoga à Proposição 6.8.
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Demonstração do Teorema 7.6:

Primeiramente provaremos que, se 2 é invertível emK, então as identidadesZn-graduadas

daK-álgebra de LieM(n)
K tem baseE. Este fato é consequência quase imediata do Teorema 7.7.

É suficiente provar que o ideal verbal graduadoVK,Zn(M
(n)
K ) < LK(X) é gerado porE, isto é,

VK,Zn(M
(n)
K ) =VK,Zn(E). Pelo Lema 7.8

{[y(i)1 ,y(0)1 , . . . ,y(0)2k ,y
( j)
2 ]+ [y( j)

2 ,y(0)1 , . . . ,y(0)2k ,y
(i)
1 ] | i, j = 1, . . . ,n−1; k= 1,2, . . .} ⊂VK,Zn(E).

Como 2 é invertível, fazendoy(i)1 = y( j)
2 , temos

{[y(i)1 ,y(0)1 , . . . ,y(0)2k ,y
(i)
1 ] | i = 1, . . . ,n−1; k= 1,2, . . .} ⊂VK,Zn(E).

Portanto, pelo Teorema 7.7,VK,Zn(E) =VK,Zn(D) =VK,Zn(M
(n)
K ).

É consequência direta do Lema 7.11 e da Proposição 7.12 que, se 2 não é invertível emK,

entãoD não é equivalente a nenhum conjunto finito de identidadesZn-graduadas deLK(X). Em

outras palavras, se 2 não é invertível emK, M(n)
K visto comoK-álgebraZn-graduada não tem

base finita de identidadesZn-graduadas.

Resta-nos provar queM(n)
K visto como anel de Lie tem base de identidadesZn-graduadasD a

qual não é equivalente a nenhuma base finita de identidades. Isto não depende de 2 ser invertível

emK. ComoM(n)
K satisfaz as identidades deD, temos queVZ,Zn(M

(n)
K ) ⊃ VZ,Zn(D). Por outro

lado, o anel associativoM(n)
Z

tem base de identidadesZn-graduadasD. AssimVZ,Zn(M
(n)
Z

) =

VZ,Zn(D). ComoM(n)
Z

é subanel deM(n)
K , segue queVZ,Zn(M

(n)
K ) ⊂ VZ,Zn(M

(n)
Z

), o que implica

queVZ,Zn(M
(n)
K )⊂VZ,Zn(D).PortantoVZ,Zn(M

(n)
K )=VZ,Zn(D). Por outro lado, pelo Lema 7.11 e

pela Proposição 7.12, paraK =Z, D não é equivalente a nenhuma base de identidades graduadas

emLZ(X), o que demonstra o teorema.

�
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Apêndice

A

Base de Identidades paragl2(K), | K |= ∞,

charK= 2

Se o corpo baseK for infinito de característica 2, a álgebra de Liegl2(K) não possui ne-

nhuma base finita de identidades, isto foi demonstrado em 1970, por Vaughan-Lee [48]. Porém

ele não exibiu nenhuma base explícita de identidades paragl2(K). Esta base explícita foi des-

coberta por Drensky e enunciada no livro [16]. Além disso, uma demonstração deste resultado

foi escrita na tese [14] e nunca foi publicada em uma revista científica. Neste apêndice demons-

tramos este fato. Mais precisamente demonstramos o seguinte teorema.

Teorema I.8. (Drensky, veja [14] e [16]).Seja K um corpo infinito de característica 2. Então

o conjunto

{[x1,x2, [x3,x4],x5]}∪{[x1,x2, [x1,x2,x3, . . . ,xr ]] | r = 3,4,5, . . .} ∪

{[x1,x2, [x3,x4,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x3, [x4,x2,x5, . . . ,xr ]]+[x1,x4, [x2,x3,x5, . . . ,xr ]] | r = 4,5,6, . . .}

é uma base de identidades para gl2(K). Além disso, esta base não é equivalente a nenhum

conjunto finito de identidades.

SejaK um corpo infinito de característica 2. Consideremos a álgebrade Lie de matrizes
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2×2 sobreK

gl2(K) =

{(

a11 a12

a21 a22

)∣

∣

∣

∣

∣

ai j ∈ K

}

.

É direto verificar que, neste caso,

gl2(K)∼= MK =







0 K K

0 K K

0 0 0






.

Esse isomorfismo é definido pela aplicação

(

0 1

0 0

)

−→







0 1 0

0 0 0

0 0 0






,

(

0 0

1 0

)

−→







0 0 0

0 0 1

0 0 0






,

(

1 0

0 0

)

−→







0 0 0

0 1 0

0 0 0






.

Assim, para provar o Teorema I.8, podemos considerar identidades deMK ao invés de con-

siderar identidades degl2(K).

SejamLK(X) a álgebra de Lie livre sobreK, com geradores livresx1,x2, . . . , VK(v) o ideal

verbal deLK(X) gerado porv= [x1,x2, [x3,x4],x5] eVK(MK) o ideal das identidades deMK.

SejaF = LK(X)/VK(v). Utilizaremos a seguir um conjunto que geraF ′′ como espaço

vetorial. Este conjunto foi obtido como consequência do teorema de Ju. V. Kuz’min [34].

Sejam

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]] +

+ [xi,xk, [xl ,x j ,xm1, . . . ,xmr−4]] +

+ [xi,xl , [x j ,xk,xm1, . . . ,xmr−4]],

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4) = [xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]].

Como consequência direta do Teorema 3.5 temos o seguinte teorema.

Teorema A.1. Sejam K um corpo infinito de característica 2 eF = LK(X)/VK(v). EntãoF ′′
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é um espaço vetorial com base formada pelos elementos

w(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VK(v),

onde i< j < k< .. . < mr−4. Juntamente com os elementos

u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VK(v),

tais que r≥ 4, i > j,k> l , i ≥ k, j ≥ l e j ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4. Além disso, se(i, j) = (k, l), para

r par, xm2t−1 6= xm2t para algum t∈ {1,2, . . . , r−4
2 }.

Demonstração: Os elementosw(i, j,k, l , . . . ,mr−4) +VZ(v) e u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4) +VZ(v)

geram, como grupo aditivo,LZ(X)′′/VZ(v). Utilizando o Corolário 1.31, temos

LK(X)/VK(v)∼= K⊗Z LZ(X)/VZ(v).

Assimw(i, j,k, l , . . . ,mr−4)+VK(v) eu(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)+VK(v) geramF ′′ como espaço

vetorial. �

É direto verificar queMK satisfaz as identidades do conjuntoC definido a seguir

C= {w(1,2, . . . , r) | r = 4,5,6, . . .}∪{u(1,2,1,2, . . . , r); r = 3,4,5,6, . . .}.

SejaV o ideal verbal gerado por{v} ∪C, isto é,V = VK({v} ∪C). O próximo lema é

consequência direta do Teorema A.1.

Lema A.2. Sejam K um corpo infinito de característica 2 eH = LK(X)/V. EntãoH ′′ é um

espaço vetorial com base formada pelos elementos

[xi,x j , [xk,xl ,xm1, . . . ,xmr−4]]+V (A.1)

tais que(i, j) 6= (k, l), r ≥ 4, i > j,k> l , i ≥ k, j ≥ l e j ≤ m1 ≤ . . .≤ mr−4.

A álgebra relativamente livre da variedade gerada porMK é isomorfa a álgebra de matrizes
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genéricasG, gerada livremente pelos elementos

gr =







0 ξ (r)
12 ξ (r)

13

0 ξ (r)
22 ξ (r)

23

0 0 0






,

sendoK[ξ ] = K[ξ (r)
i j | i = 1,2; j = 2,3; r = 1,2, . . .] a álgebra de polinômios (associativa e

comutativa), nas variáveisξ (r)
i j , de posto enumerável.

Para demonstrar o Teorema I.8 consideremos o homomorfismo canônico

ϕ : LK(X)/V −→ LK(X)/VK(MK) ∼= G

xi +V 7−→ xi +VK(MK) ↔ gi

É suficiente mostrar queϕ é um isomorfismo. Para tanto, utilizaremos a seguinte obser-

vação.

Observação A.3 Se kerϕ 6= {0}, então existe f∈ LK(X) multilinear, f /∈ VK(v), tal que

f +V ∈ kerϕ.

De fato Vaughan-Lee [48] demonstrou que sezé uma identidade não multilinear paraMK e

z não é consequência dev= [x1,x2, [x3,x4],x5], entãozé consequência de

{[x1,x2, [x1,x2,x3 . . . ,xr ]] | r = 3,4,5. . .}.

Lema A.3. Se f é multilinear e f+V ∈ kerϕ, então f∈ LK(X)′′.

A demonstração deste lema é completamente análoga a demonstração do Lema 3.3.

Assim resta-nos mostrar que a imagem dos elementos multilineares na forma (A.1) porϕ é

linearmente independente.

Lema A.4.

ϕ(u(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)) = [gi,g j , [gk,gl ,gm1, . . . ,gmr−4]] =







0 0 ū

0 0 0

0 0 0






,
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onde r≥ 4 e

ū = ū(i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4)

= {(−1)r+1(ξ (i)
12 ξ ( j)

22 −ξ (i)
22 ξ ( j)

12 )(ξ
(k)
23 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

23 )− (ξ (i)
22 ξ ( j)

23 −ξ (i)
23 ξ ( j)

22 )×

×(ξ (k)
12 ξ (l)

22 −ξ (k)
22 ξ (l)

12 )}ξ (m1)
22 . . .ξ (mr−4)

22 .

Sabemos queK[ξ ] possui graduaçãoK[ξ ] = P0⊕P1⊕ . . . , ondePi é o espaço vetorial gera-

dos pelos monômios de graui; i = 0,1,2, . . . . Segue queG′′ = E4⊕E5⊕E6⊕ . . . , ondeEs é

um subespaço vetorial deG′′ com matrizes na forma







0 0 bs

0 0 0

0 0 0






,

ebs é um polinômio de graus emK[ξ ].

Lema A.5. Suponha que a imagem (porϕ) dos elementos multilineares na forma (A.1) tais que

{i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4}= {1, . . . , r}

é linearmente independente. Então a imagem do conjunto de todos elementos multilineares na

forma (A.1) é linearmente independente.

A demonstração deste lema é completamente análoga a demonstração do Lema 3.8.

Demonstração do Teorema I.8:

Vaughan-Lee [48] provou quegl2(K) não possui nenhuma base finita de identidades. Assim

devemos demonstrar que os elementos descritos no Teorema I.8 formam uma base de iden-

tidades paraMK
∼= gl2(K). Provaremos queϕ é um isomorfismo entre álgebra relativamente

livre L = LK(X)/V e G. Pelos lemas A.2 e A.3 é suficiente provar a independência linear dos

elementos multilineares na forma (A.1). Utilizando o lema anterior podemos supor que

{i, j,k, l ,m1, . . . ,mr−4}= {1, . . . , r}.

Como j < i, l < k < i e l < j < m1 < .. . < mr−4, segue quel = 1 e j ∈ {2,3}. Se j = 3 então

k= 2. Assim temos os seguintes elementos
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Paraj = 3 temos os elementos da forma

ū(s,3,2,1,4, . . . , ŝ, . . . , r) = {(−1)r+1(ξ (s)
12 ξ (3)

22 −ξ (s)
22 ξ (3)

12 )(ξ (2)
23 ξ (1)

22 −ξ (2)
22 ξ (1)

23 )−

(ξ (s)
22 ξ (3)

23 −ξ (s)
23 ξ (3)

22 )(ξ (2)
12 ξ (1)

22 −ξ (2)
22 ξ (1)

12 )}ξ (4)
22 . . . ξ̂ (s)

22 . . .ξ (r)
22

(s= 4, . . . , r), totalizandor −3 elementos.

Paraj = 2 temos os elementos da forma

ū(s,2, t,1,3, . . . , t̂, . . . , ŝ, . . . , r) = {(−1)r+1(ξ (s)
12 ξ (2)

22 −ξ (s)
22 ξ (2)

12 )(ξ (t)
23 ξ (1)

22 −ξ (t)
22 ξ (1)

23 )−

(ξ (s)
22 ξ (2)

23 −ξ (s)
23 ξ (2)

22 )(ξ (t)
12 ξ (1)

22 −ξ (t)
22 ξ (1)

12 )}ξ (3)
22 . . . ξ̂ (t)

22 . . . ξ̂ (s)
22 . . .ξ (r)

22 ,

r ≥ s> t ≥ 3, totalizando(r−3)(r−2)
2 .

Suponhamos que alguma combinação linear destes elementos énula. Observe agora que

nos elementos ¯u(s,2, t,1,3, . . . , t̂, . . . , ŝ, . . . , r) aparecem os monômios

ξ (s)
12 ξ (3)

22 ξ (t)
23 ξ (1)

22 ξ (3)
22 . . . ξ̂ (t)

22 . . . ξ̂ (s)
22 . . .ξ (r)

22

r ≥ s> t ≥ 3; que não está presente nos demais monômios acima. Assim o coeficiente dos

elementos ¯u(s,2, t,1,3, . . . , t̂, . . . , ŝ, . . . , r) deve ser zero. Na expressão restante observe que nos

elementos ¯u(s,3,2,1,4, . . . , ŝ, . . . , r) aparecem os monômios

ξ (s)
12 ξ (3)

22 ξ (2)
23 ξ (1)

22 ξ (4)
22 . . . ξ̂ (s)

22 . . .ξ (r)
22 ;

s= 4, . . . , r.

Segue que todos os coeficientes devem ser nulos, o que demonstra o teorema. �
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