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3% Do Plural

Corrida pra vender cigarro

Cigarro pra vender remédio

Remédio pra curar a tosse

Tossir, cuspir, jogar pra fora

Corrida pra vender os carros

Pneu, cerveja e gasolina

Cabega pra usar boné

E professar a fé de quem patrocina

Eles querem te vender, eles querem te comprar
Querem te matar a sede, eles querem te sedar
Quem sao eles?

Quem eles pensam que sao?

Corrida contra o relégio

Silicone contra a gravidade

Dedo no gatilho, velocidade

Quem mente antes diz a verdade

Satisfagao garantida

Obsolescéncia programada

Eles ganham a corrida antes mesmo da largada
Eles querem te vender, eles querem te comprar
Querem te matar de rir, querem te fazer chorar
Quem sao eles?

Quem eles pensam que sao?

Vender, comprar, vendar os olhos

Jogar a rede... contra a parede

Querem te deixar com sede

Nao querem te deixar pensar

Quem sao eles?

Quem eles pensam que sao?

Humberto Gessinger - Engenheiros do Hawaii
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Resumo

Aplicando o procedimento de Dirac, para tratar sistemas dinamicos vincu-
lados, ao Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral (ETRG) investigamos, a
partir dos vinculos de primeira classe, as transformacoes de calibre no campo fun-
damental: as componentes do campo de tetradas. As dificuldades envolvidas na
obtencao de uma formulacao hamiltoniana através de uma simples transformada de
Legendre foram evidenciadas. Ao fazer uma escolha apropriada, as transformacoes
de calibre obtidas permitiram uma analogia direta com as transformagoes de cali-
bre da teoria de Yang-Mills. Além disso, para o caso assintoticamente plano em
que o indice de algebra é fixado, foi possivel recuperar as transformacoes do Eletro-
magnetismo. Considerando ainda o limite assintoticamente plano, evidenciamos
também a dependéncia do parametro de transformacao de calibre nas variaveis
de espaco-tempo. Obtivemos ainda, através das transformacoes de calibre de se-
gundo género, as transformagoes mais fundamentais, a saber, as de primeiro género.
Mostramos que, considerando a possibilidade de decompor as componentes do campo
de tetradas como uma parte trivial, mais algum potencial, além dos usuais poten-
ciais de translacao e de Lorentz, ha também a possibilidade de que o grupo de
simetria do espaco interno seja uma generalizacao do grupo de Poincaré. Além
disso, para o caso em que a decomposicao das componentes do campo de tetradas
inclui apenas uma parte trivial somada a um potencial translacional, recuperamos
o grupo de translacao. Por fim, o trabalho permitiu corroborar recentes defini¢oes
para os campos Gravitoeletromagnéticos; fazendo uso dessas defini¢oes investigamos

seu comportamento sob a optica de diferentes observadores.



Abstract

Applying the Dirac procedure to treat constrained dynamical systems to the
Teleparallel Equivalent of General Relativity (TEGR) we have investigated, from the
first class constraints, the gauge transformations in the fundamental field: the tetrad
field components. The difficulties involved in obtaining a Hamiltonian formulation
by a simple Legendre transformation were found. By making an appropriate choice,
the gauge transformations obtained enabled a direct analogy with the gauge trans-
formations of the Yang-Mills theory. In addition, for the asymptotically flat case
in which the algebra index is fixed, it was possible to recover the transformations
of Electromagnetism. Considering yet the asymptotically flat limit, we found the
dependence of the gauge transformation parameter in the space-time variables. We
have also obtained, through the second kind gauge transformations, the most funda-
mental transformations, namely those of the first kind. We show that, considering
the possibility to decompose the components of the tetrad field as a trivial part,
plus some potential, beyond the translational and Lorentz potentials, there is also
the possibility that the symmetry group of the internal space be a generalization of
Poincaré group. In addition, for the case where the decomposition of the tetrad field
components includes only a trivial part plus a translational potential, we retrieve
the translation group. Finally, the work allowed, in some sense, to corroborate re-
cent Gravitoelectromagnetic field definitions; using these definitions we investigate

its behavior from the perspective of different observers.

vi
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Capitulo 1

Introducao

Teorias de Calibre da gravitacao sao uma tentativa de descrever tal in-
teracao, dita fundamental, utilizando-se de técnicas bem estabelecidas na descri¢ao
das demais interagoes fundamentais. O estudo de simetrias, e consequentemente
leis de conservacao no espaco fisico, € uma poderosa ferramenta para a compreensao
dos fundamentos da mecanica. A idéia de extrapolar e utilizar-se desse mesmo
tipo de aparato em um espago dito interno, ou de calibre, abre uma janela de pos-
sibilidades; foi exatamente isso que nos permitiu compreender a real esséncia das
"cargas”: quantidades conservadas sob a acao de um determinado grupo de simetria
do espago interno [1].

A existéncia de um espaco interno, por sua vez, estd associada a graus de
liberdade extras que sao evidenciados na formulagao hamiltoniana da teoria. Essas
teorias sao ditas vinculadas ou restritas, ja que tém seu espago de fase diminuido [2].
Embora no estudo de sistemas hamiltonianos vinculados, o surgimento dos graus de
liberdade extras - espaco interno - seja uma consequéncia da magnitude do espaco de
configuragao, sem dar qualquer nocao fisica da real esséncia desse espaco, sabemos
que sao graus de liberdade associados ao proprio campo fonte; uma consequéncia
da invariancia do lagrangiano total sob transformacoes desse campo. Mais detalhes
serao vistos no capitulo 2.

O principio da equivaléncia estabelece que as equacgoes da Relatividade Es-

pecial sejam recuperadas em um sistema de coordenadas localmente inercial, no qual



os efeitos da gravitacao estejam ausentes. Dessa forma, baseado nesse principio, se-
ria natural esperar que a gravitagao tivesse uma simetria local de Poincaré, e que
fosse possivel descrevé-la como uma teoria de calibre para esse grupo. De fato, isso
é possivel [3]. No entanto, hd evidéncias tedricas e experimentais/observacionais,
de que do ponto de vista mais fundamental - além do modelo padrao - a simetria
de Lorentz seja quebrada [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Isso eliminaria o grupo de Poincaré
como grupo de simetria local da gravitacao, deixando espaco apenas para o setor
translacional, ou outro mais geral.

E importante ressaltar que existem duas linhas de pensamento a serem
seguidas quando se pensa em descrever a gravitagao como uma teoria de calibre.
Na primeira, a gravitacao é universal, e encontrar um grupo de simetria para o
espaco interno torna-se uma tarefa equivalente a encontrar o grupo cinemético do
espaco fisico. Nessa linha de pensamento, a gravitacao nao teria uma estrutura
de calibre genuina como as demais interacoes, uma vez que torna-se infactivel a
separagao dos espagos fisico e interno. Na segunda, a versao fraca do principio da
equivaléncia ¢ violada, isto ¢, a queda livre deixa de ser universal !; dessa forma,
o espago fisico, que é deformado como consequéncia de transformagoes de calibre
de primeiro género no espaco interno, nao é o espaco-tempo no qual sao definidos
todos os demais campos da natureza. Assim, a cinematica do espago-tempo seria
completamente independente do grupo de simetria do espaco interno. Aqui cabe um
comentario sobre um trabalho publicado recentemente, no qual os autores afirmam
nao haver qualquer ”granularidade” associada ao espago-tempo [11], pelo menos em
uma escala de até 107*¥m. Ou seja, quantizar a gravitacao nao significa quantizar
0 espaco-tempo; mas um espaco fisico que faz parte de um fibrado especifico da
gravitacao. Isso nos leva entao a pensar que a segunda linha de pensamento colocada

acima faca mais sentido. Independente de preconceitos, nesse trabalho seguiremos

'E importante enfatizar que ndo é nossa intencdo questionar o principio da equivaléncia, mas

simplesmente supor sua nao validade em determinados regimes.



os procedimentos padroes na procura pelo grupo de simetria do espacgo interno,
de forma que somente ao final tentaremos analisar com qual abordagem nossos
resultados mais se identificam.

A teoria gravitacional utilizada serda o Equivalente Teleparalelo da Relativi-
dade Geral (ETRG), que é um caso particular de uma teoria mais geral que possui
um conjunto de trés parametros livres, a Gravidade Teleparalela, e que é totalmente
equivalente a Relatividade Geral (RG) [12, 13, 14, 15, 16]. Objetivando compreender
melhor sua estrutura interna, aplicamos o ferramental mencionado nos paragrafos
acima. Como sera visto, mostramos que partindo do lagrangiano do ETRG con-
tido na literatura, é possivel concluir que nao ha uma isotropia no espaco fisico
com relacao as transformagoes de calibre, ou seja, dado um campo gravitacional ar-
bitrario, oriundo de uma transformacao de calibre no espaco interno, o espaco fisico
reage de forma diferente nas componentes espacial e temporal. Fazendo uma escolha
apropriada mostramos ainda que as transformacoes de calibre das componentes do
campo de tetradas permitem uma analogia direta com as transformagoes de calibre
da teoria de Yang-Mills. Além disso, para o caso assintoticamente plano no qual
o Indice de algebra ¢é fixado, recuperamos transformagoes similares as do Eletro-
magnetismo. Ainda no limite assintoticamente plano, a dependéncia do parametro
de transformagao de calibre nas variaveis de espaco-tempo é periddica, exatamente
como no Eletromagnetismo. Mostraremos também que o espago interno da teo-
ria parece ser invariante sob a acao de um grupo que pode generalizar o grupo de
Poincaré. Além disso, o proprio espaco fisico - em escala local - deve ser pensado
como espago interno, uma vez que os parametros de transformacgao de calibre cali-
bram ”fontes” em ambos os espacos. Veremos também que os campos gravitoelétrico
e gravitomagnético, como foram recentemente definidos, fazem sentido uma vez que
permitem uma relacao direta com os momentos, o que é analogo ao que ocorre nas
demais teorias de calibre.

O trabalho exposto nessa tese é basicamente uma ampliacao de quatro ar-

tigos produzidos pelo grupo. O primeiro deles aceito para publicagdo no Advanced



Studies in Theoretical Physics [17], o segundo submetido no Chinese Journal of
Physics [18], o terceiro submetido no General Relativity and Gravitation [19] e o
quarto em processo final de confecgao [20]. O texto estd organizado da seguinte
maneira: no capitulo 2 encontram-se as consideragoes gerais, que incluem uma re-
visao bibliografica sobre o desenvolvimento do ETRG, das teorias de calibre e dos
sistemas hamiltonianos vinculados. O capitulo 3 ¢ dedicado a discutir o problema
em questao, ou seja, a analise do espaco interno associado ao ETRG. No capitulo 4
encontra-se uma discussao acerca dos outros dois trabalhos sobre os campos gravi-
toelétrico e gravitomagnético. Finalmente, no capitulo 5 encontram-se as conclusoes
gerais e as perspectivas futuras.

Notacao: o alfabeto grego é utilizado para representar indices de espaco-
tempo (a, 3, x,... = 0,1,2,3), a primeira metade do alfabeto latino (a,b,c.. =
0,1,2,3) representa indices do espago interno, ou de calibre, e a segunda metade

do alfabeto latino (i, j, k...) assume os valores de 1,2 e 3 do espago-tempo.



Capitulo 2

Consideracoes Gerais

Objetivando uma maior auto-suficiéncia, nesse capitulo é apresentado o
minimo necessario a ser compreendido para o entendimento do trabalho. Uma
analise detalhada acerca da evolugao das idéias da gravitagao é deixada a parte,

devendo, quando necessario, ser buscada na literatura [21, 22].

2.1 O Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral

A descricao teleparalela da gravitacao é fundamentalmente baseada na nuli-
dade do tensor de curvatura e na permanéncia do tensor de torcao. Existem algumas
descricoes distintas desta formulacao, e até mesmo interpretacoes diferentes dentro
de uma mesma descricao. Nesse texto iremos nos ater a descrigao equivalente a
Relatividade Geral, na qual é sempre possivel interpretar os indices de algebra como

indices de um espaco interno.

2.1.1 Da Gravidade Teleparalela ao ETRG

A Gravidade Teleparalela tem como objeto fundamental um campo de
tetradas h, = he"0, que é uma base linear que relaciona a métrica g a métrica

do espaco interno n = ngdr®dx’ por 1y, = Guwha!hy”. Com o intuito de descrever a



gravitacao diante da nulidade do tensor de curvatura, deve-se impor que esse campo

seja transportado paralelamente, isto é,
v.,h, =0o,h*, —T",h", =0. (2.1)

A conexao que satisfaz tal condicao é a chamada conexao de Weitzenbock, definida
por:

I, = ha"d,hc, (2.2)

cujo tensor de torcao associado é
10, =", =T",. (2.3)

E direto ver que o tensor de curvatura associado a conexao de Weitzenbock é nulo.

Ha uma classe de lagrangianos quadraticos na torcao que descreve a Gravidade

Teleparalela [23, 24, 25, 26, 27, 28]:
L=alAT’, T+ BT’,, T, + CT,” T""]. (2.4)

Nessa descricao, os parametros A, B e C devem ser ajustados de acordo com as
condicoes fisicas de contorno, com o intuito de reproduzir corretamente os expe-
rimentos gravitacionais. A constante o pode ser determinada impondo uma con-

sisténcia com a teoria de Newton da gravitagao no limite de campo fraco. Fazendo

h

isso obtemos o = 575,

com h = det(h®,) e k = 8?—4G 1. Se impusermos agora que essa

teoria seja equivalente a RG, os parametros A, B e C devem satisfazer [3]:

2A+B+C = 0,
C = -1 (2.5)

Essa familia representa uma teoria gravitacional viavel e empiricamente indistinguivel

da RG. H4, no entanto, outra escolha interessante que requer [3]:

2A — B =0. (2.6)

LG é a constante universal gravitacional



Esse requerimento nos levard, como veremos, a um lagrangiano igual ao lagrangiano
de Einstein-Hilbert a menos de um termo de divergéncia. S6 ha um conjunto de

parametros que satisfaga as condigoes colocadas anteriormente,
A =

B =

N — | —

- (2.7)

Ao substituirmos tais parametros, juntamente com a constante «, no lagrangiano

(2.4) ganhamos

h |1 1

L= g5 |3 TP + 5 T T = T, T, | (2.8)

Esse é o lagrangiano que define o chamado Equivalente Teleparalelo da Relatividade

Geral ou Formulagao Teleparalela da Relatividade Geral.

2.1.2 Versoes lagrangianas

A densidade lagrangiana (2.8) pode ser reescrita em uma forma mais ele-
gante para ganharmos:

ho[1
L=g5 ZTaWprA N (2.9)

com Ny sendo o tensor responsavel por todas as contracoes de indices possiveis,

dado por [13]:

, 1 , vl o L v v
Nat™™ = o [0 97 = 9" ¢"7] + Sha” [ g7 = " 9]
1
B §ha>\[hbu 9" — by ")+ ho* [h g7 — hy? 9]
— ha” [ g — hy? 9] (2.10)

Outra forma de escrever a densidade lagrangiana (2.8), e que talvez seja a mais

frutifera de todas ¢é [29]:
h 14
Lo = gy 5" Toww (211)



onde

1
S = 5P = 2 [KP — g T + g T™] (2.12)

é o chamado superpotencial, e K**? é o tensor de contor¢ao dado por

1 1 1
KHvP = ZTVee 4 TP e, 2.13
2 T3 2 (2.13)

2.1.3 Equacgoes de campo e equivaléncia com a RG

A total equivaléncia entre a RG e o ETRG déa-se no contexto das equagoes

de movimento oriundas dos lagrangianos (2.8) e Einstein-Hilbert,

Lre = —Q—I;RR@ (2.14)

sendo Rprg o escalar de curvatura associado a conexao de Levi-Civita

1 Q
F#up = 59# (augap + apgua - aagup)- (2'15>
E possivel mostrar que [13]:
2h
Lrc =L+ @AET V), (2.16)

de onde conclui-se que as equacoes dinamicas sao idénticas, uma vez que o termo de
divergéncia pode ser desconsiderado na integracao da densidade lagrangiana.

As equagoes de Euler-Lagrange podem entao ser obtidas:
05 (hS”7) — k*(hj,”) = 0 (2.17)

sendo j,” uma "fonte de vacuo”do campo gravitacional dada por:

oL h |
P = = 20| T NS — —5\PTC,, S | . 2.18
J = Oha, T R | TR (2.18)

2.2 Teorias de Calibre

Teorias invariantes sob transformacgoes em um espaco interno permitiram

grandes progressos na descri¢ao das particulas elementares, prevendo, por exemplo,



uma série de propriedades intrinsecas das particulas. Algo a ser notado nessas teorias
é a possibilidade de geometriza-las 2 [32]; sendo a principal teoria do campo gravi-
tacional uma teoria essencialmente geométrica, fica clara a relacao entre elas. No
entanto, nossa principal motivagao vai no sentido contrério, descrever a gravitagao

como uma teoria de calibre.

2.2.1 Simetrias e Leis de Conservacao

Teorias fisicas geralmente possuem um certo nimero de invariancias. Uma
invariancia é global, por exemplo, se é possivel efetuar uma transformacao infinite-

simal sobre seu campo fundamental

d— ¢ =¢+ 00 (2.19)
de forma que essa transformacao mantenha a agao invariante e seja a mesma em
todos os pontos do espaco-tempo. Sempre que uma teoria possuir invariancias vale o
seguinte teorema (teorema de Noether): cada grupo de transformagoes continuas que
alteram a densidade lagrangiana no maximo por uma quadridivergéncia corresponde
a uma lei de conservagao e reciprocamente.

Para os casos de simetrias internas, consideremos um conjunto de n campos
¢; (i = 1,...,n). Um grupo G de m transformagdes infinitesimais atua em ¢ da
seguinte forma:

0p = 1€"Qyp (2.20)
com a = 1,2,....m e §, sendo um conjunto de m matrizes geradoras de trans-

formacao. Os geradores (), formam uma representagao do grupo,
[, Q) = i fap" Qe (2.21)

Se a acio S = [d*xL($,0,4) é deixada invariante pelas transformagoes acima,

entao
oL oL

2E possivel, por exemplo, interpretar o tensor intensidade de campo como uma curvatura.
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_ / d' [Z_g _a“%} 56+ / d'30, [ - (%f ¢)5¢} (222)

Identificando a primeira parte da equacao como as equagoes de Euler-Lagrange,

obtemos
oL
dzie®0 {—fm] =0. 2.23
[ taiean | 565 (2:29)
Portanto, se definirmos as densidades de correntes
oL
J = =——Q,0, 2.24
50,9) 22
elas serao conservadas, isto é
0, Ja!" = 0. (2.25)

A existéncia de correntes conservadas implica na existéncia de cargas conservadas.

Sejam, por hipétese (), cargas definidas por:

Qa = / PPz, (), (2.26)

entao

an . 3 0
% _ [,
- /d3a: (0t = V.7,)

= —/d?’xﬁ.j;

= 0. (2.27)

As cargas conservadas (2.53) sdo chamadas de cargas de Noether.
Ao quantizarmos a teoria usando quantizagao canonica, as cargas tornam-se

operadores que obedecem as seguintes relagoes de comutacao

[Qaa Qb] = Z.fabCQm (228)

isto é, as cargas sao uma representacao do grupo de transformacoes do espaco in-

terno. O nimero de cargas independentes é igual ao nimero de geradores do grupo.
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Para o caso de simetrias do espago-tempo temos dois casos mais impor-
tantes, translagoes e transformacoes de Lorentz. Consideremos uma translacao infi-
nitesimal

't =gt + e (2.29)

Entao

SL— L — L= L(a" 4+ ) — L(at) = O (2.30)

Oxh’
! N ~ . .
e L' conduz as mesmas equacoes de movimento que £, uma vez que diferem apenas

por uma quadridivergéncia. Sendo a acao S invariante por translagoes,

oL oL
4 o . 4
/d 6L =0 = /d T Er {—awr&or + —8(@%)5(8“%)}

4 oL v
= /d x0, [Z me l,gor] . (2.31)

Igualando (2.57) e (2.58) e usando o fato de que € é arbitrario obtemos
/ d*z0,T" =0 (2.32)

onde T™ é o tensor densidade de momento-energia definido por

oL
T — g £ 5 5 gy, 9.33
LD 5o (233)

o qual pode ser usado para definir as quantidades conservadas
P = / 2T (2.34)

Sendo 7% = H, onde ‘H é a densidade hamiltoniana, vemos que P* é o quadrivetor
momento. Concluimos entao que a invariancia por translagoes conduz a conservagao
do quadri-momento.

Consideremos agora as transformacoes de Lorentz infinitesimais
=t + Wt (2.35)
Essa transformacao é acompanhada por uma transformagao dos campos na forma

@l (') = Sps(w)eps(). (2.36)
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Para os casos de campos escalares e espinoriais, S, vale [33]

Srs = 57‘5

1

S,e = 6,5 + 3 [Vas W, WM

respectivamente 3. Temos entao

0pr(x) = Sps(w)ps(2) = pr()

= s [(@°0° — P06 + 5] o,

onde definimos

1) = 0 = s (0707 = 20°) 6+ 320).

Entao

oL
d*rélL =0 = —/d%w“ﬁxa@ L= /d4x8 [—5 T]
/ ’ " L0

de onde obtemos

/ d*z0,M"" =0,

com
L s

MHeB = gonb _ ghrre 4 2 s
9(Ouspr)

O momento angular conservado ¢ dado por:

M = /d?’xMoaﬂ = /d3x [xaToﬁ — P70 ¢

2.2.2 Invariancia de Calibre

oL
»Pop,
a(a(]QOr> rs SO

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

Nas transformacoes consideradas até agora, o parametro €* era constante.

Vejamos agora teorias nas quais o lagrangiano seja invariante por

6¢ = ie* ()2,

30s objetos Yu € 7y sdo matrizes que dependem do campo espinorial.

(2.45)



13

ou seja, o parametro da transformacao é agora uma funcao do ponto do espaco-
tempo. Tais teorias sao denominadas Teorias de Calibre.
Exigirmos invariancia local implica no surgimento de um campo de calibre.

Vejamos como exemplo o caso do campo espinorial descrito pelo lagrangiano

£ = 970, — m)e, (2.46)

sendo 7" as matrizes de Dirac e ¢y = ¥™" o adjunto de Dirac. Ao exigirmos

invariancia por

0 = da(x)y
S = —ia(z)y, (2.47)

temos:

5L = —ia(a)(ir"0, — m)Y + (ir"D, — m)[a(@)p] — Pr*pdua(z).  (248)

Portanto o lagrangiano perde a invariancia; a derivada d,1 nao se transforma como
Y. Aqui deve ser introduzido o conceito de derivada covariante D, de forma que sob
uma transformagao de calibre local, como a colocada acima, se transforme como os
campos, ou seja

0D, = ia(z) D, (2.49)

Para o campo espinorial anterior em interagao com o campo eletromagnético,
D, é dado por
D, =0, +ieA,. (2.50)

O potencial eletromagnético surge entao como um campo compensador. Sua trans-
formacgao da-se exatamente de forma a compensar o termo proporcional de d,a em
0L,

0A, = —é@ua(:p). (2.51)

A introducao do potencial A, forca a introducao de novos termos no lagrangiano.

A tnica combinacao quadratica nas primeiras derivadas de A, que é invariante sob
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(2.78) é o tensor de Maxwell
Fl = 0,4, — 9,A,. (2.52)

Termos de massa do tipo A* A, nao sao invariantes, implicando na auséncia de massa

para os potenciais A,. Portanto, o lagrangiano total
1 124 Iy (7~
L= _ZF“”F + (v D, — m)y (2.53)

¢ invariante sob as transformacoes de fase locais (2.74) e (2.78), ou transformagoes
de calibre de primeiro e segundo género respectivamente. Ele descreve a interacao
entre elétrons e fétons.

As transformagoes (2.74), para cada ponto x, sdo andlogas a uma rotacao
no espaco dos 1; espaco este que assume um carater de espaco interno. A liberdade
de escolha de base dentro desse espaco reflete-se na conservagao da carga elétrica.

Todos os passos dados até agora podem ser repetidos quando o grupo de

transformacoes nao ¢ abeliano. Seja entao o lagrangiano
L= V(iry"d, —m)V, (2.54)

onde ¥ é um vetor coluna em um espaco vetorial de dimensao n, no qual atua uma

representacao do grupo nao abeliano G:
U =i (x)2, ¥ (2.55)
onde {2, sao as matrizes geradoras que obedecem as seguintes relacoes de comutagao
[, Q] = i far e, (2.56)

sendo f¢ os coeficientes de estrutura de G. Para tornar o lagrangiano (2.81) in-

variante sob a agao das transformagoes (2.82) introduzimos a derivada covariante

D,V = (9, +igA",Q,) (2.57)
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onde A%, sao potenciais andlogos a A, do eletromagnetismo e g é a constante

de acoplamento *. A lei de transformagdo de A%, é obtida exigindo que D,V¥

transforme-se como W. Calculemos entao a variagao de D, V:
d(DV) = 0,(6¥) +igA”,Qq (6A%,Q,) ¥
= €"Q,0,V + 70,6 Q¥ — gA* Q"W + igd A, Q. V. (2.58)
Queremos que
d(D,V) = 1.'Q,D,V

= i€"Q,0,V — ge"Q, A° . (2.59)

Comparando as duas ultimas expressoes, obtemos

1
5Ayz—ﬂ%¢w—§@& (2.60)

Note que no caso abeliano (2.87) se reduz a (2.78).

A nao-comutatividade da derivada covariante nos da
D, D, |V =igF*,,Q,V, (2.61)
sendo [, definido por
F,, =0,A" —0,A%, — gfbc"AbuAC,,, (2.62)
e transforma-se de forma covariante sob as transformagoes de calibre (2.87)
6F,, = — e F . (2.63)
Podemos entao generalizar o lagrangiano de Maxwell,
1

Lyy = _ZFauVFawja (264)

4A constante de acoplamento estd intimamente associada & carga da teoria em questdo. No

caso do Eletromagnetismo, por exemplo, teriamos como constante de acoplamento a raiz quadrada

62

da constante de estrutura fina: /a; o = 55
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e mostrar sua invariancia sob (2.87). Concluimos entdao que o lagrangino total in-
variante de calibre é

TR 1 a apy
L=V (iv"D, —m)V¥ — ZLF“”F w. (2.65)

Um termo de massa para os potenciais de calibre teria a forma —%mQAauAa“, no
entanto, as transformagoes (2.89) nao o deixam invariante. Assim como os fétons,

tais potenciais de calibre também nao tém massa.

2.2.3 Teoria de calibre para o grupo das translacoes

Para o caso de teorias de calibre genuinas, como as que foram vistas an-
teriormente, as transformagoes de primeiro género sao representadas pela acao do
grupo de simetria em um dado campo fonte. Para o caso da gravitacao, no entanto,
a acao do grupo dé-se diretamente na base x° que define o espaco interno, e nao em
um campo fonte definido nesse espaco ®. A seguir, serao vistos dois exemplos que
ilustram essa observacao. E importante notar que nessa abordagem, um determi-
nado grupo de simetria para o espaco interno é proposto a priori, e na sequéncia é
construida a teoria. Esse trabalho tem um objetivo exatamente contrario; dado um
Lagrangiano, qual o grupo de simetria do espago interno.

Em uma teoria de calibre para o grupo das translacoes, o campo fundamen-
tal é o potencial de calibre A, = A, (x”), assumindo valores na &lgebra de Lie desse
grupo:

A, = AP, (2.66)

com P, = 0, sendo os geradores de translagoes infinitesimais, que satisfazem:

[P, P, = 0. (2.67)

5T claro que para os casos nos quais haja um campo fonte, além do préprio campo gravitacional,

o grupo ird atuar também nesse campo.
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A transformagao de calibre é definida como uma transformagao local das coorde-
nadas no espaco interno

' = x% + €, (2.68)

na qual €* = € (z*) s@o os parametros infinitesimais da transformagao. Em termos

de P,, podemos reescrever a transformagao na forma
51 = € Pyr® = €. 2.69
b

Consideremos agora um campo fonte qualquer ¢ = ¢ (z#,2%). Sua trans-

formacao de calibre infinitesimal é dada por:

0 = —€*0y1), (2.70)

na qual d7 significa uma mudanga funcional no mesmo ponto x*. Convém destacar
que os geradores de translacao podem atuar no argumento de qualquer campo fonte,
implicando na universalidade da gravitagao. Usando a definicao geral de derivada

covariante [1]

. 0
DN — 0u + A N%’ (271)
a derivada covariante translacional de v é:
D,y = 0,0 + A" ,0.9. (2.72)
Equivalentemente, podemos escrever [14]
Dud} = ha,uaad]a (273>
onde
h*, = 0,a" + A", = D,x" (2.74)

é¢ um campo de tetradas nao trivial, isto é, anolénomo ®. Tal campo, como dito
anteriormente, ¢ uma base linear que relaciona a métrica g a métrica do espaco

interno por = 0, . Na teoria de calibre para o grupo de Poincaré, como
t por Ny = Guvha"h”. Na t d libre p po de P ,

60s membros da base h®, que definem o espaco interno, nao comutam.
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sera visto logo adiante, ndo é possivel reescrever a derivada covariante (2.25) na
forma (2.26), uma vez que nao é possivel definir um campo de tetradas como em
(2.27) que englobe tanto as componentes do potencial de calibre translacional quanto
a conexao de spin associada ao potencial de Lorentz.

O tensor intensidade do campo de calibre é obtido através da relacao de

comutacao da derivada covariante
[Dy, D) = F*, P, (2.75)
de onde obtemos
F,, =0,A*, —0,A", = 0,h", — 0,h",. (2.76)

Da covariancia de D,1, obtemos a transformacao de calibre para os poten-

clais
A, =A%, — 0, (2.77)
Usando as transformacoes (2.21) e (2.30), vemos que a tetrada é invariante de calibre

e, = he,. (2.78)

Consequentemente, ¢, também ¢ invariante sob essa transformacao de calibre.

Multiplicando a equagao (2.29) por h,”, obtemos:
ho" F*, = ho?0,h", — ho"0,h",, (2.79)
que nos permite definir a conexao
I'*,, = h.”0,h%, (2.80)

chamada conexao de Weitzenbock, que sera a conexao relevante para essa descricao
da gravitagao. De posse da conexao, ¢ possivel notar que a intensidade de campo é

apenas a tor¢ao escrita na base tetrada,

F = h*,T",,. (2.81)
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A construcao da teoria a partir daqui é andloga a que foi feita nas se¢oes anteriores,
e levara a uma teoria totalmente equivalente a RG.

A construcao de uma teoria de calibre para um grupo qualquer poderia ser
feita, em principio, sem qualquer relacao com a interacao gravitacional. A principal
motivacao para utilizar tal teoria para descrever a gravitacao estd associada com
a fonte do campo gravitacional: energia-momento. Como é conhecido do teorema
de Noether [30], essas quantidades sao conservadas desde que o sistema fisico seja
invariante sob translacoes no espaco-tempo. Seria entao natural esperar que o campo
gravitacional fosse representado por uma teoria de calibre para o grupo de translacao.
Isto é semelhante ao que se passa no eletromagnetismo, cuja fonte, a 4-corrente
elétrica, é conservada devido a invariancia da teoria sob transformacoes do grupo
unitario U (1), o grupo de calibre da teoria de Maxwell.

Como tltimo comentario, vale ressaltar que na teoria de calibre para o

grupo das translacoes, o campo de tetradas h®, e o potencial de calibre A%, as

a.

vezes se confundem, uma vez que diferem apenas por um termo trivial dy;

ou seja,
o campo fundamental pode, em determinadas situacoes, ser interpretado como o
proprio campo de tetradas. Tal peculiaridade nao ocorrera na teoria de calibre para

o grupo de Poincaré, na qual os objetos fundamentais sao sempre os potencias A%,

ab
e A%,

2.2.4 Teoria de calibre para o grupo de Poincaré

A principal motivagdo em se utilizar uma teoria de calibre para o grupo de
Poincaré na descri¢ao da interagao gravitacional reside no principio da equivaléncia.
Este estabelece que a RG seja invariante sob transformacoes locais de Poincaré.
Em vez de pensar na simetria local de Poincaré como derivada do principio da
equivalénica, a idéia é pensar de forma exatamente contraria, como acontece nas
teorias de calibre.

Em uma teoria de calibre para o grupo de Poincaré, o campo fundamental é
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o potencial de calibre A, = A, (zV), assumindo valores na algebra de Lie do grupo:
A, = A", P+ A™ M, (2.82)

com P, = 0, e My = 2,0, — 1,0, + X sendo os geradores infinitesimais de
translagoes e transformacoes de Lorentz respectivamente, e ¥, sendo a parte es-

pinorial do momento angular. A dlgebra de Poincaré é satisfeita pelos geradores:

[Pm Pb] = 07
[Paa Mbc] = 77(1ch - nachy
[Maba Mcd] = nbdMac - nbcMad + nachd - nadec- (283>

A transformacao de calibre é definida como uma transformacao local das coorde-
nadas no espago interno

' =%+ &, (2.84)

na qual €% = £ (z#) = € +w%a® sdo os parametros infinitesimais da transformacao.

Em termos de P, e M, podemos reescrever a transformacao na forma
6x% = Py 4+ wey M o = £°. (2.85)

Consideremos agora um campo fonte qualquer ¢ = 1 (z*,z*). Sua trans-

formacao de calibre infinitesimal é dada por:
51 = 0,10 + W% (2,0° — 279, + 1) ¥, (2.86)

na qual 07 significa uma mudanca funcional no mesmo ponto z*. Podemos agora

escrever a derivada covariante de v
1
D,y = 9p + A%,0.0 + §A“bu (2205 — 2404 + Sap) 1. (2.87)

Nesse ponto, a descricao comega a diferenciar-se completamente da descricao para o
grupo das translagoes. Nao é possivel, por exemplo, reescrever a derivada covariante

do campo fonte 1) na forma (2.26); no entanto, podemos escrever

1
D, = h®, 0,0 + EA“"# (240 — 140, + Sap) 1. (2.88)
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Tal derivada covariante pode ser usada no calculo do tensor intensidade de campo
(curvatura) da teoria; esse objeto, por sua vez, nos permitird definir a conexao
associada. Como vimos, no caso translacional a conexao associada a geometria
do espaco-tempo é a conexao de Weitzenbock 1Y, = h,”0,h",, cujo tensor de
curvatura é identicamente nulo, mantendo apenas a torcao diferente de zero, que
por sua vez estd associada ao tensor intensidade de campo daquela descricao. No
caso atual, a conexao tera uma estrutura mais geral e tera tanto curvatura quanto

torgao diferentes de zero. Vejamos

[D,Lu Du] w = Fa;wpaw + Fab;wMabwa (289>
de onde obtemos
Fo,, = 8,A% — 8,A%, = 9,h%, — ,h°, (2.90)
(§]
Fab/“/ — aﬂAabl/ o aVAabu + AacuACbu o AacuACb,u (291>

as intensidades de campo translacional e de Lorentz respectivamente.

H& varios lagrangianos possiveis para a teoria de calibre de Poincaré, e
sua forma determinard a dinamica do campo gravitacional. Para que as equagoes
de movimento sejam no méaximo de segunda ordem nas derivadas de campo, o la-

grangiano pode ser, no maximo, quadratico nos tensores de curvatura e torgao [31]:

L = b(—aR+Lr+Lr+ ),
Ly

a(AT,,,T"* + BT,,, T""* + CT,T")

Lr b1 Ry po RBP4 by Ry po RP7™ + b3 R, R + by R, R + bs R?

+ b (€uupe RMP7)? (2.92)

onde o, A, B, C e b; sao parametros livres, A é a constante cosmoldgica e a =
1/2k (k é a constante gravitacional de Einstein). Daqui é possivel reproduzir casos
particulares, como a teoria de Einstein-Cartan (Lr = Lg = 0), a teoria teleparalela

(ER:a:R:())eaRG(ETzﬁR:T:O)
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2.3 Sistemas Hamiltonianos Vinculados

A inclusao dessa secao faz-se necessaria, uma vez que uma simples transfor-
mada de Legendre do lagrangiano do ETRG nao ¢ suficiente para obter sua versao
hamiltoniana. Isso deve-se ao fato da teoria apresentar vinculos que relacionam as
coordenadas e os momentos, limitando o espaco de fase disponivel. Como desejamos
obter a versao hamiltoniana da teoria, devemos primeiramente aprender um pouco

mais sobre o formalismo desenvolvido por Dirac para tratar esses sistemas [2, 34, 35].

2.3.1 O formalismo

A forma padrao para passarmos da descrigao lagrangiana para a hamiltoni-

ana ¢ através de uma transformada de Legendre:

sendo ¢; e ¢; as coordenadas e as velocidades generalizadas respectivamente, e
oL
i = A 2.94
P= g (2.94)

o momento conjugado a ¢. Existem casos para os quais a transformacao (q,q) —
(g, p) nao é inversivel, ou seja, o jacobiano da transformacao, dado por

0L
9¢;0q;

Op;

—| = det
8qj

J = det ’ (2.95)

é igual a zero. O fato da transformada de Legendre nao ser inversivel significa que
as variaveis ¢; e p; nao sao todas independentes, o que implica na existéncia de
vinculos entre elas, limitando o espaco de fase disponivel. Nesses casos, as equacoes
de movimento nao podem ser obtidas diretamente da diferenciagao de (2.93), sendo
necessario introduzir uma extensao do formalismo.

Seja entao um sistema, cujo lagrangiano é tal que existam N condigoes de

vinculo entre as variaveis canonicas, dadas por:

o, = (q,p,t) =0, (2.96)
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comm = 1,..., N. O sinal ~ representa igualdade fraca, significando que a relagao
de vinculo ndo vale, necessariamente, dentro dos parénteses de Poisson 7. Tais
vinculos, por decorrerem diretamente da definicao de momento, sao chamados de
vinculos primarios.

A forma usual para se obter as equacoes de movimento de um sistema
hamiltoniano é através do cédlculo do diferencial de (2.93), porém, em decorréncia
das relagoes de vinculo (2.96), as variagoes dg; e dp; nao sdo independentes. O
método dos multiplicadores de Lagrange deve ser utilizado nesse caso, levando a:

z”: iuacp P L R L A
aqz - " g “t Ip; o Op; b

i=1 =1

OH 0d,, - oL oL
=t § =) dt = |- = =o. 2.
+ < BT +m:1um 5 ) [qzdpz 8qidqz} 5 0 (2.97)

=1
Aqui, os u,, representam os multiplicadores de Lagrange. E possivel agora obter as

seguintes equacoes de Hamilton

Z Uy {qi,HvL Zumcbm}, (2.98)

q; =

8p, — Di
N
P aq Z um ' {pi,H -y umcbm} . (2.99)
¢ m=1 i m=1

As equagoes de movimento (2.98) e (2.99) devem ser tais que as condigoes de vinculo
(2.96) sejam satisfeitas durante toda a evolugdo temporal, de modo que,
00 _ @H+Zu = {® H}—i—iu (&), P} ~ 0 (2.100)
0t s m¥xm ly Pt m Iy ¥m . .

m=1

Existem quatro possibilidades diferentes para cada uma dessas equacoes:

1. Podemos chegar a uma inconsisténcia do tipo 1 = 0, o que significa que o

lagrangiano de partida nao descreve de maneira consistente um sistema real.

2. A equacao é automaticamente satisfeita, nada de novo sendo acrescentado.

"A igualdade s6 é valida na sub-variedade definida pelo vinculo.
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3. {®;,P,,} # 0. Obtemos uma equagao envolvendo alguns dos coeficientes u,,,

0 que permite determinar um deles em funcao dos demais.

4. As condigoes de consisténcia geram novas relagoes entre as variaveis canonicas,

ou seja, novos vinculos: x (¢, p) ~ 0 denominados de vinculos secundarios.

As novas condicoes de vinculos devem satisfazer y = 0, levando novamente nas pos-
sibilidades (1) - (4). Repete-se esse procedimento até que mais nenhuma condicao
de vinculo seja gerada. Sejam entao, por suposi¢ao, M condi¢oes de vinculos se-

cundarias:
Xr (¢,p) = 0; (2.101)

com r = 1,..., M. Dentre os vinculos, podem existir alguns que possuam paréntese
de Poisson fracamente nulo com todos os vinculos da teoria, que serao denominados
vinculos de primeira classe. Ja aqueles que possuam pelo menos um paréntese de
Poisson diferente de zero serao chamados de vinculos de segunda classe. A existéncia
de vinculos de primeira classe indica que a teoria considerada possui invariancia de
calibre. Os motivos que levam a essa afirmacao ficarao claros a seguir.

Com o objetivo de obter um ntimero maximo de K e N+ M — K vinculos de
primeira e segunda classe, respectivamente, fazemos combinagoes lineares de todos

os vinculos:

©a (¢,p) = 0; (2.102)

coma=1,.. K, e

O (¢,p) = 0; (2.103)

coma=K+1,..., N+ M. As combinacoes devem ser feitas de maneira tal que as

fungoes ©, sejam linearmente independentes, ou seja,

N+M

P = D CnaOa, (2.104)

a=1

e portanto
N+M

Zumq)m = Z V000; (2.105)

a=1
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Com Uy = Y UnCma. A evolugdo para uma fungdo dinamica qualquer pode ser

obtida através de seu diferencial total,

i of of  of
it = o T o T A (2.106)

A substituigao de (2.105) em (2.98) e (2.99), e estas em (2.106) leva a:

N+M
daf of
— =~ fH 0O —. 2.107
WSS o
Usando as condicoes de consisténcia para os vinculos O, obtemos o seguinte sistema

de equagoes:

K N+M
O ~ {00, H} + > {0005} vs+ Y {64,605} 05~ 0. (2.108)
p=1 B=K+1

A matriz [{©,,03}|, para o, = K + 1,.... N + M ¢é inversivel; caso contrario
seu determinante seria nulo, o que implicaria na existéncia de um novo vinculo
de primeira classe, o que nao é possivel por construgao. Como toda matriz anti-
simétrica de dimensao impar tem determinante nulo, concluimos que o niimero de
vinculos de segunda classe é par. Denotando a inversa de |[{O,,03}| por Cypg,

obtemos de (2.108):
N+M

Vo ®— Y Cap{0s MHia}; (2.109)

B=K+1

coma=K+1,...,N + M, e o hamiltoniano total é definido por

K
Hiw =H+ Y _ 050 (2.110)
B=1

A equagao (2.109) determina alguns dos multiplicadores v,, a = 1, ..., K (os multi-
plicadores originais sao obtidos de (2.105)), em fungao dos demais, que permanecem
como fungdes arbitrarias no sistema. Substituindo (2.109) em (2.107) obtemos fi-

nalmente a equagao de evolugao para uma funcao dinamica f (g, p):

d N+M 5
_f ~ S Hiot} — Z {f.0a0} Cop{Op, Hiot} + 8—{ (2.111)

dt
a,f=K+1
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Definindo o paréntese de Dirac entre duas fungoes dinamicas f e g por

N+M
{f’g}DE{f7g}_ Z {fa@a}cocﬁ{@ﬁ7g}v (2112)
o,f=K+1
(2.111) pode ser reescrita na forma
d
d_Jl: ~ {f, Htot}D , (2113)

de maneira que o paréntese de Dirac agora, substitui o paréntese de Poisson nas
equacoes de movimento.

E possivel agora analisar com mais detalhes a relagao entre os vinculos e as
condigoes de calibre. Quando existem vinculos de primeira classe, permanecem nas
equagoes fungoes arbitrarias através do hamiltoniano total H;,; em (2.110), havendo,
portanto, graus de liberdade adicionais. Qualquer conjunto de valores para ¢q e p
em um determinado instante, que possa evoluir a partir de um estado inicial, deve
corresponder ao mesmo estado fisico nesse instante. Sejam particulares valores para
¢'s e p's no instante ¢t = 0, vejamos como eles estarao apdés um breve intervalo de
tempo 6t. Para uma varidvel dinamica qualquer f, com valor inicial fj, seu valor

em um instante 0t é

= f0+{f7Htot}5t7
= Jo+ ot ({f,H} +vs{f Os}). (2.114)

Os coeficientes v sao completamente arbitrarios. Tomemos um valor diferente, v/,
para esses coeficientes. Isso daria um valor diferente para f (dt), sendo a diferenca

dada por:
Vf(6t) = ot (vg — vj) {f,Op}, (2.115)

que podemos reescrever como

V() = es{f O}, (2.116)
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onde

eg = 0t (vg — vj) (2.117)

¢ um nimero pequeno (devido ao coeficiente 6t) e arbitrario (devido ao fato dos
v's e v"s serem arbitrarios). Podemos mudar todas as nossas varidveis canonicas
de acordo com (2.116) e as novas variaveis descreverao o mesmo estado. Essa mu-
danca nas variaveis consiste em aplicar uma transformacao de contato infinitesimal
(transformagao de calibre), gerada pela fungao ¢305. Concluimos entao que os s
sao fungoes geradoras de transformagoes de calibre, que mudam os ¢'s e os p’s, mas
nao afetam o estado fisico do sistema.

Uma maneira de determinar os multiplicadores arbitrarios consiste em in-

troduzir, de maneira ad hoc, K condic¢oes de vinculo adicionais:
U, ~0; (2.118)

com a = 1,..., K, tais que os vinculos de primeira classe, em conjunto com estes
vinculos agora introduzidos e os de segunda classe, passem a ser todos de segunda
classe. A escolha dos vinculos adicionais deve ser feita de tal maneira que eles sejam

coerentes com a dinamica e nao gerem novas condicoes de vinculo, ou seja, que

v, ~ 0.
Para finalizar, vejamos a relacao fundamental da quantizagao canonica usual
a partir do formalismo de Dirac, feita através da relacdo entre (2.113) e a equagao

de Heisenberg da mecanica quantica:

{70k — = [F:a), (2.119)

na qual o paréntese de Dirac entre f e g é dado por (2.112), e apresenta as seguintes

propriedades:
{f,.9}p=—{9.f}p, (2.120)

{fvgh}D:{fvg}Dh+g{f7h}D7 (2.121)

{Oa, f}p =0, (2.122)
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{f,9}p = {f. 9}, (2.123)

Acrescenta-se ainda a identidade de Jacobi

{hatp,hyp+ {0 fip.9}p +Hehtp, f}p =0. (2.125)

Para o caso de sistemas continuos, com infinitos graus de liberdade, a prin-
cipal diferenca com relacao ao que foi feito até agora é que as variaveis sao campos,
de forma que deve-se tomar cuidado no calculo dos momentos e dos parénteses de
Poisson, uma vez que as derivadas parciais sao substituidas pelas derivadas fun-

clonais.

2.3.2 O Eletromagnetismo

A titulo de exemplo, apliquemos todo o ferramental obtido até aqui ao

Eletromagnetismo de Maxwell, cuja densidade lagrangiana sem fontes ¢ dada por:

1 4
L=~ FuF", (2.126)
com
F,, = 0,4, —0,A, (2.127)

sendo o tensor intensidade de campo e A, o quadripotencial eletromagnético. O

momento canonicamente conjugado ao potencial A* é

s
M, = = =~ Fon, (2.128)

de onde é possivel concluir que Fy; = E;, e portanto, II; esta relacionado ao campo
elétrico da teoria. Sendo F), definido de forma anti-simétrica, ele nao tem de-
pendéncia nas velocidades A°, de forma que II, é identicamente nulo: daqui defini-

mos o unico vinculo primdrio da teoria:

® =1, ~ 0. (2.129)
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De fato, h4 um vinculo para cada ponto z* do espaco, no entanto, por simplicidade

conta-se apenas um vinculo. A densidade hamiltoniana canonica tem a forma
. 1 . . )
He =10, A" — L= 2 Fy FY — LTI — Ao, (2.130)

e portanto nao depende das velocidades; segue que a densidade hamiltoniana total
é dada por
Hr =H. + ud, (2.131)

com u sendo um multiplicador de Lagrange. Da condi¢ao de consisténcia para o

vinculo primdrio é possivel encontrar o vinculo secunddrio associado &,
x = Iy = {Tly, Hy} = O'TL; =~ 0, (2.132)
do qual nao surgem vinculos adicionais
x =0. (2.133)
Ambos os vinculos sao de primeira classe,
{Iy, 0'1L;} =0, (2.134)
e portanto atuam como geradores de transformagao de calibre:
0A" (1) = /d3a?' [e1 () {A (), @ (2)} + €2 () {A" (2) , x (2)}]
= e +0lDey. (2.135)

Analisando a expressao anterior, nota-se que ela é uma generalizacao das trans-

formacoes usuais

SAH = dHe, (2.136)

De fato, introduzindo a hipétese ¢, = %, é possivel chegar em (2.136) a partir
de (2.135). A introducdo da relagdo anterior é garantida pela arbitrariedade dos

parametros.

8De forma andloga, poderiamos ter calculado 6H./5A°. Isso serd feito para encontrarmos os

vinculos secundarios associados ao ETRG.
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Uma andlise da expressao para os parénteses de Dirac (2.112), permite-nos
concluir que tais parénteses sé se tornam relevantes para os casos nos quais a teoria
apresente vinculos de segunda classe. De fato, esse é o caso de qualquer teoria que
apresente vinculos de primeira classe e se queira quantizar. Para efetuar o processo
de quantizacao, antes de mais nada, deve-se fixar um calibre; como foi visto, isso é
feito introduzindo um novo conjunto de vinculos de segunda classe. Por exemplo,

no caso do Eletromagnetismo podemos escolher os calibres

U, = A'=~0,
U, = 9;A" =0, (2.137)
U =9,A" ~ 0, (2.138)

de Coulomb ou de Lorenz respectivamente. Independente da escolha de calibragao
é possivel através dela encontrar uma equacao diferencial (ou conjunto de equagoes)
cuja solugao mostrara como é a dependéncia do parametro de transformacao de
calibre nas variaveis de espaco-tempo. No caso do exemplo anterior, se escolhemos

o calibre de Lorenz ganhamos a equagao de onda
0,0"e = 0, (2.139)

cuja solucao mais geral é, obviamente, oscilatéria. Isso estd em acordo com a com-
pactividade do grupo U(1); a amplitude de € (2#) é modulada. No capitulo 3 faremos

uma analise analoga para o caso da Gravitagao.

2.3.3 A Gravitacao descrita pelo ETRG

A formulagao usual da gravitacao classica é a RG. Esta, por sua vez, tem
como descrigdo hamiltoniana padrao a formulagao ADM [36], que consiste basica-
mente em decompor o chamado espaco-tempo em espaco+tempo. Nesse modelo,

dada uma métrica g,, projeta-se um campo vetorial t* em folhas ¥, para obter [21]

N = —gt'n” = (n"V,t)~"! (2.140)
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NH = g'Vi,, (2.141)

a fungao Lapse (normal a ¥;) e o vetor Shift (tangente a 3;) respectivamente, sendo
n* normal a >; e g;W = g + nun, a métrica espacial induzida em ;. A figura 2.1

ilustra essas definigoes.

Zyoat

Z

Figura 2.1: Diagrama do espaco-tempo ilustrando a definicao da funcao Lapse N e

do vetor Shift N*. Na figura, os indices gregos foram trocados por indices latinos.

O lagrangiano ADM nao tem dependéncia em N e Nu, mas apenas em
q > de forma que os momentos associados Iy = Ily, = 0 definem os vinculos
primarios da teoria. As equactes de vinculos secundérios surgem da variacao do
hamiltoniano em fungao de NV e N,. A soma dessas tltimas as equagoes advindas
da variacao do hamiltoniano em funcao de g;w e Hg'w sao totalmente equivalentes
as equacoes de Einstein. Como ja dissemos, a presenca de vinculos na formulacao
hamiltoniana indica que nao isolamos os verdadeiros graus de liberdade dinamicos
na escolha do espaco de configuragao. O fato é que é possivel eliminar o vinculo
associado ao vetor Shift N, através da ”ampliagdo”do espago de configuragdo ?, no
entanto, o vinculo associado a funcao Lapse N permanece. Esse vinculo pode ser
interpretado como sendo uma consequéncia da arbitrariedade de calibre envolvida

na escolha de como "fatiar”’o espago-tempo em espaco+tempo. Ao introduzir no

90 novo espaco é obtido através das transformacoes geradas pelo vinculo associado ao vetor

Shift.
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lagrangiano uma ”funcao tempo”, que define a escolha de hiper-superficies ¥; com
relacao a 3, e tratar essa fungao como varidvel dinamica, o vinculo é introduzido; e
nao parece possivel contorna-lo. Ou seja, parece impossivel encontrar um espago de
configuracao para a RG, tal que apenas verdadeiros graus de liberdade dinamicos
estejam presentes no seu espago de fase. Tal vinculo parece ser uma caracteristica
inevitavel da formulagao hamiltoniana da RG.

De particular interesse para o nosso trabalho é a descricao hamiltoniana
do ETRG. Apliquemos entao o algoritmo de Dirac, juntamente com alguns truques
extras, a essa teoria !°. Antes de mais nada, simplifiquemos a densidade lagrangiana
(2.11), tornado-a linear antes de prosseguir. Essa linearizagao é feita as custas da
introducao de campos auxiliares ¢q. = —Pqp que serao, mais tarde, relacionados a
torgao. Temos entao:

L = khA™ (¢ape — 2Tape) (2.142)

onde Type = hythe? Ty, A€ é definido por

1
Aabc — ((babc 4 (bbac o (bcab) 4 5 (nac¢b . 77ab(bc) ’ (2143)

e~ =

e gp = ¢%ap
As equacoes de Euler-Lagrange associadas a ¢®¢ levam a ¢gpe = Tape, que

pode ser dividida em duas equagoes:

Paok = Taok = Gohar — Oihao (2.144)

Pair = Taik = Oihar — Oxhai. (2.145)

Usando as decomposigoes anteriores, podemos reescrever a densidade lagrangiana

COomo segue

L (h,¢) = —4khA"™%Oghay, + AkhA™ Ophao — 2kRA“ I T,55 + khA e, (2.146)

10Nessa descrigio seguiremos a referéncia [37], de forma que, por conveniéncia, adotaremos as

constantes como sao usadas naquele trabalho.
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onde A%k = Aabep,O0p F e A% = A%chih . Os momentos canonicamente conjugados
a hg, sao dados por

% = —4khA", (2.147)

E possivel usar a expressao anterior e reescrever novamente a densidade lagraneana

como segue,

L = T%0ha, — % 0phao — 2kRA Ty + khA™ g
= [%Ohar — N Oghao — khA"7 (2T 15 — Baij) + 2kRA P aop. (2.148)

O ultimo termo do lado direito da equagao anterior pode ser escrito como
1
2khA™ poor, = —EH“%M. (2.149)

A identificacao ¢gi; = Tyij, feita anteriormente, permite-nos escrever

—khA™ (2T — Gaij) = —KkhA™T,;
= _kh(igimganamnTaij + %ganimnTmij — giijﬂT”nk)
+ kh(—%gmgj%aoﬁaij - %g%%kTOU + %go&biomﬁ
— 9" 0T + g 0T j1). (2.150)

Os ultimos cinco termos da equagao anterior podem ser reescritos como segue:
_%kh%% [gOigijaij _ pai (QOkaij _ gijoij) 19 (hakgm _ haogki) Tjji} . (2.151)
Assim, a densidade lagrangiana ganha a forma
L (R, 1" hag, daok) = T Oohag + haoOkI1" — Ok (haol1®*)
- kh(igimganamnTaij + %ganimnTmij - giijjiTnnk>
_ %¢a0k[nak + kh[g¥giTe,, — hoi (QOkaij _ gijoij)
+ 2 (h%g" — h*0g") T ;]). (2.152)

Resta agora, escrever as componentes restantes dos campos auxiliares, @qor, em

termos dos momentos I1%.
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Consideremos a expressao para os momentos, escrita de forma expandida
Hak — kh[gOO (_gkj¢a0j - haj¢k0j + 2hak¢j0_j) 4 gOk (90j¢a0j 4 haj(b()oj)
+ haO (90j¢k0j + gkj¢00j) ) (ha090k¢j0j + hakg0j¢00j) o gOigijaij
+ hai (ngTkij o gijOij) ) (QOihak o gikhaO) Tjji]~ (2153)

Denotando as partes simétrica e anti-simétrica por (...) e [...] respectivamente, ¢é

possivel decompor 1% como segue
% = p 10 + o TIH 4+ peg TTOF, (2.154)
onde
) = kh[g" (_gkj(bioj — gk + zgik¢joj) g (g0j¢i0j + g0, — 90i¢j0j)
+ g (90j¢k0j + gHg0, — gok¢j0j) — 2g* g0 g0y + A, (2.155)
com
Ak — _ gom <gijimj +giIT* 2giijmj) _ (gkaOi i gimgok) Ti,  (2.156)
T — p, [_gimgijOmj X (gimgok _ gkmg(]i) ijj} ’ (2.157)
% — _9kh (gkjg()iTOij L googiijij) ‘ (2.158)

O ponto chave dessa anélise é que apenas as componentes simétricas I1(¥) dependem

7

dos termos ¢,or que contém as ”velocidades”. Com o intuito de encontrar quais
componentes de ¢,0r podem ser invertidas em termos dos momentos, decompomos

da0k, com a ajuda de novos campos auxiliares, como segue
¢a0j _ hai¢ij + haio_ij + h’aO)\j’ (2159)

onde ¢;; = %(@0]' + ¢joi), 0ij = %(¢i0j — $j0i)s Aj = Gooj € Guoj = h®udaos. Substi-

tuindo entdo essa decomposicio de ¢%; em 1% ganhamos:
¢ j g

0% = kh (P* 4 A™) (2.160)
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com P™*_ que possui dependéncia apenas em ¥, sendo definido como

P* = =29% (g g g — g™0) +2 (99" 9 + g% 9" ) s

— 2(9™ 9" 9" i + 9" 9", (2.161)

onde ¢ = g™ Py,

E possivel agora, inverter 1,,; em termos de P para obter

1

wmj = _@

4 1
(gimgkjpzk - §gm]P) ) (2162)

onde P = g;, P™*.
Fazendo uso de (2.153), (2.159) e (2.162) podemos reescrever as duas ultimas

linhas da densidade lagrangiana (2.152) em termos de varidveis canonicas, ou seja,

_§¢a0k Hak + kh [QOzgk]Taij — pw (QOJTkij o ngTOij> + 2 (hakgm . hangz) Tjji}
(2.163)

pode ser escrito na forma

1 . 1
wkh <gikgﬂp’upkl - §P2> . (2164)

Assim, finalmente podemos obter a densidade hamiltoniana canonica,
Hy = T"*0ha — L
1 . 1
_ ak ij pkl 2
= —haOp 11" — th <9¢kgijJP - §P )
1 im _njroa 1 nji m ikj n
+ kh Zg qg T mnTaij + §g T mnT ij — g T ﬂT nk | - (2165)
Para encontrar a densidade hamiltoniana total, precisamos primeiro identi-

ficar os vinculos primérios da descricao. Nesse caso, eles sao dados pelas expressoes

(2.157) e (2.158):

D = % =TI — kh[—g" g T, + (g™ g™ = ¢ ") T 0] (2.166)
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além das componentes II1? dos momentos, que anulam-se identicamente. Temos

entao
H = Hy + agl'™ + BI% + 7,11 = Hy + oy + B0* + 0y, (heoIl®*),  (2.168)

onde i, Br e v, sao multiplicadores de Lagrange.

Para obter os vinculos secundarios, devemos exigir que cada um dos vinculos
primaérios sejam consistentes, ou seja, seus parénteses de Poisson com o hamiltoniano
total devem anular-se identicamente. Alternativamente, devemos variar o hamil-
toniano total com relagao a variavel do espago de configuragao responsavel pelo

surgimento do vinculo, nesse caso, hgo:

SH
= — 0. 2.169
X' = ( )

Apés um longo calculo, chega-se na expressao final para os vinculos secundérios,
Xe = h"Ho + h'F}, (2.170)
onde

1 .
F, = hy;0u 1% — ¥ T + U™ Ty + D i + (gingi P — §P)FJ (2.171)

2900

e Hy ¢ o proprio hamiltoniano canonico.
Todos os vinculos sdo de primeira class