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Resumo

Nesta dissertacao estudamos as A-identidades polinomiais de algumas algebras
importantes. Sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0, é dada
uma descri¢do de todas as A-identidades polinomiais da dlgebra de Grassmann de
dimensao infinita. Depois, estudamos as A-identidades da algebra das matrizes
triangulares superiores sobre um corpo infinito. Obtemos uma cota inferior para
o grau minimo de uma A-identidade satisfeita por tais dlgebras. Além disso, es-
tudamos o grau minimo das A-identidades satisfeitas pela dlgebra das matrizes
triangulares superiores de ordem 2, 3 e 4 e obtemos A-identidades com tais graus.
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Abstract

In this dissertation we study the polynomial A-identities of some important alge-
bras. Over an algebraically closed field of characteristic O is given a description
of all A-identities of the infinite dimensional Grassmann algebra. After, we study
the A-identities for the upper triangular matrix algebras over a infinite field. We
give a lower bound for the minimal degree of an A-identity satisfied by such alge-
bras. Furthermore we study the minimal degree of the A-identities satisfied by the
upper triangular matrices algebra of order 2, 3 and 4 and we obtain A-identities
with such degrees.
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Introducao

O assunto estudado nesta dissertacdo € dlgebra, mais especificamente dlgebras
que satisfazem identidades polinomiais, chamadas PI-dlgebras (do inglés Polyno-
mial Identities). Sejam K um corpo e [? uma algebra associativa e com unidade.

Um polinémio f(xy,...,x,) nas varidveis ndo comutativas 1, ..., x, é dito ser
uma identidade polinomial para R se

f(T’l, Ce ,Tn) =0
para quaisquer rq,...,7r, € R. Se f € um polindmio ndo nulo, dizemos que R é

uma Pl-dlgebra.

Temos vdrios exemplos de PI-dlgebras: as algebras comutativas, dlgebra de
Grassmann, algebras de dimensao finita ... Neste ultimo caso destaca-se a algebra
matricial M,,(K’). Com o estudo realizado por Amitsur e Levitzki em 1950 (ver
[1]), foi provado que

Sgn($1, To, ... ,SL’gn) = Z (—1)‘%0(1)3:0(2) .. .Qja(gn)

oE€San

¢ uma identidade para a algebra M, (K). Aqui, Ss, é o grupo simétrico de grau
2n e (—1)7 é o sinal da permutacdo o. O polindmio s,,, recebe um nome espe-
cial: polinémio standard. Na verdade, podemos dizer algo mais a respeito desse
polindmio: qualquer outra identidade para M, (K) de grau 2n é um multiplo es-
calar do polindmio standard e esta adlgebra ndo possui nenhuma identidade de grau
menor que 2n.

Dentre tantos resultados importantes na teoria de PI-dlgebras, destacamos aqui
o trabalho de Krakowski e Regev (ver [9]). Em 1973 eles descreveram todas
as identidades polinomiais da dlgebra de Grassmann G (de dimensdo infinita).
Quando o corpo € infinito, essas identidades sdo consequéncias do comutador
triplo [[x1, 2], 23], onde [x1, 23] = 2129 — x2x1. Recordamos que este resultado
foi obtido também em 1963 por Latyshev em [10].
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Outra algebra importante é a das matrizes triangulares superiores U,, (K ). Essa
algebra foi estudada por vérios autores, entre eles Maltsev (ver [11]). Foi provado
que as identidades polinomiais dessa dlgebra seguem do polindmio

[1’1, 952][$3, 954] ce [$2n—1, 952n]

quando o corpo K € infinito.

Acabamos de citar as trés dlgebras que serdo analisadas nesta dissertacao do
ponto de vista de A-identidades. Sejam A, o grupo alternado e P o conjunto dos
polindmios multilineares de grau n nas varidveis z1, . . ., x,, dados por

flz,. ... x,) = Z QoTo(1) - - To(n), Vo € K.

O'EA'n.

Dizemos que f é um A-polinémio. Se f € uma identidade polinomial para uma
dlgebra R, dizemos que f é uma A-identidade para R.

Usando a teoria de representacdes do grupo A,, por volta do ano 2000 os
matematicos Henke e Regev iniciaram o estudo das A-identidades. O primeiro
fato é que toda PI-dlgebra R tem uma A-identidade. De fato, se f(z1,...,x,) é
qualquer identidade multilinear para R, entdo o polindmio

f(l’lxz, XT3T4y ..., Lo2pn—3T2n—2, x2n71)

¢ uma A-identidade para R.

Em 2003, Henke e Regev estudaram as A-identidades da algebra de Grass-
mann G (ver [7]). Eles calcularam as A-codimensoes desta dlgebra, ou seja,
demonstraram que

onde T'(G) é o conjunto das identidades polinomiais de G. Nesse mesmo trabalho,
eles mostraram que o polindmio

f($1,$27$3, $4) = [Ih $2!E3]$4 - $4[$17 jU3$2]

¢ uma A-identidade para GG e conjeturaram que esse polindmio f gera todas as A-
identidades para G no seguinte sentido: sejam o € A,, e 0 < r < n — 4. Denote
por Py 5 € ¢r, 0S MONOMIOS

Pro = Zo1) -+ - To(r); Grio = Lo(r+5) - - - Lo(n)-
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Defina f, , como sendo o A-polindmio

fr,a = pr,a([xo'(rJrl)a xo’(r+2)xa(r+3)]xa(r+4) — To(r+4) [xo'(’r'+l)7 xa(r+3)xa(r+2)])qr,a~

Entdo os polindmios f,, geram o espago vetorial de todas as A-identidades de
grau n para G.

No mesmo trabalho Henke e Regev observaram que o grau minimo de uma
A-identidade para M, (K) é 6. Isso os levou a conjetura de que o grau minimo de
uma A-identidade para a dlgebra M, (K) é igual a 2n + 2.

Nesta dissertacdo apresentamos os resultados obtidos por D. Gongalves e P.
Koshlukov (ver [5] e [6]) que dizem respeito a respostas dadas as duas conjeturas
acima. A seguir descrevemos como a dissertacdo estd organizada.

No primeiro capitulo introduzimos alguns conceitos, exemplos e resultados
basicos da PI-teoria que servirdo como base para os proximos dois capitulos. Para
um maior aprofundamento sobre o assunto, citamos os livros [2] e [3].

No segundo capitulo é apresentada a demonstracdo do Teorema 2.1.3: a ve-
racidade da conjetura de Henke e Regev sobre as A-identidades da dlgebra de
Grassmann. Os resultados dessa secao se devem a D. Gongalves e P. Koshlukov,
e constam no artigo [5].

No terceiro capitulo € apresentado um estudo das A-identidades da algebra
U,(K). Na primeira se¢dao, mostramos que o grau minimo de uma A-identidade
para Us(K) € 5 e exibimos uma A-identidade com tal grau. Na segunda secdo é
provado que o grau minimo das A-identidades para Us(K) e Uy(K) sdo 8 e 10
respectivamente. Na terceira se¢do é apresentado o Teorema 3.3.16: seja d(n) o
grau minimo de uma A-identidade para U, (K). Se k& > 0 é um inteiro fixado,
entdo existe algum ny € N tal que

d(n) >2n+k

para todo n > ny. Observe que temos uma resposta negativa a segunda conjetura
de Henke e Regev: mais precisamente, como U, (K') € uma subélgebra da dlgebra
matricial M, (K), toda identidade (em particular A-identidade) de M, (K) serd
uma identidade para U,,(K). Portanto, dado um nimero k, para n suficientemente
grande, ndo pode existir A-identidade para M,,(K) cujo grau é 2n + k. Os resul-
tados obtidos nesse capitulo devem-se a D. Gongalves e P. Koshlukov (ver [6]).
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Definicoes e Exemplos de PI-algebras

Nesta sec¢do abordaremos alguns conceitos bédsicos sobre PI-algebras e intro-
duziremos as notagdes que serdo utilizadas ao longo da dissertagdo. Além disso,
discorreremos sobre algumas identidades que sdo satisfeitas por dlgebras impor-
tantes, dentre as quais a dlgebra das matrizes triangulares superiores e a dlgebra
de Grassmann, que serdo estudadas nos proximos capitulos. Sugerimos os livros
[2] e [3] para um maior aprofundamento do assunto.

Durante toda a dissertacdo, fixaremos a notagdo K para um corpo arbitrario e
N para o conjunto dos nimeros naturais {1,2,...}.

Considere X = {z1, x9,...} um conjunto infinito e enumeravel de varidveis.
Denotamos por K (X) a dlgebra associativa livre com unidade, livremente gerada
por X. Como espago vetorial, a dlgebra K (X) tem uma base formada por 1 e
pelas palavras (mondmios)

TiyTiy + - - T,

onde z;; € X en € N. A multiplica¢do € definida por
(CL’Z‘I c.. CCZ‘”)<CL’J'1 e Ijm) =Ty -0 - Lj, Ty oo - T

Ao longo da dissertagdo, todas as algebras consideradas serdo associativas e
com unidade.

Definicao 1.1.1 Sejam f(xy,...,x,) € K(X) e R uma dlgebra. Dizemos que
f(z1,...,x,) é uma identidade polinomial para R se

flry,...;m) =0



para quaisquer 1, ...,r, € R. Assim, se f(x1,...,x,) # 0 é uma identidade
polinomial para R, dizemos que R é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.1.2 Toda dlgebra comutativa R é uma Pl-dlgebra, pois satisfaz a
identidade polinomial [x1, 5] = x129 — To11.

Exemplo 1.1.3 Se R é uma dlgebra de dimensdo finita com dim R < n, entdo R
é uma Pl-dlgebra. De fato, R satisfaz a identidade standard de grau n

Sn(fljl, R ,a:n) = Z (—1)01’0(1) -« Lo(n),

O’ESn
onde S,, é o grupo das permutagées de {1,2,...,n} e (—1)7 é o sinal de o.

Com efeito, uma vez que o polindmio standard € multilinear, € suficiente verificar
que s, se anula sobre os elementos de uma base 5 de R. Como dim R < n, ao
escolhermos n elementos de (3, pelo menos um deles se repete. Logo, pelo fato de
S, ser um polindmio anti-simétrico, ele se anula sobre essa escolha, e o exemplo
esta verificado.

Sendo uma dlgebra de dimensio finita, a dlgebra das matrizes Ms(K) é uma
PI-4lgebra, pois satisfaz o polindmio standard de grau 5. No entanto, o proximo
exemplo fornece uma outra identidade importante satisfeita por essa dlgebra.

Exemplo 1.1.4 A dlgebra das matrizes Ms(K) satisfaz a identidade
flar, w2, 23) = [[w1, 22)%, 3],
que é conhecida como polinémio de Hall.
De fato, seja r € My(K). Seu polindmio caracteristico é dado por
p(z) = 2* — tr(r)x + det(r).
Aplicando o teorema de Cayley-Hamilton, temos
r* — tr(r)r 4 det(r)e = 0,

com e sendo a matriz identidade. Logo, se consideramos r = [rq,7s], entdo
tr(r) = 0 e r? é escalar, isto &, 72 comuta com todo elemento de My(K). As-
sim,

f(?“l,’l"z,’f’g) = Oa

2



para toda matriz r; € M,(K), e segue que o polindmio de Hall ¢ uma identidade
para Ms(K).

Em 1950, Amitsur e Levitzki demonstraram o seguinte resultado:

Teorema 1.1.5 ([1]) A dlgebra M, (K), das matrizes de ordem n, satisfaz a iden-
tidade standard de grau 2n

SQn(xla <. axQn) = Z (_1)0'1,0(1) <o To(2n)-

O'GSQn

Em [2] encontramos duas demonstracdes para esse teorema. Uma delas deve-se a
Razmyslov (na pdgina 80) e a outra foi feita por Rosset (na pagina 82). Outras
demonstracdes poderao ser encontradas em [1], [8] e [14].

Um polindmio, ja comentado anteriormente, que recebe um nome especial
pela a sua importancia € o seguinte:

[$1, 1’2] = T1Ty — X2d7.

Dizemos que ele é o comutador de comprimento 2. Por indu¢do, definimos o
comutador de comprimento n por

[z1, .. xn) = [[21, -+, Taa], 20

Exemplo 1.1.6 A dlgebra U, (K), das matrizes triangulares superiores de ordem
n, satisfaz a identidade

[z, @on) = [21, 2] (13, 24] - - - [T20 1, T2n).
Com efeito, se 1,75 € U,(K), entdo [ry, 5] pertence a U, (K) e possui diagonal
nula. Como o produto de n matrizes de U, (K ) tendo diagonal nula resulta na

matriz nula, segue o resultado.

Definicao 1.1.7 Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2. A dlgebra
gerada por {1, ey, es, ...}, satisfazendo as relagcoes

61‘6]' + ejei = 0,

é chamada dlgebra de Grassmann (ou Exterior) e a denotamos por G.



E fato conhecido que o conjunto D, formado por 1 e pelos elementos

€i1€Ciy - - . € taisque i1<i2<...<in, nZl,

n

¢ uma base para (G. Definindo o comprimento de e;,e;, ...¢e;, como sendo n,

obtemos os seguintes fatos:

n

1. Se a € D tem comprimento par, entdo a pertence ao centro de (. Neste
caso,
[a,g] =0, Vg € Gq.

2. Se a, b € D tém comprimentos impares, entdo ab = —ba.
Exemplo 1.1.8 A dlgebra de Grassmann G satisfaz a identidade polinomial
f(xla X2, .flfg) = [xla X2, 1'3].

De fato, uma vez que [x1, z2, 3] € um polindmio multilinear, basta verificar que
la1, az, as] = 0 para os elementos da base de G (base considerada acima). Se a;
ou ay tem comprimento par, entdo [a1,as] = 0. Se a; € as possuem comprimen-
tos impares, temos que [a;, as] = 2a;as tem comprimento par e o exemplo estd
verificado.

Definicao 1.1.9 Um ideal I de K (X)) é um T-ideal se

o(I) cl
para todo endomorfismo 1 de K(X).

Dada uma édlgebra R qualquer, denotaremos por 7'( R) o conjunto de suas iden-
tidades polinomiais. Um exemplo de T-ideal é o conjunto 7'(R). Na verdade,
todo T-ideal pode ser obtido desta maneira, isto é, dado um T-ideal 7, existe uma
dlgebra R tal que [ = T'(R). A saber, a dlgebra R pode ser tomada como sendo o
quociente K (X)/1.

Dado um subconjunto S de K(X), podemos pensar no menor T-ideal que
contém S. Ele existe e € a intersecdo de todos os T-ideais que contém S. Dizemos
que ele é o T-ideal gerado por S e abaixo damos uma descri¢ao dele.

Proposicao 1.1.10 Se S é um subconjunto de K(X), entdo o T-ideal gerado por
S € o espago vetorial gerado pelos elementos do tipo

g[]f(gh S agTL)gn—i-lv
onde g; € K(X)e fe€S.



Definicao 1.1.11 Um polinémio f = f(z1,...,z,) é homogéneo de grau b em
x;, se é uma combinacdo linear de monomios em cada qual a varidvel x; aparece
b vezes. Se f é homogéneo de grau b; em x;, para todo i1 = 1, ..., n, dizemos que
| é multi-homogéneo de multigrau (by, . .., by,). Um polindmio multi-homogéneo
de multigrau (1, . .., 1) é chamado multilinear de grau n nas varidveis x1, . . . , x,,.

Denotaremos por P, o espaco vetorial de todos os polindmios multilineares de
grau n, nas variaveis x, o, ..., . E facil ver que P, possui uma base

{:Ug(l) o Lo (n) ’ o € Sn}

Definicao 1.1.12 Dois conjuntos de polinomios sdo equivalentes se eles geram o
mesmo T-ideal.

O proximo resultado nos mostra que dependendo do corpo, um T-ideal é
gerado pelos seus elementos multi-homogéneos (corpo infinito) ou multilineares
(corpo de caracteristica 0). Uma demonstragdo simples pode ser encontrada em
[2, p. 39].

Proposicao 1.1.13 Seja f(xy, ..., z,,) um polinomio em K(X). Escreva
f = Z f(nl,...,nm)a

onde f(,,...n,) € acomponente multi-homogénea de f com multigrau
n=my,...,nnm).
(1) Se K é infinito, entdo

{fY e {fonmmy | n = (o mn)}

sdo equivalentes.
(ii) Se char(K) = 0, entdo { f} é equivalente a um conjunto de polindmios multi-
lineares.

Nos Capitulos 2 e 3, estudaremos as dlgebras de Grassmann e das matrizes
triangulares superiores do ponto de vista de A-identidades. Portanto, enunciamos
dois resultados importantes que dizem respeito a essas algebras.



Teorema 1.1.14 ([9], [10]) Sejam K um corpo infinito e G a dlgebra de Grass-
mann. O T-ideal T'(G) é gerado pelo polinémio

[.731, T, I‘g].

A demonstracdo do teorema acima pode ser encontrada também em [2, p. 50]
quando o corpo € de caracteristica 0.

Teorema 1.1.15 Seja Uy (K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores de
ordem k. O T-ideal T(Uy(K)) é gerado pelo polindmio

[5617 372] [563, 374] ce [$2k71> CI?%]-

A demonstracdo do teorema acima pode ser encontrada também em [2, p. 52].

1.2 A-identidades

Nesta secdo introduzimos o conceito de A-identidade polinomial, objeto prin-
cipal desta dissertacao que serd abordado nos Capitulos 2 e 3 com o estudo das
algebras G e U, (K).

Seja S,, o grupo simétrico de grau n, isto é, o grupo das permutacdes de
{1,...,n}. Podemos definir em P, uma estrutura de S,,-mddulo a esquerda, cujo
produto é definido por linearidade e por

T (Br1) - Tr ) = Tyr(1) - Tyr)

onde v, 7 € S,,. Observe que o grupo S,, age sobre um polinémio f(xy,...,x,) €
P, da seguinte forma:

v f(xla s 7xn) - f(x’y(l)7 cee 71:7(71))7

com v € S,,. Dessa maneira, P, N T(R) é um S,-mddulo a esquerda e conse-
quentemente o quociente P, /P, N T'(R) também é.
Agora, seja A,, o grupo das permutacdes pares de S,,.

Defini¢ao 1.2.1 Seja P2 o espaco vetorial com base

{Z30) -y | 7 € An}

Os elementos de P* sdo denominados polinémios pares ou A-polinémios. Se
R é uma dlgebra com uma identidade f € P2, entdo dizemos que f é uma A-
identidade para R.



Observe que toda Pl-algebra R satisfaz alguma A-identidade. Mostremos
isso: se R é uma PI-dlgebra, entdo ela satisfaz alguma identidade multilinear
f(zq, ..., x,) (ver [2, p. 41]). Logo,

g = f(iClili'z, XT3T4y ..., Toapn—3T2n—2, x2n71x2n)

¢ uma A-identidade para 2. De fato, se um mondmio Z.(1)T~(2) - - - T(2n) aparece
na decomposi¢ao de g, entdo v € um produto de permutagdes do tipo

(20 —1 25— 1)(2i 27).

Logo, g é um A-polindmio. Como f € T(R) concluimos que g é uma A-
identidade para .
Podemos considerar ainda outra A-identidade com grau menor que o de g. Ela
¢ dada por
fz12a, k324, . .., Top_3T2n—2, Top_1)-
Como aplicagdo direta da constru¢io acima de A-identidades, segue que toda
dlgebra comutativa C satisfaz as A-identidades

[1’11‘27 ZL’3JI4] c [ZE11]2, l‘g],

pois [z1, x2] € uma identidade para C. Além disso, como a dlgebra de Grassmann
G satisfaz a identidade

[-T17$27$3]7

entdo G satisfaz a A-identidade
[5619527 X34, 9175]-

Podemos nos perguntar se G tem alguma A-identidade com grau menor que 5? Se
existir, entdo ela deve ser de grau 3 ou 4, pois 3 € o grau ninimo de uma identidade
para GG. Suponha que

f(zq, 29, 23) = axiwows + broxswy + CT3T1T0

seja uma A-identidade para G. Aplicando f aos elementos da base de GG (descritos
na secao anterior), temos

f(@17€27€3) = f(€1, 627636’4) = f(€1, 6263764) =0



€ portanto um sistema

a+b+c = 0
a—b+c = 0
a—b—c = 0.

Resolvendo o sistema temos que a = b = ¢ = 0.
A seguir, exibimos uma A-identidade de grau 4 para G.

Proposicao 1.2.2 O polinémio par
f(x1, 29, 23, 24) = |71, D3] 04 — 24|71, T372)]
é uma A-identidade para a dlgebra de Grassmann G.

Demonstragdo. Daremos duas demonstracdes diferentes, sendo que a primeira
pode ser encontrada em [7] e a segunda em [4].

(D1) Como o polindmio € multilinear, basta verificar que ele se anula sobre os
elementos da base de G. Sejam a4, as, as, as elementos da base

D:{l}U{eileiQ...ein]i1<i2<...<z’n,n€N}.

i) Se a; ou asaz possui comprimento par, entdo ele pertence ao centro de GG
e portanto f(aq,as,as,as) = 0. Observe que se azaz possui comprimento par,
entao aza, também possui comprimento par.

i1) Suponhamos a; € asas de comprimentos impares. Sem perda de genera-
lidade, assuma que as € as possuem comprimentos par € impar respectivamente.
Entdo [a;, asas] = |a1, azas] é central e portanto f(ay, as, as,as) = 0.

(D2) Substituindo uma variavel pelo produto de duas, temos
(1, Xox3, 4] = [T1, Tox3|xy — 24|21, T3]
Uma vez que x93 = x3xs + [T9, T3] segue que
(1, X203, Ta] = f(21, T2, T3, T4) — Ta[21, [T2, 5]

€ portanto
f(x1, o, 3, 4) = |21, Tox3, Ts] — Ta[T2, T3, 1]

€ uma identidade para G. v



Proposicao 1.2.3 Sejam T} e T, dois T-ideais da dlgebra associativa livre K(X),
onde K é um corpo de caracteristica 0. Entdo

=T, TiNP'=T,NnPA VYneN.

Em particular, duas dlgebras R, e Ry possuem as mesmas identidades se, e so-
mente se, possuem as mesmas A-identidades.

Demonstragdo.

(=) Se T1 = T, entdo eles possuem as mesmas identidades e, em particular, as
mesmas A-identidades. Portanto, 77 N PnA =T5N PnA.

(<) Como a caracteristica de K ¢é 0, todo T-ideal é gerado pelos seus elementos
multilineares. Dessa forma, provaremos que

TP, =Ty,NP,,
para todo n € N. Assim, se f(z1,x2,...,2,) € T3 N P,, entdo
g(x1, .. Ton1) = f(2122, X324, . . ., Ton_3T2n—2, Top_1)
pertence a Ty N P4:_, e portanto a T, N Py . Logo,
flzr, 23,25 .., xon_1) = g(a1, 1L, 23,1, ..., Xon_3, 1,29, 1) € Ts.

Renomeando as varidveis obtemos que f(x1, za,...,x,) € To N P,. Assim, estd
provado que 77 N P, C 15N P,. A prova de que T, N P, C Ty N P, é andloga. v'

Finalizamos a se¢do com o seguinte comentario: uma vez que P, é um 5,,-
modulo, temos em particular que P, é um A,-moédulo. Portanto, em P{‘ também
temos uma estrutura de A,,-moédulo. Aqui o produto continua a ser

v f(xla cee 7xn) - f(a?’y(lﬁ cee 7x7(n))7

onde f € PAe~ € A,. Se R é uma dlgebra, é facil ver que o conjunto das suas
A-identidades de grau n é um A,-mé6dulo. Neste caso, podemos usar a Teoria de
Representagdes do Grupo Alternado para estudar as A-identidades de determinada
algebra.



Capitulo 2

Algebra de Grassmann

2.1 A-identidades da Algebra de Grassmann

Nesta secdo descreveremos as A-identidades para a dlgebra de Grassmann G
sobre um corpo algebricamente fechado e de caracteristica 0. Os resultados aqui
apresentados encontram-se em [4] e [5].

Para facilitar a compreensdo do leitor, definiremos alguns polindmios que
serdo usados ao longo da dissertagdo. Fixadon € Ncomn > 4, sejay € A,
uma permutacdo par e 0 < h < n — 4 um nimero inteiro. Defina 4 polindmios
segundo os itens abaixo:

a) Mondmios
Thy = @51y - Tyh) © Ghiy = Ta(hts) - - - To(n)-
b) Polindmio

Up,y = [x'y(h—l-l); x'y(h+2)$'y(h+3)}x~/(h+4) — Ty (h+4) [%(hﬂ), JUw(h+3)3€7(h+2)]-

¢) A-polindmio
Phy = JhrUnyGny- (2.1)

Nao € dificil ver que

Phjid = 1 - - '$h([xh+1a 93h+2$h+3]95h+4 — Th+4|Th+1, xh+3$h+2])xh+5 < Ty
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€ um A-polindmio. Logo,
Phy =7 Phyid

de fato € um A-polindmio. Na verdade ele € algo mais: uma vez que
(21, Tox3|Ty — 2421, T32]

¢ uma identidade para dlgebra de Grassmann G segue que py, , € uma A-identidade
para G. Como combinagdes lineares desses polindmios py, , continuam sendo A-
identidades para G, podemos nos perguntar se todas as A-identidades para GG sao
obtidas dessa maneira. Essa foi exatamente a pergunta feita por Henke e Regev
em [7]:

Conjetura 2.1.1 ([7]) Se K é corpo algebricamente fechado com char(K) = 0,
entdo o espago vetorial gerado por

{ph~]7€ A e0<h<n-—4}

é o conjunto de todas as A-identidades polinomiais de grau n para a dlgebra de
Grassmann G.

Nesse mesmo artigo Henke e Regev usam a teoria de representagcdes do grupo
alternado A,, e uma técnica do artigo [9] para obter o seguinte resultado:

Teorema 2.1.2 ([7]) Se K é corpo algebricamente fechado com char(K) = 0,
entdo a n-ésima A-codimensdo da dlgebra de Grassmann G é

d‘ P’V? 2n—1 1
m | ————< = — 1.
PANT(G)

Utilizando-se desse teorema, D. Gongalves e P. Koshlukov deram uma res-
posta positiva para a conjetura acima. Eles provaram o seguinte:

Teorema 2.1.3 ([4],[5]) Seja V (n) o espaco vetorial gerado pelo conjunto
{pr~y|7v€Aed<h<n-—4}

Se K ¢é corpo algebricamente fechado com char(K) = 0, entdo

PA
di o) =2 -1
. (V(n))
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Note que os Teoremas 2.1.2 e 2.1.3 implicam imediatamente que a Conje-
tura 2.1.1 € verdadeira. De fato, por eles temos que

dim(PA N T(G)) = dim(V (n))

e portanto PA NT(G) = V(n), pois V(n) C PANT(G).
Nesta sec@o assumiremos o Teorema 2.1.2 e provaremos o Teorema 2.1.3.
Primeiro caracterizaremos V' (n), expressando algumas de suas propriedades.
Considere o A,-médulo quociente P/V (n), e denote por Yy(1) Yy (2) - - - Yy(n) @
imagem de T.,(1)T~(2) - - . To(n) NO quUOCiente, ou seja,

Yy Y(2) - - Yr(n) = Ty(1)Tr(2) - - - To(m) T V (1),

onde v € A,.
Sejam m; e mo dois mondmios (nas varidveis y’s) e

p:Zaq-q, a, € K,

q

uma combinacdo linear de mondmios ¢ tais que m;pmy € P2 /V(n). Por como-
didade, em uma igualdade do tipo

mipms = 07

substituiremos my € mso por * e *x, respectivamente. Assim, a igualdade ficara

com a aparéncia
E aq(xq * %) = 0.
q

Lema 2.1.4 Se *y,ypycyq * * é um monémio em P2V (n), entdo

*YaYoleld * * — *YaYaYelp * * — ¥*YpYcYald * * + *YaYehpYa * * = 0. (2.2)

Demonstracdo. Sejam vy € A,, uma permutacdo par e 0 < h < n — 4 um nimero
inteiro tais que

*YaYpYcYd * * = Yy(1) - - - Yy (R) Yy (h+1) Yy (h+2) Y~y (h43) Yy (h+4) Yy (h+5) - - - Yry(n)-

Identificando * € ** com 08 MONOMIOS Y (1) - - - Yr(h) € Yry(h45) - - - Y(n) TESPECtiva-
mente e identificando

Yy (h+1) Yy (h+2) Yy (h+3) Yy (h+4) = YaYbYcYd

12



temos por (2.1) o resultado desejado, isto €,

Phy + V(n) =0.

Observe que a igualdade (2.2) significa que em P2 /V (n),

MAYaYpYeYd M2 — M1YdYaYelYpM2 — M1YpYcYaYdM2 + M1YaYeYpYam2 = 0,

para certos mondmios m; € my. Para visualisar melhor o comportamento das
variaveis vy,, ¥», Y. € yq na igualdade (2.2), vamos escrevé-la da seguinte maneira:

0 = +*YalpYclYa * * (2.3)
— * YaYaYcYp * * (2.4)
— * YpYcYalYd * * (2.5)
+ ¥ YdYcYpYa * *. (2.6)

Se vy € A, e (i) = a, dizemos que a varidvel y, ocupa a posi¢do i no monémio
Yy(1) - - - Yy(n)- Observe o comportamento das varidveis y, € y. acima, isto €, as
posi¢des que elas ocupam nos 4 mondmios. Isso serd muito util.

Nos resultados que demonstraremos a seguir, buscamos diminuir o niimero de
geradores do espago vetorial P1/V (n). O objetivo é encontrar 2"~ — 1 deles.

Lema 2.1.5 O espaco vetorial P2*/V (n) é gerado pelos mondmios do tipo

M =Yy)Yy(2) - - - Yy(n—=2)Yv(n—1)Y~(n)>
onde vy, ocupa uma das trés ultimas posicoes. Em outras palavras,
y(n—2)=mn ou y(n—1) =n ou y(n) =n.

Demonstragdo. Seja m = Y1) - . . Y(n) um mondmio em P2 /V(n). Se y,, ocupa
a 1-ésima posicdo de m e ¢« < n — 2, entdo identifique m com o mondmio (2.3),
isto €,
a=n,b=~0{+1), c=~(i+2), d=~(+3).

Assim, m € uma combinagao linear de trés mondmios, onde a varidvel y,, aparece
em cada um deles na posi¢ao ¢ + 1 (mondmio em (2.4)) ou ¢ + 2 (mondmio em
(2.5)) ou 43 (mondmio em (2.6)). Ao aplicarmos indu¢@o nesses trés mondmios,
temos o resultado desejado. v

Para um melhor entendimento de como ocorre esse processo, segue um exem-
plo:

13



Exemplo 2.1.6 Em P /V (6), considere 0 monémio m = y1ysysyoysys. Identi-
ficando
*:y1,6:a,4:b,2:c73:d, **k = Y5

e aplicando o argumento da demonstragdo do lema anterior, temos
M = Y1YeYaY2Y3Ys = Y1Y3YeY2Yalys + Y1YaY2YeY3Ys — Y1Y3Y2Y4YeYs-

Observe que os 2 ultimos somandos jd estdo de acordo com o nosso resultado.
Assim, aplicando o mesmo argumento ao somando y1Y3YeY2Y4Yys, COM

*:y1y3a6:a72:b74zcv5:d7
obtemos

m = (y1y3y5y6y4y2 + Y1Y3Y2YaYeYs — y1y3y5y4y2y6)+
+Y1Y4Y2Y6Y3Y5 — Y1Y3Y2Y1Y6Ys-

Definicao 2.1.7 Considere 1 < k,l < n dois niimeros distintos, e denote por
W (k1) o espago vetorial gerado pelos monomios ) - . . Y) tais que y(k) = n
e y(l) = n — 2, ou seja, mondmios nos quais as varidveis Y, € Y,_o OCUpam
respectivamente as posicoes k e .

Exemplo 2.1.8 m = 1)Uy (2)Un¥ry(4)Yn—2Y~(6) - - - Yr(n—1)Y~(n) € W(3,5).

Lema 2.1.9 O espaco vetorial P2/V (n) é a soma dos subespacos W (k, 1), onde
kel sdo > n — 3. Em outras palavras, P /V (n) é gerado como espago vetorial
pelos monomios em que ambas as varidveis vy, e Y,_o aparecem nas 4 ultimas
posigoes.

Demonstragdo. Pelo tltimo lema e pela identidade (2.2), temos que
PAV(n)= Y Wmni)+ > Wh-1i)+ Y Whn-27i). @7
i>n—3 i>n—4 i>n—>

Escreva

A= )" W(ji).

Queremos mostrar que P*/V (n) = A. Primeiro mostraremos que ndo precisamos
de W(n — 2,n — 5) no somatdrio (2.7). Seja

M = *Yp—oVi, YisYnYisYis € W(n —2,n —5).
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Identificando m com o mondmio em (2.5), isto é, fazendo

Yo = Yiys Ye = Yiay Ya = Yn, Yd = Vi3,
temos que m é combinagdo linear de
My = *Yn—2YnYir Yia Yiz Yia
Mo = *Yn—2YisYnYis Ui Yia
m3 = *Yn—2YizYis Yiy YnYis-
Identificando m, com (2.5) de modo que y. = y,, identificando ms com (2.3) de
modo que y. = ¥, e identificando m3 com (2.3) de modo que y, = y,,_2, Obtemos

que esses 3 mondmios sdo combinagdes lineares de mondmios onde duas das 5
dltimas posi¢des sao ocupadas por ¥, € y,_o. Obtemos assim que

F/V(n) = Z W (j,4).

Utilizando um argumento parecido com o do udltimo lema e novamente varias
vezes a identidade (2.2), segue que

PA/V(n) = 'Z W(n,i)fz W(n—l,i)—l—lz W(n — 2,4).

Podemos usar o mesmo argumento para os outros W (7, j), de modo a eliminé-los

e obter

Y W(ii)=P/V(n).

i,j>n—3
Concluimos assim a demonstragao. v
Agora considere
n—1 n—1
W= Whi+ > Wkn).
l=n—3 k=n—3

Isso significa que IV € o espago vetorial gerado pelos mondmios nos quais a dltima
posicdo € ocupada por y,, ou por ¥y, _o.

Chamamos a aten¢do do leitor para a afirmagao a seguir, que € um passo muito
importante para a demonstragdo do Teorema 2.1.3. Além disso, o proximo resul-
tado deixa explicito a estratégia de diminuir ao maximo a quantidade de geradores
do espago vetorial P2 /V (n).
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Proposi¢do 2.1.10 P2 /V(n) =W +W(n—1,n—2)+W(n —2,n—1).

Demonstragdo. Pelo Lema 2.1.9, devemos mostrar que os mondmios de P2 /V (n)
pertencentes aos subespacos vetoriais

W(mn—-2n—-3),Wn-1n-3), Wn-3,n—-2), Win—-3,n-1),

sdo combinagdes lineares de monémios em W, W(n —1,n—2)e W(n —2,n —
1). Para isso, utilizaremos diversas vezes a igualdade (2.2), a qual reescrevemos
abaixo:

*YaUpYcYd * * — *¥YdYaYcYp * * — *YpYcYalYd * * + *YdYcYpYa * * = 0.

Caso 1. Sejam = Y1) - - - Yy(n—a)Yn—2YnYr(n—1)Y~(n) € W(n — 2,n — 3). Identi-
ficandod =n —2,a =n,c=7y(n—1),b=7(n), * = Yy1) - - - Yy(n—1) € ** UM
monomio de comprimento nulo, reescrevemos a igualdade (2.2) como

*YdYaYclp * * = *YaYpYcYd * * — *YpYcYala * * + *YdYcYplYa * *,
€ obtemos
m = *Yn—2YnYy(n-1)Yv(n) = *YnYy(n)Yy(n-1)Yn-2 — *Yy(n)Yy(n—1)YnYn—2
+  *Yn—2Yn(n—1)Y~(n)Yn-

Todos os mondmios do lado direito desta igualdade pertencem a W, pois possuem
Yn—2 OU Y, na ultima posi¢do. Logo, m € W e, portanto,

W(n—2,n—3)CW.
Caso 2. Considere m = yy(1) - - - Yy(n—a)YnYn—2Y(n—-1)Yv(n) € W(n — 3,n — 2).
Analogamente ao Caso 1, identificandod = n,a =n—2,¢ =vy(n—1),b = v(n),

* = Yy(1) - - - Yy(n—4) € ** um mondmio de comprimento nulo, manipulamos a
igualdade (2.2) e obtemos

M= *YnYn—2Yr(n-1)Y(n) = ¥n-2Y3(m)Yr(n-1)Yn  —  *Yy(m)Yy(n—1)Yn—2Yn
+ *YnYy(n—1)Yy(n)Yn—2-

Note que todos os mondmios do lado direito da igualdade pertencem a W, pois
tém y,,_o ou y, na dltima posicdo. Assim, m € W e, portanto,

W(n—-3,n—-2)CW.
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Caso 3. Sejam = yyq1) - - - Yy(n—a)Yn—2Y~(n—2)UnY~m) € W(n — 1,n — 3). Agora,
reescrevemos a igualdade (2.2) como

*YdYcYvYa * * = — * YaYbYcYd * * + *YdYaYcYp * * + *YpYcYald * *

eidentificamosd = n—2,c = v(n—2),b =n,a = y(n), * = Yy(1) - - - Yy(n—a) € **
um mondmio de comprimento nulo. Ou seja, identificamos m com *y3y.YpYa * *.
Dessa forma, obtemos

M = *Yn—2Yy(n-2)YnYr(n) = — * Yy(m)YnYy(n-2)Yn—-2 T *Yn—2Uy(n)Yv(n—-2)Yn
+ *YnYy(n—2)Yy(n)Yn—2-

Analogamente ao Caso I, todos os mondmios do lado direito da igualdade per-
tencem a IW. Logo, m € W e assim

W(n—-1,n-3)CW.
Caso 4. Considere m = Yy (1) - - - Yy(n—a)YnYy(n—-2)Yn—2Y~(n) € W(n —3,n — 1).
Note que ¢ suficiente trocar de lugares d e b no Caso 3, isto é, identificar d = n
eb = n — 2. Assim, também considerando ¢ = y(n — 2), a = y(n), * =

Yy(1) - - - Yy(n—a) € ** um mondmio de comprimento nulo, identificamos m com
*YaYcYbYq * * € obtemos

M = *YnYny(n-2)Yn—2Y5(n) = = * Yy(n)Yn—2Yn(n-2)Un T *UnYy(n)Yy(n-2)Yn—2
T+ *Yn—2Yry(n—2)Yry(n)Yn-

Como nos casos anteriores, todos os mondmios do lado direito da igualdade per-
tencem a V. Portanto, m € W, e concluimos que

W(n-3n—-1)CW.

Dessa maneira, foram considerados todos os casos possiveis, € a demonstra¢ao
estd completa. v

Corolario 2.1.11 PA/V(n) =W +W(n —2,n — 1).
Demonstragdo. Considere
M = Yy(1) - - Yy(n—a) Yy (n—3)Yn—2YnY(n) € W(n — 1,n — 2)
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e reescreva a igualdade (2.2) como

*YaUpYcYd * * = *YdYaYcYp * * + *YbYcYald * * — *YdYcYpYa * *.
Identificando @ = y(n —3), b =n —2,c =n,d = v(n), * = Yy1) - - - Yy(n—a) €
*% um mondmio de comprimento nulo, temos

M= *Yy(n-3)Yn—2YnYy(n) = ¥Yym)Yy(n-8)Yn¥n-2 T *Yn—2Yn¥sy(n-3)Y1(n)
—  *Yyn)YnYn—2Yy(n—3)-
Observando que
*Yy(n)Yy(n—3)YnYn—2 € VVa
*Yn—2YnY~(n—3)Y~(n) € W(TL - 2a n— 3)’
*yq/(n)ynyany’v(n—S) € W(n - 27 n— 1)7

temos que m € W +W(n —2,n—3)+ W(n —2,n—1). Além disso, pela
demonstragdo da dltima proposicao, sabemos que W (n—2,n—3) C . Portanto

meW+W(n—2,n—1),

e 0 corolario esta demonstrado. v

Note que a estratégia antes anunciada de reduzir a0 maximo a quantidade de
geradores de P2/V (n) estd sendo satisfatdria, jd que reduzimos P4/V (n) so-
mente a soma dos seus subespagos W e W(n —2,n — 1).

Lema 2.1.12 No espaco vetorial P2 /V (5) sdo vdlidas as igualdades

[Y1Y2, Y3, Yays) =0 e [Y1Y2, Ysya, ys| = 0.

Demonstragcdo. Para demonstrar esse resultado, fazemos uso da igualdade (2.2),
e efetuamos alguns célculos. Assim, expandindo o comutador [y;Yys, Y3, Y1¥s),
obtemos

[?lez, Y3, y4y5] = Y1Y2Y3Y4Ys — Y3Y1Y2YaYs — YaYsY1Y2Y3 + YaYsYsy1Ya-

Agora, identificando 3 = a, 1 = b, 2 = ¢, 4 = d, *x = y; € * um mondmio de
comprimento nulo, reescrevemos a segunda parcela da soma utilizando a igual-
dade (2.2) e obtemos

—(ysyr1v2ya)ys = —(Yaysyeys + Y1Y2Ysys — YaYayr1ys)Ys
= —YaYsY2Y1Ys — Y1Y2Y3YaYs + YaY2Y1Y3Ys.
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Usando o mesmo raciocinio no mondmio —¥4ysy>y1Ys, dessa vez identificando
3=a,2=0,1=¢5=d, x =y, e *xx um mondmio de comprimento nulo, e
posteriormente fazendo o devido cancelamento dos termos simétricos, chegamos
a

—~Ysy1Yeyays = —Ya(YsYet1Ys) — Y1Y2YsYals + YaYat1Y3Ys
= —Ya(Ysysy1Y2 + Yoy1Y3Ys — Ysy1Y2Y3)
—Y1Y2Y3Y4Ys + YaY2Y1Y3Ys
= —YaYsY3Y1Y2 — YaY2Y1Y3Ys + YaYsy1Y2Y3
—Y1Y2Y3YaYs + YaY2Y1Y3Ys
= —YaYsY3y1Y2 + YaYsy1Y2Y3 — Y1Y2Y3Yays-
Dessa forma, substituindo essa nova expressdo do mondmio —ysy1y2¥sYys €m
(192, Y3, Yays), obtemos que [y1y2, Y3, yays] = 0 em P2 /V(5). Manipulando a

Identidade de Jacobi, temos que a segunda igualdade € consequéncia da primeira.
De fato,

[Y1Y2, Ysya, Ys] + [Ys, y1y2, Ysya] + [Ysya, Ys, y1y2] =0
implica em

[Y1Y2, Ysya, ys] = —[[Ys, Y1v2], Ysya] — [Ysya, Us, y1ya)-
Usando que —[y5, ¥192] = [y1¥/2, Ys], obtemos

[Y1Y2, Y3ya, 5] = (Y192, Ys, Ysya) — [Y3Ya, Us, Y1Ya].

Como [y192, y3, Yays] = 0 em PA/V(5), fazendo uma mudanga de varidveis no-
tamos que os dois termos do lado direito da igualdade também sdo nulos sobre
P2 /V (5), o que conclui a demonstragdo. v

Essencialmente, pela notacdo ja colocada, observe que o resultado anterior
significa que [z122, T3, x4x5] € [x129, X324, T5] s30 polindmios em V' (5).

Corolario 2.1.13 Se n > 3, entdo

Y112, YsYa, - - - Yan—1Yan) * * = 0.

Demonstragdo. Faremos a demonstracao por indu¢do em n. Considere n = 3 e a
identidade [u, vw] = v[u, w] 4 [u, v]w. Identificando [y1ys, y3ys] = u, y5s = v e
Y = w, obtemos

[Y1Y2, Ysya, Ys¥s) = [[Y1Y2, Ysyal, UsYs] = Ys[V1Y2, Ysya, Ye] + (Y12, YsYa, Us|Ye-
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Pelo Lema 2.1.12 temos que
T5[T1T, U374, 6] € [T1T9, T34, T5]T6
pertencem a V' (6). Logo, em P /V (6),

(Y12, Y3y4, Ysye) = 0

€ portanto
*[Y1y2, Y3ya, Ysye] * * = 0.

Assumamos, por inducdo, que o resultado € véalido para n. Mostraremos que

*[Y1Y2, YsYar - - - Yon—1Y2n, Yont1Yont2) * * = 0.

Denotando 0 mondmio yo,11Y2n+2 POT M, 11, Observamos que

(1Y, - - Mnga] = [Y132, -+, Y2n—1¥Y20]Mas1 — M [192, - - Yon—1Y2n]-
Por indugiio, como [y19s, - - - , Yan_1Y2n] = 0 em P4 /V(2n) , temos que
[T129, ..., Top_122,] € V(2n).
Entao,
(2129, - -, Top 1T | Ton11T2nt2 € Topi1Tont2|T1T2, - -, Ton 1T,

pertencem a V' (2n + 2) e portanto

[y1y27 s 7y2n+1y2n+2} =0.

Em particular,

*[Y1Y2, YsYas - - - Yon—1Y2n, Yont1Yont2) * * = 0,

e esta demonstrado o corolario. v

Proposicao 2.1.14 Considere n > 4 e m = *y,y,_om’' um mondmio. Se m'
possui comprimento par, entdo m € W.
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Demonstracdo. A demonstragao sera por indug¢do no comprimento de m’. Supo-
nhamos que o comprimento de m’ seja igual a 2k, onde £ > 0. Se k = 0 entdo
m = *YpYn_o € portanto m € W. Se k = 1, entdo m = *y,y,_om’ € W(n —
3,n — 2). Pelo Caso 2 da demonstrag¢do da Proposi¢do 2.1.10 segue que m € W.

Seja m = *YnYn_2ValplYclya * *, onde m' = y,Ypycyq * * € um mondmio de
comprimento 2k, k > 2. Pelo Coroldrio 2.1.13 temos que

[YnYn—2, Yalb, Yela) * * = 0,
isto €,
m = *YaYpYnYn—2YcYd * * + *YelYdYnYn—2YaYb * * — *YcYdYaYbYnYn—2 * *.

Aplicando indu¢do nos mondmios a direita da igualdade, segue que m € W.

Segue um exemplo para facilitar o entendimento:

Exemplo 2.1.15 Seja m = ysysysysy1y2 € PL/V(6). Observe que na notagdo
do ultimo resultado temos que n = 6, m' = y3ysy1y2 € 0 mondmio * é de compri-
mento nulo. Pelo Coroldrio 2.1.13, temos [ysya, YsYs, v1y2] = 0, e portanto

YeY4 * YsYs - Y1Y2 = YsYs - Y64 * Y1Y2 + Y1Y2 * YeY4 * Y3Ys5 — Y1Y2 * Y3Ys5 * Y6lY4-

Note que os dois primeiros termos da soma, no segundo membro da equagdo,
pertencem a W(n — 3,n — 2) C W e o ultimo termo da soma pertence a W.

Logo, m = ysysy3ysy1y2 € W.

Lema 2.1.16 Seja m = *YoysynYn_2ve * * € (P2/V(n)) \ W um monémio.
Entdo existem wy,wy € W tais que

M = *YnYn—2YaYole * * + W15 M = *YYcYnYn—2Ya * * + Wa.

Demonstragdo. Pela Proposi¢cdo 2.1.14, 0 * x do lado direito de m representa um
mondmio de comprimento par. De fato, se * * tem comprimento impar, entdo
m' = y. * * tem comprimento par ¢ portanto m € W. Absurdo.

Provaremos a existéncia de wy: pelo Lema 2.1.12 temos [y1 Y2, Y3ys, ys5] = 0.
Ou seja,

Y1Y2Y3YalYs — Y3YaY1Yeys — YsY1Y2y3Ys + Ysyzyay1y2 = 0.
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Substituindo os indices 1, 2, 3, 4 e 5 por a, b, n, n — 2 e ¢, respectivamente, e
multiplicando a expressdo acima por * a esquerda e * * a direita, obtemos

*YaYbYnYn—2Yc * * = *YnYn—2YaYbYc * * + *YeYaYoYnYn—2 * * — *YcYnYn—2YalYp * *.

Atente para o fato qUe *YYoYpYnYn—_2 * * € *YcYnYn_2Ya s * * pertencem a W pela
Proposicao 2.1.14, pois * * representa um mondmio de comprimento par. Logo,

sendo W1 = *Y YaYoYnYn—2 * ¥ — ¥YcYnYn—2Yalp * * € W, segue que
m = *YnYn—2YaYblYc * * + w1 .

Para provar a existéncia de w,, usaremos a igualdade [y1y2, ys, yays] = 0
obtida no Lema 2.1.12. Substituindo os indices 1, 2, 3, 4 e 5 por n, n — 2, a,
b e c, respectivamente, e multiplicando a expressao acima por * a esquerda e * * a
direita, obtemos

0= *[ynyn—Za Yas ybyc] ¥k = % UnYn—2YaUbYc * * — *YgYnYn—2YpYc * *

— * YoYcYnYn—2Ya * * + ¥YpYcYaYnYn—2 * *.

Como * * é um mondmio de comprimento par, segue que o segundo e quarto
somandos pertencem a 1. Logo,

*YnYn—2YaYbYec * * = *YpYcYnYn—2Yq * * (mod W)

Como *YpYn_2YaUpYe * * = *YaUbYnYn_2Ye * * (mod W) (primeira igualdade do
lema), concluimos o resultado. v

Lema 2.1.17 Seja m = *YoUnYn_2Usle * * € (P2/V(n)) \ W um monémio.
Entao
M = *YcYnYn—2YalYp * * + W3

para algum ws € W.

Demonstracdo. O x % do lado direito em m representa um mondmio de compri-

mento impar. De fato, se * % tem comprimento par, entdo m’ = Y. * * tem

comprimento par e portanto, pela Proposi¢do 2.1.14, m € W. Absurdo.
Considere a primeira igualdade do Lema 2.1.12:

0= [?lez, Y3, y4y5] = Y1Y2Y3Y4Ys — Y3Y1Y2YaYs — YaYsY1Y2Ys + YaYsYsy1Ya-
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Entdo substituimos nessa igualdade os indices 1,2, 3,4 e Spora, b, c,nen — 2,
respectivamente, e multiplicamos por * a esquerda e *x* a direita. Assim, obtemos

*YaUbYcUnYn—2** —* YcYaYoYnYn—2** —*¥YnUYn—2YaYpYc * * + *YnYn—2YcYaYp** = 0.

Observe que os ultimos dois somandos pertencem a WV, pois o ** do lado direito
¢ um monomio de comprimento impar. Portanto,

KYaUbYeUnYn—2 * ¥ = *YYaYpUnYn—2 * * (mod W). (2.8)

Agora, para obtermos a expressao procurada, transformamos os dois mondmios
de uma forma adequada ao nosso propdsito. Como #** tem comprimento impar,
podemos escrever ** = y,u para algum mondmio u. Aplicando a primeira igual-
dade do Lema 2.1.16 a0 mondmio ¥pYcYnYn—2yq Obtemos

*YaUbYcUnYn—2YdU = *YaYnYn—2YpYcYdl + w1, Wy € W.
Isso nos da

KYaYoYeYnYn—2 * * = ¥YaYnYn—2Ypye * *  (mod W).

Analogamente, considerando 0 mondmio *Y.Y,YpYnYn—2yqt € aplicando no-
vamente a primeira igualdade do Lema 2.1.16, obtemos

*YeYaUblUnUn—2Ydl = *YclYnYn—2YaUplalt + wi', wi" € W.
Disso, resulta
KYYaYpYnYn—2 * * = *¥YcYnYn—2Yalp * *  (mod W).

Pelas duas tltimas congruéncias da demonstracdo do lema e por (2.8) segue o
resultado. v

Observacao 2.1.18 Sob as hipoteses dos dois ultimos lemas, podemos fazer um
deslocamento do bloco vy,y,_o em duas unidades ou fazer permutacoes ciclicas
das varidveis y,, y, € y.. Nessas situacdes, obteremos um novo monémio igual a
m, a menos de um elemento em W.

Lema 2.1.19 Seja m = yy1) .. Yytn-3)UnYn—2Yvm) € W(n — 2,n — 1) um
monoémio. Entdo

m=Y1Y2 - - - Yn—4Yn—3YnYn—2Yn—1 + W

para algum polinémio w € W.
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Demonstragdo. Analisemos 0s seguintes casos:

Cason = 4: Neste caso, temos que m = y1Y4Y2Yy3 0u M = Y3ysy2y;. Observe que
o segundo mondmio ndo pode ocorrer em P! /V (4), pois trata-se de um mondmio
“impar”. Logo, m = y194Y2Y3, € isto condiz com o resultado.

Cason = 5: Sejam = Yy 1)Yy(2)Ys5Y3Y~(5)- De acordo com a segunda igualdade
do Lema 2.1.16, se permutarmos ciclicamente as varidveis 41y, ¥~(2) € Y(s) €m
m, obteremos um mondmio Y1 Y, (2)YsY3Yo(5) igual m, a menos de um polindmio
em W. Agora, como 0 € As, temos que 0(2) = 2 e o(5) = 4. Portanto,
m = Y1Y2Y5Y3ys + w, para algum w € W.

Caso n > 5: Primeiro mostraremos que m = m’ + w para algum w € W, onde a
primeira posi¢do do mondémio m’ é ocupada por y;. Suponha que y(1) # 1 em m.
Do Lema 2.1.16 usamos a primeira parte para localizar y; em m e a segunda para
mover y; para a esquerda, isto é, pela primeira parte, movemos o bloco ¥, vy,
para a esquerda até obtermos

M = *YnYn—2y1 * * + W1 OU M = *Y1YnYn—2 * * + W,

para algum w; € W. Além disso, pela segunda parte do Lema 2.1.16, movemos ¥,
uma ou duas posicoes para a esquerda do bloco ¥,,y,,_». Realizamos este processo
de localizagao de y, e deslocamento para a esquerda, até que y; esteja ocupando a
primeira posicdo no mondmio. Entretanto, pode ocorrer neste processo a situagao
M = Yo YnYn—2Y1Yp* * +wo para algum wo € W. Note que ndo € possivel aplicar o
Lema 2.1.16 nesta situacdo, pois a esquerda do bloco ¥, ¥, 2 temos um mondmio
de comprimento 1. Se isso acontecer, usamos o Lema 2.1.17. Seguindo esses
passos iniciais, chegamos a um mondmio m’ nas condi¢des acima. Reescrevendo
m' = y;m”, usamos o argumento acima para a variavel y; e m”, e assim por
diante, até obtermos

m =Y1Y2 ... Yn—aYn—3YnYn—2Yn—1 + W,
para algum polindémio w € W. v

Para um melhor entendimento da demonstracdo do dltimo lema, segue um
exemplo:

Exemplo 2.1.20 Considere o monémio m = ysysyaysysy1 € W(4,5). Aplicando
o argumento da demonstrag¢do, mostraremos que m = Y1Y2YsYsYays + W, com w
sendo um polindmio em W. Assim, usaremos os elementos w, e wy' para repre-
sentarmos mondémios de W que resultam da aplicacdo da primeira igualdade do
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Lema 2.1.16, ws, wo', wy", e wy"", para a aplicagédo da segunda igualdade desse
mesmo lema, w3 e w3’ para o uso do Lema 2.1.17. Assim, temos que

m = ys(ysy2veyayi) = Ys(Y2Y1¥eYays) + wo
= Ys(Y1Y3Y6yay2) + wa' + ws
= (Ysysyay1ys)ya + w1 + wy' 4wy
= (YsYsYaYsy1)y2 + w3 + wi + wa' + wy
= Y1 (YeYaysysy2) + ws' + w3 + wi +wy' + wy
= y1(ysysyeyay2) + wi’ + ws' +ws +wy +wy' + wy
= 1 (YsyaYeyays) + wo" + wi’ +ws' +ws + wy +
+wsy + woy
= Y1Y2YsYeYays + w2 + wy" +wi’ + wy' +ws +wi +

/
Wy + Wo.
Portanto, concluimos que

m = YsYsYaYeYay1 = Y1Y2YsY6yYays + W,
comw = (wo" + wy" + wy' + w3’ + w3 + wy + wy' +wy) € W.
Lema 2.1.21 Temos dim P{*/V(4) =21 -1 =71.

Demonstracdo. Pelo Coroldrio 2.1.11 temos P{*/V(4) = W + W(2,3) e pelo
Lema 2.1.19

P4A/V(4) =W + Span<y1y4y2y3>.

Logo,
dim P /V(4) < dim W + 1.

Sabendo que os mondmios que geram W sdo pares e possuem final - ou y,4, segue
que dim W < 6 e assim
dim P*/V (4) < 7.

Como V (4) C (P NT(G)), segue do Teorema 2.1.2 que
7=dim P{'/(P{ N T(G)) < dim P{*/V(4) < 7.

Portanto, dim P{*/V (4) =7 . v
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Demonstracao do Teorema 2.1.3. Faremos a demonstracido por inducdo em n.
Inicialmente usaremos o lema anterior para demonstrar o caso n = 5, e assim dar
uma ideia do argumento de indugdo. Pelo Corolério 2.1.11 temos P /V (5) =
W + W (3,4) e pelo Lema 2.1.19

PV (5) = W + span(y1y2ysysya)-

Logo, dim P2/V (5) < dim W + 1. Considere ¢, : P{* — P:/V(5) definido
por
f(@1, 2, w3, 24) ¥ [ (Y1, Y2, Y3, Ya) s,

e ¢y : P — PA/V(5) definido por

f(@1, @2, 23, 24) ¥ f(Y1, Y2, Y, Ys)ys-
Note que W é a soma das imagens Im(¢;) e Im(¢p,). Além disso,

V(4) C Ker(¢1) e V(4) C Ker(¢s).
Pelo Teorema do Isomorfismo temos

P/ Ker(¢1) = Im(d1) e Pi/Ker(¢z) = Im()

e portanto
dim W < dim Im(¢) + dim I'm(¢o) = dim P;'/Ker(¢y) + dim P/ Ker(¢p,)

< dim P{*/V (4) + dim P{*/V (4) = 14.
Como V (5) C PANT(G) segue do Teorema 2.1.2 o seguinte:

15 =dim P /(P NT(G)) < dim PA/V(5) < dim W + 1 < 14 + 1.

Logo, dim P/V (5) = 15.
Para o caso geral, suponha que o teorema seja valido para n — 1, ou seja,

dim P2 /V(n—1)=2""2—1.
Pelo Corolario 2.1.11 e Lema 2.1.19, temos

P/ V(n)=W(n—2,n—1)+W e dimP}/V(n) <1+ dimW.
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Defina homomorfismos ¢; € ¢, de P, em P2/V (n) da seguinte forma: se f =
f(xy,...,2,1) € P2, entdo

n—1°

o1(f) = fWi - Yn-1)¥n € O2(f) = (W15, Yn—3,Un—1,Yn)Yn—2.

Usando argumentos similares aos anteriores e aplicando o argumento de inducao,
temos
dimW < (2" 2 -1+ (2" ?—1)=2""-2.

Logo,
dim P*/V(n) <14+ dimW <1427t —2=2""1_1.

Como V' (n) C T(G) N P4, segue do Teorema 2.1.2 a relagio
2"t — 1 =dim P}/(T(G) N P*) < dim P*/V(n) <271 —1,

e portanto conclui-se que dim P2/(T(G) N PA) = dim P2/V(n). Em outras
palavras, temos que
V(n) =T(G)n P

e assim a Conjetura de Henke e Regev € verdadeira.
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Capitulo 3
Algebra U, (K)

3.1 A-identidades de U(K)

Seja U, (K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem n. Denote
por d(n) o grau minimo de uma A-identidade para a dlgebra U,,(K'). Nesta secao,
mostraremos que d(2) = b5, isto €, o grau minimo de uma A-identidade para
Uy(K) é 5. Além disso, exibiremos uma A-identidade de tal grau. Ao longo de
toda a secdo, o corpo K considerado serd infinito.

Lema 3.1.1 O grau minimo de uma A-identidade para a dlgebra U,(K) = K ¢é
d(l) = 3.

Demonstracdo. Inicialmente, note que d(1) > 2, pois o grau minimo de uma
identidade polinomial para /K € 2 (comutador de duas varidveis distintas). Agora,
observe que o Gnico mondmio par de grau 2 é z;x5. Nenhum multiplo escalar
desse mondomio é A-identidade para K (basta substituir x; € x5 por 1 para verificar
1sso). Por outro lado, como

[$17 $29€3] = T1T2T3 — T2X3T1

¢ uma A-identidade para K, segue que d(1) = 3. v
Proposicao 3.1.2 Seja R uma Pl-dlgebra com n-ésima codimensdo c,(R). Se

1
Cn(R) < 5 : TL!,

entdo R possui uma A-identidade de grau n.
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Demonstragdo. Sabe-se que dim P = n!/2 = |A,|. Assim, no espago vetorial
P, /P, NT(R) os mondmios pares formam um conjunto linearmente dependente,
pois por hipétese

1
cn(R) = dim P,/P, N T(R) < 5l =dim P4

Denote Y,(1)Yo(2) - - - Yo(n) = Lo(1)To(2) - - - Lo(m) + Pn N T(R),0 € A,. Da de-
pendéncia linear, seja entao

Z UoYo()Yo(2) - - - Yo(n) = 0

oE€A,
uma combinag@o linear em P, /P, N'T(R), onde o, # 0 para algum o € A,,. Isso
significa que
Z AoTo(1)To(2) - - - Lo(n) € P, N T(R)

O'EAn
¢ a A-identidade de grau n desejada. v

Denote por e;; a matriz elementar de M, (K) com entrada (i, j) igual a 1 e
demais entradas iguais a 0.

Lema 3.1.3 O grau minimo de uma A-identidade para Uy(K) é d(2) = 5.

Demonstracdo. Sabe-se pelo Teorema 1.1.15 que o polindmio [z1, z5][x3, 24
gera todas as identidades polinomiais (em particular, todas as A-identidades) de
Us(K). Assim, d(2) > 4. Daremos duas demonstracdes distintas para o fato que
d(2) # 4, sendo que a primeira pode ser encontrada em [4].

(D1) Suponha que exista uma A-identidade f = f(x1,x2, z3,z4) para Us(K) de
grau 4. Entdo f € uma combinacgdo linear do tipo
[ = yelvy, vo)lrs, va] + yislwy, v3] (w2, m4] + Y1a[71, 4] [72, 23] +
+03(T2, 23][T1, 4] + You[To, T4l [T1, T3] + Y3a[T3, T4 [T1, 7],
onde v;; € K. Sejam a < be {a,b,c,d} = {1,2,3,4}. Temos que um dos

mondmios T,TpX Ty € T,TpTqx. € impar e ambos aparecem em f multiplicados
pelo escalar 7y,;,. Como f € par, temos que 4, = 0 e, assim, f é o polindmio nulo.

(D2) Suponha que

f(w1, 29, 33, 4) = Z Qoo (1)To(2)Ta(3) Lo(4)
o€Ay
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seja uma A-identidade de grau 4 para Uy(K). Como + - f é uma A-identidade
de Uy(K), para todo v € A4, podemos supor, sem perda de generalidade, que o
coeficiente a;; que acompanha o mondmio xizex324 em f é ndo nulo. Agora,
usando matrizes elementares de Us(K), especificamente e11, e12 € €99, € fazendo
substitui¢des convenientes em f(x1, za, T3, x4), Obtemos

f(€117 €12, €22, 622) = qe12 = 0.

Logo, a;;4 = 0 e temos um absurdo.
Pelas duas demonstragdes apresentadas, temos que d(2) > 5. Em [3, p. 88]
encontramos que

cs(Uz(K)) = 50 < 5!/2 = 60.
Portanto, pela Proposicdo 3.1.2, Us(K) possui uma A-identidade de grau 5. v/
Em [4, p. 48] foram exibidas duas A-identidades para U,(K') de grau 5. Elas
geram (como As-médulo) o conjunto de todas as A-identidades de grau 5 para
Us(K). Porém, 14 é usada a Teoria de Representacdes do Grupo Alternado para
obter tal resultado, e portanto o corpo considerado € algebricamente fechado e de

caracteristica 0. No préximo resultado exibimos uma A-identidade de grau 5 para
U, (K) independente do corpo K considerado.

Teorema 3.1.4 O polinémio

[ = xime|rs, vaxs]) + oz [Ty, T3T5] + X412, T523] + T124[T5, ToT3] +
T5T4[T1, T3To| + Xa5|X3, T1Xa] + T3x5[Ta, Tox1]| + XpT3[X0, X411] +

Tox3[T5, T1T4] + T3T9[T1, T5T4]
é uma A-identidade para Uy(K).
Demonstragdo. Denotando

YaUbYeldlYe = TaZpTcZaZe + (P NT(Ua(K)))
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0 = [91792][y37?/4y5]
= UY1Y2 [?J?n y4y5] — YY1 [y37 y4ys]

= Y1v2[ys, Yays) + (—Y2y1Y3Yays + Y2y1YaYsY3)

= Y1%2[Y3, Yays] + (—=Y2y1Y3[Ys, Ys] — Yavr1ysysya) + (Yay1valys, ys] + Y21194Y3Y5)

= Y1Y2(Y3, Yays| + (Y2¥194Y3Ys — Yay1YsYsya) — Y2y193[Ya, Us] + Yay1¥alys, ys]

= Y1Y2[ys, Ya¥s] + Yoy1Va, Ysys| — v2y193(Ys, Ys] + Y2u1yalys, ys]

= Y1Y2[Ys, Yays] + yay1[ys, Ysys| — ([Y2, viys] + y1y3y2) [Ya, Ys] + (v, y1ya] + y1yaya)[ys, vs]
= Y1y2[Ys; Yays| + vav1[ya, Ysys] — v1ysye[ya, ys| + y1yayelys, ys)

= Y1Y2[Y3, Yays] + Y2u1[Ya, Y3ys| — Wilys, Yol + v19293) [Was ys) + ([y1, Yaye] + yayayr)[ys, ys]
= Y1Ya[Ys, YaVs] + Y2u1[Ys, Ysys] — Y1y2ys[ya, ys| + yayaui[ys, ya)

= y1Y2[ys, Yays| + Youi [Ya, Ysys] — v1yayslya, ys) + (Yalyz, v1l + vayiye)[ys, vs

= Y1Y2(Y3, Yays) + Vo1 (s, YsYs] — v1y2y3(Ya, Ys| + yay1ye[ys, ys)-

Obtemos assim a identidade para Us(K)
g = T102|X3, T4T5| + Tox [Ty, X3X5) — T1X0w3[Ta, 5] + T4y T2[T5, T3]

Por uma mudanga de varidveis em g, obtemos as 5 identidades abaixo:
T1T2|T3, .T4CE5] + o2y Ty, .1731‘5] — T1X9X3|T4, 1’5] + TpX1T92|T5, T3
]
]
J

$3$5[$4,$2ZE1 +5175953[1'2,9545B1 - $3$5$4[$27$1 + 5U2333555[5171,$4

[ [ [ [ ]
41 T2, T5x3] + T124[T5, Tok3| — T4 X[ 15, T3] + X524 T3, 1]
Tyx4|T1, T3To| + T4T5[x3, T120| — T5x4x1[T3, To] + T3THT4[T2, T1]

] ] ]

ToZ3[Ts, T1Ta] + T3Ta|X1, T5x4] — Toxsxs5[T1, T4] + T1ToT3[T4, T5).

Finalmente, somando essas cinco identidades e cancelando os termos simétricos,
obtemos a seguinte A-identidade de grau 5 para Us(K):

f = T1T9 ZE37JZ4ZL‘5] —f- ToX1|Ty,X3T5

24701 [ T2 3] + 4[5
]
]
]

ToX3|Ts5, T1T4| + T3X2|T1, T5T4

3

T3T5|Ty 1| + T5x3|T2

[ [ ]+
(29, 57 [x5, Tox3] +
T5T4[T1, T3T2] + Taws]T3, T120] +
(24, T2 [z, 421 +
[ [ J-
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3.2 A-identidades de Us(K) e Uy(K)

O objetivo desta secao € determinar o grau minimal de uma A-identidade para
as dlgebras Us(K) e Uy(K). Para tal, antes obteremos alguns resultados funda-
mentais. Ao longo de toda a se¢do, o corpo K considerado € infinito.

Lema 3.2.1 Seja f um polinémio multilinear de grau m. Se

f(6i1j17 ttt 7elmjm) = 0

para quaisquer matrizes elementares e;, j,, . . ., €;, ;. € U, (K), onde j, = n para
algum 1 <1 < m, entdo [ é uma identidade para U, (K).

Demonstragdo. Para j € N, definimos j € {1,...,n} por
j =7 (modn).
Fixando ¢ € N, definimos a fung¢do ¢ : M,,(K) — M, (K) por linearidade e por
Wlei) = e -
Por exemplo, considerando t = 4 e n = 6, temos que
Y(es6) = esra 671 = €5 10 = €34-
Afirmagdo. A aplicagdo ¢ € um isomorfismo de dlgebras.
Provaremos tal afirmacao.

1. % € homomorfismo:

Basta verificar que v preserva o produto sobre os elementos de uma base de
M, (K). Pois bem, sejam e;; e ey, matrizes elementares de M, (K'). Temos

que
B _ w<€il)7 se j=k;
Vlegen) = { 0, se j#k.

Se j # k,entdo j +t # k +t pois 1 < j, k < n. Assim, temos
%Zf(ez'jé’kz) =(0)=0= S Cr I ¢(€ij)¢(€kz)-
Sej =k, entdoj +t =k +, e assim
Y(eijen) = Y(en) = e = e -G = V(eig)v(en).

Pelos dois casos concluimos que 1) ¢ homomorfismo de dlgebras.
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2. 1 é bijetora:

De fato, como 1) leva base em base (basta olhar para as matrizes elementares
para verificar isso), temos que v € bijetora.

Pelos dois itens apresentados, concluimos que v € isomorfismo de dlgebras.
Suponhamos que f ndo seja uma identidade para U, (K). Entdo existem ma-
trizes elementares uy, us, . . ., u,, € U,(K), tais que

flug,ug, ... up) # 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor u; = €;,5,, - - ., U, = €;,,,j,,, COM
Jr=tgr1 (k=1,....om—1) e i1 <1 <ia<jo<...<ipm < jJm <n.
Fixemos t = n — j,,,. Pelo isomorfismo ), temos

0# V(f(Civjir- s Cimgm)) = F0(€ijy)s s V(i)

= flesmmm - it jmst)
= f(€i1+t7 Jitts - e Cipgtt, jm+t)-
Logo,
f(€i1+t, Gt - s Ciptt, jm+t) #0
com j,, +t = n. Absurdo. v

Lema 3.2.2 Se 1 < k < n, entdo T (U,(K)) é o produto dos T-ideais
T(Un(K)) = T(Ux(K)) - T(Upn—&(K)).
Demonstragdo. Sabemos que o polindmio
(21, xa][T3, 4] . . . [Tom—1, Tom)] (3.1)

gera T'(U,,,(K)) como T-ideal. Assim, toda identidade de U,,(K) é combinacdo
linear de polindmios do tipo

P =90 [917 92} [93, 94] cee [g2m—17 ng]g2m+17

onde g; € K (X). Como o polindmio em (3.1) é multilinear, podemos assumir
que todo g; € monOdmio.
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Aplicando a igualdade [a, bc] = b|a, c|] + [a,b]c a cada comutador [g;, gi+1],
reduzimos a expressao de p a uma combinacao linear de elementos do tipo

g [Ty, Ty [Ty, T4, U3 [Ty, s - U [T, T U1 (3.2)

onde cada u; € um monomio. Uma vez que cada um desses elementos € uma
identidade para U, (K), segue que T'(U,,(K)) é o espaco vetorial gerado pelos
elementos (3.2). Como consequéncia direta deste fato, temos que

T(Un(K)) = T(Ux(K)) - T(Un—(K)).
v

Observe que o Lema 3.2.2 nos diz, intrinsecamente, que podemos “fatorar’o
T-ideal de U,,(K') como o produto dos T-ideais de

U, (K), U,y (K), ..., Uk, (K),

desde que ky + ko + ...+ k; = n.
O préximo resultado € de extrema importancia para o propdsito desta se¢ao,

pois fornece uma desigualdade essencial para a determina¢do do grau minimo de
uma A-identidade para U, (K).

Teorema 3.2.3 Se d(n) é o grau minimo de uma A-identidade para U,,(K), entdo
d(n)+3>dn+1)>dn)+2.
Demonstracdo. Suponha que f(z1, ..., x,) seja uma A-identidade de grau
r<dn)+1
para U, 1(K). Assim, o polindmio
p=f(T1,. ., T)Trp1Trga - . Ta(n)+1

¢ uma A-identidade de grau d(n) + 1 para U, (K).
Como p € nao nulo, existe alguma permutagdo ~y par cujo mondmio

Ly(1)T(2) - - - Ty(d(n)+1)

aparece em p com coeficiente ndo nulo. Definindo g = v~ ! - p, observe que g é

uma A-identidade para U,, 1 (K) de grau d(n) + 1, cujo coeficiente do mondmio
T1T2 . .. T4(n)+1 € Ndo nulo.
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Agora escreva
9= E 9ijTiZy,
onde g;; € um polindmio multilinear nas varidveis
{$1,CU27 e 7xd(n)+1} - {xz’,l‘j}-

Considere o polindmio h = g(4(n), d(n)+1) € Observe que este € um A-polindmio
ndo nulo de grau d(n) — 1. Se €iyj,, €irjas - - - s Cligeny_1.dany_1) € Un(K) slo ma-
trizes elementares, onde j; = n para algum 1 <[ < d(n) — 1, entdo existe o« € K
tal que

h(eiljn Ciggas - - - 7€(id(n)—1)jd(n)—l)) = QCin,
para algum 1 < ¢ < n. Uma vez que
g(ei1j17 einQ’ te ’e(id(n)flvjd(n)71)7 e(n7n+1)’ e(n+17n+1)) = ae(zvn+1) = O’

temos que o = 0 e portanto pelo Lema 3.2.1 segue que h é uma identidade para
U,(K). Como h é par e possui grau d(n) — 1, temos um absurdo. Logo,

din+1) > d(n) + 2.

Agora, seja f(x1,...,Tqm)) uma A-identidade para U, (K'). Pelo Lema 3.2.2
temos
T(Uns1(K)) = T(Un(K)) - T(UL(K))
€ assim,
f(ib“l, e 7xd(n))[xd(n)+17 xd(n)+2xd(n)+3]

¢ uma A-identidade de grau d(n) + 3 para U,, 1 (K). v

Nos préximos dois resultados, damos o grau minimo de uma A-identidade
para U3(K) e Uy(K).

Corolario 3.2.4 O grau minimo de uma A-identidade para Us(K) é 8.
Demonstragcdo. Como d(2) = 5, temos pelo Teorema 3.2.3 que
8>d(3)>T.

Mostraremos que Us(/K') ndo possui A-identidade de grau 7. Assim, suponhamos
que exista uma A-identidade f de grau 7 para Us(K'). Denotaremos o coeficiente
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do mondmio X~ (1)T(2) - - - T4(7) por Y(1)y(2)...~(7). Por uma mudanca ade-
quada de varidveis, podemos supor que o coeficiente 1234567 é nao nulo.

Analisaremos algumas substituicdes das varidveis em f por matrizes elemen-
tares de Us(K).

(1) Fazendo a substitui¢do em f dada por

ry T2 X3 T4 Ts Tg A7
|

€11 €11 €12 €22 €22 €23 €33

obtemos como resultado
(1234567 + 2135467)e13 = 0,

que nos da a seguinte relacdo entre os coeficientes:

1234567 + 2135467 = 0.

(1i1) Fazendo a substituicdo em f dada por

To X1 T3 X5 T4 g A7

€11 €12 €22 €22 €23 €33 €33
obtemos como resultado
(2135467 + 2153476)e13 = 0,
que fornece a relagcdo entre os coeficientes:
2135467 + 2153476 = 0.
(1711 ) Agora, fazendo a substituicdo em f dada por

To T1 X5 T3 T4 X7 Te

€11 €11 €12 €22 €23 €33 €33

obtemos
(2153476 + 1253467)e13 = 0,
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que nos dé a seguinte relagc@o entre os coeficientes:
2153476 + 1253467 = 0.
Dessa forma, pelos 3 itens segue que
1234567 = —1253467. (3.3)
Seguindo 0 mesmo raciocinio,
(12) Fazendo a substituicdo em f dada por

1 X2 T3 X4 Ty Teg A7

€11 €11 €22 €22 €12 €23 €33
obtemos como resultado
(1253467 + 2154367)e13 = 0,
que nos d4 a seguinte relacao entre os coeficientes:
1253467 + 2154367 = 0.
(i) Fazendo a substituicdo em f dada por

g X1 T3 Ty T4 XTg X7
|

€11 €12 €23 €22 €22 €33 €33

obtemos como resultado
(2154367 + 2145376)e15 = 0,
que fornece a relacdo entre os coeficientes:
2154367 + 2145376 = 0.
(17i) Agora, fazendo a substituicdo em f dada por

To X1 Ty X3 Ty Ty Tg
|

€11 €11 €22 €23 €12 €33 €33

37



obtemos
(2145376 + 1245367)e13 = 0,

que nos d4 a seguinte relacdo entre os coeficientes:
2145376 + 1245367 = 0.

Assim, pelos 3 itens acima temos que

1253467 = —1245367.

Além disso,

(i3) Fazendo a substitui¢do em f dada por

1 X2 T3 X4 Ts Tg A7

€11 €11 €22 €12 €22 €23 €33
obtemos como resultado

(1245367 + 2143567)e13 = 0,

que nos dé a seguinte relacdo entre os coeficientes:

1245367 + 2143567 = 0.

(1i3) Fazendo a substituicdo em f dada por

To T1 X3 Ty T4 Tg 7

€11 €12 €22 €23 €22 €33 €33

obtemos como resultado
(2143567 + 2134576)e13 = 0,

que fornece a relacdo entre os coeficientes:

2143567 + 2134576 = 0.
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(1i13) Agora, fazendo a substitui¢do em f dada por

o X1 Ty T3 T4 7 Tg

€11 €11 €23 €12 €22 €33 €33

obtemos

(2134576 + 1234567)e13 = 0,

que nos d4 a seguinte relacdo entre os coeficientes:
2134576 + 1234567 = 0.

Dessa forma, por esses 3 itens segue que

1245367 = —1234567. (3.5)
Logo, das equacgdes (3.3), (3.4) e (3.5), temos

1234567 = —1234567,

e portanto 1234567 = 0. Absurdo.
Disso, concluimos que ndo existe A-identidade de grau 7 para Us(K). Agora,
usando novamente o Teorema 3.2.3, segue que d(3) = 8. v

Corolario 3.2.5 O grau minimo de uma A-identidade para Uy(K) é 10.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2.3 e pelo tltimo coroldrio, segue que d(4) > 10.
Agora, considere g(x1,x2, x3, ¥4, x5) uma A-identidade para Us(K). Pelo Lema
3.2.2, temos que
T(Uy(K)) = T(Uo(K))T (Uz(K)).
Assim,
h = g(x1, 22, 3, 24, T5)9 (6, T7, Ts, Tg, T10)

¢ uma identidade para Uy(K). Como g(x1, o, x3, x4, 25) € g(xg, T7, Ts, Ty, T10)
sdo pares, segue que h também € par, e portanto é uma A-identidade de grau 10
para U, (K). Logo, concluimos que d(4) = 10. v
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3.3 A-identidades de U, (K)

O interesse em estudar A-identidades para U,,(K') foi motivado pelo artigo [7],
onde os matemédticos Henke e Regev colocaram a seguinte conjetura:

Conjetura 3.3.1 ([7]) O grau minimo de uma A-identidade para a dlgebra ma-
tricial M,,(K) é 2n + 2.

Com o intuito de provar a conjetura acima, foi analisada a subdlgebra U, (K) e
obtido uma resposta negativa para tal problema. O objetivo desta se¢do, assim, é
demonstrar o seguinte resultado: se £ > 0 € um nimero inteiro, entdo existe um
ng € N tal que

d(n) >2n+k

para todo n > ny. Observe que esse resultado implica uma resposta negativa para
a conjetura.

Defini¢ao 3.3.2 Considere iy < iy < ... < i, e escreva y; = x;,. Se f éum
polinémio multilinear dado por

f(y17y27 s ayn> = Z UsYs(1) -+ - Yo(n), Qo € K7
UES’IL

definimos o polinomio f* por

F e n) = Y (1) QYo(r) - - Yain)-

UESn
Exemplo 3.3.3 Se f(z1,x3,23) = —x123208 + 3x3x 08 + 20871203 — 4x 0873,
entdo
f*<$1, X3, l’g) = —X1T3T8 — 3I31’1l’8 + 2l’g$11‘3 + 4$1I8$3.

Exemplo 3.3.4 Se [ ¢ um polindomio multilinear dado por

flxy, ... x,) = Z AgTo(1) - - - To(n), o € K,

O'GSn

entdo f* é dado por

[z, x,) = Z (=1)7Zo() - - - To(m)-

O'ESn
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Tendo em vista a demonstragcdo do préximo lema, denotaremos por
Sn@la i2a s 7Zn)

o conjunto das permutagdes de {i1,...,i,}, onde i} < ... < iy,.
Se o € S, (i1,12,...,i,), definimos o’ € S,(1,2,...,n) por

’r Z'l in 1 ... n
J_< 1 ...n )(J)<i1 zn)
Além disso, definimos (—1)7 = (—1)?". Observe que se

f(xilw"axin) = Z Oéo'xcf(h)"'xa(in)

0ESH (15eeeyin)

¢ multilinear, entdo

[y, ... 2, = Z (=1)76To(iy) - - - To(i)-

O'ESn(il ----- Zn)

Lema 3.3.5 Sejam g(x;,, ..., x;) e h(2iy,,,- .., T, ) polindmios multilineares,
onde
1 <...<ti, ik+1 <... <ik+n e {il,...,ik}ﬂ{ik+1,...,ik+n}:@.

Entdo (gh)* = +g*h*.
Demonstragdo. Escrevendo

{2.17 s 77;/677;/6-1-17 s 7ik+n} = {jb cee 7jka.jk+la cee 7jk+n}>

onde j; < ... < Jr < Jkt1 < ... < Jktn, definimos

oo (J1 - Ik Jerr oo Jktn
1 ..o g g1 - - Ugn
Se 0 mondmio M = Ty (j) - - - T(j)Ty(Grsa) - - - Ty(jrsn) APArece no produto gh,

entao

{’7(]'1)’ s 77(]16)} = {ih s ’Zk} € {'7(jk+1), ce 77(]k+n)} = {ik-‘rlv cee 7i/€+n} .

Cabe aqui a ressalva que v € Siin (71,725 - - - Jlan)-
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Agora, definimos as permutacoes
Vg € Sk:(l.h.an SR 72k> € T € Sn(ik—‘rl)ik‘-i-% s 7ik+n)

da seguinte maneira:

N :( z'l. ik. > e%:( z’w z’m )
! () vUk) Y0rr1) oo YUktn)
Observe que 7y, pode ser olhada como uma permutagdo em S, (J1, J2, - - -, Jk+n)>
bastando identifica-la com a permutagdo que tem 0 mesmo comportamento que 7,
sobre os elementos i1, . . ., i € que fixa os demais elementos iy 1, . . ., igx1y. Tanto
em Sk(i1, %2, .., ik), quanto em Sy, (j1, J2, - - - , jk+n), O sinal de v, é o mesmo.

O mesmo vale para .
Temos as seguintes igualdades:

(VthgO-)le T Ly o Ly = (’Vh’}/g)xh s L Tig g ve s Lig gy
= (’Yh)x’v(jl) co e Ty(Ge)Liggr = Liggn
= Ty - Ty TrGesn) - Ty Grgn)
m.

Isto €, v = 740 € portanto

Escrevendo
9= Z OéVngg(il) T ng(ik)

Vg €Sk (11,--ik)

e escrevendo

h = § : 6“/hx7h(ik+1) o Loy (k)
YhESn (ik+1serth4n)
temos
gh = § : Qg Loyg(in) « + + Lryg(in) ( § : B'th’Yh(ikJrl) . ‘x%(imn))
Y9 €Sk YhESn

= Z Z Oy By Loy (i) - - - T (i) Ty (inesn) - - - L iy -

Y9ESk YThESn
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Portanto, (gh)* é igual a

DD (D ()10, By, iy i) - g )T i) - - T g)

YgESk YhESn

que por sua vez é igual a (—1)7g*h*. v
Se a dlgebra de Grassmann G é gerada por ey, e, €3, . . ., denotaremos por D
a base

D:{l}U{eileiQ...ein\il<i2<...<in, nEN}

Definicao 3.3.6 Dada uma dlgebra R, denote por R* o subespaco vetorial de
R ® G gerado pelos elementos v @ a, onde a € D tem comprimento impar e
r € R. Dizemos que um polinémio multilinear f(x1,...,x,) é uma identidade
para R* se

f(bla"'7bn) :07
para todo b; € R*.

Lema 3.3.7 Seja p(x1,...,x,) um polindmio multilinear e considere R uma PI-
dlgebra. Entdo p é uma identidade para R se, e somente se, p* é uma identidade
para R*.

Demonstragdo. Considere a4, . . ., a,, elementos de comprimentos impares da base
D deGesejamry,...,r, € R. Escrevendo

p(T1, ..., xn) = Z AoTo(1) - - - To(n), U € K,
oESy

temos que

P ®ay, ..., r,®a,) = Z (=176 (To1) @ ao(1)) - - - (Tom) @ Ao(n))

U’ESn

= > (1) (roq) -+ Tom) @ (ag) - - Ao(m)

O'ESn

- Z Ao(To() - Tom)) @ (a1 ... an)
0ESh
= p(rla'-‘,rn)®(a1...an),

O resultado € 6bvio, cabendo apenas um comentario acerca da reciproca: para
conclui-la, basta considerarmos a; = ey, a9 = €9, ..., a, = €,. v
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Proposicao 3.3.8 Uma Pl-dlgebra R possui uma A-identidade de grau n se, e
somente se, existe um polinomio multilinear p de grau n que é identidade simul-
taneamente para R e R*.

Demonstragdo. Se p € uma A-identidade para R, entdo p = p* e pelo Lema 3.3.7
segue que p € uma identidade para R*. Agora, se p € uma identidade para R e R*,
entdo (p*)* = p é identidade para R*, e novamente pelo Lema 3.3.7 temos que p*
¢ identidade para R. Logo,

PHD =D (a0 + (=1)700)To) - - - Zom)
gESy,

€ uma identidade par para R ou € um polindmio nulo (caso ¢ seja sempre impar).
Se p + p* € nulo, entdo p € um polindmio impar e portanto y - p € par, para toda
permutacdo impar . v

Definicao 3.3.9 Seja f um polinémio multilinear de grau n e considere k > 0 tal
que r = 3k + 2 < n. Fixado um niimero part > 0, escreva

f - E (xj1xj2 . 'xjt) ’ fj ’ (‘rjt+r+lxjt+r+2 .- “rjn)7
onde f; é um polindmio multilinear de grau r nas varidveis
{20, oxn} — {25, %50, T T Tein - T )
Dizemos que f; é um k-corte em f.

Pelo exemplo a seguir, observamos que ao variarmos o nimero ¢ obtemos k-
cortes distintos.

Exemplo 3.3.10 Considere o polindomio multilinear f de grau 9 dado por

flxy,mo, ... 29) = —3T1ToX3T4T5T6T7TTy + 2X1 ToT5T3T4TL7 LT

+T1X3X4T5L6L8T2T7Lg.
Parat = 0 e k = 1 na defini¢do anterior, escrevemos [ da seguinte maneira

flxy, .. 29) = (—3212020304%5 + 20129050324 ) TeT7T3Ty

+(11 2374 2576) T2 X7 Tg.
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Assim, os polinémios
(—3x129w314T5 + 201 T22T523%4) € (T123T425%6)
sdo l-cortes em f. Além disso, parat = 2 temos os 1-cortes
(—32324T5T6T7 + 20503T4T6T7) € (T4T5TeTT2).
Definicao 3.3.11 Sejam by, by, . .., bsiio as matrizes elementares

€11, €11, €12, €22, €22, €23, €33, €33, . . . , €k, Ckk, Ckk+1) Ck+1k+1; Ck+1k+1,

respectivamente, e [ um polindomio multilinear de grau > 3k + 2. Entdo f é dito
uma A\ (k)-identidade se todo k-corte g se anula sobre as matrizes acima, ou seja,

9(by(1)s by2)s - - -5 byarr2)) = 0,
para toda permutacdo vy € Sspyo.

Lema 3.3.12 Seja [ uma identidade multilinear de grau 2n + k para U, (K),
onde k < n — 1. Entdo f é uma /\(k)-identidade.

Demonstragdo. A condicdo £ < n — 1 implicaem r = 3k + 2 < 2n + k. Assim,
podemos falar de k-cortes em f. Fixamos um nimero par ¢ e escrevemos

f = E (lexjé s 'rjt) : fj . (xjt+r+lxjt+r+2 s ijn-l»k:)?
onde f; € um polindmio multilinear de grau r nas varidveis

{3;17 T2, 7x2n+k} - {ajjusza v Ly Ly ins Lhpypios - - 7xj2n+k}'

Analisemos os seguintes casos:
Caso1l: ¢ = 0.
Devemos mostrar que o k-corte f; se anula sobre

€11, €11, €12, €22, €22, €23, €33, €33, . . ., €Lk, Ckk, €kk41, Ch4-1k+15 Cht1k+1- (3.6)

Assim, denote essas matrizes por by, b, .. ., b, respectivamente, e seja vy € S,.
Agora substitua as varidveis de acordo com os seguintes itens:

45



(1) z;,,xj,, ...,z respectivamente, por
by(1) Oy2)s -+ 5 by
(2) Tj,iys -+ 5 Ty, .- TESPECtivamente, por

€(k+1,k+2)) €(k+2,k+2)5 €(k+2,k+3)s €(k+3,k4+3)7 - - - » E(n,n)-

Efetuando essas substituicdes em f, obtemos como resultado ae;,, com a €
K. Como f é uma identidade para U,,(K), temos o = 0. Observe que esse a € 0
mesmo « proveniente da substituicao

Fi(by 1) by2)s -+ by() = @€ )

Logo, o k-corte f; se anula sobre as matrizes elementares em (3.6).

Caso 2: t = 25 # 0.

Observe, mostrar que o k-corte f; se anula sobre as matrizes elementares em
(3.6) é equivalente a provar que f; se anula sobre

€(s+1,54+1)5 E(s+1,541)5 E(s4+1,542) €(s4+2,54+2) 1 €(s+2,54+2)5 - - -

5 €(s+k,s+k)s E(s+k,s+k)» E(s+k,s+k+1)s €(s+k+1,5+k+1)s E(s+k+1,5+k+1)-

Denote essas matrizes por ¢y, . .., ¢, € sejay € S,. Substitua as varidveis como a
seguir:
(1) z;,,xj,, ..., x;, respectivamente, por
€11, €12, €22, €23, €33, €34, - - - ; Css5+1-
) zj,.,,--.,xj,,,, respectivamente, por
Y1) Ex(2)5 - -+ Cy(r)-
3) Tjyias -+ -5 Ty, > TESPECtivAmente, por
C(s4+k+1,5+k+2) C(s+k+2,5+k+2)s C(s+k+2,54+k+3)s E(s+k+3,5+k+3)s - - - s E(n,n)-
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Fazendo essas substituicdes em f, obtemos ey, €

fj (C"/(l)v Cy(2)y - -+ 7C’y(r)) = QC(s+1,5+k+1)s

onde o € K. Por hipétese, f é uma identidade para U,,(K), ou seja, « = 0.
Portanto, temos

Fi(e30), 421 -+ &) = 0,

e segue o resultado. v

Se g, e g2 sdo dois polindmios, denotamos por g; © g 0 produto de Jordan

g1 ° g2 = g192 + g201-

Lema 3.3.13 Seja f um polinémio multilinear de grau 3k + 2 definido conforme
um dos itens abaixo:

(1) Seja k um niimero par. O polinémio [ é uma combinagdo linear de elementos
da forma

(xh © xiz)(xis © $i4) s ($i3k+1 o xi3k+2>'

(2) Seja k > 2 um niimero par. O polinémio [ é uma combinagdo linear de
elementos do tipo

Ly (xi2 © xis)(*riz; © Iis) s (IiSk © xi3k+1)‘ri3k+2'

(3) Seja k um niimero impar. O polinémio f é uma combinacdo linear de elemen-
tos da forma

(xh o xiz)(xi:s © xi4> B (xisk © xi3k+1)xi3k+2'

(4) Seja k um niimero impar. O polindémio f é uma combinacdo linear de elemen-
tos do tipo

Ly (‘riQ © xi3)<xi4 © Iis) s (Iiakﬂ © xi3k+2)'

Entdo [ ndo é uma /\(k)-identidade.
Demonstragdo. Faremos a prova por indugdo em k. Se k = 0, entdo

f(x1,22) = B(x1 022) = B(T122 + 2221), 0# P € K,

e assim f(ejq,e11) = 2Pey1 # 0. Portanto, f ndo é A(k)-identidade.
Por indug@o, assuma que o resultado é valido para k par e f como no item (1).
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Agora, se k € um ndmero impar e f estd definida como no item (3), escreva

f= Z finx;rixy,

onde f;;; € um polindmio multilinear nas varidveis

{1, .., Tapsa} — {2, 21,24}
Sejam a = 3k,b = 3k+1 e c = 3k+2, e assuma, sem perda de generalidade, que
fave € ndo nulo. Note que o polindmio f,. € definido como no item (1). Aplicando
inducdo, fu. ndo é uma A(k — 1)-identidade e portanto ndo se anula para alguma
substituicdo das varidveis pelas matrizes e, €11, €12, €22, €22, - - . , €x—_1k, Ckks Ckk-
Fixando essa substitui¢do e fazendo-a em fupe, foac, fachs feabs focas feba, ODtEMOS
como resultado, respectivamente,

5abc€lka ﬁbacelka s aﬂcbaelka ﬂjlt c K.

Note que [, # 0. Dessa forma, efetue essa mesma substituicdo em f,junto com
as trés substitui¢des abaixo:

(1) To = €rps1, To = €pr1ks1, Te = €pi1ki1. Neste caso, o valor de f apos a
substituicdo é (Bape + Bach)€1k+1-

(1) z. = €xkr1, To = €k+1k+1, Tb = €xr1k+1. Neste caso o valor de f perante a
substituicao € (SBeap + Beba)C1kr1-

(iil) xp = €kkr1, Te = €pr1kil, Ta = €ri1rpr1. Neste caso o valor de f apds a
Substituigﬁo S (ﬁbca + Bbac)elk+l-

Assim, supondo que f é uma A(k)-identidade, entdo em particular temos

Babc + ﬁacb =0
ﬁcab + ﬁcba 0
ﬁbca + Bbac = 0.

Pela defini¢do de fj;;, temos que f;;; = fi;1, pois f € do tipo (3). Logo, temos
Biie = Bijt» € portanto

ﬁabc + Bacb =0
ﬁacb + Bcba
ﬁcba + ﬁabc = 0.

|
o
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Resolvendo o sistema, obtemos

0= Babc - ﬁacb = ﬁcbw

Absurdo, pois (4. # 0. Logo, concluimos que f ndo é uma A(k)-identidade.
Para provar o item (4), escrevemos

f= Z T2 fis

onde f;;; € um polindmio multilinear nas varidveis

{$1> . ;$3k+2} - {ﬂcj, Zy, It}~

Sejam a = 1,b = 2 e ¢ = 3, e assumamos, sem perda de generalidade, que fi23
¢ ndo-nulo. Notemos que o polindmio f,;. € definido como no item (1). Por
indugo, fu. ndo é uma A(k — 1)-identidade e, assim, ndo se anula para alguma
substituicdo das varidveis pelas matrizes

€22, €22, . . ., €k—1k; Ckk, Ckk) Ckk+15 Ck+1,k+1) Ck+1,k+1-

Fixando essa substitui¢do e fazendo-a em [y, foac, fachs feab, focas feba, ODtEMOS
como resultado, respectivamente,

Babc€2,k+15 BracC2it1, - - - Bevalout1, Bjw € K.

Observe que (.. # 0 pela hipdtese de indugdo acima sobre f,;.. Dessa forma,
efetue essa mesma substituicdo em f, junto com as trés substituicdes abaixo:

(i) z, = e11, T = €11, T. = e12. Neste caso, o valor de f apds a substitui¢do é
(Babc + Bbac)elk+1'

(ii) xp = e11, T, = €11, T, = e12. Neste caso, o valor de f perante a substitui¢do
€ (5bca + 6cba)€1k+1~
(iii) z. = e, T, = €11, T, = e12. Neste caso, o valor de f apds a substitui¢do é

(Bcab + ﬁacb)elk—s—l .

Dessa maneira, se f é uma A(k)-identidade, entdo

ﬁabc + Bbac =0
ﬁbca + Bcba
ﬁcab + Bacb

I
oo

49



Pela defini¢do de fj;;, temos que fj;; = fju, pois f é do tipo (4). Assim, temos
Biit = Bju, e portanto temos o sistema

ﬁabc + ﬁbac = 0
Bbac + Bcba =
ﬁcba + ﬁabc = 0.

Resolvendo o sistema, encontramos

0= ﬁabc - 5bac = ﬁcba-

Absurdo, pois [ # 0. Portanto, concluimos que f também ndo é uma A(k)-
identidade, caso seja do tipo (4).
Para provar o item (2), escrevemos

= Z fnzjaim,

e notamos que fj; tem as caracteristicas de um polindmio definido no item (4).
Agora ¢ suficiente usar um argumento andlogo ao que foi usado no caso (3). Isso
fica como sugestao ao leitor.

Para provar o item (1), escreva

f= Z fiuwa;zixy.

Assuma, sem perda de generalidade, que fsj 3x+13%+2 € ndo-nulo e sejam
a =3k, b=3k+1, c = 3k+ 2. Substituindo as variaveis x, xs, . .., T3,_1 pelas
matrizes eii, €11, €12, €22, €22, . . . , Ek_1k, €kk, €xk (QUE NAO precisam estar neces-
sariamente nesta ordem), obtemos que fuu. € fqep $20 dados por

o

Babceir € BacvCik,

respectivamente. Realizando a mesma substitui¢do acima em f, junto com as
substituicdes r, = €gri1, Tp = Te = €kt1kt+1, ODLEMOS

(ﬂabc + Bacb)elk-l—l .

Como f € do tipo (1), segue que fupe = faeh € portanto SBupe = Lach. Assim,
supondo que f é uma A(k)-identidade, entdo

0= (ﬂabc + ﬂacb) = 2ﬁabc'
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Logo, fue € uma A (k—1)-identidade. Mas isso é um absurdo, pois fy. € definido
como no item (3). v

Por conveng@o, adotaremos sobre os mondmios de K (X) a seguinte ordem:
inicialmente ordenamos os elementos de X por

T < To <z < ...

Agora, se m; € mo sdo dois mondmios, entdo eles se relacionam da seguinte
maneira:

(1) Se grau(m;) < grau(ms), entao my; < Mmy.
(2) Se grau(m,)=grau(ms), escreva

my = Ty - .- Tiy,, M2 = Tjy ... Tj5,
e considere o maior £ tal que x;, # x;,. Se x;, < xj,, entdo m; < M.

Dado um polinémio f € K(X), denotaremos por f o maior monémio que
forma f. Além disso, utilizaremos a seguinte definicdo: sejam m,m; e my trés
mondmios. Se m = myms, entdo dizemos que m possui final ms.

Lema 3.3.14 Considere um polindomio multilinear f de grau n dado por
=Y figi (3.7)
j=1

onde f; e g; sdo multilineares e satisfazem:

(1) f; possui grau > 3k + 2.

QDn<g<...<7s

(3) Se g; < qi, entdo os mondmios que formam g, ndo possuem final g;.

Se f é uma A\ (k)-identidade, entdo fi, fs, ..., fs também sdo \(k)-identidades.

Demonstragdo. Seja d; o grau de f; e 7 = 3k + 2. Fixado um ndmero par ¢,
escreva

f1 = E Ty ...xitwixmrﬂ "‘xid17

onde w; possui grau r e i = (i1,...,%, % 4r11,- - -, L4 ). Escreva também
f= E Tay - Ta,UaTay iy -+ Tag, Tag, 4y - - Tans
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onde u, possui grau r e a = (ay, ..., s, Atpri1, - - -, Ay). Pelos itens (2) e (3), se
a = (i]_, c. 7it7it+7‘+17 Cen ,idl,ad1+1, Ad1 42y - - - ,Cln), onde

I’adl+1...$an =g,

entao u, = aw;, com « sendo o coeficiente de g; em g;. Dessa forma, todo
k-corte em f; é um k-corte em f, a menos de uma constante multiplicativa a.
Portanto f; é uma A(k)-identidade. Apesar de o polindmio

f=fg = ijgj
j=2

ndo ser uma A (k)-identidade, usamos 0 mesmo argumento acima para provar que
f2 € uma A(k)-identidade, pois dy < d; (caso dy > dj, entdo terfamos gz < 71,
contrariando a hipétese).

Assim, seja ¢ um nimero par e escreva

P . . ., . .
fa= E :le e T Wi Ljpppiy -+ Liay s

onde w;" possui grau r e j = (J1,..., i, Ji4r+1, - - - » Jdo)- Além disso, escreva

2 : !
f — f1g1 = .Z'bl ...xbtub xbtw“ "'xbdgxbderl ....fL'bn,

onde uy’ possui graur e b = (by,..., by, byiri1,...,by,). Pelositens (2) e (3), se
b= (jb s 7jt7jt+7”+1a s 7jd2a bd2+17 bd2+27 s 7bn)’ onde

Ibd2+1 .. .{L‘bn = g2,

entdo u,’ = Pw,’, com (3 sendo o coeficiente de gz em g,. Dessa forma, todo
k-corte em f5 é um k-corte em f — f1g;, a menos de uma constante multiplicativa
B. A informac¢do nova é t +r < dy . Como g; < go temos grau g; < grau g, e
portanto dy > ds. Assim, t + r < d; e portanto

ub/ = 571]]'/ =U — ’Yva

onde U e V sdo k-cortes de f e f;, respectivamente. Aqui, v é o coeficiente
de 2 dy1 - - - T, €M g1 Portanto, como f e f; sdo A(k)-identidades, segue que
f2 € uma A(k)-identidade também. Analogamente, para provar que f,,; é uma
A (k)-identidade, nés usamos o polindbmio

f— Z figi
i=1
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e usamos o fato que d; > ... > d, > d.,; para mostrar que todo k-corte de [,
€ uma combinacdo linear dos k-cortes de f, f1,..., f. . v

O lema a seguir € uma variacdo de um resultado utilizado na prova do célebre
teorema de Lewin sobre a representabilidade por matrizes. Sugerimos ao leitor
consultar mais detalhes na monografia [3, p. 21].

Lema 3.3.15 Seja T um T-ideal. Existe uma base [3 para T, como K (X )-mddulo
a esquerda, com as propriedades:

(1) Os elementos de 3 sdo multi-homogéneos.

(2) Se g1, g2 € [ sdo diferentes, entdo Gi # Gs. Além disso, se g1 < Ga, entdo os
monomios que formam go ndo possuem final qy.

Demonstragdo. Considere M o conjunto formado pelos mondmios m tais que
m = fparaalgum f € Te
m #m'g,

para todo mondmiom’ #1leg e T.

Agora, dado m € M, seja f um polindmio em 7 com f = m. Como o corpo
K € infinito, f é escolhido multi-homogéneo. Seja m; o maior mondmio diferente
de m que forma f. Se existem mondmios u e m' tais que m' € M e m; = um’,
entdo faca

fi=f—uf,

onde f/ = m’ e f € T é multi-homogéneo. Assim, temos que f; é multi-
homogéneo, f; = m, e o maior mondmio diferente de m que forma f; é my < my.
Por indu¢do, mostramos que existe um polindmio multi-homogéneo g,, € T’ tal
que g,, = m e com a propriedade de que se u € M e u < m, entdo 0s mondmios
que formam g,,, ndo possuem final u. Dessa forma, tome 5 = {g,, | m € M }.

Considerando um polindmio multi-homogéneo qualquer g € T, seja

g = u1my = UiGm,
seu termo lider, onde u; € um mondmio, m; € M e g,,, € . Portanto,
g_ulgm1<§ € g— UWfm GT'
Fazendo esse mesmo argumento com o polindmio g — %3 g, , S€ja
g — U1Gm, = U2M2 = UGm,
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seu termo lider, onde uy € um monoémio, my € M e g,,, € . Obtemos

(g - Ulgvm) — UGy < g — ULGm; € J — UiGm; — U2Gm, € T.

Dando sequéncia a esse processo, encontramos elementos Usgm, - - - ; UtJm, SOb
as mesmas condi¢des, com ¢ — U1 Gy, — U2Gm, — - - - — Utgm, € 1. Obviamente,
em algum momento esse processo “acaba”, pois os polindOmios u;g,,, sao multi-
homogéneos com mesmo multigrau e

para todo ¢ # j. Entao teremos
g — UGmy — U2Gmy — -+ - — UtGm, = 0
para algum ¢. Logo,
g = UGm, + U2Gmy + - .. + UtGm,,

e portanto 3 gera T' como um K (X')-mddulo a esquerda.
Falta demonstrar a independéncia linear dos elementos de . Com efeito,
considere

t
> fi gm =0, (3.8)
=1

onde f; € K(X), m; =Gm, € M e gn, €.

Sem perda de generalidade, suponha m; < my < ... < my. Parai # 1, temos
que os mondmios que formam g,,, ndo possuem final m,. Logo, na igualdade
(3.8) temos obrigatoriamente f;m; = 0 e portanto f; = 0. Aplicando o mesmo
raciocinio, concluimos que fo = f3 = ... = f; = 0 e assim (3 € uma base para T’
como um K (X')-médulo a esquerda. v

O teorema seguinte € o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.3.16 ([6]) Seja d(n) o grau minimo de uma A-identidade para U,,(K).
Se k > 0 é um inteiro fixado, entdo existe algum ng € N tal que

d(n) >2n+k

para todo n > ny.
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Demonstragdo. Considere J uma base para o T-ideal
T(U\(K)) = ([wr,22]),

como um K (X)-médulo a esquerda, satisfazendo as condi¢des do Lema 3.3.15.
Pelo Lema 3.2.2, sabemos que

n
A\

T(U(K)) = T(U,(K))T(U(K)) ... T(U1(K)) .

Assim, T(U,(K)) possui uma base, como K (X)-médulo a esquerda, formada
pelos polindmios
9=29192---Gn;

onde g; € .
Agora, suponha que exista uma A-identidade p de grau 2n + k para U,(K) e

escreva
P=) W0192-- - Gn,

onde w, € K(X) e g; € . Como os elementos da base 5 sdo multi-homogéneos,
€ valido assumir que todo w,g:1 9> - . . g, que aparece no somatorio € multilinear de
grau 2n+ k. Além disso, como os elementos de grau 2 em 3 sao da forma [z;, z;],
emcada g = ¢192 . . . g, no maximo k dos g;’s podem ser diferentes de [z;, z;].
Pela Defini¢do 3.3.2, temos que p = p* e, assim, pelo Lema 3.3.5, temos que

p=Y_ *wigig;.. (3.9)

Como [z;, x;]* = +(x; o z;), em cada ¢g7g; . .. g; no maximo k dos g; podem ser
diferentes de (z; o x;). Relembrando, chamamos um elemento do tipo (z; o ;)
de produto de Jordan.

Defina os ndmeros ¢; da seguinte forma:

(i) Em cada g = gjgs...g., que aparece no somatério (3.9), considere i(g) o
maior indice j tal que g ndo € um produto de Jordan. Defina ¢; como sendo o
maior i(g).

(ii) Em cada g = gig5 . .. g, onde g} , g

v x o
e s+ +» Je, NAO 530 produtos de Jordan,

seja i(g) o maior indice j tal que j < ¢ € g; ndo € produto de Jordan. Defina €1,
como sendo o maior i(g).

Logicamente, ndo € possivel definir ¢; a partir de um certo /; por exemplo, ndo
podemos definir €x1, €442, €x+3, - - ., POiS €m g7 g; . . . g no maximo k dos g; ndo
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sdo produtos de Jordan. Assim, considere €, o ultimo €; que conseguimos definir.
O argumento é: como £ esta fixado, para n suficientemente grande um (ou mais)
dos trés casos abaixo ocorre:

Caso (1). e, > [2222].
Caso (2). Existe L tal que €, — €71 > [

Caso (3). n — e > [2£2].

12)

A notagdo [z| denomina o maior inteiro menor ou igual a z. Além disso, cabe
ressaltar que o caso (3) na verdade ndo pode ocorrer. De fato, uma vez que p é um
polinémio par, temos que algum g¢;; ndo pode ser do tipo (x; o z;). Caso contrério,
como x; 0 x; = ;T + ¥;7;, a paridade de p seria comprometida. Disso, sempre
teremos €; = n, e assim, ndo ha como ocorrer o caso (3).

A partir de agora, analisaremos os dois primeiros casos.

Suponha que o caso (1) ocorra. Note que se g = ¢jgs ...g, aparece na ex-
pressdode p e g , g:(sfl), ..., g, ndo sdo produtos de Jordan, entdo em g devem
existir no minimo z = [(3k + 2)/2| elementos do tipo (z; o ;) entre g7 € g/ , ou
seja,

ey -1+ Jlen)—(z-1)> les)—
sao produtos de Jordan.

Fixe he, = g7, Mey+1 = Gleo)+1r - hn, = g, onde g, gj(kl), ..., gs, ndo
sdo produtos de Jordan, e seja

h- (hesh(gs)_H . hn>, h € K<X>,

* ko %k

a soma dos elementos twyg7g; - - . g, que aparecem no somatorio (3.9), onde

he, = 92,5 Nieoy+1 = Gleys1s- -+ In = Gy

Pelo Lema 3.3.12 temos que p é uma A(k)-identidade. Aplicando exatamente
n — (es — 1) vezes o Lema 3.3.14, obtemos que € uma A(k)-identidade. Além
disso, pela argumentacdo acima, temos que h pode ser escrito como

h:vablbg...bz,

onde by, by, ..., b, sdo do tipo (z; 0 z;) e v, € K(X). Como ¢, > [2E2], existe

um k-corte f em h definido em algum dos itens do Lema 3.3.13. Esse k-corte,
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particularmente, € também uma A (k)-identidade. Mas isso é um absurdo, pela
prépria conclusio do Lema 3.3.13.

Diante disso, provamos que para n suficientemente grande, ndo existem A-
identidades de grau 2n + k para U, (K). Fixemos um destes n’s. Supondo que
d(n) < 2n + k, considere uma A-identidade F' de grau d(n). Neste caso, temos
que

F(wl, .. ,.Q?d(n))ajd(n)Jrlxd(n)Jrg <o Lotk

seria uma A-identidade para U, (K), o que novamente ¢ um absurdo. Portanto,
d(n) > 2n + k.

Com pequenas modificagdes na demonstragdo do caso (1), podemos provar
também o teorema no caso (2). Basta observar que se g = ¢ig; ... g’ aparece no
somatorio (3.9) e

GerrGe_ryr -+ 9er

ndo sdo produtos de Jordan, entdo em g devem existir no minimo z = [(3k+2)/2]

elementos do tipo (z; o z;) entre 9 © ey iStOE,

Ie)—2 Yler)—(—1)r =+ Jer)—1
sao produtos de Jordan.

: % % % * * * ~
Fixe qe;, = 97,5 Qer)+1 = Jery1r- -0 I = Gn> onde 9er» Yoo+ -+ > 9e, DAO
sdo produtos de Jordan, e considere

q- (QeLQ(eL)+1 o Qn), q < K<X>7

* ok ok

* ~
a soma dos elementos +w;g;g; - . . g, que aparecem na expressdo de p, com

Qer, = Geps Qer)+1 = Ylep)41s -+ dn = Gn-

Assim, usamos argumentos andlogos ao caso (1) e concluimos o resultado. v/

Retornemos para a Conjetura 3.3.1: se para todo n a algebra M, (K) satis-
fizesse alguma A-identidade de grau 2n + 2, entdo em particular a subdlgebra
U, (K) também possuiria A-identidades de grau 2n + 2, o que é uma contradi¢éo
pelo Teorema 3.3.16, que acabamos de demonstrar. L.ogo, a conjetura € falsa.

Agora, podemos exibir A-identidades para U,,(K) de grau [(5n + 1)/2]. Para
isso, considere f’ uma A-identidade de grau 5 para Us(K). Se n é par, n = 2m,
seja f o produto de m copias de f’ escritas em variaveis distintas, ou seja,

f = f/(l'l, Ce ,Z’5)f/(I6, Ce ,3710) e f/(32'5m_4, Ce ,Qf5m).
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De acordo com o Lema 3.2.2, temos que f é uma A-identidade para U, (K) de
grau 5m = [(5n + 1)/2]. Se n = 2m + 1 é impar, entdo

p=f- [1’5m+1, $5m+2$5m+3]

¢ uma A-identidade para U, (K) de grau 5m + 3 = [(5bn + 1)/2].
Dessa forma, isso nos leva a crer que o grau minimo de uma A-identidade para
Uny(K)éiguala[bn+1)/2] =2n+[(n+1)/2].
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