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Resumo

O estudo da equacao de Schrodinger é de grande importancia para compreender
os aspectos fundamentais da matéria. A busca por solugoes desta equacao é de grande
interesse tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista experimental. Apesar
dessa importancia, nao temos muitas solugoes analiticas dessa equagao. Nesse contexto,
apresentamos nessa dissertacao um estudo das simetrias de Lie, simetrias nao-classicas e
solugoes invariantes da equagao de Schrodinger nao-linear. Mostramos que no caso (1+1)
dimensional nao existe simetria, além das simetrias encontradas via geradores de simetria
de Lie e com um gerador de simetria encontramos uma solucao invariante para a equacao

de Schrodinger nao-linear.
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Abstract

The study of Schrodinger equation is of great importance for understanding the funda-
mental aspect of matter. The search for solutions of this equation is of great interest both
from the standpoint of theoretical and experimental point of view. Despite of importance
we have many analytical solutions of this equation. In this context, we present in this
thesis a study of Lie symmetries, non-classical symmetries and invariant solutions of the
Schrodinger nonlinear equation. We show that if (14-1) dimensional symmetry does not
exist beyond the symmetries found with the Lie symmetry generators and a generator of

symmetry we find a invariant solution to the nonlinear Schrodinger equation.



Capitulo 1

Introducao

As equagoes diferenciais tém sua origem histérica com Newton [1]. Na busca de
uma formulagao geral que pudesse descrever a dinamica dos fendomenos em uma determinada
escala, Newton propos uma equagao que consiste em uma das trés leis da mecanica clédssica.
As equagbes da mecanica forneceram a motivacdo para o desenvolvimento das equagoes
diferenciais no século XVIII, especialmente por Euler. Por outro lado, muitos problemas
fisicos envolvem mais de uma varidvel independente, sendo descritas por equagoes diferen-
ciais parciais (EDP). Existem alguns métodos para se tratar EDPs, sendo um exemplo o
método de separagao de varidveis [1,2].

Uma abordagem importante para o estudo de equagoes diferenciais foi desenvolvido
no final século XIX por Lie, que apresentou uma formulacao aplicando métodos de trans-
formagoes locais de grupos [3]. Solugoes que permancem invariantes sob transformacgoes de
um grupo de simetria sao chamadas de solugoes invariantes [4-7]. Simetrias nao-classicas
foram introduzidas por Bluman e Cole, e baseiam-se na idéia de que a solugao analitica re-
querida ¢é invariante sob transformacoes de simetria preservando ambos a forma da equacao
diferencial e a condigao de invariancia [7]. Esse método é menos restritivo no sentido que
existem mais simetrias nao-cldssicas, que simetrias de Lie, o tltimo sendo um subconjunto
do primeiro [8]. Essas técnicas de grupos de Lie foram aplicadas em varias situagoes de pro-
blemas da mecanica cldssicca, mas também no contexto de equagoes da mecanica quantica,
como a equacao de Schrédinger.

FEm 1925, Schrodinger propos uma equagao para descrever a dinamica de sistemas
subatomicos fundando juntamente com Dirac e Heisenberg a mecanica quantica [9, 10].
Neste caso, o estado de um sistema quantico é representado por vetores normalizados [i)

de um espaco de Hilbert H ou equivalentemente por uma fungao de onda 1 (x). A densi-



dade de probabilidade de uma particula ser encontrada em um ponto é dada por [ (:v)\2
Observaveis fisicos sdo representados por operadores hermitianos (auto-adjuntos) AT = A
definidos no espago H. O valor esperado de um observavel A é dado por (¢ |A|v), e a
evolugao temporal do sistema obedece a equagao de Schrodinger,

0 (x)

i
ot

=Hy(z),

onde, h é a constante de Planck que tomaremos & = 1 (unidade natural). Uma extensao da
equacao de Schrodinger é a equagao de Gross-Pitaeviskii [11] que descreve uma variedade
de fenémenos interessantes, como o condensado de Bose-Einstein [12,13]. A equacao de
Gross-Pitaeviskii é dada por

D L Ve )+ g (0P (1)
onde m é a massa, Vg (r,t) é o potencial de interacdo, g = 4nh%a/m é a intensidade da
interacao interatomica e a é o comprimento de espalhamento atomico.

A pesquisa por solugoes analiticas dessa equagao e generalizagoes, incluindo potén-
cias quinticas no potencial de autointeracao, tem se dado em diferentes perspectivas [11,14],
incluindo a anélise através dos métodos de Lie [15-19]. Esses resultados exploram simetrias
de Lie, simetrias nao-cldssicas e as solucoes invariantes da equagao de Schrodinger nao-linear,
no entanto, esses resultados sdo parciais, como por exemplo podemos ver no artigo [20] no
qual os autores fazem uma redugdo da equagdo de Schrodinger nao-linear cubica (341)
dimensoes via simetria nao-cldssica, mas nao obteve solugoes invariantes desta equacao.
O propdsito do presente trabalho é determinar se é possivel obter solugoes adicionais em
(141) dimensoes da equagao de Schrodinger nao-linear utilizando simetrias nao-cléssicas.
Para implementar os cdlculos, fazemos uso sistematico do pacote de cédlculo simbdlico SADE
(Symmetry Analysis Differential Equation) [8], utilizado com sucesso na andalise de outras
equagoes da fisica, como a equac@o de Fock-Planck e a equagao de Gross-Neveu [21-25].

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira. No capitulo 2, tratamos
os fundamentos matemaéticos que sao a base de simetrias continuas de equacoes diferen-
ciais. Fazemos um desenvolvimento tedérico de variedades diferencidveis. Uma variedade
diferencidvel com estrutura de grupo é dita grupo de Lie.

No capitulo 3, introduzimos métodos de solugoes invariantes de EDPs utilizando

simetrias de Lie e simetrias nao-classicas. A construgao de solugoes invariantes por simetria

de Lie ocorre através de um mapeamento de um conjunto de solugdes invariantes nela



mesma e solucoes invariantes por simetria nao cldssica ocorre via uma solucao invariante
que é mapeada em si mesma.

No capitulo 4, apresentamos solugoes analiticas obtidas com métodos de simetrias.
Encontramos os geradores de simetrias de Lie e com esses geradores construimos a algebra
de Lie, também encontramos os geradores de simetria nao-classica e discultimos porque

neste ultimo caso reobtemos apenas as préprias simetrias de Lie.



Capitulo 2

Introducao aos Grupos e Algebras

de Lie

Vamos aqui fazer uma revisao sobre grupos e algebras de Lie, desenvolvidos inicial-
mente por Lie para o estudo de solugoes e classificagdo de equagoes diferenciais utilizando
grupos de simetrias continuas que denominamos aqui grupos de Lie. A revisao aqui apre-
sentada segue as referéncias [26-29]. Nesta primeira parte iniciamos com a nocao de grupo

e conduzimos até a nocao de grupos e dlgebras de Lie.
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2.1 Grupos

2.1.1 Propriedades Algébricas

Um grupo é um conjunto dotado de uma lei de composicao () satisfazendo os
seguintes axiomas:
I-Associatividade: seja a, b, ¢ elementos de G entao (a-b)-c=a- (b-c).
II-Elemento Identidade: existe um elemento de G que denotamos por e e denominado ele-
mento neutro ou unidade de G tal que e-a = a - ¢ = a, para todo a € G.
III-Elemento Inverso: existe um elemento a € G denotado por a~! e denominado inversa

l—gl.a=ec.

de a tal que a-a~
Caso a lei de composicao seja comutativa, ou seja, se a-b = b-a para todo a,b € G, dizemos

que G é um grupo comutativo ou abeliano.
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2.1.2 Propriedades Topoldgicas

Seja S um conjunto e seja uma colecao D = {A;, Ag, As, -} de conjuntos de S
(A1, Ag, Ag,--- C S). Dizemos que D define uma topologia em S se as seguintes condig¢oes
forem satisfeitas, para todo Ay, As € D:
I- A unido de dois conjuntos pertence a D:
A1 UAs € D;
II- A interseccao de dois conjuntos pertence a D:
A1 NAsy € D,
III- O conjunto S pertence a D:
SeD.
O espaco S, munido da topologia D é dito ser um espago topoldgico, e os elementos de D
sao chamados abertos de S. Uma vizinhanca de um ponto p € S é um conjunto V C S que
contenha um aberto de S.
Podemos entao falar de aplicagdes continuas entre dois espagos topolégicos S e S’. Seja
f S — S’ uma aplicacao. A aplicacao é dita continua no ponto p € S se para qualquer
vizinhanga V’ de f (p) existir uma vizinhanca V de p tal que f (V) C V'. Um grupo que

possui a estrutura de espaco topoldgico é dito ser um grupo topoldgico.

2.1.3 Variedades Diferenciaveis

Um espacgo topoldgico é dito ser uma variedade se para todo ponto p € S existe
uma vizinhanga V), que seja levada em um conjunto aberto de R" para algum n, por uma
aplicacao bijetiva ¢y, : V, — R" continua, no sentido dado acima. O menor valor possivel
de n é denominado dimensao da variedade S. Dessa maneira, é possivel definir sistemas de

coordenadas nas vizinhangas de todos os pontos de S, as coordenadas de p sendo dadas por

ov, (p) = (2" (p),-- ,2" (D)) . (2.1)

A associacdo ¢y, é denominada de carta (mapa) na vizinhanga Vj,. Dessa maneira, podemos
usar os abertos da topologia definida em S para construir conjunto de cartas de maneira a
recobrir .5, cartas estas que podem ter intersecgoes nao-nulas. Esse conjunto é denominado
de Atlas em S.

Vamos supor que um ponto p € S pertence a duas vizinhancas V, e V.

Sabemos que U = V, N Vs é também uma vizinhanga de p. Temos assim definidos dois
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sistemas de coordenadas em U, dados pelas cartas ¢y, e ¢y,, que denotamos por {:UZ} e
{yi}, respectivamente, com (i = 1,--- ,n). Podemos passar livremente de um sistema de

coordenada para outro da seguinte maneira:
(1:17"' ’xn) :¢\/;o¢\;rl (yla”' ’yn)’ (22)

ou

(y17... 7y”) = oy, oqﬁ‘_/sl (ml,.-. ,xn) . (2.3)

Dessa forma, definimos uma mudanca de sistema de coordenadas em U. Dizemos entao que
S é uma variedade C* se as funcdes que fazem as mudancas de coordenadas nas interseccoes
de duas cartas forem C* (continuas e k vezes diferencidveis ). Uma variedade C! é também
denominada de variedade diferenciavel, enquanto que uma variedade C'*° ¢é dita ser uma
variedade suave.

A variedade é um espaco topoldgico que localmente pode ser aproximado por um espaco
euclidiano, ou seja, localmente ambos tém as mesmas propriedades.

Exemplo: Todo ponto na superficie da esfera unitaria S? C R3 : 2?+y%+4 22 = 1. Localmente

S? e R? sao topologicamente equivalentes mas globalmente sdo distintos.

2.2 Grupos de Lie

Seja S um grupo com uma estrutura da variedade diferenciavel. Podemos entao
associar a cada ponto p € S um conjunto de coordenadas of = ¢; (p). A lei de composigao
do grupo pode entao ser expressa em termos das coordenadas dos elementos do grupo , ou

seja, se p,q,r € .S e r = p.q, onde . é a lei de composigao, entao temos que

a; = ¢; (a”,af). (2.4)

Se as funcgoes f; forem analiticas, i. e. fungoes C'*°, entao S é dito ser um grupo de Lie.

2.3 Algebras de Lie

As simetrias continuas de um sistema de equagoes diferenciais formam um grupo

de Lie. Vamos agora mostrar que os elementos de uma vizinhanca da identidade, isto é, as
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transformacoes infinitesimais permite determinar o subgrupo de Lie conexo a identidade.
Para tal, tomemos o grupo de simetria S a m parametros (aq, - - - , ;) onde (m é a dimensao
de S) agindo no espaco F das fungoes de classe C! em R™. Denotamos entdo um elemento
de S por g(aq, -+ ,qn,), e assumimos, sem perda de generalidade, que a parametrizacao
é tal que ¢ (0,---,0) corresponde ao elemento identidade de S, ou seja, a transformagao

identidade. A ac@o de um elemento de S em F' é dada por (f € F):

f’(fﬂ):f(a:'):g(al,---,am)f(a:), (25)
onde x = (xl, ‘e ,x”) e = g(ay, - ay)z. Tomemos agora o; = 0 exceto para i = k
para o qual aj < 1. Expandindo ¢ (a1, -+ , ), em torno de a; = 0
. 9g (a1, am) .
1o k ) s Y
=1+« Dok JEAR (2.6)

definimos entéao,

i ;09 (a1, -+, am
1 (a) = 2 20O, (27)

podemos entao reescrever a transformacao como,

para certas funcdes n°. Expandindo o lado esquerdo de Eq. (2.5) obtemos

-0
fi@) = flatan=|1+ akZUlaxi f () (2.9)
ik
= g(ov"'aakv"'ao)v (210)
com n = (nl, ‘e ,77”). Da mesma maneira, podemos mostrar que tomando todos os «;
nao-nulos e a; < 1 temos que:
! i a
frx)=g(ar,-- ,om) f(z)=[1 +Zaknk@ f(@). (2.11)

ik

Dizemos entao que os operadores

Ikzzn,iaxi k=1,---,m, (2.12)
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sao os geradores infinitesimais do grupo de Lie S.
Exemplo: Geradores infinitesimais do grupo SO(2) (grupo das rotagoes infinitesimais no
plano).

Para uma rotagao 6 em torno do eixo z, temos:

¥ = xcosf+ ysinb

y = —xsinf+ ycosh.

Para uma transformagao infinitesimal com 6 ~ df temos:

cosf ~ 1 e sin 6 = 66,
Portanto:
= x+ydb,
y = —x60+vy,
e assim:

o = x4yl = fi(x,y;00),
y = —x00+y= fo(x,y;00).
Como SO(2) é um grupo a um parametro, temos:
8f1 ($,y,(50) an (x7y759)
1 _ _ 2 — —
m (z,y) = 20 v, n (2,y) 20 z,
o que nos da o gerador infinitesimal de SO(2):

n=g Ll oy .l

0y 0o ox y
O termo gerador vem do fato de que os operadores I permitem construir o grupo S, como
veremos a seguir. Eles representam no nosso caso transformacoes infinitesimais de simetria.
Tomemos um elemento de S com parametros (v, -+ , qp,,) agindo em um elemento f € F.
O resultado é um elemento de F', denotados por F [a], enquanto que o elemento original é

denotado por F'[0], ou suscintamente:

flal=g(a) f[0]. (2.13)
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Multiplicando & esquerda por g () obtemos outro elemento de F' tal que:

g(B) flel=g(B)g(e) f[0] = f[], (2.14)
onde os parametros 71, -+ , 7Y, sdo dados pela Eq. (2.4) funcdo de ace 3 :
— hi(8,0). (2.15)

Podemos também escrever que
Bi = hi (v, @) (2.16)
onde &, sao os parametros da inversa do elemento com parametros o, , de modo que
obtemos de (2.14):
g(h(v,a)) flo]=f[, (2.17)

onde temos dois conjuntos de parametros independentes, o e . Se supormos que « é

préximo de v , i.e. &; = 7; + €& e usando Eq. (2.11) e (2.12), temos que

Oh; >
g =1+ 3 I |, (2.18)
ik ¢
e de (2.17) decorre que
oh; (v, ~ 0 >
ST ooy bl = 10 - Sl = ERE @
E como (2.19) é verdadeira para qualquer &;, temos
0
Y8/l = -2 (2.20)
com
_Ohy
Sij = 8(;1 ) l6=4> (2.21)

que é um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem para f [a], com a condigao

inicial

fla] la=o= f1[0]. (2.22)

A equagao (2.20) em conjunto com (2.22) determina F'[a] de forma unica. Assim se os
geradores infinitesimais de dois grupos S e S’ coincidem, entao S = S’ necessariamente. A

condigao suficiente e necessaria para que (2.20) tenha solugao é

0% f 0% f
= . 2.23
97i0v; 0707 (2:23)
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A relagao (2.20) nos da que

i [8Sm of M}
97i0Vk % o

-y [35% M+ Z SiwSuluLif Iy ]]
k

e assim temos de (2.23) que

9S;k asik}
Y SinSi (Il — LI => = - I, 224
0 kS (kI — LiIy) f 7] k { i 9, k ( )

Tomando v (0,--- 0) (o elemento identidade) implica que:
Sir = 0ij, (2.25)
e como (2.24) vale para toda fungao f, obtemos finalmente:

LI — LI =Y CfLy, (2.26)
k

que sao as relacoes de comutacao entre os geradores do grupo, e C’fj sao as constantes de
estrutura que caracterizam o grupo.

Como (2.23) sdo também condicoes suficientes, se conhecermos um conjunto de
operadores lineares {I;} que satisfazem (2.26), poderemos integrar (2.20) e assim construir o
correspondente grupo de Lie para sua parte formada pelos elementos continuamente conexos
a identidade. E evidente de (2.26) que as constantes de estrutura possuem a seguinte
propriedade:

C=-Cf;

Jis

(2.27)

Pode-se mostrar também que dois grupos que possuem o mesmo conjunto de constantes
de estrutura sao isomorfos. Os geradores infinitesimais I; geram um espago vetorial de
dimensao m. Podemos entao escolher uma outra base nesse espaco formada por m vetores

I; linearmente independentes, para os quais temos:
I=> Myl (2.28)
J
I=> M;'I (2.29)

A relagao (2.26) se escreve entao como

> Mg M (B = Bh) = 32 CEME'E, (2:30)
k,l
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ou ainda
jljk — ikjl = Z MliMijijM];plea (2.31)
i7j7k7p

E podemos entao definir as constantes de estrutura transformadas por
A Eqr—1
Ch = MMyCEM, . (2.32)
i’j’k
O espaco vetorial gerado pelos geradores I; de um grupo de Lie, munido da operacao de

comutacao

[A,B] = AB — BA, (2.33)

possui uma estrutura de algebra, notando apenas que o comutador de dois elementos do
espaco vetorial é um outro elemento do espago, como podemos ver de (2.26). O comutador

(2.33) satisfaz a identidade de Jacobi:
[[A, B],C] +[[C, A], B] + [[B,C], A] = 0, (2.34)

e dizemos que temos uma estrutura de algebra de Lie. Em conclusao, todo grupo de Lie
tem associado uma algebra de Lie, que por sua vez pode ser usada para reconstruir o grupo.

Mais ainda, toda a algebra de Lie permite gerar um grupo de Lie.
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Capitulo 3

Simetrias e Equacoes Diferenciais

Neste capitulo, vamos apresentar como obter as simetrias de Equagoes Diferenciais

Parciais (EDPs). Esta revisao se baseia nas referéncias [8,30].

3.1 EDPs escalares com duas variaveis dependentes

Para simplificar a apresentagao, vamos considerar EDPs com uma varidvel de-
pendente u, e duas varidveis independentes, x e t. Uma transformagao de ponto é um

difeomorfismo no espacgo da variavel dependente u, e das variaveis independentes x e t.

U (z,t,u) = (2 (2, t,u),E(z, tu), a4 (2, t,u). (3.1)
Essa transformacao mapeia a superficie u = u(x,t) em R? para a seguinte (que é parametrizada
por x , t e u):

@ = ‘j\j(x7 t?“)?
t=1t(x,t,u), (3.2)

a=1u(x,t,u).

Para poder determinar como o difeomorfismo em (3.2) atua em uma dada equacao dife-
rencial, precisamos calcular a maneira como esse difeomorfismo induz uma prolongacao de

uma dada transformagao. Para isso, introduzimos a seguinte derivada total

D, = 0y + ugOy + UgzOy, + - - -,
Dt = 8t + utﬁu + uwt(‘)ut + ... (33)
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(Derivadas totais tratam a variavel dependente u e suas derivadas como fungoes de varidveis
independentes). As duas primeiras equagoes de (3.2) podem ser invertidas (localmente) para

obter x e t em termos de 2 e t, desde que o jacobiano seja diferente de zero, ou seja,
# 0. quando u=u(z,t). (3.4)

Se (3.4) é satisfeita, entdo a dltima equacao de (3.2) pode ser reescrita como
= u(z,t). (3.5)
Aplicando a regra da cadeia para (3.5), obtemos
D, D,& Dyt i
Dyii Dy Dyt i
e portanto (pela regra de Cramer)

R 1| Dyt Dit
Uy = — X .
J DtCL' Dtt

D,z Dy
Dz Dy

(3.6)

) Uy =

<l

Prolongacoes de ordem superior sao obtidas recursivamente repetindo-se o argumento acima.

Se iy é qualquer derivada de @ com relacdo a 2 e t entdo

A aﬁj 1 D:cﬁ DttA
UJT = (7 = — s
0 J| Dz Dy
. O 1| D,& Dyu
agi= S o T (3.7)
ot J| Dz Dy

Estamos agora em condigoes de definir simtetrias pontuais de uma EDP de enésima ordem:
A (z,t, uyug, ug, ... ) = 0. (3.8)

Por simplicidade, vamos considerar EDPs da forma
A=y —w(x,t,u, Uy, ug, ... ) =0, (3.9)

onde u, ¢ uma das derivadas de enésima ordem de u e w é independente de u,. A trans-

formagao de ponto I' é uma simetria de (3.8) se

A&, t, 0,04, 0;,...) =0 quando (3.8) vale. (3.10)



3.1.

EDPs escalares com duas varidveis dependentes

15

Como o conjunto das simetrias de uma EDP forma um grupo de Lie, basta determinar as

respectivas transformacgoes infinitesimais:

£:x+6f(a:,t,u)+0(€2),
i:t+£7'(a:,t,u)+0(€2),

@ =u+en(z,tu)+0 (2

(3.11)
).

essas simetrias sao também denominadas grupos de Lie a um parametro. Com gerador:

G = &0y + 70 + 10y (3.12)
Equivalentemente, obtemos (ﬁ:, t 11) pela resolucao de
dr

e dt
dis_g(lytau), =

PR di
e —T(w,t,u);

sujeitas as condicdes iniciais equagao

(z,t,4) |-

Uma superficie u = u (x,t) é mapeada nela mesma pelo grupo de transformacgoes gerado
por GG se

Gu—u(x,t)=0

quando u=u(zt). (3.13)
Esta condicao pode ser expressa pela fungao caracteristica como
Q=n—&u, —Tup = 0. (3.14)
De (3.13), a superficie é invariante desde que

Q =0,

quando u=1u(x,t)

de primeira ordem:

(3.15)
A equacao (3.15) é chamada de condi¢ao de superficie invariante e é utilizada para obter
solugoes exatas de EDPs. A prolongagao da transformagcao de ponto (3.11) para derivadas

Uy = ug +en” (x, t,u, ug, ur) + O (6

2)’
2)7

Up = ug + en' (2, t, U, Ug, ug) + O (5

(3.16)



3.1. EDPs escalares com duas varidveis dependentes 16

onde, de (3.6),

77x (:E7 tv U, Ug ut) = D:En - U$D$€ - utD:BTv
0t (2, t,u, g, u) = Din — ugp D€ — ug Dyt (3.17)

A transformacao pode ser prolongada para derivadas de ordem superior recursivamente

usando (3.7). Suponhamos que

4y =uy+en’ +0(?), (3.18)
onde
Hirtizy, . Hirtizg,

para alguns nimeros j; e jo. Entao (3.7) fornece

U4 ZUJJ;+€T]J$+O(E2),
U =ug+en’t +0 (%), (3.20)

onde

an = Dan - UJ:(:Dxf —ugD,T,

7’]Jt = Dt’l’]J — UJth§ — 'LLJtDtT. (321)

Alternativamente, podemos expressar as funcoes 7/ em termos da caracteristica, por exem-

plo,

77x = DCEQ + guzz + TUg,
' = DiQ + Euat + Tus. (3.22)

Termos de ordem superior sao obtidos por inducao em j; € jo:

n’ = D;Q + £Djuy + 7D juy, (3.23)

onde

Dy = DD (3.24)
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O gerador infinitesimal é prolongado por derivadas adicionando-se todos os termos da forma

0’ 0y; acima até a ordem desejada. Por exemplo

G = §0z + 7Oy + 10y + nxaux + ntaut =G+ nxau;c + Utau” (325)
GZ = Gl + nzxauzz + nztauzt + nttautt' (326)

De agora em diante, adotaremos a convengao de que o gerador seja prolongado quantas vezes
forem necessarias para descrever a acao do grupo em todas as varidveis. Para encontrar
a simetria de Lie de ponto necessitamos da expressao (3.21). Simetrias de Lie de ponto
s@o obtidas diferenciando a condic@o de simetria (3.10) com relagdo a €. Obtemos assim a

condicao de simetria linearizada:
GAA =0 quando A =0. (3.27)
Como exemplo tomemos a equacao
up = u? (3.28)
A condigao de simetria linearizada é
n' = 2u.n", quando (3.28) vale. (3.29)
Escrevendo explicitamente e usando (3.28) para eliminar u, obtemos
e — Exttg + (g — 1) 1l — Euul — T

= 2uy (nx + (M — &) Uz + (Nu — &z) ui - Tuui)

Depois igualando os termos de coeficiente de u,, teremos um sistema de equagoes determi-

nantes:
70 =0, (3.30)
Eu+ 27, =0, (3.31)
N+ 7 — 28 =0, (3.32)
& + 20z =0, (3.33)
ne = 0. (3.34)

Iniciamos resolvendo (3.30) obtemos:

T=A(z,t).
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onde A é uma fungao arbitréria. A solucao geral de (3.31) é assim dada por:

&= —2A,u+ B(x,t), (3.35)
e de (3.32)

n = —2Au* + (2B — Aj)u+ C (z,1).

para algumas funcoes B e C. Substituindo estes resultados em (3.33) e (3.34), obtemos:

— 4A4p0u® + 4 (2Byy — Agt)u+ By +2C, = 0, (3.36)
—2Au00tt? + (2Byt — Ag) u+ Cy = 0. (3.37)

As fungbes A,B e C' sao independentes de u, assim (3.36) e (3.37) podem ser decompostas

igualando coeficientes de u, as seguintes equacoes:

Cy =0, (3.39)
B, +2C, =0, (3.39)
2Byt + Ay =0, (3.40)
Byx — Axt =0, (341)
Agar = 0, (3.42)
Az = 0. (3.43)
Das equagoes (3.38), (3.39) e (3.40), obtemos:
C=a(z),B=d (z)t+p(x),
A=ao" (@) 4+~ (@)t +6(x). (3.44)

As funcoes «, (3, v e § sao fungoes de = determinadas pela substituicao de (3.44) em

(3.41),(3.42) e (3.43). Igualando os coeficientes de poténcias de ¢, e resolvendo obtemos
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finalmente

1
&= —deitr — 2c9t + ¢4 <2:1c2 — 2tu) + cgx 4+ c7 — degxu — 2cqu,
7= —dert? — cqwt + est + csx? + cox + 2¢10, (3.45)

n= derx® + eox + c3 + caru + csu + 2ceu — 4c8u2.

que contém 10 constantes arbitrarias, significando que a dlgebra de Lie tem 10 dimensoes.

A dlgebra de simetria infinitesimal da equagao (3.28), é entao definida pelos geradores:

G = —4txi—4t2;+4t288u,

Gy = —2tai+a:ai,

Gz = ;u’

Gy = <;x2 — 2tu> aax + 4:ct2§t + xuaau,
6 = xlinl

Gr = 6095’

Gy = —4ux%+x2%—4u2%,

Go = 22
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3.2 Solucgoes invariantes

Existem na literatura diferentes métodos de solucées de EDPs. Nesta se¢ao vamos
introduzir o método das caracteristicas, que consiste em obter solucoes invariantes por um

determinado grupo de simetria. Tomemos o gerador

o, 0
Ot ”au'

Uma solugao u (z,t) é invariante pela transformacao gerado por G se:

0
G:gaix‘i‘T

Q=n—E&uy —Tur =0, (3.46)

que é ususalmente mais facil de resolver que a equacao original. Resolvemos a condicao de
superficie invariante com as equagoes caracteristicas
dr dt du
& 1
Introduzimos entao coordenadas canonicas r(x, t, u) e v(z, t, u) que sdo duas integrais primeiras

(3.47)

de (3.47) funcionalmente independentes. A solucdo da condigao de superficie é dada por:
v="F(r). (3.48)

Podemos tomar como exemplo o gerador

0 0
G:CG1+G2:C%+E.

A condicao de superficie invariante é:

cug +ur =0,

assim as equacoes caracteristicas sao:

Com uma quadratura nas equagoes caracteristicas obtemos, r = x — ¢t e u = F(r) como

solucao invariante, é também conhecida como solugao de onda.

3.3 Simetrias nao-classicas

Nesta segao vamos apresentar uma classe de grupo de transformacoes mais gerais
gerais em um sentido que as transformacoes de Lie e que podem levar a solugoes invariantes

de uma EDP. Consideremos EDPs que possuem a seguinte forma,

Apg = ug, —wg <a:,u(”)> =0, B=1,..., M. (3.49)
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onde u = (ul, .. ,u") sao variaveis dependentes e x = (acl, - ,x") sao as variaveis inde-

pendentes; u(™) representa o conjunto de varidveis dependentes e suas derivadas de ordem

n ou menores. Cada us, é a maior derivada para algum u,-.
GDAz=0
As transformagoes infinitesimais de simetria s&o,

& =x+eb (x,t,u),

U= u+ena (z,t,u),

o' =z +eb (z,t,u),

' =u+en, (z,t,u),

onde € é o parametro infinitesimal do grupo e 8" e 7, sao funcoes de varidveis dependentes

e variaveis independentes juntas. O gerador infinitesimal de simetria é dado por

G = Z 0% (z,u)d,: + Z Mo (T, w) Oyer .

A caracteristica @) do grupo é
Qa:na—zmug‘i a=1,..M
i

O conjunto das transformagoes infinitesimais, com seus respectivos geradores {G1, -+, Gy}
forma uma algebra de Lie n-dimensional com relacao ao produto definido pelo comutador

de dois geradores:
Gi,Gj] =) CEGy,
k
Os geradores infinitesimais prolongados podem ser expressos por uma férmula geral,

G =3 "0 (2, u)0p + > Mol u)Dye + D _110,1. (3.50)
i [ a,J
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onde

ul = Dju®, (3.51)

em que

Dy =D D% . D, (3.52)

sendo Jr um ntumero inteiro e Podemos agora definir simetria nao cldssica como uma
transformacao que mantém invariante nao apenas a equagcao original, mas também a prépria

condicao de invariancia:

GYIA =0, (3.53)

GYQ =0, (3.54)

com J grande o suficiente. O sistema determinante que dai decorre é nao linear nas
incégnitas 7, e #°. O conjunto de todas as simetrias ndo-classicas inclui as simetrias de Lie
e nao formam um espaco vetorial(portanto nao formam uma algebra). Como consequéncia
e sem perda de generalidade podemos considerar #! = 1 ou ! = 0. Neste ultimo caso
podemos considerar #2 =1 ou 62 = 0 e assim por diante. Uma propriedade 1til é que se G
for um gerador de simetria nao classica, entao F'(z,u)G também serd. O sistema de equagoes
nao-lineares obtidos é muito complicado e portanto o uso de computacao algébrica se faz
necessario. As técnicas introduzidas neste capitulo serao exploradas no capitulo seguinte

com o auxilio do SADE [§].
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Capitulo 4

Solucao analitica da equacao de

Schrodinger nao linear

Neste capitulo apresentamos solucoes analiticas da ESNL. A analise foi feita em
(141)dimensoes, ou seja, uma dimensao de espaco e uma de tempo. Extensoes para (2+1)
e para (3+1) seguem a mesma metodologia, mas a complexidade dos cdlculos aumenta su-
bstancialmente. Para esse estudo utilizamos o pacote SADE para busca a busca por sime-
trias e determinacao de solucbes invariantes de equacOes diferenciais parciais nao-lineares.
Na primeira secao encontramos os geradores de simetria de Lie. Na segunda secao constru-
imos solugbes invariantes por simetrias nao-classica. A EDP de nosso interesse é a ESNL
quintica dependente do tempo:

() (Y

Bt ez — a0 —apul’ —axylylt =0 (41)

A(J")tuw)q/}xa"')

na qual a fungao de onda e seu complexo conjugado sao dados por
Y =1 +id2 e Y' =1 —ig

com ag, ai € ag sendo coeficientes e A = 1. Temos dois valores para 6, 1 = 0 e 6; = 1.
Para o célculo computacional, é conveniente separar as partes real(A) e imaginédria(B) da

equagao (4.1):

by 0¢3 3 2 5 3 2 4
A= 5 T a2 aopr — a1 (¢1)” — a101 (¢2)” — az (¢1)” — 2a2 (¢1)” (¢2)” — azey (¢2)” =

0,
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B=—+ 72 —ay (62)° — a1 (61)° d2 — aa (61)* P2 — 202 (61)° (¢2)° — a2 (¢2)° — agoa.

A transformagao infinitesimal de simetria é entao:

)
¢
t/

/
X

Gerador de simetria de Lie:

G

0
—7716@51 12

¢1 + em (2, 91, P2)
$2 + ez (x,, $1, P2)
t+ 0y (z,t, 1, p2)
z + el (.1, b1, ) -

Y

bl

0 0

9oy Yot %9

0
2t b0

- .

(4.2)
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4.1 Simetrias e Algebras de Lie

Nesta se¢ao determinamos as simetrias de Lie associadas a ESNL para diferentes

coeficientes.
Casol: ag # 0,a1 # 0,a9 # 0. Geradores de Simetria:
G = %7
Gy = %>
Gy = P2~ ¢ - <Z>1az27
Gi = owrg- —drag 215

(4.3)

A relacao de comutacao entre os geradores é dada pela seguinte tabela, a entrada linha 7 e

coluna j representa [G;, Gjl:

Algebra de Lie da ESNL

(G, Gy || Gh Gy | Gs Gy
G1 0 0 0 | —2Go
Gs ol ool a
G 0 0 0 0
G4 2G5 | =G5 | 0 0

CASO2: ag # 0,a1 # 0,a2 = 0. Geradores de Simetria:

0
Gl - &7
d
¢ = o
Gy = —fro + 1
3 250, <Z5 94y’
0 0 8
Gy = —¢21‘8¢ +¢1$76¢ +2t
0 0 0
Gs = (=¢1+2¢2a0t) 57— + (- 2¢1a0t—2¢2)—+2t—+
Ip1 0o

Elementos da algebra Lie:

(4.4)
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Algebra de Lie da ESNL
Gy, Gj] G1 G2 | G3 | Gy Gs
Gl 0 0 0 2G2 2G1 - 2a0G3
Ga 0 0 0 | Gs Go
Gs 0 0 0 0 0
Gy —2Go -Gs | 0 0 -Gy
Gs —2G1 + 2a0Gs3 | —Go 0 Gy 0
CASO3: ag # 0,a1 = 0,a2 # 0. Geradores de Simetria:
0
Gl - aa
0
G2 - %7
G3 = —¢ +o 0
3 2500 ¢ 15— Dy’
0 0 0
= — 2t —
Gy P2z 90, + ¢>1$ r +2to,
0 1 0 0 0
Gy = 2 t -2 t—— 2t— —
5 < $1 + 2¢2a0 ) 961 ( $1a0 2¢2> Ers + tag
1 0 0 9 8 0
= (—=¢1+2 2 —2p9) — + 22— 4 2at—- (4.
G ( 501+ ¢>2aot> 96, + (—2¢1a0t — 2¢2) 96, 205+ 2wt (4.5)
Elementos da algebra Lie:
Algebra de Lie da ESNL
(G, G G Gy | G3 | Gy Gs Gs
G1 0 0 0 | 2G2 | 2G1 —2a9G3 | 2G5
Go 0 0 0 | Gs Ga Gy
Gs 0 0 0 0 0 0
Gy —2Go -G3 0 0 —Gy 0
Gs —2G1 + 2a0G3 | —Go 0 Gy 0 2G
Gs —2G} -Gy | O 0 —2Gg 0
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CASO4: ag # 0,a1 = 0,a2 = 0. Geradores de Simetria:

0
Gl - a>
0
GQ - %7
Gs = b1+ b1
3 15 ¢ 2 S D0y’
0
Gy = —<Z>2 -I- ¢1
ofop)
8 0 8
Gs = —<l5296‘ 9o +¢19€ (/5 8
0 0 0
Gg = < o1t — fgng + paapt > ( 13} — (blaot — gf)zt) — + 2t2f + thal‘
0 0
= 2 t— —2 t—o
G Pa2aq 9or $1a0 a@ +2 8t tag
Elementos da algebra Lie:
Algebra de Lie da ESNL
(Gi, Gj] G Gy | Gs | G4 | Gs Gg G~
Gy 0 0 0 0 2G5 | —G3+2G7 | 2G1 — 200Gy
Go 0 0 0 0 | Gy Gs Go
Gs 0 0 0 0 0 0 0
Gy 0 0 0 0 0 0 0
Gs —2G4 —G4| O 0 0 0 —Gj
Gg Gs — 2Gr —Gs | 0O 0 0 0 —2Gg
Gy —2G1 + 200Gy | —Go 0 0 Gs 2Gg 0
CASOb: ag = 0,a1 # 0,a2 # 0. Geradores de Simetria:
0
Gl - &a
0
G2 - %7
0 0
Gy = —¢po—+ Pp1—,
3 b2 3or o} 969
0 0 0
= —(or—" — 2 —- 4.
Gy ¢2$8¢1+¢1$8¢2 b (4.6)
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Elementos da algebra de Lie:
Algebra de Lie da ESNL
G, G G1 Go | Gs | Gy
G1 0 0 0 | 2G2
Go 0 0 0 | Gs
Gs 0 0 0 0
G4 —2Go | —G3 0 0
CASO6: ag = 0,a1 # 0,a2 = 0. Geradores de Simetria:
0
G = —
1 8t’
0
Gy = —
2 8x’
Gs = —¢ +¢ 0
3 2500 <f> 15 Dy’
0 8
Gy = —¢ox <Z5 +¢1$a¢ 2t
0 0 0
_ — o = - 4.
Gs ¢18q§1 P25 965 2o g (4.7)
Elementos da algebra Lie:
Algebra de Lie da ESNL
[Gi, GJ] Gl GZ GS G4 G5
G 0 0 0 | 2Gy | 2G,
Go 0 0 0 G3 Gy
Gs 0 0 0 0 0
Gy —2Gy | —G3 | 0 0 | -Gy
Gs —2G1 | —Go | 0 | Gy 0
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CASOT: ap = 0,a1 = 0,a2 # 0. Geradores de simetria:

0
G]_ — a7
0
G2 — %,
Gz = —¢ +¢ 0
’ 901 ¢ Yoy’
0 0
Gy = —¢ow (% +¢1$a¢ 215%,
0 0 0
Gs = —*gf)l ¢ + qbgt 263 +2t7+x8x
_ 1 9 1,2 0 520 9.
G = < P1t (ng) 9o <2q§1x q52t> 96s + 2t 8t+2$t8x (4.8)

Elementos da algebra Lie:

Algebra de Lie da ESNL
G, Gj] G Gy | Gs | Gy Gs G
G 0 0 0 | 2Ga | 2G1 | 2G5
Go 0 0 0 | Gs Go Gy
G 0 0 0 0 0 0
Gy —2G2 | —G3 | O 0 -Gy 0
Gs —2G1 | =G | 0 | Gy 0 2Gg
Gg —2G5 | =G4 | O 0 | —2Gg | O

4.2 Simetrias nao classicas e Solucgoes invariantes

Temos dois casos de simetria nao-classica #; = 0 e #; = 1 para serem estudados.

Vamos considerar inicialmente o segundo caso:

0 0 0 0
— 4+ =40 . 4.
G= ma¢1+7728¢2+ s T o25 (4.9)
A condigao de superficie invariante, ; = 0 se escreve como:
o1 3¢>1
—=m—0 4.1
5 — Mt - (4.10)
02 8¢2
——=1ny—0 4.11
5 =12 - (4.11)
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e o gerador de infinitesimal de simetria prolongado como:

B B) B) o L, 0

G = 5 T 05 + + + 13 +
o %2 "%¢ o0 T2 00ne " Oy
9

t_Z s Tx TT
+772 8¢2t - 771 8¢1t - & 6¢21x + n a¢1x:p ‘

(4.12)

A condicao de simetria linearizada para a simetria nao-classica é

G A =0,
—2mpa11¢2 — 412a2¢TPa — Anpasdr By — mag — 3n1ar 1P

—2n1a1$1¢2 — Sniase] — 6n1asdids — nasdids — nh + it =0 (4.13)
GPB =0,

—Moag — N2a1¢7 — 3n2a1¢5 — M2azd] — 6n2asp1¢s — Spasds — 211 de
—dnasdips — dmasprds — nf +n3* =0, (4.14)

Substituindo (4.10) e (4.11) nas equagdes determinantes para eliminar as derivadas tem-
porais. Isolando ¢y, € @2, na equacao (4.1) e substituindo nos respectivos termos ¢,y
e ¢z, das equagdes (4.13) e (4.14). Obtemos duas equagdes que dependem de @1, € Pag.
Igualando a zero os coeficientes das poténcias de ¢1, € ¢2, obtemos um conjunto de 15
equacoes:
0205
91

=0, (4.15)

20,
D201

(4.16)

9%0,
0o’

=0, (4.17)

by 0?m
a¢2 8¢2

=0, (4.18)
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02 Y 90>
01> 20¢1

=0, (4.19)

802 62772 8292
Op1  Oea? 0r0¢p2 (420)

)

692 8292 62771
0,202 _ + —0, 4.21
2901 02093 092061 (4.21)

82772 8202 a92
- 9,72 4.92
96200 Dwddn  20p (4.22)
2 2
Lo 002 00 O (4.23)

02061 206 | 90,2

905 96, ( 905 > ( 06, ) oo om ( 905 > )
iy 2 (22— (22 )40 0,2y
> or 6. ) ™~ \ 96 206s ~ o0y~ 0, ) 200
892 4 892 8 2 B %
2<8¢>02¢1¢2 2<8¢>a1¢1¢2 +28 dor 2<8¢2>a0¢1
90 90
—2 <a¢2> asp1® — 2 <a¢>2> a161° =0, (4.24)
02y om ons 005 005 005 005
eoon oo, Pag, T <a¢1> = <a¢>) R

4 ((‘;’f) andi s — 2 <§Z >a1¢1 bs — <§ZQ> asdi e — @321) arde®

-2 (g?) appz — 2 <((;Z21> ay ¢ =0, (4.25)



4.2.

Simetrias ndo cldssicas e Solucdes invariantes

32

s =t =1 (5wt = (5wt
—2 <§ZQ2> ag$1’p2” — (25,2) azpr 2 — (gjf) a1 B1do? — <§¢ >a1¢1 b9
(3o () (52
() o 202 g (22 1y (22), a0

2 2
2528 (2 ot -2 e
3 (g?;) asd14 sy — (g:; >a1¢1¢2 - (g:; >a1¢1 Bo — <

00 005 905 90,

(a¢1>a2¢1 3(8¢ ) agy” 3(8¢ >a0¢2 <8¢>

00 > om o < 00 > < om
-3 _ g, 2 g, 02 (92 o 4 3
<8¢ adr’ =g —0as ~ ag, 96

\_/

(4.27)

2
—dasgr 2’ m — 6asg o’ n — dasd1®pam — Sasda e — asdi e — aone +

O 2
Bargens — arb’n2 + (g - )a2¢ R (g e )a2¢13¢ 2 <§ . >a2¢12¢>2
(g(:?) azp1* o + ((% > a1p1¢2® + <§¢ ) a1¢1’ o — (% 2) asp1pe®
-2 <(?992> azp1 o — 2 (69
xr

o > a1¢1%¢2 + <§¢ ) app1 + <8¢> ) asdy® + <8772> azp2”
on2 00>
+(a¢2)a0¢2— <8

— 2a19102m

olob)
m>612€Z52 —2<%9;)a0¢2—2<%i>a1¢2 <g¢ >a1¢1
O om om one
(5ez ) roe+ () + () = (3 ) m+
00 0 0
+2<a;>n1+ <8Z21>772+m=0,

(4.28)
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9 9 0 0
(329)- () () () o

—6agd12pa’nn — dagdi®pamy — asdr na — Sagpa ne — agna

B D
42 (gd) )a2d> 205% + <ng > asdn o + (2¢ )al¢l¢2
+<§f>a@f@—-<%f>@¢¥@ —2(2 )@¢#@
'2<29“@1@+<3¢> oo+ (o) o
LS G O

=2 (G ) mer+ (s owen = (551 ner

8772 8
+<a¢> asps” + - 5

— 2a1¢162m1 — a11’m2 — 3a1pa’nz = 0.

(4.29)

Comecamos resolvendo as treze primeiras equacoes. Tais equacoes podem ser reduzidas

a forma involutiva(triangularizada) com o auxilio de computagao algébrica [20].

Como o

sistema é nao-linear, obtemos por essa decomposicao trés casos(ramos). No primeiro caso,

apés algumas manipulagoes obtemos que

m(z,t,01,02) = fi(x,t)d1+ fa(z,t) o1+ f3(2,1),
ne(z,t,¢1,¢2) = fa(x,t) 1+ f5(x,t) o1 + fo (x,t),
92 ($7t7 ¢17¢2) = f7 (.’L’,t).

com f;, i = 1,...,7 satisfazendo:

%@—%ﬁh ;ﬁh 18”}—&
R <?ﬁ)ﬁ TEL/ )
- Steh sk o= () o

(4.30)

(4.31)
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Substituimos também 71, 12 e 02 nas duas equagbes restantes e e igualando a zero os

coeficientes de poténcias ¢1 e ¢3. Obtemos 27 equagoes:

3a1f3 =0, (4.32)
a1 f3 = 0, (4.33)
a1f3 =0, (4.34)
3a1 fe = 0, (4.35)
2a1 f¢ = 0, (4.36)
a1fe =0, (4.37)
6agfz = 0, (4.38)
Sagfz = 0, (4.39)
daz f3 =0, (4.40)
azfs =0, (4.41)
6aszfe = 0, (4.42)
Sag fe = 0, (4.43)
daz f6 = 0, (4.44)
azfe =0, (4.45)
2a1 f1 + 2 @JZ) a; =0, (4.46)
2ay fa + 2faa1 = 0; (4.47)
dasfi + 2 (%f) as =0, (4.48)
4fras + dasfo = (4.49)
2 fsar + 2 <%i> a =0, (4.50)
Afsag + 2 @;) as =0, (4.51)
Afsas +4 (%i) as + 4asfi = 0, (4.52)
—f1f2—f4f5—2(%f7> 0—%‘?—2<%];7> f4+%2j;1:07 (4.53)
fafs+ 22 <%{Z> 042 @f) fot fufat %Qfg _o (4.54)
Ok -l -2 (B -+ B2 <0 (155)
%2;24+(f1)2+f2f4+(f4) —f5f1+%’;1+2 (%ﬁ) fi=0, (4.56)
~aofs— fufo— 2+ S8 2 (U fo- fafa - fufa fifa =0, (45T

2
ffat fs+ fofo— St G204 2 (S ) fa - aofo + 52 =0, (058)
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Algumas dessas equagoes sao trivialmente soliveis e nos dao f3 = 0, fg = 0 e
fas = —fo. Normalmente reduzindo a forma involutiva obtemos 6 ramos possiveis. O

primeiro é dado pelas equagoes a; = 0:

0* f of;

o = 12f55> —16f3 (4.59)

0* f of;

Th_ a2 (4.60)

0 0

% = —28—J;2 +4f1fs5 (4.61)

%J;Q =4f5f2 —4aofs (4.62)

ofr

5o =2/ (4.63)

%J;S =0 (4.64)

fs=h (4.65)
com solugao:

(—Clt — CQ)

ful@t) = fol@,t) = (2c1£2 1 dcat + 4)

(4agert? + Bageat — c1w? + degx + 4ey)

f2($, t) 2 s
(461t + 8cot + 8)

fr(x,t) = ((c12 — 2¢3)t + wea + c5)(e1t® + 2¢ot + 2),

(4.67)
(4.68)
fa(z,t) = = fo(z,1), (4.69)
(4.70)
(4.71)

f3(x,t) = fe(z,t) = 0.

O gerador de simetria é entao escrito na forma:

o (—c1t — c2) o1 (4aoclt2 + 8agcat — c1x? + desx + 404) 2 0
B 2c1t2 4+ deot + 4 4c1t2 + 8cot + 8 01
N (4agert? + Bageat — c1x® + ez + 4ey) ¢ N (—cit —c2) P2 o 9
4c1t? + 8cot + 8 2c1t2 + deot + 4 0o ot

N <((c1x—203)t+x02+05)) 0 (4.72)

c1t2 + 2cot + 2 oz

onde os ¢s sdo constantes arbitrdrias. E possivel mostrar que o gerador obtido é uma
combinacao de simetrias de Lie, o mesmo acontecendo com os demais cinco ramos. Como

exemplo de como obter uma solugao invariante, tomando ¢; = ¢3 = ¢3 = ¢4 = 0 no gerador
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acima obtemos o seguinte gerador

0 Cs 0
. Cs
que satisfaz G = G1 + 56‘2.
As equagOes caracteristicas sao,
dt dx
=%/ (4.74)
cuja solugao é
—2 t —2 t
61 (2,t) = F <“C5) e dolmst) = F (“05> . (4.75)
Cs5 Cs
Substituindo (4.75) na parte real e imagindria de (4.1) obtemos:
d d?
A = - <F2 (51)) cs> +4——Fy (&) —aoF1 (&) ¢5” — ag (F1 (€1))" ¢
d§1 dfl
—2a3 (F1 (£1))° (F2 (&1))% ¢5” — a2 Fy (&1) (Fa (&))" e5® = 0,
d
B = —2ay(F(&))* (Fa (&) es” + (dlel (51)) s’ —aoFy (&1) c5”
d2
—az (F1 (&))" P2 (€1) e5” + 4PF2 (&) — a2 (F2 (&) es* = 0. (4.76)
1

Para esse sistema nao foi possivel encontrar uma solugao fechada. No entanto, uma solucao
particular permitiria obter uma solucao da equagao original (4.1). Essa equagao admite o

gerador de simetria( obtitido utilizando o pacote SADE [8]):

—1 1 -1 —1
G = <2F1 + 8F2652§1) Dp, + <8052F1512F2) Dr, + &1 D¢, (4.77)
que é um gerador de simetria de Lie de (4.76) se
1
ap = Tﬁcg (4.78)

A solugao invariante de (4.76) correspondendo a (4.77) é:

¢ sin (%05251) + ¢o cos (%05251)

(&) =

Ve ’
1.2 s (1.2
—c1Cos (3¢ + cosin (3¢
Py (&) = ——os (55°6)) + easin (5e5761) (4.79)
Ve
Substituindo (4.79) na ESNL obtemos
(agcgcj1 -3+ Cm%cé1 + 2agc§c§c%)(—cl cos(%cgfl) + ¢ sin(%cggl)) _0
5/2 =%
1/
B (agcgcil -3+ CLQC%C% + 2agc§cgc%)(cl sin(%cgfl) + ¢ cos((%)cgfl)) _ 0 (4.80)

5/2
1
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Igualando a zeros coeficientes de F} e F» em (4.80), obtemos

o2 3
o = [TV (4.81)
C54/ Q2

Substituindo (4.78) e (4.81) em (4.79) obtemos, a solugao da ESNL,

(bl (.Z‘,t) _ \/ZI ( \[\/ 4622rf+ \[

—2x —2z + 4t\/ag 4t\/ag
Vao

X sin <;\/%(—2x + 4t\/%)> + ¢ cos (;\/50 (—2z + 4t\/50)>>

b2 (z,t) = — Vi ( \f\/ —der” \F\F—i_\[
—2x + 4t /ag
\/cT
X €Os (;\F( 2z + 4t\ﬁ)> + Cysin <;\/%(—2x + 4t\/%)>>. (4.82)

A funcéo de onda em si ndao tem significado fisico e sim o seu médulo quadrado

que reprensenta uma densidade de probabilidade, que é dada por,

B 4,/ag 4cQ2,ﬁ,ﬁ+ V3 1
K% (337t)|2 = S ao( sin <2\/a0 (—2$+4t\/ao))
? Vao —4e92\/agr/a
~+co cos (;,/ao (—2x+4t\/a0)>> _2$4+ o ( 1 4co ag a; +3

X cos (;\ﬁ( 2% + 4t\ﬁ)> + eosin <;\/%(—2m 4 4t\/%)>>2. (4.83)
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Abaixo temos o grafico da densidade de probabilidade.

Figura 4.1: Grafico da Onda Solitaria

Ondas Solitarias sdo ondas que mantém sua forma inalterada a medida que se

propaga.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, estudamos métodos de simetria de Lie e simetrias nao-classicas,
para obter solugoes invariantes para a equacao de Schrodinger nao-linear.

No segundo capitulo, introduzimos conceitos fundamentais como espaco topoldgico
e variedades diferenciais e a partir desses conceitos foi possivel definir um grupo de Lie. Con-
sideramos um grupo de simetria e obtemos geradores infinitesimais de simetria. Mostramos
que esses geradores formam um espago vetorial e possuem uma algebra de Lie.

No terceiro capitulo, alguns conceitos foram introduzidos para obtermos as sime-
trias e solugoes invariantes. Iniciamos estudando transformagoes locais para EDPs de duas
variaveis e foram obtidos os geradores infinitesimais de simetria e com um exemplo ilus-
tramos o método. Na segunda secao, de posse de uma determinada simetria mostramos
como construir uma solucao invariante, utilizando o método da caracteristica . Na ter-
ceira secdo, construimos solugoes invariantes por uma simetria nao classica(impomos uma
restricdo no gerador de simetria).

No capitulo quatro, apresentamos os resultados obtidos com o auxilio do pacote
computacional SADE. Na primeira se¢ao, obtemos as simetrias e a algebra associada a
simetria para diferentes coeficientes da equacao. Na segunda se¢ao, estudamos simetrias
nao classicas, essas simetrias nos permitiu obter novamente todas as simetrias de Lie, mas
para a ENSL(1+1). Nao encontramos simetrias diferentes das obtidas via simetria Lie.
Para dois casos obtivemos solucdes invariantes.

Como perspectiva para trabalhos futuros continuaremos investigando solucoes in-
variantes por simetrias nao-cldssicas para o caso da ESNL para os casos (2+1) e (3+1)
dimensionais. Estudaremos também as leis de conservagao e outras simetrias. Outra pro-

posta é estudar a estabilidade de solugoes da ESNL obtidas e considerar outros campos.
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