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Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo teórico para determinar a taxa de geração de

mágnons e a consequente redução da magnetização de um poço quântico semicondutor

magnético diluído de (Ga,Mn)As, devido a processos de espalhamento buraco–mágnon,

induzidos pela interação do gás de buracos quase–bidimensional com campo laser. Para este

fim, escrevemos a equação de Schrödinger (na aproximação da massa efetiva) para um buraco

confinado por um potencial unidimensional ideal na direção−z, interagindo com o campo

laser aplicado. Determinamos a função de onda do sistema a partir da solução da equação

de Schrödinger, e efetuamos o cálculo dos elementos da matriz de espalhamento buraco–

mágnon. A interação buraco–mágnon foi tratada pela teoria da perturbação de primeira

ordem, considerando somente mágnons associados à precessão dos spins localizados dos íons

de Mn. A partir dos elementos da matriz de espalhamento, obtivemos a probabilidade de

transição por unidade de tempo, considerando processos de transição acompanhados de

absorção/emissão de ambos, mágnons e fótons (com a mesma frequência do campo laser)

simultaneamente. Em seguida, determinamos a equação cinética obedecida pela população

de mágnons, que também nos fornece o coeficiente de amplificação dos mesmos. Finalmente,

calculamos a desmagnetização a partir de sua relação com o número de mágnons presente no

sistema.

Aplicando o modelo descrito acima para transições intra sub–bandas, com um campo laser

forte, verificamos que a amplificação da população de mágnons se torna apreciável quando a

amplitude do campo elétrico associado ao laser supera o campo crítico, da ordem de 108 V/m,

levando a coeficientes de amplificação de mágnons entre 1011 e 1012 s−1. A desmagnetização

mostrou forte dependência com a largura do poço quântico e com a intensidade do campo

elétrico, sendo tanto maior quanto menor a largura do poço e maior a intensidade do campo

elétrico associado ao laser. Obtivemos uma redução tanto nos valores do coeficiente de

amplificação quanto da desmagnetização, quando consideramos transições inter sub–bandas

com um campo laser forte ou transições intra (inter) sub–bandas com dois campos laser’s

aplicados (um no regime de campo forte e outro no de campo fraco).

Palavras–Chave: Semicondutores Magnéticos Diluídos, (Ga,Mn)As, Poço Quântico, Desmag-

netização, Mágnons.



Abstract

In this work we carried out a theoretical study in order to determine the magnons

growth rate and therefore the drop on the magnetization of a (Ga,Mn)As diluted magnetic

semiconductor quantum well, due to hole–magnon scattering processes, induced by the

interaction of quasi-two dimensional hole gas under a laser field. For this purpose, we wrote

the Schrödinger equation (under the effective mass approximation) for a confined hole in an

ideal one–dimensional potential at the z−direction, interacting with the applied laser field.

We determined the wave function of the system by solving the Schrödinger equation, and we

calculated the elements of the hole-magnon scattering matrix. The hole-magnon interaction

was treated under a first-order perturbation theory, considering only the magnons associated

with the localized spin precession at the Mn ions. From the scattering matrix elements, we

obtained the rate transition probability, considering transition processes accompanied by

absorption/emission of both magnons and photons (under the same laser field frequency)

simultaneously. Following, we determined the kinetic equation obeyed by the population

of magnons, which also provides their amplification coefficient. Finally, we calculated the

demagnetization from its relationship with the number of magnons of the system.

When applying the model mentioned above to intra-subband transitions under a strong

laser field, we verified an appreciably increase in the population of magnons when the

amplitude of the electric part of the laser field overcomes a critical value, on the order

of 108 V/m, allowing an magnon amplification coefficient between 1011 and 1012 s−1. The

demagnetization showed a strong dependence on the width of the quantum well as well

as the electric field intensity, being as higher as the smaller is the width of the well and the

higher is the electric field intensity due to laser. We obtained a drop on the values of the

amplification coefficient as well as for the demagnetization when considering inter-subband

transitions under a strong laser field or intra (inter)-subband transitions with two applied

laser fields (one at the strong and the other at the weak regime).

Keywords: Diluted Magnetic Semiconductors, (Ga,Mn)As, Quantum Well, Demagnetization,

Magnons.
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1 Introdução

O estudo da dinâmica de desmagnetização ultra–rápida induzida por luz tem recebido

grande interesse nos últimos anos, tanto de experimentais quanto de teóricos [1–10]. As

investigações nesta área são de interesse para a física básica, no que se refere aos processos que

ocorrem nos ferromagnetos em pequenas escalas de tempo, como também na área tecnológica,

principalmente em relação à possibilidade prática de registrar informações de forma ultra–

rápida em memórias magnéticas. Desta forma, a manipulação tanto da intensidade quanto da

direção da magnetização em nanoestruturas semicondutoras magnéticas diluídas é de grande

importância para o desenvolvimento de dispositivos em spintronics [11]. Vários experimentos

tem confirmado a desmagnetização ultra–rápida em sistemas magnéticos [12–15], o que leva

a acreditar que a rápida dinâmica de magnetização é devido ao tempo de relaxação da ordem

de poucas dezenas de picossegundos. A desmagnetização induzida por luz foi recentemente

observada em semicondutores magnéticos diluídos do tipo (III,Mn)V [16,17], onde se verificou

a completa destruição da ordem ferromagnética em menos de um picossegundo.

O modelo teórico mais utilizado para explicar o processo de desmagnetização induzida por

laser em semicondutores ferromagnéticos [como o (Ga,Mn)As], é chamado de modelo das três

temperaturas. Neste modelo, o sistema é dividido em três reservatórios interagentes [3, 7, 10]:

portadores de carga, rede e spins. O campo laser incidente injeta energia no sistema de

portadores, aumentando a temperatura associada a este sistema (energia cinética), que por

sua vez transfere parte dessa energia para os dois outros sistemas (rede e spins). Este modelo

possui duas deficiências básicas: primeiro, trata os sistemas de portadores e de spins separados,

e portanto não pode representar bem o magnetismo itinerante; segundo, os subsistemas

trocam apenas energia, mas não momento angular orbital e de spin, trocas estas necessárias

para uma correta descrição física do processo de desmagnetização [18, 19].

A primeira deficiência (separação dos subsistemas de carga e de spin) é menos problemática

no caso de semicondutores magnéticos diluídos do que em ferromagnetos metálicos. Em

semicondutores magnéticos diluídos de (Ga,Mn)As, a maior contribuição para a magnetização

macroscópica é devido aos spins localizados dos íons de Mn [20]. Isto ocorre devido aos

seguintes fatos experimentais: (i) o spin dos íons de Mn2+ (5/2) é superior ao dos buracos
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(1/2) [21]; (ii) a densidade de buracos é menor do que a densidade de íons de Mn, devido aos

efeitos de compensação de carga [17]; e (iii) os portadores de carga não são completamente

polarizados no equilíbrio térmico [22]. Portanto, nestes sistemas, a divisão entre portadores

de carga e spins em reservatórios separados é uma aproximação satisfatória. Quanto à

deficiência relativa à transferência de momento angular entre os subsistemas, equações

adicionais levando em conta o balaço entre o momento angular dos fótons incidentes, dos

portadores de carga (orbital e de spin) e da rede, podem ser adicionadas ao modelo [23].

Outros modelos têm sido aplicado ao estudo da ultra–rápida desmagnetização. Em

particular, para o estudo de semicondutores magnéticos diluídos, como o (Ga,Mn)As, têm se

destacado o modelo no qual a desmagnetização ocorre devido a espalhamento (dependente

de spin) entre buracos aquecidos (devido a incidência de campos laser) e spins dos íons

localizados de Mn [1], sendo a interação efetiva entre os spins itinerantes (buracos) e os spins

localizados (Mn) tratada dentro do modelo de troca p−d [24, 25].

Além da ultra–rápida desmagnetização de semicondutores (III,Mn)V, vários estudos têm

mostrado a possibilidade de aumento ultra–rápido na magnetização por meio do aumento

da densidade de buracos (buracos fotoexitados) induzida por um pulso laser de duração

de femtosegundos na região do ultravioleta [21, 26]. Este fenômeno é possível somente

devido à natureza do ordenamento ferromagnético mediado por portadores observado em

semicondutores magnéticos diluídos (III,Mn)V.

Uma revisão dos aspectos teóricos e experimentais sobre manipulação óptica ultra–rápida

do ordenamento magnético, incluindo estudos de vários materiais (ferromagnetos metálicos,

semicondutores magnéticos, dielétricos magnéticos, semimetais magnéticos e semicondutores

magnéticos diluídos), pode ser encontrada nas referências [17, 20].

O presente trabalho tem por objetivo investigar os efeitos de campos eletromagnéticos em

poços quânticos semicondutores, dopados com pequenas porcentagens de íons magnéticos.

Especificamente, estudamos a amplificação da população de mágnons e a consequente redução

da magnetização de poços quânticos de (Ga,Mn)As, devido a processos de espalhamento

buraco–mágnon induzidos pela interação do gás de buracos quase–bidimensional com

o(s) campo(s) laser(’s), responsável por injetar energia no sistema de portadores. Com

isso, esperamos entender melhor o processo de desmagnetização por meio da aplicação de

campo(s) eletromagnético(s). O trabalho se justifica pelo amplo leque de questões ainda não

satisfatoriamente resolvidas e a importância em colaborar com os fundamentos da eletrônica

de spin, cujo futuro parece bastante promissor.

A tese está organizada em seis capítulos, incluindo esta introdução. O capítulo 2 inicia



1 Introdução 22

tratando brevemente da relação entre semicondutores ordinários, magnéticos e magnéticos

diluídos, focando principalmente neste último, objeto desta tese. Em seguida, descrevemos

o processo de crescimento do (Ga,Mn)As pelo método de Epitaxia de Feixe Molecular a

Baixas Temperaturas, as principais propriedades estruturais, eletrônicas e magnéticas do

semicondutor magnético diluído (Ga,Mn)As, limitando às necessárias ao desenvolvimento

deste trabalho. O capítulo termina com uma abordagem dos principais defeitos pontuais

apresentados pelo (Ga,Mn)As crescido epitaxialmente e sua relação com os mecanismos de

compensação de carga, as origens do ferromagnetismo mediado por portadores e os efeitos

relacionados à desordem posicional dos dopantes magnéticos.

No capítulo 3, desenvolvemos o modelo da geração de mágnons e consequente desmag-

netização de um poço quântico semicondutor magnético diluído de (Ga,Mn)As via campo

laser. Iniciamos pela solução da equação de Schrödinger para um buraco confinado por um

potencial unidimensional ideal, na presença do campo laser. Esta solução é então utilizada no

cálculo dos elementos da matriz de espalhamento buraco–mágnon e da probabilidade de

transição por unidade de tempo. Finalmente, obtemos a equação cinética para a população

de mágnons, o coeficiente de amplificação e a desmagnetização resultante do sistema.

O capítulo 4 trata da aplicação específica do modelo para a interação de um gás de buracos

quase–bidimensional degenerado com um campo laser no regime de campo forte ou intenso.

Analisamos os casos de transições intra sub–bandas e inter sub–bandas separadamente, para

poços quânticos de várias larguras.

A extensão do modelo para dois campos laser’s, um dos quais no regime de campo

forte e o outro no regime de campo fraco, atuando simultaneamente sobre o gás de buracos

quase–bidimensional, é realizada no capítulo 5. Novamente, analisamos transições intra e

inter sub–bandas separadamente. Finalmente, as principais conclusões obtidas nos capítulos

4 e 5 estão sumarizadas no capítulo 6.
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2 Fundamentos

2.1 Semicondutores Ordinários

Semicondutores ordinários (não magnéticos), tais como o silício (Si), germânio (Ge) e

arseneto de gálio (GaAs), não possuem íons magnéticos em sua constituição, e portanto não

apresentam propriedades magnéticas, tais como ferromagnetismo ou antiferromagnetismo

[27]. Devido ao fato destes materiais possuírem fator g magnético muito pequeno (por

exemplo, o fator g efetivo do GaAs bulk vale g∗ ' −0,44 [28]), seria necessário campos

magnéticos intensos para se conseguir uma diferença de energia entre as sub–bandas de

spin–up e spin–down suficiente para que estes possam ser filtrados ou controlados por meio

de campos externos aplicados [29]. Desta forma, apesar de sua inquestionável importância

tecnológica, estes materiais não são atrativos para aplicações em novos dispositivos que

combinem propriedades semicondutoras com propriedades magnéticas.

2.2 Semicondutores Magnéticos

Nos semicondutores magnéticos, tais como os calcogenetos de európio (EuO, EuS, EuTe e

EuSe), elementos magnéticos estão presentes em sub-redes periódicas, e assim estes materiais

exibem tanto propriedades magnéticas quanto semicondutoras, desde que a densidade de

portadores seja suficientemente alta [30]. Outros exemplos de semicondutores magnéticos

são: (Eu,Gd)S, HgCr2Se4 e CdCr2Se4 [31]. Uma diferença marcante entre semicondutores

magnéticos e não magnéticos, além obviamente de suas propriedades magnéticas, é o

comportamento do gap óptico com a diminuição da temperatura. Semicondutores magnéticos

experimentam um deslocamento (gigante) da absorção óptica para o vermelho (redução do gap)

a baixas temperaturas, enquanto semicondutores não magnéticos apresentam deslocamento

para o azul (aumento do gap) com a diminuição da temperatura [30].

A dificuldade em se encorporar semicondutores magnéticos em dispositivos eletrônicos

e opto–eletrônicos está principalmente em sua difícil preparação [29] e em sua estrutura
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cristalina, muito diferente da estrutura cristalina dos semicondutores utilizados na maioria

dos dispositivos, tal como a do Si e do GaAs, dificultando a integração dos semicondutores

magnéticos com os semicondutores não magnéticos mais utilizados na industria.

2.3 Semicondutores Magnéticos Diluídos

Semicondutores magnéticos diluídos (DMS – Diluted Magnetic Semiconductors), também co-

nhecidos como semicondutores semimagnéticos, são ligas de semicondutores não magnéticos,

tal como o GaAs e o CdTe, com elementos magnéticos, como o manganês (Mn). Nestes

materiais, os elementos magnéticos (metais de transição ou elementos de terras–raras)

são incorporados substitucionalmente na sub–rede dos cátions (no caso do (Ga,Mn)As, os

elementos magnéticos Mn são incorporados aleatoriamente na sub–rede do Ga). Alguns

exemplos de semicondutores magnéticos diluídos da família II–VI são (Cd,Mn)Te, (Zn,Mn)S,

(Zn,Mn)Se e (Hg,Mn)Te [32]; exemplos de semicondutores III–V são (In,Mn)As, (Ga,Mn)As e

(Ga,Mn)Sb [33].

Semicondutores magnéticos diluídos apresentam propriedades magnéticas e semicondu-

toras simultaneamente, fazendo com que estes materiais sejam de grande interesse, tanto do

ponto de vista de novas propriedades físicas como para fabricação/aplicação em dispositivos

com novas funcionalidades. Como o ordenamento ferromagnético apresentado por estes

materiais depende da concentração de íons magnéticos, é necessário dopar o semicondutor

hospedeiro com uma quantidade suficiente de elementos magnéticos. Isto requer dopagem

com elementos magnéticos além de seu limite de solubilidade no semicondutor hospedeiro,

processo este conseguido com sucesso através de Epitaxia por Feixe Molecular a Baixas

Temperaturas, LT–MBE (Low–Temperature Molecular Beam Epitaxial) [34].

Além disso, as propriedades magnéticas de semicondutores magnéticos diluídos podem

variar tanto com a concentração de íons magnéticos quanto com a concentração de portadores.

A concentração destes últimos pode ser modificada tanto por meio de codopagem quanto

por meios externos, como aplicação de campos elétricos [35], magnéticos [36] ou incidência

de luz [11, 37].

O principal problema a ser resolvido para que dispositivos construídos com estes materiais

possam operar a temperatura ambiente, é fazer com que a temperatura de Curie TC destes

materiais se elevem acima de 300K, a partir do atual recorde de 173K observado para o

(Ga,Mn)As [38, 39]. Temperaturas de transição ferromagnética crescentes têm sido obtidas

melhorando a qualidade das amostras [39–42], realizado tratamentos térmicos para redução
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de defeitos intersticiais [38, 39, 43–45] e elevando a concentração de dopantes magnéticos e

de portadores [38, 39, 46], sendo que os últimos podem ser variados independentemente da

dopagem com íons magnéticos por codopagem com doadores ou aceitadores não magnéticos

[25]. Espera–se que com o melhor controle estequiométrico [38, 42] durante o crescimento do

(Ga,As)Mn com dopagens acima de 10% e redução de defeitos intersticiais por tratamentos

térmicos, a temperatura de Curie deste material possa atingir e mesmo superar a temperatura

ambiente [39].

Deste ponto em diante, restringimos a discussão às características básicas dos semicondu-

tores magnéticos diluídos formados a partir de compostos semicondutores hospedeiros III–V,

em particular do (Ga,Mn)As.

2.4 (Ga1−x,Mnx)As

Esta seção apresenta uma breve revisão do processo de crescimento, das principais propri-

edades estruturais, eletrônicas e magnéticas do (Ga,Mn)As. Os mecanismos de compensação

de carga, as origens do ferromagnetismo e os efeitos de desordem nas propriedades do

semicondutor ferromagnético (Ga,Mn)As são discutidas brevemente.

2.4.1 Crescimento de (Ga,Mn)As por LT–MBE

O (Ga,Mn)As é uma liga homogênea do semicondutor hospedeiro não magnético GaAs

com o elemento magnético Mn, com concentrações acima do limite de solubilidade do Mn no

GaAs, que é da ordem de 1018 cm−3 [29]. Filmes de (Ga,Mn)As são crescidos epitaxialmente

sobre um substrato de GaAs(001) por LT–MBE. Na temperatura de equilíbrio, a solubilidade

dos átomos dos metais de transição é muito baixa em semicondutores III–V [47], e assim, no

crescimento de (Ga,Mn)As sob condições de equilíbrio térmico, x está limitado a x . 0,001 [48],

onde x é a concentração fracional de Mn na liga (Ga1−x,Mnx)As.1 Crescido por MBE fora

do equilíbrio a baixas temperaturas (em torno de 250 oC), consegue–se evitar a segregação

superficial de Mn e a formação de uma segunda fase de MnAs [31]. O processo de crescimento

a baixas temperaturas é necessário para que não haja energia térmica suficiente para a formação

de uma segunda fase (segregação de MnAs, que possui a mesma estrutura hexagonal do

NiAs).

1Com No ' 1021 cm−3 sendo a concentração de sítios cátions; NMn ' 1018 cm−3 a concentração de Mn no limite
de solubilidade e x =

NMn
No

a concentração fracional de dopantes, temos que x ' 0,001 no equilíbrio térmico.
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Outro tipo de estrutura semicondutora ferromagnética (não homogênea) pode ser obtida

pelo crescimento de um filme heterogêneo de GaAs:MnAs, a partir de uma camada de

(Ga,Mn)As crescido por LT–MBE, onde partículas ferromagnéticas esféricas de MnAs com

diâmetros da ordem de nanômetros, estão imersas em uma matriz de GaAs [49]. A fase

MnAs–α é ferromagnética com estrutura hexagonal (com a = 0,3724nm e c = 0,5706nm). Em

amostras bulk, uma transformação de fase MnAs–α→MnAs–β (fase paramagnética, com

estrutura ortorrômbica) toma lugar a 40 oC [49].

Mais detalhes sobre o método de crescimento de (Ga,Mn)As por LT–MBE podem ser

encontrados em [47, 49–51].

2.4.2 Propriedades Estruturais

Átomos isolados de 31Ga e 33As possuem configurações eletrônicas [Ar]3d104s24p1 e

[Ar]3d104s24p3, respectivamente. O átomo de Ga (grupo III da tabela periódica) contém

três elétrons de valência em sua última camada e o átomo de As (grupo V), cinco elétrons.

Em compostos III–V, como o GaAs, as ligações covalentes tornam–se parcialmente iônicas

devido à transferência de elétrons do elemento do grupo III para o elemento do grupo V [27],

formando uma sub–rede de cátions (Ga3+) e uma de ânions (As3−). Em um sólido, cada átomo

de Ga (As) se encontra no centro de um tetraedro regular, cujos vértices são ocupados por

átomos de As (Ga), formando assim ligações tetraédricas, de forma que o GaAs se cristaliza

em uma estrutura do tipo zincblende [52]. Esta estrutura consiste de duas redes de Bravais

cúbicas de face centradas (cfc) interpenetradas, deslocadas por 1/4 do comprimento da

diagonal principal e na direção desta. Uma das redes cfc é a sub–rede de Ga (cátions), e

a outra de As (ânions). A constante de rede experimental da célula cúbica convencional

(contendo oito átomos, sendo quatro Ga e quatro As) do GaAs vale aGaAs
o = 0,56533nm [47]. A

rede do tipo zincblende (cfc) tem como rede recíproca uma rede cúbica de corpo centrado

(ccc), de tal forma que sua primeira Zona de Brillouin é um octaedro truncado [53].

Dopando o semicondutor GaAs com Mn, obtemos o semicondutor magnético diluído

(Ga,Mn)As. Como existem quatro sítios cátions por célula convencional, temos que a

concentração (ou densidade) de sítios cátions é dada por No = 4/a3
o . Desta forma, a concentração

fracional de impurezas magnéticas presentes na liga ternária (Ga1−x,Mnx)As, x = NMn
No

, é dado

por x = NMn

4/a3
o
, ou NMn = 4x

a3
o
, onde ao é a constante de rede do (Ga1−x,Mnx)As e NMn é a concentração

(ou densidade) de íons de Mn.

Medidas de difração de raios–x confirmam que o (Ga,Mn)As crescido epitaxialmente
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também possui estrutura zincblende [50], sendo que a constante de rede do (Ga1−x,Mnx)As, em

função da composição x de Mn, segue a lei de Vegard, ou seja, ao aumenta linearmente com

x [47]. A dependência experimental da constante de rede do (Ga,Mn)As com a composição

total2 x de Mn é [34]

ao(x) = aGaAs
o + 0,32x (Å), (2.1)

onde x ∈ [0,1], sendo os extremos correspondentes às ligas binárias GaAs e MnAs (com

estrutura hipotética zincblende), respectivamente. A constante de rede zincblende hipotética do

MnAs, azincblende
MnAs ' 0,6nm, é obtida por extrapolação [29] de ao para x = 1 ou 100%.

Cálculos realizados utilizando a Teoria do Funcional da Densidade [54], mostraram que o

aumento da constante de rede do (Ga,Mn)As em relação ao GaAs, observado experimental-

mente [34], está associada a Mn intersticial e anti–sítios de As (átomos de As localizados em

sítios da sub–rede de cátions), pois o Mn substitucional tende a diminuir a constante de rede

do (Ga,Mn)As, já que o raio covalente do Mn (RMn = 1,17Å) é menor do que o raio covalente

do Ga (RGa = 1,25Å).3 A maior influência no aumento da constante de rede do (Ga,Mn)As

obtido neste trabalho [54] foi devido a defeitos intersticiais de Mn avizinhado por As, seguido

por anti–sítios de As.

Entretanto, medidas experimentais da constante de rede de filmes de (Ga,Mn)As realizadas

antes a depois de efetuar tratamentos térmicos em várias amostras de (Ga,Mn)As mostraram

[55] que a constante de rede do (Ga,Mn)As é intrinsecamente maior do que a constante de

rede do GaAs, além de demonstrar que a constante de rede aumenta linearmente com a

concentração de MnI, em contradição aos resultados obtidos pela teoria do funcional da

densidade [54].

A partir das distâncias de ligação Ga–As e Mn–As, obtidas experimentalmente [34, 52]

para um filme fino de (Ga,Mn)As, pode–se inferir sobre o efeito do Mn sobre o parâmetro

de rede do (Ga,Mn)As. Estas distâncias são: dGa–As = 0,244nm; dMn–As = 0,249− 0,250nm; e

dzincblende
Mn–As = 0,259nm, sendo a última calculada. No cálculo teórico da distância de ligação

Mn–As, considera–se um cluster de MnAs, com estrutura MnAs4, onde o átomo de Mn ocupa

posição central [56]. Com base nestes valores, pode–se verificar que a inclusão de Mn tende a

expandir a rede do GaAs, resultando em uma constante de rede ligeiramente maior, além de

proporcional ao conteúdo x de Mn. Podemos também obter o parâmetro de rede real da liga

2A concentração total de impurezas de Mn inclui Mn substitucional (MnGa) e Mn intersticial (MnI).
3Isto não deve ser considerado como uma boa justificativa, desde que as ligações formadas entre Ga e As na

formação do semicondutor GaAs possui caráter parcialmente iônico [27], e o raio iônico do Mn2+ (0,83Å) é
maior do que o raio iônico do Ga3+ (0,62Å).
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a partir de medidas da distância média entre cátions vizinhos, dcc. Para estruturas zincblende

temos ao =
√

2dcc.

Além de sua importância fundamental, o conhecimento do parâmetro de rede é de

interesse prático, pois fornece um meio conveniente de determinar a concentração de

impurezas presente na composição do semicondutor magnético diluído a partir de medidas

dos parâmetros estruturais da liga [32].

2.4.3 Propriedades Eletrônicas

O GaAs é um semicondutor de gap direto, com extremos das bandas de valência e de

condução localizadas no ponto Γ [57]. O band gap do GaAs e de suas ligas (diluídas), a

temperatura ambiente, é Eg = 1,43eV [47]. Dopagem do GaAs com Mn, incorporado no

semicondutor hospedeiro como defeitos substitucional (Mn ocupa sítios da sub–rede do

Ga), fornece tanto momentos magnéticos (devido à camada 3d incompleta do Mn) quanto

portadores de carga positivos – buracos (o Mn atua como impureza aceitadora, desde que

muito provavelmente é incorporado no GaAs como Mn2+ no lugar de Ga3+). Desta forma,

o (Ga,Mn)As tem caráter metálico (condutor), desde que a densidade de portadores seja

suficientemente alta.

A estrutura de bandas da liga ternária (Ga1−x,Mnx)As, na ausência de campos magnéticos

externos, deve se assemelhar qualitativamente à estrutura de bandas do semicondutor GaAs,

afastando quantitativamente desta, em direção à estrutura de banda do MnAs (zincblende

hipotético) em função da concentração fracional x de Mn. Somado a esta diferença, a

introdução da camada 3d5 devido aos íons de Mn leva à inclusão de dois níveis (um ocupado

e outro vazio), além de efeitos de hibridização com a banda de valência [32]. Desde que

estamos interessados em concentrações relativamente pequenas dos íons magnéticos, em

torno de x ' 0,05, o efeito do Mn incorporado sobre os parâmetros da estrutura de bandas

é negligenciável [58] na ausência de campos magnéticos externos. Entretanto, devido ao

forte acoplamento p−d, a estrutura de banda muda drasticamente na presença de campos

magnéticos externos [59].

Medidas do coeficiente Hall ordinário (ou normal, em contraposição ao coeficiente Hall

anômalo) mostram que os portadores de carga no (Ga,Mn)As são positivos (buracos), com

concentração de portadores da mesma ordem de NMn, a densidade de íons de Mn [47, 50].

Para concentrações intermediárias x de Mn, (Ga,Mn)As apresenta comportamento metálico

(lado metálico da transição metal–isolante), enquanto que para concentrações muito baixas
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ou muito altas de Mn, (Ga,Mn)As apresenta comportamento isolante (se encontra no lado

isolante da transição metal–isolante) [29]. Ou seja, o semicondutor magnético diluído

(Ga1−x,Mnx)As, com x entre 0,035 e 0,0534 é um condutor do tipo–p. Por exemplo, amostras

com x = 0,05 e concentração de buracos igual a nh = 3,3× 1020 cm−3, apresentam caráter

metálico [61]. Entretanto, (Ga,Mn)As é isolante (mau condutor) para concentrações muito

baixas ou muito altas de Mn. Por exemplo, amostras com x = 0,01 e nh = 2,8× 1019 cm−3

apresentam caráter isolante [61]. Uma possível explicação para o surgimento da fase isolante

em altas concentrações de Mn está associado ao aumento da concentração de Mn intersticial,

que atua como duplo doador [11, 31], e portanto reduz a densidade de buracos.

A energia de Fermi (EF) do sistema também é afetada pela concentração de portadores.

A energia de Fermi do (Ga,Mn)As, no estado bulk, situa–se em torno de EF ' 300meV [34]

(medida a partir do topo da banda de valência, com valores crescentes em direção à região

concava do diagrama de dispersão). Valores teóricos, calculados pela teoria do campo médio,

reportam [58] energia de Fermi igual a EF = 195meV para nh = 3,5× 1020 cm−3, e vetores

de onda do buraco entre 0 e 3× 10−9 m−1. Como a densidade de portadores presente no

(Ga,Mn)As pode ser modificada independentemente do conteúdo de Mn, já que o (Ga,Mn)As

pode ser codopado com impurezas doadoras (por exemplo, SiGa ou SeAs são doadores simples

no GaAs) ou aceitadores (por exemplo, CAs ou BeGa são aceitadores simples no GaAs) [25],

podemos alterar a energia de Fermi do sistema, desde que esta depende da concentração de

portadores.

2.4.4 Propriedades Magnéticas

Medidas de efeito Hall mostraram a existência de efeito Hall anômalo em amostras de

(Ga,Mn)As, indicando a presença de ordenamento ferromagnético a baixas temperaturas [50].

Para concentrações de Mn intermediárias, filmes de (Ga,Mn)As são ferromagnéticos para

T < TC e paramagnético para T > TC. A temperatura de transição do (Ga,Mn)As depende

de vários fatores, dentre eles a concentração de dopantes magnéticos, a concentração de

portadores de carga e a realização ou não de tratamentos térmicos pós crescimento por

LT–MBE. Alguns valores reportados são TC ' 110K para x = 0,05 sem tratamento térmico [34]

e TC ' 173K para x = 0,08 com tratamento térmico [38]. Cálculos realizados dentro da

aproximação do campo médio estimam que a temperatura TC seja diretamente proporcional

à concentração de íons magnéticos substitucional e à raiz cúbica da concentração de buracos,

ou seja, TC ∼NMnn
1/3
h [25].

4Estes limites não são rígidos. Por exemplo, na referência [60], obtiveram que o (Ga,Mn)As é condutor
(metálico) para concentrações de Mn 0,03 . x . 0,08.
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O (Ga,Mn)As apresenta ferromagnetismo mediado por portadores [25, 33, 58], e por isto

também é referenciado como um semicondutor ferromagnético. O acoplamento entre os spins

do sistema de buracos itinerante com os spins localizados do sistema de íons magnéticos é

caracterizado pela constante de troca Jpd ou, de forma equivalente, Noβ, onde β é a integral

de troca entre os portadores na banda p de valência e os elétrons localizados na camada

d do íon de Mn. O valor da constante de troca, a partir de dados de fotoemissão [56] é

|Jpd| = 54± 9meV nm3 ou |Noβ| = 1,2± 0,2eV [25], onde No = 1/Ωc.u. é o número de sítios

cátions por unidade de volume (ou número de células unitárias por unidade de volume, que

contém dois átomos, um cátion e um ânion) e Ωc.u. = a3
o/4 é o volume de uma célula unitária

convencional (c.u.) – pois cada célula zincblende convencional contém oito átomos, quatro

cátions e quatro ânions e portanto, a célula unitária contém uma base de dois átomos, um

cátion e um ânion.5

Os íons localizados de Mn2+ possuem spin S = 5/2, inferido a partir da magnetização

de saturação a baixas temperaturas, e portam momento magnético igual a −SgµB, onde

g = 2,0 é o fator magnético do Mn e µB é o magneton de Bohr [58]. Devido à interação

antiferromagnética entre o sistema de spins localizados e o sistema de spins itinerante, o valor

esperado da magnetização para Mn tem sentido contrário ao valor esperado da magnetização

dos buracos. Isto é comprovado pelo fato do spin médio de saturação do Mn, igual a 5/2, ser

oposto ao spin médio de saturação dos buracos, igual a −1/2, em baixas temperaturas [62].

Além disso, a magnetização espontânea do semicondutor ferromagnético (Ga,Mn)As resulta

do desbalanço entre a população de spins–up e spins–down do sistema de portadores [22].

Desta forma, o acoplamento entre os íons de Mn se dá através dos buracos, que se acoplam

antiferromagneticamente (AFM) aos íons magnéticos, levando a uma interação ferromagnética

(FM) entre os íons de Mn: SMn↑
AFM
←→ sb↓

AFM
←→ SMn↑ =⇒ SMn↑

FM
←→ SMn↑.

2.4.5 Mecanismos de Compensação de Carga

Átomos de Mn substitucional, denotado por MnGa, atuam como impurezas aceitadores no

GaAs, doando um buraco por Mn, pois o Mn é um elemento do grupo II (Mn: [Ar]3d54s2), e

substitui o Ga, que é do grupo III (Ga: [Ar]3d104s24p1). Assim, os dois elétrons 4s do Mn

participam das ligações químicas da mesma forma como os dois elétrons 4s do Ga [25], e o

elétron que está faltando devido à substituição do Ga pelo Mn é o buraco introduzido por

cada Mn incorporado substitucionalmente no semicondutor hospedeiro GaAs. Dois tipos de

defeitos doadores contribuem para a compensação de carga observada experimentalmente
5Os três parâmetros de troca utilizados na descrição de semicondutores magnéticos e semicondutores

magnéticos diluídos são relacionados por β ≡ Jpd, Noβ ≡ Jo e Jpd ≡ JoΩc.u. = Jo/No [25].
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em amostras de (Ga,Mn)As: íons de Mn intersticiais, que leva ao mecanismo de auto–

compensação de carga, e átomos de As que ocupam sítios da sub–rede dos cátions (Ga).

Mn intersticial, denotado por MnI, é duplo doador no (Ga,Mn)As, e portanto, cada

defeito MnI compensa dois buracos [41] fornecidos pelo Mn substitucional. Vários trabalhos

experimentais [38,39,43–46,55] e teóricos [39,43] têm mostrado que estes defeitos intersticiais

são altamente metaestáveis, já que a concentração destes pode ser substancialmente reduzida

por tratamentos térmicos, realizados após o crescimento das amostras, a temperaturas

próximas da temperatura de crescimento. Tratamento térmico realizado a temperaturas

inferiores a de crescimento, ∼ 240 oC, mostrou que a concentração de defeitos intersticiais

pode ser bastante reduzida, e consequentemente a concentração de buracos elevada [55].

Tratamento térmico realizado a temperaturas ligeiramente maiores do que a de crescimento,

igual a 282 oC, para amostras com x> 0,045, elevou a concentrações de buracos de 6×1020 cm−3

para 1×1021 cm−3 [44].

O (Ga,Mn)As, assim como o GaAs crescido a baixas temperaturas (< 300 oC), leva a excesso

de As [31], que ocupa sítios da sub–rede do Ga, e por isso são chamados de defeitos tipo

anti–sítios de As, denotados por AsGa, que também é duplo doador [41]. Como os anti–sítios

de As são estáveis até temperaturas em torno de 450 oC [63], muito acima da temperatura

na qual inicia a precipitação de Mn (& 300 oC [43]), os defeitos de anti–sítios não podem

ser reduzidos utilizando tratamentos térmicos. Assim, para reduzir este tipo de defeito, é

necessário maior controle estequiométrico durante o crescimento por LT–MBE [38, 39, 42].

Estudos da estabilidade de impurezas neutras A0 (Mn3+) versus impurezas ionizadas

negativamente A− (Mn2+) em filmes finos de (Ga,Mn)As crescidos por LT–MBE têm sido

realizado [56]. Seus resultados, apesar de não completamente conclusivos, levam a acreditar

que a configuração mais provável do Mn incorporado no GaAs é negativamente ionizada,

A− (Mn2+). Medidas experimentais de Dicroísmo Circular Magnético [64] e Ressonância

Paramagnética Eletrônica [65] confirmam a prevalecia desta última configuração. Isto esta

de acordo com o fato experimental de que a condutividade apresentada pelo (Ga,Mn)As é

do tipo–p, e desde que os defeitos MnI e AsGa são ambos duplo doadores, deve haver maior

densidade de defeitos substitucionais aceitadores simples (MnGa) do que duas vezes a soma

da densidade de defeitos intersticiais (MnI) e de anti–sítios de As (AsGa).

Devido a estes mecanismos de compensação de carga, a concentração de buracos observada

experimentalmente está em torno de 10 a 30% [66] da concentração nominal de Mn.
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2.4.6 Origens do Ferromagnetismo

O semicondutor (Ga,Mn)As pode ser feito completamente compensado – sem portadores

de carga — utilizando estanho (SnGa) como dopante doador (simples) [34]. Amostras com

completa compensação de portadores tem mostrado que a interação magnética entre spins dos

íons de Mn acoplam antiferromagneticamente [29,34]. Assim, o ferromagnetismo apresentado

pelo (Ga,Mn)As é muito provavelmente mediado pelos buracos, desde que o íon de Mn

produz os estados aceitadores mais rasos em semicondutores III–V entre os metais de transição

e produz altas concentrações de buracos [67]. Uma evidência experimental para este fato é

que ferromagnetismo no (Ga,Mn)As somente é observado para concentração fracional de Mn

acima de 1% [25].

Os parâmetros que caracterizam a intensidade da interação de troca são Noα, a integral de

troca para a banda de condução (troca s−d) e Noβ, a integral de troca para a banda de valência

(troca p−d) [32]. Para o semicondutor magnético diluído (Ga,Mn)As, cujo ferromagnetismo é

mediado por buracos da banda de valência, a integral de troca Noβ é de maior importância. A

partir de medidas de espectroscopia de fotoemissão [56], determinou–se Noβ = −1,2±0,2eV,

para impurezas magnéticas aceitadoras Mn2+, com S = 5/2 e x ' 0,074. O sinal negativo de

Noβ significa que a interação de troca p−d no (Ga,Mn)As é antiferromagnética. Nota–se que,

devido ao caráter antiferromagnético do acoplamento p−d (Noβ < 0), a polarização dos spins

dos buracos é orientado em direção oposta à polarização dos spins localizados do Mn [58].

Para o estado Mn2+, os estados de spin–up são completamente ocupados (5 elétrons com

spin–up na camada 3d do Mn). Assim o momento angular orbital associado aos elétrons

localizados nos íons magnéticos é nulo, L = 0 [58]. Já os buracos são caracterizados por um

momento angular não nulo.

2.4.7 Efeitos de Desordem

Cálculos realizados com a aproximação do campo médio, incluindo efeitos de desordem

posicional de impurezas substitucionais de Mn, mostraram que a aleatoriedade na posição do

Mn leva a um aumento na temperatura TC, indicando que o comportamento ferromagnético

do (Ga,Mn)As é sensível também a desordem, além da densidade de íons magnéticos e de

portadores [62].

A explicação para o efeito da desordem sobre TC está associada ao fato de que os

portadores (buracos) permanecem mais tempo em regiões de alta concentração de Mn (devido

ao aumento da taxa de espalhamento, seu livre caminho médio diminui nestas regiões),
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aumentando a intensidade do acoplamento de troca [44, 66, 68, 69]. Outros modelos, como

ondas de spins [62], teoria do funcional da densidade [70, 71], Hartree–Fock [61], entre outros,

também estão sendo utilizados para elucidar os efeitos de desordem no ferromagnetismo

mediado por portadores no semicondutor (Ga,Mn)As.
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3 Interação Campo Laser– Gás de
Buracos Quase–Bidimensional

O modelo físico proposto aqui pode ser entendido como segue. A partir de um ponto de

vista macroscópico, um ferromagneto pode ser visto como um meio continuo caracterizado

por uma densidade de momentos magnéticos (magnetização) M(r). Pode ser mostrado que

para fraca oscilação de M(r) em torno de sua direção de equilíbrio, suposta como a direção–z,

o valor de sua componente–z, Mz, pode ser expresso em termos dos operadores criação b̂†q e

aniquilação b̂q de mágnons com vetor de onda q, como [72, 73]

Mz = Mo−

(µ
V

)∑
q
〈 b̂†qb̂q〉

= Mo−

(µ
V

)∑
q
〈Nq〉. (3.1)

Em (3.1), Nq = b̂†qb̂q é o operador número de mágnons com vetor de onda q, Mo é a

magnetização total da amostra na ausência de mágnons, Mz é a magnetização da amostra

quando mágnons estão presentes, V é o volume do cristal e
∑∑∑

q〈Nq〉 é o número total de

ferromagnons, cada um dos quais reduz o momento magnético da amostra por µ. Aqui,

〈· · · 〉 significa média estatística. Portanto, se ondas de spins forem excitadas por alguma ação

externa (campo laser) a ponto de causar amplificação (crescimento) da população de mágnons,

a magnetização da amostra relativa ao nível de saturação deve decrescer.

A fim de fundamentar o modelo físico descrito e obter o tamanho do efeito de des-

magnetização nós necessitamos avaliar a amplificação da população de mágnons devido

a ação do campo laser. Para ser mais específico, nós consideramos a interação de buracos

quase–bidimensionais com os spins dos íons de Mn localizados (a densidade de spins devido

aos íons de Mn participando no ferromagnetismo é da ordem de 1021 cm−3) em um poço

quântico de (Ga1−x,Mnx)As de largura Lz, com temperatura de Curie da ordem de 110K na

presença de um campo laser de frequência ω. Então calculamos primeiro os elementos da

matriz de espalhamento buraco–mágnon, depois obtemos a taxa de mudança da população de

mágnons e estimamos o valor limite da intensidade do campo para amplificação de mágnons.
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A mudança na magnetização na estrutura semicondutora magnética é finalmente calculada

usando a equação (3.1).

3.1 Especificação do Problema

Neste trabalho, consideramos a interação de um buraco com uma onda eletromagnética

plana propagando na direção normal à interface do poço quântico (direção–z) e com direção

de polarização paralela ao plano do poço quântico (plano xOy). A Figura 3.1 mostra um

esquema do modelo. Consideramos que as ondas eletromagnéticas penetram bem dentro da

amostra e supomos que seu comprimento de onda é maior do que o livre caminho médio dos

portadores e maior do que a largura do poço de potencial1, de tal forma que a dependência

espacial das ondas laser pode ser negligenciada. Esta suposição não é essencial, mais pode

simplificar consideravelmente o tratamento matemático.

z

x

y

 A = Ao e||
o

Figura 3.1: Esquema do poço quântico, mostrando o sistema de referência utilizado, a direção
de crescimento (direção–z) e a largura do poço, além das direções de propagação (direção–z)
e de polarização (direção ‖ ao plano xOy) do campo laser. A região mais escura representa o
poço quântico de (Ga,Mn)As e as regiões claras representam as barreiras de potencial (por
exemplo, AlAs ou (Al,Ga)As).

1O livre caminho médio dos portadores em semicondutores magnéticos diluídos (III1−x,Mnx)V, com x = 5%,
é `b ∼ 3nm [74]; o laser de menor comprimento de onda utilizado neste trabalho possui λL = 10,6µm, e portanto
λL� `b. Assim, a condição citada é satisfeita para poços quânticos de largura maior que 3nm.
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3.2 Equação de Schrödinger

Equação de Schrödinger A equação de Schrödinger dependente do tempo, ĤΨσ(r, t) =

i}∂Ψσ(r,t)
∂t , para um buraco no poço de potencial infinito V̂(z), na presença do campo eletro-

magnético, especificado pelo potencial vetor magnético A(t), é dado por2{
1

2m∗

[
−i}∇∇∇−

|e|
c

A(t)
]2

+V̂(z)
}

Ψσ(r, t) = i}
∂Ψσ(r, t)
∂t

, (3.2)

onde e < 0 é a carga elementar3; |e| é a carga do buraco; c é a velocidade da luz no vácuo;

m∗ é a massa efetiva do buraco; σ = +1 (−1) para sub–banda spin–up (-down) do buraco na

heteroestrutura semicondutora magnética e
[
−i}∇∇∇− |e|c A(t)

]
é o momento na presença do

campo eletromagnético4. V̂(z) é o potencial de confinamento na direção–z, que representa

o potencial na direção perpendicular à interface do poço, e foi modelado como um poço

retangular ideal de largura Lz [76]

V̂(z) =

 0 para 0 < z < Lz

∞ para z < 0 ou z > Lz.
(3.3)

Potencial Vetor Magnético Consideramos uma onda eletromagnética plana se propagando

na direção–z, polarizada no plano xOy. Assim, negligenciando a dependência espacial das

ondas laser, podemos expressar o potencial vetor magnético como

A(t) = A0ê‖ cos(ωt), (3.4)

onde ê‖ é o vetor unitário paralelo à interface do poço, ω é a frequência angular do campo

laser e A0 sua amplitude.

Spin do Buraco Os termos do hamiltoniano em (3.2) não dependem das componentes x e y

do operador de spin, e assim o operador de spin na direção–z comuta com o hamiltoniano [77].

Portanto, a inclusão dos efeitos devido ao spin pode ser levado em conta adicionando à

energia dos buracos o termo5

2No sistema gaussiano. Para utilizar o sistema internacional, basta omitir a velocidade da luz no denominador
do termo −|e|A(t).

3Aqui, utilizamos a carga do elétron com sinal, como em [75], página 130.
4Onde p é chamado de momento canônico, para distingui–lo do momento cinemático (ou mecânico),

denotado por ΠΠΠ, [75], páginas 130–131. Assim, para um elétron, temos Π = p− eA
c = −i}∇∇∇− eA

c . Para um buraco,
temos Π = p− |e|Ac = −i}∇∇∇− |e|Ac .

5Para levar em conta o spin do buraco, devemos incluir no hamiltoniano o termo −JŜ · ŝΨσ = −
JSσ
2 Ψσ.
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−
JSσ
2
, com σ =

 +1 para spin–up (↑)

−1 para spin–down (↓)
(3.5)

onde σ é o autovalor do spin, J é o parâmetro de troca p−d efetivo entre os spins localizados

e os spins dos portadores [17] (s = 1/2 para os buracos)6 e S é o valor dos spins localizados

(S = 5/2 para os íons de Mn). Na equação anterior, desprezamos a contribuição de Zeeman7

desde que ele é muito menor do que o splitting s,p−d [81]. Portanto, a equação (3.2) fica{
1

2m∗

[
−i}∇∇∇−

|e|
c

A(t)
]2

+V̂(z)−
JSσ
2

}
Ψσ(r, t) = i}

∂Ψσ(r, t)
∂t

. (3.6)

Solução da Equação de Schrödinger A solução da equação (3.6) pode ser obtida por meio

do método de separação de variáveis (veja Apêndice A, página 115), resultando em

Ψk
‖
`σ(r, t) =

√
2

ALz
sen

(
π`
Lz

z
)
exp

{
ik‖ · r‖−

i
}

∫ t[
Eo`

2
−

JSσ
2

+
1

2m∗

(
}k‖−

|e|
c

A(τ)
)2]

dτ
}
. (3.7)

Podemos utilizar a integral (ou parâmetro) de troca J na forma

J = Noβx (3.8)

e o termo da energia de interação entre os spins localizados dos íons de Mn e o spin do buraco

itinerante como

−
JSσ
2

= −
NoβxSσ

2
= −
}

2

(
NoβSx
}

)
σ = −

}

2
ωsσ, (3.9)

onde definimos ωs como

ωs =
NoβSx
}

. (3.10)

Colocando (3.8) e (3.9) em (3.7), temos

Ψk
‖
`σ(r, t)=

√
2

ALz
sen

(
π`
Lz

z
)
exp

{
ik‖ · r‖−

i
}

∫ t[
Eo`

2
−
}ωsσ

2
+

1
2m∗

(
}k‖−

|e|
c

A(τ)
)2]

dτ
}
.

(3.11)

6De acordo com Cibert, J. e Scalbert, D., em [78], página 393, o parâmetro β se aplica ao spin do buraco, e
não ao seu momento angular total. Para o caso do semicondutor magnético diluído (Ga,Mn)As bulk, utiliza–se
Ĥpd = (1/3)Noβx〈Ŝ〉 · ĵ [79], com a projeção do momento angular total dos buracos jz = ± 1

2 para buracos leves e
jz = ± 3

2 para buracos pesados [32, 36]. No nosso modelo, utilizamos somente a banda de buracos pesados, de
forma que utilizar Noβx〈Ŝ〉 · ŝ, com projeção de spin s =± 1

2 para os buracos pesados é completamente equivalente
a utilizar (1/3)Noβx〈Ŝ〉 · ĵ com jz = ± 3

2 .
7O termo correspondente ao efeito Zeeman é dado pela inclusão do termo −µµµ ·B ao hamiltoniano (como

em [80], página 463), onde µµµ é o momento de dipolo magnético e B o campo indução magnética.
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Nas equações (3.8) e (3.11), A = LxLy é a área de normalização, Eo = π2}2

2m∗L2
z

é a energia do

estado fundamental de um poço quântico ideal de largura Lz, ωs =
NoβSx
} é a frequência de

spin–splitting entre sub–bandas de spin do poço quântico semicondutor magnético diluído, k‖
e r‖ são as componentes dos vetores de onda e de posição do portador paralelo ao plano do

poço quântico, respectivamente.

A energia total do buraco, na ausência do campo eletromagnético, é dada por (veja

Apêndice A, página 120)

Ek
‖
`σ =

}2k2
‖

2m∗
+ `2
Eo−

JSσ
2

= Ek
‖
`−

JSσ
2

= Ek
‖
`−
σ}ωs

2

(3.12)

onde

Ek
‖
` =
}2k2

‖

2m∗
+ `2
Eo. (3.13)

Operador de campo para os mágnons Mágnons em semicondutores magnéticos diluídos

estão associados tanto à precessão de spins ferromagnéticos localizados (devido aos íons de

Mn) [82] quanto à precessão de spins do sistema de portadores itinerantes [83]. Neste trabalho,

focamos sobre o sistema de spins localizados, para o qual podemos escrever o operador campo

de mágnons como

φ(q,ωq;r, t) = Cei(q·r−ωqt), (3.14)

onde q = (q‖,qz) é o vetor de onda dos mágnons, ωq é a frequência dos mágnons,

C =
( S
2Nc

)1/2
(Noβx) (3.15)

é a constante de normalização do operador campo para os mágnons [81], Nc é o número de

sítios cátions e q‖ = (qx,qy) é a componente do vetor de onda do mágnon paralelo ao plano do

poço. 8

8Podemos ver o operador campo para mágnons de outro ponto de vista. O acoplamento p− d entre

buraco–mágnon é dado por Mpd = −J
√

S
2Nc

, sendo Nc o número de sítios cátions em um cristal de volume V,
como em [81, 84]. Mpd possui dimensão de energia, e assim não se enquadra como um fator de normalização
no sentido usual para a função de onda dos mágnons, que deve ter dimensão de volume−1/2, de tal forma
que

∫
φ†φd3r = 1. Assim, escrevemos φ(q,ωq;r, t) = V−1/2ei(q·r−ωqt), e portanto, −J(S/2No)1/2φ(q,ωq;r, t) =

−J(S/2No)1/2V−1/2ei(q·r−ωqt) = −J(S/2NoV)1/2ei(q·r−ωqt) e assim, −J(S/2Nc)1/2ei(q·r−ωqt) = Msdei(q·r−ωqt), onde No é o
número de sítios cátions por unidade de volume e Nc = NoV é o número total de sítios cátions presente na
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Como se sabe, em materiais magnéticos bulk, ondas de spins são livres para propagar em

todas as três dimensões, resultando em uma dispersão contínua de ondas de spins de energia

}ωq com momento tridimensional q. Se nós restringimos uma das dimensões (dito a direção–z)

como na geometria de um filme fino (em escala nanométrica), devido ao confinamento dos

dois contornos (interfaces), as ondas de spins são espalhadas para frente e para trás entre os

contornos. Se a espessura do filme for igual a um múltiplo integral de meio comprimento

de onda projetado ao longo da direção–z, ondas estacionárias são formadas [85]. Tais ondas

de spins estacionárias podem ser consideradas como oscilações da magnetização que são

não–uniformes na direção normal à superfície e que propagam–se livremente nas duas outras

dimensões. Portanto, a relação de dispersão (no espaço dos momentos) é dada por uma série

de ramos de ondas de spins quantizados no plano perpendicular qz e contínuos no plano de

qx e qy. Por motivo de simplicidade, nós desprezamos o efeito do confinamento dos mágnons

e assumimos uma relação de dispersão de energia das ondas de spins }ωq, com momento

tridimensional q.

3.3 Probabilidade de Transição

Tratando a interação portador–mágnon como uma perturbação dependente do tempo de

primeira ordem, os elementos da matriz de transição entre o estado inicial |k‖, `,σ〉 e o estado

final |k′
‖
, `′,σ′〉 do buraco, são dados por

a(κ→ κ′) = a(k‖, `,σ −→ k′
‖
, `′,σ′)

a(κ→ κ′) = −
i
}

∫ t

0
dt′

〈
k′
‖
, `′,σ′

∣∣∣φ(q,ωq;r, t′)
∣∣∣k‖, `,σ〉 (3.16)

onde 〈
k′
‖
, `′,σ′

∣∣∣φ(q,ωq;r, t)
∣∣∣k‖, `,σ〉 =

∫
d2r‖

∫
dzΨ†k′

‖
`′σ′

(r, t)φ(q,ωq;r, t)Ψk
‖
`σ(r, t). (3.17)

κ = {k‖, `,σ} e κ′ = {k′
‖
, `′,σ′} é uma forma abreviada de denotar o conjunto de números

quânticos que especifica a função de onda não perturbada do estado inicial e final do portador,

respectivamente, e d2r‖ = dxdy.

A probabilidade de transição, por unidade de tempo, do estado inicial para o estado final,

amostra de volume V. No caso de um semicondutor magnético (não diluído), o número de sítios cátions
coincide com o número de spins localizados devido aos íons magnéticos.
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T(κ→ κ′), é dada pelo quadrado do módulo de a(κ→ κ′) dividido por t, ou seja

T(κ→ κ′) =
|a(κ→ κ′)|2

t

=
1
t

∣∣∣∣∣∣− i
}

∫ t

0
dt′

〈
k′
‖
, `′,σ′

∣∣∣φ(q,ωq;r, t′)
∣∣∣k‖, `,σ〉∣∣∣∣∣∣2 . (3.18)

Substituindo (3.11) e (3.14) em (3.18), obtemos (veja Apêndice B, página 121)

T(κ→ κ′) =

+∞∑
n=−∞

n,0

T(n;κ→ κ′) (3.19)

com

T(n;κ→ κ′) =
(2π)3

|C|2

}A
|F (qz, `, `

′)|2δ(2)(k′
‖
−k‖−q‖)×

×J
2
n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
(3.20)

onde o fator F (qz, `, `′) é dado por

F (qz, `, `
′) =

{
sen(qzLz/2)

cos(qzLz/2)

}
(qzLz/2)

4`′`(qzLz/π)2P

4`′2`2−
[
`′2 + `2− (qzLz/π)2]2 , (3.21)

sendo que a função sen(· · · ) é utilizada quando ` e `′ são ambos pares ou ímpares, e cos(· · · ) é

usada quando um desses números é par e o outro ímpar. P é um fator de fase (Psen = eiqzLz/2 e

Pcos = ieiqzLz/2), com |P|2 = 1; Jn(· · · ) é a função de Bessel de ordem n; λ é um parâmetro do

campo laser (note que q‖ = k′
‖
−k‖), definido como

λ ≡
}|e|q‖ ·E0

m∗ω
. (3.22)

Aqui, E0 é a amplitude da componente elétrica do campo laser. 9

Assim, a probabilidade de transição, por unidade de tempo, entre o estado inicial e o

estado final, em uma notação mais conveniente para os nossos propósitos, é dado por

Tσ→σ′(k‖, `,k′‖, `
′) = T(κ→ κ′) =

+∞∑
n=−∞

n,0

T(n;κ→ κ′)

9A relação entre as amplitudes dos campos E(t) e A(t) é: E(t) = −(1/c)∂A(t)/∂t = (ω/c)A0 sen(ωt). Escolhendo
E(t) = E0 sen(ωt), temos que E0 = (ω/c)A0.
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=
(2π)3

|C|2

}A
|F (qz, `, `

′)|2δ(2)(k′
‖
−k‖−q‖)×

×

+∞∑
n=−∞

n,0

J
2
n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
. (3.23)

Para determinarmos a probabilidade de transição por unidade de tempo para transições a

partir do estado inicial |k‖, `,σ〉 para todos os estados finais possíveis |k′
‖
, `′,σ′〉 acompanhado

por absorção ou emissão de mágnons, devemos somar Tσ→σ′(k‖, `,k′‖, `
′) sobre todos os k′,

que é o mesmo que somar em k′
‖

e em `′. Portanto, somando primeiro somente em k′, e

trocando a soma discreta por uma soma contínua, temos:

Tσ→σ′(k‖, `, `′) =
∑

k′
‖
,k‖

Tσ→σ′(k‖, `,k′‖, `
′)

=
A

(2π)2

∫
d2k′

‖
Tσ→σ′(k‖, `,k′‖, `

′)

=
A

(2π)2
(2π)3

|C|2

}A

∫
d2k′

‖

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 δ(2)(k′

‖
−k‖−q‖)×

×

+∞∑
n=−∞

n,0

J
2
n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]

=
2π
}
|C|2

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 +∞∑

n=−∞
n,0

J
2
n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
,

(3.24)

onde k′
‖
= k‖+ q‖ devido à função δ(2)(k′

‖
−k‖−q‖).

Então, somando em `′, temos que a probabilidade total, por unidade de tempo, de

transição do estado inicial para todos os estados finais possíveis, acompanhado de emissão

de mágnons, é dado por

Tσ→σ′(k‖, `) =
∑
`′

Tσ→σ′(k‖, `, `′) (3.25)

Tσ→σ′(k‖, `) =
2π
}
|C|2

∑
`′

+∞∑
n=−∞

n,0

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2J2

n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
.

(3.26)

Nesta equação, os termos com n < 0 correspondem à emissão de |n| fótons, enquanto que os

termos com n > 0 correspondem à absorção de |n| fótons do campo laser.
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3.4 Equação Cinética

Com a taxa de probabilidade de transição em mãos, podemos calcular a taxa de variação

da população de mágnons no sistema. Levando em conta todas as possibilidades de

espalhamento dos portadores do estado inicial para o final com absorção ou emissão de

mágnons e, simultaneamente, com absorção ou emissão de fótons, e todas as possibilidades

de espalhamento dos portadores do estado final para o inicial com absorção ou emissão de

mágnons e, simultaneamente, com absorção ou emissão de fótons, obtemos a equação cinética

para a população de mágnons.

Equação Cinética A taxa de variação da população de mágnons, dNq/dt, pode ser escrita

esquematicamente como [86, 87]

dNq

dt
=

+∞∑
n=1

∑
k‖,`
k′
‖
,`′

{ κ′

@�
nh̄ω
HḠ

hωq@E
κ

−
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H�̄

hωq@E
κ

+

κ′
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�Ḡ
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κ

−
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��̄

hωq@E
κ

+

κ

@�
nh̄ω
HḠ

hωq@E
κ′

−

κ
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nh̄ω
H�̄

hωq@E
κ′

+

κ

@�
nh̄ω
�Ḡ

hωq@E
κ′

−

κ

@�
nh̄ω
��̄

hωq@E
κ′

}

=

+∞∑
n=−∞

n,0

∑
k‖,`
k′
‖
,`′

{ κ′

@�
nh̄ω
HḠ

hωq@E
κ

−

κ′

@�
nh̄ω
H�̄

hωq@E
κ

+

κ

@�
nh̄ω
HḠ

hωq@E
κ′

−

κ

@�
nh̄ω
H�̄

hωq@E
κ′

}
(3.27)

onde o estado inicial do portador é especificado por κ −→ [k‖, `,σ], enquanto que o estado

final do mesmo é especificado por κ′ −→ [k′
‖
, `′,σ′]. O significado dos símbolos utilizados nos

diagramas acima estão descritos na Tabela 3.1.

(Quase) Partícula Descrição da Linha Esquema
Buracos linha reta contínua fFf
Mágnons linha ondulada gGg
Fótons linha reta descontínua hHh

Tabela 3.1: Simbologia utilizada para buracos, mágnons e fótons nos diagramas (esquemáticos)
representativos dos processos de espalhamento.
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Como em [86–89], a equação cinética esquemática acima pode ser convertida em uma

equação matemática, utilizando para isto a probabilidade de transição por unidade de tempo

correspondente a cada diagrama, juntamente com os fatores de população, que levam em

conta o princípio de exclusão de Pauli, garantindo que só ocorra transições de estados

ocupados por buracos para estados não ocupados pelos mesmos. Afim de realizar esta

transformação, consideramos a probabilidade de transição por unidade de tempo escrita na

seguinte forma generalizada

T(κ→ κ′) =
∑
ε

+∞∑
n=−∞

n,0

T(ε,n;κ→ κ′) (3.28)

com

T(ε,n;κ→ κ′) =
(2π)3

|C|2

}A
|F (qz, `, `

′)|2δ(2)(k′
‖
−k‖−εq‖)×

×J
2
n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−ε}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
, (3.29)

onde ε = ±1 e k′
‖
= k‖+εq‖. Somando os oito termos que figuram nas duas primeiras linhas

da equação (3.27), temos

dNq

dt
=

∑∑∑
k‖,k′‖

∑∑∑
`,`′

∑∑∑
+∞
n=1

{
T(ε = −1,n;κ→ κ′)(Nq + 1) fκ[1− fκ′] +

− T(ε = +1,n;κ→ κ′)Nq fκ[1− fκ′] +

+ T(ε = −1,−n;κ→ κ′)(Nq + 1) fκ[1− fκ′] +

− T(ε = +1,−n;κ→ κ′)Nq fκ[1− fκ′] +

+ T(ε = −1,n;κ′→ κ)(Nq + 1) fκ′[1− fκ] +

− T(ε = +1,n;κ′→ κ)Nq fκ′[1− fκ] +

+ T(ε = −1,−n;κ′→ κ)(Nq + 1) fκ′[1− fκ] +

− T(ε = +1,−n;κ′→ κ)Nq fκ′[1− fκ]
}
. (3.30)

A partir da equação (3.29) e do fato de δ(x) ser par, podemos verificar que

T(ε,n;κ→ κ′) = T(−ε,−n;κ′→ κ). (3.31)

Aplicando esta relação para os quatro últimos termos da equação (3.30), verificamos que

os termos equidistantes têm probabilidades de transição idênticas, e portanto podem ser
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colocados em evidência, resultando em

dNq

dt
=

∑∑∑
k‖,k′‖

∑∑∑
`,`′

∑∑∑
+∞
n=1

{
T(ε = −1,n;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ[1− fκ′]−Nq fκ′[1− fκ]}+

+ T(ε = +1,n;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}+

+ T(ε = −1,−n;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ[1− fκ′]−Nq fκ′[1− fκ]}+

+ T(ε = +1,−n;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}
}
.(3.32)

Agora, notando que o primeiro e o terceiro termos da equação acima (idem para o segundo e

o quarto termos) só diferem no sinal de n, podemos representá–los por um só termo, bastando

para isso trocar a soma
∑+∞

n=1 por
∑+∞

n=−∞
n,0

[90]. Portanto,

dNq

dt
=

∑∑∑
k‖,k′‖

∑∑∑
`,`′

∑∑∑
+∞
n=−∞

n,0

{
T(ε = −1,n;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ[1− fκ′]−Nq fκ′[1− fκ]}+

+ T(ε = +1,n;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}
}
. (3.33)

Finalmente, voltamos à equação original (ε= +1), e portanto mantemos somente o segundo

termo da equação (3.33). Deste ponto em diante ε = +1, e podemos suprimi–lo nas equações

subsequentes. Temos então

dNq

dt
=

∑
k‖,k′‖

∑
`,`′

+∞∑
n=−∞

n,0

T(n;κ→ κ′)
{
(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]

}
. (3.34)

Substituindo T(n;κ→ κ′), lembrando que

Tσ→σ′(k‖, `) =
∑
k′
‖

∑
`′

+∞∑
n=−∞

n,0

T(n;κ→ κ′) (3.35)

e substituindo (3.26) para Tσ→σ′(k‖, `), temos

dNq

dt
=

2π
}
|C|2

∑
k‖,`,`′

+∞∑
n=−∞

n,0

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2J2

n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
×

×

{
(Nq + 1) fk‖+q‖`′σ′

[
1− fk‖`σ

]
−Nq

[
1− fk‖+q‖`′σ′

]
fk‖`σ

}
, (3.36)

onde fk‖`σ ≡ f [E(k‖, `,σ)] é a função de distribuição do portador na `–ésima sub–banda do

poço quântico e σ–ésima sub–banda de spin. Os fatores de população dos portadores, f e 1− f ,

garantem que só ocorra transição quando o estado inicial no evento de espalhamento esteja

ocupado e o estado final vazio, em concordância com o princípio de exclusão de Pauli [91].
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Assim, na equação (3.36), o termo
{
(Nq + 1) fk‖+q‖`′σ′

[
1− fk‖`σ

]}
considera a criação (emissão)

de mágnons (fator [Nq +1]) a partir da transição de um buraco do estado inicialmente ocupado

κ′ (fator fk‖+q‖`′σ′) para o estado final desocupado κ (fator [1− fk‖`σ]). De forma similar, o

termo
{
Nq

[
1− fk‖+q‖`′σ′

]
fk‖`σ

}
leva em conta a aniquilação (absorção) de mágnons (fatorNq) a

partir da transição de um buraco do estado inicialmente ocupado κ (fator fk‖`σ) para o estado

final desocupado κ′ (fator [1− fk‖+q‖`′σ′]).

3.5 Coeficiente de Amplificação de Mágnons

Levando em conta novamente a equação (3.26), e que Tσ→σ′(k‖, `) =
∑
`′ Tσ→σ′(k‖, `, `′),

podemos reescrever (3.36) para a taxa de mudança da população de mágnons,
dNq
dt , de forma

compacta como

dNq

dt
=

∑
k‖

∑
`

∑
`′

Tσ→σ′(k‖, `, `′)
{
(Nq + 1) fk‖+q‖`′σ′

[
1− fk‖`σ

]
−Nq

[
1− fk‖+q‖`′σ′

]
fk‖`σ

}
. (3.37)

Assumindo que a população de mágnons satisfaz a condição Nq � 1, de tal forma que

Nq + 1 'Nq, teremos

dNq

dt
=

∑
k‖

∑
`

∑
`′

Tσ→σ′(k‖, `, `′)
{
Nq fk‖+q‖`′σ′

[
1− fk‖`σ

]
−Nq

[
1− fk‖+q‖`′σ′

]
fk‖`σ

}
=

{∑
k‖

∑
`

∑
`′

Tσ→σ′(k‖, `, `′)
[

fk‖+q‖`′σ′
(
1− fk‖`σ

)
−

(
1− fk‖+q‖`′σ′

)
fk‖`σ

]}
Nq

=

{∑
k‖

∑
`

∑
`′

Tσ→σ′(k‖, `, `′)
[

fk‖+q‖`′σ′ − fk‖+q‖`′σ′ fk‖`σ− fk‖`σ+ fk‖+q‖`′σ′ fk‖`σ
]}
Nq

=

{∑
k‖

∑
`

∑
`′

Tσ→σ′(k‖, `, `′)
[

fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ
]}
Nq (3.38)

ou seja,

dNq

dt
= γq‖Nq, (3.39)

onde γq‖ é o coeficiente de amortecimento (amplificação) de mágnons. Comparando as

equações (3.38) e (3.39), vemos que γq‖ pode ser expresso como

γq‖ =
∑
k‖

∑
`

∑
`′

Tσ→σ′(k‖, `, `′)
[

fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ
]
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γq‖ =
2π
}
|C|2

∑
k‖

∑
`,`′

+∞∑
n=−∞

n,0

J
2
n

(
λ
}ω

) ∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 [ fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ

]
×

×δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
. (3.40)

Neste ponto é importante notar que o crescimento exponencial da população de mágnons,

implícito na equação (3.39), é válido somente no estágio inicial do processo de amplificação.

Mecanismos de amortecimento não lineares, tais como interação mágnon–mágnon, são res-

ponsáveis por limitar o crescimento do número de mágnons [84]. Em baixas temperaturas (em

relação à temperatura de Curie do sistema), estes mecanismos não lineares de amortecimento

se anulam [92], e portanto podem ser negligenciados para T ' 0K.

Transições Intra Sub–Bandas: (`′ = `) Dentro de uma mesma sub–banda do poço quântico

(mesmo `), temos as sub–bandas de spin–up e spin–down. No nosso modelo de transições

intra sub–bandas, estamos considerando que o buraco realiza uma transição de um estado de

spin–down majoritário [93] para um estado de spin–up minoritário. Assim, teremos para o

estado inicial, spin–down (σ = −1) e para o estado final, spin–up (σ′ = +1). Portanto, ficamos

com (σ′−σ) = +2. Neste caso, a equação (3.40) toma a forma

γq‖ =
2π
}
|C|2

∑
k‖

∑
`,`

+∞∑
n=−∞

n,0

J
2
n

(
λ
}ω

) ∣∣∣F (qz, `, `)
∣∣∣2[ fk‖+q‖`σ′− fk‖`σ

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`−Ek

‖
`−}ωq− }ωs−n}ω

]
.

(3.41)

Depois de efetuarmos a primeira soma em ` indicada em (3.41), a variável ` não aparece mais

no somando e, usando a relação
∑`máx
`=1 1 = `máx para a soma em ` restante [94], obtemos

γq‖ =
2π m̀áx

}
|C|2

∑
k‖

∑
`

+∞∑
n=−∞

n,0

J
2
n

(
λ
}ω

)∣∣∣F (qz, `, `)
∣∣∣2[ fk‖+q‖`σ′− fk‖`σ

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`−Ek

‖
`−}ωq− }ωs−n}ω

]
.

(3.42)

Transições Inter Sub–Bandas: (`′ , `) No caso de transições inter sub–bandas, `′ , `, para

transições do estado de spin–down para o estado de spin–up, a equação (3.40) para o coeficiente

γq‖ fica

γq‖ =
2π
}
|C|2

∑
k‖

∑
`,`′

+∞∑
n=−∞

n,0

J
2
n

(
λ
}ω

) ∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2[ fk‖+q‖`′σ′− fk‖`σ

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq− }ωs−n}ω

]
.

(3.43)
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4 Regime de Campo Forte

No regime de campo forte ou intenso, λ� }ω e o argumento da função de Bessel é grande,

exceto quando a ordem de n = ε/}ω for igual à ordem do argumento λ/}ω. Portanto, a soma

sobre n na equação (3.40) pode ser escrita aproximadamente como [88]

∞∑
n=−∞

n,0

J
2
n

(
λ
}ω

)
δ[ε−n}ω] '

1
2

[δ(ε−λ) +δ(ε+λ)], (4.1)

onde ε = Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
` − }ωq −

(σ′−σ)
2 }ωs. A primeira função δ corresponde à emissão e a

segunda à absorção de λ/}ω fótons [95–97].

Assumindo λ� kBT, EF (kBT é a energia térmica e EF, a energia de Fermi), o processo

de absorção de fótons do campo laser domina sobre a emissão, e podemos negligenciar a

contribuição do termo de emissão [∼ δ(ε−λ)] frente ao termo de absorção [∼ δ(ε+λ)] [98], de

forma que a equação (3.40) se reduz a

γq‖ =
π
}
|C|2

∑
k‖

∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 [ fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

]
=

π
}
|C|2

∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2I(`,`′), (4.2)

onde

I(`,`′) ≡
∑
k‖

[
fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

]
. (4.3)

A soma discreta sobre k‖ pode ser aproximada como uma integral, ou seja,∑
k‖

−→
A

(2π)2

∫
d2k‖ (4.4)

então,

I(`,`′) =
A

(2π)2

∫
d2k‖

[
fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

]
. (4.5)
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Para realizar a integração indicada em (4.5) devemos utilizar uma forma explicita para

a função de distribuição dos portadores de carga, fk‖`σ. No caso geral, fk‖`σ é a função

de distribuição de Fermi–Dirac. No caso de um gás de portadores degenerado, podemos

aproximar a função de Fermi–Dirac pela função passo unitário de Heaviside. No caso de um

gás de portadores não–degenerado, podemos utilizar a função de distribuição ou estatística

clássica de Maxwell–Boltzmann.

4.1 Gás de Buracos Degenerado

Para o caso de um gás de buracos degenerado, a integração de (4.5) pode ser realizada

aproximando a função de distribuição dos portadores fk‖`σ ≡ f [E(k‖, `,σ)] pela função passo

unitário de Heaviside, Θ(EF−Ek‖`σ), onde EF é a energia de Fermi. A função passo é definida

como

Θ(x) =

 0 se x < 0

1 se x > 0.
(4.6)

Lembrado que, a temperaturas T ' 0K, todos os estados estão ocupados para energias

menores do que a energia de Fermi e todos os estados com energia maior do que a energia

de Fermi estão vazios, a forma adequada para este caso, com origem deslocada para EF e

invertendo o degrau, é

f (Ek‖`σ) 'Θ(EF−Ek‖`σ) =

 1 se Ek‖`σ < EF

0 se Ek‖`σ > EF.
(4.7)

O termo
[

fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ
]

sob o sinal de integral em (4.5) pode agora ser escrito como[
Θ(EF−Ek‖+q‖`′σ′)−Θ(EF−Ek‖`σ)

]
. Este termo assume o valor 1 somente quando a relação

Ek‖+q‖`′σ′ < EF < Ek‖`σ for satisfeita. Esta condição é necessária para que γq‖ seja positivo

(amplificação de mágnons). Os casos onde
[
Θ(EF−Ek‖+q‖`′σ′)−Θ(EF−Ek‖`σ)

]
≤ 0 correspon-

dem a amortecimento da população de mágnons (pois I(`,`′) < 0) ou ausência de interação

buraco–mágnons (I(`,`′) = 0), e não serão analisados neste trabalho. Assim, com a função

passo de Heaviside e no caso geral de transições intra ou inter sub–bandas, a equação (4.5)

toma a seguinte forma, em coordenadas cilíndricas polares:
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I(`,`′) =
A

(2π)2

∫
d2k‖

[
Θ(EF−Ek‖+q‖`′σ′)−Θ(EF−Ek‖`σ)

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

]
=

A
(2π)2

∫
d2k‖

[
Θ(EF−Ek‖`σ−}ωq+λ)−Θ(EF−Ek‖`σ)

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs+λ

]
=

A
(2π)2

∫
d2k‖ δ

[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

]
=

A
(2π)2

∫ k2

k1

dk‖ k‖

∫ 2π

0
dϕk‖ δ

}2(k‖+ q‖)2

2m∗
+ `′2Eo−

}2k2
‖

2m∗
− `2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ


=

A
(2π)2

∫ k2

k1

dk‖ k‖

∫ 2π

0
dϕk‖ δ

}2k‖ ·q‖
m∗

+
}2q2

‖

2m∗
+ `′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

 , (4.8)

onde os limites de integração k1 e k2 são obtidos a seguir, a partir das condições de inte-

grabilidade [99] da equação (4.8). Aqui, Ek
‖
+q
‖
`′σ′ = Ek

‖
`σ +}ωq−λ ou, de forma equivalente,

Ek
‖
+q
‖
`′ = Ek

‖
` +

(σ′−σ)
2 }ωs +}ωq−λ, devido à presença da função δ no integrando.

1a Condição de Integrabilidade Da função δ, tiramos que a integral em ϕk‖ será não nula

somente se o argumento da função δ estiver no intervalo de integração. 1 Assim,

0 ≤
[
}2k‖ ·q‖

m∗
+
}2q2

‖

2m∗
+ `′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

]
<
}2k‖q‖

m∗
, (4.9)

e portanto, como o termo à direita envolve apenas os módulos dos vetores de ondas do

buraco e do mágnon no plano do poço quântico, sendo claro que este termo deve ser maior

ou igual a zero, temos que a seguinte condição de integrabilidade deve ser satisfeita:

}2k‖q‖
m∗

>
}2k‖ ·q‖

m∗
+
}2q2

‖

2m∗
+ `′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ. (4.10)

2a Condição de Integrabilidade A diferença entre as funções de distribuição do buraco

no estado final e inicial resulta igual a 1 somente se

Ek‖+q‖`′σ′ < EF < Ek‖`σ. (4.11)

Analisemos cada uma das relações da desigualdade acima separadamente. A relação da

1Com o argumento da função delta colocado em termos da energia, e não do ângulo. Isto pode ser

feito mudando de variável: ξ = (}2k‖q‖/m∗)cos(ϕk‖), com ϕk‖ sendo o ângulo entre k‖ e q‖,
∫ 2π

0 dϕk‖ →

4( m∗
}2k‖q‖

)
∫ }2k

‖
q
‖

m∗

0
dξ

|sen(ϕk
‖
)| , onde sen(ϕk‖ ) = ( m∗

}2k‖q‖
)
√

(
}2k‖q‖

m∗ )2−ξ2. Então, paraϕk‖ ∈ (0,π/2] temos que ξ ∈
[
0,
}2k‖q‖

m∗

)
.
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esquerda é

Ek‖+q‖`′σ′ < EF

Ek
‖
`σ +}ωq−λ < EF

}2k2
‖

2m∗
+ `2
Eo−

σ}ωs

2
+}ωq−λ < EF, (4.12)

onde utilizamos Ek‖+q‖`′σ′ = Ek
‖
`σ +}ωq−λ. Temos então que

}2k2
‖

2m∗
< EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs−}ωq +λ. (4.13)

Analogamente, a relação da direita fica

EF < Ek‖`σ

EF <
}2k2

‖

2m∗
+ `2
Eo−

σ}ωs

2
}2k2

‖

2m∗
> EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs. (4.14)

Juntando as relações (4.13) e (4.14) obtemos os limites de k‖:

EF− `
2
Eo +

σ
2
}ωs <

}2k2
‖

2m∗
< EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs−}ωq +λ

[
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs

)]1/2

< k‖ <
[
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs−}ωq +λ

)]1/2

. (4.15)

Então, os limites de integração em k‖ estão entre k1 e k2, sendo

k1 =

[
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs

)]1/2

(4.16)

e

k2 =

[
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs−}ωq +λ

)]1/2

. (4.17)

Multiplicando (4.10) por 2m∗
}2 ,

2k‖q‖ > 2k‖ ·q‖+ q2
‖
+

2m∗

}2

(
`′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

)
︸                                           ︷︷                                           ︸

Λ

(4.18)
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q2
‖
+ 2k‖q‖[cos(φk‖)−1] +Λ < 0 (4.19)

{
q‖+k‖[cos(φk‖)−1]−

√
k2
‖
[cos(φk‖)−1]2−Λ

}{
q‖+k‖[cos(φk‖)−1]+

√
k2
‖
[cos(φk‖)−1]2−Λ

}
<0

(4.20)

que é verdade somente se os termos entre chaves possuírem sinais opostos. Há duas

possibilidades: (a) o primeiro termo positivo e o segundo negativo e (b) o primeiro termo

negativo e o segundo positivo. A primeira alternativa leva a um limite superior menor do que

o limite inferior, e portanto não tem sentido físico. A segunda alternativa leva a

−

√
k2
‖
[cos(φk‖)−1]2−Λ < q‖+ k‖[cos(φk‖)−1] <

√
k2
‖
[cos(φk‖)−1]2−Λ. (4.21)

A desigualdade do lado esquerdo leva ao limite inferior e a do lado direito ao limite superior.

O limite inferior resulta igual a

q‖ > −

√
k2
‖
[cos(φk‖)−1]2−Λ− k‖[cos(φk‖)−1]

q‖ > −

√
4k2
‖
−Λ+ 2k‖, (4.22)

para cos(φk‖) = −1, enquanto o limite superior é dado por

q‖ <
√

k2
‖
[cos(φk‖)−1]2−Λ− k‖[cos(φk‖)−1]

q‖ <
√

k2
‖
−Λ+ k‖, (4.23)

para cos(φk‖) = 0. Finalmente, desprezando o termo Λ, obtemos o limite aproximado

0 < q‖ < 2k‖. (4.24)

Além disso, podemos utilizar q‖ < 2k‖ juntamente com o valor mínimo de k‖ para obtermos

o limite superior de q‖, a menos do termo desprezado em (4.24). Assim, com q‖ < 2k1, temos

q‖ <

√
8m∗

}2 (EF− `2Eo +σ}ωs/2). (4.25)

Para a realização dos cálculos, adotamos metade deste valor, ou seja

q‖ '

√
2m∗

}2 (EF− `2Eo +σ}ωs/2), (4.26)

como valor limite (ou máximo) para q‖.

Pelo uso da conservação do momento linear e da geometria do espalhamento buraco–
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mágnon, o vetor de onda do portador de carga confinado no plano perpendicular à direção

de crescimento da nanoestrutura leva ao confinamento do vetor de onda do mágnon neste

plano (o plano do campo elétrico do laser). Assim, mágnons com vetores de onda confinados

no domínio mostrado na equação (4.24) podem interagir com os buracos arrastados no campo

laser externo. Por confinamento do vetor de onda dos mágnons entendemos aqueles vetores

de onda dos mágnons que estão disponíveis para a interação com os portadores durante

o processo de espalhamento na presença do campo laser. Por outro lado, a conservação

do momento linear ao longo da direção de crescimento (eixo–z) leva aos valores mínimo e

máximo qz = (`′−`) πLz
e qz = (`′+`) πLz

, respectivamente, que representa a mudança no momento

linear entre os dois subsistemas ao longo desta direção.

Podemos considerar, sem perda de generalidade, o vetor de onda k‖ ao longo do eixo

x e q‖ formando um ângulo ϕk‖ como k‖ no plano do poço quântico, como mostrado

esquematicamente na Figura 4.1. Então k‖ ·q‖ = k‖q‖ cos(k̂‖,q‖) = k‖q‖ cos(ϕk‖).

k||

q
||

j

k|| + q||x

y

z

k||

Figura 4.1: Esquema da geometria de espalhamento buraco–mágnon, mostrando a posição
relativa entre os vetores de onda k‖, q‖ e k′

‖
= k‖+ q‖, juntamente com a definição do ângulo

ϕk‖ .
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Assim, podemos efetuar a integral:

I(`,`′) =
A

(2π)2

∫ k2

k1

dk‖ k‖

∫ 2π

0
dϕk‖ δ

}2k‖q‖ cos(ϕk‖)

m∗
+
}2q2

‖

2m∗
+ `′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ


=

A
(2π)2

m∗

}2q‖

∫ k2

k1

dk‖
k‖
k‖

∫ 2π

0
dϕk‖δ

cos(ϕk‖)+
m∗

}2k‖q‖

(}2q2
‖

2m∗
+ `′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs+λ

)
=

A
(2π)2

m∗

}2q‖

∫ k2

k1

dk‖

∫ 2π

0
dϕk‖ δ

[
cos(ϕk‖) +

m∗

}2k‖q‖
Ω

]

=
A

(2π)2
m∗

}2q‖

∫ k2

k1

dk‖

∫ 2π

0
dϕk‖

2∑
j=1

δ
(
ϕk‖ −ϕ

( j)
k‖

)
|sen(ϕ( j)

k‖
)|

=
A

(2π)2
m∗

}2q‖

∫ k2

k1

dk‖

∫ 2π

0
dϕk‖

(
}2q‖
m∗

)
k‖√(

}2q‖/m∗
)2 k2

‖
−Ω2

2∑
j=1

δ
(
ϕk‖ −ϕ

( j)
k‖

)

=
A

(2π)2

∫ k2

k1

k‖√(
}2q‖/m∗

)2 k2
‖
−Ω2

dk‖

∫ 2π

0
dϕk‖

2∑
j=1

δ
(
ϕk‖ −ϕ

( j)
k‖

)

= 2
A

(2π)2

∫ k2

k1

k‖√(
}2q‖/m∗

)2 k2
‖
−Ω2

dk‖

=
A

2π2

(
m∗

}2q‖

)2

(}2q‖

m∗

)2

k2
2−Ω2


1/2

−

(}2q‖
m∗

)2

k2
1−Ω2


1/2


=

A
2π2

(
m∗

}2q‖

)2

K (`,`′) (4.27)

com

Ω =
(}2q2

‖

2m∗
+ `′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs +λ

)
(4.28)

e

K (`,`′) =


(}2q‖

m∗

)2

k2
2−Ω2


1/2

−

(}2q‖
m∗

)2

k2
1−Ω2


1/2

 (4.29)

onde utilizamos a propriedade δ[g(x)] =
∑

i

δ(x−xi)
|g′(xi)|

, g(xi) = 0 e g′(x) = dg/dx, com g(ϕk‖) =

cos(ϕk‖) +
(

m∗
}2k‖q‖

)
Ω e g′(ϕk‖) = −sen(ϕk‖) e assim cos(ϕ( j)

k‖
) = −

(
m∗
}2q‖

)
Ω
k‖

e então g′(ϕ( j)
k‖

) =

−

(
m∗
}2q‖

)
1
k‖

√(
}2q‖/m∗

)2 k2
‖
−Ω2. Assim, a integral em ϕk‖ foi resolvida, utilizando duas raízes

simétricas ϕ( j)
k‖

= ±ϕ̃ em relação à direção definida por k‖.
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Voltando à equação (4.2) para γq‖ , e substituindo as relações para I(`,`′) da equação (4.27)

e C =
(

S
2Nc

)1/2
(Noβx) da equação (3.15), obtemos

γq‖ =
π
}
|C|2

∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2I(`,`′)

=
π
}

( S
2Nc

)
(Noβx)2

∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 A

2π2

(
m∗

}2q‖

)2

K (`,`′)

=
(Noβx)2SAm∗2

4π}5Ncq2
‖

∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2K (`,`′)

=
(Noβx)2Sm∗2

4π}5Lz(Nc/V)q2
‖

∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2K (`,`′), (4.30)

onde multiplicamos e dividimos por Lz e colocamos V = ALz.

Segue a partir da equação (4.30) que para γq‖ positivo a população de mágnons deve crescer

(amplificação) como um resultado indireto da presença do campo laser intenso, enquanto

que para γq‖ negativo, a população de mágnons deve diminuir (amortecimento). Portanto,

para que ocorra amplificação da população de mágnons (γq‖ > 0) devemos terK (`,`′) > 0 na

equação (4.30). Substituindo (4.16) para k1, (4.17) para k2 e (4.28) para Ω em (4.29) temos

K (`,`′)=

(}2q‖
m∗

)2 [
2m∗

}2

(
EF−`

2
Eo+

σ
2
}ωs−}ωq+λ

)]
−

(}2q2
‖

2m∗
+`′2Eo−`

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs+λ

)2

1/2

+

−

(}2q‖
m∗

)2 [
2m∗

}2

(
EF−`

2
Eo+

σ
2
}ωs

)]
−

(}2q2
‖

2m∗
+`′2Eo−`

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs+λ

)2

1/2

, (4.31)

que é positivo se o radicando do primeiro termo for maior do que o radicando do segundo,

ou seja, se

−}ωq +λ > 0

ou,

λ > }ωq. (4.32)

Juntando esta condição de amplificação com a condição λ >EF, necessária para que o processo

de absorção de fótons do campo laser domine sobre o processo de emissão (veja a equação (4.1)

e o parágrafo que lhe segue), temos finalmente que a condição para obter amplificação da

população de mágnons pode ser escrita como
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λ >max(EF,}ωq), (4.33)

com “max” significando a função que retorna o valor máximo entre seus argumentos. A

partir desta relação, podemos obter a intensidade limite ou crítica do campo elétrico para

atingir amplificação. Considerando o caso em que o vetor de onda q‖ é paralelo ao campo E0,

e utilizando a definição de λ, equação (3.22), temos

E0 >
( m∗ω
}|e|q‖

)
max(EF,}ωq). (4.34)

Portanto, a amplitude crítica do campo elétrico, Ec
0, acima do qual ocorre amplificação da

população de mágnons, é dada por

Ec
0 =

( m∗ω
}|e|q‖

)
max(EF,}ωq). (4.35)

No caso em que }ωq > EF, temos (veja (4.33))

λ > }ωq −→
}|e|q‖E0

m∗ω
> }ωq −→

|e|E0

m∗ω
>
ωq

q‖

υd > υfase, (4.36)

onde definimos υυυd =
|e|E0
m∗ω como a velocidade de arrasto dos buracos no poço quântico como

imposto pelo campo laser intenso e υfase =
ωq
q‖

como a velocidade de fase das ondas de spin.

Então, γq‖ deve ser positivo sempre que a velocidade de arrasto dos buracos exceder a

velocidade de fase das ondas de spin, no caso em que }ωq > EF, em completa analogia ao caso

do amortecimento negativo de Landau [100] que ocorre em um plasma quando ondas de

plasma interagem com elétrons na presença de um campo elétrico externo.

No caso em que }ωq < EF, temos2

λ > EF −→
}|e|q‖E0

m∗ω
>
}kFυF

2
+ `2

FEo−
σFJS

2
−→

|e|E0

m∗ω
>

( kF

2q‖

)
υF +

`2
FEo

}q‖
−
σFωs

2q‖

υd >
( kF

2q‖

)
υF +

`2
FEo

}q‖
−
σFωs

2q‖
, (4.37)

2Escrevendo a energia de Fermi dos buracos como EF =
}2k2

F

2m∗
+`2

FEo−
σF JS

2
=
}kFυF

2
+`2

FEo−
σF JS

2
, com υF e kF

sendo a velocidade de Fermi e o vetor de onda de Fermi paralelos à interface do poço quântico, respectivamente.
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onde usamos JS = NoβxS = }ωs. Portanto, ocorre amplificação, γq‖ > 0, desde que a velocidade

de arrasto dos buracos sob campo laser intenso exceda a velocidade
(

kF
2q‖

)
υF +

`2
FEo

}q‖
−
σFωs
2q‖

.

Voltando na equação (3.39), e resolvendo para o número de mágnonsNq, obtemos

dNq

dt
= γq‖Nq =⇒

dNq

Nq
= γq‖dt =⇒

∫
Nq(t)

N
(0)
q

dNq

Nq
=

∫ t

0
γq‖dt′ =⇒ ln

(
Nq(t)

N
(0)
q

)
= γq‖t

Nq(t) =N
(0)
q exp(γq‖t), (4.38)

ondeN (0)
q é a função de distribuição (Bose) no equilíbrio de mágnons.

Desde que a população de mágnons não deve crescer indefinidamente no decorrer do

tempo por causa dos mecanismos de relaxação (tais como processos não lineares, entre outros

possíveis mecanismos de relaxação), ela satura em algum instante t = τm, sendo τm o tempo

de vida dos mágnons. Assim, o número de ocupação de mágnons no nível de saturação,Nq,

deve ser

Nq =N
(0)
q exp(γq‖

τm), (4.39)

onde γq‖
é o coeficiente de amplificação de mágnons no nível de saturação.

4.2 Mudança na Magnetização

A mudança na magnetização devido à presença dos mágnons indiretamente gerados pelo

campo laser intenso é, a partir da equação (3.1), dado por

∆M = −

(µ
V

)∑
q
Nq = −

(µ
V

)∑
q
N

(0)
q exp(γq‖

τm)

= −

(µ
V

) V
(2π)3

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖

∫ 2π

0
dφ

∫ qmáx
z

qmín
z

dqz N
(0)
q exp(γq‖

τm) (4.40)

onde a soma discreta sobre q foi aproximada como uma soma contínua em coordenadas

cilíndricas polares. O sinal negativo na equação (4.40) significa diminuição na magnetização,

dado que uma instabilidade na população de mágnons foi criada via campo laser intenso.

Devido à conservação do momento linear na direção z, temos: qmín
z = k′z−kz = `′π/Lz−`π/Lz

e qmáx
z = k′z + kz = `′π/Lz + `π/Lz, e assim

qmín
z = (`′− `)

π
Lz

e qmáx
z = (`′+ `)

π
Lz
. (4.41)
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4.2.1 Transições Intra Sub–Bandas (`′= `)

Para transições intra sub–bandas, as equações (4.41) mostram que os limites de integração

de qz são dados por:

0 ≤ qz ≤ 2`π/Lz. (4.42)

Como `′= `, a função F (qz, `, `), dada pela equação (3.21), é utilizada com a função sen(· · · ), e

se simplifica para

F (qz, `, `) =
sen(qzLz/2)

(qzLz/2)

[
4`2P

4`2− (qzLz/π)2

]
. (4.43)

Segue que q‖ não pode assumir nenhum dos valores extremos de (4.42), onde a função

F (qz, `, `) torna–se indefinida. Portanto, os limites de qz são

0 < qz < 2`π/Lz. (4.44)

Assumindo que qzLz� 1 (que significa que o comprimento de onda das ondas de spin

são muito maiores do que a largura do poço), verifica–se3 que |F (qz, `, `)|2 ≈ 1 e assim γq‖
torna–se independente de qz. Portanto, podemos resolver as integrais em qz e φ que figuram

na equação (4.40) diretamente. Substituindo os limites dados por (4.44) na equação (4.40) e

considerando o número de ocupação de mágnons no equilíbrio térmico independente de q,

podemos retirarN (0)
q do sinal de integração. Portanto, ficamos com

∆M = −

(µ
V

) V
(2π)3

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖

∫ 2π

0
dφ

∫ 2`π/Lz

0
dqz N

(0)
q exp(γq‖

τm)

= −

(µ
V

) VN (0)
q `

2πLz

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖ exp(γq‖
τm). (4.45)

Agora, para a primeira sub–banda do poço `′= ` = 1, e utilizando a equação (4.30),

podemos escrever o coeficiente de amplificação e o argumento da exponencial, γq‖
τm, como

γq‖
=

(Noβx)2Sm∗2

4π}5Lz(Nc/V)q2
‖

∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2K (1,1), (4.46)

γq‖
τm =

(Noβx)2Sm∗2τm

4π}5Lz(Nc/V)q2
‖

∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2K (1,1). (4.47)

3Para isto, basta tomar o limite de F (qz, `, `′= `) quando qzLz → 0, lembrando que lim
x→0

sen(x)
x

= 1 e que

lim
x→a

f (x)g(x) =
(
lim
x→a

f (x)
)(

lim
x→a

g(x)
)
.
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Resultados e Discussão

AnáliseNuméricaDireta Para avaliar uma estimativa da ordem de grandeza do coeficiente

de amplificação de mágnons e do efeito de desmagnetização em um semicondutor magnético

diluído típico, tal como o (Ga1−x,Mnx)As (que são criados pela dopagem com ∼ 5% em fração

molar de Mn em GaAs), na presença de um campo laser forte com amplitude do campo

elétrico E0 e frequência ω, assumimos os parâmetros resumidos na Tabela 4.1 [25, 34, 54, 55].

Para o poço quântico semicondutor magnético diluído de (Ga1−x,Mnx)As, a sub–banda dos

buracos pesados (hh) domina sobre as demais sub–bandas [101–103] e assim utilizamos a

massa efetiva correspondente aos buracos pesados, m∗ = 0,5m0.

x ' 5% concentração fracional de Mn p = 10% porcentagem de buracos não compensados
|Noβ| ' 1,2eV constante de troca p–d ao(Å) = 5,653 + 0,32x parâmetro de rede da liga
m∗ = 0,5mo massa efetiva dos portadores (hh) ωq ∼ 1011 s−1 frequência dos mágnons†
mo ' 9,109×10−31 kg massa do elétron livre N

(0)
q ∼ 0,8 no de ocupação de mágnons no equilíbrio

S = 5/2 spin do Mn τm ' 10−11 s tempo de espalhamento mágnon–mágnon
No ∼ 1021 cm−3 densidade de sítios cátions ω = 1,778×1014 s−1 frequência do campo laser intenso
†dispersão negligenciada

Tabela 4.1: Parâmetros utilizados para estimar a ordem de grandeza do coeficiente de
amplificação de mágnons e do efeito de desmagnetização de um semicondutor magnético
diluído de (Ga1−x,Mnx)As, na presença de um campo laser intenso.

Para realizar os cálculos, precisamos de uma estimativa da energia de Fermi para cada

sistema. Esta pode ser obtida por meio de sua relação com a concentração dos portadores

(buracos). A densidade de buracos quase–bidimensional n(2D)

h pode ser escrita em termos

da densidade tridimensional por meio da relação aproximada n(2D)

h = Lznh, onde nh denota

a densidade de buracos 3D e Lz a largura do poço quântico [104]. Devido aos mecanismos

de compensação de carga, a concentração de buracos observada experimentalmente está

em torno de 10 a 30% da concentração nominal de Mn [66], ou seja, nh = pNMn = pxNo,

onde p é a porcentagem de buracos não compensados. Neste trabalho, adotamos p = 10%.

Desta forma, obtemos a densidade bidimensional de buracos compatível com os dados

experimentais [103, 105]. Assim, temos

n(2D)

h = Lznh = LzpNMn = pxLzNo. (4.48)

A partir da densidade bidimensional, calculamos o vetor de onda de Fermi bidimensional,

kF =

√
4πn(2D)

h e a energia de Fermi, EF =
}2k2

F
2m∗ + `2

FEo−
σF}ωs

2 . Os valores obtidos para a energia

de Fermi foram 129, 130, 150, 173, 196, 220 e 234meV para poço de 5, 10, 15, 20, 25, 30 e

33nm, respectivamente. A ordem de grandeza da energia de Fermi, O(EF) = 102 meV, está

em concordância com valores reportados4 na literatura [66, 106–108].
4Em todo este trabalho, estamos considerando a energia dos buracos positiva, como na referência [66], ou
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Os valores de γq‖ foram calculados para vários vetores de onda dos mágnons q‖ e para

várias intensidades do campo elétrico E0 a partir do campo crítico Ec
0. Alguns dos valores

calculados estão mostrados nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, para poço de largura

igual a 5, 10, 15, 20, 25, 30 e 33nm, respectivamente. Os valores calculados de |∆M|
(µ/V) não

dependem do valor particular de q‖, mas sim do campo elétrico e do qmáx
‖

. A estimativa da

desmagnetização será discutida posteriormente, nesta mesma seção. Nota–se que, para

vetores de onda menores do que o limite superior dado pela equação (4.26), o aumento da

intensidade do campo laser leva ao aumento da população de mágnons. Os gráficos das

Figuras 4.2 e 4.3 mostram a dependência do coeficiente de crescimento da população de

mágnons com a amplitude do campo elétrico do laser e com o campo elétrico relativo ao campo

crítico, respectivamente, para Lz = 25nm. Pela análise destes gráficos podemos observar

que: (i) o valor máximo atingido pelo campo elétrico é tanto maior quanto menor o vetor de

onda do mágnon; (ii) o intervalo de E0, no qual é possível a amplificação da população de

mágnons, aumenta com a diminuição do vetor de onda (aumenta com o afastamento de q‖
em relação ao limite superior, qmáx

‖
); (iii) a partir do campo crítico, a amplificação é acentuada

(observada pelo aumento na taxa de variação de γq‖ em relação a E0 ou em relação a E0/Ec
0), e

este aumento da amplificação é tanto maior quanto menor q‖; (iv) o campo crítico separa as

curvas em duas regiões: E0 < Ec
0, onde γq‖ aumenta de forma (aproximadamente) linear com

o aumento do campo e E0 > Ec
0, onde γq‖ aumenta de forma (aproximadamente) exponencial

com o aumento da intensidade do campo.

q‖ (108 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1012 s−1) γ?q‖ (1012 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,7676 1,5696 2,3844 52

5,6049 1,7676 2,0328 1,8042 2,5569 42

2,2979 2,2583 2,7186 20

2,5252 2,2753 2,8498 25

3,9234 2,5252 2,9040 2,5115 3,0561 22

3,2827 3,2446 3,2493 0,15

2,2420 4,4191 4,4191 4,9234 3,7700 23

5,0819 4,3301 4,0427 7

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 68.

Tabela 4.2: Valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com heteroestrutura DMS, na
aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz = 5nm. Os valores calculados
de EF, kF e n(2D)

h foram 129meV, 0,5605nm−1 e 2,5×1012 cm−2, respectivamente.

seja, utilizamos a inversão E→−E, de tal forma que, para obter seu valor relativo ao topo da banda de valência,
basta inverter o sinal da mesma. Este procedimento é equivalente a utilizar o modelo em que a energia da banda
de valência é representada na região negativa do diagrama de bandas E(k)−k.
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q‖ (108 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1012 s−1) γ?q‖ (1012 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,2632 0,4884 0,8475 74

7,9267 1,2632 1,4527 0,5667 0,9088 60

1,6422 0,6678 0,9663 45

1,8317 0,8274 1,0205 23

1,8046 0,6822 1,0129 48

5,5487 1,8046 2,0753 0,7813 1,0862 39

2,3460 0,9274 1,1549 25

2,6167 1,2166 1,2197 0,3

3,1580 1,2243 1,3400 9

3,1707 3,1580 3,6317 1,3384 1,4370 7

4,1055 1,6740 1,5278 9

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 68.

Tabela 4.3: Valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com heteroestrutura DMS,
na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz = 10nm. Os valores
calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 130meV, 0,7927nm−1 e 5,0×1012 cm−2, respectivamente.

q‖ (108 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,1878 2,8054 4,9505 76

9,7081 1,1878 1,3660 3,3222 5,3088 60

1,5442 3,9967 5,6444 41

1,7223 5,2020 5,9612 15

1,6969 3,8445 5,9170 54

6,7957 1,6969 1,9514 4,5727 6,3452 39

2,2059 5,6423 6,7464 20

3,8832 2,9695 2,9695 6,5628 7,8274 19

3,4150 8,0657 8,3939 4

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 68.

Tabela 4.4: Valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com heteroestrutura DMS,
na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz = 15nm. Os valores
calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 150meV, 0,9708nm−1 e 7,5×1012 cm−2, respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,1827 1,9760 3,4478 74

1,1210 1,1827 1,3601 2,3754 3,6973 56

continua na próxima página
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continuação

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,5375 2,9250 3,9311 34

1,6896 2,7020 4,1209 53

0,7847 1,6896 1,9430 3,2996 4,4192 34

2,1965 4,2675 4,6986 10

0,4484 2,9568 2,9568 4,6880 5,4514 16

3,4003 6,3515 5,8460 8

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 68.

Tabela 4.5: Valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com heteroestrutura DMS,
na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz = 20nm. Os valores
calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 173meV, 1,1210nm−1 e 1,0×1013 cm−2, respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,2005 1,5339 2,6281 71

1,2533 1,2005 1,3805 1,8676 2,8183 51

1,5606 2,3638 2,9965 27

1,3339 1,6740 2,7702 65

1,1280 1,3339 1,5339 2,0467 2,9708 45

1,7340 2,6198 3,1586 21

1,5006 1,8581 2,9383 58

1,0026 1,5006 1,7257 2,2897 3,1510 38

1,9508 3,0067 3,3502 11

1,7150 2,1053 3,1412 49

0,8773 1,7150 1,9722 2,6310 3,3685 28

2,2295 3,6721 3,5815 2,5

0,7520 2,0008 2,0008 2,4506 3,3928 38

2,3009 3,1416 3,6384 16

0,6267 2,4009 2,4009 2,9628 3,7167 25

2,7611 4,0069 3,9857 0,5

0,5640 2,6677 2,6677 3,3247 3,9177 18

continua na próxima página
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continuação

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

3,0679 4,7533 4,2013 12

0,5013 3,0012 3,0012 3,8045 4,1554 9

3,4514 6,2442 4,4561 29

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 68.

Tabela 4.6: Valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com heteroestrutura DMS,
na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz = 25nm. Os valores
calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 196meV, 1,2533nm−1 e 1,25×1013 cm−2, respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,2278 1,2592 2,1162 68

1,3729 1,2278 1,4120 1,5512 2,2693 46

1,5962 2,0375 2,4128 18

0,9610 1,7540 1,7540 1,7390 2,5293 45

2,0171 2,2231 2,7124 22

0,5492 3,0695 3,0695 3,3270 3,3460 0,6

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 68.

Tabela 4.7: Valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com heteroestrutura DMS,
na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz = 30nm. Os valores
calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 220meV, 1,3729nm−1 e 1,5×1013 cm−2, respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,2465 1,1390 1,8928 66

1,4399 1,2465 1,4335 1,4127 2,0298 44

1,6205 1,9192 2,1581 12

1,0079 1,7808 1,7808 1,5798 2,2623 43

2,0479 2,0484 2,4260 18

0,5760 3,1164 3,1164 3,1541 2,9927 5

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 68.

Tabela 4.8: Valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com heteroestrutura DMS,
na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz = 33nm. Os valores
calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 234meV, 1,4399nm−1 e 1,65×1013 cm−2, respectivamente.
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Figura 4.2: Gráfico de γq‖ contra E0 para os vetores de onda da Tabela 4.6, referente ao
poço de 25nm de largura.

Figura 4.3: Gráfico de γq‖ contra E0/Ec
0 para os vetores de onda da Tabela 4.6,

referente ao poço de 25nm de largura.
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Como já citado, a desmagnetização não depende dos valores particulares de q‖, mais sim

de todo o intervalo q‖ permitido, dado que a desmagnetização é obtida pela integral que

figura na equação (4.45). Além da dependência em relação ao vetor de onda dos mágnons, a

desmagnetização depende da intensidade do campo elétrico, que define o parâmetro λ, e da

largura do poço quântico. Assim, para cada poço considerado, calculamos a desmagnetização

em termos do campo elétrico. Alguns valores calculados, para poços de largura entre 10 e

33nm, estão dispostos na Tabela 4.9, onde ED representa a intensidade da componente elétrica

do campo laser limite de dano à amostra, assumido como igual a 2,0×108 V/m. Podemos

observar que quanto menor a largura do poço, menor é a intensidade do campo elétrico

necessária para atingir um dado valor de desmagnetização. Nesta e nas próximas tabelas,

as entradas indicadas com “–” referem–se a intensidades do campo elétrico superiores ao

necessário para completa desmagnetização da amostra.

E0 (107 V/m) E0/ED
|∆M|
(µ/V) (%)

Lz = 10nm Lz = 15nm Lz = 20nm Lz = 25nm Lz = 30nm Lz = 33nm
1,0 0,05 0,1910 0,1167 0,0957 0,0872 0,0830 0,0813
2,0 0,10 0,5493 0,1869 0,1248 0,1038 0,0940 0,0904
3,0 0,15 1,3611 0,2925 0,1610 0,1225 0,1059 0,1000
4,0 0,20 3,0368 0,4470 0,2058 0,1438 0,1188 0,1102
5,0 0,25 6,3326 0,6705 0,2613 0,1681 0,1329 0,1212
6,0 0,30 12,6299 0,9916 0,3299 0,1959 0,1484 0,1331
7,0 0,35 24,4394 1,4516 0,4150 0,2278 0,1654 0,1460
8,0 0,40 46,3041 2,1098 0,5213 0,2647 0,1843 0,1601
9,0 0,45 86,4167 3,0517 0,6543 0,3076 0,2055 0,1756

10,0 0,50 – 4,4001 0,8217 0,3579 0,2293 0,1929
11,0 0,55 – 6,3322 1,0336 0,4172 0,2564 0,2122
12,0 0,60 – 9,1037 1,3030 0,4879 0,2875 0,2341
13,0 0,65 – 13,0843 1,6479 0,5730 0,3238 0,2593
14,0 0,70 – 18,8107 2,0926 0,6769 0,3669 0,2889
15,0 0,75 – 27,0658 2,6723 0,8066 0,4195 0,3247
16,0 0,80 – 39,0075 3,4435 0,9760 0,4878 0,3708
17,0 0,85 – 56,4232 4,5664 1,2405 0,5960 0,4433
18,0 0,90 – 83,1021 6,2095 1,5857 0,7283 0,5305
19,0 0,95 – – 8,3012 1,9931 0,8774 0,6268
20,0 1,00 – – 10,9602 2,4731 1,0449 0,7330

Tabela 4.9: Desmagnetização como função da intensidade do campo laser E0, para Lz = 10, 15,
20, 25, 30 e 33nm.

Os resultados foram representados graficamente nas Figuras 4.4 e 4.5. Podemos ver

que a taxa de desmagnetização é fortemente dependente da largura do poço. Em particular,

notamos que a curva de desmagnetização de um poço DMS de 5nm de largura demora

a responder ao campo aplicado até campos em torno de 4,0× 107 V/m, a partir do qual a

desmagnetização cresce rapidamente em comparação com os poços de 15 a 33nm. Isto ocorre

porque o aumento da energia do estado fundamental para poços de largura muito estreita,

Eo, é mais significativo do que a diminuição do termo dependente do vetor de onda de Fermi



4.2 Mudança na Magnetização 65

(que depende da densidade de portadores, que por sua vez é função da largura do poço).

Isto faz com que a energia de Fermi reduza mais rapidamente na região de 33 a 15nm (poços

largos, de confinamento fraco a intermediário) do que na região de 10 a 1nm (poços estreitos,

de confinamento forte). Associado à energia de Fermi relativamente alta dos poços estreitos,

e sendo o vetor de onda máximo dos mágnons nestes poços também menor, o campo crítico

mínimo (para q‖ = qmáx
‖

) destes poços é relativamente maior. Em contrapartida, a resposta dos

poços estreitos sob irradiação de campos acima do campo crítico mínimo é maior do que para

os poços largos, tanto em relação ao coeficiente de amplificação da população de mágnons

quanto em relação à desmagnetização.

Figura 4.4: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E0 para Lz = 10, 15, 20, 25, 30 e 33nm.

Fazendo os mesmos cálculos para poços de largura 1, 2, 3, 4 e 5nm, obtemos os dados da

Tabela 4.10 e o gráfico da Figura 4.6. A partir de Lz = 5nm, a energia de Fermi dos sistemas

de largura menor passa a aumentar ao invés de diminuir, devido ao regime de confinamento

forte. Isto explica a posição da curva de desmagnetização para 5nm, intermediária entre

as curvas para desmagnetização em regime de confinamento fraco e forte. Pela análise do

gráfico da Figura 4.6, verificamos novamente que a desmagnetização se torna apreciável

somente para campos acima do campo crítico mínimo, obtido com q‖ = qmáx
‖

.

Para Lz = 15nm, segue a partir da Tabela 4.9 que pelo aumento da razão E0/ED acima de 0,6,

isto é, pelo aumento da intensidade do campo elétrico laser para 1,2×108 V/m, a diminuição
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Figura 4.5: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E0 para Lz = 5, 10, 15, 20, 25, 30 e 33nm, onde é possível

notar o comportamento diferente do poço de Lz = 5nm.

da magnetização atinge valores em torno de 9,0%. É conveniente notar que a intensidade

limite do campo laser em que o crescimento da população de mágnons se torna apreciável

é aproximadamente aquele para o qual υd & ( kF
2q‖

)υF +
`2

FEo

}q‖
−
σFωs
2q‖

(para Lz = 15nm, EF =

150meV, kF = (2m∗/}2)1/2(EF−`2
FEo +σF}ωs/2)1/2 = 0,9708nm−1, υF = }kF/m∗ = 2,2488×105 m/s

e, considerando q‖ ' qmáx
‖

= 0,9708nm−1, temos que ( kF
2q‖

)υF +
`2

FEo

}q‖
−
σFωs
2q‖
' 2,3498×105 m/s),

isto é, para E0 >
m∗ω
|e|

[
( kF

2q‖
)υF +

`2
FEo

}q‖
−
σFωs
2q‖

]
= 1,1878×108 V/m ou E0/ED & 0,6. De acordo com

a equação (4.45) para 15nm, ou pela Tabela 4.9, isto corresponde a 9% de diminuição na

E0 (107 V/m) E0/ED
|∆M|
(µ/V) (%)

Lz = 1nm Lz = 2nm Lz = 3nm Lz = 4nm Lz = 5nm Lz = 10nm
1,0 0,05 0,1603 0,1296 0,1187 0,1133 0,1105 0,1910
2,0 0,10 0,4000 0,2522 0,2101 0,1920 0,1847 0,5493
3,0 0,15 1,1051 0,5367 0,4081 0,3625 0,3551 1,3611
4,0 0,20 3,3759 1,2618 0,8888 0,7943 0,8637 3,0368
5,0 0,25 11,3959 3,3175 2,2344 2,1644 3,3834 6,3326
6,0 0,30 42,5357 9,8984 6,7478 8,3236 72,8626 12,6299
7,0 0,35 – 34,1226 25,9485 59,8270 – 24,4394
8,0 0,40 – – – – – 46,3041
9,0 0,45 – – – – – 86,4167

10,0 0,50 – – – – – –

Tabela 4.10: Desmagnetização como função da intensidade do campo laser E0, com Lz = 1, 2,
3, 4, 5 e 10nm.
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Figura 4.6: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E0 para Lz = 1, 2, 3, 4 e 5nm.

magnetização. Para intensidade do campo laser tal que E0/ED ' 0,9, isto é, próximo ao limite

de dano à amostra, o nível de diminuição na magnetização é em torno de 83%. Entretanto, não

é esperado que isto ocorra pois, para este valor do campo laser, os efeitos térmicos se tornariam

apreciáveis, e este modelo deixaria de ser adequado para o estudo da desmagnetização.

Análise similar se aplica para outros valores de Lz, com a particularidade de que para Lz

muito pequeno, a desmagnetização varia rapidamente com o aumento do campo, e que para

Lz muito grande, a desmagnetização varia lentamente com o aumento do campo. Isto era

esperado, dado a dependência (aproximada) de ∆M ∼ L−2
z (veja a equação (4.55) da análise

aproximada, página 69).
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AnáliseNumérica Aproximada A fim de obter relações simplificadas que descrevam o

comportamento do coeficiente de amplificação de mágnons e da desmagnetização da amostra

em função da largura do poço, da intensidade do campo elétrico, do vetor de onda dos

mágnons etc., podemos aplicar algumas aproximações sobre a funçãoK (`,`′) e na resolução

da integral que figura no cálculo da desmagnetização. Posteriormente, a validade ou desvios

destas aproximações serão testadas por comparação com os valores obtidos através do cálculo

realizado no item anterior.

Na equação (4.29), podemos empregar a seguinte aproximação:

K (`,`′) =


(}2q‖

m∗

)2

k2
2−Ω2


1/2

−

(}2q‖
m∗

)2

k2
1−Ω2


1/2


'

(
}2q‖
m∗

) √
2m∗

}2 λ =

(
}2q‖
m∗

) √
2m∗

}2

}eq‖E0

m∗ω

'
}2

m∗

(2eE0

}ω

)1/2
q3/2
‖

(4.49)

desde que λ > Eo, EF, }ωs, }ωq. Substituindo isto nas equações (4.46) e (4.47), temos

γ?q‖ ≈
(Noβx)2Sm∗2

4π}5Lz(Nc/V)q2
‖

∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2  }2

m∗

(
2|e|E0

}ω

)1/2

q3/2
‖


≈

(Noβx)2Sm∗

4π}3Lz(Nc/V)

(
2|e|E0

}ω

)1/2∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2 q−1/2

‖
(4.50)

γ?q‖τm ≈
(Noβx)2Sm∗τm

4π}3Lz(Nc/V)

(
2|e|E0

}ω

)1/2∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2︸                                          ︷︷                                          ︸

Ξ

q−1/2
‖

≈ Ξq−1/2
‖

. (4.51)

Portanto, voltando na equação (4.45), onde já fizemos ` = 1, temos

∆M = −

(µ
V

) VN (0)
q

2πLz

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖ exp(Ξq−1/2
‖

). (4.52)

Como5 Ξq−1/2
‖
∼ (100

− 102), não podemos aproximar exp(Ξq−1/2
‖

) ' 1 + Ξq−1/2
‖

. Assim,

realizando a integral indefinida
∫

q‖e
Ξq−1/2
‖ dq‖ e retendo somente o termo linear em Ξ (que

5Esta relação pode ser verificada substituindo os valores da Tabela 4.1, página 58, em Ξ e levando em conta
que q‖ é da ordem de 109 m−1.
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mantém a ordem de grandeza da integral realizada numericamente), 1
6Ξq3/2

‖
eΞq−1/2

‖ , obtemos a

seguinte aproximação para a desmagnetização:

∆M = −

(µ
V

) VN (0)
q

2πLz

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖ exp(Ξq−1/2
‖

)

' −

(µ
V

) VN (0)
q

2πLz

{1
6

Ξq3/2
‖

eΞq−1/2
‖

} ∣∣∣∣∣∣
qmáx
‖

qmín
‖

' −

(µ
V

) VN (0)
q

2πLz

{1
6

Ξq3/2
‖máx eΞq−1/2

‖máx

}
' −

(µ
V

) VN (0)
q

12πLz
Ξq3/2
‖máx eΞq−1/2

‖máx

' −

(µ
V

) VN (0)
q

12πLz

 (Noβx)2Sm∗τm

4π}3Lz(Nc/V)

(
2|e|E0

}ω

)1/2 ∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2q3/2

‖máx eΞq−1/2
‖máx

' −

(µ
V

) (Noβx)2SVm∗τmN
(0)
q

48π2}3L2
z(Nc/V)

(
2|e|E0

}ω

)1/2 ∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2 q3/2

‖máx eΞq−1/2
‖máx , (4.53)

onde qmáx
‖
'

√
2m∗
}2 (EF− `2Eo +σ}ωs/2) (dado pela equação (4.26)). Na terceira linha, assumimos

qmín
‖

= 0,01qmáx
‖

, pois a integral não é definida em q‖ = 0 e desprezamos o termo resultante em

qmín
‖

frente ao termo correspondente em qmáx
‖

.

Podemos representar a equação (4.53) em uma forma alternativa. Utilizando a velocidade

de arrasto associada ao campo limite de dano à amostra, ED, definida de forma análoga à

equação para υυυd, ou seja,

υυυD =
|e|ED

m∗ωD
(4.54)

ficamos, com

∆M ' −

(µ
V

) (Noβx)2SVm∗τmN
(0)
q

48π2}3L2
z(Nc/V)

(
2m∗ωDυD

}ω

)1/2(
E0

ED

)1/2∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2 q3/2

‖máx eΞq−1/2
‖máx . (4.55)

Utilizando novamente os parâmetros resumidos na Tabela 4.1 para o semicondutor

magnético diluído (Ga1−x,Mnx)As, avaliamos o coeficiente de amplificação de mágnons e

o efeito de desmagnetização sob esta nova aproximação. Além destes, consideramos os

seguintes valores referentes ao campo de dano à amostra: ED = 2,0×108 V/m (campo limite de

dano à amostra), ωD = 2,0×1016 s−1 (frequência limite de dano à amostra) e υD = 3,5×105 cm/s

(velocidade de arrasto associado a ED). Fazendo uso destes parâmetros, as condições utilizadas

acima, λ > Eo, EF, }ωs, }ωq, são satisfeitas.
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Os valores calculados para o coeficiente de amplificação de mágnons nesta aproximação,

denotados por γ?q‖ , com erro relativo ao coeficiente calculado no item anterior dado por eγ?q
‖

,

estão nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, para poço de largura igual a 5, 10, 15, 20, 25,

30 e 33nm, respectivamente. A partir do erro relativo, podemos ver que o valor aproximado

do coeficiente de amplificação de mágnons γ?q‖ representa bem o coeficiente de amplificação

γq‖ , desde que E0� Ec
0.

Inserindo os parâmetros da Tabela 4.1, juntamente com os valores de ωD e υD na

equação (4.55), obtemos a seguinte relação aproximada para a desmagnetização:

|∆M|
(µ/V)

� a j

( E0

ED

)1/2
e

b j

(
E0
ED

)1/2

, (4.56)

onde os valores calculados para as constantes a j e b j são dados na Tabela 4.11 para cada poço.

1nm 2nm 3nm 4nm 5nm 10nm 15nm 20nm 25nm 30nm 33nm
a j 4,6064 1,9367 1,1667 0,8143 0,6161 0,2590 0,1560 0,1089 0,0824 0,0656 0,0582
b j 189,63 79,73 48,03 33,52 25,36 10,66 6,42 4,48 3,39 2,70 2,40

Tabela 4.11: Constantes a j e b j da equação (4.56) para a desmagnetização aproximada.

Na equação (4.56), E0 é a amplitude do campo laser e ED é o campo elétrico limite de dano à

amostra, que é da ordem de (108
−109)V/m, correspondendo a intensidades laser I no intervalo

de (1010
−1012)W/cm2. Assumindo estes parâmetros, calculamos a desmagnetização para

os correspondentes poços. Alguns dos valores obtidos estão na Tabela 4.12. Comparando

estes resultados com os calculados diretamente pela equação (4.45), Tabela 4.9, verifica–se

que o cálculo aproximado leva a desmagnetizações muito maiores. Apesar da aproximação

ser relativamente boa para o coeficiente de amplificação, este entra como argumento da

exponencial que figura na relação aproximada para a desmagnetização, fazendo com que o

desvio desta seja muito elevado. Apesar disto, a aproximação conserva o comportamento das

curvas de desmagnetização em função da componente elétrica do campo laser, como pode ser

observado nos gráficos das Figuras 4.7 e 4.8, que mostram a desmagnetização em função de

E0/ED para várias larguras do poço, sendo o segundo uma ampliação da região no qual se

encontram as curvas de desmagnetização para poços de largura entre 1 e 5nm. Neste gráfico,

nota–se que a desmagnetização de poços estreitos varia muito rapidamente com o aumento

da intensidade do campo elétrico associado ao campo laser. Para estes poços, a completa

desmagnetização ocorre para intensidade do campo inferior a 1,5×107 V/m. Observe que

um dado valor da desmagnetização obtida pela relação aproximada ocorre em um campo

bem inferior ao obtido pelo cálculo direto da desmagnetização, como pode ser verificado

comparando o gráfico da Figura 4.8 com o da Figura 4.6. Neste último gráfico, vemos que
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um campo inferior a 8,0×107 V/m é necessário para completa desmagnetização dos poços

estreitos.

E0 (107 V/m) E0/ED
|∆M|
(µ/V) (%)

Lz = 10nm Lz = 15nm Lz = 20nm Lz = 25nm Lz = 30nm Lz = 33nm
1,0 0,05 0,6286 0,1467 0,0664 0,0393 0,0268 0,0223
2,0 0,10 2,3870 0,3762 0,1422 0,0762 0,0487 0,0393
3,0 0,15 6,2379 0,7274 0,2395 0,1187 0,0723 0,0571
4,0 0,20 13,6452 1,2342 0,3617 0,1680 0,0982 0,0761
5,0 0,25 26,7853 1,9369 0,5124 0,2247 0,1266 0,0966
6,0 0,30 48,8087 2,8830 0,6952 0,2893 0,1578 0,1186
7,0 0,35 84,1802 4,1281 0,9142 0,3627 0,1918 0,1423
8,0 0,40 – 5,7372 1,1738 0,4453 0,2290 0,1678
9,0 0,45 – 7,7859 1,4787 0,5380 0,2694 0,1951

10,0 0,50 – 10,3614 1,8340 0,6414 0,3132 0,2244
11,0 0,55 – 13,5644 2,2454 0,7563 0,3606 0,2556
12,0 0,60 – 17,5103 2,7190 0,8834 0,4117 0,2890
13,0 0,65 – 22,3312 3,2612 1,0236 0,4668 0,3244
14,0 0,70 – 28,1780 3,8791 1,1778 0,5259 0,3622
15,0 0,75 – 35,2221 4,5802 1,3468 0,5893 0,4022
16,0 0,80 – 43,6581 5,3728 1,5316 0,6571 0,4447
17,0 0,85 – 53,7063 6,2657 1,7333 0,7296 0,4897
18,0 0,90 – 65,6153 7,2682 1,9528 0,8070 0,5372
19,0 0,95 – 79,6654 8,3904 2,1913 0,8894 0,5874
20,0 1,00 – 96,1717 9,6433 2,4498 0,9771 0,6404

Tabela 4.12: Desmagnetização aproximada, como função da intensidade do campo laser E0,
com ED = 2×108 V/m e Lz = 10, 15, 20, 25, 30 e 33nm.

Figura 4.7: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E0/ED para Lz = 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 25, 30 e 33 nm.

Neste ponto faz–se necessário fornecemos uma justificativa por uma deficiência do nosso
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Figura 4.8: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E0/ED para Lz = 1, 2, 3, 4 e 5 nm.

modelo, a saber, a negligência do efeito da heteroestrutura sobre os mágnons (somente

mágnons bulk foram considerados). Para o poço assumido, tal confinamento pode, em

princípio, levar a efeitos adicionais, tal como a existência de modos de superfície. Entretanto,

como os átomos de superfície são localizados em um ambiente diferente do que um bulk,

aparece, como uma consequência direta, uma anisotropia de superfície interfacial. Tem sido

verificado que no mínimo três mecanismos dão surgimento à anisotropia de superfície. Estes

são: o mecanismo de um íon, a interação dipolo–dipolo e o efeito causado pela imperfeição

(rugosidade) superficial. A importância da imperfeição interfacial no fenômeno de anisotropia

magnética foi sugerido por Bruno [109] e tem sido recentemente reportado em investigações

de dispersão de ondas de spin em escala nanométrica [110]. De acordo com estes trabalhos,

quando a espessura de um filme ou de um poço quântico magnético diminui, a anisotropia

superficial torna–se mais e mais importante em relação à anisotropia bulk, influenciando o

gap das ondas de spin em q‖ = 0. A energia devido à anisotropia bulk é pequena, de forma

que a anisotropia superficial torna–se dominante na região de pequenas espessuras, como

observado através de experimentos de espectroscopia de tunelamento inelástico [110]. Por

causa da alta energia de anisotropia superficial, o sistema é instável contra excitação de

mágnons de superfície e não é a totalidade da magnetização do sistema que desaparece,

mas somente a magnetização na região superficial desaparece [111]. Além disso, medindo

a largura a meia altura do máximo dos picos de excitação a partir do espectro mostrado

na Figura (2) da referência [110], um forte amortecimento das ondas de spin superficiais,
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Γ ≈ 2,0meV, pode ser obtido.

Finalmente, devemos dar algumas informações sobre o aumento esperado na temperatura

da amostra causada pela irradiação por laser. Inicialmente, algumas questões surgem: (i) O

que acontece se um pulso laser de femtossegundo (fs) for absorvido por um ferromagneto e o

sistema de portadores de carga for aquecido a uma temperatura acima da temperatura de

Curie dentro de dezenas de fs? Isto significa que o ordenamento dos spins é completamente

perdido (quase) instantaneamente? E em caso afirmativo, quais são os processos fundamentais

que limitam a taxa de desmagnetização? (ii) Será que o aquecimento da amostra tem uma

influência significativa sobre a população de mágnons, quando comparado ao mecanismo

de espalhamento buraco–mágnon? A dependência no tempo da função de distribuição dos

portadores observada com fotoemissão resolvida no tempo [112] tem mostrado que o aumento

inicial da temperatura eletrônica, alguns milhares de kelvins, é seguido por um decaimento

que é acompanhado por um aumento na temperatura da rede em torno de 300K devido

à interação elétron–fônon. Tem sido observado que após 3ps o equilíbrio entre elétrons e

fônons se estabeleceu. Por outro lado, Carpene et al. [113] mostrou que desmagnetização

ultra–rápida induzida por laser em filmes finos epitaxiais de Fe podem ser entendidos em

termos da interação elétron–mágnon, ocorrendo em uma escala de tempo de 100fs (1ps).

Foi observado que elétrons “quentes” podem eficientemente excitar mágnons (mágnons

“quentes”), levando a uma rápida redução na magnetização. Porém, por causa dos processos

térmicos de relaxação de mágnons (processos de três mágnons são os mais importantes em

relaxação de mágnons “quentes”) uma subsequente recuperação do ordenamento dos spins

tem lugar com um tempo característico constante de 800fs. Em adição, recentes experimentos

sobre desmagnetização induzido por laser [37] usam lasers ultra–rápidos como um meio de

manipular a magnetização, com tempos de acesso de um picossegundo ou menos. Entretanto,

em todos estes casos a excitação magnética observada é resultante da absorção óptica seguida

por um rápido aumento da temperatura. Esta origem térmica dos mágnons excitados limita

consideravelmente potenciais aplicações, pois a frequência de repetições é limitada pelo

tempo de resfriamento.

A despeito do defeito mencionado acima, o mecanismo proposto aqui para a desmagneti-

zação em poços quânticos semicondutores magnéticos diluídos (III,Mn)V por um campo laser

forte, assistido por um gás de buracos quase–bidimensional e levando em conta o mecanismo

de espalhamento portador–mágnon, pode ser explicado em termos da geração Cherenkov

de ondas de spins pelos portadores de carga de deriva. Isto porque a velocidade de arrasto

imposta aos portadores de carga pelo campo laser externo é maior do que a velocidade de fase

das ondas de spins que são excitadas. Além disso, a velocidade de arrasto dos portadores tam-
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bém é maior do que a velocidade
(

kF
2q‖

)
υF +

`2
FEo

}q‖
−
σFωs
2q‖

. A mudança na magnetização em poços

quânticos semicondutores magnéticos diluídos (III,Mn)V é atribuído a uma intensificação

(amplificação) da população de mágnons pelos buracos quase–bidimensionais.

Para testar as predições apresentadas no presente trabalho, propomos um experimento

similar ao usado para observar a ultra–rápida desmagnetização [3, 8] produzida por pulsos

laser ultra–curtos na presença adicional de um campo laser forte (THz). A extinção da

magnetização pode neste caso ser obtida pelo aumento da intensidade do campo laser

adicional até o valor limite do campo em que o crescimento da população de mágnons

é obtido (amplificação de mágnons). Os resultados apresentados aqui mostram que a

magnetização pode diminuir apreciavelmente para campos bem abaixo do campo limite de

dano da nanoestrutura e dentro do tempo de relaxação de energia dos portadores no poço

quântico magnético [114].

4.2.2 Transições Inter Sub–Bandas (`′, `)

Para transições inter sub–bandas, `′, `. Se considerarmos somente transições entre níveis

vizinhos para os quais `′= `+ 1, então os limites de integração de qz, dados por (4.41), são:

π/Lz ≤ qz ≤ (2`+ 1)π/Lz. (4.57)

Para `′ = `+ 1, temos que se ` é par, `+ 1 será ímpar e vice-versa. Assim, pela equação (3.21),

escrevemos

F (qz, `, `+ 1) =
cos(qzLz/2)

(qzLz/2)
4`(`+ 1)(qzLz/π)2P

4`2(`+ 1)2−
[
(`+ 1)2 + `2− (qzLz/π)2]2 . (4.58)

Limitando a análise a transições da primeira para a segunda sub–banda, ` = 1 e `′ = 2,

verifica–se que (4.58) é indeterminado nos limites de (4.57), e portanto, restringimos qz ao

intervalo

π/Lz < qz < (2`+ 1)π/Lz −→ π/Lz < qz < 3π/Lz. (4.59)

Utilizando a equação (4.30), podemos escrever o coeficiente de amplificação e o argumento

da exponencial, γq‖
τm, como

γq‖
=

(Noβx)2Sm∗2

4π}5Lz(Nc/V)q2
‖

∣∣∣F (qz,1,2)
∣∣∣2K (1,2), (4.60)
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γq‖
τm =

(Noβx)2Sm∗2τm

4π}5Lz(Nc/V)q2
‖

∣∣∣F (qz,1,2)
∣∣∣2K (1,2). (4.61)

Voltando em (4.40), temos para a desmagnetização

∆M = −

(µ
V

) V
(2π)3

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖

∫ 2π

0
dφ

∫ qmáx
z

qmín
z

dqz N
(0)
q exp(γq‖

τm)

= −

(µ
V

) V
(2π)3

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖

∫ 2π

0
dφ

∫ 3π/Lz

π/Lz

dqz N
(0)
q exp(γq‖

τm)

= −

(µ
V

) VN (0)
q

2πLz

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖ exp(γq‖
τm), (4.62)

com qmín
‖
≈ 0 e qmáx

‖
≈

√
2m∗
}2 (EF− `2Eo +σ}ωs/2) (dado pela equação (4.26)).

Resultados e Discussão

AnáliseNuméricaDireta Efetuando os cálculos para transições inter sub–bandas, de ` = 1

para `′ = 2, utilizando os parâmetros da Tabela 4.1, obtemos γq‖ e |∆M|/(µ/V). Alguns dos

valores calculados de γq‖ estão dispostos nas Tabelas 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17 e 4.18 para poços

de largura Lz = 10, 15, 20, 25, 30 e 33nm, respectivamente. Poços de largura inferior a 10nm

apresentaram o mesmo comportamento observado no caso de transição intra sub–banda para

os poços de largura entre 1 e 5nm, qual seja, curvas de desmagnetização contra campo elétrico

praticamente verticais (veja os dados da Tabela 4.20, que apresenta os valores calculados para

a desmagnetização em poços de largura 1, 2, 3, 4 e 5nm). Como já indicado, esta variação

abrupta da magnetização com o campo elétrico para poços estreitos está relacionado ao fato

da energia cinética associada à direção de confinamento (`2
Eo) aumentar rapidamente com a

diminuição da largura do poço (pois é proporcional a L−2
z ), enquanto que a energia cinética

associada ao movimento no plano do poço quântico, }2k2
‖
/(2m∗), diminui proporcionalmente

com Lz. Portanto, a energia de Fermi (que depende de `2
FEo e de }2k2

F/(2m∗)) também diminui

com a diminuição de Lz até 10nm, e passa a aumentar com a posterior redução de Lz. Assim,

passaremos a analisar somente poços de largura maior ou igual a 10nm, deixando o estudo

de poços mais estreitos para trabalhos futuros.



4.2 Mudança na Magnetização 76

q‖ (108 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1012 s−1) γ?q‖ (1012 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,2632 0,3310 0,5424 64

7,9267 1,2632 1,4527 0,3999 0,5816 45

1,6422 0,5157 0,6184 20

1,8046 0,4552 0,6483 42

5,5487 1,8046 2,0753 0,5565 0,6952 25

2,3460 0,7899 0,7391 6,4

3,1707 3,1580 3,1580 0,7792 0,8576 10

3,6317 1,0332 0,9197 11

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 82.

Tabela 4.13: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com
heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura
Lz = 10nm. Os valores calculados deEF, kF e n(2D)

h foram 130meV, 0,7927nm−1 e 5,0×1012 cm−2,
respectivamente.

q‖ (108 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,1878 1,8437 3,1683 72

9,7081 1,1878 1,3660 2,2115 3,3976 54

1,5442 2,7311 3,6124 32

1,6969 2,5243 3,7869 50

6,7957 1,6969 1,9514 3,0650 4,0609 32

2,2059 3,9686 4,3177 8,8

3,8832 2,9695 2,9695 4,3312 5,0095 16

3,4150 5,6850 5,3721 5,5

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 82.

Tabela 4.14: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com
heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura
Lz = 15nm. Os valores calculados deEF, kF e n(2D)

h foram 150meV, 0,9708nm−1 e 7,5×1012 cm−2,
respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,1827 1,2845 2,2066 72

1,1210 1,1827 1,3601 1,5548 2,3663 52

1,5375 1,9468 2,5159 29

continua na próxima página
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continuação

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,6896 1,7590 2,6374 50

0,7847 1,6896 1,9430 2,1728 2,8283 30

2,1965 2,9184 3,0071 3,0

0,4484 2,9568 2,9568 3,0894 3,4889 13

3,4003 4,4328 3,7415 16

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 82.

Tabela 4.15: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com
heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura
Lz = 20nm. Os valores calculados deEF, kF e n(2D)

h foram 173meV, 1,1210nm−1 e 1,0×1013 cm−2,
respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,2005 0,9916 1,6820 70

1,2533 1,2005 1,3805 1,2129 1,8037 49

1,5606 1,5576 1,9177 23

1,7150 1,3635 2,0103 47

0,8773 1,7150 1,9722 1,7178 2,1559 26

2,2295 2,5778 2,2921 11

0,5640 2,6677 2,6677 2,1715 2,5073 15

3,0679 3,2511 2,6888 17

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 82.

Tabela 4.16: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com
heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz =

25nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)
h foram 196meV, 1,2533nm−1 e 1,25×1013 cm−2,

respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,2278 0,8115 1,3544 67

1,3729 1,2278 1,4120 1,0031 1,4524 45

1,5962 1,3399 1,5442 15

0,9610 1,7540 1,7540 1,1226 1,6188 44

2,0171 1,4446 1,7359 20

continua na próxima página
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continuação

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

0,5492 3,0695 3,0695 2,1778 2,1414 1,7

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 82.

Tabela 4.17: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com
heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura
Lz = 30nm. Os valores calculados deEF, kF e n(2D)

h foram 220meV, 1,3729nm−1 e 1,5×1013 cm−2,
respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
0 (108 V/m) E0 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1) γ?q‖ (1011 s−1) eγ?q

‖

(%)

1,2465 0,7332 1,2114 65

1,4399 1,2465 1,4335 0,9121 1,2991 42

1,6205 1,2700 1,3812 8,8

1,0079 1,7808 1,7808 1,0184 1,4479 42

2,0479 1,3286 1,5527 17

0,5760 3,1164 3,1164 2,0638 1,9154 7,2

? referem–se ao cálculo do item ”análise aproximada“, página 82.

Tabela 4.18: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação do campo laser intenso com
heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de largura Lz =

33nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)
h foram 234meV, 1,4399nm−1 e 1,65×1013 cm−2,

respectivamente.

Pela análise dos dados destas tabelas, verifica–se que o campo crítico Ec
0 é da ordem de

108 V/m para todos os poços quânticos, acarretando coeficientes de amplificação de mágnons

da ordem de 1011 s−1. Assim como no caso de transições intra sub–bandas, no caso de

transições inter sub–bandas também podemos observar que quanto menor o vetor de onda

dos mágnons, maior a intensidade do campo crítico no qual se dá o início da amplificação

da população de mágnons, sendo que o coeficiente de amplificação de mágnons aumenta à

medida que se aumenta a intensidade do campo laser (por sua vez associado à intensidade da

componente elétrica do campo laser).

Os valores obtidos para a desmagnetização como função do campo elétrico, no caso

de transições inter sub–bandas, estão apresentados nas Tabelas 4.19 e 4.20, para Lz entre

10 e 33nm e para Lz entre 1 e 5nm, respectivamente. Como antes, as entradas indicadas

com “–” referem–se a intensidades de campo elétrico superiores ao necessário para completa

desmagnetização da amostra. Assim como no caso de transições intra sub–banda, quando

se considera somente transições inter sub–bandas, observa–se que: (i) a desmagnetização
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da amostra aumenta com o aumento do campo elétrico E0, para um dado valor de Lz; (ii) a

desmagnetização diminui com o aumento de Lz, para um dado campo elétrico E0; e (iii) a

intensidade do campo no qual a desmagnetização é completa aumenta rapidamente com o

aumento de Lz.

E0 (107 V/m) E0/ED
|∆M|
(µ/V) (%)

Lz = 10nm Lz = 15nm Lz = 20nm Lz = 25nm Lz = 30nm Lz = 33nm
1,0 0,05 0,1285 0,0963 0,0860 0,0815 0,0791 0,0781
2,0 0,10 0,2244 0,1251 0,1005 0,0905 0,0854 0,0834
3,0 0,15 0,3723 0,1595 0,1161 0,0998 0,0918 0,0887
4,0 0,20 0,5914 0,2002 0,1331 0,1096 0,0983 0,0941
5,0 0,25 0,9102 0,2482 0,1515 0,1198 0,1051 0,0997
6,0 0,30 1,3702 0,3048 0,1716 0,1306 0,1121 0,1054
7,0 0,35 2,0313 0,3720 0,1937 0,1420 0,1195 0,1114
8,0 0,40 2,9801 0,4518 0,2181 0,1543 0,1272 0,1177
9,0 0,45 4,3422 0,5472 0,2452 0,1675 0,1355 0,1243

10,0 0,50 6,2992 0,6618 0,2756 0,1819 0,1443 0,1314
11,0 0,55 9,1149 0,8003 0,3100 0,1978 0,1539 0,1390
12,0 0,60 13,1731 0,9687 0,3494 0,2155 0,1645 0,1473
13,0 0,65 19,0342 1,1752 0,3949 0,2355 0,1763 0,1566
14,0 0,70 27,5199 1,4311 0,4486 0,2586 0,1898 0,1671
15,0 0,75 39,8480 1,7529 0,5138 0,2864 0,2058 0,1795
16,0 0,80 57,8700 2,1699 0,5977 0,3221 0,2261 0,1951
17,0 0,85 84,8947 2,7864 0,7295 0,3778 0,2571 0,2185
18,0 0,90 – 3,6604 0,8921 0,4413 0,2913 0,2443
19,0 0,95 – 4,7279 1,0757 0,5100 0,3274 0,2712
20,0 1,00 – 6,0295 1,2824 0,5842 0,3655 0,2993

Tabela 4.19: Desmagnetização como função da intensidade do campo laser E0, com Lz = 10,
15, 20, 25, 30 e 33nm para transições inter sub–bandas.

E0 (107 V/m) E0/ED
|∆M|
(µ/V) (%)

Lz = 1nm Lz = 2nm Lz = 3nm Lz = 4nm Lz = 5nm Lz = 10nm
1,0 0,05 0,0753 0,0820 0,1058 6,1862 0,5511 0,1285
2,0 0,10 0,0779 0,0924 0,1523 – 3,6971 0,2244
3,0 0,15 0,0806 0,1042 0,2157 – 18,8666 0,3723
4,0 0,20 0,0834 0,1174 0,3001 – 82,5992 0,5914
5,0 0,25 0,0863 0,1321 0,4105 – – 0,9102
6,0 0,30 0,0893 0,1487 0,5520 – – 1,3702
7,0 0,35 0,0924 0,1671 0,7301 – – 2,0313
8,0 0,40 0,0957 0,1877 0,9510 – – 2,9801
9,0 0,45 0,0990 0,2106 1,2206 – – 4,3422

10,0 0,50 0,1025 0,2361 1,5452 – – 6,2992

Tabela 4.20: Desmagnetização como função da intensidade do campo laser E0, com Lz = 1, 2,
3, 4, 5 e 10nm para transições inter sub–bandas.

Observando as colunas referentes aos poços de larguras iguais a 4 e 5nm da Tabela 4.20,

notamos que a desmagnetização calculada para estes poços comportam–se de forma com-

pletamente diferente dos outros. Para explicar esta discordância, verificamos que o efeito

final do já citado aumento da energia de Fermi com a diminuição da largura do poço (em
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poços com Lz < 10nm) sobre a funçãoK(`,`′) é a ocorrência de um máximo que se desloca

para menores Lz à medida em que se aumenta o campo E0. Os gráficos das Figuras 4.9 e

4.10 mostram este efeito sobre o coeficiente de amplificação de mágnons, que é proporcional

a K(`,`′). Este efeito afeta principalmente os poços quânticos de 4 e 5nm, pois o máximo

de γq‖ ocorre justamente para o campo elétrico em torno de 108 V/m, a ordem de grandeza

do campo crítico. Assim, como a desmagnetização contém γq‖ como argumento de uma

exponencial, o efeito final sobre a desmagnetização é maximizado, fazendo com que ocorra

completa desmagnetização para campos relativamente baixos.

Figura 4.9: Gráficos comparativos de γq‖ (inter sub–banda) em função de Lz para vários E0,
mostrando o deslocamento do máximo de γq‖ para Lz decrescentes com o aumento do campo.
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Figura 4.10: [continuação da Figura 4.9] Gráficos comparativos de γq‖ (inter sub–banda) em
função de Lz para vários E0, mostrando o deslocamento do máximo de γq‖ para Lz decrescentes
com o aumento do campo.
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Na Figura 4.11 está representado a desmagnetização (intra sub–bandas) em função de

E0 para os vários Lz considerados, onde incluímos a desmagnetização para Lz = 5nm para

evidenciar a acima mencionado comportamento de poços estreitos.

Figura 4.11: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E0 para Lz = 5, 10, 15, 20, 25, 30 e 33nm.

Análise Numérica Aproximada Para transições inter sub–bandas de ` = 1 para `′ = 2,

realizando o mesmo desenvolvimento e aproximações utilizadas para obter (4.50), temos que

γq‖ pode ser aproximado por

γ?q‖ ≈
(Noβx)2Sm∗2

4π}5Lz(Nc/V)q2
‖

∣∣∣F (qz,1,2)
∣∣∣2  }2

m∗

(
2|e|E0

}ω

)1/2

q3/2
‖


≈

(Noβx)2Sm∗

4π}3Lz(Nc/V)

(
2|e|E0

}ω

)1/2∣∣∣F (qz,1,2)
∣∣∣2 q−1/2

‖
, (4.63)

desde que λ > Eo, EF, }ωs, }ωq. Novamente, esta aproximação se torna tanto melhor quanto

maior a razão E0/Ec
0 para cada vetor de onda q‖, como pode ser visto analisando o erro relativo

entre γq‖ e γ?q‖ , dispostos na última coluna das Tabelas 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17 e 4.18.

Da mesma forma que no caso de transições intra sub–bandas, o cálculo da desmagnetização

por meio da relação aproximada leva a valores muito distintos quando comparados com os

obtidos pelo cálculo direto da integral contida em ∆M. Portanto, consideramos desnecessário

inclui–los também para transições inter sub–bandas.
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Comparação do Coeficiente de Amplificação deMágnons e da Desmagnetização para

Transições Intra e Inter Sub–Bandas Comparando os valores obtidos para o coeficiente

de amplificação de mágnons nos casos de transição intra e inter sub–bandas, verificamos que,

para um dado valor E0 e de Lz, este coeficiente é sempre menor para transições inter sub–

bandas. Esta diminuição está entre 15 e 33% para Lz = 10nm, e entre 30 e 36% para os demais

poços, considerando como medida de diminuição de γq‖ o valor dado por |γINTRA
q‖ −γINTER

q‖ |/γ
INTRA
q‖ .

O gráfico da Figura 4.12 compara a desmagnetização obtida no caso em que consideramos

somente transições intra sub–bandas (`′ = ` = 1) com o caso em que consideramos somente

transições inter sub–bandas (` = 1, `′ = 2). Notamos que, para um dado poço e um dado

valor da intensidade do campo elétrico, o efeito principal é a diminuição da desmagnetização

inter sub–bandas em relação à desmagnetização intra sub–bandas. Isto se deve ao fato de ser

necessário fornecer mais energia para os portadores efetuarem uma transição inter sub–banda

do que para efetuar uma transição intra sub–banda, e assim menos energia esta disponível

para a geração de mágnons e, portanto, menos mágnons são gerados e a desmagnetização

obtida é menor.

Figura 4.12: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E0 para Lz = 10, 15, 20, 25, 30 e 33nm, comparando

o efeito de desmagnetização considerando somente transições intra sub–bandas (linhas
tracejadas) com o efeito de desmagnetização considerando somente transições inter sub–
bandas (linhas contínuas).
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5 Campo Forte e Campo Fraco
Simultâneos

5.1 Equação de Schrödinger

Considerando dois campos laser’s atuando simultaneamente sobre o portador, um no

regime de campo intenso (λ1� }ω1) e o outro no regime de campo fraco (λ2� }ω2), temos

que a equação de Schrödinger para um buraco confinado em um poço de potencial ideal sob

interação com os campos laser’s pode ser escrita como{
1

2m∗

[
−i}∇∇∇−

|e|
c

A1(t)−
|e|
c

A2(t)
]2

+V̂(z)−
JSσ
2

}
Ψσ(r, t) = i}

∂Ψσ(r, t)
∂t

. (5.1)

Na equação (5.1), consideramos os campos laser’s como ondas planas monocromáticas, na

aproximação do dipolo, se propagando na direção perpendicular à direção de crescimento

do poço (direção–z), ambos polarizados paralelamente ao plano do poço (plano xOy).

A1(t) = A01ê‖ cos(ω1t) e A2(t) = A02ê‖ cos(ω2t) são os vetores potencial magnético, A01 e A02

são as amplitudes destes potenciais, ω1 e ω2 são as frequências associadas aos campos laser’s

intenso e fraco, respectivamente, e ê‖ é o vetor unitário na direção paralela ao poço. O

potencial de confinamento V̂(z) é dado por (3.3), m∗ é a massa efetiva do buraco, |e| a carga

elétrica do buraco, c a velocidade da luz no vácuo, σ = +1 (−1) para as sub–bandas de spin–up

(spin–down), S = 5/2 é o spin dos íons de Mn, J = Noβx é a constante de troca p− d efetiva

entre os spins localizados dos íons de Mn e os spins itinerantes dos buracos, No é a densidade

de sítios cátions, β é a integral de troca do portadores tipo p na banda de valência e x é a

concentração fracional de íons de Mn presente no poço quântico semicondutor magnético

diluído.

A solução da equação (5.1) é dada por

Ψk
‖
`σ(r, t)=

√
2

ALz
sen

(
π`
Lz

z
)
exp

ik‖· r‖−
i
}

∫ t
Eo`

2
−
σ}ωs

2
+

1
2m∗

(
}k‖−

|e|
c

(
A1(τ)+A2(τ)

))2dτ
,

(5.2)
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onde utilizamos a constante de troca em termos do parâmetro β, J = Noβx, e portanto

JSσ = NoβxSσ = σ}ωs, com ωs ≡ (NoβxS)/} sendo a frequência de spin–splitting entre sub–

bandas do poço quântico semicondutor magnético diluído. Na equação (5.2), A = LxLy é

a área de normalização, Eo = π2}2/(2m∗L2
z) é a energia do estado fundamental de um poço

quântico ideal de largura Lz. Aqui, k‖ e r‖ são a componente do vetor de onda e a componente

do vetor posição do portador paralelo ao poço, respectivamente.

A energia total do buraco, na ausência dos campos eletromagnéticos, é dada por

Ek
‖
`σ =

}2k2
‖

2m∗
+ `2
Eo−

JSσ
2

= Ek
‖
`−
σ}ωs

2
, (5.3)

onde Ek
‖
` =

}2k2
‖

2m∗ + `2
Eo. Neste trabalho, como tratamos apenas com buracos, medimos a

energia dos mesmo positivamente a partir do topo da banda de valência em direção à parte

concava da relação de dispersão E(k‖, `,σ).

5.2 Probabilidade de Transição

Assumindo o acoplamento buraco–mágnon como φ(r, t;ωq,q) = Cei(r·q−ωqt), onde C =

( S
2Nc

)1/2(Noβx), com Nc denotando o número de sítios cátions, q = (q‖,qz) o vetor de onda e ωq

a frequência dos mágnons, respectivamente, temos que os elementos da matriz de transição

(amplitude de probabilidade), a(κ→ κ′), para a transição do estado inicial κ com números

quânticos {k‖, `,σ} para o estado final κ′ com números quânticos {k′
‖
, `′,σ′}, é dada por

a(κ→ κ′) = −
i
}

∫ t

0
dt′

〈
k′
‖
, `′,σ′

∣∣∣φ(q,ωq;r, t′)
∣∣∣k‖, `,σ〉 , (5.4)

onde
〈
k′
‖
, `′,σ′

∣∣∣φ(q,ωq;r, t)
∣∣∣k‖, `,σ〉 =

∫
d2r‖

∫
dzΨ†

k′
‖
`′σ′

(r, t)φ(q,ωq;r, t)Ψk
‖
`σ(r, t). Realizando os

cálculos, de forma análoga aos detalhados no Apêndice B para um só campo laser, temos

a(κ→ κ′) = −
i
}

2C
ALz

I1I2I′3 (5.5)

onde

I1 =

∫
d2r‖ exp

{
−i(k′

‖
−k‖−q‖) · r‖

}
, (5.6)

I2 =

∫ Lz

0
dzexp(iqzz)sen

(
π`′

Lz
z
)

sen
(
π`
Lz

z
)
, (5.7)
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I′3 =

∫ t

0
dτexp

{
−i

(
ωq−

ωsσ
2

+
Eo`2

}
+
ωsσ′

2
−
Eo`′2

}

)
τ

}
×

×exp

− i
2m∗}

∫ τ

0

(}k‖−|e|c (
A1(τ′)+A2(τ′)

))2

−

(
}k′
‖
−
|e|
c

(
A1(τ′)+A2(τ′)

))2dτ′
. (5.8)

A probabilidade de transição, por unidade de tempo, do estado inicial para o estado final,

T(κ→ κ′), é dado pelo quadrado do módulo de a(κ→ κ′) dividido por t, ou seja

T(κ→ κ′) =
|a(κ→ κ′)|2

t

=
1
t

∣∣∣∣∣∣− i
}

∫ t

0
dt′

〈
k′
‖
, `′,σ′

∣∣∣φ(q,ωq;r, t′)
∣∣∣k‖, `,σ〉∣∣∣∣∣∣2

=
1
t

∣∣∣∣∣− i
}

2C
ALz

∣∣∣∣∣2 |I1|
2
|I2|

2
|I′3|

2. (5.9)

Realizando as integrais espaciais I1 e I2, e elevando-as ao quadrado, obtemos

|I1|
2 = (2π)2Aδ(2)(k′

‖
−k‖−q‖), (5.10)

|I2|
2 =

L2
z

4
|F (qz, `, `

′)|2, (5.11)

onde

F (qz, `, `
′) =

{
sen(qzLz/2)

cos(qzLz/2)

}
(qzLz/2)

4`′`(qzLz/π)2P

4`′2`2−
[
`′2 + `2− (qzLz/π)2]2 , (5.12)

sendo sen(· · · ) para ` e `′ ambos pares ou ímpares, e cos(· · · ) caso contrário. P é um fator de

fase (Psin = eiqzLz/2 e Pcos = ieiqzLz/2, de tal forma que, em ambos os casos, |P|2 = 1). Efetuando

primeiramente a integral contida na segunda exponencial de I′3 e reorganizando os termos,

temos

I′3 =

∫ t

0
dτexp

{
i
}

[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)}ωs

2

]
τ

}
×

×exp
{
−i

(
λ1

}ω1

)
sen(ω1τ)

}
exp

{
−i

(
λ2

}ω2

)
sen(ω2τ)

}
, (5.13)

onde utilizamos Ei(t) = −1
c
∂Ai(t)
∂t e definimos os parâmetros λi =

}|e|q‖·Eoi
m∗ωi

, com i = 1 para o

campo intenso e i = 2 para o campo fraco. Expandindo as exponenciais em seno como uma

série de funções de Bessel, temos
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e
−i

(
λ1
}ω1

)
sen(ω1τ)

=

+∞∑
µ=−∞

Jµ

(
λ1

}ω1

)
e−iµω1τ, (5.14)

e
−i

(
λ2
}ω2

)
sen(ω2τ)

=

+∞∑
ν=−∞

Jν

(
λ2

}ω2

)
e−iνω2τ, (5.15)

onde α = µ,ν é um inteiro e Jα(· · · ) é a função de Bessel de ordem α. Substituindo estas

expansões na equação (5.13), podemos integra–la, resultando em

I′3 =

+∞∑
µ=−∞

+∞∑
ν=−∞

Jµ

(
λ1

}ω1

)
Jν

(
λ2

}ω2

)
Rµν(t), (5.16)

onde definimos a integral temporal restante como

Rµν(t) =

∫ t

0
exp

{ i
}

[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
τ
}

dτ. (5.17)

Então, escrevendo

I′3(µ,ν) =Jµ

(
λ1

}ω1

)
Jν

(
λ2

}ω2

)
Rµν(t) (5.18)

temos I′3 =
∑∑∑

+∞
µ=−∞
µ,0

∑∑∑
+∞
ν=−∞
ν,0

I′3(µ,ν), onde µ,ν= 0 foram excluídos, pois neste caso não há absorção

nem emissão de fótons na mesma frequência dos campos laser’s. Finalmente, |I′3(µ,ν)|2 é dado

por

|I3(µ,ν)|2 =

∣∣∣∣∣∣Jµ
(
λ1

}ω1

)
Jν

(
λ2

}ω2

)
Rµν(t)

∣∣∣∣∣∣2 =J2
µ

(
λ1

}ω1

)
J

2
ν

(
λ2

}ω2

)
|Rµν(t)|2. (5.19)

Na equação (5.19), para um intervalo de tempo suficientemente longo, podemos utilizar a

seguinte aproximação para |Rµν(t)|2:

|Rµν(t)|2 ' 2π}tδ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
t→∞

. (5.20)

A probabilidade de transição por unidade de tempo, do estado inicial κ para o estado

final κ′, é portanto

|a(κ→ κ′)|2

t
=

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

1
t

∣∣∣∣∣− i
}

2C
ALz

I1I2I′3(µ,ν)
∣∣∣∣∣2 (5.21)
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|a(κ→ κ′)|2

t
=

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

(2π)3
|C|2

}A
|F (qz, `, `

′)|2δ(2)(k′
‖
−k‖−q‖)×

×J
2
µ

(
λ1

}ω1

)
J

2
ν

(
λ2

}ω2

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
=

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

T(µ,ν;κ→ κ′), (5.22)

onde

T(µ,ν;κ→ κ′) =
(2π)3

|C|2

}A
|F (qz, `, `

′)|2δ(2)(k′
‖
−k‖−q‖)J2

µ

(
λ1

}ω1

)
J

2
ν

(
λ2

}ω2

)
×

×δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
. (5.23)

Uma notação conveniente para a probabilidade de transição pode ser definida como

Tσ→σ′(k‖, `,k′‖, `
′) = T(κ→ κ′) =

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

T(µ,ν;κ→ κ′). (5.24)

Para determinarmos a probabilidade de transição por unidade de tempo para transições a

partir do estado inicial |k‖, `,σ〉 para todos os estados finais possíveis |k′
‖
, `′,σ′〉 acompanhado

por absorção ou emissão de mágnons, devemos somar Tσ→σ′(k‖, `,k′‖, `
′) sobre todos os k′,

que é o mesmo que somar em k′
‖

e em `′. Portanto, somando primeiro somente em k′, e

trocando a soma discreta por uma soma contínua, temos:

Tσ→σ′(k‖, `, `′) =
∑

k′
‖
,k‖

Tσ→σ′(k‖, `,k′‖, `
′)

=
A

(2π)2

∫
d2k′

‖
Tσ→σ′(k‖, `,k′‖, `

′)

=
A

(2π)2
(2π)3

|C|2

}A

∫
d2k′

‖

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 δ(2)(k′

‖
−k‖−q‖)

+∞∑
µ=−∞
µ,0

J
2
µ

(
λ1

}ω1

)
×

×

+∞∑
ν=−∞
ν,0

J
2
ν

(
λ2

}ω2

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
(5.25)
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Tσ→σ′(k‖, `, `′) =
2π
}
|C|2

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 +∞∑
µ=−∞
µ,0

J
2
µ

(
λ1

}ω1

) +∞∑
ν=−∞
ν,0

J
2
ν

(
λ2

}ω2

)
×

×δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
. (5.26)

Então, somando em `′, temos que a probabilidade total, por unidade de tempo, de

transição do estado inicial para todos os estados finais possíveis, acompanhado de emissão

de mágnons, é dado por

Tσ→σ′(k‖, `) =
∑
`′

Tσ→σ′(k‖, `, `′) (5.27)

Tσ→σ′ (k‖, `)=
2π
}
|C|2

∑
`′

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2J2

µ

(
λ1

}ω1

)
J

2
ν

(
λ2

}ω2

)
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−µ}ω1−ν}ω2

]
.

(5.28)

Nesta equação, os termos com µ, ν < 0 correspondem à emissão de |µ|, |ν| fótons, enquanto

que os termos com µ, ν > 0 correspondem à absorção de |µ|, |ν| fótons do campo laser intenso e

fraco, respectivamente.
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5.3 Equação Cinética

A taxa de variação da população de mágnons, dNq/dt, pode ser escrita esquematicamente

como

dNq

dt
=

+∞∑
µ=1

+∞∑
ν=1

∑
k‖,`
k′
‖
,`′

{ κ′ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
H�

νh̄ω2@E
κ

−

κ′ h̄ωq

@��
µh̄ω1
H�

νh̄ω2@E
κ

+

κ′ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
HH

νh̄ω2@E
κ

−

κ′ h̄ωq

@��
µh̄ω1
HH

νh̄ω2@E
κ

+

κ′ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
�H

νh̄ω2@E
κ

−

κ′ h̄ωq

@��
µh̄ω1
�H

νh̄ω2@E
κ

+

κ′ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
��

νh̄ω2@E
κ

−

κ′ h̄ωq

@��
µh̄ω1
��

νh̄ω2@E
κ

+

κ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
HH

νh̄ω2@E
κ′

−

κ h̄ωq

@��
µh̄ω1
HH

νh̄ω2@E
κ′

+

κ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
H�

νh̄ω2@E
κ′

−

κ h̄ωq

@��
µh̄ω1
H�

νh̄ω2@E
κ′

+

κ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
��

νh̄ω2@E
κ′

−

κ h̄ωq

@��
µh̄ω1
��

νh̄ω2@E
κ′

+

κ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
�H

νh̄ω2@E
κ′

−

κ h̄ωq

@��
µh̄ω1
�H

νh̄ω2@E
κ′

}

=

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

∑
k‖,`
k′
‖
,`′

{ κ′ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
H�

νh̄ω2@E
κ

−

κ′ h̄ωq

@��
µh̄ω1
H�

νh̄ω2@E
κ

+

κ h̄ωq

@�U
µh̄ω1
H�

νh̄ω2@E
κ′

−

κ h̄ωq

@��
µh̄ω1
H�

νh̄ω2@E
κ′

}
, (5.29)

onde o estado inicial do portador é especificado por κ −→ [k‖, `,σ], enquanto que o estado

final do mesmo é especificado por κ′ −→ [k′
‖
, `′,σ′]. O significado dos símbolos utilizados nos

diagramas acima estão descritos na Tabela 3.1.

Para transformar a equação esquemática (5.29) em uma equação matemática, consideramos

a probabilidade de transição por unidade de tempo escrita na forma generalizada

T(κ→ κ′) =
∑
ε

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

T(ε,µ,ν;κ→ κ′) (5.30)
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com

T(ε,µ,ν;κ→ κ′) =
(2π)3

|C|2

}A
|F (qz, `, `

′)|2δ(2)(k′
‖
−k‖−εq‖)J2

µ

(
λ1

}ω1

)
J

2
ν

(
λ2

}ω2

)
×

×δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−ε}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
, (5.31)

onde ε = ±1 e k′
‖
= k‖+εq‖.

Somando os dezesseis termos que figuram na primeira igualdade da equação (3.27), temos

dNq

dt
=

∑∑∑
k‖,k′‖

∑∑∑
`,`′

∑∑∑
+∞
µ=1

∑∑∑
+∞
ν=1

{
T(ε = −1,µ,ν;κ→ κ′)(Nq + 1) fκ[1− fκ′] +

−T(ε = +1,µ,ν;κ→ κ′)Nq fκ[1− fκ′] +

+ T(ε = −1,µ,−ν;κ→ κ′)(Nq + 1) fκ[1− fκ′] +

−T(ε = +1,µ,−ν;κ→ κ′)Nq fκ[1− fκ′] +

+ T(ε = −1,−µ,−ν;κ→ κ′)(Nq + 1) fκ[1− fκ′] +

−T(ε = +1,−µ,−ν;κ→ κ′)Nq fκ[1− fκ′] +

+ T(ε = −1,−µ,ν;κ→ κ′)(Nq + 1) fκ[1− fκ′] +

−T(ε = +1,−µ,ν;κ→ κ′)Nq fκ[1− fκ′] +

+ T(ε = −1,µ,−ν;κ′→ κ)(Nq + 1) fκ′[1− fκ] +

−T(ε = +1,µ,−ν;κ′→ κ)Nq fκ′[1− fκ] +

+ T(ε = −1,µ,ν;κ′→ κ)(Nq + 1) fκ′[1− fκ] +

−T(ε = +1,µ,ν;κ′→ κ)Nq fκ′[1− fκ] +

+ T(ε = −1,−µ,ν;κ′→ κ)(Nq + 1) fκ′[1− fκ] +

−T(ε = +1,−µ,ν;κ′→ κ)Nq fκ′[1− fκ] +

+ T(ε = −1,−µ,−ν;κ′→ κ)(Nq + 1) fκ′[1− fκ] +

−T(ε = +1,−µ,−ν;κ′→ κ)Nq fκ′[1− fκ]
}
, (5.32)

onde fκ ≡ fk‖`σ é a função de distribuição do portador com vetor de onda k‖ paralelo ao plano

do poço, na `–ésima sub–banda do poço quântico e σ–ésima sub–banda de spin. Os fatores

de população dos portadores, f e 1− f , garantem que só ocorra transição quando o estado

inicial no evento de espalhamento esteja ocupado e o estado final vazio, em concordância

com o princípio de exclusão de Pauli. Os termos (Nq + 1) eNq levam em conta a criação e

aniquilação de mágnons com vetor de onda q nos eventos de espalhamento, respectivamente.

Podemos verificar, a partir da equação (5.31) e do fato de δ(x) ser par, que

T(ε,µ,ν;κ→ κ′) = T(−ε,−µ,−ν;κ′→ κ). (5.33)
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Aplicando esta relação aos oito últimos termos da equação (5.32), verificamos que termos

equidistantes têm probabilidades de transição iguais, e portanto podem ser colocados em

evidência, resultando em

dNq

dt
=

∑∑∑
k‖,k′‖

∑∑∑
`,`′

∑∑∑
+∞
µ,ν=1

{
T(ε = −1,µ,ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ[1− fκ′]−Nq fκ′[1− fκ]}+

+ T(ε = +1,µ,ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}+

+ T(ε = −1,µ,−ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ[1− fκ′]−Nq fκ′[1− fκ]}+

+ T(ε = +1,µ,−ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}+

+ T(ε = −1,−µ,−ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ[1− fκ′]−Nq fκ′[1− fκ]}+

+ T(ε = +1,−µ,−ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}+

+ T(ε = −1,−µ,ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ[1− fκ′]−Nq fκ′[1− fκ]}+

+ T(ε = +1,−µ,ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}
}
.(5.34)

Trocando
∑∑∑

+∞
µ,ν=1 por

∑∑∑
+∞
µ,ν=−∞
µ,ν,0

, podemos expressar a equação (5.34) com dois termos apenas,

ou seja,

dNq

dt
=

∑∑∑
k‖,k′‖

∑∑∑
`,`′

∑∑∑
+∞
µ,ν=−∞
µ,ν,0

{
T(ε = −1,µ,ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ[1− fκ′]−Nq fκ′[1− fκ]}+

+T(ε = +1,µ,ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}
}
. (5.35)

Voltamos ao problema original mantendo somente o termo com ε = +1. Omitindo ε a partir

deste ponto, temos

dNq

dt
=

∑
k‖,k′‖

∑
`,`′

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

{
T(µ,ν;κ→ κ′){(Nq + 1) fκ′[1− fκ]−Nq fκ[1− fκ′]}

}
. (5.36)

Usando as equações (5.24), (5.27) e (5.28), obtemos finalmente a equação cinética para a

população de mágnons:

dNq

dt
=

2π
}
|C|2

∑
k‖

∑
`,`′

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2J2

µ

(
λ1

}ω1

)
J

2
ν

(
λ2

}ω2

)
×

×

{
(Nq + 1) fk‖+q‖`′σ′

[
1− fk‖`σ

]
−Nq

[
1− fk‖+q‖`′σ′

]
fk‖`σ

}
×

×δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
. (5.37)
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5.4 Coeficiente de Amplificação de Mágnons

Assumindo que a população de mágnons satisfaz a condiçãoNq� 1, de tal forma que

Nq + 1 ≈Nq, podemos reescrever a equação (5.37) como

dNq

dt
= γq‖Nq, (5.38)

onde

γq‖ =
2π
}
|C|2

∑
k‖

∑
`,`′

+∞∑
µ=−∞
µ,0

+∞∑
ν=−∞
ν,0

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2J2

µ

(
λ1

}ω1

)
J

2
ν

(
λ2

}ω2

)[
fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ

]
×

×δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−µ}ω1−ν}ω2

]
(5.39)

é o coeficiente de amplificação da população de mágnons.

Considerando o campo laser 1 como sendo intenso, λ1 � }ω1, o argumento
(
λ1
}ω1

)
da

função de Bessel de ordem µ é grande, e podemos aplicar a seguinte aproximação [88, 89]:

+∞∑
µ=−∞
µ,0

J
2
µ

(
λ1

}ω1

)
δ
[
ε̃−µ}ω1

]
'

1
2

[δ(ε̃−λ1) +δ(ε̃+λ1)] , (5.40)

onde ε̃ = Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2− ν}ω2. Assumindo λ1� kBT, EF, o processo de

absorção de fótons do campo laser intenso domina sobre o processo de emissão na frequência

ω1, e portanto podemos negligenciar a contribuição do termo de emissão presente na

equação (5.40), δ(ε̃−λ1). Assim,

+∞∑
µ=−∞
µ,0

J
2
µ

(
λ1

}ω1

)
δ
[
ε̃−µ}ω1

]
'

1
2
δ(ε̃+λ1). (5.41)

Para o campo laser fraco, rotulado como campo 2, λ2� }ω2, e assim o argumento
(
λ2
}ω2

)
da

função de Bessel de ordem ν é pequeno. Portanto, podemos utilizar a seguinte aproximação:

J
2
ν

(
λ2

}ω2

)
'

1
(n!)2

(
λ2

2}ω2

)2|n|
. (5.42)

Como λ2� }ω2, somente o termo ν = 1 em (5.42) é significativo.1 Retendo unicamente este

1Considerando que a probabilidade de ocorrência do processo de emissão de um único fóton com frequência
ω2 seja desprezível em comparação ao processo de absorção de um único fóton do campo laser fraco. Isto é
verdade se λ2� kBT.
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termo da série em Jν
(
λ2
}ω2

)
, ficamos com

+∞∑
ν=−∞
ν,0

J
2
ν

(
λ2

}ω2

)
'J

2
1

(
λ2

}ω2

)
'

(
λ2

2}ω2

)2
. (5.43)

Portanto, no limite de campo fraco, somente processos de absorção de um único fóton são

significativos.

Substituindo (5.41) e (5.43) em (5.38), obtemos

γq‖ =
π
}
|C|2

(
λ2

2}ω2

)2 ∑
k‖

∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 [ fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ

]
×

×δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−}ω2 +λ1

]
. (5.44)

Escrevendo γq‖ como

γq‖ =
π
}
|C|2

(
λ2

2}ω2

)2 ∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2I2(`,`′) (5.45)

onde

I2(`,`′) ≡
∑
k‖

[
fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−}ω2 +λ1

]
, (5.46)

e aproximando a soma discreta em k‖ por uma soma contínua, temos

I2(`,`′) =
A

(2π)2

∫
d2k‖

[
fk‖+q‖`′σ′ − fk‖`σ

]
δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq−(σ′−σ)}ωs/2−}ω2+λ1

]
. (5.47)

Para efetuar a integral indicada em I2(`,`′), devemos utilizar uma forma explicita para a

função de distribuição de buracos. No caso geral, a função de distribuição é a função de

Fermi–Dirac. A distribuição de Fermi–Dirac pode ser aproximada pela função passo unitário

de Heaviside ou pela distribuição de Maxwell–Boltzmann, nos casos em que o gás de buracos

for completamente degenerado ou completamente não degenerado, respectivamente.

5.5 Gás de Buracos Degenerado

Para um gás de buracos degenerado, fazemos f (Ek‖`σ) 'Θ(EF−Ek‖`σ), onde Θ(EF−Ek‖`σ)

é a função passo unitário de Heaviside e EF é a energia de Fermi. A função Θ(x) é definida
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como

Θ(x) =

 0 se x < 0

1 se x > 0,
(5.48)

que, para o problema em questão, toma a forma

f (Ek‖`σ) 'Θ(EF−Ek‖`σ) =

 1 se Ek‖`σ < EF

0 se Ek‖`σ > EF.
(5.49)

Portanto, considerando que

Ek‖+q‖`′σ′ < EF < Ek‖`σ, (5.50)

escrevendo a equação (5.47) em coordenadas cilíndricas e utilizando as propriedades da

função δ(· · · ), temos

I2(`,`′) =
A

(2π)2

∫
d2k‖

[
Θ(EF−Ek‖+q‖`′σ′)−Θ(EF−Ek‖`σ)

]
×

×δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−}ω2+λ1

]
=

A
(2π)2

∫
d2k‖

[
Θ(EF−Ek‖`σ−}ωq−}ω2+λ1)−Θ(EF−Ek‖`σ)

]
×

×δ
[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−}ω2+λ1

]
=

A
(2π)2

∫
d2k‖ δ

[
Ek
‖
+q
‖
`′−Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−}ω2+λ1

]
=

A
(2π)2

∫ k4

k3

dk‖ k‖

∫ 2π

0
dϕk‖ δ

}2(k‖+q‖)2

2m∗
+`′2Eo−

}2k2
‖

2m∗
−`2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−}ω2+λ1


=

A
(2π)2

∫ k4

k3

dk‖ k‖

∫ 2π

0
dϕk‖ δ

}2k‖·q‖
m∗

+
}2q2

‖

2m∗
+`′2Eo−`

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−}ω2+λ1


=

A
(2π)2

∫ k4

k3

dk‖ k‖

∫ 2π

0
dϕk‖ ×

× δ

}2k‖q‖ cos(φk‖)

m∗
+
}2q2

‖

2m∗
+`′2Eo−`

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−}ω2+λ1


=

A
(2π)2

m∗

}2q‖

∫ k4

k3

dk‖ k‖
k‖

∫ 2π

0
dϕk‖ δ

[
cos(φk‖)+

m∗

}2k‖q‖
Ω̃

]
(5.51)
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I2(`,`′) =
A

(2π)2
m∗

}2q‖

∫ k4

k3

dk‖

∫ 2π

0
dϕk‖

2∑
j=1

δ
(
ϕk‖ −ϕ

( j)
k‖

)
|sen(ϕ( j)

k‖
)|

=
A

(2π)2
m∗

}2q‖

∫ k4

k3

dk‖

∫ 2π

0
dϕk‖

(
}2q‖
m∗

)
k‖√(

}2q‖/m∗
)2 k2

‖
− Ω̃2

2∑
j=1

δ
(
ϕk‖ −ϕ

( j)
k‖

)

=
A

(2π)2

∫ k4

k3

k‖√(
}2q‖/m∗

)2 k2
‖
− Ω̃2

dk‖

∫ 2π

0
dϕk‖

2∑
j=1

δ
(
ϕk‖ −ϕ

( j)
k‖

)

= 2
A

(2π)2

∫ k4

k3

k‖√(
}2q‖/m∗

)2 k2
‖
− Ω̃2

dk‖

=
A

2π2

(
m∗

}2q‖

)2

(}2q‖

m∗

)2

k2
4− Ω̃2


1/2

−

(}2q‖
m∗

)2

k2
3− Ω̃2


1/2


=

A
2π2

(
m∗

}2q‖

)2

K2(`,`′), (5.52)

onde definimos

Ω̃ ≡

}2q2
‖

2m∗
+ `′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2
}ωs−}ω2 +λ1

 (5.53)

e

K2(`,`′) =


(}2q‖

m∗

)2

k2
4− Ω̃2


1/2

−

(}2q‖
m∗

)2

k2
3− Ω̃2


1/2

 . (5.54)

Na resolução de (5.52), utilizamos

Ek
‖
+q
‖
`′ = Ek

‖
` +}ωq + (σ′−σ)

2 }ωs +}ω2−λ1 (5.55)

devido ao argumento da função δ(· · · ). Além disso, fizemos uso da propriedade δ[g(x)] =∑
i

δ(x−xi)
|g′(xi)|

, g(xi) = 0 e g′(x) = dg/dx, com g(ϕk‖) = cos(ϕk‖) +
(

m∗
}2k‖q‖

)
Ω̃ e g′(ϕk‖) = −sen(ϕk‖)

e assim cos(ϕ( j)
k‖

) = −
(

m∗
}2q‖

)
Ω̃
k‖

e então g′(ϕ( j)
k‖

) = −
(

m∗
}2q‖

)
1
k‖

√(
}2q‖/m∗

)2 k2
‖
− Ω̃2. Assim, a integral

em ϕk‖ foi resolvida, admitindo duas raízes simétricas ϕ( j)
k‖

= ±ϕ̃ em relação à direção definida

por k‖. Os limites de integração k3 e k4 são obtidos das condições de integrabilidade de

I2(`,`′).
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1a Condição de Integrabilidade A partir da equação (5.52), a integral será não nula

somente se o argumento da função δ estiver contida no intervalo de integração, e assim temos

que

}2k‖q‖
m∗

>
}2k‖ ·q‖

m∗
+
}2q2

‖

2m∗
+ `′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−}ω2 +λ1. (5.56)

2a Condição de Integrabilidade A partir da desigualdade (5.50) e da relação (5.55), obtemos

EF− `
2
Eo +

σ
2
}ωs <

}2k2
‖

2m∗
< EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs−}ωq−}ω2 +λ1

[
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs

)]1/2

< k‖ <
[
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs−}ωq−}ω2 +λ1

)]1/2

. (5.57)

Então, os limites de integração em k‖ estão entre k3 e k4, sendo

k3 =

[
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs

)]1/2

(5.58)

e

k4 =

[
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs−}ωq−}ω2 +λ1

)]1/2

. (5.59)

Finalmente, multiplicando (5.56) por 2m∗
}2 ,

2k‖q‖ > 2k‖ ·q‖+ q2
‖
+

2m∗

}2

(
`′2Eo− `

2
Eo−}ωq−

(σ′−σ)
2 }ωs−}ω2 +λ1

)
︸                                                     ︷︷                                                     ︸

Λ̃

q2
‖
+ 2k‖[cos(φk‖)−1]q‖+Λ̃ < 0 (5.60)

que, resolvendo para q‖ e desprezando Λ̃, torna–se

0 < q‖ < 2k‖. (5.61)

Além disso, podemos utilizar q‖ < 2k‖ juntamente com o valor mínimo de k‖ para obtermos o

limite superior de q‖, a menos do termo desprezado em (5.61). Assim, com q‖ < 2k3, temos

q‖ <

√
8m∗

}2 (EF− `2Eo +σ}ωs/2). (5.62)
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Para a realização dos cálculos, adotamos metade deste valor, ou seja

q‖ '

√
2m∗

}2 (EF− `2Eo +σ}ωs/2) (5.63)

como valor limite (ou máximo) para q‖.

Voltando à equação (5.45) paraγq‖ , e substituindo as relações paraI2(`,`′) da equação (5.52),

com C =
(

S
2Nc

)1/2
(Noβx), chegamos a

γq‖ =
π
}
|C|2

(
λ2

2}ω2

)2 ∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2I2(`,`′)

=
π
}

( S
2Nc

)
(Noβx)2

(
λ2

2}ω2

)2 ∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2 A

2π2

(
m∗

}2q‖

)2

K2(`,`′)

=
(Noβx)2Sm∗2

4π}5Lz(Nc/V)q2
‖

(
λ2

2}ω2

)2 ∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2K2(`,`′) (5.64)

onde multiplicamos e dividimos por Lz e colocamos V = ALz. Substituindo λ2 =
}|e|q‖E02

m∗ω2
, onde

consideramos q‖ ‖ E02, temos

γq‖ =
(Noβx)2Se2E2

02

16π}5Lz(Nc/V)ω4
2

∑
`,`′

∣∣∣F (qz, `, `
′)
∣∣∣2K2(`,`′). (5.65)

A condição de amplificação é satisfeita se γq‖ > 0 em (5.65), ou seja, para K2(`,`′) > 0.

Portanto,

K2(`,`′) =


(}2q‖

m∗

)2

k2
4− Ω̃2


1/2

−

(}2q‖
m∗

)2

k2
3− Ω̃2


1/2

 > 0 =⇒ k2
4 > k2

3 =⇒

=⇒
2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs−}ωq−}ω2 +λ1

)
>

2m∗

}2

(
EF− `

2
Eo +

σ
2
}ωs

)
=⇒

λ1 > }ωq +}ω2. (5.66)

Juntando a condição de amplificação (5.66) com a condição λ1 > EF, necessária para que

possamos negligenciar processos de emissão na frequência do campo laser forte, temos

λ1 >max{EF,}ωq +}ω2}. (5.67)

A partir desta condição, achamos a intensidade do campo elétrico limite para o qual inicia



5.5 Gás de Buracos Degenerado 99

a amplificação da população de mágnons. Substituindo λ1 na condição (5.67), admitindo

também que q‖ ‖ E01, temos

E01 >

(
m∗ω1

}|e|q‖

)
max{EF,}ωq +}ω2}, (5.68)

e portanto o campo crítico é dado por

Ec
01 =

(
m∗ω1

}|e|q‖

)
max{EF,}ωq +}ω2}. (5.69)

Analisemos os dois casos possíveis. Se max{EF,}ωq +}ω2} = }ωq +}ω2, temos

λ1 > }ωq +}ω2 −→
}|e|q‖E01

m∗ω1
> }ωq +}ω2

|e|E01

m∗ω1
>
ωq

q‖
+
ω2

q‖

υd1 > υfase +
ω2

q‖
, (5.70)

onde υd1 ≡
|e|E01
m∗ω1

é a velocidade de arrasto imposta aos portadores pelo campo laser intenso

(laser 1) e υfase ≡
ωq
q‖

é a velocidade de fase das ondas de spin. Se max{EF,}ωq + }ω2} = EF,

temos

λ1 > EF −→
}|e|q‖E01

m∗ω1
>
}2k2

F

2m∗
+ `2

FEo−
σF

2
}ωs

}|e|q‖E01

m∗ω1
>
}υFkF

2
+ `2

FEo−
σF

2
}ωs

|e|E01

m∗ω1
>
υFkF

2q‖
+
`2

FEo

}q‖
−
σFωs

2q‖

υd1 >

(
kF

2q‖

)
υF +

`2
FEo

}q‖
−
σFωs

2q‖
, (5.71)

onde κF ≡ {kF, `F,σF} são os números quânticos associados à energia de Fermi, EF, e υF é a

velocidade de Fermi.
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5.6 Mudança na Magnetização

A mudança na magnetização devido à presença dos mágnons gerados indiretamente

pelos campos laser’s forte (1) e fraco (2) é, a partir da equação (3.1), dado por

∆M = −

(µ
V

)∑
q
Nq

= −

(µ
V

)∑
q
N

(0)
q exp(γq‖

τm)

= −

(µ
V

) V
(2π)3

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖

∫ 2π

0
dφ

∫ qmáx
z

qmín
z

dqz N
(0)
q exp(γq‖

τm) (5.72)

com

qmín
z = (`′− `)

π
Lz

e qmáx
z = (`′+ `)

π
Lz
. (5.73)

5.6.1 Transições Intra Sub–Bandas (`′= `)

Para transições intra sub–bandas, temos `′ = `. Assim, a função F (qz, `, `′) torna–se

F (qz, `, `) =
sen(qzLz/2)

(qzLz/2)

[
4`2P

4`2− (qzLz/π)2

]
. (5.74)

Pela equação (5.73), temos que os limites de qz são

0 < qz <
2π`
Lz
, (5.75)

com os valores extremos excluídos, pois levam a singularidades em F (qz, `, `). Substituindo

em (5.72), ficamos com

∆M = −
(µ
V

) VN (0)
q `

2πLz

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖ exp(γq‖
τm), (5.76)

onde qmín
‖
' 0 e qmáx

‖
'

√
2m∗
}2

(
EF− `2Eo + σ

2}ωs
)
.

Considerando apenas transições na primeira sub–banda do poço, fazemos ` = 1 nas

relações (5.74), (5.75) e (5.76). A partir de (5.65), o coeficiente de amplificação de mágnons

para a transição intra sub–banda com ` = 1 é escrito como

γq‖
=

(Noβx)2Se2E2
02

16π}5Lz(Nc/V)ω4
2

∣∣∣F (qz,1,1)
∣∣∣2K2(1,1). (5.77)
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Resultados e Discussão

Para efetuar o cálculo do coeficiente de amplificação de mágnons e da desmagnetização

do poço quântico semicondutor de (Ga,Mn)As devido à interação dos dois campos laser’s

com o gás de buracos quase–bidimensional, adotamos os mesmos valores para os parâmetros

dados na Tabela 4.1 (página 58), denotando agora a frequência do campo laser intenso por

ω1 = ω = 1,778×1014 s−1. Assim, poderemos comparar o efeito da inclusão de um campo

laser fraco sobre a amplificação de mágnons e a consequente desmagnetização da amostra.

Para o campo laser fraco, assumimos ω2 = 3,5×1012 s−1 e E02 = 4,3×104 V/m. O campo E02 foi

mantido fixo em todos os cálculos.

Antes de prosseguirmos, uma observação deve ser feita sobre a escolha de ω2 e E02. O

fator multiplicativo
(
λ2

2}ω2

)2
presente na equação (5.64) para γq‖ , oriundo da aproximação

(5.42), válida sob a condição de regime de campo fraco, λ2 � }ω2, faz com que tanto o

coeficiente de amplificação quanto a desmagnetização tendam a zero, mesmo para campos

E01 intensos. Isto sugere que a aproximação feita para o campo laser fraco possa não ser válida

neste caso. Outra possibilidade seria relacionar esta diminuição do efeito do campo laser

forte pela presença do campo laser fraco a algum fenômeno físico não considerado em nosso

modelo. Por exemplo, o campo laser fraco pode estar despopulando estados que serviriam

de estados iniciais do buraco para a absorção do campo forte, fazendo com que este perca

eficiência. Como em nosso modelo não levamos em consideração, por exemplo, bandas de

buracos leves e split–off, banda de condução e regras de seleção ótica, não podemos fornecer

aqui uma conclusão satisfatória sobre este aspecto. Desta forma, com o intuito de obtermos

uma primeira aproximação para a ação de dois campos interagindo com o gás de buracos

quase–bidimensional, “relaxamos” a condição do regime de campo fraco para λ2 . }ω2.

Alguns valores calculados de γq‖ para transições intra sub–bandas estão dispostos nas

Tabelas 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, para poços quânticos de larguras iguais a 10, 15, 20 e 25nm,

respectivamente. O campo crítico Ec
01 não se alterou em relação aos cálculos do capítulo

anterior, dado que a relação max{EF,}ωq +}ω2} = EF da equação (5.69) é satisfeita para todos

os valores de Lz analisados. Pela observação destes resultados, verificamos que a ordem de

grandeza do coeficiente de amplificação de mágnons para transições intra sub–bandas sob

ação dos dois campos é da ordem de 1010
−1011 s−1. Isto corresponde a uma diminuição de

uma ordem de grandeza no coeficiente de amplificação quando comparado à transições intra

sub–bandas sob ação somente do campo forte (veja as Tabelas 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6, páginas

60–62).
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q‖ (108 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,2632 1,1496

7,9267 1,2632 1,4527 1,3329

1,6422 1,5661

1,8046 0,7891

5,5487 1,8046 2,0753 0,9009

2,3460 1,0634

3,1580 0,4682

3,1707 3,1580 3,6317 0,5043

4,1055 0,6180

Tabela 5.1: Intra Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação dos campos laser’s intenso e
fraco com heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de
largura Lz = 10nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 130meV, 0,7927nm−1 e
5,0×1012 cm−2, respectivamente.

q‖ (108 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,1878 0,9905

9,7081 1,1878 1,3660 1,1724

1,5442 1,4064

1,6969 0,6654

6,7957 1,6969 1,9514 0,7898

2,2059 0,9688

2,9695 0,3710

3,8832 2,9695 3,4150 0,4516

3,8604 0,6627

Tabela 5.2: Intra Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação dos campos laser’s intenso e
fraco com heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de
largura Lz = 15nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 150meV, 0,9708nm−1 e
7,5×1012 cm−2, respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,1827 0,9312

1,1210 1,1827 1,3601 1,1186

1,5375 1,3720

continua na próxima página
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continuação

q‖ (109 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,6896 0,6235

0,7847 1,6896 1,9430 0,7597

2,1965 0,9733

0,4484 2,9568 2,9568 0,3519

3,4003 0,4696

Tabela 5.3: Intra Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação dos campos laser’s intenso e
fraco com heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de
largura Lz = 20nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 173meV, 1,1210nm−1 e
1,0×1013 cm−2, respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,2005 0,9045

1,2533 1,2005 1,3805 1,1001

1,5606 1,3840

1,7150 0,6076

0,8773 1,7150 1,9722 0,7571

2,2295 1,0336

0,5640 2,6677 2,6677 0,3947

3,0679 0,5535

Tabela 5.4: Intra Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação do campos laser’s intenso e
fraco com heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de
largura Lz = 25nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 196meV, 1,2533nm−1 e
1,25×1013 cm−2, respectivamente.

Os valores da mudança na magnetização intra sub–banda, para poços de larguras iguais

a 10, 15, 20, 25, 30 e 33nm, na presença dos dois campos laser’s, estão dispostos na Tabela 5.5.

Podemos verificar que: (i) para E01 = 1,0−6,0×107 V/m, a desmagnetização é praticamente

independente de Lz (em torno de 0,35−1,50%, respectivamente); e (ii) para um dado valor

de E01, a desmagnetização é tanto maior quanto menor a largura do poço (com exceção de

alguns pontos para E01 entre 4,0×107 V/m e 7,0×107 V/m).

Comparando estes valores com os obtidos para um só campo laser forte (caso intra sub–

banda, Tabela 4.9), verificamos que: (i) somente para E01 = 1,0×107 V/m, a desmagnetização
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E01 (107 V/m) E01/ED
|∆M|
(µ/V) (%)

Lz = 10nm Lz = 15nm Lz = 20nm Lz = 25nm Lz = 30nm Lz = 33nm
1,0 0,05 0,3713 0,3570 0,3514 0,3482 0,3459 0,3448
2,0 0,10 0,4810 0,4483 0,4351 0,4273 0,4217 0,4190
3,0 0,15 0,6160 0,5664 0,5461 0,5341 0,5256 0,5215
4,0 0,20 0,7917 0,7290 0,7053 0,6935 0,6886 0,6895
5,0 0,25 1,0360 0,9755 0,9753 1,0342 1,0416 1,0318
6,0 0,30 1,4086 1,4567 1,6183 1,5722 1,4928 1,4448
7,0 0,35 2,0887 2,5769 2,4095 2,1936 2,0100 1,9166
8,0 0,40 4,0872 3,8432 3,2985 2,8887 2,5862 2,4411
9,0 0,45 6,6382 5,2440 4,2814 3,6546 3,2189 3,0159

10,0 0,50 9,4129 6,7893 5,3634 4,4941 3,9095 3,6418
11,0 0,55 12,4680 8,5015 6,5562 5,4143 4,6624 4,3224
12,0 0,60 15,8817 10,4110 7,8761 6,4250 5,4844 5,0629
13,0 0,65 19,7438 12,5532 9,3422 7,5383 6,3835 5,8701
14,0 0,70 24,1514 14,9667 10,9756 8,7676 7,3692 6,7517
15,0 0,75 29,2074 17,6925 12,7986 10,1271 8,4512 7,7159
16,0 0,80 35,0211 20,7743 14,8350 11,6319 9,6403 8,7714
17,0 0,85 41,7100 24,2586 17,1098 13,2980 10,9473 9,9275
18,0 0,90 49,4010 28,1951 19,6498 15,1420 12,3840 11,1937
19,0 0,95 58,2330 32,6373 22,4832 17,1815 13,9625 12,5801
20,0 1,00 68,3578 37,6432 25,6401 19,4352 15,6954 14,0972

Tabela 5.5: Desmagnetização como função da intensidade do campo laser E01, com Lz = 10,
15, 20, 25, 30 e 33nm para transições intra sub–banda, na presença de dois campos laser’s.

é maior do que a desmagnetização obtida para um campo laser forte, considerando todos os

poços; (ii) para um dado Lz, a desmagnetização varia de forma mais lenta com o aumento

da amplitude do campo forte (variação de |∆M|/(µ/V) ao longo de uma das colunas da

Tabela 5.5); e (iii) para um dado E01, a desmagnetização varia de forma mais lenta com o

aumento de Lz (variação de |∆M|/(µ/V) ao longo de uma das linhas da Tabela 5.5).

Na Figura 5.1 estão representadas as curvas de desmagnetização para os poços de largura

10, 15, 20 e 25nm. As curvas de desmagnetização referentes aos poços de 30 e 33nm não

foram representadas neste gráfico, pois atingem a completa desmagnetização para valores

do campo E01 extremamente elevados. Note que a taxa de variação da tangente a estas

curvas de desmagnetização são bem menores (em módulo) do que as inferidas a partir das

correspondentes curvas obtidas no caso de um só campo aplicado (compare com o gráfico

da Figura 4.4). Isto confirma que a redução na magnetização da amostra ocorre de forma

mais lenta no caso em que aplicamos dois campos laser’s, um no regime intenso e outro no

regime fraco, em relação à redução da magnetização no caso em que somente um campo laser

intenso atua.

Finalmente, observando estas curvas de desmagnetização, verificamos que a desmag-

netização começa a se tornar apreciável para campos em torno de E01 = 1,0×108 V/m para

todos os poços. Para estes mesmos valores de Lz, no caso de um só campo laser (Figura 4.4), a
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desmagnetização começa a se tornar apreciável em torno de 0,5×108 V/m para Lz = 10nm,

de 1,5×108 V/m para Lz = 15nm e de 2,0×108 V/m para Lz = 20nm.

Figura 5.1: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E01 para Lz = 10, 15, 20 e 25nm, para transições intra

sub–bandas, com dois campos laser’s aplicados, um no regime de campo intenso e outro no
de campo fraco.

5.6.2 Transições Inter Sub–Bandas (`′, `)

Para transições inter sub–bandas, temos `′, `. Se considerarmos somente transições entre

níveis vizinhos para os quais `′= `+ 1, então os limites de integração de qz, dados por (5.73),

são:

π/Lz ≤ qz ≤ (2`+ 1)π/Lz. (5.78)

Para `′ = `+ 1, temos que se ` é par, `+ 1 será ímpar e vice-versa. Assim, pela equação (3.21),

escrevemos

F (qz, `, `+ 1) =
cos(qzLz/2)

(qzLz/2)
4`(`+ 1)(qzLz/π)2P

4`2(`+ 1)2−
[
(`+ 1)2 + `2− (qzLz/π)2]2 . (5.79)

Limitando a transições da primeira para a segunda sub–banda, ou seja, fazendo ` = 1 e

`′ = 2, verifica–se que (5.79) é indeterminado nos limites de (5.78), e portanto, restringimos qz
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ao intervalo aberto

π/Lz < qz < (2`+ 1)π/Lz

π/Lz < qz < 3π/Lz. (5.80)

Utilizando a equação (5.65), podemos escrever o coeficiente de amplificação γq‖
, como

γq‖
=

(Noβx)2Se2E2
02

16π}5Lz(Nc/V)ω4
2

∣∣∣F (qz,1,2)
∣∣∣2K2(1,2). (5.81)

Finalmente, voltando na equação (5.72), temos que a desmagnetização para transições

entre a primeira e a segunda sub–banda é dada por

∆M = −

(µ
V

) VN (0)
q

2πLz

∫ qmáx
‖

qmín
‖

dq‖ q‖ exp(γq‖
τm), (5.82)

com qmín
‖
≈ 0 e qmáx

‖
≈

√
2m∗
}2 (EF− `2Eo +σ}ωs/2).

Resultados e Discussão

Utilizando os mesmos parâmetros da seção anterior, realizamos o cálculo do coeficiente

de amplificação da população de mágnons γq‖ e da desmagnetização |∆M|/(µ/V) para um

poço quântico de (Ga,Mn)As sob irradiação de dois campos laser’s, um dos quais no regime de

campo forte e o outro no regime de campo fraco, considerando transições inter sub–bandas

entre a primeira e a segunda sub–banda do poço, ` = 1 e `′ = 2.

Alguns dos resultados obtidos para o coeficiente de amplificação γq‖ em função do vetor

de onda dos mágnons q‖ e da componente elétrica do campo laser intenso E01, estão dispostos

nas Tabelas 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9, para Lz = 10, 15, 20 e 25nm, respectivamente. Notamos que o

coeficiente γq‖ reduz aproximadamente de uma ordem de grandeza em relação ao mesmo

cálculo realizado com um só campo aplicado (veja as Tabelas 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16).

q‖ (108 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,2632 0,7763

7,9267 1,2632 1,4527 0,9350

1,6422 1,1871

continua na próxima página
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continuação

q‖ (108 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,8046 0,5231

5,5487 1,8046 2,0753 0,6357

2,3460 0,8624

3,1580 0,2922

3,1707 3,1580 3,6317 0,3774

4,1055 0,5414

Tabela 5.6: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação dos campos laser’s intenso e
fraco com heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de
largura Lz = 10nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 130meV, 0,7927nm−1 e
5,0×1012 cm−2, respectivamente.

q‖ (108 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,1878 0,6503

9,7081 1,1878 1,3660 0,7792

1,5442 0,9571

1,6969 0,4362

6,7957 1,6969 1,9514 0,5280

2,2059 0,6755

2,9695 0,2438

3,8832 2,9695 3,4150 0,3150

3,8604 0,4906

Tabela 5.7: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação dos campos laser’s intenso e
fraco com heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de
largura Lz = 15nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 150meV, 0,9708nm−1 e
7,5×1012 cm−2, respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,1827 0,6050

1,1210 1,1827 1,3601 0,7316

1,5375 0,9107

1,6896 0,4056

continua na próxima página
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continuação

q‖ (109 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

0,7847 1,6896 1,9430 0,4996

2,1965 0,6605

0,4484 2,9568 2,9568 0,2313

3,4003 0,3240

Tabela 5.8: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação dos campos laser’s intenso e
fraco com heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de
largura Lz = 20nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 173meV, 1,1210nm−1 e
1,0×1013 cm−2, respectivamente.

q‖ (109 m−1) Ec
01 (108 V/m) E01 (108 V/m) γq‖ (1011 s−1)

1,2005 0,5846

1,2533 1,2005 1,3805 0,7141

1,5606 0,9097

1,7150 0,3933

0,8773 1,7150 1,9722 0,4938

2,2295 0,7033

0,5640 2,6677 2,6677 0,2575

3,0679 0,3744

Tabela 5.9: Inter Sub–Bandas: valores de γq‖ para interação do campos laser’s intenso e
fraco com heteroestrutura DMS, na aproximação do gás de buracos degenerado. Poço de
largura Lz = 25nm. Os valores calculados de EF, kF e n(2D)

h foram 196meV, 1,2533nm−1 e
1,25×1013 cm−2, respectivamente.

A desmagnetização calculada para transições inter sub–bandas, na presença de dois

campos laser’s, está apresentada na Tabela 5.10. As curvas de desmagnetização estão

representadas no gráfico da Figura 5.2. Em relação ao mesmo cálculo efetuado com um só

campo laser (veja Tabela 4.19), verificamos que a magnetização varia de forma mais suave

com o aumento da intensidade do campo, o que pode também ser verificado pelas curvas de

desmagnetização.

Em relação ao caso de transições intra sub–bandas com dois campos aplicados, verificamos

que as variações na magnetização são muito menores no presente caso. Isto ocorre porque

é necessário fornecer mais energia para o buraco realizar uma transição inter sub–banda
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E01 (107 V/m) E01/ED
|∆M|
(µ/V) (%)

Lz = 10nm Lz = 15nm Lz = 20nm Lz = 25nm Lz = 30nm Lz = 33nm
1,0 0,05 0,3387 0,3317 0,3283 0,3263 0,3249 0,3242
2,0 0,10 0,3988 0,3827 0,3751 0,3705 0,3672 0,3656
3,0 0,15 0,4674 0,4425 0,4310 0,4240 0,4191 0,4168
4,0 0,20 0,5506 0,5169 0,5024 0,4947 0,4905 0,4899
5,0 0,25 0,6597 0,6186 0,6103 0,6170 0,6123 0,6073
6,0 0,30 0,8252 0,8091 0,7970 0,7737 0,7490 0,7350
7,0 0,35 1,1707 1,0638 0,9952 0,9392 0,8932 0,8694
8,0 0,40 1,5544 1,3270 1,2002 1,1105 1,0423 1,0084
9,0 0,45 1,9437 1,5959 1,4102 1,2860 1,1951 1,1509

10,0 0,50 2,3398 1,8704 1,6247 1,4652 1,3509 1,2961
11,0 0,55 2,7466 2,1516 1,8441 1,6482 1,5099 1,4442
12,0 0,60 3,1688 2,4418 2,0696 1,8358 1,6724 1,5953
13,0 0,65 3,6115 2,7431 2,3026 2,0287 1,8389 1,7500
14,0 0,70 4,0794 3,0580 2,5444 2,2280 2,0104 1,9089
15,0 0,75 4,5769 3,3888 2,7967 2,4348 2,1875 2,0726
16,0 0,80 5,1080 3,7376 3,0607 2,6500 2,3709 2,2418
17,0 0,85 5,6767 4,1065 3,3377 2,8745 2,5615 2,4172
18,0 0,90 6,2866 4,4974 3,6291 3,1094 2,7600 2,5994
19,0 0,95 6,9412 4,9121 3,9359 3,3553 2,9669 2,7890
20,0 1,00 7,6440 5,3523 4,2593 3,6131 3,1829 2,9864

Tabela 5.10: Desmagnetização como função da intensidade do campo laser E01, com Lz = 10,
15, 20, 25, 30 e 33nm para transições inter sub–banda, na presença de dois campos laser’s.

|k‖, ` = 1,σ = −1〉 −→ |k′
‖
, `′ = 2,σ′ = +1〉 do que para realizar uma transição intra sub–banda

|k‖, ` = 1,σ=−1〉 −→ |k′
‖
, `′ = 1,σ′ = +1〉, e assim menos energia está disponível para a criação de

mágnons, o que faz com que obtenhamos desmagnetizações menores no caso inter sub–banda

em relação ao caso intra sub–banda, para mesmos valores de E01 e Lz.

Comparação do Coeficiente de Amplificação deMágnons e da Desmagnetização para

Transições Intra e Inter Sub–Bandas Comparado aos resultados obtidos para transição

intra sub–banda com dois campos aplicados (seção 5.6.1), verificamos uma redução no valor

do coeficiente de amplificação da população de mágnons. O gráfico da Figura 5.3 compara

a desmagnetização obtida considerando transição intra sub–bandas (linhas tracejadas) e

inter sub–bandas (linhas contínuas) separadamente, na presença de dois campos laser’s.

Novamente, verificamos que, para um dado valor da largura do poço e um dado valor da

intensidade do campo elétrico, o efeito principal é a diminuição da desmagnetização inter

sub–bandas em relação à desmagnetização intra sub–bandas.
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Figura 5.2: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E01 para Lz = 10, 15, 20 e 25nm, para transições inter

sub–bandas, na presença de dois campos laser’s, um no regime de campo intenso e outro no
de campo fraco.

Figura 5.3: Gráfico de 1− |∆M|
(µ/V) contra E01 para Lz = 10, 15, 20 e 25nm, comparando o efeito

de desmagnetização considerando somente transições intra sub–banda (linhas tracejadas)
com o efeito de desmagnetização considerando somente transições inter sub–banda (linhas
contínuas). Poço interagindo com dois campos laser’s, um no regime intenso e outro no regime
fraco.
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6 Conclusão

Neste trabalho, realizamos o estudo teórico da amplificação de mágnons e da desmagneti-

zação de poços quânticos de (Ga,Mn)As devido a eventos de espalhamento buraco–mágnon,

induzidos pela interação de um gás de buracos quase–bidimensional com campos laser’s. As

conclusões obtidas nos capítulos 4 e 5 são sumarizadas a seguir.

6.1 Campo Forte

Para transições intra sub–bandas no regime de campo forte1, no que se refere ao coeficiente

de amplificação de mágnons, verificamos que:

• a intensidade limite do campo laser em que o crescimento da população de mágnons se

torna apreciável é aquele para o qual a relação υd & ( kF
2q‖

)υF +
`2

FEo

}q‖
−
σFωs
2q‖

é satisfeita, ou

seja, para E0 > Ec
0 = m∗ω

|e|

[
( kF

2q‖
)υF +

`2
FEo

}q‖
−
σFωs
2q‖

]
;

• o campo crítico Ec
0 é da ordem de 108 V/m, para todos os poços analisados;

• a ordem de grandeza do coeficiente de amplificação γq‖ está entre 1011 s−1 e 1012 s−1;

• para vetores de onda menores do que o limite superior qmáx
‖

[equação (4.26)], o aumento

da intensidade do campo laser leva ao aumento da população de mágnons;

• o intervalo de E0, no qual é possível a amplificação da população de mágnons, aumenta

com a diminuição do vetor de onda a partir do limite superior qmáx
‖

;

• a partir do campo crítico, a amplificação é acentuada (observada pelo aumento na

taxa de variação de γq‖ em relação a E0 ou em relação a E0/Ec
0), e este aumento da

amplificação é tanto maior quanto menor q‖;

1Resultados numéricos do coeficiente de amplificação γq‖ para transições intra sub–bandas (` = `′ = 1) no
regime de campo forte, foram apresentados nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, e representado graficamente
para um caso particular nas Figuras 4.2 e 4.3.
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• o campo crítico separa as curvas de γq‖ contra E0/Ec
0 em duas regiões: E0 < Ec

0, onde γq‖

aumenta de forma (aproximadamente) linear com o aumento do campo e E0 > Ec
0, onde

γq‖ aumenta de forma (aproximadamente) exponencial com o aumento da intensidade

do campo.

Em relação à desmagnetização2, concluímos que:

• a desmagnetização não depende dos valores particulares de q‖, mais sim de todo o

intervalo q‖ permitido [equação (4.45)];

• a desmagnetização depende da intensidade do campo elétrico, que define o parâmetro

λ, e da largura do poço quântico, entre outros parâmetros;

• a desmagnetização se torna apreciável somente para campos acima do campo crítico

mínimo, obtido com q‖ = qmáx
‖

;

• a taxa de desmagnetização é fortemente dependente da largura do poço, sendo tanto

maior quanto menor Lz, mantidos q‖ e E0 fixos;

• a desmagnetização depende (aproximadamente) do inverso do quadrado de Lz, ou seja,

|∆M| ∼ L−2
z [equação (4.55)];

• quanto menor a largura do poço, menor é a intensidade do campo elétrico necessária

para atingir um dado valor de desmagnetização.

Considerando transições inter sub–bandas no regime de campo forte3, obtivemos o mesmo

comportamento geral apresentado por γq‖ no caso de transições intra sub–bandas, sendo

necessário destacar somente que:

• o campo crítico Ec
0 manteve–se da ordem de 108 V/m para todos os poços quânticos;

• o coeficiente de amplificação de mágnons reduziu ligeiramente, sendo da ordem de

1011 s−1 para todos os poços.

2Valores da desmagnetização para transições intra sub–bandas no regime de campo forte foram apresentados
nas Tabelas 4.9 e 4.10, e curvas de desmagnetização em função de E0 foram representadas graficamente nas
Figuras 4.4, 4.5 e 4.6.

3Resultados de γq‖ inter sub–bandas (de ` = 1 para `′ = 2) estão dispostos nas Tabelas 4.13, 4.14, 4.15, 4.16,
4.17 e 4.18.
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A desmagnetização obtida considerando somente transições inter sub–bandas no regime

de campo forte4 levou ao mesmo comportamento geral, notando–se apenas uma diminuição

da mesma, devido à redução observada no coeficiente de amplificação de mágnons.

Comparando os valores obtidos para o coeficiente de amplificação de mágnons nos

casos de transição intra e inter sub–bandas, verificamos que, para um dado valor E0 e de

Lz, este coeficiente é sempre menor para transições inter sub–bandas. Isto se deve ao fato

de ser necessário fornecer mais energia para os portadores efetuarem uma transição inter

sub–banda do que para efetuar uma transição intra sub–banda, de forma que menos energia

esta disponível para a geração de mágnons e, portanto, a desmagnetização obtida é menor.

O gráfico da Figura 4.12 compara a desmagnetização obtida no caso em que consideramos

somente transições intra sub–bandas (`′ = ` = 1) com o caso em que consideramos somente

transições inter sub–bandas (` = 1, `′ = 2). Pela observação deste gráfico, notamos que para

atingir um mesmo valor de desmagnetização, necessitamos de um campo E0 maior no caso

inter sub–bandas.

6.2 Campo Forte e Fraco

Com o objetivo de verificar a influência de um segundo campo laser atuando sobre

o sistema, fizemos a extensão do modelo para o caso em que dois campos laser’s atuam

simultaneamente sobre o gás de buracos quase–bidimensional, um no regime de campo forte

e o outro no regime de campo fraco.

Para transições intra sub–bandas sob campo forte e fraco simultâneos5, verificamos que:

• o campo crítico Ec
01 não se alterou em relação aos cálculos para um só campo, dado que

a relação max{EF,}ωq +}ω2} = EF [equação (5.69)] é satisfeita para todos os valores de

Lz analisados;

• a ordem de grandeza obtida para o coeficiente de amplificação de mágnons foi entre

1010 e 1011 s−1.

Comparando os resultados intra sub–banda na presença de dois campos, com os resultados

intra sub–banda na presença do campo forte somente, observamos que:

4Os valores obtidos para a desmagnetização, no caso de transições inter sub–bandas no regime de campo
forte, estão dispostos nas Tabelas 4.19 e 4.20, e representadas no gráfico da Figura 4.11.

5Os resultados de γq‖ para transições intra sub–bandas com campos nos regimes forte e fraco simultâneos
estão dispostos nas Tabelas 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4. Os valores da mudança na magnetização, na presença dos dois
campos laser’s, estão dispostos na Tabela 5.5 e representados graficamente na Figura 5.1.
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• o coeficiente de amplificação de mágnons reduz por um fator de 10, aproximadamente;

• somente para E01 = 1,0×107 V/m, a desmagnetização é maior do que a desmagnetização

obtida para um campo laser forte, considerando todos os poços;

• para um dado Lz, a desmagnetização varia de forma mais lenta com o aumento da

amplitude do campo forte (variação de |∆M|/(µ/V) ao longo de uma das colunas da

Tabela 5.5);

• para um dado E01, a desmagnetização varia de forma mais lenta com o aumento de Lz

(variação de |∆M|/(µ/V) ao longo de uma das linhas da Tabela 5.5).

Finalmente, comparando os resultados obtidos para transições inter sub–bandas6 com

os obtidos para transições intra sub–bandas, ambos sob interação com os campos forte e

fraco simultaneamente, verificamos uma redução no valor do coeficiente de amplificação da

população de mágnons, levando a variações mais lentas da magnetização com o campo E01,

como pode ser verificado a partir do gráfico da Figura 5.3, que compara a desmagnetização

obtida considerando transição intra sub–bandas e inter sub–bandas separadamente, na

presença de dois campos laser’s.

6Os resultados de γq‖ para transições inter sub–bandas com campos nos regimes forte e fraco simultâneos
estão dispostos nas Tabelas 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9. A Tabela 5.10 contém os resultados para a desmagnetização,
representados no gráfico da Figura 5.2.
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APÊNDICE A -- Solução da Equação de Schrödinger,
Equação (3.6)

O objetivo deste apêndice é mostrar que a solução da equação de Schrödinger para

um buraco confinado em um poço de potencial infinito na presença de um campo laser

(equação (3.6)),

i}
∂Ψσ(r, t)
∂t

=

{
1

2m∗

[
−i}∇∇∇−

|e|
c

A(t)
]2

+V̂(z)−
JSσ
2

}
Ψσ(r, t), (A.1)

pode ser escrita como

Ψk
‖
`σ(r, t)=

√
2

ALz
sen

(
π`
Lz

z
)
exp

{
ik‖ · r‖−

i
}

∫ t[
Eo`

2
−

JSσ
2

+
1

2m∗

(
}k‖−

|e|
c

A(τ)
)2]

dτ
}
. (A.2)

A.1 Solução da Equação de Schrödinger

Partindo da equação de Schrödinger acima, temos

i}
∂Ψσ(r, t)
∂t

=

{
1

2m∗

[
−}2
∇

2 +
i}|e|

c
∇∇∇·A(t)︸ ︷︷ ︸

=0

+
i}|e|

c
A(t) ·∇∇∇+

e2

c2 A2(t)
]
+V̂(z)−

JSσ
2

}
Ψσ(r, t)

onde∇∇∇·A(t) = 0 pois A(t) = A0ê‖ cos(ωt) não possui dependência espacial. Portanto,

i}
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∂t
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1
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−}2
∇

2 +
i}|e|
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−
}2

2m∗

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

)
+

i}|e|
2m∗c

(
Ax(t)

∂
∂x

+ Ay(t)
∂
∂y

+ Az(t)︸︷︷︸
=0

∂
∂z

)
+

+
e2

2m∗c2 A2(t) +V̂(z)−
JSσ
2

}
Ψσ(r, t)
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i}
∂Ψσ(r, t)
∂t

=

{[
−
}2

2m∗
∂2

∂x2 +
i}|e|
2m∗c

Ax(t)
∂
∂x

]
+

[
−
}2

2m∗
∂2

∂y2 +
i}|e|
2m∗c

Ay(t)
∂
∂y

]
+

+

[
−
}2

2m∗
∂2

∂z2 +V̂(z)
]
+

e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

}
Ψσ(r, t)

i}
∂Ψσ(r, t)
∂t

=

{[
−
}2

2m∗

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
+

i}|e|
2m∗c

(
Ax(t)

∂
∂x

+ Ay(t)
∂
∂y

)
+

e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

]
+

+

[
−
}2

2m∗
∂2

∂z2 +V̂(z)
]}

Ψσ(r, t).

Agora, como ê‖ ∈ xOy, A = (Ax,Ay,0), e então A(t) ·∇∇∇ = Ax(t) ∂∂x + Ay(t) ∂∂y . Introduzindo os

operadores Laplaciano e nabla bidimensionais como ∇2
‖

= ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 e∇∇∇‖ =
(
∂
∂x ,

∂
∂y

)
, respectiva-

mente, temos:

i}
∂Ψσ(r, t)
∂t

=

{[
−
}2
∇

2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

]
︸                                                   ︷︷                                                   ︸

função de x, y e t

+

[
−
}2

2m∗
∂2

∂z2 +V̂(z)
]

︸                 ︷︷                 ︸
função de z

}
Ψσ(r, t). (A.3)

A solução da equação (A.3) pode ser obtida por separação de variáveis. Supondo a função de

onda como um produto de uma função de x, y e t, por uma função somente de z, podemos

escrever

Ψσ(r, t) = φσ(x, y, t)Z(z), (A.4)

onde a função φ também carrega a projeção de spin σ. Substituindo (A.4) na equação de

Schrödinger, obtemos

Z(z)
[
−
}2
∇

2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖ +
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

]
φσ(x, y, t) +

+ φσ(x, y, t)
[
−
}2

2m∗
∂2

∂z2 +V̂(z)
]
Z(z) = Z(z)i}

∂φσ(x, y, t)
∂t

Z(z)
[
−
}2
∇

2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t) −
JSσ
2
− i}

∂
∂t

]
φσ(x, y, t) =

= −φσ(x, y, t)
[
−
}2

2m∗
∂2

∂z2 +V̂(z)
]
Z(z). (A.5)
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Dividindo ambos os membros por φσ(x, y, t)Z(z), temos finalmente

1
φσ(x, y, t)

[
−
}2
∇

2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t) −
JSσ
2
− i}

∂
∂t

]
φσ(x, y, t) =

= −
1

Z(z)

[
−
}2

2m∗
∂2

∂z2 +V̂(z)
]
Z(z). (A.6)

Portanto, os dois membros são iguais para quaisquer valores de x, y, z e t. O membro esquerdo

é função de x, y e t, enquanto o membro direito é função somente de z. Assim, cada membro

deve ser igual a uma constante, dito G, a ser determinada depois. Logo, temos duas equações,

acopladas pela constante G:[
−
}2

2m∗
∂2

∂z2 +V̂(z)
]
Z(z) = −GZ(z), (A.7)

−}2
∇

2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2
− i}

∂
∂t

φσ(x, y, t) = Gφσ(x, y, t). (A.8)

A equação (A.7), com G = −E(z), representa a equação de Schrödinger para o buraco

confinado no potencial infinito V̂(z), cuja solução é bem conhecida [76]. As autofunções e as

correspondentes autoenergias desta equação são dadas por

autofunções: Z`(z) =
√

2
Lz

sen
(
π`
Lz

z
)

autoenergias: E(z)
`

= `2
(
π2}2

2m∗L2
z

)
= `2
Eo

` = 1,2,3, . . .

(A.9)

com

Eo = E
(z)
o =

(
π2}2

2m∗L2
z

)
(A.10)

representando a energia do estado fundamental, onde ` = 1.

Substituindo G = −E
(z)
`

na equação (A.8), ficamos com−}2
∇

2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2
− i}

∂
∂t

φσ(x, y, t) = −E
(z)
`
φσ(x, y, t)−}2

∇
2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2
− i}

∂
∂t

φσ(x, y, t) = −`2
E

(z)
o φσ(x, y, t)−}2

∇
2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

φσ(x, y, t) = i}
∂φσ(x, y, t)

∂t
. (A.11)
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Supondo as soluções em x e y como ondas planas, escrevemos

φσ(x, y, t) =

√
1

LxLy
ei(kxx+kyy)ζσ(t)

φσ(x, y, t) =

√
1

LxLy
eik‖·r‖ζσ(t), (A.12)

onde k‖ = (kx,ky) e r‖ = (x, y). Substituindo (A.12) em (A.11) e cancelando a constante de

normalização
√

1
LxLy

, temos:

−}2
∇

2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

eik‖·r‖ζσ(t) = i}eik‖·r‖ dζσ(t)
dt

. (A.13)

A seguinte relação pode ser utilizada para o operador nabla:

∇∇∇‖(eik‖·r‖) = ik‖(eik‖·r‖), (A.14)

e assim, aplicando o operador duas vezes, obtemos a seguinte relação para o Laplaciano:

∇
2
‖
(eik‖·r‖) = ∇∇∇‖ ·

[
∇∇∇‖(eik‖·r‖)

]
= ∇∇∇‖ ·

[
ik‖eik‖·r‖

]
= ik‖ ·

[
∇∇∇‖(eik‖·r‖)

]
= ik‖ ·

[
ik‖eik‖·r‖

]
= −k2

‖
(eik‖·r‖). (A.15)

Portanto,∇∇∇‖(· · · ) ≡ ik‖(· · · ) e ∇2
‖
(· · · ) ≡ −k2

‖
(· · · ).

Utilizando estas relações, o primeiro e o segundo termos da equação (A.13), podem ser

escritos como

−
}2
∇

2
‖

2m∗
[
eik‖·r‖ζσ(t)

]
= −

}2

2m∗
[
−k2

‖
eik‖·r‖ζσ(t)

]
=
}2k2

‖

2m∗
[
eik‖·r‖ζσ(t)

]
(A.16)

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖
[
eik‖·r‖ζσ(t)

]
=

i}|e|
2m∗c

A(t) ·
[
ik‖eik‖·r‖ζσ(t)

]
= −

}|e|
2m∗c

A(t) ·k‖
[
eik‖·r‖ζσ(t)

]
. (A.17)
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Assim, após aplicar os operadores∇∇∇‖ e ∇2
‖

na exponencial e cancela–la, a equação (A.13) fica:−}2
∇

2
‖

2m∗
+

i}|e|
2m∗c

A(t) ·∇∇∇‖+
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

eik‖·r‖ζσ(t) = i}eik‖·r‖ dζσ(t)
dt}2k2

‖

2m∗
−
}|e|

2m∗c
A(t) ·k‖+

e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

eik‖·r‖ζσ(t) = i}eik‖·r‖ dζσ(t)
dt}2k2

‖

2m∗
−
}|e|

2m∗c
A(t) ·k‖+

e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

ζσ(t) = i}
dζσ(t)

dt
. (A.18)

Lembrando que estamos utilizando o gauge∇∇∇·A = 0, podemos voltar a incluir o termo

−
}|e|

2m∗c
k‖ ·A(t)

(
= −

}|e|
2m∗c

(−i∇∇∇‖) ·A(t) =
i}|e|
2m∗c

∇∇∇‖ ·A(t) = 0
)

na equação anterior sem altera–la. Fazendo isso, temos:[
}2k2

‖

2m∗
−
}|e|

2m∗c
A(t) ·k‖−

}|e|
2m∗c

k‖ ·A(t)︸         ︷︷         ︸
=0

+
e2

2m∗c2 A2(t)−
JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

]
ζσ(t) = i}

dζσ(t)
dt

{
1

2m∗

[
}k‖−

|e|
c

A(t)
]2
−

JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

}
ζσ(t) = i}

dζσ(t)
dt

dζσ
ζσ

= −
i
}

{
1

2m∗

[
}k‖−

|e|
c

A(t)
]2
−

JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

}
dt

ζσ(t) = exp
{
−

i
}

∫ t [ 1
2m∗

(
}k‖−

|e|
c

A(τ)
)2
−

JSσ
2

+ `2
E

(z)
o

]
dτ

}

ζσ(t) = exp
{
−

i
}

∫ t [
`2
E

(z)
o −

JSσ
2

+
1

2m∗

(
}k‖−

|e|
c

A(τ)
)2]

dτ
}
. (A.19)

Substituindo as funções Z`(z) e φσ(x, y, t) em (A.4), temos finalmente que

Ψσ(r, t) =

√
1
Lx

eikxx

√
1

Ly
eikyy

√
2
Lz

sen
(
π`
Lz

z
)
ζσ(t)

Ψσ(r, t)=
√

2
ALz

sen
(
π`
Lz

z
)
exp

{
ik‖ · r‖−

i
}

∫ t
[
`2
E

(z)
o −

JSσ
2

+
1

2m∗

(
}k‖−

|e|
c

A(τ)
)2]

dτ
}

(A.20)

com A = LxLy sendo a área de normalização.
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A energia total do buraco em cada sub–banda, na ausência do campo laser, é portanto

Ek
‖
`σ = E

(x) +E(y) +E(z) +E(spin)

=
}2k2

x

2m∗
+
}2k2

y

2m∗
+ `2
Eo−

JSσ
2

=
}2k2

‖

2m∗
+ `2
Eo−

JSσ
2
. (A.21)

Assim, ficamos com

Ek
‖
`σ =

}2k2
‖

2m∗
+ `2
Eo−

JSσ
2

= Ek
‖
`−

JSσ
2

(A.22)

onde

Ek
‖
` =
}2k2

‖

2m∗
+ `2
Eo (A.23)

é a energia dos buracos na ausência do campo laser, a menos do termo devido ao spin [115].

Com estas definições, a diferença de energia entre os estados Ek′
‖
`′σ′ e Ek

‖
`σ é escrita como

Ek′
‖
`′σ′ −Ek

‖
`σ = Ek′

‖
`′ −Ek

‖
`−

(σ′−σ)JS
2

. (A.24)
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APÊNDICE B -- Cálculo da Probabilidade de
Transição, Equação (3.20)

B.1 Probabilidade de Transição

Os elementos da matriz de transição (amplitude de probabilidade) para a transição do

estado inicial κ = {k‖, `,σ} para o estado final κ′ = {k′
‖
, `′,σ′} são dados por

a(κ→ κ′) = −
i
}

∫ t

0
dt′

〈
k′
‖
, `′,σ′

∣∣∣φ(q,ωq;r, t′)
∣∣∣k‖, `,σ〉 (B.1)

onde 〈
k′
‖
, `′,σ′

∣∣∣φ(q,ωq;r, t)
∣∣∣k‖, `,σ〉 =

∫
d2r‖

∫
dzΨ†k′

‖
`′σ′

(r, t)φ(q,ωq;r, t)Ψk
‖
`σ(r, t). (B.2)

Usando a função de onda (3.11) juntamente com a correspondente conjugada complexa,

temos para o integrando em (B.2)

Ψ†k′
‖
`′σ′

(r, t)φ(q,ωq;r, t)Ψk
‖
`σ(r, t) =

2C
ALz

sen
(
π`′

Lz
z
)

sen
(
π`
Lz

z
)
exp

{
−i(k′

‖
−k‖) · r‖

}
exp

{
iq · r

}
×

×exp
{
−i

(
ωq−

ωsσ
2

+
Eo`2

}
+
ωsσ′

2
−
Eo`′2

}

)
t
}
×

×exp
{
−

i
2m∗}

∫ t

0

[(
}k‖−

|e|
c

A(τ)
)2
−

(
}k′
‖
−
|e|
c

A(τ)
)2]

dτ
}

=
2C
ALz

exp
{
−i(k′

‖
−k‖−q‖) · r‖

}
exp

{
iqzz

}
sen

(
π`′

Lz
z
)

sen
(
π`
Lz

z
)
×

×exp
{
−i

(
ωq−

ωsσ
2

+
Eo`2

}
+
ωsσ′

2
−
Eo`′2

}

)
t
}
×

×exp
{
−

i
2m∗}

∫ t

0

[(
}k‖−

|e|
c

A(τ)
)2
−

(
}k′
‖
−
|e|
c

A(τ)
)2]

dτ
}
.

(B.3)
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Então, podemos escrever

a(κ→ κ′) = −
i
}

2C
ALz

I1I2I3, (B.4)

com as seguintes definições para I1, I2 e I3:

I1 =

∫
d2r‖ exp

{
−i(k′

‖
−k‖−q‖) · r‖

}
(B.5)

I2 =

∫ Lz

0
dzexp(iqzz)sen

(
π`′

Lz
z
)

sen
(
π`
Lz

z
)

(B.6)

I3 =

∫ t

0
dτexp

{
−i

(
ωq−

ωsσ
2

+
Eo`2

}
+
ωsσ′

2
−
Eo`′2

}

)
τ

}
×

×exp
{
−

i
2m∗}

∫ τ

0

[(
}k‖−

|e|
c

A(τ′)
)2
−

(
}k′
‖
−
|e|
c

A(τ′)
)2]

dτ′
}
. (B.7)

Solução da Integral I1 A intergral I1 pode ser resolvida utilizando a função δ. Desta forma,

segue que

I1 =

∫
d2r‖ exp

{
−i(k′

‖
−k‖−q‖) · r‖

}
=

∫
dx e−i(k′x−kx−qx)x

∫
dy e−i(k′y−ky−qy)y

= (2π)δ(k′x− kx−qx)(2π)δ(k′y− ky− qy)

= (2π)2δ(2)(k′
‖
−k‖−q‖), (B.8)

onde δ(2)(k′
‖
−k‖−q‖) = δ(k′x−kx−qx)δ(k′y−ky−qy). Alternativamente, podemos escrever [116]

I1 =

∫
d2r‖ exp

{
−i(k′

‖
−k‖−q‖) · r‖

}
=

 A se k′
‖
= k‖+ q‖

0 caso contrário,
(B.9)

onde A = LxLy leva em conta a área de normalização do poço quântico.

O módulo quadrado de I1 pode ser escrito de três formas equivalentes [116],

|I1|
2 = (2π)4

{
δ(2)(k′

‖
−k‖−q‖)

}2
(B.10)

=

 A2 se k′
‖
= k‖+ q‖

0 caso contrário
(B.11)

= (2π)2Aδ(2)(k′
‖
−k‖−q‖), (B.12)

sendo a última interessante no cálculo da probabilidade de transição por unidade de tempo.
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Solução da Integral I2 O integrando em I2 pode ser transformado em uma soma de quatro

exponenciais usando sen(x) = [eix
−e−ix]/(2i). Efetuando estas integrais e reorganizando os

termos resultantes, obtemos

I2 =

∫ Lz

0
dzexp(iqzz)sen

(
π`′

Lz
z
)

sen
(
π`
Lz

z
)

=
Lz

2

{
sen(qzLz/2)

cos(qzLz/2)

}
(qzLz/2)

4`′`(qzLz/π)2P

4`′2`2−
[
`′2 + `2− (qzLz/π)2]2

=
Lz

2
F (qz, `, `

′), (B.13)

onde a função sen(· · · ) resulta quando ` e `′ são ambos pares ou ímpares, e a função cos(· · · )

resulta quando ` é par (ímpar) e `′ ímpar (par). P é um fator de fase (Psen = eiqzLz/2 e

Pcos = ieiqzLz/2, de tal forma que, em ambos os casos, |P|2 = 1).

O módulo quadrado de I2 é dado simplesmente por

|I2|
2 =

L2
z

4
|F (qz, `, `

′)|2. (B.14)

Solução da Integral I3 A integral I3 pode ser resolvida em duas etapas. Denotando a

integral que aparece como argumento da segunda exponencial em

I3 =

∫ t

0
dτexp

{
−i

(
ωq−

ωsσ
2

+
Eo`2

}
+
ωsσ′

2
−
Eo`′2

}

)
τ

}
×

×exp
{
−

i
2m∗}

∫ τ

0

[(
}k‖−

|e|
c

A(τ′)
)2
−

(
}k′
‖
−
|e|
c

A(τ′)
)2]

dτ′
}

(B.15)

de I4, temos

I4 = −
i

2m∗}

∫ τ

0

[(
}k‖−

|e|
c

A(τ′)
)2
−

(
}k′
‖
−
|e|
c

A(τ′)
)2]

dτ′

= −
i

2m∗}

∫ τ

0

(
}2k2

‖
−

2}|e|
c

k‖ ·A(τ′) +
e2

c2 A2(τ′)−}2k′2
‖

+
2}|e|

c
k′
‖
·A(τ′)−

e2

c2 A2(τ′)
)

dτ′

= −
i
}

∫ τ

0

}2k2
‖

2m∗
−
}2k′2

‖

2m∗
+
}|e|
m∗c

(
k′
‖
−k‖

)
·A(τ′)

dτ′

= −
i
}

}2k2
‖

2m∗
−
}2k′2

‖

2m∗

τ+
}|e|
m∗c

∫ τ

0

(
k′
‖
−k‖

)
·A0 cos(ωτ′)dτ′


= −

i
}

}2k2
‖

2m∗
−
}2k′2

‖

2m∗

τ+
}|e|
m∗c

(
k′
‖
−k‖

)
·
A0

ω
sen(ωτ′)

∣∣∣∣∣τ
0





B.1 Probabilidade de Transição 124

I4 = −
i
}

}2k2
‖

2m∗
−
}2k′2

‖

2m∗

τ+
}|e|
m∗c

(
k′
‖
−k‖

)
·A0

sen(ωτ)
ω


= −

i
}

}2k2
‖

2m∗
−
}2k′2

‖

2m∗

τ+
λsen(ωτ)

ω


= −

i
}

}2k2
‖

2m∗
−
}2k′2

‖

2m∗

τ− i
(
λ
}ω

)
sen(ωτ), (B.16)

onde A(t) = A0 cos(ωt) e o parâmetro λ é dado por

λ =
}|e|
m∗c

(
k′
‖
−k‖

)
·A0 =

}|e|
m∗c

(
k′
‖
−k‖

)
·

( c
ω

E0

)
=
}|e|

m∗ω

(
k′
‖
−k‖

)
·E0 =

}|e|q‖ ·E0

m∗ω
. (B.17)

Substituindo (B.16) em (B.15), ficamos com:

I3 =

∫ t

0
dτexp

{
−i

(
ωq−

ωsσ
2

+
Eo`2

}
+
ωsσ′

2
−
Eo`′2

}

)
τ

}
×

×exp

− i
}

}2k2
‖

2m∗
−
}2k′2

‖

2m∗

τ− i
(
λ
}ω

)
sen(ωτ)


=

∫ t

0
dτexp

− i
}

}ωq−
}ωsσ

2
+Eo`

2 +
}ωsσ′

2
−Eo`

′2 +
}2k2

‖

2m∗
−
}2k′2

‖

2m∗

τ
×

×exp
{
−i

(
λ
}ω

)
sen(ωτ)

}

=

∫ t

0
dτexp

{
+

i
}

[(
Ek′
‖
`′︷          ︸︸          ︷

}2k′2
‖

2m∗
+Eo`

′2
)
−

( Ek
‖
`︷        ︸︸        ︷

}2k2
‖

2m∗
+Eo`

2
)
−}ωq−

(σ′−σ)}ωs

2

]
τ

}
×

×exp
{
−i

(
λ
}ω

)
sen(ωτ)

}

=

∫ t

0
dτexp

{
+

i
}

[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)}ωs

2

]
τ

}
exp

{
−i

(
λ
}ω

)
sen(ωτ)

}
. (B.18)

A exponencial contento a função seno pode ser expandida em uma série de funções de

Bessel de primeira classe, do tipo (veja, por exemplo, a referência [117], página 363)

e−ixsen(θ) =

+∞∑
n=−∞

Jn(x)e−inθ, (B.19)

onde n é um inteiro. Aplicando esta expansão para a exponencial contendo a função seno em
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(B.18), com θ = ωτ e x = ( λ}ω ), ficamos com

e−i( λ
}ω )sen(ωτ) =

+∞∑
n=−∞

Jn

(
λ
}ω

)
e−inωτ. (B.20)

Então,

I3 =

∫ t

0
dτexp

{
i
}

[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)}ωs

2

]
τ

} +∞∑
n=−∞

n,0

Jn

(
λ
}ω

)
e−inωτ

=

+∞∑
n=−∞

n,0

Jn

(
λ
}ω

)∫ t

0
dτexp

{
i
}

[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq−

(σ′−σ)}ωs

2
−n}ω

]
τ

}

=

+∞∑
n=−∞

n,0

Jn

(
λ
}ω

)
Rn(t)

=

+∞∑
n=−∞

n,0

I3(n), (B.21)

onde n = 0 foi excluído, pois neste caso não há absorção nem emissão de fótons. I3(n) =

Jn
(
λ
}ω

)
Rn(t), com

Rn(t) =

∫ t

0
exp

{ i
}

[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
τ
}

dτ. (B.22)

Assim, podemos escrever o módulo quadrado de I3(n) como

|I3(n)|2 =

∣∣∣∣∣Jn

(
λ
}ω

)
Rn(t)

∣∣∣∣∣2
= J

2
n

(
λ
}ω

)
|Rn(t)|2. (B.23)

Agora, adotando a notação Ω0 =
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
/}, temos

Rn(t) =

∫ t

0
exp(iΩ0τ)dτ =

exp(iΩ0t)−1
iΩ0

=
eiΩ0t/2(eiΩ0t/2

−e−iΩ0t/2)
iΩ0

= eiΩ0t/2 2isen(Ω0t/2)
iΩ0

= eiΩ0t/2 sen(Ω0t/2)
Ω0/2

, (B.24)

e então

|Rn(t)|2 = e−iΩ0t/2eiΩ0t/2 sen2(Ω0t/2)
(Ω0/2)2 =

sen2(Ω0t/2)
(Ω0/2)2

=
sen2[(Ω0/2)t]

(Ω0/2)2 ×
πt
πt

= πt
sen2[t(Ω0/2)]
πt(Ω0/2)2 . (B.25)
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Para um tempo relativamente longo, podemos usar a seguinte aproximação para |Rn(t)|2

|Rn(t)|2 ' πt lim
t→∞

sen2[t(Ω0/2)]
πt(Ω0/2)2

' πtδ(Ω0/2) = 2πtδ(Ω0)

' 2πtδ
{[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
/}

}
' 2π}tδ

[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
t→∞

, (B.26)

onde utilizamos a propriedade δ(ax) =
δ(x)
|a|

e δ(x) = lim
a→∞

sen2(ax)
πax2 (veja, por exemplo, a

referência [118], página 629, equação (A.5)). Portanto, substituindo a equação (B.26) na

equação (B.23), temos

|I3(n)|2 = J
2
n

(
λ
}ω

)
|Rn(t)|2

= 2π}tJ2
n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
. (B.27)

Juntado os resultados das equações (B.12), (B.14) e (B.27), segue que

|I1|
2
|I2|

2
|I3(n)|2 = (2π)2Aδ(2)(k′

‖
−k‖−q‖)× (L2

z/4)|F (qz, `, `
′)|2×

×2π}tJ2
n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
= (2π)3}tA(L2

z/4)|F (qz, `, `
′)|2δ(2)(k′

‖
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×J
2
n

(
λ
}ω

)
δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
. (B.28)

Finalmente, a probabilidade de transição por unidade de tempo, do estado inicial κ para

o estado final κ′, é dada por

|a(κ→ κ′)|2

t
=

+∞∑
n=−∞

n,0

1
t

∣∣∣∣∣− i
}

2C
ALz

I1I2I3(n)
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1
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(−i2)
}2

∣∣∣∣∣ 2C
ALz
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4
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`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
=

+∞∑
n=−∞
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|a(κ→ κ′)|2

t
=

+∞∑
n=−∞

n,0

T(n;κ→ κ′), (B.29)

onde

T(n;κ→ κ′) =
(2π)3

|C|2

}A
|F (qz, `, `

′)|2δ(2)(k′
‖
−k‖−q‖)J2

n

(
λ
}ω

)
×

×δ
[
Ek′
‖
`′ −Ek

‖
`−}ωq− (σ′−σ)}ωs/2−n}ω

]
. (B.30)
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