Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matemaética

Subvariedades tipo-espaco em um espaco de
De Sitter com a curvatura escalar sendo um
multiplo da curvatura média

por

Jairo Gomes da Silva

Brasilia

2011



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de matematica

Subvariedades tipo-espaco em um
espaco de De Sitter com a curvatura
escalar sendo um maultiplo da curvatura
média

Jairo Gomes da Silva *

Dissertagao apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade de Brasilia,
como parte dos requisitos para obtenc¢ao do grau de

MESTRE EM MATEMATICA
Brasilia, 30 de junho de 2011

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Kellcio Oliveira Aratjo - UnB - Orientador

Prof. Dr. Pedro Roitman - MAT/UnB

Prof. Dr. Ezequiel Rodrigues Barbosa - MAT /UFMG

*O autor foi bolsista da Capes durante a elaboracao deste trabalho.



A minha familia, aos meus amigos.



Agradecimentos

Primeiramente e acima de tudo agradeco ao meu Senhor e Deus Jesus Cristo, que aqui
veio e permanece conosco no intuito de fazer "com que tenhamos vida e a tenhamos em
abundancia." Jo 10,10.

Agradego aos meus pais Cinezio e Adelizia, e a todos os meus irmaos que desde sempre
procuram viver em unidade e ajuda mutua, constituindo para todos nés coluna de apoio
e fimeza em nossos projetos.

Agradeco a todos os profesores que tanto contribuiram a minha formacao intelectual,
em especial destaco professores como Edinalva, Carlos e Adilson que acima de tudo acre-
ditaram e trabalharam esta pedra bruta transformando-a em algo de muito valor.

Agradego a todos os amigos que no inicio, durante e final do mestrado tanto fizeram
pelo meu sucesso. Numa amizade desinteressada me possibilitaram atingir metas que
sozinho jamais teria alcancado. Embora nao quisesse citar nomes devido serem muitos os
que passaram pela minha vida durante este tempo, nao posso deixar de mencionar minha
gratidao a Renato, Hudson, Elis Gardel e Monica, a eles minha sincera e mais profunda
gratidao, muito obrigado.

Agradego e com muita satisfagao ao meu orientador Professor Dr. Kellcio Oliveira
Aratjo, que nao mediu esfor¢os em me ajudar a enriquecer tao grande trabalho académico.
O Professor Kellcio além de me ajudar a transpor barreiras no horizonte que por ora
atrapalhava minha visao, também me levou acreditar em mim mesmo e que era possivel
dar um passo a mais sempre que imaginava ter alcancado meu limite. A ele minha
gratidao, pela presenca, pela fé e pelo amor com que conduziu cada etapa deste trabalho.

Enfim, a todas as pessoas, que de alguma forma, me ajudaram a chegar aqui, nesta

fase tao importante em minha vida.



Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a classificagao de subvariedades completas tipo-espaco M"
num espago de De Sitter Sp*7(c) com n > 3 tal que n(n — 1)r = K'H em que r denota
a curvatura escalar normalizada, H # 0 é a curvatura média e £/ > 0 é uma constante.
Admitimos também que o vetor curvatura média normalizado é paralelo e a curvatura
média H atinge o seu méaximo sobre M". Nessas condic¢oes, provamos que M" é totalmente

umbilica ou isométrica ao cilindro hiperbolico H!(sinh r) x S™!(cosh r).

Palavras chave: subvariedades tipo-espaco, espago de De Sitter, curvaturas escalar e

média, totalmente umbilica.
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Abstract

This dissertation, we study the classification of complete space-like submanifolds M™
in a De Sitter space Sp*P(c) with n > 3, such that n(n — 1)r = k'H, where 7 is the
normalized scalar curvature , H # 0 is the mean curvature and &’ > 0 is a constant. We
assume also that the normalized mean curvature vector is parallel and the mean curvature
H obtains its maximum on M™. These conditions, we prove that M™ is totally umbilical

or isometric to a hyperbolic cylinder H'(sinh r) x S" !(cosh r).

Key words: space-like submanifolds, de De Sitter space, scalar and mean curvatures,

totally umbilical.
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Introducao

Considere Q;*P(c) uma variedade semi-riemanniana conexa de dimensao n + p com
curvatura constante ¢ e indice p. Nesse caso, Q)*P(c) é chamada de forma espacial in-
definida de indice p (ou simplesmente forma espacial se p = 0). Seja M"™ uma variedade
diferenciavel imersa em Q;‘*p (¢). M™ é dita ser tipo-espago se a métrica induzida sobre
M™ for positiva definida.

Defina £ como sendo o vetor curvatura média de M" e denote por H = ||£|| a curvatura
média de M™ em Q)*P(c).

Se ¢ > 0, entao, Q;*P(c) é conhecido como Espago de De Sitter e denotado por S (c)

em que

p n+p+1 1
SZ‘HD(C) = {(3717"' 7xn+p+1) c Rz-&-p—f—l/ - ZxZQ + Z 333 _ E} ‘
i=1

Jj=p+1

Em 1977, Goddard [18] conjecturou que hipersuperficies completas tipo-espa¢o no
Espaco de De Sitter S7*!(c) com curvatura média constante sdo totalmente umbilicas.
Em 1987, Akutagawa [2| provou que a conjectura de Goddard é verdadeira para os

seguintes casos:
1. n=2com H? < ¢

2. n=2e M? écompacta,;

4n—1
3. n23comH2<(n—2)c.
n
Em 1991, Cheng [11] estendeu o resultado de Akutagawa para subvariedades num

Espaco de De Sitter. Mais precisamente ele provou o seguinte resultado:



Introducao 2

Teorema 0.1. (Cheng [11]) Seja M™ uma subvariedade completa tipo-espago em S;+P(c)

com vetor curvatura média paralelo. Se
H? <e¢, para n=2

o 4(n—1)

2
H* < 3

c para n > 3,
entao, M™ ¢ totalmente umbilica.

Por outro lado, em 1990, Cheng [8] estudou hipersuperficies tipo-espago em S}*?(c)
tal que a curvatura escalar n(n — 1)R ¢ um multiplo da curvatura média H por uma

constante £ > 0. Ele provou o seguinte teorema:

Teorema 0.2. (Cheng [8])

Seja M™ uma hipersuperficie completa tipo espaco em S?H(c) com curvatura seccional
nao negativa. Se a curvatura escalar v e a curvatura média H de M™ satisfazem r = kH,
em que k = const. > 0 e H atinge mdzimo em M", entao, M"™ € isométrica ao Espago

Fuclideano R™ ou a Esfera S*(¢y), 0 < ¢; < c.

Em 2006, seguindo essa linha de estudo Shu Shichang [29] provou o seguinte teorema:

Teorema 0.3. (Shu [29])

Seja M™ uma hipersuperficie completa tipo-espaco em ST (1) com n > 3. Suponha
que ezista uma constante k' > 0 tal que n(n — 1)R = K'H em que R e H denotam
a curvatura escalar normalizada e a curvatura média, respectivamente. Se a curvatura

média H > 0 atinge um mdzimo sobre M™, entao,

1. se H? < 4(7;;1) em M"™, seque que M™ ¢é totalmente umbilica.

4(n—1 . . . L
2. se H* = % em M"™, seque que M™ € totalmente umbilica ou M™ € isométrica ao

cilindro hiperbélico H'(sinhr) x S™(coshr).

3. se 4(2—51) < H? <1 em M™ e o quadrado da norma da sequnda forma fundamental
|R||? satisfaz ||h]]? < nH? + (By)? ou ||h]|*> > nH? + (B})? em M", entao, M™ é
totalmente umbilica ou € isométrica ao cilindro hiperbolico H' (sinh ) x S"~1(cosh 1),

em que Bfl sao duas raizes reais do polinémio

n(n —2)H

Py(x) = 2% —
(=) n(n —1)

r+n(l— H?). (1)
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Dentre outros, temos pelos textos de Liu [22] e Montiel [24] que hipersuperficies com-

pletas tipo-espaco com curvatura média constante sao dadas por
M"={p € ST™ | sy + -+ pjyy = cosh?r},

comre€Rel <k <n,em que R denota o conjunto dos nimeros reais. Podemos provar
que M™ ¢é isométrica ao produto riemanniano H¥(sinhr) x S" *(coshr) de um espaco
hiperbélico k-dimensional e uma esfera (n— k)-dimensional de raios sinh r e cosh r, respec-
tivamente. M"™ tem k curvaturas principais iguais a cothr e (n — k) curvaturas principais
iguais a tanh r. Portanto, a curvatura média é dada por nH = k cothr+ (n—k) tanhr. Se

k = 1, o produto riemanniano H*(sinhr) x S"~!(coshr) ¢ chamado de cilindro hiperbélico.

Em 2010, seguindo essa linha de generalizagao de resultados para o caso de subvarie-
dades, Cao e Shu [3] estenderam o Teorema 0.3 para o caso da codimensdo ser maior que

1. Essencialmente, eles provaram o seguinte teorema:

Teorema 0.4. (Cao-Shu [3]) Seja M™ uma subvariedade completa tipo-espago num espago
de De Sitter SZ“’(C) com n > 3. Suponha que existe uma constante positiva k' tal que
nin —1)R = kK'H, em que R € a curvatura escalar normalizada e H a curvatura média.
Suponha que o vetor curvatura média normalizado € paralelo e que H atinge seu mdximo
em M™. Entao,

(1) se H? < 4(77:21)0 em M™, seque que M"™ € totalmente umbilica.

(2) se H* = 4(7;1;21)0 em M", seque que M" € totalmente umbilica ou M" € isométrica

ao cilindro hiperbdlico H*(sinhr) x S™!(coshr).

(3) se W < H? < cem M" e o quadrado da norma da sequnda forma fundamental
I satisfaz B2 < nH? + (By(n,p, H)? ou B2 > nH? + (Bj(n,p, H)? em M,
entao, M™ ¢ totalmente umbilica ou M™ € isométrica ao cilindro hiperbélico H'(sinhr) x
S"~Y(coshr), em que m®> = (n — 2)*p + 4(n — 1) e Bi(n,p, H) sdo duas raizes reais

distintas do polinémio

_1x2_ n(n —2) 4 nlc— H?
Pule) = Lt = T H e ), @)

Observagao 0.5. No caso em que p = 1, como m? = (n — 2)*p + 4(n — 1), seque que

m =n. FEntao, nesse caso o Teorema 0.4 se reduz ao Teorema 0.3 apos considerar ¢ = 1.
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Nesta dissertacao, estudamos a demonstracao do Teorema 0.4 visando entender os
fatos e resultados utilizados em cada etapa da sua demonstracao. Nesse sentido, também
discutiremos conceitos e propriedades de Algebra Linear, além de destacar importantes
resultados classicos. Ressaltamos que o leitor devera ter um certo conhecimento sobre o
Método do Referencial Movel.



Capitulo

1

Subvariedades em formas espaciais

semi-riemannianas

Visando estabelecer importantes conceitos e propriedades, introduzimos algumas secoes
que permitirao o entendimento da prova do resultado principal desta dissertagao. Ressalta-

mos que as duas proximas segoes foram baseadas em |7].

1.1 As trés formas espaciais semi-riemannianas

Seja Rg“’ um espaco vetorial real de dimensao n + p munido com um produto interno

de indice p dado por
n-+p

Z TiY; + Z TiYj,

j=p+1
em que x = (21, ,Zpyp) denota um vetor de ]R;”*p . Esse espago vetorial definido dessa

forma é denominado espaco semi-euclideano e a sua curvatura é ¢ = 0.

De maneira analoga, define-se variedades semi-riemannianas S;*”(c) (com ¢ > 0) e

H?*P(c) (com ¢ < 0), da seguinte forma:

n+p+1
1
Sg+p(c):{(x17...’xn+p+1)€RZ+p+1/ Zx + Z 22 _E}

i=p+1

p+1 n+p+1 1
n+ _ TL+P+1
Hp p(C)— ($1,"' 7$n+p+1 pH / Zm + Z x _E .
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Cada uma dessas variedades é chamada de forma espacial indefinida de indice p.
Sp*P(c) é conhecida como espago de De Sitter e H*P(c) ¢ chamada de espago semi-
hiperbolico.

Denotemos por Q;”rp (c) essas trés formas espaciais que s@o variedades semi-riemannianas
completas e conexas de indice p com curvatura constante c¢. Consideremos uma imersao
@ : M" — Qp*P(c) em que M™ denota uma variedade diferenciavel de dimensao n. Essa

imersao é dita tipo-espaco se a métrica de @Z*p(c) induzida sobre M™ for positiva definida.

Conforme dito na introducao, o resultado principal que demonstraremos esta asso-
ciado a subvariedades tipo-espaco imersas em Sgﬂ’ (c), embora a maioria dos resultados

auxiliares serdo provados para o caso geral Q)" (c).

1.2 Preliminares

Seja M™ uma subvariedade conexa tipo-espaco em Q;L“’(c). Podemos escolher um
referencial ortonormal local semi-riemanniano e, es, ..., €,4, definido em QZ“’(C) adap-
tado a M", ou seja, em cada ponto p de M™ tem-se que {ej,es,...,e,} é uma base para

o espaco tangente 7, M. Utilizaremos a seguinte conven¢ao padrao para os indices:
ISA,B,C,STL-}-]?, 1§Z)j7k7§n7 n+1§04a5a%§n+p

Visando nao sobrecarregar a notagao vamos sempre omitir a variacao dos indices e res-
peitar rigorosamente o dominio estabelecido na convencao acima. Agora, considerando
o coreferencial dual {wy, -+ ,wy4,} correspondente desse campo de vetores segue que a

métrica semi-riemanniana de Q7*?(c) ¢ dada por

ds? = g 5,4%24, emquee; =1leeg, = —1.
A

Entao, as equacoes de estrutura de QZ“’ (¢) sao dadas por

dwy = 5 epwap Nwp, wap+wpa =0,
B

1
dwap = g Ecwac N\ wWep — 3 E ecepKapepwe Nwp,
C c.D

Kapep = ceacp(6acdpp — 0apdpe).
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Agora, restringindo essas 1-formas a M™, segue que
we = 0, Va.

Entao, a métrica riemmaniana de M™ é dada por
ds® = E w?.
i

Como 0 = dw,, = Z Wai N\ w;, pelo lema de Cartan podemos escrever

7

Wai = Zh%Wj, h% = h?z (11)
J
Denotemos por h a segunda forma fundamental de M™. Entao,

o «@
h = E hijwiwjea.

a’/[/h]

Sejam &, H e ||h|*, respectivamente o wvetor curvatura média, a curvatura média e o
quadrado da norma da sequnda forma fundamental de M™. Entao, esses conceitos sao

expressos, respectivamente, por

E= ST Hews H =Nl == [STOTHERL bl = Y002

a7l7j

As equagoes de estrutura de M"™ sao dadas por

dwi = E wij A wj, wij + Ldji = O,
J

1
dwij = Zwik VAN Wk — § Z Rijklwk VAN wi.
k k,l

Usando as equacoes de estrutura, podemos obter a equacdo de Gauss

Rijiy = (0651 — 0udjn) — Z( el — hithSy)- (1.2)

«
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As componentes do tensor curvatura de Ricci e a curvatura normalizada escalar R, sao

dadas, respectivamente, por

Ry = c(n—1) Jk—Z(Zh) +Zh o

n(n — 1) (R —¢) = || — n2H>.

As equagoes de estrutura do fibrado normal de M™ sao dadas por

dw, = — Zwaﬁ ANwg, Wag+ wga =0,
B

1
dwag = — Z Way A Wrypg — 5 Z Ramjwi VAN Wiy,
v ¥

em que

Raﬂij = Z(h?mhfn] - h;lmhfnJ

m

A derivada covariante h{;; de hf; satisfaz
> hwr = dh + ) hGwi + > WS — Y W wsa.

Assim, pela diferencia¢do exterior de (1.1), obtemos as equagoes de Codazzi
(63 _ (03 _ (0%
ik = ik = Nigg-

Analogamente, por meio da segunda derivada covariante hi;,; de hf; temos que

ijk

> hSwr = dh + > hfwn + Y By + Y hSwn — > hlwsa.
l l l l J6]

Pela diferenciac@o exterior de (1.6) obtemos as formulas de Ricci, dadas por

ok — P = Z b Rk + Z hS, Rkt + Z hZRaﬁkL
m m B

(1.3)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

O Laplaciano Ah; de hg; é definido por Ahg: = Zh%kk Assim, de (1.7) e (1.8), obtemos
k

Ahf; = Z Pirij + Z Do R + Wi R + > Wiy R

m,k k.0

(1.9)
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No caso em que o vetor curvatura média nunca se anula, ou seja, £ # 0, segue que

entl = 7 ¢ um campo normal de vetores definido globalmente em M"™. Nesse caso,
definimos ||p|]? := Z(h;?rl Hé;)?, |I7])? = Z Z , que sao fungoes que estao
2,7 a>n+1 i,j
definidas globalmente em M™.
Vale a seguinte relacao:
1Al[* = nH? = ||ul* + [I7]*. (1.10)
De fato,
P+ )P = Y (Rt = Ho? + Y Y (b,
i, a>n+1 4,5
- Sl g Y Y08
i, a>n+1 4,5
YU W D D 3PS
i a>n+1 4,5

J
_ Zhn-‘rl 2thn+l+H2zl+ Z Z
a>n+1 i,j
— ZZ 2 _2H(nH) +nH?

= IIhII2 -

Defini¢ao 1.1. Um vetor n normal a M™ é dito paralelo no fibrado normal (ou simples-

mente paralelo) se V+n =0, em que V* denota a conexdo normal de M™ em QP (c).

Observacao 1.2. Se o vetor curvatura média & for paralelo, entdo, a curvatura média

H = ||&|| € constante.

De fato, como X (£,&) = 2(V%£,€) e Vi€ = 0 para qualquer campo X de vetores
tangentes a M", segue que X(¢,&) = 0. Logo, (£,£) é constante donde conclui-se a

veracidade da afirmacao.

Observagao 1.3. Se o vetor curvatura média £ # 0 € paralelo, entao, o vetor curvatura

média normalizado —— ¢ também paralelo.

H€||

De fato, seja X um campo de vetores tangente a M™. Pelas propriedades da conexao

normal V= e pela observacao anterior, note que

13
VL o VL —
el = Hgn5

1
— V% =040 = 0.
e xe X (ufu)5 "
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A reciproca da Observacao 1.3 nem sempre é verdadeira.

Observagao 1.4. Se H # 0, escolhendo e, = %, seque da propria definicao de & que

H" = —tanH - Z Ml —H, H® = —trH Z he =0, Ya>n+1,

(1.11)
em que H, denota a matriz [h%] Entao, seque que trH,, .1 =nH etrH, = 0,YVa >n+1.

Ressaltamos que H* € apenas uma notagao que nao deve ser confundida com H,.



Capitulo

2

Principais resultados utilizados

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados que sao essenciais para
a demonstracao do teorema principal desta dissertacao, além de fornecerem suporte para

o estabelecimento de resultados auxiliares.

2.1 Propriedades sobre o conceito de traco de uma ma-
triz quadrada
Nesta secao, apresentaremos propriedades envolvendo o seguinte conceito:

Definicao 2.1. O traco de uma matriz quadrada A n xXn € a soma dos elementos da sua

diagonal principal. Dessa forma, denotamos
trA = Z Qi

em que a; denota o elemento da i-ésima linha e da i-éstima coluna da matriz A.

O conceito de traco de uma matriz quadrada possui importantes propriedades que
serao utilizadas ao longo do texto. Nesta secao, essas propriedades estao organizadas em

forma de observacao.

Observacao 2.2. Sejam A e B matrizes quadradas n X n. Entao, vale a igualdade

tr(AB) = tr(BA).
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Essa observacao segue diretamente do conceito de traco e esta proposto como exercicio

em [20].

Observacgao 2.3. Sejam A e B matrizes simétricas n X n. Entao, vale a igualdade
tr(AB)? = tr(BA)%.

De fato, denotemos por a;; e b;;, respectivamente, os elementos genéricos das matrizes

A e B. Logo, um elemento genérico da matriz AB é (AB);; = Zaikbkj. Agora, notemos

k
que

(AB)}; =) (AB)ir(AB),; Z (Z a,kb,w) (Z arlblj) = ambiranby.
T ! 7kl
Entao, pela Defini¢ao 2.1, segue que
tr(AB)* =) (AB); = (Z Gikbkrarlbli> = > awbrranby.
i i \rk,l ikl

Por outro lado, temos que

(BA);, = (BA);(BA), Z <Z bzkak,.> (Z brlalj) = biarebuay.

r ! 7kl

Entao, novamente pela Defini¢cao 2.1, temos

tr(BA)? =) (BA); =) <Z bz‘kakrbrlali> = ) biarbua

% 7 rk,l @7k,
- E QLrOi A1 0
i1k,
= E arkbkzazlblra
i1k,

em que na ultima igualdade usamos o fato que as matrizes sao simétricas. Agora, re-

alizando a troca de indices r < i na tltima expressao, concluimos que tr(AB)?* = tr(BA).

Observagao 2.4. Seja M, (R) o espago vetorial real das matrizes n X n sobre o corpo
R. Entao,
N(A) :=tr(AA") >0, V A€ M,,,(R),

em que At denota a transposta da matriz A.
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De fato, seja A € M,,,(R) e considere B = A’. Note que um elemento genérico da

matriz AB é dado por (AB);; = Zaikbkj. Como b;; = a;;, vale a seguinte sequéncia de

k
igualdades

N(A) = tr(AA") = tr(AB) = 3 (AB)i = > (D aibii) = Zalkalk =3 (@)’ = 0.

% % k i,k

2.2 O laplaciano do quadrado da norma da segunda forma

fundamental

O proximo lema exibe a expressao para o laplaciano do quadrado da norma da segunda
forma fundamental de uma subvariedade tipo-espaco imersa numa forma espacial semi-

riemanniana.

Lema 2.5. Seja M"™ uma subvariedade tipo-espago imersa em Qgﬂ’(c). Se o vetor cur-

vatura média for nao nulo, isto é, £ # 0, entao

1
5A||h||2 = ) (b)) Zh”“ (nH); + cn||h||? — en*H? (2.1)
a,i,j,k
— nHZtr (H Hp1) + Y _[tr(HoHg))?
a,B
+ Z N(HoaHﬁ - HﬁHoa>7

a7ﬁ
em que H,, denota a matriz (h;) para todo o e N(A) = tr(AA"), para toda matriz quadrada
A= (CLij).

Demonstracao: Escolha um referencial ortonormal local semi-riemanniano ey, eg, . . ., €n4p

definido em Qgﬂ’(c) adaptado a M", ou seja, em cada ponto p de M"™ tem-se que

{e1,€2,...,€,} é uma base para o espago tangente 7,,M". Considere ainda que e,.1 = I
Por definicao, ||h||* = Z(h%)2 Logo, pela linearidade do operador laplaciano, temos
a7i7j

AllR> =AY (h5)%) =Y Alhg)*. (2:2)

a7l7-] a71’7]

Por outro lado, note que
(48571 = 2h5yh,

ij' ik
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em que k denota o indice da derivada segundo a direcao tangente e;. Calculando a

derivada da tltima relacao na direcao de ey, temos

[(h%)] [Qh'm zyk] [huk Z]k+h1j zykk] 2[( zyk) +h2] zgkk]

Agora, realizando o somatorio em k para obtermos o laplaciano, segue que

A(h%)Q = Z 2{( z]k) + hsh]-

k

Substituindo a tltima rela¢do em (2.2), obtemos

AHhH?:Zij)?:Z(Zz )P ).

a,t,J a,t,]

Note que a relagao anterior pode ser reescrita como

SR = S () + S nang,

0477;7.7 k o 7‘).7

Agora, substituindo a relagao (1.9) na ultima igualdade obtemos

ST UAUD YA DL IES LA
k m,k

a,i,g,k a,i,j
+ D iRk + ) hiﬁkRaﬁjk>
m,k k.5
- S S () + S )
a,i,g,k a,i,] ,i,] m,k
> ong ( Z hmszk;k> + Y b < Z hfkRaﬁjk>
a,i,] a,i,g
= Z Uk Z h kk:zg Z h ngk
a,i,g,k a,i,g,k a,i,j,k,m
+ Z h?ghmszk]k + Z hzg ik (Xﬂjk' (23)
a,i, g, k,m a,B,i,5,k

Para obter a expressao enunciada, provaremos separadamente os seguintes itens:

(i) Z hs; kkz] = thﬂ(”H)ij-

a,i, gk 4,J

(ii) Z s, R = c||h||* — cn2H2+Ztr (H, Hp))? Ztr (H Hg

a,i,g,k,m o,
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(i) > Bgho, R = en||h|)* —cl|hl|* + > tr(HoHgHgHo) —nH > tr(H2Hyp1).

a,i,g,k,m o,
(iv) Y hhgRagn = > tr(HoHgHgH, Ztr (H,Hpg)?.
a,Bi.5.k a,B

(v) 2 tr(H HgHgH,) =2 tr(HsH,)* =Y N(HoHs— HzH.,).
75 a’ﬂ Oéﬁ

Demonstragao de (i):

Notemos que

[N _ n+1 n+1l __ n+1 n+1
E : hij kkij — E :h’ hkkz] E :hzj < § :h’kkw>
a,i,j,k 0,5,k i,J k

pois pela Observagao 1.4 temos que Z hyy, =0, Va € {n+2,--- ;n+ p}. Além disso,
k

como nH = Z h”+1 segue que

(nH)i; = (W5 + -4 i),

em que os indices 7 e j denotam as respectivas derivadas segundo as diregoes ¢; e e;. Logo,

podemos escrever (nH);; = g higs. Portanto,
K

Z h kkz] Zhn+1 nH 1]7

a7l7] k

ou seja, a igualdade do item (i) é valida.
Demonstragao de (ii):

Pela relagao (1.2), temos que

> MR = H ( C(OmjOir; — 5mk5ij)—2(hijhfk—hﬁ hﬂ))

aﬂ:j k ;M Q,Z,] k ,m
= Z h (5mj 61]9 mk(szj Z h h,ﬂnj hlﬁk - h'g hﬁ
a,i,j,k,m o, B,i,5,k,m
_ B 1,8
= ¢ Z hzamhzam —C Z hzozh;lnm + Z h% gmhmkhij
a7l7m a721m a1ﬂ7i?j?k’m

a,B3,i,5,k,m

i)
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Por outro lado, pela definigao de ||h]|? e pela Observagao 1.4 concluimos que
c Z (h$)? —c Z hehe = c||h||* — ecn® H?.
a,i,m a,i,m
Para concluir a demonstragao basta provar as seguintes igualdades:

ST nghg o =" [tr(HaHg)),

Oé,ﬁ,i,j,k,m a”B

> g hijhfk—ztv“(HaHﬁ)Q

a,B,1,5,k,m

Denotemos por A, hﬁ os elementos genéricos das matrizes H, e Hg, respectivamente.

Entdo, um elemento genérico da matriz H,Hz ¢ dado por (H,Hp); Zh hfj Logo,

pela Definicao 2.1, segue

tr(HoHg) = (HaHp)i Z(Zh h§z> Zh WP

i

Consequentemente,
[tr(Ho Hp) )2 (Z h?]hfz> (Z h%kh§m> T
m,k i,5,m,k
= 3 g,
i,j,m,k

em que na ultima igualdade utilizamos o fato que H, e Hz sao matrizes simétricas, além

da comutatividade dos nimeros reais. Agora, realizando o somatorio em « e 3, concluimos

S tr(HoHp)? = > hihg, hi bl

a,B a,B,,5,k,m

que

Por outro lado, seguindo essa mesma linha de raciocinio notemos que

LY, = S H ) z(zh )(zhzwhfj)

= Zh By o Y.

km' mr'trj:
m,k,r
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Agora, pela Defini¢ao 2.1, obtemos que

= S = (zh h%h%h&) S hd e

% m,k,r i,m,k,r

Usando o fato de que as matrizes H, e Hg sao simétricas e trocando k por j e r por k na

altima expressao, segue que

H H/B Z h’ ]m mkhllgz Z hlj mkhﬂ hIB - Z hz hfn]hfk (24)

i,m,j,k i,m,j,k i,m,j,k

Logo, Ztr(HaHg)Q = Z hi; hfwhzﬁk Portanto, esta demonstrada a seguinte

a7g a’ﬁ7i?j7k7m
relagdo conforme enunciado em (ii):

Z h: R Rinije = || h|* — cn2H2+Ztr (H,Hpg))? Ztr (H Hg

a,i,j,k,m o,

Demonstracao de (iii):

Considerando a quarta parcela de (2.3) e usando (1.2), segue que

SR R = Y h%hﬁ‘u( (OOt — Ore0i;) — Z(hﬁ - hikhfj)>
a,i,j,k,m a,i,j,k,m
= ) (h)?—c> (h)?— > h;;h:% (R by, — Bl )
a,i,j a,i,j a,B,i,5,k,m

= cn||h|* —cllBl>+ D SRS h — > hEh ke k.

i7" 'mi’ “mk i7" "mi’ “myj
a,B,1,5,k,m a,B,1,5,k,m

Notemos o que ocorre com a tultima parcela dessa igualdade:

D O S 1 Nt Vs (Zh”“)( > gt

a,B,i,5,k,m a,i,j,k,m a,t,j,m

= nH Z hehe hit!

i7" 'mi'"myg
a7,Lﬂ.]?

em que utilizamos novamente a Observacao 1.4. O tltimo termo da expressao acima pode
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ser escrito como

nH Y hehg et =nH Y tr(HpHy.).

ij' 'mi’ "myj
a71’7.7m

pntl

De fato, sejam hg; e os elementos genéricos das matrizes H, e H,.1, respecti-

vamente. Entao, (H2);; = E hhy;. De forma andloga, um termo genérico da matriz
H2H, ., é dado por

(HiHn—‘rl)ij - Z(Ho%)zm n+1 Z (Zh ) hn+1 Zh?k: (I:mhrril—’j_l
m m,k

Logo, pela Definicao 2.1, temos que
) = S0t )= 3 (St ) = S
i i,m,k

Agora, realizando o somatorio em « e usando o fato de que as matrizes H, e H, 1 sao

simétricas, obtemos
2 _ « n+1 n—i—l apa pntl
§ :tr(HaHn-H) - E : hz h E : hkz mk E : hmhmzhm] )
« a,i,m,k a,i,m,k a,j,m,i

em que na ultima igualdade trocamos ¢ por j e k por i.

Por outro lado, vale a seguinte igualdade

> hghghh b= tr(HoHgHgH,).

i7" "mi' "mk

a7ﬂ7i7j7k7m 04“8
De fato, um elemento genérico da matriz H,Hg ¢ dado por (H,Hg);j Zh h’,f]
Analogamente, temos (HgH,); thmh%j Logo, um elemento genérico da matriz

H,HzHgH, ¢ dado por

(HaHgHgHo)ij = Y (HaHp)ir(HsHa)ys

T

- X () (S, ) - X wntae,

r.k,m
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Consequentemente, o traco dessa matriz é dado por

tr(HoHgHgHo) = > (HoHgHgHy)i = Y hiuhy bl b,

i ir.k,m

Agora, realizando o somatorio em « e 3 e usando o fato que as matrizes H, e Hg sao

simétricas, temos

> tr(HoHgHgHo) = Y hGhihl, he,
o, a,B,1,r,k,m
= > hghonl B,
a,B,i,r.k,m

= Z he he b2 b

mi' “mr'rk
a,B,i,r.k,m

= > B by, (2.5)
a,fB,i,k,j,m

em que na ultima igualdade trocamos r por k e k por j. Portanto, concluimos que

> BhG, R = enl|[B|)* = cl|bl]* + ) tr(HoHgHgH,) —nHZtr H?H, ),

a,i,g,k,m a,f

ou seja, vale a relagao afirmada em (iii).
Demonstragao de (iv):

Devemos provar que:

S B R = X tr(HL ) — 3 tr ()
7/3717.7 k Ol,ﬂ

Lembremos da relagao (1.5), ou seja,

Raﬁij = Z(h?mhgw - h;lmhg@J

m

Entao, usando essa relacao concluimos que

Z hzy ik Ofﬁjk = Z h%hzﬁk(z h?mhglk gmhgz])>

a ﬁ 7/7]7 7ﬁ7 ,J, k
_ B B B
D DR N ) S T A

7/377]km 7/377]km
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Por outro lado, valem as seguintes igualdades:

> hghhS o = tr(HoHgHpH,),

a7B’i’j’k’m aﬂ[g

> hgHhg by = tr(HoHp)®.
a,B

a,B,1,5,k,m

De fato, pelas igualdades (2.5) e (2.4), respectivamente, temos que

> tr(HoHgHgHo) = Y h&hohl by
a7ﬁ a7ﬁ7i7k7j7m
B
= Z h%hkjhfnkhg@i
a7/67i7k:7j7m

= Z heh? BY he . (troque i « §)

i7" gk Ykm’ "mi
a7/67i7k:7j7m

_ arfB 18 1«
= Z il Py P

a7/37i7j7k7m

o apBra 18
= Z (S TLAN D

a?ﬁIihj?k?m

STtr(HoHg) = > bbb b
.,

a?ﬂ7i7j7k7m

- Z h%’ hfk hgm hij :

a?ﬂ7iijik7m

Portanto, o item (iv) esta provado.

Agora, a partir das igualdades (i), (ii), (iii) e (iv), podemos escrever

]' « n
§A||h||2 = Z (hijk>2 + Z hifl(”H)ij
a,i,j,k 1,7
+ellhl|* = en?H? + 3 [tr(HoHp)? =Y tr(HoHg)®
a3 a,B
+enl| b)) = | h|l? + Y tr(HoHgHgHy) —nH Y tr(H2H,.1)
o, «
+> tr(HoHgHgHy) — Y tr(HoHg)*.
a,f a,B
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Notemos que a expressao anterior pode ser reescrita como:

1
ZA 2
SAlIA

Assim, pela igualdade (v),

1
AR =
SAl0

Z k) Zh”“ (nH)y + en||h||* — en*H?

a,i,j,k
—nHZtr (H? Hn+1 + Z [tr(H, Hpg))?
a,B
—i-QZtr(HaHﬁHﬁHa — 2 tr(HaHp)™.
a,8 a8

obtemos a expressao desejada, ou seja, concluimos que:

Z R Zh"“ (nH);j + cn||h||* — en*H?

a,i,j,k
- nHZtr H2 Hy1) + Y [tr(HoHp))?
a3
+ ZN(HaHg — HgH,).
a,B

Demonstracao de (v): Pela defini¢do de N, segue que:

> N(HoHg — HgH,)
a7ﬂ

= N tr((HoHs — HyH,)(HoHy — HH,)')

a?/B

= Y tr((HaHy — HyHo)((HoHy)' — (HsHo)"))

o,
— gﬁ: tr((HoHg — HyHo)((Hp)'(Ha)' — (Ha)'(Hp)"))
— i;tr((HaHﬁ — HgH,)(HgH, — HaHﬁ))
— itr (HoHgHgHo — (HgHo)? — (HoHp)® + HgHo Ho Hp)
o,
= Y tr(H HsHgH, Ztr HsH,
o,
> tr(H,Hg)? + Ztr HyH, H,Hg)
a,p .

= 2 tr(H,HgHgH,) — 2> tr(HsH,)".

o, o,
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Portanto, temos que

2> tr(HoHgHgHo) =2 tr(HgHo)? =Y  N(HoHg — HgH,),
a,B Ne] o,

ou seja, a igualdade (v) é verdadeira. Isso encerra a demonstragao.

2.3 Importante lema envolvendo matrizes simétricas

O seguinte lema ¢ um resultado amplamente utilizado e sua demonstragao pode ser

encontrada em [28].

Lema 2.6. Sejam A, B matrizes simétricas nxn satisfazendo AB = BA etrA =trB = 0.

Entao, vale a desigualdade

n—2
Vvn(n—1)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (n — 1) dos autovalores x; de A e os

Itr A2B| < (trA%)(tr B2)V2, (2.6)

, (trA2)1/2
correspondentes autovalores y; de B satisfazem |z;| = ﬁ, iy > 0, y =
n(n —
(trBZ)l/2 < (1&7"32)1/2 )
- (resp. Yy = ————— .
n(n—1) n(n —1)

2.4 Principio do Maximo para um operador linear elip-
tico
Um operador diferencial parcial de segunda ordem e linear L tem a forma
Llu](z) = Z a;;(z)ui;(z) + Z bp(z)ug(x) + c(z)u(z), x € Q,
irj k
em que a;; = aj;, by, e ¢ sdo fungdes continuas e x = (xy,...,x,) pertence a um dominio
Q em R", n > 2. Assumimos u € C?*(9).

Definig¢ao 2.7. O operador L € dito eliptico em x € Q se a matriz simétrica |a;j(x)] €
positiva definida; € dito eliptico em ), se for eliptico em cada ponto de €); € chamado
de uniformemente eliptico em ), se a fungao A/X € limitada em Q, em que A(x) >0 e

A(x) > 0 denotam o maior e o menor dos autovalores da matriz positiva definida [a;;(x)].
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Temos o seguinte teorema:

Teorema 2.8. (O principio do mdzimo de E. Hopf) Seja @ C R™ um aberto conexo.
Considere um operador L uniformemente eliptico em  com ¢ =0 e u € C*(Q) N C(NQ).

Se Lu >0 em Q e u atinge mdzximo em €2, entdo, u € constante em ().

Demonstragao: Ver [17].

2.5 Reducao de codimensao

Dada uma imersao isométrica x : M" — Mn+p(c), em qual situagao existe uma subva-
riedade propria totalmente geodésica N de Mmp(c) tal que z(M™) C N? Para responder
essa pergunta apresentaremos um resultado provado por Erbacher [15]. Primeiramente,

considere a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.9. O primeiro espag¢o normal Ni(x) é o complemento ortogonal de
{6 € TFM/A: =0} em T;M"

Teorema 2.10. (Erbacher [15]) Se o primeiro espa¢o normal Ny(x) € invariante por
translacao paralela com respeito a conexao do fibrado normal e, | € a dimensdo constante
de Ny, entdo, existe uma subvariedade totalmente geodésica N™* de Mnﬂ)(c) de dimensao
n+1 tal que x(M™) C N"*.



Capitulo

3

Teorema Principal

Neste capitulo, demonstraremos alguns resultados auxiliares para gerar subsidios para

a demonstracao do teorema principal. Primeiramente, considere a seguinte observacao:

Observagao 3.1. Vale a sequinte relagao
AH? =2HAH +2|VH. (3.1)

De fato, pela Observacao 1.4 temos H? = < Z h”“) Denotemos por k a derivada

na direcao de e;. Entao, temos que
[( Z hn+1) :| _ 2_ Z hn+lh?z-]1;_1'
Derivando novamente,

Gl - [%Zh"“hﬁﬂk

% 7
1
o +1 +17n+1
= 2[5 >+ Zh" k|
Agora, realizando o somatorio em k obtemos que

AH? =2|VH|* + 2HAH.
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3.1 O operador L] associado a um tensor simétrico

Seja T = Z T}jw;w; um tensor simétrico sobre M™ definido por T;; = nHd;; — h?j“.
Y]
De acordo com Cheng-Yau [10], introduzimos um operador [J associado a T agindo sobre

f € C? por
Z ifi =Y (nHéy — B5) fy,
,J

em que 7 e j no termo f;; denotam as derivadas nas direcoes e; e e;, respectivamente.

Agora, notemos que

O(nH) = }:mH@,—@ymeyj

1]

= Y (n’Hé;Hy) Zh"“ (nH)y;

i,
= n’HAH =) h?jﬂ(nH)ij. (3.2)

.3

Por outro lado, pela relagao (3.1), temos que AH? = 2HAH +2|V H|?. Logo, podemos
escrever

1
HAH = §AH2 —|VH?.
Multiplicando a igualdade anterior por n?, obtemos

1

n*HAH = §n2AH2 —n?|VH.

Substituindo essa igualdade em (3.2), concluimos que

1
O(nH) = 5n?AH? n?|VH|? — Zh"“ (nH),; (3.3)

Por outro lado, pela relagao (1.3) vale n(n — 1)R = n(n — 1)c + ||h||*> — n?H?. Entao,
aplicando o laplaciano nessa relacao, segue que

n(n —1)AR = Al|h||* — A(n*H?),

ou seja,
n*AH? = Al|h||* — n(n — 1)AR.
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Substituindo essa tltima relagao em (3.3), concluimos que

1 1
O(nH) = 5A||h||2 — 5n(n—1)AR - n’|VH> = " hit (nH),;. (3.4)

(2]
Usando um método similar ao que se encontra em |[8|, provaremos o seguinte resultado:

Proposicao 3.2. Seja M™ uma subvariedade tipo-espago num espaco de De Sitter Sg+p(c).
Suponha que existe uma constante positiva k' tal que n(n—1)R = k'H, em que R € a cur-
vatura escalar normalizada e H a curvatura média. Entao, o operador L = O+ (k' /2n)A

€ elipticoe R >0 e H > 0.

Demonstragao: Pela propria defini¢ao segue que H > 0. Como k' > 0, por hipotese
devemos ter a curvatura escalar satisfazendo n(n —1)R > 0. Utilizando (1.3), concluimos

que

|hl? = n(n—1)R—n(n—1)c+n*H?
= KH—n(n—1)c+n’H> (3.5)

Suponha, por absurdo, que existe p € M" tal que R(p) = 0. Logo, H(p) = 0. Conse-
quentemente, por (3.5) temos que ||A||*(p) + n(n — 1)c = 0, ou seja, um absurdo porque
¢ > 0. Logo, devemos ter R > 0e H >0 em M™".

Agora, escolha um referencial ortonormal local semi-riemanniano ey, e, . . ., €, definido
em S)*7(c) adaptado a M", ou seja, em cada ponto p de M™ tem-se que {ey,ez,...,¢€,}
¢ uma base para o espago tangente 7,M™. Suponha ainda que e, = % Para cada
i, ou seja, hi; = Afd;;. Lembre
que valem as relacoes nH = Z R e Z hy: =0 paran+2 < a < n+ p (conforme a

« fixado, considere a forma diagonalizada da matriz h
ii

Observagao 1.4). Usando (3.5) e considerando qualquer 4, concluimos que

1
nH — N+ K 2n = Z AL NPT 4 B [I]? + n(n —1)c = n*H?](nH)™" (3.6
J
n n 1 « —
Z)\j+1 — APt 4 5[2(/\]-)2 +n(n—1)c— (nH)*|(nH)™",

J a,j

em que na ultima igualdade usamos que

IRlP = (h)? = (Afe)* = D _(A)™.

] %, @]
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Entao, podemos escrever

nH =N 4K 2n > Y-
J
1

5[0 e = e = QON ()

= [nH Y N - A
J
1 n+1\2 1 1 n+1\2 -1
3 2N 4 gl — e~ 5(; X2 ()

= [(Z )\?+1)2 . )\;htl(z )\}Hl)} (nH)—l (3.7)

1

+§[Z(A?“)2 - (Z A2 (nH) T 4 %n(n — De(nH)™

Por outro lado, notemos que

Z(}\;L—H)Q _ (Z )\?—&—1)2 _ ()\?+1)2 4t ()‘ZH)Z _ ()\711—1—1 4t )‘Z+1)2
J J
— ()\711+1)2 N ()‘Z+1)2
_ [(}\711+1)2 b (2 Z A?+1>\?+1i|

1]
- n+1lyn+1
= =D NI

I
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Substituindo a dltima igualdade em (3.7), obtemos
nH =N 4 k20 > (OO X2 = A O A

1 ntln 1 _
-5 Z)\l A 4 §n(n —1)c](nH)™

1]
_ [Z()\n-{—l + Z )\n+1)\n+1 )\n—i—l Z /\n+1
J I#j
1
n+1yn+1 —1
- 5 Z)\l PN on(n - 1)c](nH)
I#]
_ [Z )\n-i-l Z )\n-i-l)\n-i-l
J l#J
1
)\?H(Z AT+ §n(n —1)c](nH)™
J
= [Z(/\;L+1)2 + ()\;_14—1)2
j¢i
1 1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1yn+1
2)\2 Z)\l + 5N ij +§Z)\l Al
l#1 JF# I#5
l,j#i
1
_()\?4-1)2 o )\;H-l Z )\;H-l + 571(71 o 1)0] (nH)—l
J#i
1
_ [Z(/\nJrl Z /\n+1)\n+1 + 2n(n - 1) ](nH)il
JF#i l#]
l,jF#i

Agora, analisemos o segundo termo dessa tltima igualdade:

Z )\ZVL+1)\;L+1 _ Z /\;&1)\;&1 o Z )\;1+1)\;1+1 o Z )\?Jrl)\;wrl

I#]. I#] I#i J#
l,j#1
_ Z )\n—i-l Z )\n—i-l Z )\n—i-l)\n—i-l Z )\n—i-l)\n—i-l
l#i J#i
_ _Z )\n+1 /\n+1) /\?-&-1 + Z}\;}+1)2
J#i J#
Y -3 g
I#i i

_ _Z )\n-i—l Z)\n—i—l

J#i JFi
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Retornando & desigualdade anterior temos que

nH =N 4k 2n > [ () + Z AT ;n(n — 1)c|(nH)™?
jF#i 1753
Lj#
— [Z(/\;H—l)? _ %Z n+1 Z )\n—i-l
i i i
—l—%n(n —1)c|(nH)™!
— %[Z(A}”l)z + (Z )\?’Ll)z +n(n—1)c|(nH)™" > 0.
JFi JF
Logo,

nH — X\ 4 K /2n > 0,V 4,

ou seja, concluimos que todo elemento da diagonal da matriz diagonalizada do operador

L é positivo. Portanto, L é um operador eliptico. [ |

O seguinte lema afirma que sob as mesmas condigoes do resultado anterior, se a cur-

vatura média H for limitada em M", entao, L é um operador uniformemente eliptico.

Lema 3.3. Seja M"™ wuma subvariedade tipo-espaco num espag¢o de De Sitter SZJ’I’(C).
Suponha que existe uma constante positiva k' tal que n(n — 1)R = K'H, em que R € a
curvatura escalar normalizada e H a curvatura média. Suponha que a curvatura média

H ¢é limitada sobre M™. Entao, o operador L = O+ (k' /2n)A € uniformemente eliptico.

Demonstracgao: Conforme realizado na demonstragao anterior, para cada « considere a
matriz diagonalizada hf; = A#d;;. Como H & limitada, existe C' > 0 tal que H(p) < C,

Vp € M™. Retornemos ao tltimo termo da demonstracao acima e notemos que

(nH — AP+ K /2n) > ! D2+ QMY 4 n(n — 1)e] (nH) ™!

214
J#i J#
1
> §[n(n —1)c|(nH)™*
(n—1c _ (n—1)c
= > =:
o~ a0 M7l

em que ji, ¢ uma constante positiva. Logo, pela Definicao 2.7, L é uniformemente eliptico.
[ |
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3.2 Uma desigualdade num espaco de De Sitter

Na demonstragao da proxima proposi¢ao, usaremos os seguintes lemas de Algebra

Linear:

Lema 3.4. Seja M,,«,(R) o espaco vetorial real das matrizes m x n sobre o corpo R.

Entao, M, x,(R) pode ser munido com wm produto interno dado por
(A,B) =tr(B'A), V A, B € M,,x,(R). (3.8)

Para mais informagoes sobre esse lema consulte [19]. Sua importancia consistira em
possibilitar o uso da Desigualdade de Schwarz na prova de uma desigualdade na demons-

tracao da préxima proposicao.

Lema 3.5. (Desigualdade de Schwarz) Seja E um espago vetorial real munido com um

produto interno. Entao, vale
[(u, )] < [ull [[v]l, Vu,v € E.

Além disso ocorre a igualdade se, e somente se, os vetores u e v sao linearmente depen-

dentes.

Demonstracao: Ver [20]. [ ]

Agora, temos condi¢oes de provar a seguinte proposicao:

Proposicgao 3.6. Seja M™ uma subvariedade tipo-espago num espago de De Sitter Sg*p(c).
Suponha que existe uma constante positiva k' tal que n(n — 1)R = K'H, em que R € a

curvatura escalar normalizada e H a curvatura média. Entao, ||Vh|* > n?||VH|?.

Demonstragao:
Escolha um referencial ortonormal local semi-riemanniano ey, ey, . .., €,4, definido em
S;*P(c) adaptado a M", ou seja, em cada ponto p de M™ tem-se que {ej,ez,...,e,} &

uma base para o espaco tangente 7,M". Para cada o, considere a forma diagonalizada

ou seja, hy = Ad;;. Notemos que [[h* = Z(h%f = Z()\f‘)Q # 0. De
a,t,j Qi

fato, se ||h||* = Z(A?)Q = 0 em algum p € M", entao, \} =0, Vi, em p. O que implica

a,l

H(p) =0e R(p) = 0. Nesse caso, por (1.3) teriamos —n(n — 1)c = 0, um absurdo.

da matriz hg,
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Por outro lado, como vale (1.3) e por hipotese temos n(n — 1)R = k'H, concluimos que
KH=n(n—1)c+ ||h||* —n?H?. Logo,

K(V:H) = V(n(n—1)c+|h|]> —n*H?)
= Vi()_(hy)?) = Vi(n*H?)

a,k,j

= ) 2hgh, — 20’ HV,H.

a,k,j

Agora, colocando em evidéncia o termo V;H no primeiro membro, elevando ao quadrado

e realizando o somatoério em 7, podemos escrever

k/

iy VI = 3 (Y hh)’
% a,k,j
Por outro lado, vale Z Z hi ;i) < (Z(h?]f) ( Z (hix) ) De fato, considere-
7 a,k,j a,t,j a,i,jg,k
mos a matriz V;H, dada por
h(llli htllZi ce h?nl
VH _ hgli hg% c h'gm
h’zlz thz Tt h’zm
Assim, conforme (3.8), segue que
<viHa7 Ha> =1tr (( Z ha hgjl

Agora, pela desigualdade de Schwarz, concluimos que

[(Ha, Villa)|” = Izha hisl* < | HalPIIViHol* = (Ha, Ha) (ViHa, ViHa),

o que implica pelas proprias defini¢oes

Zhﬂ )t < (0)?) (2 0).
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Realizando o somatoério em «, segue que

(S < S [(S) (S )] < () (S o)

ed k,j »J a,k,j a,k,j

Realizando o somatoério em ¢, obtemos a seguinte desigualdade

S ()t < (o) (X ti?)

i a,k,j i a,k,j a,k,j

= (o) (X 002

a,k,j a,k, g

= () (X me?),

o,,J a,i,5,k
conforme desejado. Como (Z(h%f)( Z (hix) ) = ||R|I*[IVA|?, obtemos
Q,i,j a,1,5,k

/

(5 +n HP(IVH|® < [RPIVA,

ou de forma equivalente
k,/
IRIFIVAIP = (5 +n*H)[VHP.

Logo, pela desigualdade anterior concluimos que

| =2

(VAP =n?[VHIP)[A* > [(5 +n*H)? = n?|h)?] | VH?

(\]

_ [(k/’4> +kl 2H—|—n4H2 2||h||2]||VH||2

/2
e e W A 2°1

[(’f’)2

+n?(n(n — e+ [l* = [[RIH)]IVH|
~—— +n’(n—1)]||VH|?* > 0.
Assim, devemos ter ||Vh|]? —n?||[VH|? > 0. Portanto, temos que

IVh? > n®||VH]|?,

como queriamos demonstrar. |



3.3 Propriedades e Lema Auxiliar 33

3.3 Propriedades e Lema Auxiliar

Baseando em [7], consideremos o seguinte tensor simétrico

o «
P = g @ijwiwjea,

a77/7]

em que O, = h; — H%;; e H* esta definido conforme a Observagao 1.4. Notemos que

®“ possui traco nulo e valem as seguintes igualdades

N(®%) = N(Ha) — n(H)?,
(@ =) N(@) = ||hl* - nH?, (3.9)

em que ®* denota a matriz [®f].
Daqui pra frente, vamos supor que o vetor curtatura média normalizado = de M" é
paralelo. Entao, escolhendo um referencial ortonormal local {ey, €3, - - - , €54} cOm €, 11 =

T temos que e, 1 torna-se o vetor curvatura média normalizado paralelo em cada ponto
p € M™. A partir dessa escolha e da Observacao 1.4, provaremos a validade das seguintes

relagoes:

Hn+1Ha = HaHnJrla Vo ( )
Qi = hit — Hy, (3.11)
N(®™Y) = tr(®"*)? = tr(Hy1)® —nH? = N(H,11) — nH?, (3.12)
tr(Hp1)? = tr(®"tH)3 + SHN (™) + nH?, (3.13)
o =he, N(®)=N(H,), a>n+2 (3.14)

ij)
De fato, a igualdade (3.10) é valida pela seguinte observagao:

Observagao 3.7. Seja M™ uma subvariedade tipo-espago imersa em Qp*P(c). Suponha

que o vetor curvatura média normalizado seja paralelo e considere e, 1 = I Entao,

Wnita = 0, Ya. Além disso, vale H,,1H, = H,H, 1, Va.

Com efeito, dado qualquer campo X de vetores tangentes a M™ vale w,,1,(X) =
(Vx€ni1,€a). Agora, pela Definigao 1.1 segue que wy,114(X) = 0 (0 que prova a primeira

conclusao da afirmacao). Logo, dw,i1o = 0, Ya. Por outro lado, lembremos da equagao
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(1.4), isto é,
1
dwaﬁ = — E Wary A Wyp — 5 E Raﬁi]’wi VAN Wy

vy (2]

Agora, tomando @ = n 4+ 1 na equagao acima, esta se reduz a

1
—5 Z Rn+1giju)i VAN Ww; = 0

2%
que implica em R, 113;; = 0. Dai pela equagao (1.5) concluimos que

> (R ) = BT R) = 0.
l

Logo, considerando o elemento genérico 77 na representacao matricial, podemos escrever

(HnsiHp)ij = Y Wigthiy =3 W5 =3 hahis™ = (HgHni1)i,
! ! l

em que também usamos o fato que as matrizes H,,1 e Hg sao simétricas. Portanto, segue

que H,1Hg = HgH, 1, V(3. Isso conclui a prova da Observagao 3.7.

Por outro lado, por definigao ®¢; = b, — H%;5. Se a = n + 1, pela Observagao 1.4
segue que (ID?jH = h?;“l — Ho;;. Agora, se @ > n + 1, ainda pela Observacao 1.4 temos
H* = 0. Entao, segue que ®¢; = hf;, Vo > n+ 2. Portanto, as relagoes (3.11) e (3.14) sao
validas.

Para provar a rela¢ao (3.12), notemos que

N(q)n+1> _ tr(q)nJrl(q)nJrl)t) — t?“(q)n+1)2 — tr(HnJrl _ H[)2
- tr((HnH)Q —OHH, I + HQI) = tr(Hpr)? — 2H(nH) + H?n
= tr(Hp,1)* —2nH?* + nH?> = N(H, 1) — nH".
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Para provar a relagao (3.13), vejamos:

tr(Ho1)® = tr(®"™ + HI)?
- tr<(q>"+1 +3H(O"2T + 3H2OM? + H3I3>
= tr(®")? + 3Htr(®")? + 3H*tr (@™ + H3tr(I)
= tr(®")? + 3HN (") + 3H*(nH — nH) + H*n
= tr(®")? + 3SHN(®") + nH>.

Portanto, todas as relacoes enunciadas acima sao verdadeiras. Antes de demonstrar o

proximo resultado, considere a seguinte observacgao:

Observacao 3.8. Vule a sequinte desigualdade

S (@) > ]19|c1>|4. (3.15)

a75

De fato, como |®|* = ZN(@O‘) segue que

! = Bl = (- N(@)) (D N(@h)).

B

Logo,
@f = N(@")D N(@) + N@2) Y N(@F) + -+ N(@"7) ) N(@”)
= Y N(@")N() +ZN ¢”+§)N(c1>ﬂ) ---+ZN <1>”+:)N(c1>ﬁ)
< Y N(@)N (%) +ZN (7N +ZN (7N
= pﬁzﬁ:[N(q’
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Portanto, |®|* < pz . Por outro lado, observemos que
B
S (@) = Y [r(@°d7)P+2 Y [tr(@" 7)) + [tr(@"))
a,3 a,0>n+1 B>n+1
> Z [tT((I)a)Q]2+[tT’(CI)n+1)2]2
a>n+1
= D IN@)P +[N@)
a>n+1

= D IN(@")2

o

Dessa forma, concluimos que

|D[* < pz 2<p) [tr(@ef)?,

a8

como queriamos demonstrar.

Agora, passemos a demonstrar o seguinte lema:

Lema 3.9. Seja M"™ uma subvariedade tipo-espaco imersa em QZ”(C). Se o vetor cur-

vatura média for nao nulo, isto €, £ # 0, entao, vale a desigualdade

1
GO = 32 (5074 Y ) nle = o (3.16)
a,i,j,k
— nHZtT )20 ) (97072,
a,B
Demonstracgao:

Pelo Lema 2.5, temos que

1 n
FAlRIE = > () Zh“ (nH)ij + ne(||R]|* — nH?)

a,i,j,k
- nHZtr (H2H, 1)+ Y _[tr(HoHpg))?
a,f
+ Y N(H.Hs— HgH,).
a7ﬁ
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Agora, usando as relagoes (3.9), (3.11) e (3.14), obtemos

1
5A||h||2 = ) (hey)? Zh"“ (nH);j + nc|®|?

a,i,j,k
— nHtr(HnH) —nH Y (@)@ + HI) + Y [tr(@°9%))
a>n+1 a,B>n+1
+ 2 ) [tr(@X(@"T 4+ HI) P + [tr(H2,)* + > N(HoHy — HgH.,).
a>n+1 a,f

Substituindo (3.13) no lugar de tr(H,)* acima, temos

1
§A||h||2 = Z an) Zh”“ (nH);j + nc|®|?

_ nH(tr(q)”“) + 3Htr(®")* + nH?)
— ol Y (@92 + H(0)?) + Y [tr(@0f))?

a>n+1 a,B>n+1

+ 2 ) [r(@°0" 4+ HO) + [tr(H )

a>n+1

+ Y N(H.Hs— HzH,).
a?ﬂ

Agrupando novamente esses termos e substituindo (3.12) em [tr(H7,,)]?, temos

1
GO = 3 U+ LBt + el

a,i,jk

— nH(tr(q)"+1 - Z tr((@*)?@")) — 3nHtr(@")?

a>n+1

— n’H'—nH? > (@) + ) [tr(@°))

a>n+1 a,B>n+1
+ 2 ) (PR + Hir(9%)] + [tr(®"H)? + nH?P?
a>n+1
+ Y N(H.Hs — HgH,).
a7B

Como tr(®*) = 0, temos que 2 Z [tr(®*®" ) + Hir(®*))* = 2 Z [tr(D*D™T1)]2.

a>n+1 a>n+1
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Entao, apos reagrupar alguns termos podemos escrever

1
§A]|h“2 = Z o)’ Zh”“ (nH);j + nc|®|?

a,i,j,k

- nHZtr ((@*)*@" ") —n’H* + (tr(CID"H)Q)2 + 2nH tr(®"1)?

+ nPHY = 3nHr(@")2 —nH? D (@) 4 ) [tr(9°0F)]?
a>n+1 a,f>n+1
+ 2 Y [r(@ ) + ST N(HLHy — HaH,)
a>n+1 a,B
= 3 ()P + Z i (nH )y + ne| @[>+ _[tr(@°0%))?
a,i, g,k o,
— nHY tr((@)20") — nH(tr(Q")? 4+ ) tr(9Y)?)
a>n—+1
+ Y N(H,Hz— HzH.,).
a3

Pela Observacao 2.4, temos que N(H,Hz — HBHQ) > 0,Va, 3.
Como tr(®"1)2 + Z tr(®*)? Ztr (@*)? = |®|*, podemos concluir que

a>n+1

1
SAIRIT = D (RS +Zhn+1 (nH)i; + nc|®|?

a,i,j,k
+ ) [t <I>0‘<I>ﬁ)] —nH Y tr((®")°"") — nH?|2|?,
a,

e, portanto,

1 2 ntl( 2\ (6 |2
SAIRIE = Y (k) +Zh+ (nH)i; +n(c — H7)|D|

a,i,j,k
- nHZtr ((@*)2@"H) + ) [tr(@0”))?
a,B

como queriamos demonstrar.
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3.4 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta secao, provaremos o principal resultado deste trabalho que consiste na demons-

tragao do teorema que generaliza o Teorema 0.3:

Teorema 3.10. (Cao-Shu [3]) Seja M™ uma subvariedade completa tipo-espaco num es-
paco de De Sitter Sg*p(c) com n > 3. Suponha que existe uma constante positiva k' tal
que n(n — 1)R = K'H, em que R € a curvatura escalar normalizada e H a curvatura
média. Suponha que o vetor curvatura média normalizado € paralelo e que H atinge seu
mdximo em M"™. Entao,

(1) se H* < 4(%;21)0 em M", seque que M" € totalmente umbilica.

(2) se H? = 4("m—721)c em M", seque que M™ ¢é totalmente umbilica ou M™ € isométrica
ao cilindro hiperbélico H'(sinhr) x S"~!(coshr).

(3) se 4("m—_21)c < H?* < cem M" e o quadrado da norma da sequnda forma fundamental
|R||? satisfaz ||h]|?* < nH? 4+ (By(n,p, H))? ou |h||> > nH?* + (B};(n,p, H))*> em M",
entao, M™ € totalmente umbilica ou M™ € isométrica ao cilindro hiperbélico H'(sinhr) x
S~ Y(coshr), em que m®> = (n — 2)*p + 4(n — 1) e BE(n,p, H) sdo duas raizes reais

distintas do polinémio

1 -2
Py(z) = —2* — MHx—i—n(c—HZ). (3.17)
p n(n —1)
Demonstracao: Escolha um referencial ortonormal local semi-riemanniano ey, eg, . . ., €n4p

definido em S)7(c) adaptado a M", ou seja, em cada ponto p de M"™ tem-se que {e; , e,

.., €, } € uma base para o espago tangente 7,M™. Consideremos ainda que e, = —.

H
Agora, definamos o seguinte tensor simétrico
[0
¢ = E Priwiw;eq,
a7i7j
em que ®F = hf — H*;; e H" estd definido conforme a Observagao 1.4. Como o

vetor curvatura média normalizado é paralelo temos que H,H, 1 = H,1H,, Ya (pela
Observagao 3.7). Logo, pela relagao (3.14) concluimos que ®*®"+1 = 1> Como
trd® = 0, Vo, tomando A = ®* e B = & pelo Lema 2.6, temos que

n—2

n(n—1)

(@78 < (1r(®°)2) (2" 1)2)1 2
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Entao, vale a desigualdade
—2
tr((q)a)2q)n+1> < n (tr(@a)2)(tr(©n+l)2)l/2.
n(n —1)
Agora, realizando o somatorio em «, obtemos
-2
(D) 2PH) < n (tr (D)) (tr ("1 1/2
St < Gty P
n —
= — |||,
L
em que na tltima igualdade usamos que |®|* = Z tr(®*)?
(I)n+1 Zq)n+1<bn+1 Z(hz—&—l o H(;ij)Q _ ||M||2
1,J
Observemos que
a\2Fm;n+1 n— 2 2 n— 2 3
Y (920" H) < ——— 0P|y < ———=I9/", (3.18)
vn(n—1) n(n —1)
pois pela relagao (1.10), temos ||u||* = ||h||*> — nH? — ||7||* que implica
lel® < |2, (3.19)

dado a validade da relagao (3.9). Por outro lado, lembremos da desigualdade (3.16)

1
§A||h||2 > Y (hg)? Zhn“ nH);; +n(c— H?)|®[*
a,i,j,k
— nHZtr (@)™ + ) [tr(2°07)]%.
a,p



3.4 Demonstracao do Teorema Principal 41

Utilizando, simultaneamente as desigualdades (3.15) e (3.18), obtemos

1
5A||h||2 > ) () Zh”“ (nH)i; +n(c — H?)|®|? (3.20)

a,i,5,k

—nﬂuw G
D)

— Z o) +Zh”+1 (nH);;

a,i,jk

+|q)|2{n(c ~HY) - nn—2)

H|®|+ - |<I>|2 .
n(n—1) }
Agora, lembremos da relagao (3.4), ou seja,
1 o 1 2 2 nt1
O(nt) = SA|R]* = Sn(n — AR —n?| VH[ - > W5 (nH);.

1]

Entao, pela desigualdade (3.20) segue que

1 2 2 n 1 n+1
O(mH) = —gn(n —1)AR - n*|VH]| Z}ﬁ nHU—i—Z ) +Zh+ (nH);;

2 2 n(n 2) 2
+ |9 {n(c_H)_ﬁmcpH D] }

Como ||Vh|?* = E (hgix)?, podemos reescrever a desigualdade anterior da seguinte forma
a,i,5,k

1
O(nH) > —gn(n— DAR+ | Vh|? —n?|VH|?

+|®|2{n(c—H2)—%H\Cb\+ o[}
> —%n(n—l)AR (3.21)
o {ne - 1) - 2o+ o},

n(n —1)
(3.22)

em que utilizamos a Proposicao 3.6 para obter a tultima desigualdade. Agora, notemos
que

(K /2)AH = %A(k:’H) - %A(n(n . 1)R) - %n(n —1)AR.
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Portanto, pela definicao do operador L podemos escrever

nLH = n[0OH+ (K'/2n)AH] =0(nH)+ (K'/2)AH =0O(nH) + %n(n — 1)AR.

2 2 n(n — 2) Lo
Z\@{Mc—H)—vﬁTfﬁMM+ﬁ@|}
= [®]*Py(|®)), (3.23)

em que na ultima igualdade definimos o polinémino do segundo grau

—9 1
=2 gL (3.24)

Py(z) :=n(c— H?) — D 5

Notemos que o discriminante de Py é dado por

A = (M)Q —atn(e— B2

n(n —1) p
_ n(n —2)2H* 4n(c— H?)
n—1 D
_ np(n—2)*H* —4n(n —1)(c — H?)
(n—1)p
noor
_ GtTﬁpm—ﬂﬁﬂ—Mn—U@—Hﬂ
= ﬁ (n —2)’pH? — 4(nc —nH? — ¢+ HQ)}
n—1)pl
= " (n—2)%pH? — 4nc + AnH? + 4c — AH?
(n—1)
n—1)pl
_ ﬁ <(n —9)%p + 4(n — 1))H2 —A(n - 1)(;].
Logo, o discriminante de Py pode ser escrito como A = ﬁ[mﬁiﬂ —4(n —1)c|, em
n—1p

que
m® = (n—2)°p+4(n —1).
Agora, passemos a analisar as trés possibilidades para o sinal de A.
1. Se A < 0, ou equivalentemente, se H? < 4(nm_*21)c em M", entao, Py(||®]) > 0 em
M™ e o lado direito de (3.23) é nao-negativo. Como o operador L é eliptico e H

obtém seu maximo em M"™, segue que H é constante em M™. Logo, temos que
|®|? Py (|®]) = 0 e, portanto, |®|? = 0. Entao, M" é totalmente umbilica.
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De fato, para cada a consideremos a matriz diagonalizada h; = Af0;;. Pela Obser-

vacao 1.4, temos
v — lzhnﬂ — EZM“ — He H* = Eth = EZquo Va > n+2
n - 2 n - (2 n - (2 n - 7 ) —_— ‘

Logo,
D (HY =X = Z ((H*)? = 2H) + (X7)?)
N = ZH“ —QZH“A‘HLZ (A2
— nZ (H®)? 2H"+1ZA"+1 +Z (A2)?

— n(H"+1) - 2H”+1<nH> +[nl?
= n(H)*—2H(nH)+ Y (X))

= nH?—2nH?*+||h|?
— |~
= ’(I)Pv

em que na tltima igualdade utilizamos a relacao (3.9). Como |®|? = 0, concluimos

que H* = A\, Va, 1. Logo, para todo ¢ temos

A\ —

1

H se a=n+1
0 se a>n-+1.

Como H é constante em M™, segue que M" é totalmente umbilica.

2. Agora, consideremos o caso em que A = 0 ou de forma equivalente, suponha que

H? = % em M™. Entao, a tnica raiz de Py é dada por

n(n — 2) I

B nin—1) n(n—2) p_p n?(n —2)2 [4(n—1)c
5= 1 _\/mHQ_Q\/ n(n—1) m?
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Logo, Py(|®]) = (|®| — %ﬁf > 0 em M". Assim, novamente temos que
|®]2Py(|®]) = 0. Portanto, |®|* = 0 em M™ e M™ é totalmente umbilica (como
anteriormente) ou Py (|®|) = 0. Se Py(|®|) = 0, como H é constante podemos
concluir que ocorrem as igualdades em (3.23), (3.21), (3.20), (3.19) e inclusive ocorre
aigualdade em (2.6) do Lema 2.6. Como ocorre a igualdade em (3.19), temos ||u||? =
|R||* —nH?. Isso implica que ||u|| = |®] e ||7]| = 0 (pela relagao (1.10)). Como e,y
¢ paralelo no fibrado normal T+ (M™) de M™, usando o método de Yau (reducio
da codimensao), concluimos que M™ esta contida numa subvariedade totalmente
geodésica ST (c) de Sp*P(c). Como ocorre a igualdade no Lema 2.6, segue que M"
tem (n — 1) curvaturas principais iguais e constantes. Como H é constante e as
curvaturas principais sao constantes segue que M™ é isoparamétrica. Dessa forma,
segue que M™ ¢é isométrica a um cilindro hiperbdlico H*(sinhr) x S™~!(coshr) pelo

teorema da congruéncia em |[1].

. . x . 4(n—1
3. Para finalizar, consideremos o caso em que A > 0 ou equivalentemente % < H?.

Nesse caso, Py tem duas raizes reais Bfl(n, p, H) dadas por

Bi(n,p, H) = [n(n——Q))H + \/ﬁ[mﬂlp —4(n — 1)0]]

n—1

B

IS ]
—

S

L 2H?2 —4(n — 1)c
[(n—Q)Hi%\/mH 4(n — 1)c].

Claramente, Bj;(n,p, H) ¢ sempre positivo. Agora, notemos que By (n,p, H) > 0
se, e somente se, *“-1° < 2 < ¢. Por hipotese ||h|> < nH? + (By(n,p, H))?,
ou ||h]|? > nH? + (Bj(n,p,H))?, em M". Entao, |®| < By(n,p, H) ou |®| >
Bj;(n,p, H) em M™ devido (3.9). Portanto, temos que Pg(|®|) > 0 em M". Como
L é eliptico e H atinge seu maximo em M™ segue de (3.23) que H é constante em
M". Logo, temos |®|*Py(|®|) = 0. Entao, |®|* = 0 e M" & totalmente umbilica

(como feito anteriormente) ou Py (|®]) = 0. Se Py (|®|) = 0, entao,
9] = By(n,p, H) o |8] = Bjj(n,p, H), (3.25)

em M". Se |®| = By(n,p, H) = 0, entdo, |®|*> = 0 e, portanto, como feito anterior-
mente, concluimos que M" ¢ totalmente umbilica. Se |®| = By(n,p,H) > 0,
ocorrem as igualdades em (3.23), (3.21), (3.20), (3.19) e inclusive ocorre a igualdade
em (2.6) do Lema 2.6. Utilizando os mesmos agumentos da prova no caso anterior,
concluimos que M™ & isométrica a um cilindro hiperbolico H!(sinh ) x S"~1(coshr).

Se |®| = Bf;(n,p, H)(> 0) também teremos que M"™ é isométrica a um cilindro



3.4 Demonstragao do Teorema Principal 45

hiperbolico H'(sinh7) x S" !(coshr). Isso encerra a demonstracio do Teorema

Principal.
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