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"Isto dizendo, arrebatou-me ao alto de uma montanha. Inclinei os olhos a
uma das vertentes, e contemplei, durante um tempo largo, ao longe, através
de um nevoeiro, uma coisa tnica. Imagina tu, leitor, uma redugao dos sécu-
los, e um desfilar de todos eles, as racgas todas, todas as paixoes, o tumulto
dos Impérios, a guerra dos apetites e dos 6dios, a destruicao reciproca dos
seres e das coisas...Entao o homem, flagelado e rebelde, corria diante da fa-
talidade das coisas, atras de uma figura nebulosa e esquiva, feita de retalhos,
um retalho de impalpéavel, outro de improvavel, outro de invisivel, cosidos
todos a ponto precario, com a agulha da imaginacao; e essa figura, - nada
menos que a quimera da felicidade, - ou lhe fugia perpetuamente, ou deixava-
se apanhar pela fralda, e o homem a cingia ao peito, e entao ela ria, como um
escarnio, e sumia-se, como uma ilusao...entao disse comigo: - Bem, os séculos
vao passando, chegara o meu, e passara também, até o ultimo, que me dara a
decifracao da eternidade. E fixei os olhos, e continuei a ver as idades, que vin-
ham chegando e passando, ja entao tranquilo e resoluto, nao sei até se alegre.
Talvez alegre. Cada século trazia a sua porcao de sombra e de luz, de apatia e
de combate, de verdade e de erro, e o seu cortejo de sistemas, de ideias novas,
de novas ilusoes; cada um deles rebentavam as verduras de uma primavera,
e amareleciam depois, para remocar mais tarde...Meu olhar, enfarado e dis-
traido, viu enfim chegar o século presente, e atras deles os futuros. Aquele
vinha &gil, destro, vibrante, cheio de si, um pouco difuso, audaz, sabedor, mas
ao cabo tao miseravel como os primeiros, e assim passou e assim passaram o0s
outros, com a mesma rapidez e igual monotonia. Redobrei de atencao; fitei
a vista; ia enfim ver o 1dltimo, - o 1ltimo!; mas entao ja a rapidez da marcha
era tal, que escapava a toda a compreensao; ao pé dela o relampago seria um
século. Talvez por isso entraram os objetos a trocarem-se; uns cresceram, out-
ros minguaram, outros perderam-se no ambiente; um nevoeiro cobriu tudo, -
menos o hipopétamo que ali me trouxera, e que alids comecgou a diminuir, a
diminuir, a diminuir, até ficar do tamanho de um gato. Era efetivamente um
gato. Encarei-o bem; era o meu gato Sultao, que brincava a porta da alcova,
com uma bola de papel... "

Memorias Postumas de Bras Cubas (Capitulo VII: O delirio)

"Toda a educag¢ao, no momento, nao parece motivo de alegria, mas de tristeza.
Depois, no entanto, produz naqueles que assim foram ezxercitados um fruto de
paz e de justica.”

Epistola aos Hebreus 12: 11
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Resumo

O objetivo deste trabalho é obter existéncia e multiplicidade de solugbes para algumas
classes de problemas elipticos com crescimento critico. Nas demonstragoes, utilizamos
técnicas variacionais, a saber: Teorema do Passo da Montanha e suas variantes, e Teoria
de Ljusternik-Schnirelmann.

Na primeira parte do trabalho estudamos solugoes com decaimento réapido para a
equacao

—div(K (2)Vu) = AK ()2’ |u|*%u + K(z)|u)* "*u, »€R",

onde N > 3,2 < g < 2*:=2N/(N —2), A > 0 ¢ um parametro, K(z) := exp(|z|*/4),

(2*—9)
(2¢-2)"

2 < ¢ < 2" e uma solucao que muda de sinal se ¢ = 2. Os resultados depende da posic¢ao

a > 2 e o namero 3 é dado por f := (o — 2) Obtemos uma solucao positiva se
do parametro A com relagao ao primeiro autovalor do problema linear associado.
Na segunda parte do trabalho estudamos o nimero de solugoes nao negativas do

sistema
—Au = Qu(u,v) + %Hu(u, v), x €,

—Av = Qy(u,v) + 2i*]:lv(u,v), x €,

u, v € H}(Q),
onde Q C RY & um dominio limitado, N > 3 e Q,, H,, Q,, H, sdo as derivadas parciais
das fungoes homogéneas Q, H € C1([0,00) x [0,00),R). A fungao H possui crescimento
critico enquanto () é uma perturbacao subcritica. No resultado principal relacionamos o

numero de solugoes nao negativas e diferentes de zero com a topologia do conjunto 2.

Palavras Chave: Teorema do Passo da Montanha, Métodos variacionais, expoente

critico de Sobolev, teoria de Ljusternik Schnirelmann
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Abstract

The objective of this work is to obtain existence and multiplicity of solutions for some
classes of elliptic problems with critical growth. In demonstrations, we used techniques
variational, namely: Mountain Pass Theorem and its variants, and Theory-Ljusternik
Schnirelmann.

In the first part of the work, we study solutions with decay fast to the equation

—div(K (2)Vu) = AK ()2’ |u|"%u + K(z)|u|* "*u, »€R",

where N > 3, 2 < ¢ < 2* := 2N/(N — 2), A > 0 is a parameter, K(x) := exp(|z|*/4),
a > 2 and the number f3 is given by § := (a — 2) g:g; We obtain a positive solution if
2 < g < 2* and a solution which changes sign if ¢ = 2. The results depend on the position

of the parameter A\ with for the first eigenvalue of the associated linear problem. In the

second part, we studied the number of nonnegative solutions for system
—Au = Qy(u,v) + 5 H,(u,v), z€Q,

—Av = Qu(u,v) + 5 Hy(u,v), z€Q,
u, v € Hy(Q),

where Q C R¥ is a boundeb domain, N > 3 and Q.,, H,,, Q., H, are the partial derivatives
of homogeneous functions @, H € C'([0,00) x [0,00),R). The function H has critical
growth whereas () is a subcritical pertubation. In the main result relate the number of

nonnegative solutions of different zero for the topology of €.

keywords: Mountain Pass Theorem, variational methods, Sobolev critical exponent,

Theory-Ljusternik Schnirelmann
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Capitulo

1

Introducao

Muitos problemas fisicos podem ser modelados através de uma equagao diferencial par-
cial. Alguns desses fendmenos dispendem certa energia durante sua realizacao. Acreditava-
se que a energia gasta para realizacao de um tal processo fosse minima, principalmente
devido ao principio aristotélico de esfor¢o minimal da natureza. Um dos vérios métodos
pelo qual podemos resolver uma equacao diferencial, que modela um fenémeno desse tipo,
¢ chamado Método Variacional, que consiste em localizar pontos criticos de certos fun-
cionais que descrevem a energia envolvida no processo estudado. Este método tem sido
importante no estudo de problemas nao lineares. De um modo geral, esses problemas

podem ser expressos na forma

onde o operador L, em geral nao linear, é a derivada de um determinado funcional energia

I. Simbolicamente escrevemos
L=1T.

Sabemos que uma das maneiras para se localizar os pontos criticos de uma fungao
consiste em procurar seus maximos ou minimos, ou mesmo provar sua existéncia. Entre-
tanto alguns funcionais nao sao limitados inferiormente ou superiormente, de modo que
a busca por pontos de maximo ou minimo nao faz sentido. Ainda assim, podemos buscar
por pontos criticos de outra natureza. Neste trabalho, usaremos o Teorema do Passo da
Montanha e um resultado abstrato do tipo Ljusternik-Schnirelmann que garantem que,
sob certas condig¢oes geométricas e de compacidade, é possivel obter pontos criticos de
determinados funcionais.

Consideramos dois problemas elipticos, um escalar e um sistema. Descrevemos esses

problemas nas duas se¢oes a seguir.



Solucoes auto-similares para a equacao do calor

Na primeira parte do nosso trabalho, consideramos a seguinte equacao
(P1) —div(K (2)Vu) = AK ()2’ |u|"%u + K(z)|u)* 2u, »€RY,

onde div(-) é o operador divergente usual, N > 3,2 < g < 2*:=2N/(N —2), A >0 é um

parametro, K (z) := exp(|x|*/4), a > 2 e o numero 3 é dado por

(2" —q)
=(a—2
P=lo= ey,
Esta equacao é equivalente a
(P1) —Au — %le‘“‘% -V = M| |u|f%u + |u)* "2u.

Conforme observado em [15], um dos motivos para o estudo da equag@o acima reside no
fato de que, para o = ¢ =2e A = (N —2)/(N + 2), ela aparece no estudo de solugdes

auto-similares da seguinte equagao do calor
_4 N
vy — Av = |v|¥2v, RY x (0,400).

Por solugao auto-similar entendemos uma solu¢ao na forma v(x,t) = t%u(xt%). Sub-
stituindo essa expressao na equagao acima vemos que v é solucao da equagao do calor se,
e somente se, u ¢ uma solugao de (751)

O caso radialmente simétrico com a = ¢ = 2 foi considerado por Atkinson e Peletier
[3]. Até onde sabemos, a primeira abordagem variacional para este problema foi feita por
Escobedo e Kavian em [10], onde os autores consideraram o = ¢ = 2 ¢ N > 3, e provaram
que a existéncia de solugoes positivas esta relacionada com a interagao do parametro A

com o primeiro auto-valor positivo do problema linear associado
(LP1) —div(K (2)Vu) = AK (2)|z|* *u, z € RY,

que é exatamente \;(2) = % Entre outros resultados, eles notaram uma dicotomia para
existéncia de solucao, considerando o parametro A, quando N = 3 e quando N > 4. Mais
especificamente, para N > 4 existe solu¢do positiva se, e somente se A € (A1(2)/2, A1(2)).
Se N = 3, existe uma solugao positiva para A € (1,1(2)), e ndo existe solugao positiva
para A < A\1(2)/2 e A > A\ (2).

No caso em que o« = ¢ = 2, varios autores consideraram as questoes de existéncia, sime-



tria e comportamento assintotico das solugoes de (P;), bem como da equagao parabolica
associada e suas variantes (veja [16, 27, 29, 26| e suas referéncias).

Recentemente, Catrina, Furtado e Montenegro [7] obtiveram alguns resultados para
a > 2eq = 2. Considerando a autofuncio o;(z) = e*!°/4 do problema (LP;) eles
mostraram que a expressao do primeiro autovalor é

M= Ai(a) = w.

Eles provaram que, se 2 < o < N — 2, entao o problema (P;) tem uma solugao positiva
se, e somente se, A € (A\/2,)1). Se a > N —2e X € (a?/4,)\) entdao o problema (P;)
tem uma solucao positiva. Além do mais, neste iltimo caso o problema nao tem solugao
positiva se A < A\;/2 ou A > \;. Portanto, se a > 2, a dimensao critica depende de a.
Devido a presenca do expoente critico de Sobolev em (P;), é natural fazermos um

paralelo com o problema de Brézis e Nirenberg
(BN) —Au = AMu|T%u 4 [u* Pu,  ue Hi(Q),

onde  C RY é um dominio limitado e N > 3. Os trabalhos de Escobedo e Kavian
[10] , Catrina, Montenegro e Furtado [7] podem ser vistos como versoes dos resultados
apresentados por Brézis e Nirenberg para o problema acima quando g = 2.

O resultado de nao existéncia para A > A; obtido em [7] é consequéncia de uma
identidade do tipo Pohozaev. No caso em que 2 < ¢ < 2*, esta identidade nao fornece
qualquer informagao. Assim, podemos esperar por resultados de existéncia para A > 0.
O caso 2 < ¢ < 2* foi considerado para o problema (BN) e foi tratado na Secao 2 de
[5]. Em nosso primeiro resultado apresentamos uma resposta para essa questdao quando

lidamos com o problema (P;). Mais especificamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema A. O problema (Py) tem uma solugao positiva em cada um dos sequintes casos
i) N>a+2,2<q<2, A>0;

4
(i) 2< N<a+2,2"——<qg<2°, A>0;
a
4
(iii) 2< N <a+2,2<q<2"——, X\>0 suficientemente grande.
o'

A restri¢ao sobre A > 0 no tltimo item acima é técnica e natural. De fato, se fizermos
a = 2 no item (iii) obtemos N = 3, 2 < ¢ < 4 ¢ A grande. Uma condigdo similar

foi considera no trabalho de Brézis e Nirenberg (cf. [5, Exemplo 2.4]) para o problema



(BN'). Nao sabemos sobre resultados de existéncia para o caso em que 2 < N < a+2e
alternando as hipoteses em (iii) para 2* — 4 < q < 2" e/ou A >0 qualquer.

A fim de apresentar nosso segundo resultado lembramos que, de acordo com Catrina,
Furtado e Montenegro [7, Teorema 1.1|, o problema (P;) nao tem solugao positiva se
qg=2e X > ). Contudo, podemos perguntar sobre a existéncia de solugoes que trocam
de sinal. Na verdade, Capozzi, Fortunato e Palmieri [6, Teorema 0.1] provaram que (BN)
tem solucao que muda de sinal quando ¢ = 2, N > 4 e A é maior do que ou igual ao
primeiro auto-valor de (—A, H}(2)) (veja também Cerami, Fortunato e Struwe [8] para
um resultado mais fraco). Em nosso segundo teorema apresentamos uma versao desse

resultado para o problema (P;).

Teorema B. Se ¢ =2 ¢ N > a+ 2, entdo o problema (Py) tem uma solugdo que muda

de sinal para qualquer X > A1.

Faremos uma abordagem variacional do nosso problema. Para qualquer a > 2, deno-

tamos por H(a) o espaco de Hilbert obtido pelo completamento de C°(RY) com respeito

fuliei= (/| K<ac>rw|2dsc)é

que é induzida pelo produto interno

a norma

(u,v) g = K(x)(Vu - Vv)dz.
RN
Vamos procurar por solugoes em H(«).
Em [10] os autores usam um argumento de minimiza¢ado. Contudo, no caso em que

q > 2, essa abordagem nao funciona. Assim consideramos o funcional

1 A 1 .
I(u) :== / K(x) (—]VuP — Szl lu|? — = |ul? ) dz
RN 2 q 2%

que esta bem definido e é de classe C'! em H (). Seus pontos criticos sdo solugoes fracas do
problema (P;). Usando o decaimento das fungoes de H (), obtemos imersdes compactas
deste espago em espacos de Lebesgue com peso. Portanto, podemos argumentar como no
trabalho de Brézis e Nirenberg |5] para provar um resultado de compacidade local para o
funcional 1.

Na prova do Teorema A, aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha. A principal
dificuldade é localizar corretamente os niveis minimax para os quais temos compacidade.
Atingimos este objetivo adaptando algumas estimativas de [10, 7]. Entretanto, como

temos muitos graus de homogeneidade no problema (P, ), faremos as estimativa e célculos,



em varios casos, dependendo da relacao entre o e a dimensao N. Para o Teorema B
usaremos o Teorema do Passo da Montanha Generalizado e idéias adaptadas do artigo de
Capozi, Fortunato e Palmieri [6]. Como no primeiro teorema, os calculos sdo um tanto
complicados. Além do mais, como o dominio ¢ ilimitado, as estimativas presentes em [6]
nao se aplicam aqui. Contornamos esse problema obtendo estimativas para o calculo da
taxa de decaimento das solugoes de (LP1) (veja Lema 2.4). Os resultados apresentados

nessa se¢ao podem ser encontrado no artigo [11].

Solucoes para um sistema eliptico do tipo gradiente

Na segunda parte do trabalho estudamos existéncia e multiplicidade de solugoes para

o seguinte sistema eliptico

;

1
—Au = Qyu(u,v) + §Hu(u,v), em €,

(P2) \ —Av=Qy(u,v) + %Hv(u, v), em {2,

u=uv=0, em 02,

\

onde Q@ C RY é um dominio suave limitado e N > 3, Q,,, H, ¢ Q,, H, sao as derivadas
parciais das fun¢des homogéneas @, H € C*(R%,R), onde R% := [0, 00) X [0, c0).
Estamos interessados no caso em que H tem crescimento critico e () tem crescimento

subcritico. Mais especificamente H := H (s, t) satisfaz

(Hy) H é 2*-homogeénea, isto é

H(fs,0t) = 0 H(s,t) paracada 0 >0, (s,t) € Ri;

(H)) H,(0,1) =0, H,(1,0) = 0;

(Hy) H(s,t) > 0 para cada s,t > 0;

(Hs) H,(s,t) >0, Hy(s,t) > 0 para cada (s,t) € R%;

(H,) a fungdo 1-homogénea (s,t) — H(s'/?" 1/2") ¢ concava em R2.
A fungao @ = Q(s,t) é uma pertubagao subcritica que satisfaz

(Qo) @ é g-homogénea para algum 2 < g < 2%;



(Ql) Qs(ov 1) = 0, Qt(LO) =0.

A fim de apresentarmos nosso resultado, definimos os seguintes niimeros
po=min{Q(s,t) : s+t =1,s,t >0},

Ai=max{Q(s,t) : s’+t1=1,s,t>0}.

Se Y é um conjunto fechado do espago topolégico Z, denotamos por catz(Y') a catego-
ria de Ljusternik-Schnirelmann de Y em Z, definida como o menor niimero de conjuntos
fechados e contrateis em Z que cobrem Y. Enunciamos abaixo nosso primeiro resultado

de multiplicidade para o sistema (Pz).

Teorema C. Suponha que H satisfaz (Hy) — (Hy) e Q satisfaz (Qo) — (Q1). Entao existe
A > 0 tal que o problema (Ps) tem pelo menos catg(S2) solugdes nao negativas e nao
triviais se A, i € (0, A).

No enunciado acima uma solugao fraca z = (u,v) € H}(Q) x HL(Q) do problema (P,)
ser nao negativa significa u, v > 0 em €. Além disso, quando falamos de solucao trivial
estamos nos referindo a solugao nula (0,0).
Para provar este resultado usamos Métodos Variacionais, Teoria de Ljusternik-Schnirelmann

e uma técnica introduzida por Benci e Cerami [4], que consiste em comparar a categoria
de certos conjuntos de nivel associados ao funcional com a categoria do conjunto 2. Para
superarmos a falta de compacidade devido ao crescimento critico de H usamos uma téc-
nica devida a Brézis e Nirenberg [5], além do trabalho de Morais Filho e Souto [24], onde

foi provado que o ntimero

Sy = inf /(|Vu|2 +|VoHdzx : u,v € HY(RY), /H(u+,v+)dx =1 (1.1)

N RN

desempenha um papel importante no estudo do sistema (P2). Na verdade, usamos a
constante acima e adaptamos algums calculos contidos no artigo de Myiagaki [25] para
localizar os niveis de energia onde a condigao de Palais-Smale vale. Gostarfamos de
mencionar que, como subproduto de nosso argumento, nos estendemos os resultado de
existéncia de [24] para qualquer grau de homogeneidade da pertubagao subcritica @ (veja
Teoremas 3.12 e 3.13).

A condigao (@) descarta exemplos do tipo Q(s,t) = s + t9 + st~ + 5971 visto

que, neste caso, Q5(0,1) =1 e Qy(1,0) = 1. Contudo podemos considerar esta situagao



se a pertubacao subcritica for homogénea de grau ¢ > 2 e tivermos uma estimativa nas

derivadas de (). Mais especificamente, temos o seguinte resultado

Teorema D. Suponha que H satisfaz (Hy) — (Hy), Q satisfaz (Qo) com q > 2 e

(@1) Q4(0,1) > 0 e Qy(1,0) > 0.

Entao, definindo
)\ = maX{Qs(O, 1)a Qt(17 O)}7

existe A > 0 tal que o problema (Py) tem pelo menos catq(2) solugdes nao negativas e

ndo triviais se \, i, INE (0,A).

A diferenga quando consideramos ((Q);) ou (@\1) estd no modo como estendemos a
funcao ) para todo R?2. Como queremos aplicar métodos de minimax esta extensao
deve ser feita de maneira suave. Maiores detalhes sobre as possiveis extensoes podem ser
encontradas na Segao 3.4.

No que segue fazemos algumas consideragoes sobre exemplos de fungoes que satisfazem
as hipoteses dos Teoremas C e D. Vamos considerar alguns exemplos de [24]|. Seja 2 <

q<2e
k

P,(s,t) :== a1s? + ast? + E bisot?

i=1
onde «o;,0; > 1, a; + B; = q e ay, as, b; € R. As seguintes fungoes e suas possiveis
combinagoes, com uma escolha apropriada dos coeficientes aq, as, b;, satisfazem nossas

hipoteses sobre ()

Q(s,t) = Py(s,1), Q(s,t) = \/m e Qst) = PE(ZT(,&IS?’

com [ > 0. Portanto, os termos subcriticos considerados neste trabalho sao mais gerais
do que aqueles de [14, 19, 20].

No Teorema D, a hipotese extra envolvendo o nimero X ¢ de natureza técnica. Desta-
camos que ela nao é necesséaria para o resultado de existéncia de solu¢ao (cf. Teorema
3.13) e é utilizada apenas na demonstragao do Lema 3.21. A razao pela qual um controle
desse tipo nos parece natural é que, sob as hipdteses do Teorema D, a extensao da funcao
@ depende dos nameros Q;(0,1) e Q¢(1,0) (cf. equagao (3.7)). No entanto, na maioria
dos nossos modelos, o tamanho do novo parametro X é controlado pelo de A\, de modo que
nao estamos exigindo nada além de A, p estarem proximos de zero. De fato, considere
por exemplo

Q(s,t) == a157 + ast? + asst?™ + ags?'t,



com az = @Qs(0,1) > 0 e ay = Q4(1,0) > 0. Temos, para escolhas apropriadas dos

coeficientes a; e as, que
= max{as,as} < ay+as+as+ag = Q(1,1) < 2),

de modo que A — 0 sempre que A — 0. Na tultima inequagao acima estamos usando uma

das propriedades da fungao @ (cf. Lema 3.2). Outros exemplos podem ser construidos se

Pri(s,
Qe(s,1) = 5m ou Qe(s ) = 8ﬁ'

Em ambos os casos temos que A — 0 se, e somente se, ¢ — 0. Nao é dificil provar que

considerarmos

isso implica que X —0.

A forma de H é mais restrita devido a hipotese (Hy). Esta condigao técnica é também
usada em [24] e ¢ importante para garantir que a constante Sy definida em (1.1) néo
dependa de 2. Conforme citado em [24], a condi¢ao de concavidade em (H,) é satisfeita
se H € C*(R%,R) ¢ tal que Hy(s,t) > 0 para cada (s,t) € R7. Embora tenhamos mais

restrigoes sobre a funcao H ela pode ter a forma polinomial
H(s,t) = Pox(s,1).

Assim, diferentemente de |14, 19, 20|, podemos considerar fun¢oes H que possuem termos

acoplados e nao acoplados. Por exemplo, a funcao
H(s,t) = a15* + agt® + ags“t?,

coma; € R, o, > 1, a+ 3 = 2* satisfaz as hipoteses (Hy)—(H,) para escolhas apropriadas
dos coeficientes a;. Mencionamos ainda que a condic¢do de positividade em (Hz) pode ser
satisfeita mesmo que alguns termos a; sejam negativos. Por exemplo, suponha que H é
como acima, com a;, az > 0 e az < 0. Desde que s*t? < s¥° + 2" a condicio (Hy) é
satisfeita para ag > max{—a;, —as}.

Outra observagao interessante é que podemos obter versoes dos nossos teoremas com as
condigoes (Q1) e (@\1 ) alternadas para () e H. Mais especificamente, podemos considerar

as seguintes hipoteses
(H;) H,(0,1) > 0e H,(1,0) > 0.

Uma verificagao simples das provas mostram que o Teorema C é valido se supormos (Hy)
e (Q1). O mesmo ¢ verdade para o Teorema D. Este altimo teorema também é verdadeiro

se supormos (Hi) e (Q1). A diferenga entre estas varias hipoteses reside nas possiveis



formas dos termos acoplados.
Uma inspegao simples, porém um pouco mais trabalhosa, mostra que podemos con-

siderar em (Py) um termo subcritico da forma

k
Qs t) = Qi(s.1),
i=1
com cada (); sendo g;-homogénea, 2 < ¢; < 2%, e satisfazendo as mesmas hipoteses de Q).
Neste caso, para cada i = 1, ..., k, definimos os nimeros p;, A; como em (3.1)-(3.2), e os
teoremas C e D s@o verdadeiros se max{p;, \; : ¢ =1,...,k} é pequeno.

O Teorema do Passo da Montanha e a Teoria de Ljusternik-Schnirelmann, como apli-
cadas aqui, fornecem pontos criticos nao triviais. Entretanto um par (u,v) pode ser nao
nulo com, por exemplo, u > 0 e v = 0, de modo que se o Principio do Maximo é aplicado,
ele garante apenas que u > 0, ao contrario do afirmado nos trabalhos de Ding e Xiao [9],
Hsu e Lin [18]. Apresentamos na Segdo 3.4 algumas condigoes suficientes para se obter a
positividade das solugoes. Dentre essas condicgoes, destacamos o Lema 3.26 onde um ar-
gumento de comparacao entre a energia das solugoes do sistema e de um problema escalar
associado é utilizado. Cabe enfatizar que as idéias 1a apresentadas podem ser usadas para
mostrar a positividade (enunciada mas ndo provada) das solugdes nos artigos [14, 9.

O ponto de partida para o estudo do sistema (Ps) é a sua versao escalar
—Au = OlulT?u+ |ul* Pu em Q, u € HYQ), (1.2)

com 2 < g < 2*. No trabalho pioneiro de Brézis e Nirenberg [5]| foi mostrado que, para
q = 2, a existéncia de solugao positiva esté relacionado com a interagao entre o parametro
6 com o primeiro auto-valor 6;(€2) do operador (—A, H}(€2)). Entre outros resultados,
eles mostraram que, se ¢ = 2, o problema tem pelo menos uma solugao positiva para
N>4e0<6<6,(Q). Eles também obtiveram resultados para o caso 2 < ¢ < 2*.

Apo6s o trabalho de Brézis e Nirenberg, varios trabalhos com nao linearidades criticas
foram considerados. Com respeito a multiplicidade, Rey [30] e Lazzo [21]| provaram que,
para ¢ = 2, o problema (1.2) tem pelo menos catq(€2) solugdes positivas (veja também
o trabalho de Benci e Cerami [4] onde o caso subcritico foi considerado) para 6 > 0
suficientemente pequeno. Este resultado foi estendido para o operador p-Laplaciano e
p < q < p* por Alves e Ding [1|. O resultado aqui apresentado pode ser visto como
versoes dos trabalhos de [30, 21, 1] para o caso de sistemas.

Um dos primeiros resultado para um sistema homogéneo do tipo (P2) é devido a Morais

Filho e Souto [24] (veja também [2]). Apos esse trabalho muitos resultados relacionados
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com o esse sistema foram considerados (veja [12, 13, 14, 32, 20, 17, 19| e suas referéncias).
Dentre essas referéncias gostariamos de destacar o trabalho de Han [14], onde o autor
considerou o caso Q(s,t) = ays? + ast? e H(s,t) = s’ com a + 3 = 2*. Seu resultado
foi complementado por Ishiwata em [19, 20|, com diferentes classes de nao-linearidades
homogéneas sendo consideradas. Nosso trabalho estende e/ou complementa os resultados
encontrados em |24, 2, 14, 19, 20]. Embora existam alguns resultados de multiplicidade que
utilizam Teoria de Ljusternik-Schnirelmann para um sistema do tipo (Ps), ndo conhecemos
nenhum artigo que trate de nao linearidades tao gerais quanto as aqui consideradas.

Gostariamos também de enfatizar que um dos pontos chaves para obtencao do resul-
tado de multiplicidade é a aplicacao do Lema 3.15, que aqui é uma versao do Lema 1.40
de [33]. Para aplicarmos este ultimo lema na versao escalar do problema precisamos usar
o fato de que f lu|>" = 0 implica u = 0. Isso nos permite usar a tltima assercio do Lema
1.40 de [33]. O anélogo desse fato é

/H(u,v):() < (u,v) =(0,0),

que nao é verdade sempre, visto que as fungoes u e v poder ter suporte disjunto. Essa
observacao tem sido negligenciada em alguns trabalhos que usam versoes do lema de
Concentragao de Compacidade para sistemas. A solugao apresentada aqui é simples e
estd baseada no fato de podermos usar a tltima asser¢ao do Lema 3.15 (bem como no
Lema 1.40 de [33]) mesmo quando o par de fungoes limite for nao nulo (veja Observagao
3.16).



Capitulo

2

Solucoes auto-similares para a equacao

do calor

Neste capitulo, estudaremos o seguinte problema
(Py) —div(K (2)Vu) = AK (2)|2]°|u|?%u + K(z)|u)* u, =€ RY,

onde div(-) é o operador divergente usual, N > 3,2 < ¢ < 2* :=2N/(N —2), A > 0 é um

parametro, K (z) := exp(|x|*/4), @ > 2 e o ntimero 3 ¢ dado por

(2" —q)
(2*=2)

§i=(a—-2)
No nosso primeiro resultado obtemos uma solucao positiva para todo A > 0.
Teorema A. O problema (Py) tem uma solugao positiva em cada um dos sequintes casos
(i) N>a+2,2<qg<2*, A>0;

4
(i) 2< N<a+2,2"——<qg<2, A>0;
Q
4
(iii) 2< N <a+2,2<q<2"——, X\>0 suficientemente grande.
Q

No segundo resultado, denotando por

a(N -2+«

obtemos uma solucao nodal para o problema, conforme o resultado abaixo.
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Teorema B. Se ¢ =2 ¢ N > a+ 2, entdo o problema (Py) tem uma solugio que muda

de sinal para qualquer X > \q.

Este capitulo esta dividido da seguinte maneira: na Se¢ao 2.1 montamos a estrutura
variacional para o problema (P;), na Se¢ao 2.2 usamos o Teorema do Passado da Mon-
tanha para provar o Teorema A, na Secao 2.3 usamos o Teorema do Passo da Montanha
Generalizado para provar o Teorema B e na ultima segao deste capitulo apresentamos esti-
mativas importantes que foram utilizadas do decorrer das se¢des anteriores. Com relagao

a notagao, escreveremos somente [ u ao invés de [ u(x)dz.

2.1 A estrutura variacional

Para qualquer o > 2, denotemos por H(«) o espago de Hilbert obtido pelo completa-

mento de C°(RY) com respeito a norma

fuliei= (/| K<zc>|w2oloc)é

que ¢é induzida pelo produto interno

(u,v)g = K(z)(Vu-Vv)dx.

RN

Vamos procurar solugoes de (P;) em H(«a). Para cada ¢ € [2,2*] denotaremos por L?(«)

o seguinte espaco

1/q
Li(«) :== {u :RY — R; mensurével e |ul, g = (/ K(x)|a:\ﬂ|u\q) < oo} :

Sejam S a melhor constante para imersao DV2(RY) — L2 (RY) e 0(z) := |z|*/4. As
duas proposigoes a seguir fornecem imersoes H'(a) — L4(a) quando g = 2 ou q = 2*. As

demonstragoes estao em [7] e serdo apresentadas aqui para a conveniéncia do leitor.
Proposigao 2.1. O espago H(a) estd continuamente imerso em L*(a) e L? ().

Demonstragao. Para qualquer u € C°(R) temos que

J 7 (e

l\.’)\»—A

= /‘K Vu+V )%

_ /K |Vu|+/V o5?) - v (K(@)?)
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Integrando por partes obtemos
1 2 1 1
/ ‘v (K(x)5u> - /K(x) Vul? — /K(;c)2u2A (K(;c)a)
1 1
= /K(:c) |Vu|? — 5/[((1:) <A9(a:) + §|V¢9(SL’)|2> u?,
Decorre da desigualdade de Sobolev que
1 2 1 * 2%
/‘V <K(a:)%) >S5 (/ K(x)2 |U|> >
>5( [ k)
e portanto
1
/K($) Vul> >= /K($) (A@(:v) + §|V9(3:)|2) u?
2 (2.1)
+ S0 (/K(x) |u2*) :
Segue entao que
2o 1 1 2) 2
K(z)|Vul|* > 5 K(z) | Af(x) + §|V9(x)| u (2.2)
e assim ) (V2 ) )
- 2 a—2 [ & -2+« O[_ «a
Ab(z) + 2|V9(31:)| = || (—4 + 32|x\ )
> Oé(N -2+ a) ‘x|a72.
4
Usando agora (2.1) concluimos que
N —2
[ @iz EEZED [y ez (23
o que implica na imersao continua de H(a) em L?*(«). Além disso
/K(m)|Vu|2 > S (/K(x) u 2*) (2.4)
e portanto H(a) estd imerso continuamente em L2 (o). O

Proposicao 2.2. Para qualquer o« > 2 o espago H(«) estd compactamente imerso em

L?(a).
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Demonstragao. Seja (u,) C H(a) tal que
u, — 0 fracamente em H(a) e |u,| <1

Dado ¢ > 0, podemos usar a definigdo de # para obter R = R(g) > 0 tal que

1 2 a—2 Oé(N -2+ Oé) o? ey 2 a—2
- — et S e VA S 2
20te) + 1o = i (AT L ) » 2

para qualquer |z| > R. Portanto, decorre de (2.2), que

/ K ()22 < 5/K($)|Vun|2 <e (2.5)
RN\Br(0)

Por outro lado, um argumento baseado no Teorema de Rellich-Kondrachov implica que
u, — 0 em L*(Bg(0)). Como K(z)|z|*"2 € L>=(Bg(0)), entao

K(z)|z|*?u? <e paran>n..
Br(0)

A expressao acima e (2.5) implicam que [ K(z)]x]|*?u2 < 2e para n > n., i.e. u, — 0

fortemente em LQ(a). A proposicao esté provada. O

Aplicando interpolagao obtemos um resultado similar para 2 < ¢ < 2*, conforme

provado a seguir

Proposicao 2.3. Seja a > 2 fizado. Entao a imersao H(a) — Li(a) € continua para

todo q € [2,2%] e € compacta para todo q € [2,2%).

Demonstracao. Seja q € (2,2%) fixado e 7 :=2(2* — q)/q(2* —2) € (0,1). A desigualdade
de Hoélder com expoentes p = (2 — 2)/(2* —q) e p' = (2* — 2)/(q — 2) fornece

[ E@lPlt = [ K@l e Dy

= /K(x)l/p’$|(a2)(2*q)/(2*2)’u|q7K(x)1/p”u|(1T)q

k@) ([ K@)
(/ ) ([ )
c, ( / K(w)|Vu|2) v c, ( / K(x)|Vu|2)q/2,

onde C, = 877 (a(N — 2+ a)) /P 52/ ¢ usamos (2.3), (2.4) e a defini¢io de p.

IN

IN
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A primeira afirmacao do lema segue da inequagao acima. Provaremos agora a segunda
parte. Seja g € (2,2%), o0 € (0,1) tal que 1/qg = 0/2 + (1 — 0)/2*. Argumentando como

na inequagao acima obtemos

[ulg,x < |ulg g lu é*_c]’(, para todo u € L*(a) N L* (a).

Como a imersao H'(a) — L?*(«) é compacta, segue da inequagao acima e (2.4) que H' ()
esta imerso compactamente em L9(«). Isto finaliza a prova. U

Consideremos o seguinte problema
(LP) —div(K (2)Vu) = AK (2)|2|*?u, =€ R"Y.

Se denotarmos por (z,y) = Zfil x;1; o produto escalar de z, y € RY, podemos facilmente

checar que o problema (LP) ¢ equivalente a
~Au— (e, Vulal " = dale|"?, xRN, (26)

A compacidade da imersao H'(a) — L*(a) e a teoria espectral de operadores compactos,
fornece uma sequéncia de auto-valores positivos (A, )nen tais que lim,, o A\, = +00.

No que segue provamos uma propriedade de decaimento para as autofungoes do prob-
lema (LP).

Lema 2.4. Se u € H(a) satisfaz (LP), entio u € C*(RY) e existe C > 0 tal que
lu(r)| < Ce 5% para cada v € RV.

Demonstragdo. Seja w := exp(|z|*/8)u = K (x)"/?u. Como u é solucio de (LP) podemos
usar o teorema de Brezis-Kato e um argumento do tipo boot-strap para concluir que

u € C?(RY). Portanto, w é também regular e podemos verificar que

a2

Aw = K(x)1/2 (64

220 4 L], V) + SN |z

+%(a —2)|z|*?u + Au) .

Lembrando que u satisfaz (2.6) e Ay = §(N + a — 2) obtemos

Oé2 a )\1 a—2
Aw = <6—4|x| — A+ ?> |z|* " w. (2.7)
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Como u € H(a) temos que w € L*(RY). Além do mais,

/|Vw|2 < c1/K(x)\x|2a—2u2+c1/K(x)yqu. (2.8)

Como 0(x) := %|.’17|a, podemos proceder como na prova da Proposi¢ao 2.1 para obter

2

/K@;)yw? > /K ( —\ve( )| )qu% K ()| 202,

Isto, (2.8) e u € H(«) implicam que [ |Vw|? é finito, de modo que w € H'(RM).
Seja R > 0 tal que

Oé2 o )\1
6—4|x| — A+ 5 > 0, paracada |z| > R

e M = M(R) := sup{w(z) : + € Bg(0)}. Suponha que M > 0. Se tomarmos ¢ =

(w— M)" como uma fun¢ao teste na formulagao variacional de (2.7) obtemos

2 042 « )\1 cx—2
Br(0)° Br(0)°

donde concluimos que ¢ = 0, ou equivalentemente, w(x) < M em RY. Se M < 0 para
qualquer R > 0 entao w < 0, e também obtemos um limite superior para w.

Como —w também satisfaz (2.7) podemos proceder como acima para obter um limite
superior para —w. Assim

jw(@)| < C = sup |w(z)],
J?EBR(O)

para alguma bola Br(0) de raio grande. O resultado decorre da defini¢ao de w. [

Como o problema (P;) tem uma estrutura variacional podemos considerar o funcional

I: H(a) — R dado por

/K \Vu\2——/K Y] (ut /K

Usando a Proposigao 2.3 pode-se mostrar que I € C'(H (a),R) e a derivada de I no ponto

u é dada por

’u)v:/K(x)Vu-Vv—/\/K(x)mﬁ( )i v—/K )21y (2.9)

para qualquer v € H(«). Assim, os pontos criticos de I sdo precisamente as solugdes
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fracas e nao negativas da equagao (Py).

Seja E um espago de Banach e J € C'(E,R). Dizemos que (z,) C F é uma sequén-
cia de Palais-Smale no nivel d (abreviadamente, uma sequéncia (PS)y) se J(z,) — d e
J'(z,) — 0. Dizemos que J satisfaz (PS)y, se toda sequéncia (PS), possui uma subse-
quéncia convergente.

A seguir localizaremos os niveis para os quais temos a validade da condigao de Palais-

Smale.

Lema 2.5. Suponha que (u,) C H(«) satisfaz

1
lim I(u,) =d< NSN/Q e lim I'(u,) = 0. (2.10)

n—oo n—oo

Entao (uy,) € limitada e, a menos de uma subsequéncia, (u,) converge fracamente para

uma solugio nao trivial do problema (Py).

Demonstragao. Em vista de (2.10) temos que

1
d+o0,(1) +o,(D|unllx > I(uy,) — 6[’(un)un

1 1 1 1
> (1) hlioren (5 - 5 ) hut

Assim (u,) é limitada e, a menos de subsequéncia, temos que u,, — u fracamente em

2%
K-

H(a). Como H(a) — H'(RY) entdo u, — u fracamente em H'(R"). A convergéncia

local implica em convergéncia pontual de u,(z) para u(x), como

+
(lim un(x)> = lim u/(x), qt.pem Q

n—-+o0o n—-+4o0o

entdo u;” — u™ fracamente em H'(RY). Segue da teoria da medida que

ut — u em LETHRY).

Portanto para cada ¢ € Cg°(RY) fixada, com suporte A, existe f € L'(A) tal que
|6(u,f)* ! < f. Logo

(K (uf)* "ol < Kf € L'(A).
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Segue entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

[ E@r o= [ K@ o+ o).

Como a imersao H(a) — Li(«) é compacta, entao

/ Kl (u}) ¢ = / Kl (a6 + 0a(1).

Segue de (2.9), das duas ultimas equagoes e da convergéncia fraca u, — u em H(a) que
I'(u)¢ = 0. Como ¢ ¢ arbitraria, por densidade, concluimos que I'(u) = 0 em H(«).
Agora provaremos que u # 0. Suponhamos, por contradi¢ao, que u = 0. Como a

imersao H(a) — Li(«) é compacta, temos que

lim [ K(z)|z|?(u)? = 0. (2.11)

n—oo

Assim, lembrando que I(u,) — d, obtemos

1/K<x)|vun|2 - l/K(x)(ug)Q* —d+o(1). (2.12)

Além do mais, como (u,,) é limitada e I'(u,) — 0, temos que I'(u,)u, — 0. Isto e (2.11)

implicam que
[ K@ITu - [ K@) = o)

Se I > 0 ¢ tal que [ K(x)|Vu,|?> — [, segue da equagao acima que [ K(z)(u,)? — L.

Portanto, podemos concluir de (2.12) que

11 l
d= <5 - 2—) I= - (2.13)

Por outro lado, a inequagdo (2.4) implica que

S (/K(x)(u;)Q*)Z/z* < /K(J:)|Vun|2.

Fazendo n — 0o, obtemos SI%/?" < [. Combinando esta inequacio com (2.13) concluimos

que d > +S™/2 0 que contradiz nossa hipétese. Logo, u # 0 e o lema estd provado. [
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2.2 Solucoes positivas para 2 < g < 2*

Nesta secao usamos o Teorema do Passo da Montanha para obter uma solucao positiva
de (P;) quando 2 < ¢ < 2*. Comegaremos apresentando uma consequéncia simples dos

resultados de imersao da se¢ao anterior.

Lema 2.6. Existem p,c > 0 tais que I|sp,0) > 0. Além do mais, existe e € H(a) tal
que |le|]|x > p e I(e) < 0.

Demonstracao. Usando a Proposicao 2.3 obtemos

+]2*
2* K

1 A
I(u) = §||U||§< - E|U+ GK ;\U

v

1 _ .
ol (5 - lulfe? - calul?) 2 0 >0,
para qualquer v € H(«) tal que ||ul][x = p, com p > 0 suficientemente pequeno. Além
do mais, para qualquer v € H'(a) \ {0}, temos lim; .., I(tu) = —oco. Portanto, basta
considerar e := tu, para t > 0 suficientemente grande, de modo que obtemos ||e||[x > p e

I(e) <0. O

Definimos

:= inf I(~(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde

I':={y € C([0,1], H(a)) : 7(0) = 0 e (1) = e}.

Decorre do Teorema do Passo da Montanha que existe uma sequéncia de Palais-Smale no

nivel c¢. Segue do Lema 2.5 que podemos obter uma solu¢ao nao trivial de (P;) desde que
1
< —SN2,
‘SN

Dedicaremos o restante desta secao para mostrar que, sob as hipéteses do Teorema A,
a inequagao acima é satisfeita. Inicialmente notamos que, argumentando como em |33,
Teorema 4.2], podemos provar a seguinte caracterizagao do nivel minimax do Teorema do

Passo da Montanha.

c= inf max[I(tu). (2.14)
ueH(a)\{0} t>0

Portanto, é suficiente provar que
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Proposigao 2.7. Sob as mesmas hipdteses do Teorema A, existe v € H(a)/{0} tal que

1
sup I(tv) < —SN/2,
up (tv) <

Demonstracao. Faremos uma adaptacdo dos argumentos e célculos feitos em [7] (veja
também [5]). Seja o € C=(RY,[0,1]) tal que ¢ = 1 sobre B;(0) e ¢ = 0 fora de By(0).
Dado € > 0, definimos

U = K(m)—1/2¢($)< 1 )<N—2>/z

£+ |x|?

u€
Ve

N |Us 2*,K.
A fungao h(t) := I(tv.), t > 0, é da forma At?> — Bt? — Ct*", com A, B e C positivos.
Como g > 2 e
R (t) = t(2A — qBt1™? — 2°Ct* 7?),

segue do fato da funcdo t — ¢Bt9~2 4 2*Ct* 2 para t > 0 ser estritamente crescente, que
existe um tnico ¢ > 0 tal que A'(t) = 0. Assim h tem um unico ponto de méximo, que

denotaremos por t. > 0. Como h'(t.) =0 e A > 0, obtemos
lvellfe = t277% + ME2Juefg e > 1277,

ou equivalentemente,
Fi= o3 > 1.

Seja g(t) = (1/2)t*t2" 72 — (1/2°)t¥". Uma vez que ¢'(t) = t(£* 2 — t¥"~2) segue que g é

crescente em [0,%]. Como |v.

K = 1 entao

t2
[(tavg) = g(ta) — g)\|’l)€ Z,K
(2.15)
PO 1 Nt
< 9(t) = Al e = g (lvelli)™ = Al s

Consideraremos varios casos, dependendo dos valores de N e a.

Casol. N>a+2

Neste caso, de acordo com as estimativas (2.46), (2.47) e (2.48) do Apéndice deste capitulo,



2.2 Solugoes positivas para 2 < ¢ < 2* 21

temos que
S+ 0(e2) + O(e*) + O(eN/271), se N > 2a + 2,
Qolue) = |lve]lfe = S +0(e*?) + O(e®|loge|) + 0N, se N =2a + 2,
S+ 0(e%?) + O(eN/271), se a+2< N <2a+2,

onde f(g) = O(g°) significa que limsup,_ g+ f(¢)/e® é finito. Como N > «a + 2 entdo

a/2

a/2 < N/2 — 1. Além do mais, lembrando que lim, o+ €*/?|loge| = 0, podemos inferir

da estimativa acima que
Jo-l% = 5+ O(="2). (2.16)

Afirmamos que t¢ > qCy > 0 para algum Cj > 0 e qualquer € > 0 pequeno. De fato,
suponha por contradi¢ao que para alguma sequéncia &, — 0% tenhamos ¢t., — 0. Entao
decorre de (2.16) que t.,v., — 0 em H'(«). Assim, podemos usar (2.14) e a continuidade
de I para obter

0<c<supl(tv.,)=I(t;,v.,)— I(0) =0,
>0

que é uma contradigao.

Segue do Teorema do Valor Médio que existe 6 € (0,1) tal que

N/2

(S +0(e*?)) SN2+ B(S +60(e¥/2))N27LO(e2/?)

SN/2 T 0(60‘/2).

Assim podemos usar (2.15), (2.16), a igualdade acima e a tltima afirmagao para obter

1 a/a\ N2t
I(tov) < N (S +O(e /2)) — E)‘|U€|Z,K
1
< NSN/Z +0(e*?) — CoAlve ! « (2.17)

1 1
_ NSN/Q +€a/2 (0(1) — )\COM|U6|Z7K> .

Logo, para provarmos o lema nesse primeiro caso, basta mostrar que

li L
L0k ar2 [Vl 1 = +o00.
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Primeiramente estimaremos |v.|, . Lembremos que

[a=rim - (L))
(1 + |z[?)aN=2)/2 Bi(0)  JBi(0)e

(2.18)
< ¢ —|—/ 2P~ 1Nz < 00
Bl(O)C
sempre que 3 — q(N —2) — N < 0. Consideraremos a seguinte funcdo linear
r(q) :==q(N=2) - - N.
Como N — 2 — o = r(2) < r(2") segue que

il N>a+2 2.19
(1 5 [2[2) 72 < 00 (para N > a + 2). (2.19)

Sendo ¢ > 2, temos que 0 < ¢ < K(2)'~%2 quando |z| < 2. Assim , como ¢ = 0 em
B5(0)¢, obtemos

. (K(x)lfq/Qqu) |$|ﬁ ) @q|$|ﬁ
|u5|q,K—/ > 2/( (2.20)

(& + [2]2) eV -2)/2 e+ [2]) N2

Por outro lado, usando novamente a definicao de ¢, obtemos

[ s = o et [ e
(e + |z]2) N -2)/2 ooy (€ + 221272 7 o o (e + [2]2)d-D/2

- i o(
- Ba(0) (€ + |2]2)eV=2)/2 +0(1).

Portanto, podemos usar a mudanga de variavel z — x/4/z para obter

| z]” B/24+N/2—q(N—2)/2 / |z
= dr + O(1).
/ (e + [Py 50 (L [2[2)aN 272

Segue de (2.19) e do Teorema da Convergéncia Dominada que a integral do lado direito

é convergente quando ¢ — 07. Portanto, podemos usar (2.20) para deduzir que

|ue|? o > O(P/PHNPmaN=212) 4 O(1). (2.21)



2.2 Solucoes positivas para 2 < ¢ < 2* 23

Segue de (2.44) que
31( = /K(x)

1
Ay = /m (para N > 2). (2.23)

2 = N2A +0(1) (para N > 2), (2.22)

|ue

onde

Logo concluimos que

|uelge i = O(e~"N=2/% 1. 0(1) (para N > 2).

Isto e (2.21) implicam que

‘UE‘Z’K . O(eP/XHN/2=a(N=2)/2) 1 ()(1)

q —
|Ue|q,K - |Ua g*K = O(g*Q(N*Q)/‘l) +O(1) (2 24)
O(P/2+N/2=a(N=2)/4) | O(a(N-D)/4) '
T T omwoEan
e portanto
1 O( )+ O(e t(‘I)
onde s(q) e t(q) sao fungoes afins dadas pelas seguintes expressoes
B N qN-=2) a g(N-2) o
Como 0 = 5(2) > s5(2*) = —a/2 e 2 < ¢ < 2* concluimos que s(q) < 0. Além do mais, se

N > a+2, temos que 0 < (N — 2 —«)/2 = t(2) < t(q), e assim t(q) > 0 para qualquer

2 < g < 2*. Desse modo, podemos tomar o limite em (2.25) para concluir que

1
lli% éa/2’U€|qK +00 (para N > «a + 2).

Isto prova o lema no caso 1.

Caso 2. N=qa+2

Nessa situagao, segue de (2.49) e (2.40) que

|2 = /K(I)WUEF _ SN24 4 elloge| + O(1),
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com
|z

Ay =(N=-2)? [ ———— N >2). 2.2
1= ( ) / 0+ 2PV (para N > 2) (2.27)
Assim, podemos usar (2.22) e (2.23) para obter

o2 = w1 % _ e NP AL + eloge] + O(1)
" |uel3 el=NR AN L O(e)

AL AN 4 e eN2 log e| 4+ O(e714/2)
1+ O(eN/?) '

(2.28)

Para qualquer 0 < § < /2, temos que
N2 Joge| = e N2 Joge| = O(eHN/279),
Além do mais, conforme provado no artigo de Brézis-Nirenberg [5, pg. 444]|, temos que

A AN = 8.

Portanto, como —1 + N/2 = a/2, obtemos
|ve||% = S 4+ O(e ™ V279) = § 4+ O(e2/*79).

Isto fornece um limite inferior positivo para o valores t. e portanto podemos argumen-
tar como em (2.17) para obter

I(tow,) < =8N/ 4 go/273 (0(1) -\, ! ) .

1 U
N ge/2—0 elg, K

Como no Caso 1, obtemos

1 ‘< O(5@+9)  O(eHD)+9)
ga/HlUE K= 0(1) + O(eaWV-2/4)

onde s(q) e t(q) sdo dados em (2.26). Como s(¢) < 0 entdo podemos escolher § > 0
suficientemente pequeno de modo que s(q)+06 < 0. Assim, recordando que 0 = (2) < t(q),
obtemos

. 1
lll)%m‘vg oK = 100 (para N = a + 2),

e portanto I(t.v.) < +S™/? para e > 0 suficientemente pequeno.

Caso 3. 2< N<a+2e2"—4/a<q<2".



2.2 Solucoes positivas para 2 < ¢ < 2* 25

Como fBl(O) |z < o0, desde que v + N > 0, entao

[ [l Pl

e+ 2PN 7 Uy 2PNV 08 |$|“|’ |1)

a—2(N— il

=/ 2] Q(Nl“r/ ey <
B1(0) By(0)—B1(0) |
902’$‘2(a_1)
De maneira anéloga / W < 00. Portanto, segue da equagao (2.41) do Apéndice

e+ |x[?)N-

que
2| |0 2| |2(a—1)
2 _ 1-N/24 ki / atd oO(1
(el 7 € 1 +64/ (e + |22)N-1 + ¢ (e + [z)N-2 +0(1)
= SNRA 1 O(1),

onde A; esta definida em (2.27). Portanto, podemos proceder como em (2.28) para obter

uellk __e"M2A+0(1)

= S 4 O(e71HN/2),
2K 51*N/2A(1)72/N + O(¢) ( )

lvell% =

|us

Assim, t. tem um limite inferior positivo e podemos argumentar como em (2.17) e obter

1 _
I(t.v.) < NSN/z + g 1HN/2 (O( ) — ACo 1+N/2|U€|37K> :

Relembramos que (2.18) ¢é valida se 5 — q(IN —2) — N < 0. Ao substituir o valor de (3

nesta ultima inequagao vemos que ela permanece vélida se, e somente se,

2(a—2)+ N(2"—-2) 2%
(N=2)2*=2)+(a—2) a+2

q>q =

Um célculo simples mostra que 2 < ¢; < 2* se, e somente se, N < « + 2. Portanto,

estamos nas hipoteses do Caso 3 e assim a expressao em (2.24) também ocorre. Logo,

t(q)
el 2 e O
1Nz Ela K = 5y O(caV-2)/4)

onde 3(q) e t(q) sdo funcdes lineares dadas por

zs(q)::g—wﬂ, ?(q):zwﬂ—%

Como 2\(2) = 0, temos que #(¢q) > 0 para qualquer ¢ > 2. Um calculo direto mostra
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que 5(q) < 0 se, e somente se,

q>q =

Decorre de N < a+2 que ¢ < go. Portanto, para qualquer 2* —4/a < ¢ < 2*, temos que

lim#lv 7. =400
e0 gl+N/217 el K

e a proposicao é verdadeira, como no Caso 1.

Caso4. 2< N<a+2,2<qg<2"—4/ae ) grande.

Neste caso a prova ¢ mais simples pois podemos tomar valores grandes para A. Mais

especificamente, seja v € H(«) satisfazendo |v|a« i = 1 e considere ¢, > 0 tal que I)(t\v) =
sup;sq Ir(tv), isto &,

ol = A8 folg = 1577

A expressao acima implica que (¢y)jer+ ¢ limitada. Se limsup, , ty = to > 0, a

inequagao acima implicaria que v = 0, o que é uma contradi¢ao. Portando, lim) .., ¢\ = 0.

1 1 1 1 .
sup Iy (t0) = (5 _ 5) 2lv]% + (5 _ 2—) 2

t>0

Assim,

e portanto,

lim sup I (tv) =0

A—00 t>0

Logo, existe \* > 0 tal que, para qualquer A > \*, existe v que satisfaz a Proposicao 2.7.

Isto finaliza a prova. O

2.3 Solucoes que mudam de sinal para ¢ = 2

Nesta se¢ao provaremos o Teorema B aplicando a seguinte versao do Teorema do Passo

da Montanha (cf. [31, pg.28 |)

Teorema 2.8. Seja ' um espaco de Banach real com E =Y &7 edimY < co. Suponha
que J € CY(E,R) satisfaz

(1) ewistem p, o > 0 tais que J |oB,0)nz = T ;
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(Iy) existem e € 0B1(0) N Z e R > p tais que,
Jloq <0,

com

Q:=(Br(0O)NY)@{te: 0 <t < R}.

Se definirmos

¢ = inf max J(y(u))

~vel' ue@

onde

= {’y € 0(Q,FE) :vy=1d sobre 8@} ,
entao existe uma sequéncia (u,) C E tal que J(u,) — ¢ e J'(uy,) — 0.

Sejam A > 0 tal que A\, < A < Ay e Y; o autoespago associado ao autovalor A;.
Defina
Y=Yi& -aY, Z=Y

de tal forma que H'(a) =Y @ Z. Segue da teoria spectral para operadores compactos,

que

Ans1 = inf {M | w e Z/{O}} . (2.29)

2
|w|2,K
Para a prova do Teorema A consideramos o funcional energia com parte positiva nas

integrais com poténcia critica e subcritica, como nao esperamos por solugoes positivas, é

natural que consideremos o funcional energia definido por

2%

)= [ K@)vuP =2 [ K@l ot - 5 [ Kol

A proxima proposigao é o ponto chave para prova do Teorema B.

Proposigao 2.9. Se N > a+2 e A\, <\ < \yu1, entao existe z € Z \ {0} tal que

1
I —gNrz,
Jax T(u) < 8

A prova desta proposicao é bastante longa e técnica. Antes de apresenté-la, veremos

como usé-la para obter uma soluc¢ao nodal para (Py).
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Prova do Teorema B. Sejam Y e Z definidos acima. Segue de (2.29) que, para todo u € Z

1 2 (22572 Julfe = gl

e assim podemos argumentar como na prova do Lema 2.6 para concluir que [ satisfaz a
condicao (1) do resultado abstrato anterior.

Também temos que

1 < (2572 lull - gl <0, Vuey

Além do mais, se z € Z \ {0} é dado pela Proposicdo 2.9, como Y @& Rz tem dimensao

finita, todas as normas sao equivalentes. Assim existem cy > 0 e co« > 0 tais que

1) = sl - Sl = gl
1 A Cox 9%

IN

QHUH% - EC2HUH§< o Uik
e portanto

I(u) - —o0 quando |jul|x — o0, u€Y @ Rz.

Segue entao que a condi¢ao condigao (1) é satisfeita para R > 0 suficientemente grande.

Aplicando o Teorema 2.8 e a Proposigao 2.9 obtemos (u,) C H'(«a) satisfazendo

1
lim I(u,) =c< NSN/Q e lim I'(u,) =0.

n—oo n—oo

Decorre do Lema 2.5 que, a menos de subsequéncia, (u,) converge fracamente para uma
solu¢do nao trivial de (P;). Como este problema nao tem solu¢do positiva para A > A\;

(cf. |7, pg.1158 Teorema 1.2]), concluimos que esta solu¢io muda de sinal em RY. O

Resta provar a Proposicao 2.9. Primeiro vamos introduzir algumas notagoes que serao

titeis. Para todo par u,v € H'(a) denotaremos por

(1, 0) ::/K(x)Vu-Vv, (1, V)21 ::/K(x)|m|a_2uv,

o produto interno em H'(a) e L*(«), respectivamente.
Dividiremos a prova em dois caso distintos relacionados com o fato de A ser ou nao

um autovalor. Comegaremos com o caso A\, < A < A\,11. Dado € > 0 e ¢ definida na
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Proposigao 2.7, definimos

N—-2 N-2 ]_ (N_Z)/Z
we =gt u=e 1 K(x) Po(x) (8 + |$|2> ’

n

Re = We — Z(w€7 QOZ>KSOZ)

i=1
onde {p; }ien € a sequéncia de autofungdes do problema linear (L£LP) associados aos auto-
valores (2.29).

Provaremos que a Proposicao 2.9 é verdadeira para z = z., com € > 0 suficientemente
pequeno. Como o méximo de f(t) = 42 — 212 — £42" ¢ atingido em ¢, tal que f'(t) =
t(A— B — Ct¥ =2) = 0 entdo

A_B 1/(2*-2) A_B (N-2)/4
=\ -~ -

Logo

max{f(t) [t >0} = [(to)

— A(A-B e B (A—_B)(N*Z)/? _C[(A-B N2
2 C 9\ C »\ o
1 (A-B)Ne
~ N W22
Assim s
1 lullf — Aluls &
I(tu) = — 7 7 |
ma I(tu) = ( N , Vu € H(a)\{0}

Como Y @ Rz, = Y @ Ruw, é suficiente verificar que

o 2 2
me = mas (Jullk = Aulf ) < S, (2.30)

onde

Ye={u=y+tw.:yeY,teR |u

Lema 2.10. Quando ¢ — 07, as sequinte estimativas sao verdadeiras

[ K@,

maX{(ya ws)K7 (y7 wE)Q,K} = ’y|2,KO<5 4

N-2

P _0(ET),  |wlpeyy =0ET), (2.31)

), Vyev. (2.32)
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Demonstragao. Como ¢ = 0 fora de By(0), a definigdo de w. fornece

) ()12 (N+2)/(N—-2)
/K(:):)|w5 -1 _ /K(x) (E(N—Q)/zl( (z) ¥ )
C (

£+ |z2)N-2/2

1
< e N+2)/4/
= Ba(0) (€ + |z|?)(N+2)/2
_ Clg(N+2)/4/ e’ dy
By, /2 (0) (1 + [y|?)V+2/2

1 —2
_ (N—2)/4 _ N-_2
= [ e v =06,

e assim a primeira afirmagdo em (2.31) ocorre. Para segunda estimativa é suficiente

observar que

1
w. < 5(N2)/4/

< CQ€(N_2)/4/ |J?|2_N _ O(E(N_2)/4).
B3(0)

Se tomarmos y = >, Bip; € Y e lembrarmos que ¢; é solugao de (LP), obtemos

|(y, we) k| = Z)\iﬁi((Piaws>2,K <c3 (Z |5z|> /\HEIQQUJE, (2.33)
i=1 =1
com c5 := A, max {|@1] oo @y, - -, |@n|e@y) }. Observe que

‘a—?

a—2 < (N—2)/4/ kS
Jlat o < et |

< C4€(N_2)/4/ |l‘|a_N ZO(é(N_2)/4).
By (0)

Além disso, a equivaléncia das normas em Y, implica que > ., |6i] < calylo,x. Ao sub-

stituir isto e a inequagao acima em (2.33), obtemos

(y, we) k| = |yloxOET).

O argumento para (y, w.)2 i ¢ analogo, e portanto (2.32) ocorre. O lema esta provado. [
Nossa proxima estimativa é mais delicada.

Lema 2.11. Para qualquer u =y + tw. € 3. temos que t = O(1) quando ¢ — 07.
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Demonstrag¢ao. Dado u = y + tw. € ¥, definiremos

A(u) = [u gK — |y gz,K — [tw, gz,K'

Como dim V < oo e as auto-fungdes de (LP) sao regulares, concluimos que u € C*(RY).

Portanto,

Aw) = [ K@)

1
— 2*/ </ K(x) (|tw5 + sy|2*_2(tw€ + sy) — |Sy]2*_2sy) yds) dx
RN \Jo

1
= 2°(2* - 1)/ (/ K(2)|sy + tw. 0> "*tw.y ds) dz,
rY \Jo

onde 0 < #(x) < 1 é uma fungdo mensuréavel. Lembrando que o suporte de w, esta contido

— |y o |twa|2*) dz

em B,(0), podemos usar a estimativa acima, (2.31), (2.32) e a equivaléncia das normas

2*_1/K(a:)|ws|2*_1} (2.34)

2% — 10( )}

em Y, para obter

C2>:>_1|t“w€|Ll(RN) + |y|oo|t

4wl < ol

< {ly

Dado 6 > 0, podemos aplicar a desigualdade de Young com expoentes s = 2*/(2* — 1),

SR IHOET) + 1y

o K|t

s’ = 2*, para obter c3 = ¢3(0) tais que

Y3 ZHOE™T) <

-k et O ).

Analogamente, existe ¢4 = ¢4(0) satisfazendo

N-2 2N

|y o 10( ) < dly 2*K+C4|t| O(e * )~

Ylor x|t

Escolhendo § > 0 de maneira que 26¢; < 1/2, podemos substituir as duas ultimas

inequagdes em (2.34) para obter

|2

1
Aw)] < 5

§K + [t* {O(EN/z) + O(e%

)}

Y
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Decorre da definicao de A(u) e (2.22) que

* * * N—-2 N 1 *
1: |U %*71( 2 |t’LU5 5*7K+|t2 O(g +2 2)+§’y %*7K
= [t {4+ 0H) + o)}
e portanto nao podemos ter ¢ — oo quando € — 07. Assim o lema esta provado. O

Estamos agora em condigoes de provar que (2.30) se verifica para o primeiro caso.

Prova da Proposicao 2.9 (caso A, < A < A\,41). Conforme observado antes, basta verificar
(2.30). Com este objetivo, seja u =y + tw. € X.. Usando (2.32) obtemos

lullie = Iyl + 2ty we)x + [twel%

N-2

=l +1ylxO(e ™) + [[twel%-

Como vale uma estimativa analoga para |ul; x e [lyl|% < Au|yl3 x, concluimos que

—2

N-2
[ullie = Muls x < (A = Myl g + [yl2x O™ ) + [[twe [ — Altwe5 & (2.35)

Lembremos que —as? +bs < —b?/4a sempre que a > 0 e s € R. Assim, a expressao acima

implica que
1 N—-2

Jull% — Alul3 x < mO(é“T) + Qx(tw.)[twe[3- (2.36)
one ol — Alol3
Vg — AMVIg Kk
Q)\(U) = * : 5
v %*,K

para qualquer v € H*(a) \ {0}.
Como Q) (we) = Qx(ue) e A > \1/2, segue das equagoes (2.46), (2.47), (2.48) e (2.50)
do Apéndice que

(S +e*2d + O(e®), se N > 2a + 2,
S+ %2d + O(e*|loge|) + O(e"z"), se N =2a +2,
@l = S4e22d4+0("2), sea+2< N <2a+ 2,
| S +e*2|logeld + O(="7), se N=a+2,

com d < 0. Portanto, para u > 0 pequeno, N > o + 2 e v dado por

N -2
7 := min {a — 1, T} > 0, (2.37)
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temos que

Qu(tw.) = Qx(w:) < S+ de®* ™ + O(e"). (2.38)

Por outro lado, usando o Teorema do Valor Médio obtemos 6 = 0(x) € (0,1) tal que
1= /K(x)|tw‘E +y* = /K(x) {|tw.* + 2*[tw. + Oy[* > (tw. + Oy)y} .
Portanto, podemos usar a equivaléncia das normas em Y, o Lema 2.11 e (2.31), para obter

1 > |tw, Tyl > Jtw.

* * * N—-2
Lt 2 [ K@), 2 = Iyl O™ ),

de onde obtemos
. N-2
3*,[( < 1+ |y]2,KO(5 4 )

|twe
Substituindo a estimativa acima e (2.38) em (2.36), concluimos que

1 N_2 o/9—
||U||%<—/\|U|%7K < mO(é‘ 2 )+S+d6 /2 N+O(57>

= S eere (44 O ) 4 O("ET )
Lembrando que N — a — 2 > 0 e usando a defini¢ao de 7y, concluimos que
min{y — a/2 + u, (N =2 —a)/2+ u} > 0.
Como d < 0, decorre da expressao acima que, para qualquer € > 0 pequeno, temos
|5 — )\]u\gK <S5, VueX..

Isto conclui a prova no primeiro caso. O

Agora consideraremos o caso em que A = )\, é um autovalor. Observe que, nesta
situacdo, a estimativa (2.35) nao vale e portanto precisamos mudar o argumento. Assim,

dado € > 0 definiremos

We 1= We — (wea @n)Kgpn
O préximo lema mostra que esta nova fungao tem as mesmas propriedades de w..

Lema 2.12. As sequintes estimativas ocorrem quando € — 0T

/ K@@ = 0E"T),  |@lpey = 0E"T),
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(e77),

max{(y, W:) i, (¥, We )2,k } =

Qr(tw.) = Qx(w.) < S+ de®?> 7 + O(e), (2.39)
onde d < 0, u >0 é pequeno e v € dado por (2.37).

Demonstracao. Temos que

2*—1

[r@Ia T <o [ Kol + ol e [ K@,

O decaimento exponencial de ¢, implica que a tultima integral é finita. Como 2* —1 > 1,

decorre da inequagao acima, (2.31) e (2.32) que

[ x@a.

e portanto a primeira afirmagao é verdadeira. Usando o decaimento exponencial ¢, e o

oo,

Lema 2.10 podemos provar a segunda e terceira afirmacao de maneira similar. Omitimos
os detalhes.
Resta verificar a tltima afirmacao. Observe que, em vista da definicao de w. e do

Lema 2.10, temos

Nk = llwellk + (we, en)ll@nlli — 2(we, on)%

< e} +0(")

~ N-2
@3 5 = Jwels i +O0(e72).

Agora estimaremos |w, 3. i COMO segue

3:,[( = / / —|w. — s wg,gpn)Kgpn\ “dsdz
RN
< C2|(we790n)K!/ K(2)|w.|* 'dx

2
5+ ;¢ €m termos de |w,

|We %i,K — Jwe

+es|(we, pn) i / K(z)|¢n|* dz
= O("T)0(ET T =0T,

onde usamos o decaimento exponencial de ¢, ¢ o Lema 2.10. Decorre da expressao acima
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que, para algum 6 € (0, 1), temos

2/2*

2/2*
w %:,K) / = <’w€

5o = (lwe
N * 2
3*,K)2/2 T o <’w£

3+ O(ET))

|we

—2

N-—2 2%71
§K+ﬂ0@71> 0",

= (jwe

Obtemos de (2.22) que 0 < lim,_ g+ |w.

o . ,
3+ < 00. Assim, concluimos que

~ N—2
|We 3*,[( = |w, g*,K +0(e 2 ).
Todas as estimativas acima juntas fornecem
N—2 -
oy < Ml MuBe O L oE)
A < = = -
) w2 o +O("7) T w0

A afirmacao (2.39) agora é uma consequéncia da inequagao acima e (2.38). Isto finaliza a

prova. 0
Agora provaremos a Proposi¢ao 2.9 no caso A = \,.

Prova da Proposi¢ao 2.9 (caso A = \,,). Como no primeiro caso, é suficiente mostrar que

m. = max ([[ull i — Aalulzx) <5,
UE e

onde

Ye={u=y+tw.:yeY,teR |u

2*7[( — 1}

Seja u =y + tw, € is e note que a fungao y € Y pode ser escrita como
Yy =9+ (Y, on)KPn.
Ja que (¢, We)k = (¢n, We)2x =0 € H@DHH%( = An’@ﬂ‘%,[(? temos que

lullie = Anlulz = 117llE = AallFnll3 . + 20 t0e) i — 22 (Y, 1 )2,
+Qa\(twe) [tw,

2
2% K+

O Lema 2.12 e a mesma argumentagao usada na prova do Lema 2.11 mostram que t =

O(1) quando ¢ — 0. Portanto, podemos usar a inequagao acima, § € span {1, ..., ¢, 1}
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e o Lema 2.11 para obter

O(e"7 ) + Qx(t.) |ti.

1
Jall = Ml < 5 b

(Anfl - )‘n)

Decorre da limitagao de ¢, (2.39) e do mesmo argumento usado no primeiro caso que, para

¢ > 0 suficientemente pequeno, temos
lullf = Alul3 5 < S, Vue ..

A proposicao esta provada. 0

2.4 Apéndice

Nessa segao apresentaremos algumas estimativas usadas nas se¢oes anteriores. Os
resultados foram extraidos de |[7].

Seja o € C=(RY,[0,1]) tal que p =1 em B1(0) e ¢ =0 em By(0), 0 < » < 1. Dados
a>2eb>0, temos que

/|x|“(1 + 2" <00 desde que N > a+ 2b.

Como

S B
EH IR~ Jemuoy &+ BN = Jowmio |

podemos escrever

/ (& + o™ / <s+\x!2>N”/ (e + [2)
5(1/2 T Z|a
/er(l —|—|’x//\/\/_g‘|2)Nb+O(1) (2.40)

_ _b+a/2—-N/2 |$|a
Y //—(1+|x\2)N‘b+O(1)’

quando ¢ — 0T. Para ¢ > 0, definimos

us = K(2) " Pp(a)ve (),
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onde v, é dada por
N—-2

Primeiramente, computamos os seguintes calculos

2
/|Vu5|2K = /902 (|VU6|2 — %vg(x -V, ) x| 4 —4?16v3|x|2(°‘_1))
+ [1vel +2 [ euvior (Vo - Sudel ).

Nao é dificil provar que os dois tltimos termos do lado direito sao limitados quando € — 0.

Assim, usando a defini¢ao de v., obtemos

. L SkE oV -2 [ el
[ = eony | ™ T / et a2

Oé2 ¢2|x’2(a—1) (2 41)
O(1 :
+4~16/(8+|x|2)N—2 +0(1)

= Il +IQ+]3+O<1).

Segue das estimativas em (2.40) que

I =e7N2A, 4+ 0(1) (para N > 2),
I = e/ A=N2) Ay + O(1)  (para N > a +2), (2.42)
Iy = eTU=N2 A3 + O(1) (para N > 2a + 2),
onde
Alz(N—Q)Z/L (para N > 2)
(1+ |=[?)™ ’
a(N —2) ||
Ay = I / (FAEELE (para N > a + 2),
o |x’2(o¢—1)
Az = N > 2 2).
T 116 / (1 + [2P)V-2 (para N> 20+2)

Do mesmo modo, temos

2 a—2
- alid
)\/|u€|2K|x|a 2 _ /\/—
(€ + |z)N=2 (2.43)
= g/2HU=N2NA, +O(1) (para N > o+ 2),
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onde

o2
A4:/W (ParaN>a_|_2>.

Argumentando como em (2.40), podemos escrever

[1u.

o2 [(2/2N) N2
YK = N2 4 o1 N > 2 2.44
/ E + |QZ‘ 0t ( ) (para > )7 ( )

onde

1
AO = /m (para N > 2)

Portanto, temos

(

2/2* o
2 K) _ (EfN/2AO+O(1))

(V2 4)% 4 N=2 (V2 4, 4 o(1) N o),

e assim

2/2°
2 K) = ! N2ANTAN L Oe)  (para N > 2). (2.45)

(

Para os casos a seguir definimos

lwll% — Alwl3

|w %*,K

Qx(w) =

Caso 1. N >2a+2

Neste caso, as equagoes em (2.42)-(2.45) e a igualdade A_1+2/NA1 S implicam que

c1-N/2 (Al + 8a/2(A2 — M) + €aA3) +0(1)
8lfN/214(()N*2)/N + 0(6)
= f461+2/Af(,41.+.€a/2(f42__ AAy) + e Ag + O(eN/>71) (2.46)

Q)\ (us) =

= S+ A7 TN (A — NAY) + 2 AT TN £ O(N

Caso 2. N =2a+ 2
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Neste caso, faremos outra estimativa para I3. Temos que
/ |$‘2(a—1) s / |I’2(a—1)
T oas S 13 < YRR TIVIE
Byo) (€ + [2]?)* By(o) (€ + |z[*)%
Por outro lado, para qualquer R > 0
|x|2(a71) WN_1 R T2(a71)7,.2a(27,.)
2\2a ea
Br(0) (€ +12[?) 2 Jo (e+7?)

_ WN_1 /8+R2 (8 - 8)204—1 ds
€

2 g%
e+R? e+R?2a—1 (2a—1)—i
WN_1 1 s ,
= - d Ci——=¢'d
5 </6 S S +/6 ; 20 € s)
— w];_l log |e + R?| — w]\;_l log e| + O(1)
= 2 loge| +0(1),

onde wy_; = faBl(o) dS ¢ a area da esfera unitaria de RV. Portanto, como no caso 1,

temos
—14+N/2
/IVuaIZK = N2 (A1 +6“/2A2+%|10g6|) +O(1)
= EI_N/2 (Al + Ea/2A2 + £ WQNil | log€|) + 0(1),
e assim
Qx(u.) = Ay TN (A1 b2 (Ay — NAY) + o ‘”2N—1 |log e| + O(sN/21))
8%}1\;_1

= S+ 8a/2A81+2/N(A2 — AAy) + A61+2/N| loge| + O(eN/z’l).

(2.47)
Caso 3. a+2< N <2a+2

Neste caso, como N < 2a + 2, podemos estimar I3 da seguinte maneira

2 2/,.12(a—1) 2(a—1)
I == / s i s/ i)
4-16 B5(0) (e + |2[?) Bs(0) |z
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e portanto
Qulu) = ATV (A e2(Ay — ML) + O(V2)

2.48
S + 8a/2A51+2/N<A2 . )\A4) + O(gN/Q_l) ( )

Caso4. N=a+2

Neste caso I3 = O(1). Entretanto, (2.43) ndo ocorre, portanto precisamos estimar Io.

Temos que
I = “”;*1 O‘<N4_ 2 | loge| + 0(1)
e
/\/ lue|*K|z|* 2 = wzfl |loge| + O(1).
Assim
/ Vu 2K = (2 — N)? / v f\ﬂjw + “”;‘1 alN . 2 loge| + 0(1) (2.49)
e portanto

Qi) = A (- 22 (R - 2) g + 0 )

1 - N —2
= S+ WJ; le 1+2/N <(X(T) _ >\> 8N/2—1| lOg&?l + O<€N/2—1>.

(2.50)



Capitulo

3

Solucoes para um sistema eliptico do

tipo gradiente

Neste capitulo estudaremos o seguinte problema

(

—Au = Qy(u,v) + iHu(u, v), em ,

2*
1
(P2) —Av = Q,(u,v) + ;Hv(u, v), em €,
u=v =0, em 02,

\

onde 2 C RY & um dominio suave limitado e N > 3, Q,, H, ¢ Q,, H, sao as derivadas
parciais das fun¢oes homogéneas Q, H € C*(R%,R), onde R := [0,00) x [0,00), H

satisfaz

(Hy) H ¢é 2*-homogénea, isto é

H(0s,0t) = 6* H(s,t) paracada 0 >0, (s,t) € RZ;

(Hy) Hy(0,1) =0, Hy(1,0) = 0;

(Hy) H(s,t) > 0 para cada s,t > 0;

(Hs) H,(s,t) >0, Hy(s,t) > 0 para cada (s,t) € R%;

(H,) a fungdo 1-homogénea (s,t) — H(s'/?" 1/2") ¢ concava em R2.

A fungao @ := Q(s,t) é uma perturbagao subcritica que satisfaz
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(Qo) @Q é g-homogénea para algum 2 < g < 2%;

(Ql) Qs(ov 1) = O, Qt(l,O) = 0.

A fim de apresentarmos nosso resultado, definimos os seguintes ntimeros

pwo= min{Q(s,t) : s74+t1=1,s,t> 0}, (3.1)
A = max{Q(s,t) : sT+t1T=1,s,t>0}. (3.2)

Enunciamos abaixo nosso primeiro resultado de multiplicidade para o sistema (Ps).

Teorema C. Suponha que H satisfaz (Hy) — (Hy) e Q satisfaz (Qo) — (Q1). Entao existe
A > 0 tal que o problema (P2) tem pelo menos cato(S2) solugdes nao negativas e nao

triviais se A, i € (0,A).
No segundo resultado, consideramos outra hipotese sobre Q).

Teorema D. Suponha que H satisfaz (Hy) — (Hy), Q satisfaz (Qo) com ¢ > 2 e

(©1) Q4(0,1) > 0 ¢ Qs(1,0) > 0.

Entao, definindo
A =max{Q.(0,1), Qi(1,0)}, (3.3)

existe A > 0 tal que o problema (Py) tem pelo menos catq(2) solugdes nao negativas e

ndo triviais se \, 1, A € (0,A).

Este capitulo esta dividido da seguinte forma: na Secao 3.1 provamos um resultado de
compacidade local para o funcional associado ao problema e obtemos existéncia de uma
solugdo nao negativa para (Ps). Na Segao 3.2 mostramos um resultado de concentragao
de compacidade e estudamos o comportamento dos niveis minimax relacionados com o
problema. Os Teoremas C e D sao provados na Secao 3.3. Na Secao 3.4 fazemos algumas
consideragoes sobre a existéncia de solugao positivas ou de pares de solugoes z = (u, v) com
u # 0 e v # 0. Finalizamos o capitulo com a Secao 3.5 onde colocamos alguns resultados
abstratos usados no capitulo e apresentamos breves consideragoes sobre a categoria de
Ljusternik-Schnirelmann.

Denotaremos por ||f||, a norma de f em LP(A) . A fim de simplificar a notagao,
escreveremos [ 4 f em vez de i) 1 f(xz)dz. Também vamos omitir o conjunto A sempre que
A=Q.

Destacamos para referéncia futura que, se p > 1 e F é uma funcao de classe C*,

p-homogénea , entao:
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(i) definindo o ntimero My := max{F(s,t) : s,t € R, |s|P + ||’ = 1}, para cada
(s,t) € R? temos que
[F (s, t)| < Mp(|s]” + [¢]7); (3.4)

(i) VF é uma (p — 1) fungdo homogénea e, para cada (s,t) € R?, temos

sFy(s,t) + tFy(s,t) = pF(s,t). (3.5)

3.1 A condicao PS e um resultado de existéncia

Comegamos esta se¢ao estendendo as fungdes @ e H. Observe que (Q1) e (H;)

permitem-nos dar uma extensao C' de ) e H para o plano fazendo

Os,t) = Qs %), H(s,t) = H(s",t7), (3.6)
onde s* := max{s,0}. Sob as hipdteses do Teorema D, com @ satisfazendo (@\1) em vez
de (Q1), a extensao acima nao é diferenciavel. Neste caso, nos estendemos ) da seguinte

forma

Qs,1) = Q(s™,t1) = VQ(s™,t7) - (s, t7), (3.7)

onde s~ := max{—s,0}.
Para simplificar a apresentacao do texto, vamos escrever apenas H para denotar a
extensdo H. A extensio de @ depende de estarmos assumindo a condicao (Q1) ou (@\1)
Conforme lema & seguir, em ambos os casos, a extensao ¢ de classe C! e sera representada

apenas por ().

Lema 3.1. Se Q e H satisfazem (Q1) e (H,), entdo as extensoes (3.6) sao de classe C*.

O mesmo vale se Q) satisfaz (@1) e usarmos a extensao (3.7).

Demonstracao. Provemos a primeira parte. Para tanto basta verificar a regularidade de

@ nos eixos (s,0) e (0,t), o mesmo valendo para H. Observe que

VQ(s, 1) = (Qs(s,1),Qu(s,))  paras >0, t>0,

(s,) = (
VQ(s,t) = (0,0Q:(0,1)) para s <0, t > 0,
VQ(s,t) = (Q4(s,0),0) para s > 0, t <0,
V@(s,t) = (0,0) para s < 0, t < 0.

Fixando ¢ > 0, usando (3.5) e (@) temos
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lim VQ(s, )

s—0~

0,Q+(0,1))

(
= (qu_lQS(O,l),Qt(O,t))
- (Qs(oat)7Qt(Oat))

= VQ(0,1).

Esta ultima equacdo mostra que a extensdo é regular no semi-eixo (0,¢) com ¢ > 0.

Também temos, para s < 0 fixo,

lim VQ(s,t) = (0,Q:(0,0)) = (0,0),

t—0t

o que fornece a regularidade para extensdo no semi-eixo (s,0) com s < 0 pois no terceiro

quadrante @ = (0,0). Argumentando de modo analogo obtemos

lim VQ(s,t) = VQ(s,0), para s >0,

t—0~

1im+ VQ(s,t) = (0,0), para t < 0.

s—0
As equagoes acima fornecem a regularidade nos semi-eixos (s,0) com s > 0 e (0,¢) com
t <0.

Agora, analisemos a extensao (3.7) para ). Temos que

V@(s,t) =VQ(s,t) para s > 0, t > 0,
VQ(s,t) = (Q.(0,1) , Qu(0,8) + (¢ —1)st72Q,(0,1))  para s <0, ¢t >0,
VQ(s,t) = (Qy(s,0) + (g — D)ts72Q4(s,0) , Qu(s,0)) paras >0, t <0,
VQ(s,t) = (0,0) para s < 0, t < 0.

Como ¢ > 2, vemos que

lim VQ(s,t) = VQ(0,0) = (0,0), para s < 0,

t—0+

lim V@(s,t) =VQ(0,t), para t > 0.

s—0~

Como @ = (0,0) no terceiro quadrante, a primeira das equagoes acima mostra a regulari-
dade da extensao no semi-eixo (s,0) com s < 0. A segunda equagao mostra a regularidade
no semi-eixo (0,¢) com ¢ > 0. A regularidade nos demais semi-eixos ¢ feita de maneira

analoga. ]
No decorrer deste capitulo utilizaremos de forma recorrente as propriedades abaixo.

Lema 3.2. As extensoes acima satisfazem, para todo s,t € R,
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(1) Q(s™,t7) < A(]s?+ [t]7).

Além disso, se () satisfaz (@1), entdo para todo s,t € R vale

(i) Qu(s™,) >0 e Qys,t7) > 0;
(i) [Q(s,8)] < (A +A)(|s]7 + [t]9),
(iv) Q(s*,t+) < Q(s,1).

Demonstragao. A propriedade (i) decorre de (3.4). No caso (ii) a extensao ¢ dada por

Q(s,t) = Q(st,t1) — (s7,t7) - VQ(s™,t"). Logo, usando a (¢ — 1)—homogeneidade de
V@, obtemos

~ —s~(tT)771Q,4(0,1 para s < 0,
Ou(s— 1) = (t") (0,1)
0 para s > 0.

Como por hipotese Q,(0,1) > 0 temos que @s(s_, t) > 0. A outra desigualdade é anéloga
e assim o item (ii) esta provado.

Para o caso (iii), usando a (¢ — 1)-homogeneidade de VQ(s,t), obtemos

_S_QS(S+,t+) _ { _SQS(O,t+) — —S(t+>q71Qs(07 1) para s < 0,

0 para s > 0.
Como
a(b*)1~ <lalla]""" = [a]?  se [b] < |al,
a(bT)r=t < [pljp]7"t = [b]7 se |a| < [b],
entao
a(d7)" < a|? + [b]%,
e portanto

| = s7Qu(sT, 1) < Qs(0, 1)(|s|” + [t]7).

De maneira analoga
| =7 Qu(s™, 7] < Qu(L,0)([s|* +[t]7).

segue das expressdes acima que |(s~,¢7) - VQ(s+,t7)| < A(|s]? + [t|9), e portanto
Qs )] < QU™ )+ [(s7,17) - VQ(sT, 1) < (A + A)(Is]” + [¢]).
Decorre da demonstracao do item anterior que

_S_QS<8+7t+) - t_Qt(8+7t_) 2 07
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e portanto Q(s,t) > Q(s*,t+), o que conclui a prova do item (iv) e do lema. O

Usando (3.4) e argumentos padroes, vemos que as solugoes fracas de (Ps) sdo precisa-

mente os pontos criticos do funcional I, , € C*(X,R) dado por

B2 = a0 = [ Quale) = 5 [HG), 2 e X,

onde X & o espago de Sobolev H}(Q2) x H}(€) com a norma

o)l s= [ (Vu 4190

Observe que, na definigao de I, ,, denotamos Q) ,(z) := Q(z) para z € R?. Escreveremos
@, em vez de () apenas para enfatizar a dependéncia dos parametros p e A definidos em
(3.1)-(3.2).

Introduzimos a variedade de Nehari de I, ,, definindo
Ny = {z e X\ {(0,0)}: If\vu(z)z = O}
e definimos o nivel minimax c, , como

Cap i= 261/1\1{“ [/\,u(z)'

Lema 3.3. Se ¢ = 2 e \,u € (0,01(Q)/2) ou 2 < q < 2" e \,u > 0 entdo existe
r=r(\puw Q) >0, tal que

|z]| > 7 >0 para todo z € Ny,. (3.8)

Demonstragao. Como z = (u,v) € Ny, entdo ||z||*> = ¢ [ Q(z) + [ H(z). A homogenei-
dade de H e @, (3.4) e as imersoes de Sobolev implicam na existéncia de constantes

satisfazendo
[

IN

)

2*)

2+ v

[E gCy([|ulg + v]|2) + Co- ([Ju
qCy(J|u]]? + [v]|?) + Co-(
aCy(|[ul + ]| + Co-(

qCyl|2]| + Co-

IN

2 4 |v

u

IA

ull + [lvl)*

2%

z

Quando g = 2 segue, da defini¢ao do primeiro autovalor para o operador laplaciano e de
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(3.1), que Co = 1/0,(€2). Assim ||z]|2 < 2u6: (Q)]|2]|? + Co-||2||¥", e portanto

1—2u/6,(Q) < Co-

L\ Ve2)
= (—591(9)) >0
2*

e o lema esta provado. Se ¢ > 2 entao

|2*72.

Z|

Basta tomar

1< qCyl|2[|7 + Con | 2>,

A expressao acima mostra que nao pode existir (z,,) € N, , tal que ||z,| = 0,(1). Logo,

existe 7 com no enunciado do lema. O

O lema a seguir mostra que I, satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Mon-

tanha.

Lema 3.4. Seq=2 e\ € (0,0,(2)/2), entao existem ry > 0, ro > 0 tais que I(z) > ry,
para todo z € 0B,,(0) e w € RY/B,,(0) tal que I(w) < 0. O mesmo ocorre se 2 < q < 2*
e > 0.

Demonstracao. Usando (1.1), os itens (i) e (iv) do Lema 3.2 e as imersoes de Sobolev

obtemos

Bz = 310~ [ Qaut) - 5 [ H()

1 —2%/2
el =2 [ (ulr -+ ol) = 5577

2*—2}

Seja f(t) := 5 — AC 172 — S22 Se g =2e X € (0,6:(£)/2), analogamente ao lema

anterior Co = 1/601(22). Como lim;_ o+ f(t) = % > (), entao existe o > 0 tal que

2%

v

]_ _9*
= {5 - ACalalls - 57

I\, (2) > 11 :==1r2f(r2) >0, paratodo z € 0B,,(0).

Se 2 < ¢ < 2%, entao limy o+ f(t) = % > (), para todo A > 0. Procedemos como antes

para provar o lema. O

No decorrer desse capitulo vamos usar outros tipos de niveis minimax relacionados
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com o problema (P,), a saber
Cap i= ZE;?\f{O} r?zaox Iy, (t2),
e
Cyp = inf I t
G = Inf max xu(7(1)),
onde I'y , :={y € C([0,1],X) : 7(0)=0, I(~(1)) < 0}.
O resultado abaixo estabelece a relacao entre os diferentes minimax.
Lema 3.5. Suponha que Q satisfaz (Q1) ou (C/Q\l), 2<qg<2* e pu>0. Entao
E)Hu S ’CVAM = C\u-
O mesmo vale se Q satisfaz (Q1), g =2 e X\, p € (0,6,()/2).
Demonstragao. Seja Y :={z € X \ {0} : max;>o /) ,(tz) < 400} e observe que
Cap = ;g)f( r?zaoxf)\,#(tz).
Fixe z € Y e considere, para t > 0, a fungao
h(t) == I, (tz) = At* — Bt1 — Ct*, (3.9)

co1m

A::@>O, B::/Q(z), C:=— [ H(z)>0.

A derivada de h é dada por

W(t) = ]Q,H(t?:)z = t(2A — ¢qBt72 — 2*Ct* 7?),

de modo que tz € N, , se, e somente se, t > 0 ¢ ponto critico de h. Vamos mostrar que

h possui exatamente um ponto critico t, > 0 que é um ponto de méximo global. Desse

modo

Cxu < I/\,,Ln(tzz> < I?;aOX I,\,#(tZ).

Tomando o infimo para z € Y, concluimos que ¢y, < ¢y .

Vamos considerar trés casos distintos.

Caso 1. @ satisfaz (@) com 2 < g <2*e A\, u> 0.
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Observe que a derivada de h pode ser escrita como

h{(t) = t(2A — g(1)),

com

g(t) :== qBt"? + 2*Ct* 72 (3.10)

de modo que h/(t) = 0 se, e somente se, g(t) = 2A. Como @ satisfaz (Q)1), podemos
usar a expressao da extensao de () e H para concluir que B, C' > 0. Além disso, como
z € Y, temos que B > 0 ou C' > 0. Portanto a fungdo g ¢é crescente em (0,00) e

lim; . g(t) = +00. Como ¢(0) = 0 existe um tnico ¢, > 0 tal que g(t.) = 2A.
Caso 2. () satisfaz (@\1) com2<qg<2*e\u>0.

Nesse caso, se B > 0, a demonstracao é anédloga aquela do caso anterior. Contudo, se
B < 0, entao C' > 0 e a funcao g nao é mais crescente em todo o semi-eixo positivo.

Porém o tnico ponto onde a sua derivada ¢’ se anula é

. . 1/(2*—q)
i (~94—2)B S0
2%(2* — 2)C

Além disso, g é decrescente em (0, 1) e crescente em (£, +00). Como ¢(0) = 0elim; . g(t) =

+o0 concluimos que existe um tunico ¢, > 0 tal que g(t,) = 2A.
Caso 3. @ satisfaz (Q1) com ¢ =2e A\, p € (0,0,(£2)/2).

Afirmamos inicialmente que A > B. De fato, usando a definicdo de A < 6,(Q2) e a

desigualdade de Poincaré, obtemos

2
= [ae<x 18 s Tl < EE_ A

Desse modo, se C' = 0, terfamos h(t) = (A— B)t?, o que implicaria que max;>q h(t) = +o0,
contrariando z € Y. Portanto concluimos que C' > 0. Uma vez que ¢ = 2 temos
h'(t) = t(2(A — B) — 2*Ct*~%). Lembrando que (A — B) > 0 podemos proceder como
antes para concluir que existe um tnico ¢, > 0 tal que t,z € N, ,.

A fim de concluir a demonstracao tomamos z € Y. Argumentando como acima
e analisando os diversos casos para as constantes A, B e (', podemos mostrar que
lim; 4o [(t2) = —o0. Assim, escolhendo w := tpz com t; > 0 grande de modo que
I(w) < 0, podemos considerar o caminho retilineo v(¢) = tw para concluir que ¢, <

B O
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Veremos adiante (veja a Observacao 3.14) que o nivel ¢, , do Teorema do Passo da
Montanha na verdade coincide com os outros dois niveis minimax. Outra observacao
importante é que, como uma consequéncia simples da demonstracao acima, obtemos o

seguinte resultado.

Corolario 3.6. Suponha que Q satisfaz (Q1) ou (@\1), 2<qg<2 el u>0. Entao, se
z € X\ {0} € tal que [ H(z) > 0, existe um tunico t, > 0 tal que t,z € Ny ,. O mesmo
vale se Q satisfaz (Q1), ¢ =2 e\, u € (0,6,(Q)/2).

Antes de passamos ao nosso proximo lema gostariamos de enunciar alguns resultados
que nos serao uteis. O primeiro é uma versao do Lema de Brézis-Lieb para o nosso
problema. O segundo relaciona o nimero Sy definido em (1.1) com a melhor constante
S da imersao de Sobolev D'?(RM) — L2 (RY). Os dois enunciados abaixo sdo casos

particulares dos Lemas 5 e 1, respectivamente, do artigo de Morais Filho e Souto [24].

Lema 3.7. Sejam (u,), (v,) C Hy(Q) sequéncia limitadas e u, v € H}(Q) tais que
up () — u(z), vy (z) — v(z) para ¢.t.p. x € Q. Entao

/H(un, vp) dz — /H(un — v, —v)de = /H(u, v)dz + 0,(1).

O mesmo vale com Q) no lugar de H.

Lema 3.8. Se H satisfaz (Hy) entao

1
Sy = MFS’

onde My é dado em (8.4) com F(s,t) = H(s,t)>*. Além disso, se a constante S ¢

atingida por w, entio (sow,tow) atinge o infimo Sy para todo (so,ty) € R2 satisfazendo
H(So, t0>2/2* = SS + t%
No resultado abaixo estabelecemos uma condigao local de compacidade para o fun-
cional.
Lema 3.9. O funcional I, satisfaz a condi¢io (PS). para todos os niveis ¢ < %Sﬁn.

Demonstragdo. Seja (2,) = ((un,vn)) C X tal que I} ,(2,) — 0 e Iy ,(z,) — ¢ < %Sﬁﬂ.
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A definicao de I, fornece ¢, co > 0 tais que

1
c+cllznll +on(l) > Iyu(zn) — E[f\’#(zn)zn

1 1 2% —¢q
= (52 l=lP+ (=
2 q 2%q

> collznll?,

) /H(Zn) (3.11)

A expressdo acima implica que (z,) C X é limitada. Portanto, podemos supor que
zp — 2z := (u,v) fracamente em X e z, — z forte em L7(Q2) x LI(Q).
Definido z, := (uy,0,) = (u, — u,v, — v) podemos usar a convergéncia forte em

L9(2) x L1(Q2) e o Lema 3.7 para concluir que

/Qm(zn) = /QM + 0,(1 /H Zn) /H /H(zn) +o,(1).  (3.12)

Afirmamos que I} (z) = 0 e I ,(2) > 0. Portanto segue de (3.12), a convergéncia fraca

de (z,) e a afirmagao implicam que

et 0u(1) = Inu(z) + lIZl7 — o / () > S5 - o / HE),  (313)

Usando o fato de que I} ,(2,) — 0 e (3.12), obtemos

0nl) = Iy(zn)on =zl — 4 / Qunlz) / H(z,)

(3.14)
— B+ G- [ HE),
Lembrando que I} ,(2)z = 0, podemos usar (3.14) e (3.13) para obter
1 1 1
lm |52 =b= lim [ HE), —b=[-——)b<
lim IZ.]" =0 im (Zn), Nb <2 2*) b<ec,
para algum b > 0.
Decorre da definicao de Sy, que
2/2*
Bl = s ([ HG))
N/2

Tomando o limite obtemos b > Syb*?". Portanto, se b > 0, concluimos que b > Sy,
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assim

1 N/2 1 1 N/2
NSH/ SNbSC<NSH/,

que é absurdo. Portanto b = 0 e assim z,, — z forte em X.
Resta provar a afirmagdo. Seja ¢, € C§°(£2). Usando (3.4) e a compacidade da
imersao H}(Q) — L"(Q) parar € {¢ — 1,2* — 1} obtemos

lun — ullg—1 = 0n(1) € ||v, — v]j2r—1 = 0,(1).

Segue da Teoria da Medida que existem f, g € L'() tais que

un(@)] < f(2) € [oa(@)] < g(x) ¢.L.p em Q.

Portanto, usando (3.5) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e concluimos

que

0a(1) = /Q (6,9) - VO (2n) - /Q (6,0) - VO (2),
0a(1) = / (6.0) - VH(20) — / (6,) - VHy,(2).

As igualdades acima, a convergeéncia fraca z, — z e (3.5) fornecem I} ,(2)(¢, ) = 0.

Por densidade obtemos I}, ,(z) = 0. Em particular I} ,(z)z = 0, o que nos fornece

ha) = (521l + (3= 3) [ 20

e isto conclui a demonstracao. O]

Antes de apresentarmos nosso préoximo resultado lembramos que, para cada € > 0, a
funcao
CyeV-2/4
E+ P72
onde Cy := N(N — 2)(N=2/4" satisfaz |VO.|2 = ||®.
Lema 3.8 e a homogeneidade de H, obtemos A, B > 0 tais que

d.(z) = reRY (3.15)

2. = SN2 Portanto, usando o

_ [(A®., BD.)|*  (A*+B%) SN2
Su = 22« H(A, B> ||®.2. (3.16)
( H(AQDE,BQDE))
RN
de onde se conclui que
A? + B?
gy = A EB) o (3.17)

H(A, Bz
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A equagao acima e as idéias introduzidas por Brézis e Nirenberg [5] sdo o ponto chave

para o préoximo resultado.

Lema 3.10. Suponha que Q) satisfaz (Qg) com 2 < q < 2* e A, u, definidos em (3.1)-(3.2)

sao positivos. Entao

L ony2

NSH/ .

O mesmo resultado € verdadeiro se ¢ =2 e X\, u € (0,6,(2)/2).

Cap <

Demonstragdo. Consideremos uma fungio nao negativa ¢ € C3°(RY) tal que ¢ = 1 em
Bgr(0) € Q, ¢ =0 em RY \ Byz(0). Definimos

¢(2)P.(z)

wel®) = g Ty

onde @, foi definida em (3.15). Como |Jwe||2« = 1, podemos usar a homogeneidade de @

e H para obter, para qualquer ¢ > 0,

12 2
—(

Dp(tAwe, tBuwe) = 5 A? 4+ BY)||lw.|* — t1Qx (A, B)||lw. |2 — 5 (4, B).

Denotamos por h.(t) o lado direito da equac¢ao acima e consideramos dois casos dis-

tintos.
Caso 1. 2 < ¢ < 2%,

A fungao h.(t) é da forma At> — Bt? — Ct*", com A, B e C positivos. Como na prova do

Lema 3.5 concluimos que h.(t) tem um tnico ponto critico ¢, > 0 tal que

he(t.) = max h.(t). (3.18)

t>0
Seja
12 ¥
g:(t) == 5(/12 + B?)||w.||* — §H(A, B), t>0,

e note que o valor maximo de g. ocorre no ponto

2 2 2y 1/(2-2%)

te = H(A, B)

Portanto, para cada t > 0,

; 1 (112 BQ)||7~U6||2 N
< = —
9e(t) < ge(te) N( H(A B> ) ’
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de modo que

1 (4% + B?)||w|?
m@»—ﬁ( H(A, B)2/?>

N/2
) -t By (320)
Afirmamos que, para algum co > 0
t1Qx (A, B) > cs.

De fato, se isto nao ocorre, entdao temos que t., — 0 para alguma sequéncia &, — 07.

Entretanto estd provado em [5, (1.11) e (1.12)] que
|we|?> = S + O(eW-2/2), (3.21)
Assim, usando o Lema 3.5 concluimos que

0 < ey <suply,(tAw.,,tBuw,,) = Iy ,(t., Aw.,, t., Bw,, ) — 0,
>0
o que nao pode ocorrer. Portanto, a afirmacao ¢ verdadeira. De (3.20) e (3.21) obtemos

que
N/2

1 A? + B?
(QS—I—O(&:(N_Q)/Q)) _CQHwEHg

he(t) < +

te) = ¥ H(A, B)*?
1

< S0+ OENT?) — eyllu,

(2-N)/2

Em [25, Afirmacao 2, p. 778] esta provado que lim, o+ € |we ]| = +o00. Assim,

concluimos da equacgao acima que, para € > 0 suficientemente pequeno,

1
ey <sup Iy, (tAw., BAw,) = h(t.) < ng/2.

t>0

Caso 2. ¢ = 2.

Neste caso temos que h_(t) = 0, se e somente, se

(A2 + B2) . |2 = 2Qxu(A, B[]} = 2 ~2H(A, B),

Por hipotese temos que A < 61(£2)/2. Portanto, podemos usar a Desigualdade de
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Poincaré para obter

200u(A, B) .} < 2MA% + B2 w3
< 61(Q)(A2 + BY) w3 < (A2 + BY)

Jwe|1?.

Portanto, existe t. > 0 satisfazendo (3.18). Usando a defini¢ao de w, e [5, (1.12) e (1.13)]

obtemos

) eWN=2)/4 1 O(eIN=2)/2) se N > 5,
o =3 o 3.2
2| loge| + O(eWN=2/2) se N = 4.

Argumentando como no primeiro caso concluimos que, para £ > 0 pequeno, ocorre

1 1
he(ts) < Sy + O ™7) — cyf|urllf < -S4,

onde usamos (3.22) na tultima inequagao. Isto conclui a prova. O

Observacao 3.11. O lema anterior continua vdlido se supusermos N = 3, 4 < q¢ < 6
e A, i > 0. Na verdade, é suficiente notarmos que neste caso, podemos usar as contas
apresentadas em [25, p. 779, caso N = 3/, para concluir que a fun¢do w. acima satisfaz

2-N)/2

lim, g+ &€ |we[|¢ = +o0. Assim, o mesmo argumento do Caso 1 € vdlido.

Como consequéncia dos Lemas 3.9 e 3.10 obtemos a seguinte generalizagao do Teorema
1 em [24].
Teorema 3.12. Suponha que valem as hipéteses do Teorema C. Entao o problema (Ps)

possui uma solu¢ao nao negativa e nao trivial se 2 < g < 2* e\, up >0, ouq =2 e€

A € (0,01(2)/2). O mesmo resultado € verdadeiro se N =3,4<q<6 e\, p>0.

Demonstragao. Como I, satisfaz a geometria do Passo da Montanha, existe (z,) C X

tal que

I)\,u(zn) — Cx\u» I;\,u(zn) — 0.

Segue do Lema 3.9 (com a Observac¢do 3.11 no caso N = 3) e o Lema 3.10 que (z,)
converge, a menos de uma subsequéncia, para um ponto critico nao nulo z = (u,v) € X

de I, ,. De acordo com (3.6) e (3.5), obtemos

Ko@) ==l = [ (Vo) o)+ ZVHEE ) - () )

Como z é ponto critico e a integral acima é nula, segue que z~ = 0. Portanto, u, v > 0

em () e o teorema esta provado. O
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Teorema 3.13. Suponha que valem as hipdteses do Teorema D. Entao o problema (Ps)
possui uma solucdo nao negativa e nao trivial se X\, > 0. O mesmo resultado € vdlido

seN=34<qg<6el u>0.

Demonstragao. Como antes, obtemos um ponto critico nao trivial z de I, ,. Segue do
item (iii) do Lema 3.2 que extensdo dada em (3.7) satisfaz Q4(s,t) > 0 para s < 0,
e Qi(s,t) > 0 para t < 0. Assim, usando a extensao de H e argumentando como no

teorema anterior obtemos
0=1,(2)2" = —[lz7|* - / (Qulu, v)u™ + Quu,v)v™) < —[|lz7|%,
o que conclui a demonstracao. ]

Observagao 3.14. No Lema 3.5 vimos que ¢y, < €y, = Cr . S0b as hipoteses consider-

adas nos Teoremas C e D vemos que existe z € X tal que
L(z)=cel'(z)=0.

Logo z € N, o que mostra que ¢y, > cy,. Concluimos assim que Cy, = Cx, = Crp-

3.2 Um lema de concentracao de compacidade

Nesta segdo denotaremos por M(RY) o espago de Banach das medidas de Radon

finitas e mensuraveis em RY com a norma

lo| = sup o ()],
P€CH(RN),[l¢lloo<1

em que Cy(RY) denota o conjunto de todas as fungoes ¢ : RY — R continuas de suporte
compacto. Dizemos que uma sequéncia (o,) C M(RY) converge fracamente no sentido
da medidas para 0 € M(R"Y) quando 0,(p) — o(p) para toda ¢ € Cy(RY). Segue do
Teorema de Banach-Alaoglu que toda sequéncia limitada (0,) € M(RY) contém uma
subsequéncia que converge fracamente.

O proéximo resultado é uma versao do segundo Lema de Concentracao de Compacidade

de [22, Lemma I.1]. Para facilitar sua leitura definimos |Vw|? := |Vu|* 4+ |Vv|? para toda
w = (u,v) € DM*(RY) x DLA(RY).
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Lema 3.15. Suponha que a sequéncia (w,) C DY?(RY) x DV2(RY) satisfaz

Wy, = w fracamente em DY2(RY) x DM2(RY),
wy () — w(x) para q.t.p v € RV,
|V (w, —w)|*> = o fracamente em M(RY),

H(w, —w) —=v  fracamente em M(RY)

e defina
0o := lim limsup/ Vw,[*dr, vy = lim limsup H(w,)dz.  (3.23)
R—oo 500 |z|>R R—oo p00 |z|>R
Entao
limsup/ Vw,[*de =|0| + 00 + / |Vw|* du, (3.24)
lim sup H(wy)dz =|v| + Voo + H(w)dx, (3.25)
n—oo RN RN
v)12* < Spllol e v < Shlos. (3.26)
Além do mais, sew =0 e|v|¥? = ﬁllal, entao v e estao concentradas em um unico
ponto.

Demonstracao. Sejam

Wy = (Up, V), W= (u,v), Wy :=w, —w= (U, — UV, — V) =: (Up, V).

Por hipotese temos que

W, — 0 fracamente em DV2(RY) x DL (RY),
Wy (x) — 0 para q.t.p z € RV,
|Vw,|? = o  fracamente em M(RY),

H(w,) —v  fracamente em M(RY).

Em vista da definicao de Sy e da homogeneidade de H, para cada funcao nao negativa

@ € Cy(RY) temos que

2/2 2/2*
([ @) =([ meaa) <splenl. G2
RN RN
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Definindo
A, r:/\wﬁ(ﬂ%@%) da
e
B, =2 / (Ve - Vi + 0wV - V,)dz,
obtemos

||g0ﬁ§n||2 =A,+ B, + /(|Vﬂn|2 + |V'17n|2)902 dz.

Como w, — 0 em L2 (RM) e ¢ tem suporte compacto entdo A, = o0,(1). Para

loc

cada 1 < i < N fixado a sequéncia (pp,,(t,),,) ¢ limitada em L?2(RY). Como u, — 0

fortemente em L*(supp ¢), concluimos que [pn ¢(u, Ve - Vi, )dz — 0. O mesmo vale

para o segundo termo de B, e portanto B, = 0,(1). Assim

||<p@5n\|2_on(1)+/<|vany2+|va7n|2)¢2dx_on(1>+/ SAdo, (3.28)

RN

em que usamos na tltima igualdade a convergéncia |Vw,|> — o. Passando a igualdade

de (3.27) ao limite, usando a expressao acima e a convergéncia H(w,) — v, concluimos

2/2*
</RN e du) < Sy /RN ¢ do, (3.29)

o0 que estabelece a primeira desigualdade em (3.26).

que

Dada ¢ € Co(RY), podemos usar a limitagao de 1) e o Lema 3.7 para obter
Y(z)H (wy,)dx = Y(z)H (w,)dx — Y(z)H(w)dz + 0,(1),
RN RN RN

de modo que
H(w,) = H(w)+ v, fracamente em M(R™). (3.30)

Como w, — 0 em D?(RY) x DL2(RY) entdo

lim sup/ |V, > dr = lim Sup/ |Vw,|* do — / |Vw|? dx. (3.31)
n—00 |z|>R n—00 |z|>R |z|>R
Segue da expressao acima e de (3.23) que

lim lim sup/ Vi, 2 dz = 0. (3.32)
R=00 nooo Jig|>R
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Decorre do Lema 3.7 que

lim sup H(w,)dx = limsup H(w,)dx — H(w) dz, (3.33)
n—00 |z|>R n—0o0 |z|>R |z|>R
donde se conclui que

lim limsup H(w,)dzr = V. (3.34)

R=00 n—oo Jiz[>R

Como
|Vw,|* = |[Vw,|* + 2Vw, Vw + |Vw|?,

segue da convergéncia fraca w, — 0 em DY3(RY) e w,, — ¢ em M(RY) que

\Vi,|> = |Vw,|> + o fracamente em M(RY). (3.35)

Para R > 0, seja op € CP(RY) tal que 0 < ¢ < 1, pgp = 0 em Br(0) e pr = 1
em RY \ Br;1(0). Como w,, — 0 em L2 (RY) x L?

. 2 (RY), podemos usar um argumento

analogo ao utilizado em (3.28) para obter

2/2
lim sup{ H(pgw,) dw} < limsup S;' || @rtw,|?
RN

< Sg,llimsup/ |V, |?pF dr,
n—oo RN
como
/ ]V@n|2dx§/ |V@n\2¢3dx§/ V@, |* da,
j2|>R+1 RN |z|>R
entao

—0  n—oo —0  n—oo

lim limsup/ Vi, [*¢%(z) dz = lim limsup/ Vi, |* dx. (3.37)
R RN R lz|>R

De maneira analoga temos

/ H@)de < | Hlenw)de < | H(@,)de,

|z|>R+1 RN |z|>R

e portanto
lim lim sup H(prw,)dz = lim limsup H(w,) dz. (3.38)
R—oo 500 RN R—oco 500 lz|>R

Assim a segunda desigualdade em (3.26) decorre de (3.32), (3.34), (3.36), (3.37) e (3.38).
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Usando (3.32) e (3.35) obtemos

hrnsup/ |V, |*dz = limsup/ ¢R|Vﬁn|2dx+limsup/ (1 — @r)|V,|* dx
RN RN RN

n—oo n—oo n—~oo

n—oo n—oo

— 1jmsup/ |V@n]2dx+limsup/ (1 — g)|Vw,|* dx
|z|>R RN

= aoo+/ (1—903)\Vw]2d:1:~|—/ (1 — pg)do.
RN RN

Como a tltima expressao independe da escolha de R, tomando o limite R — oo e usando o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos (3.24). Procedendo de maneira
analoga e usando (3.34) e (3.30) obtemos a veracidade de (3.25).

Vamos provar a tltima afirmagdo do lema. Suponha entdo que |v|*?" = S;'|o|. Segue

da desigualdade de Hélder e (3.29) que, para toda fungao positiva ¢ € Co(RY), vale

—2% /2
/ ordr < SEQ /2 (/ <p2da>
RN RN

< SI;Q*/QIO.I 2/(N-2) /N QOQ*dO'.
R

A arbitrariedade de ¢ implica que, para todo conjunto mensuravel C C RY, temos
_2r 2
v(C) < Sy ?lolv20(C).

_2*
Afirmamos que v(C) = Sy ?|o]| ﬁa(C) para todo conjunto mensuravel C. De fato,
suponha por contradi¢ao que existe K tal que
2*

v(K) < Sy %o %O’(’C).

Entao

Isto contradiz a hipétese |[v| %% = S;'|o].
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_2* 2
As consideracoes acima mostram que v = S, ?|o| 20, de modo que

_2* 2
dv =S5y, |o| ¥2do.

) 2/2*
lo| 2N {/ ©> da} g/ ©ido.
RN RN

Logo, para todo C C RY compacto,

Segue de (3.29) que

o(RMYNg(C)* < o(C).

Se o(C) > 0 entao o(RY) < ¢(C), donde se conclui que o(C) = o(RY) para todo conjunto
com o-medida positiva. Assim o, e consequentemente v, estd concentrada em um tnico
ponto pois, caso contrario, existiriam compactos disjuntos, ambos com medida nao nula,

C; e Cq, contendo respectivamente x1 # x5, tais que o(Cy) # o(Cs). O

Observacao 3.16. Para referéncias futuras gostariamos de observar que a ultima con-
clusao do lema 3.15 ainda é verdadeira no caso em que w % 0. De fato, neste caso

definimos w, = w, — w e observamos que
W, =~ w =0 fracamente em DY2(RY) x DY2(RY),
Wy(x) =0 qt.p v € RN,
\V(w, —w)]*> =7 fracamente em M(RY),
H(w, —w) =7  fracamente em M(RY).
Como w, —w = w, —w, entdo c = o eV = v, onde o e v sao dada no Lema 3.15. Assim,

se|v|¥? = SI}1|J| também temos que |U|** = Sﬁllﬁl e o resultado seque a ultima parte
do Lema 3.15.

Dada 2 € X, estenderemos z para todo o RY escrevendo z(z) := 0 se z € RV \ Q. Para

apresentarmos o proximo resultado, dado r > 0 e y € RY, definimos 2¥" € H'(RY) x
HY(RY) por
27 () =D 25 (re +y), xRV,

Proposicao 3.17. Suponha que (z,) C X € tal que

/H(zn) =1 e lim |z,* = Su.
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Entao existe (r,,) C (0,00) e (y,) C RY tais que a sequéncia (z¥™) converge fortemente
para z # 0 em DY2(RY) x DV2(RYN). Além disso, quando n — oo, temos que r, — 0 e

Yn = G € Q.
Demonstragio. Definimos inicialmente z,(x) := 0 se z € RV \ Q. Para cada r > 0

F,(r) := sup H(z).

yeRN J B, (y)

Como lim, o F,,(r) = 0 e lim, ., Fy,(r) = 1, existe 7, > 0 e uma sequéncia (y*)reny C RV
satisfazendo
= F,(r,) = lim H(z,).

k=20 JB,, (k)

Lembrando que limy,_ H(z,) = 0 concluimos que (y*) ¢ limitada. Portanto,
q ] B, () n

a menos de uma subsequéncia, limy_, y¥ = y,, € RY e assim obtemos

== H(z,).
2 /Bmwn)

Agora provaremos que as sequéncias (r,,) e (y,) acima satisfazem o resultado do teo-

rema. Primeiramente observe que

1
Lo / His) = [ HEwry = sup [ H(zwm. (3.39)
2 JB B1(0)

yeRN J B1(y)

Definindo w,, := z¥»™ e usando uma mudanga de variavel temos
lim || = Tim ]2 = Si, / Hiw,) = 1.
n—oo n—oo RN

Portanto, podemos aplicar o Lema 3.15 para obter w € H'(RY) x H'(RY) satisfazendo

Sy =10l + 00+ |w|]?, 1=|v| +ve + H(w), (3.40)
RN
[v|?% < S ol e VA < S0 (3.41)

As igualdades (3.40) implicam que [ H(w), |v|, veo € [0,1]. Se um desses valores
pertence ao intervalo (0, 1), podemos usar (3.40), 2/2* < 1, ([ H(w))¥?" < Sy'|w|? e



3.2 Um lema de concentracao de compacidade 63

(3.41) para obter

Sy = Sy (lul—i—uoo—i—/RNH(w))

2/2*
< Su (|u|2/2*+y§{2 + </ H(w)) )gsH,
]RN

que é uma contradi¢do. Assim [ H(w), |V, veo € {0,1}. Decorre de (3.39) que f‘x|>RH(wn) <
1/2 para todo R > 1. Portanto, podemos concluir que v, = 0.
Agora provaremos que || = 0. Suponha, por contradigao, que || = 1. Decorre da

primeira equagao em (3.41) que Sy <|o|. Por outro lado, a primeira equagao em (3.40)
fornece || < Sy. Portanto, concluimos que |o| = Sy. Como supomos que || = 1 entao
obtemos |v| %" = S;'|o|. Segue da observagao (3.16) que v = J,, para algum x5 € RY.
Assim, de (3.39), obtemos

1

— > lim H(wn):/ dv =|v| =1.
2 7 nooo Bi (o) Bi(zo)

Esta contradi¢ao prova que |[v| = 0. Como || = v, = 0 entao temos que fRN H(w) =1.

Isto e (3.40) fornece

2/2*
lim ||w,||* = Sy > ||w||* > Sk (/ H(w)) = SH.
n—00 RN

Assim, ||w||* = Sy e portanto w, — w # 0 fortemente em DV?(RY) x DLA(RY) e
wy,(r) — w(z) para quase todo ponto z € RY.

Para concluirmos nossa demonstragao, observamos que

1
1wl L2 @vyx 2@yy = EH%HL?(Q)XB(Q)-

Sendo (z,) limitada e w # 0, segue da equagao acima que, a menos de subsequéncia,
r, — 1o > 0. Caso |y,| — oo entdo, para cada r € RY fixo, existe n, € N tal que
o+ Yy, ¢ Q paran > n,. Para tais valores de n temos que w,(z) = 0. Tomando o limite
e lembrando que x € R é arbitrario, concluimos que w = 0, que é absurdo. Portanto,
para uma subsequecia, 1, — y € RY.

Afirmamos que rqg = 0. De fato, suponha por contradi¢ao que ry > 0. Entao, tomando
n grande, o Q,, := (Q — y,,)/r, aproxima-se de Qg := (2 — y)/ro # RY. Isto implica que
w tem suporte compacto em RY. Por outro lado, como w atinge o infimo em (1.1) e H

¢ homogénea, podemos usar o Teorema do Multiplicador de Lagrange para concluir que
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w = (u,v) satisfaz
—Au = \H,(u,v), —Av = \H,(u,v), = €RY,

para A = 2S5y /2* > 0. Segue de (H3) e do Principio do Maximo que pelo menos uma
das funcoes u, v é positiva em RY. Mas isto contradiz suppw C €. Portando, podemos
concluir que 79 = 0. Finalmente, se y & Q obtemos 7,2 + v, & ) para valores grandes de

n, e portanto novamente devemos ter w = 0. Assim, y € Q e a prova esta finalizada. O

Finalizaremos esta secao com um estudo do comportamento assintotico do nivel min-

imax ¢, quando ambos os parametros tendem a zero.

Lema 3.18. Temos o sequinte resultado

1 N/2.
li = =Sy
Aot VT 0=y
Demonstrag¢ao. Primeiramente provaremos a segunda igualdade. Quando A\ = p = 0
entdao Qoo = (0,0). Sejam A, B, w. e t. dados na prova do Lema 3.10. Segue de (3.19)
que

(t-Aw.,t.Bw.) € Noo.

Isso, (3.21) e o Lema 3.5 implicam que

. . 1 [ (A4 B?) RRG
coo < loo(teAwe, t.Bw,) = N{W sH}
2 2 N/2
= D) o)L
N H(A, B2

Tomando o limite ¢ — 07 e usando (3.17), concluimos que ¢po < %Sg/ 2,

Para obtermos a desigualdade oposta, seja (z,) C X tal que Ioo(2,) — co0 € Iyo(zn) —
0. Uma tal sequéncia pode ser obtida através do Principio Variacional de Ekeland. De
modo analogo ao Lema 3.9 a sequéncia (z,) ¢ limitada e portanto Ify(2,)zn = ||znl|* —

J H(z,) = 0,(1). Logo a menos de subsequéncia existe b tal que
lim 5|2 = b= lim /H(zn).

Segue da defini¢ao de Sy que Sy ([ H (zn))Q/ " < ||zn||?. Passando ao limite concluimos



3.2 Um lema de concentracao de compacidade 65

que Syb*?" < b, decorre do Lema 3.3 que b > 0. Logo b > Sgﬂ e portanto

1 1 1 1 N
= lim Jop(z,) = lim ( =|za|]> — = [ H(z,) ) = —=b> =S50/
coa = Jim Too(z) = i (Gllall = 5 [ HCa)) = 02 350
Concluimos entao que ¢y = %Sg/ 2,
Agora calcularemos limy , .o+ ¢y . Sejam (Ay,), (1) C RY tal que A,, g, — 07,
Como i, é sempre nao negativo temos que @y, ., (2) > 0 sempre que z é ndo negativa.

Portanto, se z > 0, temos que

c = inf max/ tz
Anshin z;é(0,0) £>0 Anvﬂn( )

IN

inf max1y,,,(tz)
2#(0,0),2>0 t=>0

IN

inf  max Iy(tz) = cop,
2#(0,0),2>0 t>0

onde usamos, na ultima equacao, que o infimo ¢y é atingido por uma funcao nao negativa.

A expressao acima implica que

limsup ey, 4, < Co0- (3.42)

n—oo

Por outro lado, segue dos Teoremas 3.12 e 3.13 que existe (z,) = (u,,v,) C X, com

Uy, v, > 0 tal que
],\mun(zn) = C>\TL7M7L7 I;\n’“"(zn) = O
Sendo ¢, ,,, limitada, o mesmo argumento usado em (3.11) implica que (2,) ¢ limitada em

X. Como z, > 0, segue do item (i) do Lema 3.2 que 0 < [ Qx, . (zn) < Ay [(|un]?+]v,]7),
de modo que

lim [ Q. pu.(20) =0. (3.43)

n—oo

Afirmamos que, para todo n > ng, a menos de uma subsequéncia, a integral [ H(z,)

é positiva. De fato, se [ H(z,) = 0 entdo

lall? = 0 [ @)+ [ He)

< MGyl

onde C;; > 0 depende apenas de ¢. Deste modo 1 < \,C,||z,]|9"2, o que contraria \,, — 0T.

Como f H(z,) > 0 podemos usar o Corolario 3.6 para garantir a existéncia de ¢, > 0 tal
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que t,z, € /\/'070. Como z,, € /\/',\m,m7 temos que

CO,O S IO,O<thn) = I)\n,yn(tnzn> +t%/Q)\n,,un<Zn)
S ‘[>\7L7Mn (tnzn) + t;}l/Q)\nnun (Zn)

Se (t,) for limitada, podemos usar a estimativa acima e (3.43) para obter
nyMin *

co0 < liminf ¢y
n—oo

Isto e (3.42) provam o lema.

Resta verificar que (t,) ¢ limitada. Segue da defini¢do de ¢, que

ty = (”ZL(”Q)Y/(Q*_?). (3.44)

Como z, € N,, ., entao

2%

ol =0 [ @)+ [ Hi) < 00(0) + 557

Portanto [|z,]|> > ¢; > 0 e assim obtemos da expressdo acima que [ H(z,) > ¢, > 0. Isto,

e a limitagao de (z,) e (3.44) implicam que (t,) ¢ limitada. O

3.3 Demonstracao dos Teoremas C e D

Nessa se¢ao provaremos os nossos resultados de multiplicidade para o sistema (Ps).

Vamos utilizar o seguinte resultado abstrato (cf. [33, pg. 90]).

Teorema 3.19. Seja E um espago de Banach, M C E uma C'-variedade ¢ J € C*(E,R)
um funcional limitado inferiormente em M. Suponha que J satisfaz (PS). para todo
c <d e considere J% :={u e M : J(u) <d}. Entio o funcional J restrito a M tem

pelo menos cat(J?¢) pontos criticos u tais que J(u) < d.

Maiores detalhes sobre a categoria de Ljusternik-Schnirelmann podem ser encontrados no

Apéndice desse capitulo.
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Fixemos r > 0 tal que os conjuntos

QF = {2z e RY . dist(x,Q) <7}, Q :={recQ:dist(z,00) >r}

T

sejam homotopicamente equivalentes a 2. Definimos o funcional

1 1
D=l = [ @aue) = 5 [HE), 2 € Xopus

onde
Xyrad = {(u,v) : u, v € Hy(B,(0)) e u, v sdo funcdes radiais}.

Seja My, = {z € Xy rad : J/’\Vu(z)z = O} a Variedade de Nehari associada a este
funcional e defina

My o= Zeb\r}lfw I pu(2).

Segue de (3.16) que Sy é atingido por fungoes de Difd(RN) x D2

rad

(R™). Portanto,
argumentando como na prova do Lema 3.18 e dos Teoremas C e D, obtemos o seguinte

resultado.

Lema 3.20. Suponha que valem as hipdteses do Teorema C. Entao o infimo my, €
atingido por uma func¢ao radial nao negativa e nao trivial se 2 < q < 2* e A\, u > 0,
ouqg=2c¢e\ pe(0,0,(B:(0)/2). Além do mais
I . L ony2
mxu < NSH € )\VLIE)+ My, = NSH .
O mesmo resultado € vdlido se assumirmos as hipoteses do Teorema D e X\, u > 0. O

lema ainda € vdlido se N =3,4<qg<6e), pu>0.

A fim de enunciarmos o proximo resultado definimos a fungéo baricentro  , : Ny, —
RY por

1
Bau(z) = W/H(z)xdx

Esta fungao tem as seguintes propriedades.

Lema 3.21. Se satisfaz (Q1) entio existe A\* > 0 tal que By,(z) € QF, sempre que
z2€ Ny A, € (0,X) eIy ,u(2) <my,. O mesmo ocorre se Q satisfaz (Q1) e A, p, N
(0, \*).

Demonstragao. Vamos considerar primeiro o caso em que () satisfaz (Q)1). Argumentando

por contradigao, suponha que existem (\,), (1t,) C R e (w,,) C N, ., tal que A, g, —



3.3 Demonstracao dos Teoremas C e D 68

0" quando n — oo, Iy, 4, (W) < my, 4, mas By, ., (W,) & Q;F/Q.

Como antes, temos que (w,,) ¢ limitada em X. Além disso

0= ]g\n,un<wn)wn = ||wn||2 - Q/Q/\n,un(MN) - /H(wn>-

Escrevendo w,, = (u,,v,), usando o Lema 3.2(i), a limitagao de (w,,), a imersao H}(Q) —

Li(Q2) e A\, — 0, concluimos que
0= [ @) < Mallnll + ) = 0, quando n — oo,
Portanto, a menos de subsequéncia, existe b € R tal que
i * = lim [ H(w) = b 0.

Note que

1 1
Crvin < Do () = 0l = [ Qaw) = 5 [ Hlwn) < i

Lembrand b LoN/2 64 3
emprando que CAn,Nn (] m,\mun almpos Convergem para N H > pO €1110S usar a expressao

. . N/2 . .
acima e novamente f @ pn (W) — 0 para concluir que b =S H/ , isto é,

i | = 85 = tin [ (), (3.49
Seja t, = (f H(wn))_l/T > 0 e notemos que z, := t,w, satisfaz as hipoteses da

Proposicdo 3.17. Portanto, para alguma sequéncia (1,,) C (0,00) e (y,) C R¥ satisfazendo
T — 0, Yo — 7 € Q temos que z¥»™ — z em DV2(RV) x DLV2(RY).
A definigao de z,, (3.45), a convergéncia forte de (z¥»"") e o Teorema da Convergéncia
Dominada fornecem
t_2

B n (Wn) = 7 /H(zn):z:dx = (1+0n(1))/H(zn):de

Si

= (1+o0,(1)) /H(zﬁ{"’r")(rnz + y,) dx

— (14 0,(1)) (/ H(=)gde + on(l)) |
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Comoy € Qe [H(z) =1, a expressio acima implica que

lim dist(B, ., (), Q) = 0,

n—oo

que contradiz [y, ., (wy,) € Q;F/Q. Assim o lema esta provado para este caso.

Considere agora o segundo caso e suponha, por contradi¢ao, que existem sequéncias
M)y (), (W) € RY e (w,) C My, tals que Ay, fin, X — 0% quando n — oo,
Iy, (Wr) < miy, , mas By, (wn) € Q;F/Q. O argumento acima pode ser usado nova-
mente desde que provemos que [ Qy, . (w,) — 0 também nesse caso. Mas isso ¢ uma

consequéncia dos itens (i) e (iii) do Lema 3.2, pois

‘/ Qi (W)

Procedendo como no primeiro caso obtemos uma contradicao. O]

S/IQAn,un(wn)l < (o + ) (funllg + [[0n2).

Segue do Lema 3.20, que para cada A, 1 > 0 pequeno o infimo m, , ¢ atingido por

uma func¢ao radial nao negativa que denotaremos por z,,. Seja IT;’” definido por
I:?:L’“ ={ze X :L,,(2) <my,}

e defina a funcao

.0~ LU
7)‘7“ : QT’ - [>\7H

fazendo, para cada y € 27,

Hulr—y) sex e B(y),

Tauy)(@) = '
0 caso contrario,

onde zy, ¢ a funcao radial dada pelo Lema 3.20. Uma mudanga de variéveis mostra que
a aplicagao 7, , estd bem definida. Como z,, ¢ radial temos que fB,.(O) H(zy,)rde = 0.

Portanto, para cada y € €2, obtemos

Bru(man(y)) = (X, Wy, (3.46)

onde

1
(A, p) = W/H(Zx,u)-
H
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Definindo F) , : [0,1] X (M), N Ij\?;’“) — R por

Fyu(t, z) = (t + ﬁ) Bau(2),

temos o seguinte resultado

Lema 3.22. Se Q) satisfaz (Q1) entao existe \** > 0 tal que,
Fr ([0,1] x (M0 I™)) € 9,

para \, p € (0, A**). O mesmo ocorre se Q) satisfaz (@1) e N, ,u,X € (0, A*).
Demonstrag¢ao. Provaremos somente o primeiro caso porque o outro é analogo. Suponha
entdo, por contradigao, que existem sequéncias (\,), (u,) C RT e

(tns 20) € [0, 1] X (Na, 0, N L3000,

Ansbin

tais que A, ft, — 07 mas Fy, . (tn, 2,) € 2T, A menos de uma subsequéncia t, — o €
[0,1]. Além disso, a compacidade de © e o Lema 3.21 implicam que, a menos de uma
subsequéncia, B, ., (2n) = Y € Q;L/z C Q. Afirmamos que a(\,, i,) — 1. Usando esta
afirmacao, segue da continuidade e da defini¢do de F' que F), .. (tn, 2,) — y € ', 0 que
¢ uma contradicao.

Agora provaremos a afirmagao acima. Segue do Lema 3.20 que

1

1 1
= _HZ)\n“unHz - / Q)\n,/l«n (Z)\nnufn) H(’any#n) < _Sg/Q

My i T o
B,-(0)

, B L
Como antes fB,«(O) Qxpoin (22 ) — 0. Isto, J3 , (2a,4,) = 0, a expressdo acima e o

mesmo argumento usado na prova do Lema 3.20 implicam que

lim [ H(z\,p,) = Sg/Q.

n—oo

A equagao acima e a definicdo de a(A, p) implicam que a(\,, p,) — 1. O lema esta

provado. O

Trocando Hg () x Hy(Q) por Hg (), o proximo resultado é basicamente o mesmo de

[1, Lema 4.3]. Para comodidade do leitor reproduziremos sua demonstragao.

Corolario 3.23. Seja A := min{\*, \**} > 0, com \* e \** dados nos Lemas 3.21 e 3.22,
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respectivamente. Se Q) satisfaz (Q1) e A\, € (0,A) entdo
catlm,u (I ") = cato(Q).

O mesmo ocorre se () satisfaz (@1) e N, /L,:\\ € (0,A).

Demonstragao. Seja
I;rj;’“ = UTkLzlAk

onde A; é um subconjunto fechado e contratil em I:?;‘“. Entao existem aplicacoes hy €
C([0,1] x Ak,[:?;’“) tais que h(0,z) = z e hi(1, z) = wy para todo z € A, onde wy, é
um valor fixo que depende apenas do conjunto A,. Seja By := %\_i(Ak) Por continuidade
By, é fechado em €. Além disso

Q. =B
k=1
O Lema 3.22 e a defini¢do de A garantem que gy : [0,1] x By — Q. dada por

gk(tu y) = F)\,/L(t7 hk(t7 7)\,#))

para A\, u € (0,A) e todo y € By, estd bem definida. Temos

gk(oyy) = F)\,M(O, hk(ov’yz\,u(y)))

1-0
_ (o N m) B (0,7, (1))

- #ﬁ&u (’7/\,/1 (y))

a(A, 1)
= ¥

em que usamos (3.46) na ultima equagao. Também temos

G(Ly) = Pl (L)
= (14 2 ) Bt s 0)
a(Xp)) " ’
= 5/\,u(wk>

Essas duas tltimas equagoes implicam que By é contratil em 7. Segue da maneira como

r foi escolhido e da defini¢ao de categoria que

n > catgr(Q2,) = cato(2)
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e portanto ndo podemos ter catf;u,# (Ij\n;“) < catq(€2). O
e

O resultado abaixo fornece uma condi¢ao de compacidade local para o funcional re-
strito a variedade de Nehari. Lembremos que z € N, ,, é um ponto critico de I, , restrito

a variedade N, ,, se
115,.(2) |l = sup {I} ,(2)w : w € TNy, |w| =1} =0,

onde T, N, , ¢ o espaco tangente de N, , no ponto z (cf. Apéndice).

Lema 3.24. Suponha que ¢ =2 e A\, € (0,01(2)/2) ou2 < q < 2* e \,u > 0. Entao

toda sequéncia (z,) C Ny, tal que

1
15, =0 e Iu(zn) = e < NSﬁ/Q

possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Para z € Ny, = {z € X/{0} : ||z =q [ Qru(z) + [H(2)}, o espaco
tangente TN, , pode ser caracterizado como o nticleo do funcional Jﬁw(z), onde Jy, :

X — R é dado por
Iale) =21 = ¢ [ @ut) -~ [ )

Assim, podemos usar o Lema 3.27 do Apéndice para obter (6,,) C R tal que
I (z2n) = 00, (20) 4 0n(1) em X7 (3.47)

Como z, € N, entdo [|z,> = q [ Qru(2n) + [ H(z,), de modo que

L o)z = 2 — @l + (- 2) / H(z,) < 0. (3.48)

Afirmagao. Existem ry, 71 > 0 tais que r; < ||z,|| < 72, para todo n € N.

Decorre portanto da definicdo de Sy e da afirmacgao acima que J/’\’M(zn)zn ¢ limitada.

Assim podemos supor que, a menos de subsequéncia
Iy u(zn)zn — 1<0.

Sel =0, como [ H(z,) > 0, segue de (3.48) que ||z,]| = 0,(1), 0 que contraria a afirmagao.
Desse modo [ < 0. Decorre de (3.47) e z, € Ny, que

—0n ) (2n) 20 = 0n(1),
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Como J3 ,(2,)2, — | < 0 concluimos que 6, — 0. Logo, usando (3.47), obtemos que
I'(z,) — 0. Assim podemos usar o Lema 3.9 e obter a subsequéncia convergente.

Agora provaremos a afirmagao. Como z, € N, , entdo

2 (3.49)

121 = Q/Qw(z) +/H(Z) < AC|za | + 2

Se 2 < g < 2* entdo podemos obter r; > 0 tal que ||2,]| > r1, pois decorre de (3.49)
que nao podemos ter ||z,|| = o0,(1) para nenhuma subsequéncia. Se ¢ = 2, escrevendo

Zn = (up,v,) obtemos

= 2 [ Quan) + [ H()

2%

2/2*
< 2\(funll3 + lonl) + 57 l2n
< ——zlP+ S 2nll% .
egllnl + 537
Como 2\ < 61(Q2) entdo nao existe subsequéncia ||z, || = 0,(1) e portanto podemos obter
r1 > 0 como na afirmacao. m

Corolario 3.25. Se z é um ponto critico de I, : Ny, — R, isto é,
I, ,(z)w = 0 para todo w € TN, ,,

entao I ,(2) =0 em X~

Demonstragao. Segue do Lema 3.27 que existe # > 0 tal que
Iy u(2) = 075 ,(2),
onde J) , ¢ definido no Lema 3.24. Como z € ./\/’A,M entao
0=1,(2)z2=0J ,(2)z

Se J3 ,(2)z = 0, podemos usar o fato de que [|z||> =2 [ Qx,(2) + [ H(z) para obter

(-2 +2° / H(z) =0,

de modo que z = 0, o que é uma contradi¢ao. Logo, devemos ter # = 0, o que mostra que
I, H(z) =0. O]
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No que segue provamos os resultados principais desse capitulo

Prova dos Teoremas C e D. Seja A > 0 dado pelo Corolario 3.23 e suponha que () é tal
que A, p € (0,A) se @ satisfaz (Q1), ou A, p, \e (0,A) se @ satisfaz (@1) O corolario
3.24 mostra que o funcional I, , resrito a N, , satisfaz (PS). para todo ¢ < %ng. Como
My < %Sﬁ/{ o Teorema 3.19 fornece catI;n:,H (Ij\”;”) pontos criticos do funcional restrito.
Se z € /\/}W ¢ um desses pontos criticos, o Lema 3.25 mostra que z é também um ponto
critico do funcional definido em X, e portanto uma solu¢ao nao trivial de (Pz). Como

antes, obtemos solugoes nao negativas em (). O resultado segue do Corolario 3.23. O]

3.4 Sobre a positividade das solugoes

Com algumas condi¢oes adicionais podemos mostrar que as solugoes obtidas nesse

capitulo sao de fato positivas. De fato, se supormos que
(A) Qs(s,t) >0, Qi(s,t) > 0 para cada (s,t) € R%,

podemos aplicar o Principio do Maximo para cada equacao de (P;). Assim, se (u,v)
¢ uma solucao nao negativa, entao u = 0 ou u > 0 in €2, o mesmo ocorrendo para v.
Tudo que precisamos fazer agora é conseguir descartar solugoes do tipo (u,0) ou (0,v).
Isso pode ser feito se adicionarmos hipdteses que garantam um acoplamento forte para o
sistema. A seguir, apresentamos algumas situacoes onde isso pode ser feito.

Suponha que valem as hipoteses do Teorema D e que (u,0) é uma solu¢do do sistema
com u > 0 em 2. Vamos mostrar que, necessariamente, devemos ter u = 0. De fato,

usando a segunda equagao em (P;) obtemos
0= Qu(u,0) + H,(u,0) = u'Q,(1,0).

Por (@\1) temos que Q,(1,0) > 0, e portanto u = 0. O argumento para (0,v) é anélogo.
Assim, usando (A) e o Principio do Méaximo concluimos que as solugdes nao negativas
obtidas sao de fato positivas.

Suponha agora que valem as hipotese do Teorema C, que ¢ = 2 e que VH(0,1) =
VH(1,0) = (0,0). Se (u,0) é uma solugdo do sistema, segue de (3.5) e da primeira
equacgao do problema (Ps) que

—Au = u@,(1,0) = 2uQ(1,0).

Se u # 0 entdo a expressao acima implica que 2Q(1, 0) é o primeiro autovalor de (—A, H} ().

Mas isso nao ocorre visto que 2Q(1,0) < 2X\ < 61(€2)). De maneira andloga mostramos
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que se (0,v) é solucdo entdao v = 0.

Vamos considerar agora as hipotese do Teorema C com 2 < g < 2*. Nesse caso, vamos
supor que VQ(1,0) = VQ(0,1) = (0,0). Se (u,0) é uma solugao entao, usando a primeira
equacao em (Ps), obtemos

1 .
—Au = §Hu(1,0)u2 -1

Logo, como Q # RY, devemos ter v = 0. Do mesmo modo provamos que nao existem
solugoes da forma (0,v) com v # 0.

No nosso proximo resultado apresentamos um lema que garante, sob as hipoteses do
Teorema C e uma condi¢ao extra em H, a positividade das solugoes. Vamos usar um

argumento que esté relacionado com a energia das solu¢oes. Antes, vamos lembrar que
My = max {H(s,t)* : &+ =1}

e definir o nimero

1
Cy = NSH

Observe que, por definicio, My > max{H(1,0), H(0,1)}*? . No nosso préximo resul-
tado vamos mostrar que, se a condi¢ao (A) é satisfeita, entao a ocorréncia de desigualdade
estrita na ultima inequacao é suficiente para garantir a positividade das solugoes. No

enunciado e na demonstracao vamos usar a mesma notagao da se¢ao anterior.

Lema 3.26. Suponha que valem as hipdteses do Teorema C' e

My > max{H(1,0), H(0,1)}*/*". (3.50)
Entao existe Ag > 0 tal que, se \,pu € (0,Ag), 2 < q<2" ez=(u,v) € ];?2"‘ é solucao
de (P2), entao u # 0 e v # 0.

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que existem sequéncias (\,), (u,) C RT e
(zn) C [;ZA,Z:" tais que A\, pn, — 07 e z, := (uy,,v,) é solugao de (Py) com uma das
componentes nula. Podemos supor, sem perda de generalidade, que z, = (uy,,0).

MAn,un Y
Como z, € I, "»*" C Nj, ., entdo

Chnitn < [)\n,un (Zn) < Mg, pin - (351)

Considere 1 : H} () — R definido por
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onde € = Q) ,(1,0) e § = H(1,0). Uma vez que z, = (u,,0) temos que

In, p(z0) = L., (). (3.52)

Vamos supor primeiro que 6 = max{H(1,0), H(0,1)} > 0. Procedendo como no Lema
3.9 podemos verificar que o funcional I, satisfaz (PS). para todo ¢ < ¢ := +6N2G,

Seja /\75 a variedade de Nehari associada a este funcional e defina

¢. = inf I.(u).
uGNa

Vale aqui um anélogo ao Lema 3.18 (veja também |1, Lemas 2.3 e 2.4]), de modo que

lim & = 2. (3.53)

e—0t

Segue também do Lema 3.17 que Sy = S/My, e portanto
cy < C. (3.54)

Como z, € N,, .., temos que u, € ./(\/;-n, o que implica que fsn(un) > ¢.,. Uma vez
que
En = Q)xn,un (0, ]-) S >\n - 07

obtemos que €, — 0. Segue de (3.53) que existem p > 0 e ng € N, tais que

~

L., (u,) >¢—p >0, sempre que n > ny.
A expressao acima, (3.52) e (3.51) implicam que, para n > ng, vale
m)\,n,,uln 2 I)\n,/—ﬂn (Zn) - fgn(“”) Z /C\_ IO > 0

Passando ao limite e lembrando que m, — ¢y, obtemos cy > ¢ — p, o que contradiz

(3.54).
Se 0 =0, como [|z,||> = q [ Q(zn) + [ H(zn), entdo [lun||* = gellu;[|¢. Assim

nyHn

> 5n(q_2)
Fo(un) = 20Dy

Como no Lema 3.9, mostramos que (u,) é limitada, e portanto

lim Iy, . (2,) = lim I, (uy) = 0,
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o que é um absurdo em vista de (3.51) e do fato de ¢y, ., — cg > 0. O]

Finalizamos essa se¢ao mostrando que, para um dos modelos apresentados na Intro-

dugdo, a condicao (3.50) ¢é satisfeita. Vamos entao considerar
H(s,t) == ays* + agt® + bys*t’,
coma > 1, >1,0<a < ay, by 20, N >4ea+p =2 Uma vez que

max{H(0,1), H(1,0)} = as, é suficiente exibir um par (s,t) € R? tal que s 2+t =1 e

H(s,t) > ay. Para tanto, considere as seguintes sequéncias
1 1\ 1/2
Spi=—, tpi=|1——
k ku k ( k’z) ’

Uma vez que s, b € [0,1] e 2* < 4, temos que

para k € N.

H (s, tr) > a1st + asts + bysStl. (3.55)
Uma conta simples mostra que a inequagao
alsi + agti + blsgtf > ao

é equivalente a

b 1\"?
=5 (1 - —> S 9y — B2 (3.56)

Se a < 2 o lado esquerdo acima vai para infinito quando k£ — oo, de modo que a inequagao
¢ satisfeita para k suficientemente grande.

Suponha agora que a > 2, § # 2 e a1 = ay. Entao a inequacao (3.56) se escreve como

2/(2-5)
p2e-0)/@-p) o (20 L)
by 2

Se [ > 2 entao a poténcia do termo esquerdo da inequacao acima é positiva e podemos

proceder como antes. Se 3 < 2, fixando B > 2 obtemos de (3.55) que
H (sp,tr) > a154 + asts + bysot?

e o argumento pode ser repetido uma vez mais.

Destacamos finalmente que, a = 2 ou 8 = 2, o exemplo apresentado acima pode nao
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satisfazer (3.50). De fato, se tomarmos por exemplo N = 4 e H(s,t) = (s* + t*)? =

st t4 4 2522, vemos que

My = max {H(s, /% : & +£ =1} = H(L,0¥* = H(0,1)*?".

3.5 Apéndice

Seja (E, ||+ ||g) um espago de Banach e (E*, || - ||g+) seu espago dual. Vamos considerar
um funcional J : £ — R de classe C!, quando este estd restrito a uma C'-variedade
M C E. A derivada de J restrita & M em um ponto z € M é um funcional linear

definido no espago tangente T, M. A norma da derivada de |y em z é definida por
| T« :==sup{T' 2w : weT.M, |w|g=1}. (3.57)

Em alguns casos o espaco tangente 7T, M pode ser caracterizado como o nucleo de um

funcional linear de £, nesse caso o lema a seguir, fornece uma caracterizagao para ||1|..

Lema 3.27. Sejam f,g € E*. Se N, :={y € E | g(y) =0}, entao

sup {(y) [y € Ny e [lylle = 1} = min | = Aglle-.

Demonstragao. Para todo A € R temos que, se y € N, entao (f — Ag)(y) = f(y). Assim

sup {f(y) | y € N, llylle =1} < sup (f — Ag)(y) = ||f — Agll,

lyll=1

e portanto

sup{f(y) |y € Ny, |lylle} < inf || f = Aglls-.

Segue do Teorema de Hahn-Banach que existe h € E* que estende f : Ny — R de modo

que a extensao tenha a mesma norma de f, isto é,

sup{f(y) | y € Ny, |lylle =1} = ||A]

Ex*-

Desse modo
fu) > —||h|

Vamos mostrar que existe t € R tal que ||f — tg]

p|lul|p sempre que u € N,.

g < |h]

g+. Para tanto, considere o
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seguinte conjunto

S = {tg+ ||

pw:teER, weE" ||w

g < 1}

Como o conjunto Rg é convexo e fechado, temos que Rg é fechado na topologia fraca-*o(E*, E).
Lembrando que a bola unitaria de E* é o(E*, E')-compacta concluimos que ¥ é fechado
nessa topologia.

Tendo em vista a definicao de ¥ é suficiente mostrarmos que f € . Suponha entao,
por contradigao, que f ¢ X. Como X é o(E*, E)-fechado, podemos usar o teorema de
Hahn-Banach para obter um funcional linear o(E*, E)-continuo w* : E* — R e o € R,

tal que
w*(g) < a,
w*(h) > a, Vh € X.

Uma vez que w* é o(E*, F)-continua, existe u € F tal que w*(h) = h(u) para todo h € E*.
Logo
g(u) < « (3.58)

h(u) > a, Yh € 3.

Usando a definicao de ¥ podemos reescrever a desigualdade acima como sendo

tg(u) = o+ [|h]

g~ sup w(—u), VteR.

[wll =<1

Mas o supremo acima é exatamente ||u||g, e portanto

tg(u) > a+ ||h|| g ||ullg, ¥teR. (3.59)
Como t ¢ arbitrario, segue que g(u) = 0, donde se conclui que f(u) > —||h||g~||u||g. Por
outro lado, usando (3.58) e (3.59) com ¢ = 0, obtemos
f(u) < o< —|lhllg-[ulle,
o que ¢ um absurdo. Logo f € ¥ e assim para algum ¢ € R vale || f — tg]|lg~ < ||h] &~
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Mas entao
inf || f — . < — .
f [|f = Aglle- < [If —tglls
< |[bllp =sup{f(y) | 9(y) =0, |lylle =1}
< infyer [|f — Agllp+,
o que conclui a prova de lema. O

No que segue faremos algumas consideragoes sobre a categoria de Ljusternik-Schnirelmann.
Vamos considerar um espaco topolégico E e subconjuntos nao vazios A, B, C' C E.

Um subconjunto fechado A C E é contratil em B C F se existir h € C([0,1] x A, B)
tal que, para todo u, v € A

h(0,u) =u, h(l,-) = constante.

Sejam A, B subconjuntos fechados em E. Entao nos escrevemos A < B em F, se existir
h € C([0,1], B) tal que
h(0,u) =u, h(1,A) C B.

diremos que a deformacao h leva continuamente A em B.

Definicao 3.28. Seja A um subconjunto fechado em B C E. A categoria de A em B,

que denotaremos por catgA, € o menor inteiro n tal que existem n subconjuntos fechados
Ay, ..., A, de B satisfazendo

<1> A= U?:lAJ'7
(ii) Aj, ..., An, sao contrdteis em B.

Se nao existir uma tal inteiro, escreveremos catgA = .

De uma maneira geral nao ¢ simples determinar a categoria de um dado conjunto, o
exemplo mais simples, que conhecemos, de um conjunto com categoria maior do que um,
é o da esfera S¥=! € R*, nao é contrétil em S*, podemos pensar isso da seguinte maneira,
nao é possivel contrair uma pelicula que estd na superficie de uma esfera e reduzi-la
a um unico ponto sem sair da superficie da esfera e sem que a pelicula rasgue, desse
modo catgeSF # 1. Entretanto podemos cobrir a esfera com dois conjunto contrateis, por
exemplo S¥ — {S} e S¥ — {N} onde N, S sdo respectivamente o pélo sul e pélo norte
da esfera. desse modo catgrS* = 2. Um exemplo de conjunto com categoria maior é o
k-toro T* = Rk /Z,, em [23| ¢ mostrado que catpTF = k + 1. A seguir enunciaremos e

demostraremos alguns resultados sobre categoria.
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Lema 3.29. Sejam A, B e C subconjuntos fechados de E. Se A< B e B <C em E
entio A < C em F.

Demonstracao. Sejam h, g respectivamente as deformagoes que levam A em B e B em C.
Defina

h(2t,u) em [0, 1] x A4,
xh)(t,u) =
(@M= o 1 hLw),  em (3,1] x A.
Nao é dificil verificar que g * h é uma deformagao que leva A em C. n

Proposicao 3.30. Sejam A, B subconjuntos fechados de E tais que AUB C F C FE.
Entao

(i) catp(AU B) < catp(A) + catp(B),

(ii) Se A < B entao catp(A) < catp(B).

Demonstracao. Quando temos duas coberturas de conjuntos contréteis, uma do conjunto
A e outra do conjunto B, entao a cobertura formada pelos elementos das coberturas de
A e B, é também uma cobertura de AU B por conjuntos contrateis, assim catp(AU B) <
catp(A) + catp(B).

Suponha que A < B e que h é a deformacao que leva A em B, sejam By, ..., B, uma

cobertura de B por fechados contrateis em B, tal que n = catp(B). Defina

E claro que A = U5_, = A;j e usando h|4; como deformagdo obtemos que A; < B;. Como
A; pode ser levado em B;. B; pode ser levado em um tnico ponto, entao na verdade, A;
pode ser levado em um tnico ponto de B, portanto A; é contratil em [ e isto implica que
catp(A) < n. O

Proposigao 3.31. Sejam A C B C E todos fechados em E. Entao ezxiste uma vizinhanga

aberta V de A em E tal que catg(A) = catg(V).

Demonstra¢io. Suponha que catp(A) = 1 e seja h a correspondente deformagao. Con-

sidere o seguinte conjunto
N :=([0,1] x A)U ({0,1} x B),

que é fechado em M := [0, 1] x B. Defina a aplica¢do f: N — B por
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h(t,u) tel0,1],ue A,
flt,u) =< u t=0,u € B,
h(l,UO) tzl,U,GB,

onde uq é tal que h(1,-) = ug. Podemos estender continuamente f para uma vizinhanga
aberta U de N. Seja g tal extensdo. A compacidade de [0,1] implica na existéncia de
uma vizinhanga aberta V de A tal que [0,1] x B C U. Usando g|j x5 como defor-
magao, concluimos que V é contratil em B, e portanto catp(V) = 1. Suponha agora que
catp(A) = n e seja {A;}}_; uma cobertura de A por conjuntos contrateis em B. Sejam
Bi, ..., B, abertos tais que A; C B; e catp(A;) = catp(V;). Entdo V = U_;B; é uma

vizinhanca aberta de A e

catp(V) = Z catp(V;) = Z catp(A); = catp(A).
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