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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento assintótico do máximo de variáveis
aleatórias independentes e identicamente distribúıdas estabilizado por transformações
gerais cont́ınuas estritamente monótonas. Apresentamos os principais resultados de-
senvolvidos por E. Pantcheva (1984), que estendem resultados amplamente conhecidos
da teoria assintótica extremal clássica. Abordamos o estudo do máximo em modelos
de mistura finita, e baseados nos trabalhos de E. K. Al-Hussaini e M. E. El-Adll (2004)
e S. Ravi e M. Sreehari (2009), analisamos as relações entre os domı́nios de atração
de uma mistura de distribuições e os domı́nios de atração de suas respectivas compo-
nentes.

Palavras-chave: Distribuição assintótica, Domı́nios de atração, Máximo estabilizado,
Leis max-estáveis, Estabilização linear, Estabilização potência, Mistura finita.



Abstract

In this paper, we study the asymptotic behavior of the maximum of independent
random variables and identically distributed stabilized by strictly monotone continuous
transformations. We present the main results developed by E. Pantcheva (1984), which
extend the widely known results of asymptotic extremal classical theory. The study of
the maximum under finite mixture models is discussed and based on E. K. Al-Hussaini
and M. E. El-Adll’s (2004) and S. Ravi and M. Sreehari’s (2009) papers, we analyzed
the relationships between the domains of attraction of a mixture of distributions and
the domains of attraction of their respective components.

Keywords: Asymptotic distribution, Domains of attraction, Maximum stabilized,
Max-stable laws, Linear stabilization, Power stabilization, Finite Mixture.
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3.3 Estabilizações idênticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.4 Estabilizações distintas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Referências Bibliográficas 53



Introdução

Problemas envolvendo valores extremos aparecem em uma grande variedade de
aplicações. Na ocorrência de desastres naturais como inundações, por exemplo, ações
preventivas para amenizar seus efeitos dependem da previsão do ńıvel máximo de água.
Na manutenção de equipamentos (em uma linha de montagem) constitúıdos por com-
ponentes que funcionem em paralelo, o tempo de falha é determinado pelo tempo
máximo de vida dos componentes. Outros exemplos de situações em que o valor de
interesse é o valor máximo ou mı́nimo dos dados observados podem ser encontrados,
por exemplo, em Galambos (1978) e Dorea (1995).

Uma modelagem matemática de problemas dessa natureza consiste em considerar
variáveis aleatórias X1, X2, . . . , Xn independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d),
com função de distribuição comum F, e analisar o comportamento de

Zn = max{X1, . . . , Xn}

ou Wn = min{X1, . . . , Xn}. Como Wn = −max{−X1, . . . ,−Xn}, restringi-se o estudo
ao comportamento de Zn.

Nesse sentido, uma questão básica de interesse é a análise do comportamento
assintótico de Zn, quando n → ∞. Em situações de inundações, por exemplo, se-
ria de grande valia estimar a distribuição do ńıvel máximo de água até o final do
século.

A teoria assintótica clássica dos valores extremos estuda principalmente o compor-
tamento assintótico do máximo Zn estabilizado linearmente, ou seja, o comportamento
limite quando n→∞ de

P

(
Zn − bn
an

≤ x

)
= F n(anx+ bn), (1)

onde an > 0 e bn são sequências de números reais.
Dentre os trabalhos pioneiros no desenvolvimento desse estudo merecem destaque

Fréchet (1927), Fisher e Tippet (1928), Gnedenko (1943), de Haan (1970) entre outros.
Os principais resultados da teoria clássica determinam condições sobre a função de

distribuição F para a existência de constantes estabilizantes an > 0 e bn para as quais
a distribuição (1) possui um limite fraco não-degenerado e estabelecem a existência de
apenas três tipos posśıveis de distribuição limites, nesse caso.

i



Introdução ii

Uma extensão dos resultados da teoria clássica foi apresentada por Pantcheva
(1984), que considerou o estudo do comportamento assintótico da distribuição de Zn
estabilizada por transformações não-necessariamente lineares. Especificamente, o pro-
blema considerado consiste em determinar condições sobre a função de distribuição F
sob as quais existe uma sequência de transformações cont́ınuas estritamente monótonas
Gn(x) tal que

lim
n→∞

P (Zn ≤ Gn(x)) = lim
n→∞

F n(Gn(x)) = H(x), ∀x ∈ C(H), (2)

onde H é uma função de distribuição não-degenerada e C(H) = {x : H(x) é cont́ınua}.
Neste caso, em analogia ao caso clássico, dizemos que F pertence ao domı́nio de atração
de H, e denotamos por F ∈ D(H). Notemos que para Gn(x) = anx + bn o problema
reduz-se ao caso clássico.

Pantcheva mostrou que todas as posśıveis distribuições limites de (2) podem ser
unificadas em uma classe de funções e, com o objetivo de melhorar a precisão da
aproximação da distribuição do máximo para valores grandes de n, introduziu uma
estabilização não-linear, chamada estabilização potência

Gn(x) = an |x|bn sign(x), (3)

onde an > 0, bn > 0, e sign(x) é −1 se x < 0, 0 se x = 0, ou 1 se x > 0. Para
este caso, Pantcheva mostrou que existem seis tipos posśıveis de distribuições limites
não-degeneradas H.

Posteriormente, Mohan e Ravi (1992), Christoph e Falk (1996), Barakat et al (2004)
e Sreehari (2008) apresentaram novas contribuições e aprimoramentos do trabalho de
Pantcheva.

Um desdobramento natural desse estudo é a análise do comportamento assintótico
do máximo estabilizado de variáveis aleatórias i.i.d X1, X2, . . . , Xn, cuja função de
distribuição F é uma mistura finita de funções de distribuição, ou seja, F pode ser
decomposta como

F = p1F1 + . . .+ pkFk, (4)

onde F1, . . . , Fk são funções de distribuição, chamadas componentes da mistura, e
p1, . . . , pk são números reais, chamados pesos da mistura, tais que 0 < pj < 1,

j = 1, . . . , k e
k∑
j=1

pj = 1.

O uso de uma mistura de distribuições em uma modelagem ocorre quando se leva
em conta que as observações do processo provêm de duas ou mais populações de eventos
independentes não-observáveis. Os trabalhos pioneiros no estudo e aplicações de mis-
turas remontam à primeira metade do século dezenove e basicamente referem-se direta
ou indiretamente a modelos de mistura de normais. Dentre eles merecem destaque o
trabalho de Pearson (1894) sobre decomposição de misturas de normais pelo método
de momentos.

Desde então, os modelos de mistura têm sido utilizados em uma ampla variedade de
aplicações, nas mais diferentes áreas, as quais têm como caracteŕıstica comum o fato de
que é conhecido que a variável observável do modelo pertence a uma ou mais classes de
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componentes não-observáveis. Por exemplo, em diagnósticos médicos, as informações
cĺınicas estão dispońıveis para um conjunto de pacientes cujas classificações da doença,
no entanto, não estão. Titterington et al (1985) apresenta uma lista de aplicações de
modelos de mistura em economia, pesca, medicina, psicologia, paleontologia, botânica,
confiabilidade, entre outros.

Como exemplos recentes da utilização de modelos de mistura podemos citar: Walshaw
(2000), que estudou o comportamento da velocidade dos ventos de duas cidades norte-
americanas; Tartaglia et al (2006) que ajustaram uma mistura de duas distribuições
Gumbell para os dados de precipitação em Toscana (Itália), e Silva (2008) que apresen-
tou modelos de mistura para estudar a velocidade de ventos e a vazão do curso d‘água
dos rios em Piracicaba (Brasil).

Como referência para o estudo das propriedades teóricas e aplicações de modelos
de mistura citamos Everitt et al (1981), Titterington et al (1985), Lindsay (1995) e
Maclachlan e Peel (2000).

Neste trabalho, baseados em Al-Hussaini e El-Adll (2004) e Ravi e Sreehari (2009),
estudamos o comportamento assintótico do máximo estabilizado por transformações
gerais em modelos de mistura finita utilizando como ferramenta básica a teoria geral
apresentada por Pantcheva.

Assim, no Caṕıtulo 1 apresentamos uma śıntese dos resultados mais importantes
da Teoria Assintótica Extremal Clássica. As principais referências deste caṕıtulo são
Galambos (1978) e Resnick (1987).

No Caṕıtulo 2 apresentamos em detalhes os principais resultados da teoria intro-
duzida por Pantcheva (1984), caracterizando as distribuições limites não-degeneradas
para o máximo de variáveis aleatórias i.i.d estabilizado por transformações gerais
cont́ınuas e estritamente monótonas e que serão úteis para o desenvolvimento do
Caṕıtulo 3. Além disso, os resultados do caso geral são aplicados primeiramente no
caso particular de estabilizações lineares (Seção 2.3) reobtendo os resultados já co-
nhecidos da teoria clássica e também no caso da estabilização potência, apresentada
por Pantcheva, mostrando que neste caso existem seis tipos de distribuições limites
posśıveis (Seção 2.4). Finalizamos o caṕıtulo apresentando um critério generalizado
proposto por Sreehari (2008), que fornece condições necessárias e suficientes para que
uma função de distribuição esteja no domı́nio geral de atração de uma distribuição
limite extremal.

Finalmente, no Caṕıtulo 3 estudamos o comportamento limite da distribuição do
máximo estabilizado de variáveis aleatórias i.i.d cuja função de distribuição comum é
uma mistura finita descrita por (4). Dividimos o estudo em dois casos. Primeiramente,
analisamos as relações entre os domı́nios de atração da mistura e de suas componentes,
assumindo a mesma transformação estabilizante para todas as componentes (Seção 3.3).
Posteriormente, consideramos a situação em que as estabilizações das componentes da
mistura são possivelmente distintas (Seção 3.4). Os resultados apresentados neste
caṕıtulo são devidos a Al-Hussaini e El-Adll (2004) e Ravi e Sreehari (2009).



Caṕıtulo 1

A Teoria Assintótica Extremal
Clássica

1.1 Introdução

SejamX1, X2, . . . , Xn variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas
com função de distribuição F , e Zn = max{X1, X2, . . . , Xn}. Estamos interessados no
comportamento limite de Zn quando n→∞. Sabemos que

P (Zn ≤ x) = F n(x)

e que

P (Zn ≤ x)
n−→
{

0 se x : F (x) < 1,
1 se x : F (x) = 1.

(1.1)

Se considerarmos o ponto extremo superior de F

ω(F ) = sup{x : F (x) < 1} ≤ +∞, (1.2)

então de (1.1) temos que Zn
p→ ω(F ) quando n → ∞, e como {Zn} é uma sequência

não-decrescente segue que Zn ↑ ω(F ) quase certamente. Desta forma, para obtermos
uma distribuição limite não-degenerada é necessário normalizarmos Zn.

O principal interesse da teoria assintótica extremal clássica é analisar as posśıveis
distribuições limite para o máximo sob normalização linear

Zn − bn
an

,

ou seja, analisar o comportamento limite de

P (Zn ≤ anx+ bn) = F n(anx+ bn), (1.3)

onde {an}n≥1 e {bn}n≥1 são sequências de números reais, com an > 0.
Mais especificamente, estabelecer as condições sobre a função de distribuição comum

F , para que (1.3) convirja para uma função de distribuição não-degenerada, ou seja,

P (Zn ≤ anx+ bn) = F n(anx+ bn)
n−→ H(x), x ∈ C(H), (1.4)

1
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onde H é não-degenerada, e C(H) é o conjunto dos pontos de continuidade de H.

Na primeira metade do século vinte, muitas publicações foram feitas neste assunto
por pesquisadores como Emil J. Gumbell (1891 - 1966), Richard Von Mises (1883 -
1953), Maurice R. Fréchet (1878 - 1973), Ronald Fisher (1890 - 1962), Leonard H. C.
Tippet(1902 - 1985), e Ernst H. W. Weibull (1887 - 1979).

Fisher e Tippet (1928) mostraram que só existem 3 tipos de distribuição que aten-
dem ao limite em (1.4). Boris V. Gnedenko (1943) apresentou, com rigor e precisão, as
condições necessárias e suficientes acerca da distribuição F para cada um dos 3 tipos de
limites em (1.4); este trabalho passou a ser citado como primeira grande contribuição
ao problema desde então.

Neste caṕıtulo, serão apresentados os principais resultados da Teoria Clássica. Na
Seção 1.2 apresentaremos as possibilidades para o limite não-degenerado em (1.4). Na
Seção 1.3 mostraremos condições sobre a função de distribuição F para cada uma
dessas possibilidades. As principais referências deste caṕıtulo são Galambos (1978) e
Resnick (1985).

1.2 Posśıveis Distribuições Limite

Nesta seção, apresentaremos no Teorema 1.2 as posśıveis distribuições limites não-
degeneradas que satisfazem (1.4). Ressalta-se desde já, que as sequências de constantes
que estabilizam o limite de F n(anx+ bn) não são únicas, conforme pode-se verificar em
detalhes nos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 de Galambos (1978).

Para a apresentação do principal teorema desta seção, necessitaremos de alguns
resultados e conceito preliminares.

Lema 1.1. Sejam {Fn(x)}n≥1 uma sequência de funções de distribuição; {Cn}n≥1, {ρn}n≥1,
{Dn}n≥1 > 0, e {τn}n≥1 > 0 sequências de números reais; G(x) e T (x) funções de dis-
tribuição não-degeneradas. Se

lim
n→∞

Fn(Cn +Dnx) = G(x) , lim
n→∞

Fn(ρn + τnx) = T (x) (1.5)

∀x ∈ C(G) e x ∈ C(T ). Então, os limites

lim
n→∞

τn
Dn

= B 6= 0 e lim
n→∞

ρn − Cn
Dn

= A (1.6)

existem, são finitos, e satisfazem

T (x) = G(A+Bx) (1.7)

Demonstração:
Considere dois pontos de continuidade de G, x1 e x2, e dois pontos de continuidade de
T , y1 e y2, tais que

T (y1) < G(x1), 0 < G(x1) ≤ G(x2) e T (y2) > G(x2).

Pelas relações em (1.5), temos que para n suficientemente grande

ρn + τny1 ≤ Cn +Dnx1 ≤ Cn +Dnx2 ≤ ρn + τny2 (1.8)
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Fazendo a diferença dos termos do meio e dos termos externos, obtemos

Dn(x2 − x1) ≤ τn(y2 − y1)

e dáı
Dn

τn
≤ y2 − y1

x2 − x1

. (1.9)

Também dividindo os dois primeiros termos de (1.8) por Dn podemos obter

ρn
Dn

+ y1
τn
Dn

≤ Cn
Dn

+ x1

e assim
ρn − Cn
Dn

≤ x1 −
(
τn
Dn

)
y1. (1.10)

Como x1, x2, y1 e y2 são fixos, (1.9) implica que
Dn

τn
permanece limitado quando

n → ∞. Alterando os papéis de G e T no argumento que leva a (1.9), podemos ver

semelhantemente que
τn
Dn

também é limitado. Segue dáı que (1.10) implica na limitação

de
ρn − Cn
Dn

, e novamente uma mudança nos papéis de T e G na argumentação nos leva

à limitação de
Cn − ρn
Dn

.

Agora, seja nt uma subsequência de n para a qual vale (1.6). O limite B é de fato

não nulo, já que em vista do argumento precedente, o limite de
Dn

τn
é finito. Considere

ε > 0 arbitrário e nt suficientemente grande, de forma que por essa escolha de nt

(B − ε)Dnt ≤ τnt ≤ Dnt(B + ε)

e
Cnt +Dnt(A− ε) ≤ ρnt ≤ Cnt +Dnt(A+ ε).

Dáı, para x > 0 temos

Fnt(Cnt +Dnt(A− ε) + (B − ε)Dntx) ≤ Fnt(ρnt + τntx)

≤ Fnt(Cnt +Dnt(A+ ε) +Dnt(B + ε)x),

o que implica que

Fnt(Cnt + (A+Bx− ε(x+ 1))Dnt) ≤ Fnt(ρnt + τntx)

≤ Fnt(Cnt + (A+Bx+ ε(x+ 1))Dnt).

Portanto, se x e ε são tais que A + Bx − ε(x + 1) e A + Bx + ε(x + 1) são pontos de
continuidade de G, (1.5) aplicado na desigualdade acima implica que, quando nt →∞,

G(A+Bx− ε(x+ 1)) ≤ lim inf Fnt(ρnt + τntx)

≤ lim supFnt(ρnt + τntx)

≤ G(A+Bx+ ε(x+ 1).
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Finalmente, se x e (A + Bx) são pontos de continuidade de T e G respectivamente,
(1.7) segue para x > 0 quando fazemos ε → 0. Para x < 0, a mesma conclusão pode
ser obtida na argumentação acima trocando εx por −εx.

Agora, (1.7) determina unicamente A e B. Consequentemente, para toda sub-
sequência nt para a qual (1.6) vale, os limites A e B são os mesmos; Assim (1.6) é
válida e a prova está completa

�

Exemplo 1.1. Considere

F (x) =

{
1− e−x , x > 0

0 , c.c.
.

Se tomarmos Dn = 1 e Cn = log(n), então temos para x > 0

F n(Dnx+ Cn) =

(
1− e−x

n

)n
n−→ exp{−e−x} = G(x).

Por outro lado, se considerarmos ρn = 3 + log(n) e τn = 2, podemos também obter

F n(τnx+ ρn) =

(
1− e−(2x+3)

n

)n
n−→ exp

{
−e−(2x+3)

}
= T (x).

Em ambos os casos, para x < 0, temos que para n suficientemente grande, Dnx+Cn > 0
e τnx+ ρn > 0 e o resultado segue analogamente.
Note que

lim
n→∞

τn
Dn

= 2, lim
n→∞

ρn − Cn
Dn

= 3

e, de fato temos
T (x) = G(2x+ 3).

Teorema 1.1. Sejam {an}n≥1 > 0 e {bn}n≥1 sequências de números reais para as quais
vale (1.4). Então, para m ≥ 1 inteiro arbitrário, existem e são finitos os limites

lim
n→∞

bnm − bn
an

= Am (1.11)

e
lim
n→∞

anm
an

= Bm > 0. (1.12)

Além disso, temos
Hm(Am +Bmx) = H(x). (1.13)

Demonstração: Seja F (x) uma função de distribuição satisfazendo (1.4). Seja m > 1
um inteiro fixo. Então

lim
n→∞

F nm(bnm + anmx) = H(x)

ou
lim
n→∞

F n(bnm + anmx) = H
1
m (x).

Observe que temos aqui a situação do Lema 1.1 com Fn = F n, Cn = bn, Dn = an,
ρn = bnm, τn = anm, G(x) = H(x) e T (x) = H

1
m (x). A conclusão do lema é exatamente

o resultado estabelecido em (1.13)
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�

Definição 1.1. Duas funções H(x) e H∗(x) são ditas do Mesmo Tipo, se existem
números reais B > 0 e A tais que

H∗(x) = H(A+Bx)

Do Teorema 1.1 podemos concluir que, se duas funções de distribuição atendem
ao limite (1.4), então elas são do mesmo tipo. O próximo teorema, estabelece que só
existem três tipos de distribuição limite que satisfazem (1.4).

Teorema 1.2. Seja F uma função de distribuição, {an}n≥1 e {bn}n≥1 sequências de
números reais com an > 0 e H(x) uma função não-degenerada. Se

F n(anx+ bn)
n−→ H(x),

então H é do mesmo tipo de uma das distribuições abaixo

H1,γ(x) =

{
e−x

−γ
,se x > 0

0 ,c.c.

H2,γ(x) =

{
1 ,se x ≥ 0
e−(−x)γ ,c.c.

(1.14)

H3,0(x) = exp{−e−x}, x ∈ R

onde γ > 0.

Demonstração:
Segundo o Teorema 1.1, se a distribuição H é um limite não-degenerado como em (1.4),
então ela satisfaz a equação (1.13) com Am e Bm convenientes. Assim, basta verificar
que toda H solução de (1.13) é do mesmo tipo que H1,γ ou H2,γ ou H3,0. Para isto,
considera-se três casos posśıveis para a equação (1.13):

Caso 1. Bm = 1,∀m ≥ 1
Caso 2. ∃M ≥ 1 : BM < 1
Caso 3. ∃M ≥ 1 : BM > 1

As provas são bastante técnicas e apresentaremos, a t́ıtulo de ilustração, apenas o
caso 1. Uma demonstração detalhada dos outros dois casos pode ser encontrada em
Galambos (1978).

Caso 1. Suponha que

Hm(x+ Am) = H(x), m ≥ 1 (1.15)

De H(x + A1) = H(x), podemos obter que H(nA1) = H(0), ∀n ∈ Z. E como H é
não-descrescente, por ser função de distribuição, segue que A1 = 0.
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Agora, como H2(x+A2) = H(x) ∀x, então temos H2(A2) = H(0) = H(A1) e como
0 ≤ H(x) ≤ 1 segue H(A1) ≤ H(A2). Como H é não-decrescente obtemos A1 ≤ A2.
Assim, por indução sobre n podemos concluir que

0 = A1 ≤ A2 ≤ A3 . . .

Suponha que Am = 0 ∀m ≥ 1. Então Hm(x) = H(x) ∀m ≥ 1, o que nos leva a
H(x) = 0 ∀x ou H(x) = 1, contrariando o fato de que H é não-degenerada. Por isso,
existe m0 > 1 tal que Am > 0 ∀ m ≥ m0.

Suponha que ∃q tal que Am ≤ q < ω(H) ∀m ≥ 1, então se x < ω(H) − q, temos
Am + x ≤ q + x < ω(H),∀m ≥ 1 e

0 ≤ H(Am + x) ≤ H(q + x) < H(ω(H)) = 1

Logo, para x < ω(H) − q, lim
m→∞

Hm(Am + x) = 0 e por (1.15), H(x) = 0. Agora, se

H(x∗) = 0 para algum x∗ então, como H é não-decrescente, H(x) = 0 ∀x < x∗ e para
x1 = x∗ + Am,m ≥ 1, de (1.15) segue que H(x1) = 0.Fazendo x1 = x∗ teremos H(x2)
nula para x2 = x∗± 2Am,m ≥ 1 e por indução, H(xk) = 0 para xk = x∗± kAm, k ≥ 1.
Como existe um m para o qual Am > 0 e H é monótona, podemos facilmente concluir
de (1.15) que H(x) ≡ 0, o que é um absurdo. Assim, não existe q tal que

Am ≤ q < ω(H),∀m ≥ 1.

Temos também que H(x) > 0.
Mostremos que Am ≤ ω(H). Suponhamos que Am > ω(H). Então, como H é

não-decrescente teŕıamos H(Am) ≥ H(ω(H)) = 1. Assim, para x ≥ 0,

H(Am + x) ≥ H(Am) = 1,

logo Hm(Am + x) = 1, x ≥ 0, e por (1.15) seguiria que H(x) = 1 para x ≥ 0.
Por outro lado, para m tal que Am > 0 temos por (1.15)

1 = H(0) = H(Am − Am) = H(−Am)

e assim sucessivamente, podemos obter H(−kAm) = 1, k ∈ N. Dáı conclúımos que
H(x) = 1, ∀x < 0, pois H é não-decrescente. Logo, teŕıamos H(x) = 1,∀x, o que é
absurdo.

Portanto, das considerações anteriores temos que {Am}m≥1 é uma sequência não-
decrescente de termos não-negativos e que sup{Am} = ω(H), e assim

lim
m→∞

Am = ω(H).

Agora, usando logaritmos em (1.15)

m logH(x+ Am) = logH(x),m ≥ 1,−∞ < x <∞ (1.16)

com
0 = A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ . . . , Am

m→∞ (1.17)
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Defina G(x) = logH(x).
Considere um número arbitrário z > 0. Por (1.17), podemos encontrar um m tal que
Am ≤ z ≤ Am+1. Temos então

G(x+ Am) ≤ G(x+ z) ≤ G(x+ Am+1). (1.18)

Aplicando (1.18) com um x arbitrário e com x = 0, e levando em conta que G(x) < 0,
teremos

G(x+ Am)

G(Am)
≥ G(x+ z)

G(z)
≥ G(x+ Am+1)

G(Am)
,

que devido a (1.16) se torna

(m+ 1)G(x)

mG(0)
≥ G(x+ z)

G(z)
≥ mG(x)

(m+ 1)G(0)
.

Se fizermos z →∞, m→∞, de modo que

lim
z→∞

G(x+ z)

G(z)
=
G(x)

G(0)
= G∗(x),

e tomarmos arbitrários x e y, temos:

G∗(x+ y) = lim
z→∞

G(z + x+ y)

G(z)
.
G(x+ z)

G(x+ z)

G∗(x+ y) = lim
z→∞

G(z + x+ y)

G(z + x)
.
G(z + x)

G(x)
,

assim,
G∗(x+ y) = G∗(y).G∗(x),∀x, y (1.19)

Como G∗(x) > 0 é não-decrescente, é conhecido que a solução de (1.19) é, G∗(x) = e−ax,
para algum a > 0. Assim,

G(x) = G∗(x)G(0) = e−axG(0).

Se considerarmos G(0) = −e−c, para algum c > 0, teremos

logH(x) = G(x) = −e−ax−c,
ou seja

H(x) = exp{−e−ax−c}, a > 0,

que é do mesmo tipo de H3,0(x), como queŕıamos demonstrar.

�

Observação 1.1.
As funções apresentadas neste teorema têm nomes espećıficos, ligados direta ou indi-
retamente aos estudiosos que foram pioneiros na descoberta das soluções de (1.13).

H1,γ(x) é a distribuição (de) Fréchet e pode ser denotada por Frechet(γ)
H2,γ(x) é a distribuição (de) Weibull reversa e pode ser denotada por Weibull(γ)
H3,0(x) é a distribuição (de) Gumbell e pode ser denotada por Gumbell

Devido à influência de Gnedenko (1943), a partir da segunda metade do século vinte
muitas publicações passaram a denominá-las também de distribuições de Gnedenko ou
distribuições clássicas.
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1.3 Condições necessárias e suficientes para as dis-

tribuições limites clássicas

Nesta seção, o principal interesse é estabelecer condições necessárias e suficientes
sobre uma função de distribuição F (x) (comum a n cópias de uma variável aleatória)
que garantam a existência do limite (1.4) para cada um dos três tipos de distribuições
limites apresentados na Seção 1.2.

Apresentaremos, para cada um dos três tipos de distribuições limites, somente a
demonstração da suficiência dessas condições. As provas da necessidade das respectivas
condições são bastante longas e podem ser encontradas em Galambos (1978) e Resnick
(1985). Para a prova da suficiência necessitaremos de alguns resultados e definições
preliminares.

Definição 1.2. Uma função F: R+→R+ é dita Regularmente Variante (no infinito)
com ı́ndice γ ∈ R (ou γ-variante no infinito), e escrevemos F ∈ RVγ, se

lim
t→∞

F (tx)

F (t)
= xγ, ∀x > 0. (1.20)

Se γ = 0, dizemos que F é lentamente variante (no infinito).

Definição 1.3. Se F é uma função de distribuição, os números

α(F ) = inf{x : F (x) > 0} e ω(F ) = sup{x : F (x) < 1}

são chamados respectivamente de Ponto extremo inferior de F e Ponto extremo superior
de F.

Lema 1.2. Sejam X1, . . . , Xn variáveis aleatórias independentes e identicamente dis-
tribúıdas com função de distribuição F (x). Se x é tal que

1− F (x) <
1

2
√
n
, (1.21)

então, para n ≥ 1

T (x)− 4n[1− F (x)]2.F n(x) < P (Zn ≤ x) < T (x),

com T (x) = e−n[(1−F (x)]

Para provar este lema, vamos usar o seguinte resultado:

Lema 1.3. Para todo z ∈
(
0, 1

2

)
, vale a seguinte relação:

e−nz − (1− z)n.(e2nz
2 − 1) < (1− z)n ≤ e−nz, n ∈ N (1.22)

Esta inequação continua válida para 0 ≤ z ≤ 1.
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Demonstração: Primeiramente, podemos escrever (1− z)n = exp{n log(1− z)}.
Agora, sabemos que a função g(z) = log(1−z) é côncava, e sua reta tangente em z = 0
é y = −z. Assim, das propriedades de funções côncavas, temos

log(1− z) < −z, ∀z ∈ (0, 1).

Logo obtemos
(1− z)n ≤ e−nz, (1.23)

e o lado direito da desigualdade (1.22) está provado para z ∈ [0, 1]. Por outro lado, é
fácil ver que

1

1− z
< 1 + 2z, ∀z ∈

(
0,

1

2

)
.

Agora, integrando ambos os lados obtemos

log(1− z) > −z − z2.

Dáı segue que para z ∈
(

0,
1

2

)
,

(1− z) log(1− z) > −z,

e assim,
(1− z)n(1−z) > e−nz. (1.24)

Agora, de (1.23) e (1.24) temos

0 < e−nz − (1− z)n < (1− z)n.(1− z)−nz − 1, (1.25)

mas
(1− z)−nz = exp{−nz log(1− z)},

e como − log(1− z) < 2z para 0 < z <
1

2
, segue que

(1− z)−nz < exp(2nz2).

Usando está última desigualdade em (1.25), temos que o termo esquerdo da desigual-

dade (1.22) está provado para 0 < z <
1

2
.

�

Demonstração do Lema 1.2
Primeiramente, aplicamos o Lema 1.3 com z = 1− F (x), e obtemos

e−n[1−F (x)] − F n(x).[e2n(1−F (x)) − 1] < P (Zn ≤ x) < e−n[1−F (x)].

Agora, usando a estimativa elementar

|eω − 1| < 2ω, 0 < ω <
1

2
,

segue que

T (x)− F n(x)4n[1− F (x)]2 < T (x)− F n(x)[e2n(1−F (x))2 − 1] < P (Zn ≤ x) < T (x).

Logo,
T (x)− 4n[1− F (x)]2F n(x) < P (Zn ≤ x) < T (x).
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�

O próximo lema é uma aplicação direta do lema anterior, e será a ferramenta básica
para os 3 teoremas desta seção.

Lema 1.4. Usando as notações do Lema 1.2, assuma que existam sequências {bn}n≥1

e {an}n≥1 > 0 de números reais tais que ∀x ∈ R

lim
n→∞

n[1− F (bn + anx)] = U(x) existe. (1.26)

Então,
lim
n→∞

P (Zn ≤ bn + anx) = e−U(x). (1.27)

Demonstração: Podemos verificar o resultado em dois casos.
(i) Caso U(x) =∞.
Usando z = 1− F (anx+ bn) na inequação (1.22), segue que

(1− z)n = P (Zn ≤ anx+ bn) < exp{−n[1− F (anx+ bn)]} = e−nz.

Assim, da hipótese (1.26) segue

lim
n→∞

P (Zn ≤ anx+ bn) < exp{− lim
n→∞

n[1− F (anx+ bn)]} = 0,

e (1.27) está provado

(ii) Caso U(x) <∞.
De (1.26) segue que para x ∈ R,

lim
n→∞

(1− F (anx+ bn)) = 0,

e dáı (1.21) é satisfeita para n suficientemente grande, ou seja,

1− F (anx+ bn) <
1

2
√
n
.

Assim, pelo Lema 1.2 temos,

exp{−nF̄ (anx+bn)}−4n[F̄ (anx+bn)]2F n(anx+bn) < P (Zn ≤ anx+bn) < exp{−nF̄ (anx+bn)}

onde F̄ = 1− F . Como F n(x) < 1, segue

exp{−nF̄ (anx+ bn)}− 4

n
[nF̄ (anx+ bn)]2 < P (Zn ≤ anx+ bn) < exp{−nF̄ (anx+ bn)}.

Finalmente, de (1.26) obtemos

lim
n→∞

1

n
[n(1− F (anx+ bn))]2 = 0.

e segue o resultado.

�
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Nos próximos três teoremas apresentamos respectivamente as condições necessárias
e suficientes para que uma função de distribuição esteja no domı́nio de atração de cada
uma das distribuições limites dadas em (1.14). Usaremos a notação F̄ = 1− F .

Teorema 1.3. Para que existam sequências de constantes {an}n≥1 > 0 e {bn}n≥1

satisfazendo (1.4) com H(x) = H1,γ(x) é necessário e suficiente que ω(F ) =∞, e que
F̄ ∈ RV−γ para alguma constante γ > 0. Neste caso, temos bn = 0 e

lim
n→∞

F n(anx) = lim
n→∞

P (Zn ≤ anx) = H1,γ(x), (1.28)

onde an pode ser escolhida como

an = inf

{
x : 1− F (x) ≤ 1

n

}
. (1.29)

Demonstração:
Suficiência: Suponha que ω(F ) =∞, e F̄ ∈ RV−γ. Pelo Lema 1.4 basta provar que

lim
n→∞

n[1− F (anx)] =

{
x−γ ,se x > 0
∞ ,se x < 0

(1.30)

e a relação (1.28) estará provada.

Como ω(F ) =∞, segue que an = inf

{
x : F (x) ≥ 1− 1

n

}
n→∞.

• Se x < 0, temos que anx
n→ −∞, e naturalmente, 1− F (anx)

n→ 1. Com isso,

lim
n→∞

n[1− F (anx)] =∞,

e a relação (1.28) está provada para x < 0.

• Se x > 0, podemos usar a condição F̄ ∈ RV−γ com t = an, para escrever

lim
n→∞

n[1− F (anx)] = lim
n→∞

n[1− F (anx)]
[1− F (an)]

[1− F (an)]

= x−γ lim
n→∞

n[1− F (an)].

Assim, para encerrarmos a demonstração, é suficiente mostrar que

lim
n→∞

n[1− F (an)] = 1.

Para isso, considere 0 < ε < 1 arbitrário.
Segue que an(1 − ε) < an e dáı 1 − F (an(1 − ε)) ≥ 1 − F (an), pois 1 − F (x) é

não-crescente. Mas também, pela definição de an, temos 1− F (an(1− ε)) > 1

n
,

nos levando a

1− F (an) ≤ 1

n
< 1− F (an(1− ε)).
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Manipulando a relação acima, obtemos

1− F (an)

1− F (an(1− ε))
< n[1− F (an)] ≤ 1.

Usando novamente que F̄ ∈ RV−γ, segue que

(1− ε)γ ≤ lim inf n[1− F (an)] ≤ lim supn[1− F (an)] ≤ 1.

Portanto,
lim
n→∞

n[1− F (an)] = 1

e a suficiência das condições está demonstrada.
Necessidade. A prova será omitida e pode ser encontrada em detalhes em Galam-
bos (1978) e Resnick (1985).

�

Agora, se ω(F ) <∞, defina F ∗(x) = F

(
ω(F )− 1

x

)
, para x > 0.

Teorema 1.4. Dada uma função de distribuição F, existem sequências {bn}n≥1 e
{an}n≥1 > 0 de números reais, tais que

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = lim
n→∞

P (Zn ≤ anx+ bn) = H2,γ(x) (1.31)

se e somente se, ω(F ) <∞ e F̄ ∗ ∈ RV−γ para alguma constante γ > 0. Neste caso as
sequências an e bn podem ser escolhidas como

an = ω(F )− inf

{
x : 1− F (x) ≤ 1

n

}
e bn = ω(F ).

Demonstração:
Suficiência: Suponha que ω(F ) < ∞ e F̄ ∗ ∈ RV−γ para alguma constante γ > 0.
Temos que

ω(F ∗) = sup{x : F ∗(x) < 1} = sup

{
x : F

(
ω(F )− 1

x

)
< 1

}
=∞,

pois F

(
ω(F )− 1

x

)
< 1,∀x > 0 pela definição de ω(F ).

Então, como por hipótese F̄ ∈ RV−γ, podemos aplicar o Teorema 1.3 para F ∗(x), e
obter que

lim
n→∞

F ∗n(a∗nx) = lim
n→∞

F n

(
ω(F )− 1

a∗nx

)
= H1,γ(x), x > 0
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com,

a∗n = inf

{
x : 1− F ∗(x) ≤ 1

n

}
= inf

{
x : 1− F

(
ω(F )− 1

x

)
≤ 1

n

}

= inf

 1

ω(F )− 1

s

: 1− F (s) ≤ 1

n


=

1

ω(F )− inf

{
x : 1− F (x) ≤ 1

n

} .
Se tomarmos an =

1

a∗n
e ainda bn = ω(F ), podemos escrever para x > 0:

lim
n→∞

F n
(
bn −

an
x

)
= H1,γ(x),

ou ainda, para y < 0 temos

lim
n→∞

F n(bn + any) = H1,γ

(
−1

y

)
,

= e(−y)
γ

, y < 0.

Como an > 0 e bn = ω(F ), a definição de ponto extremo superior nos garante que
F n(any + bn) ≡ 1,∀y > 0, de maneira que segue (1.31).
Necessidade: A prova será omitida. Para detalhes, veja Galambos (1978) ou Resnick
(1985).

�

Teorema 1.5. Existem sequências de números reais {an}n≥1 > 0 e {bn}n≥1 tais que

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = lim
n→∞

P (Zn ≤ anx+ bn) = H3,0(x) (1.32)

se e somente se, para algum a ∈ R, temos,∫ ω(F )

a

[1− F (y)]dy <∞, (1.33)

e ∀x ∈ R,

lim
t→ω(F )

F̄ (t+ xR(t))

F̄ (t)
= e−x, (1.34)

onde para α(F ) < t < ω(F ),

R(t) = [1− F (t)]−1

∫ ω(F )

t

[1− F (y)]dy. (1.35)
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Neste caso, as sequências bn e an > 0 podem ser escolhidas como

bn = inf

{
x : 1− F (x) ≤ 1

n

}
e an = R(bn).

Demonstração:
Suficiência: É imediato que

bn = inf

{
x : F (x) ≥ 1− 1

n

}
n→ ω(F ) = sup{x : F (x) < 1}.

Pela relação (1.34), sabemos que

lim
n→∞

1− F (bn + xR(bn))

1− F (bn)
= lim

t→ω(F )

F̄ (t+ xR(t))

1− F (t)
= e−x. (1.36)

Mais uma vez, utilizaremos o Lema 1.4 para provar (1.32). Considerando an = R(bn),
de (1.36) segue

lim
n→∞

n[1− F (bn + anx)] = lim
n→∞

n[1− F (bn)]
1− F (bn + anx)

1− F (bn)

= e−x lim
n→∞

n[1− F (bn)],

e novamente basta mostrar que

lim
n→∞

n[1− F (bn)] = 1.

Seja ε > 0 arbitrário, então (bn − ε.an) < bn e 1− F (bn − ε.an) >
1

n
. Assim

1− F (bn) ≤ 1

n
< 1− F (bn − ε.an),

e dáı,
1− F (bn)

1− F (bn − ε.an)
< n[1− F (bn)] ≤ 1.

Agora, usando a relação (1.36), segue que

eε ≤ lim inf n[1− F (bn)] ≤ lim supn[1− F (bn)] ≤ 1.

Fazendo ε → 0, segue lim
n→∞

n[1− F (bn)] = 1 e a condição (1.26) do Lema 1.4 está

verificada com U(x) = e−x. Dáı (1.32) segue de (1.27).
A necessidade pode ser verificada em detalhes em Galambos (1978) e Resnick (1987).

�

Exemplo 1.2.
Distribuição Uniforme (0, 1).
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F (x) =


0 se x < 0,
x se 0 ≤ x ≤ 1,
1 se x > 1.

Claramente α(F ) = 0 e ω(F ) = 1.
Portanto devemos verificar as condições dos Teoremas 1.4 ou 1.5. No caso do Teorema
1.5, vale (1.31) mas

1− (t+ xR(t))

1− t
= 1− xR(t)

1− t
não pode convergir para e−x quando t → 1. Logo, não vale o Teorema 1.5, uma vez
que não vale (1.34). Agora,

F ∗(x) = F

(
1− 1

x

)
= 1− 1

x
, x > 1

lim
t→∞

F̄ ∗(xt)

F̄ ∗(t)
= lim

t→∞

(
1

xt

)
(

1

t

) = x−1

e por isso, F̄ ∗ ∈ RV−1, atestando que para an = 1− inf

{
x : 1− F (x) ≤ 1

n

}
=

1

n
e

bn = 1,

F n
(

1 +
x

n

)
= P

(
Zn ≤ 1 +

x

n

)
n→ H2,1(x).

Vale ressaltar que essa conclusão continua válida quando tomamos a uniforme no in-
tervalo (0, θ), θ > 0.

Exemplo 1.3.
Distribuição de Cauchy.

F (x) =
1

2
+

arctan(x)

π
, x ∈ R.

Aqui sabemos que
−π
2

< arctan(x) <
π

2
,∀x ∈ R, e disso α(F ) = −∞ e ω(F ) = ∞.

Assim, é posśıvel que sejam satisfeitos os Teoremas 1.3 ou 1.5. Mas usando integração
por partes, ∫ ∞

0

[1− F (x)]dx = [x(1− F (x))]∞0 +

∫ ∞
0

x

π(1 + x2)
dx =∞,

e não vale o Teorema 1.5, visto que não ocorre (1.33). Assim, devemos testar as
hipóteses do Teorema 1.3:

lim
t→∞

F̄ ∗(xt)

F̄ (t)
= lim

t→∞

(
1

2
− arctan(xt)

π

)
(

1

2
− arctan(t)

π

) = A(x)
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Aplicando a regra de L´Hospital:

A(x) = lim
t→∞

(1 + t2)x

1 + (tx)2
= x−1,

ou
F ∈ RV−1

e
P (Zn ≤ anx)

n−→ H1,1(x),

com an = tan
(π

2
− π

n

)
.

Exemplo 1.4.

F (x) = 1− 1

log(x)
, x ≥ e.

Temos que ω(F ) = sup{x : log(x) > 1} =∞.
Com isso nossas possibilidades são o Teorema 1.3 e o Teorema 1.5. O Teorema 1.3 não
é atendido, pois F /∈ RV−γ, γ > 0, visto que

lim
t→∞

log(t)

log(tx)
= 1 = x0.

O Teorema 1.5 também não é atendido, pois (1.33) não acontece, já que∫ ∞
e

1

log x
dx = lim

b→∞

∫ b

e

1

log x
dx

≥ lim
b→∞

1

log b
(b− e)

= lim
b→∞

b

log b
− lim

b→∞

e

log b

= lim
b→∞

b

log b
=∞.

Portanto, não existem sequências an > 0 e bn tais que F n(anx + bn) convirja para
alguma distribuição não-degenerada.

Observação 1.2.
a) Fisher e Tippet descobriram que as funções que satisfazem a equação (1.4) podem
ser unificadas na chamada Distribuição Generalizada de Valor Extremo (veja,
por exemplo, Kotz e Nadarajah (2000)). Não apresentamos tal função aqui porque a
unificação que apresentaremos no próximo caṕıtulo é mais abrangente, uma vez que
considera transformações estabilizantes não-necessariamente lineares.
b) Os critérios da Seção 1.3 são conhecidos desde Gnedenko, mas critérios mais refina-
dos foram aparecendo ao longo do tempo (alguns destes critérios são considerados por
muitos, mais simples e diretos). Podemos citar nesta linha os trabalhos De Haan em
(1971) e em(1994), e Galambos (1994), por exemplo.



Caṕıtulo 2

Estabilizações gerais

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, investigaremos o comportamento limite do máximo de variáveis
aleatórias estabilizado por uma sequência de transformações não-necessariamente li-
neares. Em outras palavras, sejam X1, X2, . . . , Xn variáveis aleatórias independentes e
identicamente distribúıdas com uma função de distribuição F , Zn = max{X1, . . . , Xn},
e {Gn(x)}n≥1 uma sequência de transformações cont́ınuas estritamente monótonas,
nosso interesse agora é estudar o comportamento limite de

P (Zn ≤ Gn(x)) = F n(Gn(x)). (2.1)

Essa abordagem foi proposta pela primeira vez por E. Pantcheva (1984). Neste tra-
balho, Pantcheva mostrou que todas as posśıveis distribuições limite de (2.1) podem ser
unificadas em uma classe de funções, e estudou, em particular uma nova estabilização,
chamada estabilização potência, dada por

Gn(x) = an |x|bn sign(x), (2.2)

onde an > 0 e bn > 0, e

sign(x) =


−1 se x < 0,

0 se x = 0,
1 se x > 0.

Na Seção 2.2 mostraremos a unificação, apresentada por Pantcheva, de todas as
posśıveis distribuições limites de (2). Na Seção 2.3 reobteremos as distribuições clássicas
apresentadas na Seção 1.3 segundo a abordagem de Pantcheva. Na Seção 2.4 apresen-
taremos as distribuições limites de (2.1) para o caso da estabilização potência. A
principal referência deste caṕıtulo é Pantcheva (1984).

Começamos com as definições de max-estabilidade e domı́nio de atração.

Definição 2.1. Dizemos que F é max-estável (ou estável para o máximo) se para cada
n ∈ N, existe uma transformação cont́ınua estritamente monótona Gn(x) tal que

F (x) = F n(Gn(x)), (2.3)

isto é, para cada n,

G−1
n (Zn)

D
= X,

onde X é uma variável aleatória que tem F como função de distribuição.

17
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Observação 2.1. Conforme os Teoremas 1.1 e 1.2, sabemos que H1,γ(x), H2,γ(x) e
H3,0(x) são distribuições max-estáveis para alguma Gn(x) = anx + bn, an > 0. Como
ilustração, é fácil ver que, para Gn(x) = x + log n, a distribuição Gumbell -H3,0(x)- é
max-estável.

Definição 2.2. Se Y é uma variável aleatória não-degenerada com distribuição H, e se
existe uma sequência de transformações cont́ınuas estritamente monótonas {Gn(x)}n≥1

tal que

G−1
n (Zn)

D−→ Y,

ou seja,
F n(Gn(x))

n−→ H(x), (2.4)

dizemos que F pertence ao domı́nio de atração de H, e escrevemos

F ∈ D(H).

Neste caso, H será chamada distribuição limite extremal (ou maximal).

Observação 2.2. Desta definição, decorre que as distribuições clássicas são todas
distribuições limite extremais, pois neste caso (2.4) ocorre com Gn(x) linear. Assim os
teoremas da Seção 1.3 apresentam condições para que uma função de distribuição F
esteja no domı́nio de atração de uma das distribuições limites clássicas.

Exemplo 2.1.
a) Pelo Exemplo 1.2, temos que a função de distribuição de uma variável aleatória
uniforme está no domı́nio de atração de H2,1(x) com a estabilização

Gn(x) =
x

n
+ 1.

Temos ainda, pelo Exemplo 1.3 que a distribuição de Cauchy está no domı́nio de atração
de H1,1(x) com a estabilização

Gn(x) = tan
(π

2
− π

n

)
b) Toda distribuição máx-estável está no próprio domı́nio de atração, como con-
sequência da definição de max-estabilidade.
c) Considere a distribuição de Pareto parâmetro k

F (x) = 1− x−k

onde k > 0, x ≥ 1. Se considerarmos Gn(x) = n
1
kx, k > 0, notamos que F ∈ D(H1,k)

d) Se F (x) = 1− exp{−e−x}, x ∈ R, então F ∈ D(H3,0) com

Gn(x) =
x

log n
+ log(log n).
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Note que, se F ∈ D(H), H é uma distribuição limite extremal por definição, e
reciprocamente, se H é extremal, há pelo menos uma distribuição em seu domı́nio de
atração. Veja ainda que toda distribuição max-estável é uma distribuição extremal
máxima, pois ela é o limite de algum máximo estabilizado.

Finalizamos esta seção apresentando uma definição geral de distribuições de mesmo
tipo, que estende a Definição 1.1 do caso clássico.

Definição 2.3. Duas distribuições H e H∗ são do mesmo tipo se existe uma trans-
formação cont́ınua estritamente monótona G(x) tal que

H∗(x) = H(G(x))

Note que se G(x) = Ax+B, A > 0, a definição acima reduz-se à Definição 1.1.

2.2 Caracterização das distribuições limite extremais

Nesta seção, esboçaremos todas as distribuições limite extremais como uma só classe
de funções. Para isso, usaremos a sequência de lemas que se segue, dos quais demon-
straremos apenas o primeiro, visto que as outras demonstrações são muito técnicas e
estão detalhadas em Pantcheva (1984) e Small (2007).

O primeiro lema é uma extensão do Lema 1.4. Antes, vale notar que usaremos a
conhecida notação An = o(En) para indicar que

lim
n→∞

∣∣∣∣AnEn
∣∣∣∣ = 0.

Lema 2.1. (Pantcheva, 1984) Seja uma sequência de variáveis aleatórias indepen-
dentes e identicamente distribúıdas, {Xn}n≥1, com função de distribuição F . Então,

n[1− F (Gn(x))]
n−→ U(x) <∞, (2.5)

se, e somente se,

P (Zn ≤ Gn(x)) = F n(Gn(x))
n−→ H(x) = e−U(x). (2.6)

Demonstração:
Primeiro notemos que se (2.5) é satisfeita, então é imediato que

lim
n→∞

(1− F (Gn(x))) = lim
n→∞

1

n
.[n(1− F (Gn(x)))] = 0.

Da mesma forma, se (2.6) é satisfeita, temos

lim
n→∞

F (Gn(x)) = exp

{
lim
n→∞

1

n
.[n logF (Gn(x))]

}
= exp

{
lim
n→∞

1

n
.[logF n(Gn(x))]

}
= e0 = 1,
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e assim também temos lim
n→∞

(1− F (Gn(x))) = 0.

Agora, P (Zn ≤ x) = F n(x), e podemos escrever

logP (Zn ≤ Gn(x)) = n log{1− [1− F (Gn(x))]}

logP (Zn ≤ Gn(x)) = n log[1−Bn(x)],

onde Bn(x) = 1− F (Gn(x)), e podemos assumir que Bn(x)
n−→ 0.

Para 0 ≤ y < 1, o desenvolvimento de Taylor de log(1− y) é:

log(1− y) = −
(
y +

y2

2
+
y3

3
+ . . .

)
= −

(
y + y

[
y

2
+
y2

3
+ . . .

])
.

Assim,

logP (Zn ≤ Gn(x)) = −nBn(x)

{
1 +

∞∑
j=1

Bj
n(x)

j + 1

}
. (2.7)

Como lim
n→∞

Bn(x) = 0, se tomarmos 0 < δ < 1, existe n0 tal que n > n0 implica em

Bn(x) < δ < 1. Pelo Teste da Razão, a série

∞∑
j=1

δj

j + 1

é convergente. Assim, para n > n0 a série

∞∑
j=1

Bj
n(x)

j + 1

é também convergente. Logo, para n > n0, temos

lim
k→∞

∞∑
j=k+1

Bj
n(x)

j + 1
= 0,

ou seja, dado η > 0, ∃k0 tal que

∞∑
j=k+1

Bj
n(x)

j + 1
< η,∀k ≥ k0.

Escrevendo

Sn(x) =
∞∑
j=1

Bj
n(x)

j + 1
,

então

0 ≤ Sn(x)−
k∑
j=1

Bj
n(x)

j + 1
< η

∀n > n0, ∀k > k0.Assim, como Bn(x)
n−→ 0, segue que

lim
n→∞

Sn(x) = 0.
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Agora, voltando em (2.7), podemos escrever

logP (Zn ≤ Gn(x)) = −nBn(x)[1 + Sn(x)],

e dáı segue

lim
n→∞

logP (Zn ≤ Gn(x))

nBn(x)
= −1,

ou seja,
logP (Zn ≤ Gn(x)) = −(1 + o(1))n[1− F (Gn(x))]. (2.8)

Assim, se (2.5) é válida, então

exp
{

lim
n→∞

−n[1− F (Gn(x))]
}

= exp{−U(x)},

e por (2.8) segue

exp
{

lim
n→∞

logP (Zn ≤ Gn(x))
}

= exp{−U(x)}

lim
n→∞

P (Zn ≤ Gn(x)) = exp{−U(x)},

e (2.6) é satisfeita. Reciprocamente, se (2.6) é válida, então por (2.8),

lim
n→∞

[logP (Zn ≤ (Gn(x)))] = lim
n→∞

−(1 + o(1))n[1− F (Gn(x))]

log lim
n→∞

P (Zn ≤ (Gn(x))) = lim
n→∞

−(1 + o(1))n[1− F (Gn(x))]

logH(x) = −(1 + o(1)) lim
n→∞

n[1− F (Gn(x))],

e segue (2.5).

�

Agora, para cada sequência de inteiros {mn}n≥1 tal que

mn < n, mn
n−→∞, e

mn

n

n−→ λ ∈ (0, 1), (2.9)

defina
gλ(x) = lim

n→∞
G−1
mn(Gn(x)). (2.10)

Lema 2.2. (Pantcheva, 1984) Sob a condição (2.9), o limite (2.10) existe e satisfaz

gs ◦ gλ(x) = gsλ(x) (2.11)

Lema 2.3. (Pantcheva, 1984) Se uma função de distribuição não-degenerada H é o
limite de P (Zn ≤ Gn(x)), então para cada λ ∈ (0, 1)

H(x) = H(gλ(x)).H(g1−λ(x)). (2.12)
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A equação (2.11), conhecida como equação de Abel, tem solução1 da forma

gλ(x) = h−1[h(x)− log λ], (2.13)

onde h é cont́ınua e inverśıvel. Mais detalhes sobre a estrutura e o comportamento de
h serão devidamente verificados adiante.

Consideraremos aqui transformações Gn(x) tais que gλ(x) seja solúvel com respeito
a λ, ou seja, dados x e t, a equação gλ(x) = t tem única solução λ = ḡ(t, x).

A próxima definição e os dois próximos resultados podem ser encontrados em Small
(2007).

Definição 2.4. Se f: D → R, D ⊂ R, é uma função satisfazendo

f(x+ y) = f(x) + f(y), x, y ∈ D. (2.14)

Então, dizemos que f satisfaz a equação de Cauchy.

Lema 2.4. Na relação (2.14), se D = R ou D = R+, e vale uma das condições abaixo:
(i) f é cont́ınua
(ii) f é limitada em algum intervalo
(iii)f é monótona em algum intervalo
(iv) f é positiva para x > 0.
Então, para algum a ∈ R,

f(x) = ax,∀x ∈ R.

Lema 2.5. Sendo f: D → R uma função, as equações:

f(x+ y) = f(x).f(y), x, y ∈ D (2.15)

f(x.y) = f(x) + f(y), x, y ∈ D (2.16)

f(x.y) = f(x).f(y), x, y ∈ D (2.17)

são versões da equação de Cauchy, cujas soluções são, respectivamente2:

f(x) = eax,∀x ∈ D

f(x) = a log x,∀x ∈ D

f(x) = xa,∀x ∈ D.

Agora, podemos enunciar e provar o principal resultado desta seção.

Teorema 2.1. Toda distribuição limite extremal tem a forma

H(x) = exp{−e−h(x)}, (2.18)

onde h é a função cont́ınua inverśıvel de (2.13).

1conforme Aczel (1966), Caṕıtulo 3
2Note que estamos levando em conta as soluções não-triviais.



Caṕıtulo 2. Estabilizações gerais 23

Demonstração:
Dos Lemas 2.2 e 2.3, temos que

H(x) = H(gλ(x)).H(g1−λ(x)), (2.19)

e por (2.13) temos

H(x) = H(h−1[h(x)− log λ]).H(h−1[h(x)− log(1− λ)]),

onde h é cont́ınua e inverśıvel. Se definirmos T (x) = H ◦ h−1(x), segue diretamente
que T (h(x)) = H(x) e a equação anterior pode ser escrita como

T (h(x)) = T (h(x)− log λ).T (h(x)− log(1− λ)).

Fazendo as mudanças
v = eh(x)

e
T (h(x)) = T (log v) = ω(v),

a equação (2.19) reduz-se a

ω(v) = ω
(v
λ

)
.ω

(
v

1− λ

)
. (2.20)

Note que ω(v) é não-decrescente, por sua própria construção, e é claro que ω(v) = 0 e
ω(v) = 1 são soluções triviais da equação 2.20. Entretanto, essas soluções não geram
distribuições não-degeneradas. Por isso, vamos considerar 0 < ω(v) < 1.

Definindo ψ(v) = ω

(
1

v

)
(observe que v 6= 0 e que ψ está bem definida) obtemos

ψ

(
1

v

)
= ψ

(
λ

v

)
.ψ

(
1− λ
v

)
. (2.21)

Como para 0 < λ < 1 fixo,
λ

v
e

1− λ
v

são bijeções sobre os reais, de (2.15) temos que a equação (2.21) tem solução

ψ

(
1

v

)
= exp

{
a.

1

v

}
= ω(v).

Como ω é não-decrescente, temos a < 0. Agora, como v = eh(x) segue que a solução de
(2.19) é da forma

H(x) = ω
(
eh(x)

)
= exp

{ a

eh(x)

}
,

ou seja,
H(x) = exp

{
−ce−h(x)

}
.

onde c = −a > 0.
Podemos tomar c = 1, pois se h∗(x) = h(x) + c, então

gλ(x) = h−1
∗ [h∗(x)− log λ] = h−1[h(x)− log λ],

e portanto
H(x) = exp

{
−e−h(x)

}
.
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�

Observação 2.3.
a) É claro que h(x) é uma função estritamente crescente, pois H é uma função de
distribuição, e por definição, ela é cont́ınua e inverśıvel.
b) Temos também que

lim
x→α(H)

h(x) = −∞, e lim
x→ω(H)

h(x) =∞. (2.22)

Portanto o domı́nio da função h é o intervalo (α(H), ω(H)).

Exemplo 2.2. :
a) Para H1,γ(x), h(x) = − log(x−γ) para x ∈ (0,∞).
b) Para H2,γ(x), h(x) = − log(−x)γ para x ∈ (−∞, 0).
c) Para H3,0(x), h(x) = x,∀x ∈ (−∞,∞).

Corolário 2.1. Toda distribuição limite extremal é max-estável.

Demonstração: Tome Gn(x) = h−1[h(x) + log n]. Então temos

Hn(Gn(x)) =
{[
exp

{
−e−h(Gn(x))

}]}n
=

[
exp

{
−e−h(x)−logn

}]n
= exp

{
−ne−h(x).e− logn

}
= exp

{
−n 1

n
.e−h(x)

}
= H(x)

�

Corolário 2.2. Toda função de distribuição cont́ınua crescente é max-estável.

Demonstração: Se fizermos h(x) = − log log
1

F (x)
, temos que F é uma distribuição

limite extremal, e portanto, é max-estável.

�

Observação 2.4. Cabe notar agora que as distribuições extremais clássicas são re-
duzidas a uma só distribuição geral3. De fato, quando Gn(x) é linear, a distribuição H
é escrita como

H(x) = H3,0(h(x))

Se h(x) = − log(x−γ), H é uma Fréchet(γ).
Se h(x) = − log(−x)γ, H é uma Weibull(γ).
Se h(x) = x, H é uma Gumbell.

3não estamos falando aqui da função distribuição de valor extremo generalizada, citada na
observação 1.2.
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2.3 Estabilização Linear - Distribuições Clássicas

Nesta seção, usaremos os resultados da seção anterior para reobter as distribuições
extremais clássicas, descritas no Caṕıtulo 1. Vamos agora enunciar um lema que será
a ferramenta básica nesta seção.

Lema 2.6. (Aczel, 1966)
Seja a função f: R+ → R. Se para um dado λ ∈ (0, 1) existe m ∈ R− {0} tal que

f(x) = λf(λmx),∀x ≥ 0 (2.23)

então ∀x ≥ 0,

f(x) = bx
−1
m , (2.24)

para algum b ∈ R.

Observação 2.5. Sempre que usarmos este lema, tomaremos b = 1, pois do contrário
apenas geraremos funções de mesmo tipo.

Cabe ainda ressaltar que, da expressão (2.13) segue que

gλ(x) > x,∀x ∈ R, (2.25)

pois do contrário, teŕıamos log λ = 0 ou log λ > 0, dois absurdos, já que λ ∈ (0, 1).

Consideremos então a estabilização Gn(x) = anx + bn, an > 0. Seguindo (2.10),
temos que para mn < n, mn

n−→∞ e mn
n

n−→ λ ∈ (0, 1)

G−1
mn ◦Gn(x) =

anx+ bn + (−bmn)

amn

e

gλ(x) = lim
n→∞

G−1
mn ◦Gn(x)

= lim
n→∞

an
amn

x+ lim
n→∞

bn − bmn
amn

,

de forma que
gλ(x) = α(λ)x+ β(λ), (2.26)

onde

α(λ) = lim
n→∞

an
amn

e β(λ) = lim
n→∞

bn − bmn
amn

.

Agora, como
an
amns

=
an
amn

.
amn
amns

,

segue que
α(λs) = α(λ)α(s), λ, s ∈ (0, 1), (2.27)
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e como
bn − bmns
amn

=
an
amn

(
bmn − bmns

an

)
+
bn − bmn
amn

,

segue que
β(λs) = α(λ)β(s) + β(λ). (2.28)

Do Lema 2.5 segue que as posśıveis soluções de (2.27) são

α(λ) = 1 ou α(λ) = λm, m = constante

Caso 1. Se α(λ) = 1, (2.28) reduz-se a

β(λs) = β(s) + β(λ),

e novamente pelo Lema 2.5 sua solução é

β(λ) = k log λ, k = constante.

Assim, segue de (2.13) e (2.26) que

gλ(x) = x+ log λ = h−1[h(x)− log λ],

e devemos então resolver a equação

h(x+ log λ) = h(x)− log λ,

ou ainda,

exp{h(x+ log λ)} =
1

λ
.eh(x).

Fazendo f(x) = eh(x) > 0, ficamos com

f(x) = λf(x+ k log λ).

Fazendo então F (ex) = f(x), nossa equação se torna

F (ex) = λF (λkex),

cuja solução, pelo Lema 2.6 é F (ex) = (ex)−
1
k . Dáı

F (ex) = (ex)−
1
k = eh(x), e h(x) = −x

k
, x ∈ R.

Temos por (2.25), que k < 0.
Concluimos então pelo Teorema 2.1 que

H(x) = exp
{
−e

x
k

}
que é do mesmo tipo de H3,0(x), sendo a própria para k = −1.

Caso 2. Se α(λ) = λm, (2.28) se reduz a

β(λs) = λmβ(s) + β(λ)
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cuja solução4 é
β(λ) = k(λm − 1), k = constante,

e com isso, de (2.13) e (2.26) temos

gλ(x) = λm(x+ k)− k = h−1[h(x)− log λ].

Assim, basta resolvermos a equação

h(λmx− k) = h(x− k)− log λ. (2.29)

Agora, como gλ(x) = λm(x+ k)− k, de (2.25),

λm(x+ k) > (x+ k).

(i) Se (x+ k) > 0, concluimos que λm > 1 e m < 0.
Fazendo f(x) = eh(x−k), a equação (2.29) torna-se

f(x) = λf(λmx),

cuja solução, pelo Lema 2.6, é f(x) = x−
1
m . Assim

eh(x) = f(x+ k) = (x+ k)−
1
m

e dáı
h(x) = log (x+ k)−

1
m ,

onde x ∈ (−k,∞). Portanto, do Teorema 2.1 conclúımos que

H(x) = exp
{
−eh(x)

}
= exp

(
−(x+ k)−

1
m

)
,

função do mesmo tipo de H1,γ(x) com γ = − 1
m
> 0.

(ii) Se (x+ k) < 0, em (2.29) escrevemos

h(−λmx− k) = h(−x− k)− log λ,

e fazendo f(x) = eh(−x−k), chegamos novamente a

f(x) = x−
1
m ,

donde conclúımos
eh(x) = f(−(x+ k)) = [−(x+ k)]−

1
m

e
h(x) = log[−(x+ k)]−

1
m ,

onde x ∈ (−∞,−k). Desta vez, obtemos pelo Teorema 2.1 que H(x) é do mesmo tipo

de H2,γ(x) com γ =
1

m
> 0.

Assim, os resultados apresentados da Teoria Clássica são obtidos como consequências
dos resultados de Pantcheva. Na abordagem de Pantcheva, as conclusões do Teorema
1.2, que apresenta as distribuições de Gnedenko, seguem como uma aplicação do Teo-
rema 2.1. A seguir trataremos da estabilização potência.

4conforme Pantcheva (1984)
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2.4 Leis max-estáveis sob estabilização potência

Nesta seção investigaremos o limite da expressão (2.1) sob a estabilização potência,
proposta por Pantcheva (1984).

Consideremos então a estabilização

Gn(x) = an |x|bn sign(x),

onde an > 0, bn > 0, e

sign(x) =


−1 se x < 0,

0 se x = 0,
1 se x > 0.

Seguindo os mesmos passos da seção anterior temos, para mn < n, mn
n−→ ∞ e

mn

n

n−→ λ ∈ (0, 1),

Gmn(x) = amn |x|
bmn sign(x)

G−1
mn(x) =

(
|x|
amn

)b−1
mn

sign(x).

Assim

G−1
mn ◦Gn(x) =

(
an
amn

)b−1
mn

|x|
bn
bmn sign(x).

Portanto
gλ(x) = α(λ) |x|β(λ) sign(x),

onde

α(λ) = lim
n→∞

(
an
amn

)b−1
mn

e β(λ) = lim
n→∞

bn
bmn

.

Usando o mesmo racioćınio do caso linear, chegamos às seguintes possibilidades:

Caso 1. β(λ) = 1 e α(λ) = λk, k = constante.
Então gλ(x) = λk |x|, e de (2.25) temos que

|x|λk > x.

(i) Se x > 0, segue que k < 0. De (2.13) segue

h(λkx) = h(x)− log λ.

Fazendo f(x) = eh(x), a equação se torna

f(x) = λf(λkx),

cuja solução é, pelo Lema 2.6

f(x) = x−
1
k , x ≥ 0
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Logo, h(x) = −1

k
log x, e pelo Teorema 2.1 conclúımos para x ≥ 0 que,

H(x) = exp
{
−x

1
k

}
= H1,γ(x),

com γ = −1

k
.

(ii) Se x < 0, segue a equação

h(−λkx) = h(x)− log λ,

cuja solução é h(x) = −1

k
log(−x).

Agora, a restrição (2.25) é satisfeita para todo k não-nulo. Entretanto, se considerarmos
k < 0 a função h não será crescente, motivo pelo qual consideraremos apenas a restrição
k > 0. Portanto, chegamos a

H(x) = H2,γ(x)

com γ =
1

k
.

Caso 2. βλ = λm e αλ = ek(λ
m−1), k = constante e m = constante.

gλ(x) = ek(λ
m−1) |x|λ

m

sign(x),

e
h
(
c |x|λ

m

sign(x)
)

= h(cx)− log λ, c = e−k

Por facilidade, vamos supor5 c=1, então teremos

h
(
|x|λ

m

sign(x)
)

= h(x)− log λ. (2.30)

Devido ao módulo na expressão acima, é conveniente analisar as solução caso a caso6.
Note que a equação (2.30) não faz sentido para x = 0, x = 1 ou x = −1.

(i) Caso x > 1.
A condição (2.25) nos leva a m < 0. Então, (2.30) torna-se

h
(
xλ

m)
= h(x)− log λ.

Fazendo f(x) = eh(x), segue que

f(x) = λf
(
xλ

m)
,

e fazendo F (x) = f(ex), a equação reduz-se a

F (log x) = λF (λm log x) ,

5na verdade podeŕıamos deixar o fator c durante as contas seguintes; no entanto apenas teŕıamos
distribuições do mesmo tipo das que encontramos.

6Note que o que muda na análise de cada caso é uma senśıvel alteração na definição da função F ,
devido aos valores de x.
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cuja solução é
F (log x) = [log x]−

1
m .

Assim, segue que
[log x]−

1
m = f(x) = eh(x)

e
h(x) = log[log x]−

1
m ,

onde x ∈ (1,∞), gerando portanto a distribuição extremal

H3,γ(x) = exp
{
−(log x)−γ

}
, x > 1,

com γ = − 1

m
> 0.

(ii) Caso 0 < x < 1.
Agora, a condição (2.25) nos garante m > 0 e chegamos à mesma equação do caso
anterior. Como agora, o logaritmo é um número negativo, definimos F (− log x) = eh(x),
e obtemos

F (− log x) = [− log x]−
1
m = eh(x)

e
h(x) = log[− log x]−

1
m , 0 < x < 1.

Portanto, a distribuição extremal obtida pelo Teorema 2.1 é:

H4,γ(x) = exp
{
−(− log x)−γ

}
, 0 < x < 1,

onde γ =
1

m
> 0.

(iii) Caso −1 < x < 0.
Por (2.25) temos m < 0, e a equação (2.30) torna-se

h
(
−(−x)λ

m)
= h(x)− log λ.

Agora, fazendo F (− log(−x)) = eh(x), obtemos como nos casos anteriores

F (− log(−x)) = [− log(−x)]−
1
m = eh(x)

e
h(x) = log[− log(−x)]−

1
m .

Portanto a distribuição extremal neste caso é

H5,γ(x) = exp
{
−(− log(−x))−γ

}
,−1 < x < 1,

onde γ = − 1

m
> 0.

(iv) Caso x < −1.
Por (2.25) temos m > 0, e a equação (2.30) torna-se

h
(
−(−x)λ

m)
= h(x)− log λ.
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Desta vez, fazendo F (log(−x)) = eh(x) chegaremos a

F (log(−x)) = [log(−x)]−
1
m = eh(x)

e
h(x) = log[log(−x)]−

1
m

onde x ∈ (−∞,−1), gerando portanto a distribuição extremal

H6,γ(x) = exp {−(log(−x))γ} , x < −1,

onde γ =
1

m
> 0.

Concluindo, a estabilização potência nos proporciona seis possibilidades de dis-
tribuições extremais, duas das quais já t́ınhamos também pela estabilização linear.

Portanto, se F é uma função de distribuição de uma variável aleatória X, e temos n
cópias independentes de X, (X1, . . . , Xn), o máximo dessas variáveis aleatórias estabi-
lizado por uma sequência de transformações do tipo potência se comporta da seguinte
maneira: (

|Zn|
an

) 1
bn D−→ Yi

ou

P
(
Zn ≤ an |x|bn sign(x)

)
= F n

(
an |x|bn sign(x)

)
n−→ Hi,γ(x), i = 1, . . . , 6

onde Hi,γ(x) = FYi(x).

Agora, com base nos cálculos dessa seção, e também em (2.22), exibiremos as dis-
tribuições extremais da estabilização potência, obtidas por Pantcheva, com os devidos
valores para toda a reta real.
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H1,γ(x) =

{
e−x

−γ
,se x > 0

0 ,caso contrário

H2,γ(x) =

{
1 ,se x ≥ 0

e−(−x)γ ,caso contrário

H3,γ(x) =

{
0 ,se x ≤ 1

exp {−(log x)−γ} ,caso contrário

H4,γ(x) =


0 ,se x ≤ 0

exp {−(− log x)γ} , se 0 < x < 1

1 ,se x ≥ 1

H5,γ(x) =


0 ,se x ≤ −1

exp {−(− log−x)−γ} , se −1 < x < 0

1 ,se x ≥ 0

H6,γ(x) =

{
exp {−(log−x)γ} ,se x < −1

1 ,caso contrário

Observação 2.6. Mohan e Ravi (1992) nomearam as seis últimas distribuições como
leis p-max estáveis, uma vez que a estabilização em questão é a estabilização potência.
Eles também nomearam as distribuições clássicas como leis l-max estáveis, natural-
mente porque a estabilização em questão é linear.

Observação 2.7.

a) Sob a estabilização Gn(x) = |x|n
− 1
γ

sign(x), H4,γ e H6,γ estão no domı́nio de atração
de si mesmas, justamente porque elas se max-estabilizam com esta transformação.O

mesmo vale para a estabilização dada por Gn(x) = |x|n
1
γ

sign(x) e as distribuições
H3,γ e H5,γ. Ambas as afirmações decorrem diretamente do Corolário 2.2, mas serão
justificadas no próximo caṕıtulo.
b) Note que as distribuições H3,γ, H4,γ, H5,γ, H6,γ são exemplos de distribuições que
são max-estáveis sob a estabilização potência e não são max-estáveis sob a estabilização
linear.
c) Seja

F (x) =


0 ,se x < 0

1− 1

1 + x
,se x ≥ 0

e considere Gn(x) =
nx2

x+ 1
, uma estabilização não-linear, que também não se encaixa
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na estabilização potência. Então F ∈ D(H), com

H(x) =


0 ,se x ≤ 0

exp

(
−x+ 1

x2

)
,se x > 0

.

Mas tal verificação (através do limite (2.4)) não é necessariamente simples, como em
muitos outros casos. Por isso, a exemplo do que fizemos com o Lema 1.4 no Caṕıtulo
1, é mais recomendável o uso do Lema 2.1 para verificar tal convergência.
d) Conforme Seção 1.2 do Caṕıtulo 1, a distribuição

F (x) = 1− 1

log x
, x ≥ e,

não pertence ao domı́nio de atração de nenhuma distribuição extremal sob a estabi-
lização linear. Mas, se Gn(x) = |x|n sign(x), teremos que

F n(Gn(x))
n−→ H1,1(x)

Logo, o fato de uma função de distribuição não estar no domı́nio de atração de outra
sob certa estabilização não encerra a discussão sobre essa relação de pertinência, pois
pode haver uma estabilização que a satisfaça. Na próxima sessão apresentaremos um
critério também suficiente para essa questão.

2.5 Um critério generalizado

Nesta seção, temos como objetivo esboçar uma condição necessária e suficiente
para que uma função de distribuição esteja no domı́nio de atração de uma distribuição
extremal. Para tal, precisamos assumir apenas o Lema 2.1, apresentado na Seção 2.2.
O próximo resultado foi proposto por M. Sreehari (2008). Antes, defina

K(x) = [1− F (h−1(x))]ex,

e suponha H(x) uma distribuição extremal máxima, ou seja,

H(x) = exp
{
−e−h(x)

}
.

Teorema 2.2. (Sreehari, 2008)
Seja F uma função de distribuição não-degenerada. F ∈ D(H) se, e somente se, existe
uma sequência de funções positivas {Ln(x)}n≥1 tal que

K(h(x) + log[nLn(x)])

Ln(x)

n−→ 1, (2.31)

∀x ∈ (α(F ), ω(F ))

Demonstração: Suponha F ∈ D(H). Então existe uma sequência de transformações
cont́ınuas estritamente monótonas {Gn(x)}n≥1 tal que

F n(Gn(x))
n−→ H(x), x ∈ (α(F ), ω(F )), (2.32)
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ou, segundo o Lema 2.1

n[1− F (Gn(x))]
n−→ − logH(x) = e−h(x). (2.33)

Seja

Ln(x) =
1

n
exp[h(Gn(x))− h(x)],

então temos
Gn(x) = h−1[h(x) + log(nLn(x))].

Todas essas passagens são automáticas, visto que {Gn(x)}n≥1 é sequência de trans-
formações cont́ınuas inverśıveis, h(x) é cont́ınua inverśıvel, e o mesmo podemos dizer
de log(x). Agora, como log(nLn(x)) = h(Gn(x))− h(x), podemos escrever

An,x =
K(h(x) + log[nLn(x)])

Ln(x)

= ne−[h(Gn(x))−h(x)]{1− F (h−1[h(x) + h(Gn(x))− h(x)])}eh(x)+log(nLn(x))

= ne−[h(Gn(x))−h(x)]{1− F (Gn(x))}eh(Gn(x))

= n[1− F (Gn(x))]eh(x).

Por hipótese, temos que
An,x

n−→ e−h(x)eh(x) = 1,

e temos assim, a relação (2.31).
Reciprocamente, suponha que vale (2.31).Considere

Gn(x) = h−1[h(x) + log(nLn(x))].

Então temos

n[1− F (Gn(x))] = n[1− F{h−1[h(x) + log(nLn(x))]}]

= nK(h(x) + log[nLn(x)])e−[h(x)+lognLn(x)]

=
nK(h(x) + log[nLn(x)])e−h(x)

nLn(x)

=
K(h(x) + log[nLn(x)])e−h(x)

Ln(x)

e dáı segue de (2.31) que

n[1− F (Gn(x))]
n−→ e−h(x).

Novamente do Lema 2.1 podemos concluir que F ∈ D(H).

�
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Observação 2.8.
a) Existem maneiras espećıficas de se tomar a sequência {Ln(x)}n≥1 dado que F ∈
D(H). Algumas sugestões nesse sentido podem ser verificadas em Sreehari (2008).
b) Os trabalhos de Mohan e Ravi (1992), e de Christoph e Falk (1996) fazem im-
portantes relações entre domı́nios de atração determinados por estabilizações lineares
e estabilizações potência, e também mostram condições necessárias e suficientes para
que, sob a estabilização potência, uma função de distribuição pertença ao domı́nio de
atração de uma distribuição extremal. Tal fato não consta em nosso trabalho porque
o Teorema 2.2 é mais abrangente que os trabalhos anteriores.

Exemplo 2.3.
Seja

F (x) = 1− 1

x
, x ≥ 1

Considerando Gn(x) = nx, segue que

n[1− F (Gn(x))] = n

[
1

nx

]
n−→ x−1

Assim, pelo Lema 2.1 e pela definição de domı́nio de atração, F ∈ D(H1,1) com a
estabilização considerada.
Neste caso, Ln(x) = 1 e An,x = 1, onde seguimos a mesma nomenclatura da demons-
tração.

Para finalizar esta seção cabe observar que Pantcheva (1984) apresentou um teo-
rema com os mesmos objetivos do teorema anterior. O resultado de Pantcheva dizia o
seguinte:

Teorema 2.3. Sejam F uma função de distribuição e H uma função de distribuição
não-degenerada.

F ∈ D(H)

se, e somente se,

1− F (x) = [1 + o(1)]L(h(x))e−h(x) quando x→ ω(F ), (2.34)

onde L(x) é uma função Regularmente Variante. A sequência de transformações nor-
malizadoras pode ser escolhida como

Gn(x) = h−1{h(x) + log[nL(log n)]}. (2.35)

Esse resultado foi questionado por Sreehari (2008). Antes de apresentar o Teo-
rema 2.2 como alternativa ao Teorema 2.3, ele citou o seguinte contra-exemplo para a
necessidade da condição (2.34) proposta por Pantcheva:

Exemplo 2.4.
Conforme Mohan e Ravi (1992), sejam F e H as funções de distribuição

F (x) =

{
0 ,se x < 1

1− exp {−(log x)2} ,se x ≥ 1
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e

H(x) = H1,1(x) =


0 ,se x < 0

exp

(
−1

x

)
,se x ≥ 0

.

Então F ∈ D(H) quando usamos a estabilização Gn(x) = an |x|bn sign(x), onde

an =
√

log n e bn =
1

2
√

log n
.

Para x > 0, temos que,

h(x) = − log

(
1

x

)
e h−1(y) = ey, y ∈ R.

Logo, de (2.34)
L(log x) ≈ exp

{
−h2(x) + h(x)

}
ou

L(y) = exp
(
y − y2

)
.

Note agora que
L(ty)

L(y)

t−→∞, se t > 1

e
L(ty)

L(y)

t−→ 0, se 0 < t < 1

e a função L não é regularmente variante.
Segundo o Teorema 2.3, para x > 0

G∗n(x) = exp{h(x) + log[nL(log n)]}

= exp{log[xnL(log n)]}

= xnL(log n)

= x.n.exp
[
log n− (log n)2

]
= xn2exp

[
−(log n)2

]
e segue que

n[1− F (G∗n(x))]

não converge para
1

x
quando n→∞, o que deveria acontecer segundo o Lema 2.1.

Assim, a condição do Teorema de Pantcheva não é necessária e suficiente, já que
a parte da necessidade não está correta. O problema na parte da necessidade no
Teorema 2.3 é que em sua demonstração, Pantcheva assume que existe uma função
regularmente variante L(x) para ser usada em (2.35) ao invés de mostrar que a função
L(x) que atende (2.35) é regularmente variante. Uma outra suposição de Pantcheva
era que a função L em (2.34) era tal que L(log x) seria lentamente variante, fato que
não acontece no exemplo acima.



Caṕıtulo 3

Resultados para modelos de
misturas finitas

3.1 Introdução

Quando se trata de modelagem e coleta de dados, é bastante razoável levar em conta
que as observações de uma variável aleatória provenham de duas ou mais populações.
O ńıvel de um rio, por exemplo, pode ser influenciado por chuvas em seus afluentes
e pela vaporação em seu leito. Nestas situações a modelagem pode ser feita por uma
mistura finita.

Definição 3.1. Sejam F, F1, F2, . . . , Fk, funções de distribuição, p1, p2, . . . , pk, números

reais tais que 0 < p < 1 e
k∑
j=1

pj = 1. Se a função de distribuição F é dada por

F = p1F1 + p2F2 + . . .+ pkFk (3.1)

dizemos que ela é uma distribuição de mistura finita. Os números pj são chamados
pesos da mistura e as distribuições Fj são as componentes da mistura.

Ressalta-se que a hipótese básica é que a decomposição em (3.1) é única e só faz

sentido se
k⋂
j=1

S(Fj) 6= ∅, onde S(Fj) representa o suporte da função Fj.

Misturas finitas têm alcance em várias áreas; Titterington et al (1985), cita uma
série de aplicações, como em pesquisas de indústrias de pesca, economia, medicina,
psicologia, paleontologia, sedimentologia, agricultura, zoologia, dentre outros. Sob o
ponto de vista estat́ıstico, a modelagem de dados por meio de uma mistura,conforme
Coles et al (2003), descreve o fenômeno analisado de uma maneira mais eficiente do
que os modelos padrões.

Nosso interesse neste caṕıtulo é estudar o comportamento limite de

P (Zn ≤ Gn(x)) = F n(Gn)

quando F é dada por (3.1) e Gn é uma sequência de transformações cont́ınuas es-
tritamente monótonas. Esse problema foi, inicialmente, abordado por Al-Hussaini e

37
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El-Adll (2004) e posteriormente por Ravi e Sreehari (2009). Na Seção 3.3 discutiremos
a relação entre o comportamento limite de uma mistura e de suas componentes sob
uma mesma estabilização Gn(x). Na Seção 3.4 retomaremos essa discussão no caso em
que as estabilizações das componentes são distintas. Na próxima seção selecionaremos
alguns exemplos de comportamentos limite para serem usados nas seções posteriores.
As referências deste caṕıtulo são Al-Hussaini e El-Adll (2004), e Ravi e Sreehari (2009).

3.2 Convergências - exemplos

Nesta seção, selecionamos alguns exemplos de convergências utilizando o Teorema
2.1, o Lema 2.1, e o Corolário 2.1, que serão úteis nas próximas seções.

Exemplo 3.1. Afirmamos na Seção 2.3 que H3,γ(x) e H5,γ(x) estão no domı́nio de
atração de si mesmas, com

Gn(x) = |x|n
1
γ

sign(x).

Vamos verificar este fato.
Seguindo o Teorema 2.1 para H3,γ(x) temos,

h(x) = log[log(x)]γ, x ∈ (1,∞),

cuja inversa é

h−1(x) = exp
[
(ex)

1
γ

]
, x ∈ (−∞,∞).

Pelo Corolário 2.1

Gn(x) = h−1(h(x) + log n)

= exp
{

(exp [log(log x)γ + log n])
1
γ

}
= exp

{
[n(log x)γ]

1
γ

}
= exp

{
n

1
γ log x

}
= [xn]

1
γ ,

que pode ser escrita como

Gn(x) = |x|n
1
γ

sign(x).

Para H5,γ(x), o cálculo é análogo.

Exemplo 3.2. Considere a função de distribuição

F (x) =

{
0 se x < 0,

1− e−x se x ≥ 0
.
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Se Gn(x) = x+ log n, podemos ver que

n[1− F (Gn(x))] = n
[
ex+logn

]
= n

[
1

n
e−x
]

= e−x.

Dáı
n[1− F (Gn(x))]

n−→ e−x,

e pelo Lema 2.1,
F n(Gn(x))

n−→ H3,0(x).

Concluimos assim que F ∈ D(H3,0).

Exemplo 3.3. Seja

F (x) =
1

1 + e−x
, x ∈ R

e a mesma estabilização do exemplo anterior. Então

F n(Gn(x)) =

 1

1 +
e−x

n


n

=

[(
1 +

e−x

n

)−1
]n

e assim
F n(Gn(x))

n−→ H3,0(x).

Exemplo 3.4.
a) Sejam F a função de distribuição de uma variável aleatória uniforme em (0, 1) e

Gn(x) = |x|
1
n sign(x). Para 0 < x < 1,

F n(Gn(x)) =
[
x

1
n

]n
= x

n−→ x = H4,1(x)

b) Se F é a função de distribuição de uma variável aleatória uniforme em (−2,−1),
ou seja.

F (x) =


0, se x < −2,

x+ 2, se −2 ≤ x ≤ −1,
1, se x > −1.

com a mesma estabilização, segue que

F n(Gn(x))
n−→ H6,1(x).
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Exemplo 3.5. Sejam

F (x) =

{
0 se x < 1

1− x−γ se x ≥ 1

e
Gn(x) = n

1
γ x.

Temos que

n[1− F (Gn(x))] = n

[(
n

1
γ x
)−γ]

= x−γ,

e dáı segue
F n(Gn(x))

n−→ H1,γ(x).

Exemplo 3.6. Sejam

F (x) =


0, se x < 0

1− 1

2

[
1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2

]
, se x ≥ 0

e

Gn(x) =
nx2

x+ 1
.

Temos que

n[1− F (Gn(x))] =
n

2

{
1 + x

nx2 + (1 + x)
+

(1 + x)2

nx2 + (1 + x)2

}

=
1

2


n(1 + x)

n

[
x2 +

1 + x

n

] +
n(1 + x)2

n2

[
x2 +

1 + x

n

]2


=

1

2


(1 + x)

x2 +
1 + x

n

+
(1 + x)2

n

[
x2 +

1 + x

n

]2

 .

Logo,

lim
n→∞

n[1− F (Gn(x))] =
1

2

[
1 + x

x2

]
= exp

{
log

1

2

[
1 + x

x2

]}
,

e então, do Lema 2.1, segue

F n(Gn(x))
n−→
(
e−x

−2
) 1

2
.
(
e−x

−1
) 1

2
.
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Exemplo 3.7. Seja

F (x) =

{
0, se x < 1

1− x−γ, se x ≥ 1
.

Vamos encontrar a estabilização Gn(x) que deixa F em seu próprio domı́nio de atração,
o que é posśıvel, já que F é max-estável por ter o formato indicado no Teorema 2.1.
Assim, embasados em (2.18), sabemos que

h(x) = − log[− log(1− x−γ)], x > 1,

e dáı
h−1(x) =

[
1− exp

(
−e−x

)]− 1
γ , x ∈ R.

Com isso

Gn(x) = h−1[h(x) + log n]

=
[
1− exp

{
−e−h(x).e− logn

}]− 1
γ

=
[
1− F (x)−

1
n

]− 1
γ
,

ou seja

Gn(x) =
[
1−

(
1− x−γ

)− 1
n

]− 1
γ

3.3 Estabilizações idênticas

Nesta seção, abordaremos o problema do comportamento limite da expressão F n(Gn(x))
quando a distribuição F é uma mistura como em (3.1), e suas componentes são sub-
metidas à mesma estabilização Gn(x). Antes, vale ressaltar uma consequência direta
do Corolário 2.2.

Lema 3.1. Se F (x) e G(x) são distribuições limite extremais, então

H(x) = F (x)G(x)

é uma distribuição limite extremal.

O teorema a seguir, mostra que se uma sequência de transformaçõesGn(x) estabiliza
cada componente de uma mistura, então ela estabiliza toda a mistura.

Teorema 3.1. (Ravi e Sreehari, 2009)
Suponha que F1, . . . , Fk, H1, . . . , Hk são funções de distribuição não-degeneradas, tais
que

F n
j (Gn(x))

n−→ Hj(x), 1 ≤ j ≤ k (3.2)

e vale que S(Hi) ∩ S(Hj) 6= ∅, 1 ≤ i < j ≤ k.
Se F (x) = p1F1(x) + . . .+ pkFk(x) é uma mistura, então

F n(Gn(x))
n−→ H(x) =


0 se x ≤ max{α(H1), . . . , α(Hk)}

k∏
j=1

H
pj
j (x) se x > max{α(H1), . . . , α(Hk)}

(3.3)
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Demonstração: Usaremos o Lema 2.1 para verificar este teorema, ou seja, basta
provar que

n[1− F (Gn(x))]
n−→ − log[Hp1

1 ...H
pk
k ]. (3.4)

Para isto consideraremos dois casos:
(1) Suponha x > max{α(H1), . . . , α(Hk)}.

Temos que Hj(x) > 0,∀ 1 ≤ j ≤ k. Usando que p1 + . . .+ pk = 1, podemos escrever

n[1− F (Gn(x))] = n

[
1−

k∑
j=1

pjFj(Gn(x))

]

= n

[
k∑
j=1

pj −
k∑
j=1

pjFj(Gn(x))

]

=
k∑
j=1

pjn(1− Fj(Gn(x))).

Usando a hipótese (3.2), obtemos

n[1− F (Gn(x))]
n−→

k∑
j=1

pj[− logHj(x)]. (3.5)

Ou seja,
n[1− F (Gn(x))]

n−→ − log [Hp1
1 ...H

pk
k ]

e segue o resultado.
Note que se S(Hi) ∩ S(Hj) = ∅, o produto resulta nulo.

(ii) Se x ≤ max{α(H1), . . . , α(Hk)}, temos que para algum 1 ≤ i ≤ k,

n[1− Fi(Gn(x))]
n−→∞

e dáı
n[1− F (Gn(x))]

n−→∞
o que leva o limite de F n(Gn(x)) a zero.

�

Observação 3.1.
a) No caso particular das leis max-estáveis sob estabilização potência , introduzidas
por Pantcheva (1984) e apresentadas na Seção 2.4, podemos observar que neste caso
potências de uma das 6 posśıveis distribuições limites extremais Hi,γ(x), i = 1, 2, . . . , 6,
são do mesmo p-tipo de uma delas. Aqui dizemos, conforme Pantcheva (1984), que
duas distribuições H e H∗ são do mesmo p-tipo se existem constantes positivas A e B
tais que H∗(x) = H(A |x|B sign(x)) (em outras palavras, na Definição 2.3 consideramos
G(x) = A |x|B sign(x)).

De fato, sejam γ > 0, A > 0, B > 0. Considere

- G1(x) = A |x|B sign(x) com A = p−
1
γ e B = 1.
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- G2(x) = A |x|B sign(x) com A = p
1
γ e B = 1.

- G3(x) = A |x|B sign(x) com A = 1 e B = p−
1
γ .

- G4(x) = A |x|B sign(x) com A = 1 e B = p
1
γ .

Dessa forma, temos o seguinte:

• Hp
1,γ(x) = H1,γ(G1(x)).

• Hp
2,γ(x) = H2,γ(G2(x)).

• Hp
3,γ(x) = H3,γ(G3(x)).

• Hp
4,γ(x) = H4,γ(G4(x)).

• Hp
5,γ(x) = H5,γ(G3(x)).

• Hp
6,γ(x) = H6,γ(G4(x)).

b) Sob a estabilização potência, a distribuição limite de uma mistura é do mesmo tipo
de um dos 6 limites Hi,γ(x), i = 1, 2, . . . , 6 encontrados por Pantcheva (1984). Para
exemplificar, consideramos o caso de duas componentes. Para isso, sejam 0 < p < 1 e
0 < q < 1. Dáı,

• Hp
1,γ(x).Hq

i,γ(x) = Hp
1,γ(x) = H1,γ(G1(x)) para i = 2, 5, 6.

• Hp
1,γ(x).Hq

3,γ(x) = H3,γ(G(x)), em que

G(x) =


x , x ≤ 1,

exp

[
p

xγ
+

q

(log x)γ

]− 1
γ

, x > 1.

• Hp
1,γ(x).Hq

4,γ(x) = H1,γ(G(x)), em que

G(x) =


x , x ≤ 0,[ p

xγ
+ q(− log x)γ

]− 1
γ

, 0 < x < 1,

p−
1
γ x , x ≥ 1

• Hq
2,γ(x).Hp

3,γ(x) = Hp
3,γ(x) = H3,γ(G3(x))

• Hq
2,γ(x).Hp

4,γ(x) = Hp
4,γ(x) = H4,γ(G4(x))

• Hp
2,γ(x).Hq

5,γ(x) = H5,γ(G(x)) em que

G(x) =


x , x ≤ −1,

−exp

(
−
[
p(−x)γ +

q

(− log−x)γ

]− 1
γ

)
, −1 < x < 0,

x , x ≥ 0
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• Hp
2,γ(x).Hq

6,γ(x) = H2,γ(G(x)) em que

G(x) =

 − [p(−x)γ + q(log−x)γ]
1
γ , x ≤ −1,

G2(x) , −1 ≤ x < 0,
x , x ≥ 0

• Hp
3,γ(x).Hq

i,γ(x) = Hp
3,γ(x) = H3,γ(G3(x)) para i = 4, 5, 6.

• Hp
4,γ(x).Hq

i,γ(x) = Hp
4,γ(x) = H4,γ(G4(x)) para i = 5, 6.

• Hp
5,γ(x).Hq

6,γ(x) = Hp
5,γ(x) = H5,γ(G3(x))

Exemplo 3.8.
a) Considere

F (x) = p1F1(x) + p2F2(x) + p3F3

e
Gn(x) = x+ log n,

onde
F1(x) = H3,0(x)

F2(x) =

{
0 se x < 0

1− e−x se x ≥ 0
,

e

F3(x) =
1

1 + e−x
.

Pelos Exemplos 3.2 e 3.3, com a estabilização sugerida temos,

F1 ∈ D(H3,0) = H1

F2 ∈ D(H3,0) = H2

F3 ∈ D(H3,0) = H3

Então
F n(Gn(x))

n−→ Hp1
3,0(x).Hp2

3,0(x).Hp3
3,0(x) = H3,0(x).

Com esse exemplo, ilustramos uma indicação direta do teorema, que nos diz que se as
componentes da mistura estão no mesmo domı́nio de atração sob a mesma estabilização,
então a mistura também está neste domı́nio de atração com a referida estabilização.

b) Seja
F (x) = p1F1(x) + p2F2(x)

com F1(x) sendo a função de distribuição de uma uniforme em (0,1) e F2(x) a função
de distribuição de uma uniforme em (-2,-1).

Pelo Exemplo 3.4, a estabilização Gn(x) = |x|
1
n sign(x) nos leva a

F1 ∈ D(H4,1),
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e
F2 ∈ D(H6,1).

Então
F n(Gn(x))

n−→ Hp1
4,1(x).Hp2

6,1(x) = Hp1
4,1(x)

e aqui, em conformidade com o Teorema 3.1 a distribuição limite da mistura é não-
nula apenas na interseção dos suportes das distribuições limite das componentes, que
coincide com o suporte de H4,1(x).

c) Considere agora a estabilização Gn(x) = |x|n
1
γ

sign(x). Seja

F (x) = p1.F1(x) + p2F2(x)

com F1(x) = H3,γ(x) e F2(x) = H5,γ(x).
Pelo Exemplo 3.1, F1 ∈ D(F1) e F2 ∈ D(F2). Portanto

F n(Gn(x))
n−→ Hp1

3,γ(x).Hp2
5,γ(x) = Hp1

3,γ(x),

e novamente a relação entre os suportes das distribuições limites das componentes
define o formato final da distribuição limite da mistura.

Uma pergunta natural ao teorema anterior é se vale a rećıproca, ou seja, dado
que uma mistura se estabiliza com determinada Gn(x) interessa-nos saber se suas
componentes também se estabilizam com tal sequência e se a distribuição limite de
cada componente tem o formato de um dos fatores da distribuição limite da mistura.
Neste sentido, Al-Hussaini e El-Adll (2004) enunciaram o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Sejam X1, X2, . . . , Xn variáveis aleatórias independentes com uma dis-
tribuição comum F (x) dada por (3.1). Então

P (Zn ≤ Gn(x)) = F n(Gn(x))
n−→

k∏
j=1

H
pj
j (x) (3.6)

se, e somente se
F n
j (Gn(x))

n−→ Hj(x), (3.7)

onde {Gn(x)}n≥1 é uma sequência de transformações cont́ınuas estritamente monótonas
e Hj(x), i = 1, 2, . . . , k são funções de distribuição não-degeneradas.

No referido trabalho, os autores mostraram que (3.7) implica em (3.6), o que cor-
responde ao Teorema 3.1. Nossa referência nesse caso foi o trabalho de Ravi e Sreehari
(2009), porque o enunciado e a demonstração neste caso foram mais simples e precisos.
A implicação contrária (que não foi exemplificada) foi deixada por Al-Hussaini e El-
Adll a cargo do leitor. No entanto, Ravi e Sreehari mostraram que tal implicação é
falsa, com o contra-exemplo a seguir.
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Exemplo 3.9. Seja

F (x) =
1

2
F1(x) +

1

2
F2(x)

com

F1(x) =


0, se x < 1

1− x−γ
(

1 +
sen(log x)

c

)
, se x ≥ 1

e

F2(x) =


0, se x < 1

1− x−γ
(

1− sen(log x)

c

)
, se x ≥ 1

,

onde 0 < γ < 1, e c > 1 +
1

γ
.

Assim

F (x) =

{
0, se x < 1

1− x−γ, se x ≥ 0.

Pelo exemplo 3.5, esta distribuição está no domı́nio de atração de

H1,γ(x) =
(
H

1
2
1,γ(x)

)
.
(
H

1
2
1,γ(x)

)
,

com Gn(x) = n
1
γ x, ou seja, (3.6) é satisfeita. Entretanto, com esta estabilização

(linear), as componentes da mistura não têm qualquer distribuição limite, contrariando
a necessidade de (3.7) no Teorema 3.2 conforme verificaremos a seguir.
Como a estabilização é linear, as componentes só podem estar no domı́nio de atração
de H1,γ, H2,γ ou H3,0, segundo o Teorema 1.2. Mas ω(F1) = ω(F2) =∞, o que nos faz
descartar H2,γ como possibilidade, conforme o Teorema 1.4.

(i) Pelo Teorema 1.3, para que F1 ∈ D(H1,γ) é preciso que F ∈ RV−γ. Seja

K(x) = lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)

= lim
t→∞

x−γ
c+ sen log tx

c+ sen log t

= x−γ lim
t→∞

c+ sen[log t+ log x]

c+ sen log t
.

Desenvolvendo o seno da soma, e trocando t pela sequência {enπ}n≥1, temos

K(x) = x−γ lim
n→∞

c

c+ sen(nπ)
+ x−γ cos(log x) lim

n→∞

sen(nπ)

c+ sen(nπ)

+ x−γsen(log x) lim
n→∞

cosnπ

c+ sen(nπ)
.

Para a subsequência n = 2k, k = 1, 2, . . .

K(x) = x−γ +
x−γsen(log x)

c
.
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Já para a subsequência n =
4k + 1

2
, k = 1, 2, . . .

K(x) = x−γ +
x−γ cos(log x)

1 + c
.

Como ambas as subsequências vão ao infinito, já temos o suficiente para ver que o
limite sequer existe. Logo F1 /∈ D(H1,γ).

(ii) Pelo Teorema 1.5, para que F1 ∈ D(H3,0), é necessário que∫ ω(F1)

a

(1− F1(x))dx <∞, (3.8)

para algum a. Tome então a < 1.∫ ∞
a

(1− F1(x))dx =

∫ 1

a

1dx+

∫ ∞
1

x−γ
(

1 +
sen(log x)

c

)
dx

= (1− a) +

∫ ∞
1

x−γ
(

1 +
sen(log x)

c

)
dx

≥ (1− a) +

∫ ∞
1

x−γ
(

1− 1

c

)
dx

= (1− a) +

(
1− 1

c

)∫ ∞
1

x−γdx =∞.

Portanto (3.8) não ocorre para a < 1. Da mesma forma não o será para a ≥ 1, de
forma que F1 /∈ D(H3,0). De maneira análoga, F2 /∈ D(H1,γ) e F2 /∈ D(H3,0).

Assim, a rećıproca do Teorema 3.1 é falsa no sentido de que o fato de a mistura ter
uma distribuição limite sob uma estabilização Gn(x) não implica que as componentes
tenham uma distribuição limite que seja fator da distribuição limite da mistura, sob a
mesma estabilização. No exemplo acima, elas sequer possuem uma distribuição limite
não-degenerada com esta estabilização.

A seguir, descreveremos um exemplo (apresentado também em Mohan e Ravi
(2009)) que mostra que as componentes podem ter distribuições limites com a mesma
estabilização da mistura, sem contudo atender as condições da rećıproca do Teorema
3.1.

Exemplo 3.10.

Seja F (x) =
1

2
F1(x) +

1

2
F2(x) e Gn(x) =

nx2

1 + x
,

onde

Fj(x) =


0 se x < 0

1− 1

(1 + x)j
se x ≥ 0, j = 1, 2.

Conforme o Exemplo 3.6,

F n(Gn(x))
n−→ [H1(x).H2(x)]

1
2 ,
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onde

Hj(x) =

{
0 se x < 0

exp(−x−j) se x ≥ 0, j = 1, 2.

Partindo do cálculo feito no referido exemplo, podemos verificar que para esta Gn(x),

F1 ∈ D
(

[H1(x).H2(x)]
1
2

)
e que F n

2 (Gn(x))
n−→ 1, x > 0. E novamente não vale a volta

do teorema, pois a distribuição limite de F2 é degenerada no zero.

O último exemplo sugere que se retirarmos a necessidade de a distribuição limite
ser não-degenerada, a rećıproca do teorema pode ser verdadeira. O próximo resultado,
também encontrado em Ravi e Sreehari (2009), mostra exatamente esse fato.

Teorema 3.3. Seja
B(x) = pE0(x) + (1− p)F (x),

onde 0 < p < 1, e

E0(x) =

{
0 se x < 0

1 se x ≥ 0.

i)Se ω(F ) > 0. Então
Bn(Gn(x))

n−→ H1−p(x) (3.9)

se, e somente se,
F n(Gn(x))

n−→ H(x). (3.10)

ii)Se ω(F ) < 0 e vale (3.10), então

Bn(Gn(x))
n−→ E0(x).

Demonstração:
Caso (i)
Temos que

sup{x;F (x) < 1} = ω(F ) = ω(B) = sup{x;G(x) < 1},

e para n suficientemente grande:

n[1−B(Gn(x))] = n[1− pE0(Gn(x))− (1− p)F (Gn(x))]

= n[(1− p)− (1− p)F (Gn(x))].

Se (3.9) é válida, então pelo Lema 2.1

n[1−B(Gn(x))]
n−→ − log[H1−p(x)],

ou seja,
(1− p)n[1− F (Gn(x))]

n−→ − log[H1−p(x)]

n[1− F (Gn(x))]
n−→ − logH1−p(x)

1− p

n[1− F (Gn(x))]
n−→ − logH(x),
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e novamente pelo Lema 2.1 segue (3.10).
Reciprocamente, se (3.10) é verdadeira, repetindo o mesmo racioćınio anterior obtemos
(3.9).
Caso (ii)
Se ω(F ) < 0, a expressão de B(x) é dada por

B(x) =


(1− p).F (x), se x < ω(F )

(1− p), se ω(F ) ≤ x < 0

1, se x ≥ 0.

Logo Bn(Gn(x)) < (1− p) para x < 0, e Bn(Gn(x)) = (1− p) para x > 0. Então

Bn(Gn(x))
n−→ E0(x)

�

3.4 Estabilizações distintas

Nesta seção, continuaremos analisando a distribuição limite de uma mistura com
base nas suas componentes. A diferença é que agora não exigimos que as estabilizações
usadas na mistura e nas componentes sejam idênticas.

O próximo teorema é uma extensão do Teorema 3.1.

Teorema 3.4. (Al-Hussaini e El-Adll, 2004)
Considere a mistura

F (x) = p1F1(x) + . . . pkFk(x)

Suponha que existam sequências de transformações cont́ınuas estritamente monótonas
{Gn(x)}n≥1 e {Gi,n(x)}n≥1, i = 1, 2, . . . , k, tais que

F n
i (Gi,n(x))

n−→ Hi(x) (3.11)

e
n[Fi(Gn(x))− Fi(Gi,n(x))]

n−→ Vi(x), (3.12)

onde Hi(x) é não-degenerada, 0 ≤ Vi(x) ≤ Ui(x) ∀x ∈ R, e Ui(x) = − logHi(x).
Então, para x > max{α(H1), . . . , α(Hk)},

F n(Gn(x))
n−→

k∏
i=1

exp(−pi[Ui(x)− Vi(x)]). (3.13)

Note que se Gi,n = Gn, temos exatamente o Teorema 3.1.
Demonstração:
Chamando Sn,x = n[1− F (Gn(x))], temos

Sn,x = n

[
1−

k∑
i=1

piFi(Gn(x))

]

= n

[
1−

k∑
i=1

piFi(Gn(x)) +
k∑
i=1

piFi(Gi,n(x))−
k∑
i=1

piFi(Gi,n(x))

]
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Usando que p1 + . . .+ pk = 1, obtemos

Sn,x = n

[
−

k∑
i=1

piFi(Gn(x)) +
k∑
i=1

piFi(Gi,n(x)) +
k∑
i=1

pi −
k∑
i=1

piFi(Gi,n(x))

]

= −
k∑
i=1

pin[Fi(Gn(x))− Fi(Gi,n(x))] +
k∑
i=1

pin[1− Fi(Gi,n(x))].

Agora, pela hipótese (3.11) segue do Lema 2.1 que

lim
n→∞

n(1− Fi(Gi,n(x))) = −Ui(x), i = 1, 2, . . . , k.

Dáı, e da hipótese (3.12) temos

n(1− F (Gn(x)))
n−→ −

k∑
i=1

piVi(x) +
k∑
i=1

piUi(x).

Novamente, pelo Lema 2.1 segue

F n(Gn(x))
n−→ exp

{
−

k∑
i=1

pi(Ui(x)− Vi(x))

}
e assim, obtemos (3.13).

�

Exemplo 3.11. Para ilustrar, vamos considerar a situação em que somente uma das
estabilizações das componentes é igual à estabilização da mistura.
Seja F (x) = pF1(x) + (1− p)F2(x), 0 < p < 1, onde F1(x) = H1,γ(x) e F2(x) = H3,0(x)
Escolhendo as estabilizações

G1,n(x) = (nx)
1
γ , G2,n(x) = x+ log n e Gn(x) = (nx)

1
γ

onde γ > 0, observe que para x > 0,

F n
2 (G2,n(x)) = exp{−n.exp[−(x+ log n)]}

= exp

{
−n
[
e−x.

1

n

]}
= exp{−e−x}.

e também que

F n
1 (G1,n(x)) = exp

{
n

(
−
[
(nx)

1
γ

]−γ)}
= exp

(
n

{
− 1

nx

})
= exp

{
−1

x

}
.
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E do Lema 2.1 segue que

n[1− F1(G1,n(x))]
n→ 1

x
e n[1− F2(G2,n(x))]

n→ e−x,

e por isso (3.11) é satisfeita com H1(x) = H1,1(x) e H2(x) = H3,0(x).
Por outro lado

V1(x) = lim
n→∞

n[F1(Gn(x))− F1(G1,n(x))] = 0 ≤ U1(x) =
1

x
.

V2(x) = lim
n→∞

n[F2(Gn(x))− F2(G2,n(x))]

= lim
n→∞

n[1− F2(G2,n(x))]− lim
n→∞

n[1− F2(Gn(x))]

= e−x + lim
n→∞

n

[
exp

(
−e−(nx)

1
γ

)
− 1

]
= e−x ≤ U2(x) = e−x,

e temos também validada a condição (3.12). Logo, sabendo que V2 = U2, concluimos
que

F n(Gn(x))
n−→ Hp

1,1(x) = Hp
1 (x),

ou seja, como já previsto no teorema em (3.13), se Vi = Ui para algum i, a con-
tribuição de Fi à distribuição limite da mistura é nula. Se Gn = G2,n, o limite terá a
forma H1−p

2 (x).
No próximo exemplo, as estabilizações são todas distintas.

Exemplo 3.12. Considere F (x) = pF1(x) + (1− p)F2(x), 0 < p < 1, onde

F1(x) =

{
0 se x < 1

1− x−γ se x ≥ 1

e
F2(x) = H1,γ.

Escolhemos

G1,n(x) =
[
1−

(
1− x−γ

) 1
n

] 1
γ

, G2,n(x) = n
1
γ x, e Gn(x) = (nx)

1
γ .

Conforme o Exemplo 3.7 e o Corolário 2.1,

F n
1 (G1,n(x))

n−→ F1(x) e F n
2 (G2,n(x))

n−→ F2(x).

Por isso, vale a condição (3.11) com Hi(x) = Fi(x), i = 1, 2. Agora

V1(x) = lim
n→∞

n[F1(Gn(x))− F1(G1,n(x))]

= lim
n→∞

n[1− F1(G1,n(x))]− lim
n→∞

n[1− F1(Gn(x))]

= −1

x
− log[1− x−γ] ≤ − log[1− x−γ] = U1(x),
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e

V2(x) = lim
n→∞

n[F2(Gn(x))− F2(G2,n(x))]

= lim
n→∞

n[1− F2(G2,n(x))]− lim
n→∞

n[1− F2(Gn(x))]

=

(
1

x

)γ
− 1

x
≤
(

1

x

)γ
= U2(x).

Então, temos também a condição (3.12) satisfeita, de modo que o teorema nos possi-
bilita concluir

F n(Gn(x))
n−→ e−

1
x .
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