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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento assintético do méaximo de varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas estabilizado por transformacoes
gerais continuas estritamente monodtonas. Apresentamos os principais resultados de-
senvolvidos por E. Pantcheva (1984), que estendem resultados amplamente conhecidos
da teoria assintotica extremal classica. Abordamos o estudo do maximo em modelos
de mistura finita, e baseados nos trabalhos de E. K. Al-Hussaini e M. E. EI-AdIl (2004)
e S. Ravi e M. Sreehari (2009), analisamos as relagoes entre os dominios de atragao
de uma mistura de distribuigoes e os dominios de atragao de suas respectivas compo-
nentes.

Palavras-chave: Distribuicao assintotica, Dominios de atragao, Maximo estabilizado,
Leis max-estaveis, Estabilizacao linear, Estabilizacao poténcia, Mistura finita.



Abstract

In this paper, we study the asymptotic behavior of the maximum of independent
random variables and identically distributed stabilized by strictly monotone continuous
transformations. We present the main results developed by E. Pantcheva (1984), which
extend the widely known results of asymptotic extremal classical theory. The study of
the maximum under finite mixture models is discussed and based on E. K. Al-Hussaini
and M. E. EI-AdIl’s (2004) and S. Ravi and M. Sreehari’s (2009) papers, we analyzed
the relationships between the domains of attraction of a mixture of distributions and
the domains of attraction of their respective components.

Keywords: Asymptotic distribution, Domains of attraction, Maximum stabilized,
Max-stable laws, Linear stabilization, Power stabilization, Finite Mixture.
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Introducao

Problemas envolvendo valores extremos aparecem em uma grande variedade de
aplicagoes. Na ocorréncia de desastres naturais como inundagoes, por exemplo, acoes
preventivas para amenizar seus efeitos dependem da previsao do nivel maximo de agua.
Na manutengao de equipamentos (em uma linha de montagem) constituidos por com-
ponentes que funcionem em paralelo, o tempo de falha é determinado pelo tempo
maximo de vida dos componentes. Outros exemplos de situagoes em que o valor de
interesse é o valor méaximo ou minimo dos dados observados podem ser encontrados,
por exemplo, em Galambos (1978) e Dorea (1995).

Uma modelagem matemaética de problemas dessa natureza consiste em considerar
variaveis aleatérias X1, X, ..., X,, independentes e identicamente distribuidas (i.i.d),
com funcao de distribuicao comum F, e analisar o comportamento de

Zn = max{Xy,..., X}

ou W,, = min{Xy,...,X,}. Como W,, = —maz{—Xj,...,—X,}, restringi-se o estudo
ao comportamento de Z,.

Nesse sentido, uma questao basica de interesse é a analise do comportamento
assintético de Z,, quando n — oo. Em situacoes de inundacoes, por exemplo, se-
ria de grande valia estimar a distribuicao do nivel maximo de dgua até o final do
século.

A teoria assintética classica dos valores extremos estuda principalmente o compor-
tamento assintético do maximo Z,, estabilizado linearmente, ou seja, o comportamento
limite quando n — oo de

7 —
P (”a—b” < :v) = F™(a,x + by), (1)

onde a, > 0 e b, sao sequéncias de niimeros reais.
Dentre os trabalhos pioneiros no desenvolvimento desse estudo merecem destaque
Fréchet (1927), Fisher e Tippet (1928), Gnedenko (1943), de Haan (1970) entre outros.
Os principais resultados da teoria classica determinam condigoes sobre a funcao de
distribuicao F' para a existéncia de constantes estabilizantes a,, > 0 e b, para as quais
a distribuicao (1) possui um limite fraco nao-degenerado e estabelecem a existéncia de
apenas trés tipos possiveis de distribuicao limites, nesse caso.
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Uma extensao dos resultados da teoria classica foi apresentada por Pantcheva
(1984), que considerou o estudo do comportamento assintético da distribuicao de Z,
estabilizada por transformagoes nao-necessariamente lineares. Especificamente, o pro-
blema considerado consiste em determinar condigoes sobre a fungao de distribuicao F
sob as quais existe uma sequéncia de transformacoes continuas estritamente mondétonas
Gn(z) tal que

lim P(Z, < Gu(r) = lim F'(G,(x)) = H(x). V€ C(H), (2)
onde H é uma funcao de distribui¢do nao-degenerada e C'(H) = {x : H(z) é continua}.
Neste caso, em analogia ao caso classico, dizemos que F' pertence ao dominio de atracao
de H, e denotamos por F' € D(H). Notemos que para G,(x) = a,z + b, o problema
reduz-se ao caso classico.

Pantcheva mostrou que todas as possiveis distribuigoes limites de (2) podem ser
unificadas em uma classe de funcoes e, com o objetivo de melhorar a precisao da
aproximacao da distribuicao do maximo para valores grandes de n, introduziu uma
estabilizacao nao-linear, chamada estabilizacao poténcia

Go(2) = an || sign(z), (3)

onde a, > 0, b, > 0, e sign(z) é —1se x < 0, 0sex =0, oulsexz > 0. Para
este caso, Pantcheva mostrou que existem seis tipos possiveis de distribuicoes limites
nao-degeneradas H.

Posteriormente, Mohan e Ravi (1992), Christoph e Falk (1996), Barakat et al (2004)
e Sreehari (2008) apresentaram novas contribui¢oes e aprimoramentos do trabalho de
Pantcheva.

Um desdobramento natural desse estudo é a anélise do comportamento assintético
do méaximo estabilizado de variaveis aleatorias i.i.d Xy, Xs,..., X, cuja funcao de
distribuicao F' é uma mistura finita de fungoes de distribuicao, ou seja, I’ pode ser
decomposta como

F=pFy+ ...+ ppF, (4)
onde Fi,..., F; sao funcoes de distribuicao, chamadas componentes da mistura, e
D1, -.,Dr sa0 numeros reais, chamados pesos da mistura, tais que 0 < p; < 1,

k
j=1,...ke> pj=1
j=1

O uso de uma mistura de distribuigoes em uma modelagem ocorre quando se leva
em conta que as observagoes do processo provem de duas ou mais populagoes de eventos
independentes nao-observaveis. Os trabalhos pioneiros no estudo e aplicagoes de mis-
turas remontam a primeira metade do século dezenove e basicamente referem-se direta
ou indiretamente a modelos de mistura de normais. Dentre eles merecem destaque o
trabalho de Pearson (1894) sobre decomposi¢ao de misturas de normais pelo método
de momentos.

Desde entao, os modelos de mistura tém sido utilizados em uma ampla variedade de
aplicagoes, nas mais diferentes areas, as quais tém como caracteristica comum o fato de
que é conhecido que a variavel observavel do modelo pertence a uma ou mais classes de
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componentes nao-observaveis. Por exemplo, em diagndsticos médicos, as informacgoes
clinicas estao disponiveis para um conjunto de pacientes cujas classificacoes da doenga,
no entanto, nao estdao. Titterington et al (1985) apresenta uma lista de aplicagdes de
modelos de mistura em economia, pesca, medicina, psicologia, paleontologia, botanica,
confiabilidade, entre outros.

Como exemplos recentes da utilizagao de modelos de mistura podemos citar: Walshaw
(2000), que estudou o comportamento da velocidade dos ventos de duas cidades norte-
americanas; Tartaglia et al (2006) que ajustaram uma mistura de duas distribui¢oes
Gumbell para os dados de precipitacao em Toscana (Italia), e Silva (2008) que apresen-
tou modelos de mistura para estudar a velocidade de ventos e a vazao do curso d‘agua
dos rios em Piracicaba (Brasil).

Como referéncia para o estudo das propriedades tedricas e aplicagoes de modelos
de mistura citamos Everitt et al (1981), Titterington et al (1985), Lindsay (1995) e
Maclachlan e Peel (2000).

Neste trabalho, baseados em Al-Hussaini e EI-AdIl (2004) e Ravi e Sreehari (2009),
estudamos o comportamento assintético do maximo estabilizado por transformacoes
gerais em modelos de mistura finita utilizando como ferramenta bésica a teoria geral
apresentada por Pantcheva.

Assim, no Capitulo 1 apresentamos uma sintese dos resultados mais importantes
da Teoria Assintética Extremal Classica. As principais referéncias deste capitulo sao
Galambos (1978) e Resnick (1987).

No Capitulo 2 apresentamos em detalhes os principais resultados da teoria intro-
duzida por Pantcheva (1984), caracterizando as distribuigdes limites nao-degeneradas
para o maximo de variaveis aleatdrias i.i.d estabilizado por transformagoes gerais
continuas e estritamente mondtonas e que serao uteis para o desenvolvimento do
Capitulo 3. Além disso, os resultados do caso geral sao aplicados primeiramente no
caso particular de estabilizacoes lineares (Segao 2.3) reobtendo os resultados ja co-
nhecidos da teoria classica e também no caso da estabilizacao poténcia, apresentada
por Pantcheva, mostrando que neste caso existem seis tipos de distribuicoes limites
possiveis (Segao 2.4). Finalizamos o capitulo apresentando um critério generalizado
proposto por Sreehari (2008), que fornece condigdes necessarias e suficientes para que
uma funcao de distribuicao esteja no dominio geral de atracao de uma distribuicao
limite extremal.

Finalmente, no Capitulo 3 estudamos o comportamento limite da distribuicao do
maximo estabilizado de variaveis aleatérias i.i.d cuja funcao de distribuicao comum é
uma mistura finita descrita por (4). Dividimos o estudo em dois casos. Primeiramente,
analisamos as relagoes entre os dominios de atragao da mistura e de suas componentes,
assumindo a mesma transformacao estabilizante para todas as componentes (Segao 3.3).
Posteriormente, consideramos a situagao em que as estabilizacoes das componentes da
mistura sao possivelmente distintas (Secao 3.4). Os resultados apresentados neste
capitulo sdo devidos a Al-Hussaini e EI-Adll (2004) e Ravi e Sreehari (2009).



Capitulo 1

A Teoria Assintotica Extremal
Classica

1.1 Introducao

Sejam X7, X, ..., X, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
com func¢ao de distribuicao F, e Z, = max{X;, Xs, ..., X, }. Estamos interessados no
comportamento limite de Z,, quando n — oco. Sabemos que

P(Z, <zx)=F"(z)

e que

(1.1)

n 0 se x:F(x) <1,
<
P<Z"_x)—>{1 se x:F(zx)=1

Se considerarmos o ponto extremo superior de F
w(F) =sup{z: F(z) < 1} < +o0, (1.2)

entdo de (1.1) temos que Z, % w(F) quando n — oo, e como {Z,} é uma sequéncia
nao-decrescente segue que Z, T w(F') quase certamente. Desta forma, para obtermos
uma distribuicao limite nao-degenerada é necessario normalizarmos Z,.

O principal interesse da teoria assintotica extremal cléssica é analisar as possiveis
distribuicoes limite para o maximo sob normalizacao linear

Zn_bn

)

Qn,
ou seja, analisar o comportamento limite de
P(Z, < apx+0b,) = F"(a,x + by), (1.3)

onde {a,}n>1 € {bn}n>1 s@0 sequéncias de nimeros reais, com a, > 0.
Mais especificamente, estabelecer as condig¢oes sobre a fun¢ao de distribuicao comum
F', para que (1.3) convirja para uma fungao de distribui¢ao nao-degenerada, ou seja,

P(Z, < anxz +b,) = F"(anz +b,) - H(z),z € C(H), (1.4)

1
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onde H é nao-degenerada, e C(H) é o conjunto dos pontos de continuidade de H.

Na primeira metade do século vinte, muitas publicagoes foram feitas neste assunto
por pesquisadores como Emil J. Gumbell (1891 - 1966), Richard Von Mises (1883 -
1953), Maurice R. Fréchet (1878 - 1973), Ronald Fisher (1890 - 1962), Leonard H. C.
Tippet(1902 - 1985), e Ernst H. W. Weibull (1887 - 1979).

Fisher e Tippet (1928) mostraram que s6 existem 3 tipos de distribuigao que aten-
dem ao limite em (1.4). Boris V. Gnedenko (1943) apresentou, com rigor e precisao, as
condicoes necessarias e suficientes acerca da distribuicao F' para cada um dos 3 tipos de
limites em (1.4); este trabalho passou a ser citado como primeira grande contribuigao
ao problema desde entao.

Neste capitulo, serao apresentados os principais resultados da Teoria Classica. Na
Secgao 1.2 apresentaremos as possibilidades para o limite nado-degenerado em (1.4). Na
Secao 1.3 mostraremos condigoes sobre a funcao de distribuicao F' para cada uma
dessas possibilidades. As principais referéncias deste capitulo sao Galambos (1978) e
Resnick (1985).

1.2 Possiveis Distribuicoes Limite

Nesta segao, apresentaremos no Teorema 1.2 as possiveis distribuicoes limites nao-
degeneradas que satisfazem (1.4). Ressalta-se desde ja, que as sequéncias de constantes
que estabilizam o limite de F"(a,z + b,) ndo sao unicas, conforme pode-se verificar em
detalhes nos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 de Galambos (1978).

Para a apresentacao do principal teorema desta segao, necessitaremos de alguns
resultados e conceito preliminares.

Lema 1.1. Sejam {F,,(z)}»>1 uma sequéncia de fungoes de distribuicao; {Cy}n>1,{pntn>1,
{Dn}n>1 >0, e {mn}n>1 > 0 sequéncias de nimeros reais; G(x) e T(x) funcgoes de dis-
tribuicao nao-degeneradas. Se

lim F,,(C, + Dyx) =G(z) , lim F,(p, + Tx) =T(x) (1.5)

n—o0 n—oo

Ve e C(G) e x € C(T). Entdo, os limites
Pn — Cn

lim - =B #0 e lim St =A (1.6)
existem, sdao finitos, e satisfazem
T(z) = G(A+ Bx) (1.7)

Demonstragao:
Considere dois pontos de continuidade de G, x; e x5, e dois pontos de continuidade de
T, y1 e ys, tais que

T(y) < G(z1), 0<G(x1) <G(xz) e T(y2) > G(xa).
Pelas relagoes em (1.5), temos que para n suficientemente grande

pn+Tny1 S Cn+an1 S Cn+Dnl‘2 S pn+Tny2 (]—8)



Capitulo 1. A Teoria Assintotica Extremal Classica 3

Fazendo a diferenca dos termos do meio e dos termos externos, obtemos

Dy (ze — 1) < Tn(y2 — 1)

e dai D

Tn $2—I1.

Também dividindo os dois primeiros termos de (1.8) por D,, podemos obter

fpln < Gy
R —_— —_— x
D, Y'p =D, "

n Cn Tn
p “G - <D_n) " (1.10)

e assim

D
Como xy, 2,1 € 2 sdo fixos, (1.9) implica que —* permanece limitado quando
T,

n — oo. Alterando os papéis de G e T no argumento que leva a (1.9), podemos ver

-
semelhantemente que D_n também é limitado. Segue dai que (1.10) implica na limitagao
n

- C .. ~
de %, e novamente uma mudanca nos papéis de T' e G na argumentacao nos leva
n
C. —
a limitacao de —n_Pn
n
Agora, seja n; uma subsequéncia de n para a qual vale (1.6). O limite B é de fato
nao nulo, ja que em vista do argumento precedente, o limite de — ¢ finito. Considere

n
e > 0 arbitrario e n; suficientemente grande, de forma que por essa escolha de n,

(B —G)Dnt < Ty < Dnt(B+€)

Chny, + D (A—¢€) < pp, < Cny+ D, (A+e).

Dai, para x > 0 temos

Fnt(Cnt —I—Dnt(A—E)—I—(B—E)DmI') S Fnt(pnt +Tnt'r)
< Fnt(Cnt +Dm(A+€)+Dnt<B+€)x)7
o que implica que
Fo,(Cp, + (A+ Bx —e(x+1))D,,) < F,(pn, + 0,7)
< F,(Ch, +(A+Bx+e(x+1))D,,).

Portanto, se x e € sao tais que A+ Bz —e(x + 1) e A+ Bx + e(x + 1) sdo pontos de
continuidade de G, (1.5) aplicado na desigualdade acima implica que, quando n; — oo,

G(A+ Bzx —e(x + 1)) liminf F,,, (pn, + Tn,x)
lim sup F, (pn, + 7, )

G(A+ Bz +e(z+1).

IA A IA
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Finalmente, se = e (A + Bx) sao pontos de continuidade de T e G respectivamente,
(1.7) segue para = > 0 quando fazemos ¢ — 0. Para z < 0, a mesma conclusao pode
ser obtida na argumentacao acima trocando ex por —ex.

Agora, (1.7) determina unicamente A e B. Consequentemente, para toda sub-
sequéncia n; para a qual (1.6) vale, os limites A e B sdo os mesmos; Assim (1.6) é
valida e a prova esta completa

O

Exemplo 1.1. Considere

l—e™ | >0
F(x)—{ 0 c.c. ’

Se tomarmos D,, =1 e C,, = log(n), entao temos para z > 0

—x

- ) s eap{—e") = G(a).

e

F'(Dpx+C,) = (1 —

Por outro lado, se considerarmos p,, = 3 + log(n) e 7, = 2, podemos também obter

6—(214—3)

n __—(2z+3) —
- ) — exp {—e }=T(x).

FM'(1ox + pn) = (1 -
Em ambos os casos, para x < 0, temos que para n suficientemente grande, D, x+C,, > 0
e T,x + pp, > 0 e o resultado segue analogamente.
Note que
im ———
n—oo n—oo Dn

=3

e, de fato temos
T(z) = G(2z + 3).

Teorema 1.1. Sejam {a,}n>1 > 0 e {b,}n>1 Sequéncias de nimeros reais para as quais
vale (1.4). Entao, para m > 1 inteiro arbitrdrio, existem e sao finitos os limites

bnm - bn
lim om0 A (1.11)
n—00 Ay,
€ a
lim — = B,, > 0. (1.12)

n—oo an

Além disso, temos
H™(A,;, + Bpx) = H(x). (1.13)

Demonstracao: Seja F(z) uma fungao de distribuicao satisfazendo (1.4). Sejam > 1
um inteiro fixo. Entao
lm F"™" (bpm + apmex) = H(x)

ou )
lim F"(bpm + apmx) = Hm ().

Observe que temos aqui a situagao do Lema 1.1 com F,, = F", C, = b,, D, = a,,
Pr = bams Tn = o, G(z) = H(x) e T(x) = Hw (x). A conclusio do lema é exatamente
o resultado estabelecido em (1.13)
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O

Defini¢ao 1.1. Duas func¢ées H(x) e H*(x) sdo ditas do Mesmo Tipo, se existem
numeros reais B > 0 e A tais que

H*(z) = H(A+ Bx)

Do Teorema 1.1 podemos concluir que, se duas fungoes de distribuicao atendem
ao limite (1.4), entao elas sao do mesmo tipo. O préximo teorema, estabelece que sé
existem trés tipos de distribuicao limite que satisfazem (1.4).

Teorema 1.2. Seja F' uma fungao de distribui¢ao, {a,}n>1 € {bn}tn>1 sequéncias de
numeros reais com a, >0 e H(x) uma fun¢ao nao-degenerada. Se

F"(apr +b,) —— H(x),

entao H € do mesmo tipo de uma das distribuicoes abaixo

e sex >0
Hiq() = { 0 c.c.

1 ,sex >0
Hyp(z) = { e~ (=27 e

(1.14)

Hso(z) = exp{—e Lz eR
onde v > 0.

Demonstragao:

Segundo o Teorema 1.1, se a distribuigdo H é um limite ndo-degenerado como em (1.4),
entdo ela satisfaz a equagao (1.13) com A, e B, convenientes. Assim, basta verificar
que toda H solugao de (1.13) é do mesmo tipo que H;. ou Hy, ou Hzg. Para isto,
considera-se trés casos possiveis para a equagao (1.13):

Caso 1. B,,=1,Ym >1
Caso 2. dM >1: By <1
Caso 3. dM > 1: By >1

As provas sao bastante técnicas e apresentaremos, a titulo de ilustracao, apenas o
caso 1. Uma demonstracao detalhada dos outros dois casos pode ser encontrada em
Galambos (1978).

Caso 1. Suponha que
H™(x+ Ap) = H(z), m>1 (1.15)

De H(x + Ay) = H(x), podemos obter que H(nA;) = H(0),Vn € Z. E como H é
nao-descrescente, por ser fungao de distribuigao, segue que A; = 0.
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Agora, como H?(z+ Ap) = H(z) Vz, entao temos H%(Ay) = H(0) = H(A;) e como
0 < H(x) <1 segue H(A;) < H(Ay). Como H é nao-decrescente obtemos A; < A.
Assim, por inducao sobre n podemos concluir que

0=A4, <Ay <A;...

Suponha que A4,, = 0 Vm > 1. Entdao H™(z) = H(z) Vm > 1, o que nos leva a
H(z) =0 Vz ou H(z) = 1, contrariando o fato de que H é nao-degenerada. Por isso,
existe mg > 1 tal que A,, > 0V m > my.

Suponha que Jq tal que A, < g < w(H) Vm > 1, entdo se z < w(H) — ¢, temos
An+r<qg+z<w(H),Vm>1le

0< H(Ap +2) < H(g+ ) < Hw(H)) = 1

Logo, para x < w(H) — ¢, mlgrgo H™(A;, +2) =0 e por (1.15), H(zx) = 0. Agora, se
H(z*) = 0 para algum z* entdo, como H ¢é nao-decrescente, H(z) = 0 Vo < z* e para
ry = x" + Ap,m > 1, de (1.15) segue que H(z;) = 0.Fazendo xy = 2* teremos H ()
nula para x5 = x* £ 2A4,,,m > 1 e por inducao, H(xy) = 0 para z, = z* £ kA,,, k > 1.
Como existe um m para o qual A,, > 0 e H é mondtona, podemos facilmente concluir
de (1.15) que H(z) =0, o que é um absurdo. Assim, ndo existe ¢ tal que

An <q<w(H),Ym > 1.

Temos também que H(z) > 0.
Mostremos que A,, < w(H). Suponhamos que A,, > w(H). Entao, como H é
nao-decrescente terfamos H(A,,) > H(w(H)) = 1. Assim, para z > 0,

H(A, +2) > H(A,) =1,

logo H™ (A, +x) = 1,2 > 0, e por (1.15) seguiria que H(z) = 1 para x > 0.
Por outro lado, para m tal que A,, > 0 temos por (1.15)

1 = H(0) = H(Ap — Ay) = H(—Ay)

e assim sucessivamente, podemos obter H(—kA,,) = 1,k € N. Dai concluimos que
H(z) = 1,Vz < 0, pois H é nao-decrescente. Logo, terfamos H(x) = 1,Vz, o que é
absurdo.
Portanto, das consideragoes anteriores temos que {A,,},>1 ¢ uma sequéncia nao-
decrescente de termos nao-negativos e que sup{A,,} = w(H), e assim
lim A, =w(H).

m—00

Agora, usando logaritmos em (1.15)
mlog H(x + A,,) =log H(x),m >1,—00 <z < o0 (1.16)

com
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Defina G(z) = log H(x).
Considere um numero arbitrario z > 0. Por (1.17), podemos encontrar um m tal que
Ay < 2 < Apyq. Temos entao

Glz+A,) <Gx+z2) <G+ An)- (1.18)
Aplicando (1.18) com um z arbitrario e com z = 0, e levando em conta que G(z) < 0,
teremos
Gz + A,) - G(x +2) - G+ Apyr)
GAm) — Gz —  GAn)
que devido a (1.16) se torna
(m+1)G(z) S Gz + z) - mG ()
mG0)  — G(z) — (m+1)G(0)

Se fizermos z — 0o, m — oo, de modo que

. Gl@+z) G) ‘(g
=5 ~co @

e tomarmos arbitrarios x e y, temos:

G*(x +y) = lim G(Zgé)+ y)'g(z 1 2
. . Gzt+rty) Gz+o)
¢ (:c—i—y)—zlgrolo G(z+=z)  G(z) ’

assim,
Gz +y) =G (y).G(x),Vr,y (1.19)

Como G*(x) > 0 é nao-decrescente, é conhecido que a solugao de (1.19) é, G*(x) = =,

para algum a > 0. Assim,
G(z) = G*(2)G(0) = e **G(0).
Se considerarmos G(0) = —e™°, para algum ¢ > 0, teremos
log H(z) = G(x) = —e 7€,
ou seja
H(z) = exp{—e " “},a >0,
que é do mesmo tipo de Hj(z), como queriamos demonstrar.

O

Observacao 1.1.
As funcoes apresentadas neste teorema tém nomes especificos, ligados direta ou indi-
retamente aos estudiosos que foram pioneiros na descoberta das solugoes de (1.13).

H, ,(z) é a distribuicao (de) Fréchet e pode ser denotada por F'rechet(7)
H, . (z) é a distribuicao (de) Weibull reversa e pode ser denotada por Weibull(7y)
Hjo(x) é a distribuicao (de) Gumbell e pode ser denotada por Gumbell

Devido a influéncia de Gnedenko (1943), a partir da segunda metade do século vinte
muitas publicagoes passaram a denomina-las também de distribuicoes de Gnedenko ou
distribuicoes classicas.
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1.3 Condicoes necessarias e suficientes para as dis-
tribuicoes limites classicas

Nesta se¢ao, o principal interesse é estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes
sobre uma fungao de distribuigdo F'(x) (comum a n cépias de uma varidvel aleatéria)
que garantam a existéncia do limite (1.4) para cada um dos trés tipos de distribuigoes
limites apresentados na Segao 1.2.

Apresentaremos, para cada um dos trés tipos de distribuigoes limites, somente a
demonstracao da suficiéncia dessas condigoes. As provas da necessidade das respectivas
condigoes sao bastante longas e podem ser encontradas em Galambos (1978) e Resnick
(1985). Para a prova da suficiéncia necessitaremos de alguns resultados e definigoes
preliminares.

Definigao 1.2. Uma fung¢io F: RT—R™ ¢ dita Regularmente Variante (no infinito)
com indice ¥ € R (ou y-variante no infinito), e escrevemos F € RV, se
F
i (tzx)
a0

— 27 ,Vz > 0. (1.20)

Se v =0, dizemos que F' ¢ lentamente variante (no infinito).

Definicao 1.3. Se F € uma funcao de distribui¢ao, os nimeros
a(F) =inf{z : F(z) > 0} e w(F) =sup{z: F(z) < 1}

sao chamados respectivamente de Ponto extremo inferior de F' e Ponto extremo superior
de F.

Lema 1.2. Sejam X, ..., X, varidaveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas com fungdo de distribuicao F(x). Se x € tal que

1— F(z) < N (1.21)

entao, para n > 1
T(x) —4n[l — F(2))>.F"(x) < P(Z, < x) < T(x),
com T(z) = e M1~ F(@)]
Para provar este lema, vamos usar o seguinte resultado:
Lema 1.3. Para todo z € (0, %), vale a sequinte relagao:
e —(1—2)"(e" —1)<(1—2)"<e™, neN (1.22)

Esta inequacao continua valida para 0 < z < 1.
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Demonstragao: Primeiramente, podemos escrever (1 — 2)" = exp{nlog(l — z2)}.
Agora, sabemos que a fungao g(z) = log(1— z) é concava, e sua reta tangente em z = 0
é y = —z. Assim, das propriedades de func¢oes concavas, temos

log(1—2) < —z,Vz € (0,1).

Logo obtemos
(I1—2)"<e™, (1.23)

e o lado direito da desigualdade (1.22) estd provado para z € [0, 1]. Por outro lado, é
facil ver que

1
<1+ 2z, Vz € <O,§>

—z
Agora, integrando ambos os lados obtemos

log(1 — 2) > —z — 2°.

1
Dai segue que para z € (O, 5) ;

(1—2)log(l—2) > —z,

e assim,
(1 —2)"072) > g7z, (1.24)

Agora, de (1.23) e (1.24) temos
O<e™—(1—-2)"<(1—2)"(1—2)"—1, (1.25)

mas
(1 —2)7" = exp{—nzlog(l — 2)},

1
e como —log(l —2) <2z para 0 < z < 5 segue que

(1—2)"" < exp(2n2?).
Usando estd ultima desigualdade em (1.25), temos que o termo esquerdo da desigual-

dade (1.22) estd provado para 0 < z < 5

O

Demonstracao do Lema 1.2
Primeiramente, aplicamos o Lema 1.3 com z = 1 — F(x), e obtemos

e—n[l—F(a})] . Fn(l,)[e2n(1—F(a:)) . 1] < P(Zn < Z’) < e—n[l—F(:c)}.
Agora, usando a estimativa elementar
1
|e“’—1\<2w,0<w<§,
segue que
T(x) — F*(z)4n[l — F(z)]? < T(z) — F*(z)[e>"-T@) 1] < P(Z, < z) < T(x).

Logo,
T(x) —4n[l — F(z)*F"(z) < P(Z, < z) < T(2).
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O

O préximo lema é uma aplicagao direta do lema anterior, e serd a ferramenta basica
para os 3 teoremas desta segao.

Lema 1.4. Usando as notagoes do Lema 1.2, assuma que existam sequéncias {by }n>1
e {an}n>1 > 0 de nimeros reais tais que Vx € R

lim n[l — F(b, + a,z)] = U(x) existe. (1.26)
Entao,
lim P(Z, < by 4 apz) = e V@, (1.27)

Demonstracgao: Podemos verificar o resultado em dois casos.
(i) Caso U(x) = 0.
Usando z = 1 — F(a,z + b,) na inequagao (1.22), segue que

(1—2)"=P(Z, <apx+b,) <exp{—n[l — Fla,x +b,)]} = e ™.
Assim, da hipdtese (1.26) segue

lim P(Z, < a,z+b,) < exp{— lim n[l — F(a,z 4+ b,)]} =0,

e (1.27) estd provado

(ii) Caso U(z) < o0.
De (1.26) segue que para = € R,

lim (1 — F(a,x + by,)) =0,

n—oo
e daf (1.21) é satisfeita para n suficientemente grande, ou seja,

1
2\/n’

1 — F(apx +b,) <

Assim, pelo Lema 1.2 temos,

exp{—nF(a,v+b,)}—4n[F (a,z+b,) ] F"(a,2+b,) < P(Z, < apa+b,) < exp{—nF(a,z+b,)}
onde F'=1— F. Como F"(x) < 1, segue

exp{—nF (anz+by)} — %[nF(anx +b,))* < P(Z, < apz+b,) < exp{—nF(a,z+b,)}.
Finalmente, de (1.26) obtemos

lim l[n(l — F(a,z +b,))]> = 0.

n—oo 1,

e segue o resultado.
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Nos préximos trés teoremas apresentamos respectivamente as condigoes necessarias
e suficientes para que uma funcao de distribuicao esteja no dominio de atragao de cada
uma das distribui¢bes limites dadas em (1.14). Usaremos a notagdo F'=1— F.

Teorema 1.3. Para que existam sequéncias de constantes {an}n>1 > 0 € {bn}n>1
satisfazendo (1.4) com H(x) = Hy . (x) € necessdrio e suficiente que w(F') = oo, e que

F € RV_, para alguma constante v > 0. Neste caso, temos b, =0 e

lim F"(apx) = lim P(Z, < a,z) = Hi,(x), (1.28)

} : (1.29)
Demonstragao:

Suficiéncia: Suponha que w(F) = 0o, e F' € RV_... Pelo Lema 1.4 basta provar que

onde a,, pode ser escolhida como

S|

an—inf{le—F(a:)g

lim n[l — F(a,z)] =

n—oo

-
{ x e x>0 (1.30)

o sex<0

e a relagao (1.28) estard provada.

Ll »
Como w(F') = oo, segue que a,, = inf {m cF(x)>1-— —} — 00.
n

e Se z < 0, temos que a,r — —oo, e naturalmente, 1 — F(a,x) 2 1. Com isso,

lim n[l — F(a,z)] = oo,

e a relacao (1.28) estd provada para x < 0.

e Se z > 0, podemos usar a condicdo F € RV_, com t = a,, para escrever

Jim nll = Flanz)] = JEEO"“—”W”%
= x_Wr}Lrilo n[l — F(ay,)].

Assim, para encerrarmos a demonstracao, é suficiente mostrar que

lim n[l — F(a,)] = 1.

n—oo

Para isso, considere 0 < € < 1 arbitrario.

Segue que a,(l —€) < a, edai 1 — F(a,(1 —¢€)) > 1— F(a,), pois 1 — F(x) é

nao-crescente. Mas também, pela definigdo de a,,, temos 1 — F(a,(1 —€)) > —,
n

nos levando a ]
1—F(a,) < —<1=F(a,(1—¢)).
n
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Manipulando a relagao acima, obtemos

1— F(ay,)
1— F(a,(1—¢))

<n[l - F(a,)] < 1.

Usando novamente que F' € RV_,, segue que
(1 —¢)” <liminfn[l — F(a,)] <limsupn[l — F(a,)] < 1.

Portanto,
lim n[l — F(a,)] =1

n—0o0o

e a suficiéncia das condigoes esta demonstrada.

Necessidade. A prova serd omitida e pode ser encontrada em detalhes em Galam-
bos (1978) e Resnick (1985).

[
. |
Agora, se w(F) < oo, defina F*(z) = F (w(F) — —), para x > 0.
x

Teorema 1.4. Dada uma fungio de distribuicao F, existem sequéncias {bn}n>1 €
{an}tn>1 > 0 de nimeros reais, tais que

lim F"(a,z +b,) = lim P(Z, < a,z+b,) = Hy, () (1.31)

se e somente se, w(F) < oo e F* € RV_., para alguma constante v > 0. Neste caso as
sequéncias a, e b, podem ser escolhidas como

1
an:w(F)—inf{x: 1—F(x) < —} e by, =w(F).
n
Demonstragao: B
Suficiéncia: Suponha que w(F') < oo e F* € RV_, para alguma constante v > 0.
Temos que

T

W(F?) = sup{e : F*(x) < 1} = sup {x P (w(F) _ 1) < 1} ~ o,

1
pois F (w(F) — E) < 1,Vx > 0 pela defini¢ao de w(F).

Entdo, como por hipétese F € RV_,, podemos aplicar o Teorema 1.3 para F*(z), e
obter que
1

*
a;x

lim F*™(a}z) = lim F" <u)(F) -

n—oo n—oo

> =H,(z),z>0
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com,

1 1
= inf 1:1—F(s)§—
A n
o)~ -
B 1
= . B
w(F)—lnf{x: 1—F(x) < —}
n
1 .
Se tomarmos a,, = — e ainda b, = w(F'), podemos escrever para x > 0:
aTL
. G,
lim F" (bn - —) = Hy,(x),
n—00 €T

ou ainda, para y < 0 temos

1
lim F"(b, +any) = Hi, (——) )

n—oo

= V7, y < 0.

Como a,, > 0 e b, = w(F), a definigdo de ponto extremo superior nos garante que

F™(a,y + b,) = 1,Vy > 0, de maneira que segue (1.31).

Necessidade: A prova sera omitida. Para detalhes, veja Galambos (1978) ou Resnick

(1985).

O

Teorema 1.5. Ezistem sequéncias de nimeros reais {an}n>1 > 0 e {by}n>1 tais que

lim F™(a,z +b,) = lim P(Z, < a,x +b,) = Hzo(z)

n—oo n—oo

se e somente se, para algum a € R, temos,

w(F)
/’ 1~ Fy)ldy < oo,

eVr € R,

F(t + zR(t))

lim =e ",

t—w(F) F(t)
onde para a(F) <t < w(F),

w(F)
mwzu—ﬂm*[ 11— F(y)dy.

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)
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Neste caso, as sequéncias b, e a, > 0 podem ser escolhidas como

1
bn:inf{:czl—F(:c)SE} e ap, = R(by).

Demonstragao:
Suficiéncia: E imediato que

n

bn:inf{x:F(x)Zl—l}lw(F):sup{:v:F(x)<1}.

Pela relagao (1.34), sabemos que

_ 1-F(by+zR(b,)) . F(t+zRt)
nlhe T 1= F(by) o) 1-F(t) (1.36)

Mais uma vez, utilizaremos o Lema 1.4 para provar (1.32). Considerando a,, = R(b,),
de (1.36) segue

1 — F(b, + ayx)

lim n[l — F(b, + a,z)] = lim n[l — F(b,)] T~ ()
= e ° lim n[l — F(b,)],

e novamente basta mostrar que

lim n[l — F(b,)] = 1.

n—oo

1
Seja € > 0 arbitrario, entao (b, — €.a,) < b, e 1 — F(b, — €.a,) > —. Assim
n

1
L= F(by) < — < 1= Flby — e.a,),

e dai,

1— F(b,)
1 — F(b, — e.ay)

Agora, usando a relacao (1.36), segue que

<nll— F(b)] < 1.

e <liminfn[l — F(b,)] < limsupn[l — F(b,)] < 1.

Fazendo ¢ — 0, segue lim n[l — F(b,)] =1 e a condi¢do (1.26) do Lema 1.4 estd

verificada com U(x) = e~*. Dai (1.32) segue de (1.27).
A necessidade pode ser verificada em detalhes em Galambos (1978) e Resnick (1987).

O

Exemplo 1.2.
Distribui¢ao Uniforme (0, 1).
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0 se <0,
Flx)=4¢ = se 0<z<1,
1 se z>1.

Claramente a(F) =0 e w(F) = 1.
Portanto devemos verificar as condi¢oes dos Teoremas 1.4 ou 1.5. No caso do Teorema
1.5, vale (1.31) mas

1—t T 1—t
nao pode convergir para e~® quando t — 1. Logo, nao vale o Teorema 1.5, uma vez
que nao vale (1.34). Agora,

1= (t+aR() | @R

1 1
F*(m)zF(l——)zl——,x>1
T

T

1
F*(at) — lim (xt) _

S|
—
I
S|
@

e por isso, F* € RV_;, atestando que para a, = 1 — inf {x 11— F(z) <
b, =1,
x T\ n
Fr(1+2) = P(Z0 <14+ 5) 2 Hyu(a),
n n

Vale ressaltar que essa conclusao continua vélida quando tomamos a uniforme no in-

tervalo (0,6), 6 > 0.

Exemplo 1.3.
Distribuigao de Cauchy.
1 arctan(z)

Aqui sabemos que _TW < arctan(x) < g,Vx € R, e disso a(F) = —00 e w(F) = .

Assim, é possivel que sejam satisfeitos os Teoremas 1.3 ou 1.5. Mas usando integragao
por partes,

o T

—— __dr = oo,
o e T

|- Pads = o1~ F@) +
0

e nao vale o Teorema 1.5, visto que nao ocorre (1.33). Assim, devemos testar as
hipéteses do Teorema 1.3:

RSN € B

oo F(t) t—oco (1  arctan(t)
2 T
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Aplicando a regra de L "Hospital:

Alz) =1 =2t
() = m e =
ou
Fe RV,
e

T 7
com a, = tan (§ — —).
n

Exemplo 1.4.

1
Flz)=1- > e.
) log(z)" " = °
Temos que w(F) = sup{z : log(x) > 1} = oo.
Com isso nossas possibilidades sao o Teorema 1.3 e o Teorema 1.5. O Teorema 1.3 nao
é atendido, pois F' ¢ RV_.,v > 0, visto que

1
1m og(t) =1=2"
t—oo log(tx)

O Teorema 1.5 também nao é atendido, pois (1.33) nao acontece, ja que

S| b1
/ dr = lim dx

log x b—oo J, logx

1
> lim ——(b—
Z Mg )

li li €
= lim — lim
b—co logh  b—co logh

= lim — = o0.
b—oo log b
Portanto, nao existem sequéncias a,, > 0 e b, tais que F"(a,x + b,) convirja para
alguma distribui¢ao nao-degenerada.

Observacao 1.2.

a) Fisher e Tippet descobriram que as fungoes que satisfazem a equacao (1.4) podem
ser unificadas na chamada Distribuigao Generalizada de Valor Extremo (veja,
por exemplo, Kotz e Nadarajah (2000)). Nao apresentamos tal fungao aqui porque a
unificacao que apresentaremos no préximo capitulo é mais abrangente, uma vez que
considera transformagcoes estabilizantes nao-necessariamente lineares.

b) Os critérios da Secao 1.3 sao conhecidos desde Gnedenko, mas critérios mais refina-
dos foram aparecendo ao longo do tempo (alguns destes critérios sdo considerados por
muitos, mais simples e diretos). Podemos citar nesta linha os trabalhos De Haan em
(1971) e em(1994), e Galambos (1994), por exemplo.



Capitulo 2

Estabilizacoes gerais

2.1 Introducao

Neste capitulo, investigaremos o comportamento limite do maximo de variaveis
aleatorias estabilizado por uma sequéncia de transformacgoes nao-necessariamente li-
neares. Em outras palavras, sejam X, Xo, ..., X,, variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas com uma fun¢ao de distribui¢ao F, Z,, = maz{Xy, ..., X, },
e {G,(z)},>1 uma sequéncia de transformacgoes continuas estritamente mondtonas,
nosso interesse agora ¢é estudar o comportamento limite de

P(Zy < Gul()) = F*(Gu(x)), (2.1)

Essa abordagem foi proposta pela primeira vez por E. Pantcheva (1984). Neste tra-
balho, Pantcheva mostrou que todas as possiveis distribuigoes limite de (2.1) podem ser
unificadas em uma classe de fungoes, e estudou, em particular uma nova estabilizacao,
chamada estabilizagao poténcia, dada por

Go(x) = ay |z|" sign(z), (2.2)
onde a, >0eb, >0,¢e
—1 se z <0,
sign(x) = 0 se =0,
1 se >0.

Na Secao 2.2 mostraremos a unificagdo, apresentada por Pantcheva, de todas as
possiveis distribuigoes limites de (2). Na Segao 2.3 reobteremos as distribuigoes cléssicas
apresentadas na Secao 1.3 segundo a abordagem de Pantcheva. Na Secao 2.4 apresen-
taremos as distribuigbes limites de (2.1) para o caso da estabilizagdo poténcia. A
principal referéncia deste capitulo é Pantcheva (1984).

Comecamos com as definicoes de max-estabilidade e dominio de atracao.

Defini¢ao 2.1. Dizemos que F' é maz-estdavel (ou estdvel para o mdzimo) se para cada
n € N, existe uma transformagao continua estritamente mondtona G, (x) tal que

F(a) = F"(Gy(2)), (2.3)

1sto €, para cada n,

G N(Z,) 2 X,

n

onde X é uma variavel aleatéria que tem F' como funcao de distribuicao.

17
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Observagao 2.1. Conforme os Teoremas 1.1 e 1.2, sabemos que Hi,(z), Hay () €
H;o(x) sao distribui¢bes max-estaveis para alguma G, (x) = a, + b,, a, > 0. Como
ilustragao, é facil ver que, para G, (z) = = + logn, a distribuicdo Gumbell -Hj o(z)- é
max-estavel.

Definicao 2.2. Se Y € uma varidavel aleatoria nao-degenerada com distribuicao H, e se
existe uma sequéncia de transformagoes continuas estritamente mondtonas {G,(x) bn>1
tal que

ou seja,
F*"(Gp(x)) SN H(x), (2.4)

dizemos que F' pertence ao dominio de atracao de H, e escrevemos
F e D(H).
Neste caso, H sera chamada distribui¢ao limite extremal (ou maximal).

Observacao 2.2. Desta definicao, decorre que as distribuicoes classicas sao todas
distribuigoes limite extremais, pois neste caso (2.4) ocorre com G, (x) linear. Assim os
teoremas da Secao 1.3 apresentam condigoes para que uma funcao de distribuicao F
esteja no dominio de atragao de uma das distribuigoes limites cléssicas.

Exemplo 2.1.
a) Pelo Exemplo 1.2, temos que a funcao de distribuigdo de uma varidvel aleatéria
uniforme esta no dominio de atragao de Hs1(z) com a estabilizagao

Gn(z) = % + 1.

Temos ainda, pelo Exemplo 1.3 que a distribuicao de Cauchy estd no dominio de atragao
de Hy 1(z) com a estabilizagao

Gn(z) = tan <g - %)

b) Toda distribuigdo méx-estdvel estd no préprio dominio de atragdo, como con-
sequéncia da definicao de max-estabilidade.
c¢) Considere a distribuigao de Pareto parametro k

Fl)=1—27"

onde k > 0,z > 1. Se considerarmos G, (z) = n%x, k > 0, notamos que F' € D(H, )
d) Se F(z) =1—exp{—e "}, € R, entdo F' € D(Hs,) com

T

Gn()

= log(1 .
logn + log(log n)
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Note que, se F' € D(H), H é uma distribuicao limite extremal por defini¢ao, e
reciprocamente, se H é extremal, hd pelo menos uma distribuicao em seu dominio de
atracdao. Veja ainda que toda distribuicao max-estavel é uma distribuicao extremal
maxima, pois ela é o limite de algum maximo estabilizado.

Finalizamos esta secao apresentando uma definicao geral de distribui¢oes de mesmo
tipo, que estende a Defini¢ao 1.1 do caso classico.

Definicao 2.3. Duas distribuicoes H e H* sao do mesmo tipo se existe uma trans-
formagao continua estritamente mondtona G(x) tal que

H*(x) = H(G(x))

Note que se G(z) = Az + B, A > 0, a defini¢ao acima reduz-se a Defini¢ao 1.1.

2.2 Caracterizacao das distribuicoes limite extremais

Nesta se¢ao, esbocaremos todas as distribuicoes limite extremais como uma sé classe
de fungoes. Para isso, usaremos a sequéncia de lemas que se segue, dos quais demon-
straremos apenas o primeiro, visto que as outras demonstragoes sao muito técnicas e
estao detalhadas em Pantcheva (1984) e Small (2007).

O primeiro lema é uma extensao do Lema 1.4. Antes, vale notar que usaremos a
conhecida notagao A, = o(E,) para indicar que
=0.

li
1m En

n
n—oo

Lema 2.1. (Pantcheva, 1984) Seja uma sequéncia de varidveis aleatdrias indepen-
dentes e identicamente distribuidas, { X, }n>1, com funcao de distribuicao F. Entdo,

n[l — F(G,(z))] = U(x) < oo, (2.5)
se, e somente se,
P(Z, < Gyp(x)) = F"(Gp(z)) == H(z) = e V@), (2.6)
Demonstragao:
Primeiro notemos que se (2.5) é satisfeita, entao é imediato que
T (1= F(Go(@)) = T [n(1 ~ F(Ga(e))] = 0.

Da mesma forma, se (2.6) é satisfeita, temos

lim F(G,(z)) = exp{ lim l[n log F(G’n(x))]}

n—oo n—oo 1

— egjp{ lim - [log Fn(Gn(‘T))]}

n—oo N,
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e assim também temos lim (1 — F(G,(z))) =0.
Agora, P(Z, <z) = F"( ), e podemos escrever

log P(Zy < Gn(x)) = nlog{l — [1 — F(Gn(x))]}

log P(Z, < G,(z)) = nlog[l — B,(z)],

onde B,(z) =1 — F(G,(z)), e podemos assumir que B, (r) — 0.
Para 0 <y < 1, o desenvolvimento de Taylor de log(1 — y) é

2 3 2

) Y y .,y
log(l —y) = — +=4+=+... | =- +y|l=+—=+...|].
og(l —y) (y 5 T3 > (y y{2+3 D

Assim,
log P(Zy, < Gy(z)) = —nB,(z) {1 +) ?‘T(xl)} . (2.7)

Como lim B,(z) =0, se tomarmos 0 < ¢ < 1, existe ng tal que n > ng implica em

n—oo

B, (z) < § < 1. Pelo Teste da Razao, a série
© s
jzl J+1
é convergente. Assim, para n > ng a série
— Bi(2)
2541
¢ também convergente. Logo, para n > ng, temos

WSS B
f 2, 170

j=k+1

ou seja, dado n > 0, dky tal que

Z < n,Vk > k.
Escrevendo
— Bi(x)
Sn - 'n )
(@) Z J+1
7j=1
entao

Vn > ng, Vk > ko.Assim, como B, (z) L> 0, segue que

lim S,(x) = 0.

n—oo
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Agora, voltando em (2.7), podemos escrever
log P(Z, < Gn(z)) = —nB,(x)[1 + S, (x)],
e dai segue

<
lim log P(Z, < G,(z)) _
n—oo nB,(x)

ou seja,

log P(Zy < G(2)) = —(1 + o(1))n[1 — F(Gn(2)))-

Assim, se (2.5) é vélida, entao
e:z:‘p{ lim —n[l — F(Gn(x))}} = cap{~U(z)},
e por (2.8) segue

emp{ lim log P(Z, < Gn(:z:))} — cap{~U(z)}

n—oo

lim P(Z, < G,(z)) = exp{-U(z)},

n—oo

e (2.6) ¢ satisfeita. Reciprocamente, se (2.6) é valida, entao por (2.8),

lim [log P(Z,, < (G,(2)))] = lim —(1 + o(1))n[l — F(G,(z))]

n—oo n—oo

log lim P(Z, < (G,(x))) = lim —(1+ o(1))n[l — F(G,(x))]

n—oo n—oo

log H(z) = —(1+ o(1)) lim n[l — F(G,(2))],

n—oo

e segue (2.5).

Agora, para cada sequéncia de inteiros {m, },>1 tal que

My <N, My — 00, € %L)\E(O,l),
defina
gr(z) = lim G;&(Gn(x)).

n—oo

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Lema 2.2. (Pantcheva, 1984) Sob a condigdo (2.9), o limite (2.10) eziste e satisfaz

9s © ga(x) = gar(2)

(2.11)

Lema 2.3. (Pantcheva, 1984) Se uma func¢do de distribui¢ao nao-degenerada H € o

limite de P(Z, < Gyp(x)), entdo para cada X € (0,1)

H(x) = H(gx(x))-H(g1-x(x))-

(2.12)
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A equacdo (2.11), conhecida como equacao de Abel, tem solugao® da forma
ga(x) = ™ [h(z) — log A], (2.13)

onde h é continua e inversivel. Mais detalhes sobre a estrutura e o comportamento de
h serao devidamente verificados adiante.

Consideraremos aqui transformacoes G, (x) tais que g,(x) seja soluvel com respeito
a A, ou seja, dados z e t, a equagao gy(z) = t tem unica solugdo A = g(t, x).

A proxima definicao e os dois préoximos resultados podem ser encontrados em Small
(2007).

Definicao 2.4. Se f: D — R, D C R, ¢ uma fungao satisfazendo

fl@t+y)=f@)+fly), wxyeD. (2.14)
Entao, dizemos que f satisfaz a equacao de Cauchy.

Lema 2.4. Na relagao (2.14), se D =R ou D = R*, e vale uma das condig¢oes abaizo:
(i) f € continua

(i1) f € limitada em algum intervalo

(111)f € mondtona em algum intervalo

() f € positiva para x > 0.

Entao, para algum a € R,
f(z) = ax,Vx € R.

Lema 2.5. Sendo f: D — R uma funcdo, as equacoes:

flx+y) = f2).fly), =xyeD (2.15)
flry) = flz)+ fly), =wyeD (2.16)
flzy) = f(x).fly), =,yeD (2.17)

sao versoes da equacdo de Cauchy, cujas solugoes sao, respectivamente?:
flx)=e"" Ve D

f(z) =alogz,Vz € D
f(x) =2%Vx € D.

Agora, podemos enunciar e provar o principal resultado desta secao.

Teorema 2.1. Toda distribuicao limite extremal tem a forma
H(z) = exp{—e @}, (2.18)

onde h € a fun¢ao continua inversivel de (2.13).

Lconforme Aczel (1966), Capitulo 3
2Note que estamos levando em conta as solucdes nao-triviais.
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Demonstragao:
Dos Lemas 2.2 e 2.3, temos que

H{(x) = H(gx(x))-H(g1-x(x)), (2.19)
e por (2.13) temos
H(z) = H(h™"[h(z) —log A]).H (h™'[h(x) — log(1 — A)]),

onde h é continua e inversivel. Se definirmos T'(z) = H o h™!(x), segue diretamente
que T'(h(z)) = H(x) e a equagao anterior pode ser escrita como

T(h(z)) = T(h(z) — log \).T(h(z) — log(1 — ).

Fazendo as mudancas

v = @

T(h(x)) = T(logv) = w(v),

W) = w (%) w (1 . A) . (2.20)

Note que w(v) é nao-decrescente, por sua prépria construcao, e é claro que w(v) =0 e
w(v) = 1 s@o solugoes triviais da equagao 2.20. Entretanto, essas solugbes ndao geram
distribuigoes nao-degeneradas. Por isso, vamos considerar 0 < w(v) < 1.

1
Definindo ¢ (v) = w (—> (observe que v # 0 e que 9 estd bem definida) obtemos
v

(B0

Como para 0 < A < 1 fixo,

a equagao (2.19) reduz-se a

=+

sao bijecoes sobre os reais, de (2.15) temos que a equagao (2.21) tem solucao

(1) emlal) ot

Como w é nao-decrescente, temos a < 0. Agora, como v = e
(2.19) é da forma

=) segue que a solucao de
H(z) = w (")) = exp {_a }
eh@) )’
ou seja,
H(z) = exp {—ce_h(x)} .

onde ¢ = —a > 0.
Podemos tomar ¢ = 1, pois se h,(x) = h(x) + ¢, entéo

ga(z) = W7 [hu(@) — log A] = A~ [h(x) — log Al

e portanto
H(z) = exp {—e’h(””)} :
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O

Observacao 2.3.

a) E claro que h(z) é uma fungao estritamente crescente, pois H é uma funcao de
distribuicao, e por definicao, ela é continua e inversivel.

b) Temos também que

lim h(z)=—-00, e lim h(z) = occ. 2.22
z—a(H) (@) z—w(H) (z) ( )

Portanto o dominio da fungao h é o intervalo (a(H),w(H)).

Exemplo 2.2. :

a) Para H, ,(z), h(z) = —log(z~7) para z € (0, 00).
b) Para Hs . (x), h(z) = —log(—x)” para z € (—o00,0).
c¢) Para Hso(z), h(z) = z,Vz € (—00,0).

Corolario 2.1. Toda distribuicao limite extremal € maz-estdvel.
Demonstragao: Tome G,(x) = h™![h(z) + logn]. Entao temos
H"(Gp(x) = {[exp {—e’h(G”(I))H }n
= [6Ip {_e—h(ﬂﬁ)—logn}}”

= exp{—ne M) 75}

1
= exp {—n—.e_h(“‘)}
n

= H(z)
O
Corolario 2.2. Toda funcao de distribuicao continua crescente é max-estavel.
Demonstragao: Se fizermos h(z) = — loglog %x), temos que F' é uma distribuicao
limite extremal, e portanto, é max-estavel.
O

Observacgao 2.4. Cabe notar agora que as distribuicoes extremais classicas sao re-
duzidas a uma sé distribuicao geral®. De fato, quando G, (z) é linear, a distribuigao H
¢ escrita como

H(x) = Hso(h(x))
Se h(x) = —log(z~"), H é uma Fréchet ().
Se h(z) = —log(—x)7, H é uma Weibull(7).
Se h(z) = x, H é uma Gumbell.

3

nao estamos falando aqui da fungao distribuicao de valor extremo generalizada, citada na
observacgao 1.2.
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2.3 Estabilizacao Linear - Distribuicoes Classicas

Nesta se¢ao, usaremos os resultados da secao anterior para reobter as distribuigoes
extremais classicas, descritas no Capitulo 1. Vamos agora enunciar um lema que sera
a ferramenta béasica nesta secao.

Lema 2.6. (Aczel, 1966)
Seja a fungdo f: RY — R. Se para um dado A € (0,1) existe m € R — {0} tal que

flz) =Af(A"z),Yx >0 (2.23)

entao Vx > 0,
flz) = bam, (2.24)

para algum b € R.

Observacao 2.5. Sempre que usarmos este lema, tomaremos b = 1, pois do contrario
apenas geraremos funcoes de mesmo tipo.

Cabe ainda ressaltar que, da expressao (2.13) segue que

ga(z) > x,Vr € R, (2.25)

pois do contrario, terfamos log A = 0 ou log A > 0, dois absurdos, ja que A € (0,1).

Consideremos entao a estabilizagdo G,(r) = a,x + b,, a, > 0. Seguindo (2.10),
temos que para m, < n, m, — 0o e o 1€ (0,1)

anx + by + (—bp,,)
A,

G loG,(z)=

My,
n

o(z) = lim G, oG, ()

. n . by — by,
= lim —az + lim =
n—oo a,mn n—oo amn
de forma que
ga(x) = a(N)z + B(A), (2.26)
onde 5 _b
a p—
A) = lim — A) = lim ——™
W, TR
Agora, como
Un Gy O,
Umys Gy, Oys

segue que
a(rs) = a(Na(s), A, s € (0,1), (2.27)
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€ como

bn - bmns an (bmn - bmns) bn - bmn
= + —7",
Qp, A,

Am,, Am

n n

segue que
B(As) = a(A)B(s) + B(A). (2.28)

Do Lema 2.5 segue que as possiveis solugoes de (2.27) sao
aA)=1  ou «a)=A", m = constante
Caso 1. Se o(\) = 1, (2.28) reduz-se a
B(As) = B(s) + BN,
e novamente pelo Lema 2.5 sua solucao é
B(N\) =klog X, k= constante.
Assim, segue de (2.13) e (2.26) que
g(z) =z +log A = h ' [h(z) — log A],
e devemos entao resolver a equacao
h(z +log \) = h(z) — log A,

ou ainda,

h(x) )

exp{h(x +log\)} = —.e

> =

Fazendo f(z) = €@ > 0, ficamos com
f(x) = Af(z+ klog\).
Fazendo entao F'(e*) = f(x), nossa equagao se torna

F(e") = AF(\Fe?),

Temos por (2.25), que k < 0.
Concluimos entao pelo Teorema 2.1 que

H(xz) = exp {—e%}
que é do mesmo tipo de Hso(x), sendo a prépria para k = —1.
Caso 2. Se a(A) = N\, (2.28) se reduz a

B(As) = A"B(s) + B(A)
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cuja solucao? é

BA) = k(A" —1), k= constante,
e com isso, de (2.13) e (2.26) temos

g(x) = \"(x + k) — k= h7'[h(z) — log \].
Assim, basta resolvermos a equagao
h(AN"x — k) = h(x — k) — log \. (2.29)
Agora, como gy(x) = A" (z + k) — k, de (2.25),
ANz + k) > (z+ k).

(i) Se (z + k) > 0, concluimos que A™ > 1e m < 0.
Fazendo f(z) = "% a equacdo (2.29) torna-se

flx) = Af(A"),
cuja solugado, pelo Lema 2.6, é f(z) = 2w, Assim
eM@) — flz+k)=(z+ k’)_%

e dai .
h(x) = log (z + k),

onde x € (—k,00). Portanto, do Teorema 2.1 concluimos que
H(z) = exp{—e"™} = exp <—(a: + k)’i> :
funcao do mesmo tipo de Hj,(z) com v = —=+ > 0.

(ii) Se (z + k) < 0, em (2.29) escrevemos
h(=A"z — k) = h(—2 — k) — log A,

h(=2=k) " chegamos novamente a

fla)=a"m,

e fazendo f(z) =e

donde concluimos

W = f(~(z+ k) = [~ + k)™

h(z) = log[—(z + k)] 7,
onde x € (—oo, —k). Desta vez, obtemos pelo Teorema 2.1 que H(z) é do mesmo tipo
1
de Hy () com v = > 0.

Assim, os resultados apresentados da Teoria Classica sao obtidos como consequéncias
dos resultados de Pantcheva. Na abordagem de Pantcheva, as conclusoes do Teorema
1.2, que apresenta as distribui¢oes de Gnedenko, seguem como uma aplicagao do Teo-
rema 2.1. A seguir trataremos da estabilizacao poténcia.

4conforme Pantcheva (1984)
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2.4 Leis max-estaveis sob estabilizacao poténcia

Nesta se¢ao investigaremos o limite da expressao (2.1) sob a estabilizagao poténcia,
proposta por Pantcheva (1984).
Consideremos entao a estabilizacao

Gr() = ag || sign(z),

onde a, >0, b, >0, e
—1 se z <0,
sign(z) = 0 se z=0,
1 se z>0.

. ~ . n
Seguindo os mesmos passos da secao anterior temos, para m, < n, m, — 00 €
mTL

SLELNSY 1
- € (0,1),

Gm, () = ap, |x|bm" sign(x)

Gt (x) = <ﬂ)% sign(z).

Ay,
Assim -
Gl oGp(z) = (aan ) ' |:c|bann sign(x).
Portanto
g(z) = a(N) |x|ﬁ( )szgn(x),
onde

. an \'™ . by
a(A) = lim ( ) e f(A) = lim —.

n—00 \ G,

Usando o mesmo raciocinio do caso linear, chegamos as seguintes possibilidades:

Caso 1. S(\) =1 e a()) = \*, k = constante.
Entdo g)(z) = \¥ |z], e de (2.25) temos que

lz| \F > 2.
(i) Se x > 0, segue que k < 0. De (2.13) segue
h(N\z) = h(z) — log A.
Fazendo f(z) = e"®), a equacdo se torna
fla) = Af(\a),

cuja solucao é, pelo Lema 2.6
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1
Logo, h(x) = ~Z log z, e pelo Teorema 2.1 concluimos para x > 0 que,

H(z) = eap{—at} = Hy,(0),

1
com vy = ——.
k

(ii) Se = < 0, segue a equagao
h(=Mz) = h(z) —log A,

1
cuja solugdo é h(z) = ——log(—x).

Agora, a restrigao (2.25) é satisfeita para todo k nado-nulo. Entretanto, se considerarmos
k < 0 a fungao h nao sera crescente, motivo pelo qual consideraremos apenas a restri¢ao
k > 0. Portanto, chegamos a

H(z) = Hyp(2)
1
k

com vy =

Caso 2. By = \" e a, = FO" =Dk = constante e m = constante.

KT=1) | X

a(z) =e sign(x),

h (c Elas sign(m)) = h(cx) —logh, c=¢e"
Por facilidade, vamos supor® ¢c=1, entao teremos
h (|:c|’\m sz'gn(x)) = h(x) — log . (2.30)

Devido ao médulo na expressao acima, é conveniente analisar as solucao caso a caso®.

Note que a equagao (2.30) nao faz sentido para z =0, x =1 ou z = —1.

(i) Caso = > 1.
A condigao (2.25) nos leva a m < 0. Entao, (2.30) torna-se

h (") = h(z) — log A.
Fazendo f(x) = M segue que
fa) =Af (),
e fazendo F(z) = f(e”), a equagao reduz-se a

F(logz) = AF (A" logx),

5na verdade poderfamos deixar o fator ¢ durante as contas seguintes; no entanto apenas terfamos

distribui¢oes do mesmo tipo das que encontramos.
SNote que o que muda na andlise de cada caso é uma sensivel alteragiao na defini¢do da funcao F,
devido aos valores de x.
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cuja solucao é )
F(logx) = [logx] ™.

Assim, segue que )
log 2] =% = f(z) = @

h(z) = log[log z]

onde x € (1,00), gerando portanto a distribuigao extremal

H;.(z) =exp{—(logz) "} ,z > 1,
1
com vy =—— > 0.
m

(ii) Caso 0 < z < 1.

Agora, a condi¢ao (2.25) nos garante m > 0 e chegamos a mesma equagao do caso

anterior. Como agora, o logaritmo ¢ um niimero negativo, definimos F'(— log z) = e"®),

e obtemos

F(=logx) =[— logx]_% = @

h(z) = log|— log:v]_%,() <z <l

Portanto, a distribuicao extremal obtida pelo Teorema 2.1 é:

Hyo(z) =exp{—(—logz)"},0 <z <1,
1
onde v = — > 0.
m

(iii) Caso —1 <z < 0.
Por (2.25) temos m < 0, e a equagao (2.30) torna-se

h(—(—=2)*") = h(z) — log .
Agora, fazendo F(—log(—x)) = @ obtemos como nos casos anteriores

F(—log(—x)) = [~ log(—x)]" "

3=

= ¢

h(z) = log[— log(—)] .

Portanto a distribuicao extremal neste caso é
Hs . (z) = exp{—(—log(-z)) "}, -1 <z <1,
1
onde 7y = —— > 0.
m

(iv) Caso x < —1.
Por (2.25) temos m > 0, e a equagao (2.30) torna-se

h(—(—=2)*") = h(z) — log .
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Desta vez, fazendo F(log(—x)) = €"®) chegaremos a

h(z)

3=
I
o

F(log(—x)) = [log(—=)]”

h(z) = log[log(—x)]

onde x € (—o0, —1), gerando portanto a distribuigao extremal
Hg(z) = exp{—(log(—x))"},z < —1,
1
onde v = — > 0.
m

Concluindo, a estabilizacao poténcia nos proporciona seis possibilidades de dis-
tribuicoes extremais, duas das quais ja tinhamos também pela estabilizacao linear.

Portanto, se F' é uma funcao de distribuigao de uma variavel aleatoria X, e temos n
copias independentes de X, (Xi,...,X,), o maximo dessas varidveis aleatorias estabi-
lizado por uma sequéncia de transformagoes do tipo poténcia se comporta da seguinte

maneira: )
Za\" D
12\ b,
An,

P <Zn < ay |z sz'gn(x)) =F" (an || sz’gn(a:)) 5 Hi\(x),i=1,...,6

ou

onde H; . (z) = Fy,(z).

Agora, com base nos calculos dessa segao, e também em (2.22), exibiremos as dis-
tribuicoes extremais da estabilizacao poténcia, obtidas por Pantcheva, com os devidos
valores para toda a reta real.
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e sex>0
Hy,(z) = 0

,caso contrario

1 e x>0
Hyy(z) =

— (=) , .
e~ (%) ,caso contrario

0 sex <1
Hsy(z) = _ (.
exp{—(logz)~"} ,caso contrario
(0 sex <0
Hy.(z) = exp{—(—logz)'} ,sel0<x<1
! sex>1
(0 sexr < —1
Hs . (z) = exp{—(—log—x)77} ,se—-1<z<0
! sex >0

Hy (1) { exp{—(log—x)"} sex < —1

1 ,caso contrario

Observacao 2.6. Mohan e Ravi (1992) nomearam as seis ultimas distribuigoes como
leis p-mazx estdaveis, uma vez que a estabilizacao em questao é a estabilizagao poténcia.
Eles também nomearam as distribuigoes classicas como leis I-max estdveis, natural-
mente porque a estabilizacao em questao ¢ linear.

Observagao 2.7.
1
a) Sob a estabilizacio G, (z) = |z|" * sign(x), Hy, e Hs, estdo no dominio de atracio
de si mesmas, justamente porque elas se max-estabilizam com esta transformacao.O
1

mesmo vale para a estabilizacio dada por G,(z) = |z|"" sign(z) e as distribuicoes
H; . e Hs,. Ambas as afirmagoes decorrem diretamente do Coroldrio 2.2, mas serao
justificadas no proximo capitulo.

b) Note que as distribuicoes Hs ., Hi., Hs,, Hg. sdo exemplos de distribuigoes que
sao max-estaveis sob a estabilizacao poténcia e nao sao max-estaveis sob a estabilizacao
linear.

c) Seja

0 ,se £ < 0

sex >0
14+

. nx e ~ ~ 9. , ~ .
e considere G, (z) = mE uma estabilizacao nao-linear, que também nao se encaixa
x
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na estabilizacao poténcia. Entao F' € D(H), com

0 sex <0

H(z) = 1
(@) exp (—%) ,se x > 0
x

Mas tal verificacao (através do limite (2.4)) nao é necessariamente simples, como em
muitos outros casos. Por isso, a exemplo do que fizemos com o Lema 1.4 no Capitulo
1, é mais recomendavel o uso do Lema 2.1 para verificar tal convergéncia.

d) Conforme Secao 1.2 do Capitulo 1, a distribuigao

1
F(:z:):l—l LT > e,
og T

nao pertence ao dominio de atracao de nenhuma distribuicao extremal sob a estabi-
lizagao linear. Mas, se G, (x) = |z|" sign(z), teremos que

F*(Gp(x)) = Hy(x)

Logo, o fato de uma funcao de distribui¢ao nao estar no dominio de atracao de outra
sob certa estabilizacao nao encerra a discussao sobre essa relacao de pertinéncia, pois
pode haver uma estabilizacao que a satisfaca. Na proxima sessao apresentaremos um
critério também suficiente para essa questao.

2.5 Um critério generalizado

Nesta se¢ao, temos como objetivo esbocar uma condi¢ao necesséria e suficiente
para que uma funcao de distribuicao esteja no dominio de atragao de uma distribuicao
extremal. Para tal, precisamos assumir apenas o Lema 2.1, apresentado na Secao 2.2.
O proéximo resultado foi proposto por M. Srechari (2008). Antes, defina

K(z) = [1 = F(h™'(z))]e",
e suponha H(x) uma distribuicao extremal méaxima, ou seja,
H(x)=exp {—e’h(x)} :

Teorema 2.2. (Sreehari, 2008)
Seja F' uma fungdo de distribuicdo nao-degenerada. F' € D(H) se, e somente se, existe
uma sequéncia de fungoes positivas {L,(x)},>1 tal que

K(h(z) +log[nL,(x)]) o
T o) 1, (2.31)

Vz € (a(F),w(F))

Demonstracao: Suponha F' € D(H). Entao existe uma sequéncia de transformagoes
continuas estritamente monétonas {G,,(z)},>1 tal que

F™(Go(2)) = H(z), z € (a(F),w(F)), (2.32)
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ou, segundo o Lema 2.1
n[l — F(G,(z))] = —log H(z) = e "®, (2.33)
Seja X
Ln(w) = —eaplh(Gu(w)) — h(@)],

entao temos

Gn(z) = h ' [h(z) + log(nL,(z))].

Todas essas passagens sdo autométicas, visto que {G,(z)},>1 é sequéncia de trans-
formagoes continuas inversiveis, h(z) é continua inversivel, ¢ o mesmo podemos dizer
de log(z). Agora, como log(nL,(x)) = h(G,(z)) — h(z), podemos escrever

K(h(z) +log[nL,(x)])
Ly (z)

= ne*h@n(m”*h“”{l—F<h*[h<x>+h<Gn<x>> () el st En(e)
— pe MGn(z))— ]{1_ F(G (x))}eh(Gn(r))
= n[l — F(Gp(z)))e"®.

An,m =

Por hipétese, temos que
A @) h(e) —

n,x )

e temos assim, a relagao (2.31).
Reciprocamente, suponha que vale (2.31).Considere

Calr) = h'[A(x) + log(nLn(2))]
Entao temos
n[l = F(Gu(x))] = n[l = F{h™[h(x) + log(nLn(x))]}]
= nK(h(z) + log[nL,(z)])e h@+lsnln@)]

nK (h(z) + log[nL,(z)])e "
nkl, (x)

K (h(z) + log[nLy(z)])e @
LH(I)

e daf segue de (2.31) que
n[l — F(Gp(z))] - e @),

Novamente do Lema 2.1 podemos concluir que F' € D(H).
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Observacao 2.8.

a) Existem maneiras especificas de se tomar a sequéncia {L,(x)},>1 dado que F €
D(H). Algumas sugestoes nesse sentido podem ser verificadas em Sreehari (2008).

b) Os trabalhos de Mohan e Ravi (1992), e de Christoph e Falk (1996) fazem im-
portantes relacoes entre dominios de atracao determinados por estabilizagoes lineares
e estabilizagoes poténcia, e também mostram condigoes necesséarias e suficientes para
que, sob a estabilizacao poténcia, uma funcao de distribuigao pertenca ao dominio de
atracao de uma distribuicao extremal. Tal fato nao consta em nosso trabalho porque
o Teorema 2.2 é mais abrangente que os trabalhos anteriores.

Exemplo 2.3.
Seja
1
Flz)=1——2>1

T

Considerando G, (z) = nx, segue que
1 n o 1
n[l — F(Gy(z))]=n|—| — =

Assim, pelo Lema 2.1 e pela defini¢do de dominio de atracdo, F' € D(H;;) com a
estabilizacao considerada.

Neste caso, L,(z) =1 e A, = 1, onde seguimos a mesma nomenclatura da demons-
tracao.

Para finalizar esta secdo cabe observar que Pantcheva (1984) apresentou um teo-
rema com os mesmos objetivos do teorema anterior. O resultado de Pantcheva dizia o
seguinte:

Teorema 2.3. Sejam F uma fungao de distribuicao e H uma funcao de distribuicao
nao-degenerada.

FeD(H)
se, e somente se,
1— F(z) = [1+ oV)]L(h(x))e ™™™  quando z — w(F), (2.34)

onde L(x) é uma fun¢ao Regularmente Variante. A sequéncia de transformagoes nor-
malizadoras pode ser escolhida como

Gn(z) = h™{h(z) + log[nL(logn)]}. (2.35)

Esse resultado foi questionado por Sreehari (2008). Antes de apresentar o Teo-
rema 2.2 como alternativa ao Teorema 2.3, ele citou o seguinte contra-exemplo para a
necessidade da condigao (2.34) proposta por Pantcheva:

Exemplo 2.4.
Conforme Mohan e Ravi (1992), sejam F e H as fungdes de distribuigao

0 ,sex < 1
F(z) =

1 —exp{—(logz)?} ,sex>1
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0 ,se x < 0

H{@) = Hi(e) = exp (_l) sex>0
x) ' -

Entdo F € D(H) quando usamos a estabilizacio G, (z) = a,, || sign(z), onde
1
a, = \/logn e b, = ———.
& 2¢/logn
Para x > 0, temos que,

1

h(z) = —log <5> e hl(y)=e' ycR,

Logo, de (2.34)
L(logz) ~ exp {—h*(z) + h(z)}
L(y) = exp (y — y°) .

Note agora que

ML>oo, se t>1
L(y)
¢ L(t
MLO, se 0<t<l1
L(y)

e a funcao L nao é regularmente variante.
Segundo o Teorema 2.3, para = > 0

G*(z) = exp{h(x)+log[nL(logn)]}
= exp{loglznL(logn)|}
— znL(logn)
= z.n.exp [logn — (log ”)2}
= an’exp [—(logn)’]

e segue que

[l = F(G,(z))]

nao converge para — quando n — 00, o que deveria acontecer segundo o Lema 2.1.
x

Assim, a condicao do Teorema de Pantcheva nao é necessaria e suficiente, ja que
a parte da necessidade nao estd correta. O problema na parte da necessidade no
Teorema 2.3 é que em sua demonstracao, Pantcheva assume que existe uma fungao

regularmente variante L(z) para ser usada em (2.35) ao invés de mostrar que a funcao

L(z) que atende (2.35) é regularmente variante. Uma outra suposi¢ao de Pantcheva

era que a fungdo L em (2.34) era tal que L(logz) seria lentamente variante, fato que

nao acontece no exemplo acima.



Capitulo 3

Resultados para modelos de
misturas finitas

3.1 Introducao

Quando se trata de modelagem e coleta de dados, é bastante razoavel levar em conta
que as observacoes de uma variavel aleatéria provenham de duas ou mais populagoes.
O nivel de um rio, por exemplo, pode ser influenciado por chuvas em seus afluentes
e pela vaporacao em seu leito. Nestas situacoes a modelagem pode ser feita por uma
mistura finita.

Definicao 3.1. Sejam F, Fy, Fs, ..., F, funcoes de distribuicao, p1, pa, . . ., pr, numeros
k

reais tais que 0 < p <1 e ij = 1. Se a funcao de distribuicao F € dada por
j=1

F=p Fy +p s+ ...+ piky (3.1)

dizemos que ela é uma distribuicao de mistura finita. Os nimeros p; sao chamados
pesos da mistura e as distribuicoes I sao as componentes da mistura.

Ressalta-se que a hipétese basica é que a decomposi¢ao em (3.1) é tnica e sé faz

k
sentido se ﬂ S(F;) # 0, onde S(F};) representa o suporte da fungao Fj.
j=1

Misturas finitas tém alcance em vérias areas; Titterington et al (1985), cita uma
série de aplicagoes, como em pesquisas de industrias de pesca, economia, medicina,
psicologia, paleontologia, sedimentologia, agricultura, zoologia, dentre outros. Sob o
ponto de vista estatistico, a modelagem de dados por meio de uma mistura,conforme
Coles et al (2003), descreve o fenémeno analisado de uma maneira mais eficiente do
que os modelos padroes.

Nosso interesse neste capitulo é estudar o comportamento limite de

P(Z, < Gu(z)) = F"(G,)

quando F' ¢é dada por (3.1) e G,, é uma sequéncia de transformagoes continuas es-
tritamente mondtonas. Esse problema foi, inicialmente, abordado por Al-Hussaini e

37
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El-Adll (2004) e posteriormente por Ravi e Sreehari (2009). Na Segao 3.3 discutiremos
a relacao entre o comportamento limite de uma mistura e de suas componentes sob
uma mesma estabilizagdo G, (z). Na Segao 3.4 retomaremos essa discussao no caso em
que as estabilizacoes das componentes sao distintas. Na proxima secao selecionaremos

alguns exemplos de comportamentos limite para serem usados nas se¢oes posteriores.
As referéncias deste capitulo sao Al-Hussaini e EI-AdIl (2004), e Ravi e Sreehari (2009).

3.2 Convergéncias - exemplos

Nesta secao, selecionamos alguns exemplos de convergencias utilizando o Teorema
2.1, o Lema 2.1, e o Corolario 2.1, que serao uteis nas proximas segoes.

Exemplo 3.1. Afirmamos na Segao 2.3 que Hs.(x) e Hs.(x) estdo no dominio de
atracao de si mesmas, com

-

Gol(z) = |z sign(x).

Vamos verificar este fato.
Seguindo o Teorema 2.1 para Hj () temos,

h(x) = logllog(a)]", € (1,00),

cuja inversa é

2|~

ht(z) = exp [(e“”) } , € (—o0,00).
Pelo Corolario 2.1
Gu(x) = h'(h(z) +logn)

= exp (exp[log(loga:)’y—i—logn])%}

[n(log2)"]* }

= exp

= exp

= =

ny logx}

que pode ser escrita como

-

G(x) = |z|"" sign(z).
Para Hs . (z), o célculo é andlogo.

Exemplo 3.2. Considere a funcao de distribuicao

0 se <0,
F(a:')—{ 1—e® se >0
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Se G, (x) = x + logn, podemos ver que

n[l— F(G,(x))] = n [e‘”log"]

Dai
[l — F(Gu(x))] = 7,

e pelo Lema 2.1,

Concluimos assim que F' € D(Hjp).
Exemplo 3.3. Seja

1
Flr) — ——
(z) 14+e 2’

e a mesma estabilizacao do exemplo anterior. Entao

rzeR

FY(Gn(x)) =

e assim

Exemplo 3.4.
a) Sejam F a fungao de distribuigdo de uma varidvel aleatéria uniforme em (0,1) e

Gn(z) = |x|%3ign(x). Para 0 <z < 1,

1

FY(Go(2)) = {ﬂ" — o r=H,(2)

b) Se F ¢é a funcao de distribui¢do de uma varidvel aleatéria uniforme em (-2, —1),
ou seja.
0, se =< —2,
Flx)=4 242, se —2<uz<-1,
1, se x> —1.

com a mesma estabilizacao, segue que
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Exemplo 3.5. Sejam

Temos que

e dai segue

Exemplo 3.6. Sejam

F(z) =
Temos que
n[l — F(Gn(z))]
Logo,

lim n[l — F(G,(x))]

n—oo

e entao, do Lema 2.1, segue

0 se z<1
1—277 se z2>1

0, se <0
1 1 1 . 1 >0
2 z+1  (z+1)2]° o=
2
nx
Gn(x) =
@) =""7
n 1+ (1+x)?
2 (nx?2+(14+2) nx?2+ (1+2)?
1 < n(l+ ) n(l+ x)?
2 1 2
e
n
1 (14 x) (1+ x)?
2 1+ 2
a2t n n{:v +1—|—x}
n
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Exemplo 3.7. Seja

0, se z<1
F(z) = :
1—277 se z2>1

Vamos encontrar a estabilizagdo G, (z) que deixa F em seu préprio dominio de atragao,
o que é possivel, j4 que F é max-estdavel por ter o formato indicado no Teorema 2.1.
Assim, embasados em (2.18), sabemos que

h(z) = —log[—log(1 —z77)], x>1,

e dal 1
hWiz)=[l-exp(—e™)] ", zekR
Com isso
Gulw) = h7'[(z) + logn]
= [1 —exp {—e_h(x).e_log”}} 5
_ {1 . F(m)’ﬂ o
ou seja

Golw) = [1—(1=27)7"] K

3.3 Estabilizacoes idénticas

Nesta se¢ao, abordaremos o problema do comportamento limite da expressao F™ (G, (x))
quando a distribuigdo F é uma mistura como em (3.1), e suas componentes sao sub-

metidas & mesma estabilizagdo G, (x). Antes, vale ressaltar uma consequéncia direta
do Corolario 2.2.

Lema 3.1. Se F(z) e G(z) sdo distribuicoes limite extremais, entdo
H(z) = F(x)G(x)
€ uma distribuicao limite extremal.

O teorema a seguir, mostra que se uma sequéncia de transformagoes G,, () estabiliza
cada componente de uma mistura, entao ela estabiliza toda a mistura.

Teorema 3.1. (Ravi e Srechari, 2009)
Suponha que Fy,..., Fy, Hy,..., Hy sao fungoes de distribuicao nao-degeneradas, tais
que
F'(Gn(z)) = Hj(z), 1<j<k (3.2)
e vale que S(H))NS(H;) #0,1<i<j<k.
Se F(z) =p1Fi(x) + ...+ piFi(x) € uma mistura, entdo
0 se x <max{a(Hy),...,a(H)}

nGo(2)) s H(x) =4 F '
F (Gn< )) H() HH;D](ZL‘) se x>ma${&(H1),.--,a(Hk)} (3 3)

i=1



Capitulo 3. Resultados para modelos de misturas finitas 42

Demonstragao: Usaremos o Lema 2.1 para verificar este teorema, ou seja, basta
provar que
n[l — F(G,(z))] = —log[H"...H}*]. (3.4)
Para isto consideraremos dois casos:
(1) Suponha z > max{a(H,),...,a(Hy)}.
Temos que H;(x) >0,V 1 < j < k. Usando que p; + ...+ p; = 1, podemos escrever

n[l = F(Gn(x))] = n 1—ijFj(Gn($))]

=n ZPJ—ZPJFJ‘(Gn(JE))

= Y pinll = B(G.@))

Usando a hipétese (3.2), obtemos

n[l = F(Gu(x))] == Y pj[~log H;(x)]. (3.5)

=1

Ou seja,
n[l — F(G,(x))] — —log [HY'...H}]

e segue o resultado.
Note que se S(H;) N S(H;) =0, o produto resulta nulo.

(ii) Se x < max{a(H,),...,a(Hy)}, temos que para algum 1 < i < k,
B[l = F(Go(@))] = oo

e dai
n

n[l — F(G,(x))] — oo
o que leva o limite de F'"(G,(x)) a zero.

0

Observacgao 3.1.
a) No caso particular das leis max-estaveis sob estabilizacao poténcia , introduzidas
por Pantcheva (1984) e apresentadas na Segao 2.4, podemos observar que neste caso
poténcias de uma das 6 possiveis distribuicoes limites extremais H; (x), i = 1,2,...,6,
sao do mesmo p-tipo de uma delas. Aqui dizemos, conforme Pantcheva (1984), que
duas distribuicoes H e H* sao do mesmo p-tipo se existem constantes positivas A e B
tais que H*(z) = H(A |z|” sign(z)) (em outras palavras, na Definicao 2.3 consideramos
G(z) = Alz| sign(z)).

De fato, sejam v > 0, A > 0, B > 0. Considere
- Gy(x) = Alz|” sign(z) com A = pf% e B=1.
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- Go(z) = Alz|” sign(z) com A = p% e B=1.
- Gy(z) = Alz|” sign(z) com A=1e B= p*%.
- Gy(x) = Alz|” sign(z) com A=1e B = p%.
Dessa forma, temos o seguinte:

o Hi, (r) = Hi,(Gi()).
o Hj () = Hay(Ga()).
o Hy (r) = Hs,(Gs()).
o Hi(r) = Hiy(Ga(x)).
o HY (v) = Hs,(Gs(z)).
o Hg, () = Hs,(Ga()).

b) Sob a estabilizagao poténcia, a distribui¢ao limite de uma mistura é do mesmo tipo
de um dos 6 limites H;,(x), i = 1,2,...,6 encontrados por Pantcheva (1984). Para
exemplificar, consideramos o caso de duas componentes. Para isso, sejam 0 < p <1 e
0 < q < 1. Dali,

o Hy (v).H! (v)=H. (v)= H ,(Gi(z)) parai=2,5,6.

i Hf,'y(x)Hg,'y(x) = H377(G(I))7 em que

? , <1,
T e b ] e
o HY (v).H{ (v)= H ,(G(z)), em que
z , <0,
G(z) = [% + q(—logw)”]i , O<z <1,

px , z=>1
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~[p(=2) +qllog—a)")" , w< -1,
G(ZL’) = GQ(.’L’) , —1<x<0,
z , >0
o Hy (v).H! (v)=Hj. (v) = H;3,(Gs(z)) parai=4,5,6.
o H} (v).H! (v) = Hj (v) = Hy,(Gy(x)) parai=5,6.
o Hf (v).H, () = Hy (z) = Hs5,(Gs(x))

Exemplo 3.8.
a) Considere

F(z) = p1Fi(z) + po Fo(x) + p3Fs

) Gn(z) =z +logn,
onde
Fi(x) = H3(2)
0 se <0
Fg(a:):{ l—e® se >0
¢ 1
Fylw) = 14e

Pelos Exemplos 3.2 e 3.3, com a estabilizacao sugerida temos,
Fy € D(H;sp) = H;

F, € D(H;3p) = Hy
F3 < D<H370) — H3
Entao
F™(Gn(x)) = HEy(x).Ho (). Hiy (2) = Hs ().

Com esse exemplo, ilustramos uma indicacao direta do teorema, que nos diz que se as
componentes da mistura estao no mesmo dominio de atracao sob a mesma estabilizacao,
entao a mistura também estd neste dominio de atragao com a referida estabilizacao.

b) Seja
F('T> = plFl(fE) +p2F2(x)

com Fi(z) sendo a fungdo de distribui¢ao de uma uniforme em (0,1) e Fy(x) a fungao
de distribui¢do de uma uniforme em (-2,-1).

Pelo Exemplo 3.4, a estabilizagao G, (z) = \:U|%sign(a:) nos leva a

F € D<H4’1),
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F> € D(Hg,).

Entao
F*(G(r)) — Hpy(z). HE (v) = Hyy ()

e aqui, em conformidade com o Teorema 3.1 a distribuicao limite da mistura é nao-
nula apenas na intersecao dos suportes das distribuicoes limite das componentes, que
coincide com o suporte de Hyy(z).

1
c) Considere agora a estabilizacdo G,(z) = |z|"" sign(z). Seja

F(z) = p1.Fi(x) + paFa(x)

com Fy(z) = Hs () e Fyo(x) = Hs ().
Pelo Exemplo 3.1, Fy € D(Fy) e F» € D(F3). Portanto

F™(Gn(x)) = H{. (2).HY (x) = HE (x),

e novamente a relacao entre os suportes das distribuicoes limites das componentes
define o formato final da distribuicao limite da mistura.

Uma pergunta natural ao teorema anterior é se vale a reciproca, ou seja, dado
que uma mistura se estabiliza com determinada G, (z) interessa-nos saber se suas
componentes também se estabilizam com tal sequéncia e se a distribuicao limite de
cada componente tem o formato de um dos fatores da distribuicao limite da mistura.
Neste sentido, Al-Hussaini e EI-AdIl (2004) enunciaram o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Sejam X, Xo, ..., X, varidveis aleatorias independentes com uma dis-
tribuicao comum F(x) dada por (3.1). Entao

P(Zy < Gu()) = F"(Gu(w)) == [ [ H (2) (3.6)

se, e somente se
F(Gn(x)) — Hj(z), (3.7)

onde {G,(x) }n>1 € uma sequéncia de transformagoes continuas estritamente mondtonas
e Hj(x),i=1,2,...,k sdo fun¢oes de distribuicao nao-degeneradas.

No referido trabalho, os autores mostraram que (3.7) implica em (3.6), o que cor-
responde ao Teorema 3.1. Nossa referéncia nesse caso foi o trabalho de Ravi e Sreehari
(2009), porque o enunciado e a demonstragao neste caso foram mais simples e precisos.
A implicagao contraria (que nao foi exemplificada) foi deixada por Al-Hussaini e El-
Adll a cargo do leitor. No entanto, Ravi e Sreehari mostraram que tal implicagao é
falsa, com o contra-exemplo a seguir.
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Exemplo 3.9. Seja

1 1
com
0, se z<1
Fi(x) =
c
e
0, se z<1
Fy(x) =
c
1
onde 0 <vy<l,ec>1+—.
Y
Assim
0, se z<1
F(z) =
1—277 se z>0.

Pelo exemplo 3.5, esta distribuicao esta no dominio de atragao de
1 1
Hio(@) = (HE, (@) (17, (@),

com G,(z) = n%x, ou seja, (3.6) é satisfeita. Entretanto, com esta estabilizagao
(linear), as componentes da mistura nao tém qualquer distribuigao limite, contrariando
a necessidade de (3.7) no Teorema 3.2 conforme verificaremos a seguir.
Como a estabilizacao é linear, as componentes s6 podem estar no dominio de atracao
de Hy ., Hy., ou Hsp, segundo o Teorema 1.2. Mas w(F}) = w(F,) = 00, 0 que nos faz
descartar H,, como possibilidade, conforme o Teorema 1.4.

(i) Pelo Teorema 1.3, para que Fy € D(H,,) é preciso que F' € RV_,. Seja

1= F(tx)
K@) = fm 5—50

¢+ senlogtx
t—oo ¢+ senlogt

¢+ sen[logt + log 7]

t—o0 c+ senlogt
Desenvolvendo o seno da soma, e trocando ¢ pela sequéncia {€""},,>1, temos

K(z) = 277 lim ———— 4+ 2 7 cos(logx) lim _senlnm)
n—oo ¢ + sen(nm) n—oo ¢ + sen(nm)

cos nw
-7 1 lim ————.
+ x 7sen(logx) Jim sen(nm)

Para a subsequéncia n = 2k, k=1,2,...

K(z) =2 + z Vsen(log x)
c
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4k +1
Ja para a subsequéncia n = 2+ k=1,2,...
K(z) =27 + x~7 cos(log x)

1+¢
Como ambas as subsequéncias vao ao infinito, ja temos o suficiente para ver que o
limite sequer existe. Logo Fy ¢ D(H,).

(ii) Pelo Teorema 1.5, para que Fy € D(Hsy), é necessario que

/W(Fl) (1— Fy(2))dz < oo, (3.8)

para algum a. Tome entao a < 1.

/aoo(l—Fl(x))dx - /Lll1cz:c+/loogz:—7 (1+M>d.@

N

C

> (1—a)+/100x_7 (1—%)(&
_ (1—a)+(1—%>/1mx_7dx:oo.

Portanto (3.8) nao ocorre para a < 1. Da mesma forma nao o serd para a > 1, de
forma que Fy ¢ D(H;sp). De maneira andloga, Fy ¢ D(Hy,) e Iy ¢ D(Hsp).

Assim, a reciproca do Teorema 3.1 é falsa no sentido de que o fato de a mistura ter
uma distribui¢ao limite sob uma estabilizagdo G, (z) nao implica que as componentes
tenham uma distribuicao limite que seja fator da distribuigao limite da mistura, sob a
mesma estabilizacao. No exemplo acima, elas sequer possuem uma distribuicao limite
nao-degenerada com esta estabilizagao.

A seguir, descreveremos um exemplo (apresentado também em Mohan e Ravi
(2009)) que mostra que as componentes podem ter distribuigoes limites com a mesma
estabilizacao da mistura, sem contudo atender as condigoes da reciproca do Teorema
3.1.

Exemplo 3.10.

1 1 2
Seja F(z) = §F1(x) + §F2(x) e Gy(x) = 1n—fa7’
onde
0 se <0
F; = 1
(@) l——— se 220,7=1,2.
(1+z)

Conforme o Exemplo 3.6,

F™(Go(x)) = [Hy(z).Hy ()2,
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onde
0 se <0
H.

() = s .
exp(—x™7) se x>0,j=1,2.
Partindo do célculo feito no referido exemplo, podemos verificar que para esta Gy, (),

FreD ([Hl(x).HQ(:c)]%) e que F3(G,(z)) — 1,z > 0. E novamente nio vale a volta
do teorema, pois a distribuicao limite de F, é degenerada no zero.

O dltimo exemplo sugere que se retirarmos a necessidade de a distribuicao limite
ser nao-degenerada, a reciproca do teorema pode ser verdadeira. O préximo resultado,
também encontrado em Ravi e Sreehari (2009), mostra exatamente esse fato.

Teorema 3.3. Seja
B(x) = pEy(x) + (1 = p)F(z),

Eof 0 se <0
(@) = 1 se z>0.

onde 0 <p<1,e

i)Se w(F) > 0. Entao
B"(Gy(x)) — H'"(x) (3.9)

se, e somente se,

F(G,(z)) == H(x). (3.10)

ii)Se w(F) < 0 e vale (3.10), entdo
BY(Gu(x)) ~ Eo(a).

Demonstragao:

Caso (i)

Temos que

sup{z; F(z) < 1} = w(F) = w(B) = sup{z; G(x) < 1},
e para n suficientemente grande:
n[l = B(Gu(x))] = n[l = pEy(Gn(z)) — (1 = p)F(Gn(2))]

= n[(l=p) = (1 = p)F(Gn(x))].

Se (3.9) é vélida, entao pelo Lema 2.1

n[l = B(Gn(2))] = —log[H'(x)],

ou seja,
(1 =p)n[l = F(Gu(x))] — —log[H' "(z)]
—log H'™7(x)
L=p
n[l = F(Gu(x))] = —log H(z),

n[l — F(G,(z))] —
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e novamente pelo Lema 2.1 segue (3.10).
Reciprocamente, se (3.10) é verdadeira, repetindo o mesmo raciocinio anterior obtemos

(3.9).
Caso (ii)
Se w(F') < 0, a expressao de B(z) é dada por
(1—p).F(z), se x<w(F)
B(z) = (1—p), se wF)<z<0
1, se x>0.
Logo B"(Gn(z)) < (1 —p) para z <0, e B"(G,(z)) = (1 — p) para = > 0. Entao

B"(Gu(2)) — Eo(x)

3.4 Estabilizacoes distintas

Nesta secao, continuaremos analisando a distribuicao limite de uma mistura com
base nas suas componentes. A diferenca é que agora nao exigimos que as estabilizacoes
usadas na mistura e nas componentes sejam idénticas.

O préximo teorema é uma extensao do Teorema 3.1.

Teorema 3.4. (Al-Hussaini e El-Adll, 2004)
Considere a mistura

F(z) = piFi(z) + ... prFi(2)

Suponha que existam sequéncias de transformacoes continuas estritamente monodtonas

{Gn(x)}n21 € {Gi,n<x)}n21; i = 17 2a R ka tais que

F (Gin(x)) — Hy(x) (3.11)
n[Fi(Gu(@)) — Fi(Gin(2))] = Vi(x), (3.12)
onde H;(x) € nao-degenerada, 0 < Vi(x) < U;(z) Vx € R, e U;(z) = —log H;(z).
Entao, para x > maz{a(Hy),...,a(Hg)},
F"(Gy(z)) — Hexp(—pi[Ui(l“) — Vi(@)]). (3.13)

Note que se G;,, = G, temos exatamente o Teorema 3.1.
Demonstragao:
Chamando S, , = n[l — F(G,(z))], temos

B k
L i=1

k k

= n|1= 3 piF(G@) + Y piFi(Ginl@) = D pifi(Gin(®))

i=1 =1
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Usando que p; + ...+ pr = 1, obtemos

Spe = n|— ZPZFZ(Gn(ﬂ?)) + szFz(Gm(ﬂ?)) + Zpi - ZPZFz(Gm(Zf))

k k

= =Y pn[F(Gu(2)) = F(Gin(2)] + Y pin[l = F(Gin(2))].

i=1 =1

Agora, pela hipdtese (3.11) segue do Lema 2.1 que
lim n(1 — Fi(Gin(x))) = =Ui(x),i=1,2,... k.

n—oo

Dai, e da hipétese (3.12) temos

n(1— F(Gu(z))) — — Zpi%(ﬁ) + ZPiUi(l’)-

Novamente, pelo Lema 2.1 segue

F"(Gu(x)) = eap {— Zpi(Ui(iv) - Vi(w))}

e assim, obtemos (3.13).
U

Exemplo 3.11. Para ilustrar, vamos considerar a situacao em que somente uma das
estabilizacoes das componentes € igual a estabilizacao da mistura.

Seja F(z) = pFi(x)+ (1 —p)Fy(x), 0 < p < 1, onde Fi(z) = Hy,(x) e Fy(z) = Hs(2)
Escolhendo as estabilizagoes

Gin(z) = (nx)%, Gan(z) =z +logn e Gpu(x) = (nx)%

onde v > 0, observe que para x > 0,

F3(Gan(2)) = exp{—n.exp[—(z +logn)[}

= ea:p{—” {exﬂ}
= exp{—e"}.

F(Gia(2)) = eap {" (_ (no)’] _7)}
(o)
)

e também que
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E do Lema 2.1 segue que

il = F(Gra(@)] 5 e nll = Fy(Gan(@)] % e,

|
=
—
8
~
@
&
8
~
|
&
]
S
~

e por isso (3.11) ¢é satisfeita com Hy(z) =
Por outro lado

Vie) = lim nlF(Ga(e)) = Fi(Grn(@))] = 0 < Uy(a) = -

n—oo x

Va(z) = lim n[Fy(Gh(z)) — Fa(Gan())]

= nh—{ilo n[l — F5(Gap(x))] — nlLHOIO n[l — Fy(Gn())]

1
= e "+ limn {exp (—6_(”‘”)7) — 1]

= e <Us(x)=¢",

e temos também validada a condi¢ao (3.12). Logo, sabendo que V5 = Us, concluimos
que

F(Gy(w)) — HY\(w) = H{(z),

ou seja, como ja previsto no teorema em (3.13), se V; = U; para algum i, a con-
tribuicao de F; a distribuicao limite da mistura ¢ nula. Se G,, = Gy, o limite tera a
forma H, P(z).

No proximo exemplo, as estabilizacoes sao todas distintas.

Exemplo 3.12. Considere F(x) = pFi(x) + (1 — p)Fy(x), 0 < p < 1, onde

0 se z<1
Fi(z) =

1—277 se z2>1

F2 (.1') = Hl,'y-
Escolhemos

1
1

Grin(e) = [1= (1- w)%] T Ganlw)=niz, e Gulz) = (nz)>.
Conforme o Exemplo 3.7 e o Corolério 2.1,
FN(Gia(z)) == Fi(z) e F3(Gan(r)) == Fy().
Por isso, vale a condigao (3.11) com H;(z) = Fj(x), i = 1,2. Agora
Viz) = lim n[F(Gn(z)) = Fi(Gia(2))]

n—oo

= lim n[l — Fi(Gin(z)] — lim n[l — Fy(G,(z))]

n—oo n—0o0

1
= —— —log[l —277] < —log[l —277] = Uy(x),
x
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Va(z) = lim n[F5(Gn(r)) — Fo(Gon(2))]

= lim n[l — Fy(Gou(@))] — lim n[l — Fy(Gn(x))]

- (-t -

Entao, temos também a condicao (3.12) satisfeita, de modo que o teorema nos possi-
bilita concluir

F" (G, (7)) e
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