=

Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Uma classe de equacoes diferenciais

descrevem superficies pseudo-esféricas

por

Verissimo Pereira Gomes Neto

Brasilia
2010



Agradecimentos

A Deus, por tudo.
Aos meus pais, pelo apoio de sempre.

A professora Keti, pela sugestdo de um problema relevante e estimulante, pela disposicio
constante em partilhar seu conhecimento, e pelas inimeras sugestoes, que tanto facilitaram

a obtencao de varios resultados quanto melhoraram incomensuravelmente a apresentagao

do trabalho.

Aos professores que compuseram a banca, pelas diversas sugestoes para a melhoria do tra-
balho, e também pelas questoes levantadas, apontando varios rumos a trilhar no prossegui-

mento de minha pesquisa matemaética.

Ao CNPQ), pelo apoio financeiro.



There is no method but to be very intelligent.
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Resumo

Consideramos equagoes diferenciais tipo uy = Ugzzze + G (U, Uy, . .+, Ugses) que descrevem
superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fi1dx + fiodt, 1 < i < 3. Carac-
terizamos todas as equacoes deste tipo cujas 1-formas associadas satisfazem f,1 = 1, fi1+7p,
tp, My € R, 2 < p < 3. Determinamos quais destas equagoes sao independentes de qualquer
dos parametros reais fi,,1,. No caso genérico tal estudo de independéncia de parametro
estd completo, e também obtemos como casos particulares trés importantes equacoes de
evolugao nao-lineares de quinta ordem. No caso nao-genérico, descrevemos muitas classes,
mas o estudo de independéncia de parametro permanece incompleto. Determinamos vastas
classes de equagoes e seus respectivos problemas lineares, nos quais casos particulares sao

obtidos simplesmente especificando certas funcoes de u e suas derivadas com respeito a x.



Abstract

We consider differential equations of type u; = Ugpprr + G (U, Uy, - . ., Ugzzr) Which describe
pseudo-spherical surfaces, with associated 1-forms w; = fidx + fodt, 1 < 1 < 3. We
characterize all such equations whose associated 1-forms satisfy f,1 = p, fi1+p, tp, 7p € R,
2 < p < 3. We determine which of these equations are independent of any of the real
parameters [, 7,. In the generic case this parameter independence study is complete, and
we also obtain as particular cases three important fifth-order nonlinear evolution equations.
In the nongeneric case we describe many classes, but the parameter independence study
is yet to be completed. We determine huge classes of equations and their respective linear
problems, in which particular cases are obtained by merely specifying certain functions of

u and its derivatives with respect to x.
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Introducao

Uma equagao diferencial em uma fungao real u(z,t) descreve superficies pseudo-esféricas
se existem 1-formas w; = fiidx + fiadt, 1 <14 < 3, onde as funcoes f;;, 1 <7 <3,1 <75 <2,
dependem de u e um ntmero finito de suas derivadas, tais que as equagoes de estrutura de

uma superficie de curvatura constante K = —1, ou seja,
dwl :u}3/\w2, du)g :wl/\wg,, du)g = W1 /\WQ,

sao satisfeitas sempre que u seja uma solugao da equagao diferencial. Uma equacao di-
ferencial que descreve superficies pseudo-esféricas também pode ser caracterizada como a

condigao de integrabilidade de um problema linear da forma

do' '\ 1 Wy Wy — ws vl (1)
dv? )] 2\ witws  —wsy v )

A nocao de uma equacao diferencial que descreve superficies pseudo-esféricas foi intro-
duzida por Chern e Tenenblat |5, que também efetuaram uma classificacdo completa das
equagoes de evolucao u; = F (u,ux, cee %) que descrevem superficies pseudo-esféricas
sob a hipdtese de que fo; = 7. Tal classificagao inclui um procedimento construtivo para
obter o problema linear associado a cada uma dessas equagoes. Um estudo analogo para
diferentes classes de equagoes diferenciais foi realizado por Jorge e Tenenblat [8|, Rabelo
[11] e Rabelo e Tenenblat [12]. Exemplos das classes mencionadas até aqui sao dadas pelas
equacoes de Korteweg—de Vries, Korteweg—de Vries modificada, sine-Gordon, sinh-Gordon,

Burgers e Liouville.

Os resultados em [5] foram generalizados por Kamran e Tenenblat [7], que suprimiram
a condi¢ao a priori sobre fy;. Eles também demonstraram um teorema de existéncia local
garantindo que, dadas duas equacoes diferenciais descrevendo superficies pseudo-esféricas,
entao, sob certa hipétese técnica, existe, localmente, uma aplicagao levando cada solugao
genérica de uma equagao numa solugao genérica da outra. Tal correspondéncia se origina,
em ultima analise, do fato de que quaisquer duas métricas de mesma curvatura constante

sao localmente isométricas.



Reyes [16] foi capaz de estender teoria de Kamran—Tenenblat ao caso em que F' depende
explicitamente de x,t. A proposito, Reyes, desde 1998, tem publicado varios trabalhos
focando equacoes diferenciais que descrevem superficies pseudo-esféricas e integrabilidade

de equagoes nao-lineares.

O conceito de um sistema de equagoes que descreve uma superficie pseudo-esférica foi

introduzido e investigado por Ding e Tenenblat [6].

Se fo1 =1 é um parametro, e as fungdes fi; e f3; ndo dependem de 7, o problema (1)
se reduz ao problema do espalhamento inverso, considerado por Ablowitz et al. [1], com
1 correspondendo ao parametro espectral. Equagoes como estas sao ditas de tipo AKNS.
Sempre que se consegue associar uma familia a um parametro de problemas lineares a uma
equacao diferencial nao-linear, existe a possibilidade de aplicar o método do espalhamento
inverso em busca da determinagao de solugoes, e nao apenas a equagoes de tipo AKNS. Isso
explica o fato, observado ja no século 19, de que algumas equacoes ligadas a superficies de

curvatura constante, como a de sine-Gordon, coincidentemente, possuiam solugao exata.

A aplicagao do método do espalhamento inverso foi bem sucedida, por exemplo, em |[3]
e, no caso de algumas equagoes diferenciais com u dependendo de um ntimero arbitrario
de variaveis, em [2], [4].

Resultados associando uma familia a um parametro de problemas lineares com fy; =7
a determinada equacdo diferencial foram obtidos por Rabelo [11] para algumas equagoes
da forma u, = F <u,ux, cee %), com 2 < k < 3, e por Rabelo e Tenenblat [12]| para
todas as equagoes da forma u,; = F (u,u,). Em particular, um problema importante é
determinar todas as equagoes de evolugao com fo; = 1 que sao independentes de 7. No

caso de uy = Uyzy + G (U, Uy, Uy, ), tal problema foi resolvido por Rabelo e Tenenblat [13].

Tratamos aqui de um problema nessa linha, trabalhando com equagoes de evolucao de
quinta ordem
Ut = Uggage + G (u, Ugy - - 7uzx:r:p) . (2)

Equagoes da forma (2) que descrevem superficies pseudo-esféricas incluem a equacao KdV
de quinta ordem

U = Uggazs + 100Uz + 20Ugtizy + 30Uy,
a equagao de Sawada—Kotera
Uy = Ugpare + DUlgze + DUgllpy + DU Uy,
e a equacao de Kaup—Kupershmidt

25 ,



O fato de que a equagao (2) ¢ de ordem relativamente alta torna seu estudo em generali-
dade total muito dificil, impondo que se inclua algum hipotese adicional no problema linear
associado. Na tentativa de determinar qual deveria ser tal condigao, fomos essencialmente

motivados pelo fato de que a equacao KdV de quinta ordem
Up = Uppprs + 10UUppe + 20Uptpy + 30U, (3)

descreve equagoes pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = findx + fiodt, 1 < i < 3,

dadas por

Ju = 1-u, fa =1, fa=—-1-u,

fio = —Ugwer + Migar — Sutty + (2= 1°) uge — 6u + 6nune, + n’u,
—6u® + (6 — 2772) u® + (2772 — 774) u+n',

foo = —2Ugae + 2NUge — 120ty — 20%uy + 6nu® + 20Pu + 0,

fa2 = —Uggaz + MUgzs — SUUL, + (—2 — 7]2) Ugy — 6UZ + 6nun, + nu,
—6u® + (—6 — 2772) u? + (—2772 — 774) u—n,

que pode-se calcular seguindo o procedimento descrito em [14]. A observacao crucial é que

essas 1-formas satisfazem a condi¢ao consideravelmente geral de que

fpl = /j’pfll + npa /j'p777p € Ra 2 S P S 37 (4)

que adotamos em todo o trabalho.

Para prosseguir, é necessério introduzir a notagao

3 3 3
a = (_1>p HpTlp, ﬁ = Z (_1)13 HpTl5—p, V= Z (_1)29 ,u?) + 17
=2

3
fp = [pQ — 17, 0= Z (_1);: npfpa (5)
2 2 2 N
U:f11+f21_f317 g9 = fiu, b=r~g+«a, gzg(bg).
Ao longo de todo o trabalho, nossa analise sempre recai em um dos quatro casos
5 #0, vV #£0,0=0,1m5 =0, v #£0,0 =0,m9 #0, v =0.

Os casos sao mutuamente excludentes pois v' = 0 implica § = 0 (ver inicio da demonstragao
do Teorema 2.2.3).



O resultado principal no caso genérico classifica todas as equagoes da forma (2) descre-
vendo superficies pseudo-esféricas que sao independentes do parametro 7, cujo problema
linear satisfaz (4) e tal que os pardmetros p,, 7, € R, 2 < p < 3, cumprem 6 # 0. A
escolha do parametro 7, em particular entre os quatro é feita para simplificar a exposigao.
Na Secao 2.3, trabalhamos com independéncia com respeito a um parametro genérico 7.
A importancia de tal generalidade é que possibilita, em determinada situagao especifica,
atribuir valores particulares aos outros parametros de modo a originar um problema linear

que favoreca a aplicacao do método do espalhamento inverso.

No Capitulo 2 tratamos do caso genérico. Na Secao 2.1, enunciamos o resultado princi-
pal no caso genérico e o ilustramos com varios casos particulares. Na Secao 1, consideramos
os conceitos basicos e os fatos relevantes para a demonstragao de nossos resultados. Na
Secdo 2.2, fazemos uso do Teorema 5 em |7] (ver Teorema 1.0.1) para caracterizar, no Teo-
rema 2.2.3, todas as equagoes da forma (2) descrevendo superficies pseudo-esféricas cujo
problema linear satisfaz (4), e § # 0. Para tal fim, estabelecemos, no Lema 2.2.1, condigoes
necessarias sobre as fungoes recursivas que aparecem no Teorema 1.0.1, e sobre as fungoes
fiz, 1 <1< 3. O Lema 2.2.1 vale para toda equacao de evolugao, independentemente da
ordem k > 2, satisfazendo (4) e  # 0, sendo que parte dele se estende a condi¢ao mais geral
v’ #£ 0. Isso sugere que muitas outras classes de equagoes de evolugao descrevendo superfi-
cies pseudo-esféricas com (4) podem ser encontradas pela aplicagdo do método. Também
provamos, no Teorema 2.2.3, que solugoes genéricas da classe de equagoes obtida dao origem
a uma métrica. Na Secao 2.3, demonstramos os Teoremas 2.3.1 a 2.3.4, dos quais o resul-
tado principal da Secao 2.1 é uma conseqiiéncia direta. Tais teoremas classificam todas
as equagoes da forma (2) descrevendo superficies pseudo-esféricas que sdo independentes
de um dos pardmetros fi,,7,, 2 < p < 3, e cujo problema linear satisfaz, além de (4), a
condicao & # 0. Na Secao 2.4, caracterizamos todas as ocorréncias nos Teoremas 2.3.1 a

2.3.4 das equacoes KAV de quinta ordem, de Sawada—Kotera e de Kaup—Kupershmidt.

No Capitulo 3, classificamos o restante das equagoes de evolugao da forma (2) des-
crevendo superficies pseudo-esféricas, satisfazendo (4), ou seja, lidamos com as classes
nao-genéricas. Assinalamos que a maior parte dos resultados é estabelecida para k arbi-
trariamente grande. Na Secao 3.1, demonstramos o Teorema 3.1.1, que caracteriza todas
as equacoes de evolugao

k k—1
Uy au—i—G(u,@ u), k> 2, (6)

= Ok Ox’ 7 Oxk!
descrevendo superficies pseudo-esféricas, satisfazendo (4) e v’ # 0,6 = 0, o = 0. Mostramos

que nenhuma solucao da classe de equagoes obtida da origem a métricas. Na Secao 3.2,



tratamos do Teorema 3.2.2, que determina todas as equagdes de evolugao da forma (2)
descrevendo superficies pseudo-esféricas, satisfazendo (4), v' # 0, 6 = 0, 72 # 0. Prova-se
que uma solugao genérica da origem a uma métrica. Para demonstrar o Teorema 3.2.2,
estabelecemos o Lema 3.2.1, que fornece condi¢oes necessarias sobre as fungoes recursivas
CP" que aparecem no Teorema 1.0.1, e sobre as fungoes f;2, 1 < ¢ < 3, no caso especial
em que vigoram (4), v' # 0, 6 =0 e 1y # 0. O Lema 3.2.1 vale para qualquer equagao de
evolucao, independentemente da ordem k£ > 2. Na Secao 3.3, expomos o Teorema 3.3.1,
que fornece todas as equagoes de evolucao da forma (6) descrevendo superficies pseudo-
esféricas, satisfazendo (4), v = 0. O Teorema 3.3.1 também determina precisamente os

casos em que solugoes genéricas dao origem a métricas.

No Capitulo 4 determinamos, para grande parte das classes nao-genéricas tratadas no
Capitulo 3, as equagoes que sao independentes de um dos parametros fi,,7,, 2 < p < 3. Na
Secao 4.1, classificamos, nos Teoremas 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3, parte das equagoes do Teorema
3.3.1, ou seja, correspondentes ao caso em que v = 0, que sao independentes de um dos
parametros o, 72, na situacao em que k = 5. Os Teoremas 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3 correspondem

respectivamente aos casos em que

g// g// <_g;’ ) g//
el <—g/) -0 =0 (—g,) o ) ) " B #0. (g—) -
T T ? . B} T

Na Secao 4.2, demonstramos os Teoremas 4.2.1, 4.2.2. Eles classificam parte das equagoes

do Teorema 3.1.1, ou seja, correspondentes ao caso em que v' # 0, § = 0, 7, = 0, que
sao independentes de um dos parametros p,, 2 < p < 3, na situacao em que k = 5. Os

Teoremas 4.2.1, 4.2.2 correspondem respectivamente aos casos em que

g///
g" g" <7>T
(—/) - (—/ 20y T
q ), q ), (gg_>

Na Secao 4.3, tratamos do Teorema 4.3.1, que classifica as equagoes do Teorema 3.2.2, ou

seja, correspondentes ao caso em que v’ # 0, 6 = 0, 15 # 0, que sao independentes de um
dos parametros pg,1,, 2 < p < 3, na situagao em que b, = 0. Na Secao 4.4, ilustramos os

teoremas do Capitulo 4 com varios casos particulares simples.

Assinalamos que o estabelecimento dos resultados de independéncia de parametro para

o restante dos casos nao-genéricos depende de investigacao complementar.



Capitulo 1

Preliminares

Seja M? uma variedade bidimensional com coordenadas locais z, . Uma equacao diferencial
numa fungao real u(z, t) diz-se descrever superficies pseudo-esféricas caso existam 1-formas
w; = fudr + fiodt, 1 < i < 3, onde as fungoes f;;, 1 <7 < 3,1 < j < 2, dependem de

20, - - -, 2k, tais que
dw1 :u)g/\WQ, du)g :u)l/\W3, du)g :wl/\wg,

sao satisfeitas sempre que u é uma solucao da equacao diferencial. A cada solucao u que
cumpre wy A wy # 0, pode-se associar uma métrica bidimensional de curvatura gaussiana

constante igual a —1, a saber ds? = w? 4+ w3, com 1-forma de conexao dada por ws.

Escrevemos, para indicar as derivadas de u com respeito a x,

o
Zo = u, zi:—au., 1< <Ek.
xl
Seja f = f (2o, ..., 2,) uma fungdo diferenciavel. Denotamos suas derivadas por
af of )
= 2 b = , 0<1< k.
/ 0z’ f 0z ='=

O Lema 4 em [7] fornece as seguintes condi¢oes necessérias e suficientes sobre as fungoes

;i para que uma equacao de evolugao zg; = F'(zp,...,zr) descreva superficies pseudo-
.] b
esféricas:
fii#0 ou for #0 ou fa #0, (1.1)
fil,Zj = 07 fi2,zk - O, 1 S { S 37 1 S ] S ka (12)



k—1
—fuF + Zle,ZijH + fo1f32 — f31f22 = 0, (1.3)

=0
—f F + Z T2 %1 — fufs-p2 + f-p) f12 =0, 2<p<3. (1.4)

No primeiro caso em (1.1), uma classe genérica de equagoes de evolu¢ao descrevendo
superficies pseudo-esféricas é dada pelo Teorema 5 de [7]. Reescrevemos este teorema aqui

numa forma que se revela mais conveniente para nossos propositos.

Teorema 1.0.1 Sejam f;;, 1 < ¢ < 3,1 < j < 2, fungoes diferencidveis de zo, ..., 2,
k > 1, satisfazendo (1.2), e seja v dada por (5). Admitimos que fi; # 0, v # 0. Entao
uma equagio de evolugdo zoy = F(zo,...,2) descreve superficies pseudo-esféricas, com
I-formas associadas w; = fidx + fiodt, 1 < i < 3, se, e somente se, fp, 2 < p < 3, sao
definidas em termos de fi2 € fi1, 1 <1 < 3, por

3

fa=That Z (;ﬁ S (1)1 £, 007D 4 f, 00— f<’5p>1f127z3~> s (15)
=0 q=2

as fungoes fia, fi1 satisfazem as equacoes diferenciais
fp2,2 = CP", 0<r<k-1, (1.6)

com fp dadas por (1.5), e as fungoes CP" sao definidas recursivamente por

/

el = Lpo (1.7)
f11

crir=h = <f12 Z1 T Z ) 14 , 0679 ) + f1,O67P — Je-p1fi2z
1

I
Z Cop ) o (1)

Partindo das expressoes do Teorema 5 de [7], ¢ facil obter as relagdes (1.5), (1.7) e (1.8)
ao tomar C?" = C" e C%" = J".

No primeiro caso em (1.1), uma classe nao-genérica de equagdes de evolugao descrevendo
superficies pseudo-esféricas é dada pelo Teorema 6 de [7]. Reescrevemos este teorema aqui

numa forma que se revela mais conveniente para nossos propositos.

Teorema 1.0.2 Sejam f;;, 1 < ¢ < 3,1 < j < 2, fungoes diferencidveis de zo, ..., 2,

k > 1, satisfazendo (1.2), e v dada por (5). Admitimos que f{; # 0 e v’ = 0. Entdo uma



equagado de evolugao zo; = F(zo, ..., zr) descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas
associadas w; = fadx + fiodt, 1 <1 < 3, se, e somente se, fi12 € definida em termos de fyo,

2§p§376fi171§i§37p0r

=
Ji2 = A j;o (farforz, — forfonz,) 2w + f11 (farfsa — farfa2) (1.9)

as fungoes fpo, fi1 satisfazem as equacoes diferencidveis
fio., =L, 0<r<k-—1, (1.10)

com fio dada por (1.9), e as fungoes L™, 1 < r < k — 1, sao definidas recursivamente por

1

L = i (f31f32,z;c,1 - f21f22,zk,1) ) (1.11)
k-1 1
LT = —Li;i‘l + E (f31f32,2jz1«+1 - f21f22,szT+1)) Zj+1
§=0
+E (fa1fs2,2. — farfaorz,) s (1.12)

k-1

(fsfso = frfan) - (113)

< LJ+— (fs1 /32,2, — f21f22,zj)) Z]+1+f

=1

.



Capitulo 2

A classe genérica de equacoes
20t = 25+ G com fn1 = ppf11+n0p

Neste capitulo trabalharemos com equagoes de evolucao zp; = 25 + G(20, ..., 24) descre-

vendo superficies pseudo-esféricas, satisfazendo

fpl = Mpfll + Mps Hops Tlp € Ra 2 < p < 37 (21)

além da condigao genérica § # 0, com § dado por (5). Na Segao 2.1, enunciamos o resultado
principal no caso genérico e o ilustramos com casos particulares. Na Secao 2.2, obtemos
todas as equagoes de evolugao zp: = 25 + G(20,. .., 24) sob as condigoes descritas acima.
Na Secao 2.3, classificamos todas as equacoes desse tipo que sao independentes de um
dos parametros p,,1,, 2 < p < 3. Na Secao 2.4, caracterizamos todas as ocorréncias das

equagoes KdV de quinta ordem, de Sawada-Kotera e de Kaup—Kupershmidt.

2.1 Resultado principal e casos particulares

Nesta se¢ao, enunciamos o resultado principal no caso genérico e o ilustramos com muitos
casos particulares simples. O resultado principal é dividido em quatro teoremas, corres-

pondendo aos casos em que

Un22077:07 vn2:07’77é07 Un27é0,")/:0, ’U7727é0777é07

onde v e 7 sdo dados por (5).

Assinalamos que a escolha do parametro 7, em particular entre p,,7n,, 2 < p < 3, é

feita para simplificar a exposigao.

10
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Teorema 2.1.1 A equagio de evolugao zoy = 25+G (20, . . ., 24) descreve superficies pseudo-
esféricas, com G independente de 1o, e 1-formas associadas w; = fidx + fiodt, 1 <1 < 3,
satisfazendo (2.1), vy, =0, 6 # 0, v =0, com §,7v,v dados por (5), se, e somente se,

1
G = gy e 300 2t 35 (3 + 40 27 + [h/ (3¢2021 + 302} + ¢') — 2h| 2

1

7
1 3 3 " 2

+EQ,Z12121Z2 + ﬁ ((Q,zmozl) 121 +h Zl) 29

1
+ {ﬁ [3(q"21) 2 21 = 2 (q ey + H"20) + B""27] — h’zl} 2

n_3

1
+h’ (C] Z1 — 2hq’z1) — gz,

onde h = h(z), ¢ = q(20,21) sao fungoes diferencidveis com h' # 0. As funcgoes f;; sao

dadas por

1 —n? 1+n2
Ju = h+ 27727 fo1 = 12, fs1="h— 27727
fiz = RWag+ (g +20 21 —mah) 23+ (qayey + ") 25 + (2@ 212021 + ¢ (2.2)

1—n2 1—n2
772 h/) Zz—i—q”Z% _772(]/21 . hq— 2772 q,

+h//121 _n2q21 T]Qh//Zl—hh/_
foo = Was+ (g +h'z21) 2 +¢ 2 —ma (W22 +q), fa2=fiz+h2+q
Teorema 2.1.2 A equagio de evolugao zyy = 25+G(20, . . ., 24) descreve superficies pseudo-

esféricas, com G independente de s, e 1-formas associadas w; = fidx + fiodt, 1 <1 < 3,
satisfazendo (2.1), vy, =0, 6 # 0, v # 0, com §,7v,v dados por (5), se, e somente se,

1

G = ,21 + 5h Zl) Zs+ — 3(]2121 + 10h )2223

1
W h(
hqz1) 1z, 1
+ { - (2(],212021 + 10h" 27 + %) —h?+ 1} z3 + EQ,zlzng’
]_ hqz 121212 1 hq 921 % '
( 1 12120 +2CI,z1zlzozl +Q,z1zo +15h”/21> Z%—I— {ﬁ |:2 <( )h 1 0) Z%

h
<TQ)) 21+ 100" 23 + G2y somn 2t — (h2 — 1) (q. + 3h’/zl)] — hh’zl} 29

1|/ (hg)\" hq)’
+ﬁ [(( ];]) ) B R (h2 _ 1) (( l;]) % —i—h"/Zi)’)]
_h _hh// 3 l h/ 2 3

g — '+ 3 ()2,

onde h = h(z), ¢ = q(20,21) sao fungoes diferencidveis com h' # 0. As fungoes f;; sao
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dadas por

Ju = h, Jo1 = M2, fs1 =/ 1+n3,

h 121 2
fio = Wz + (g +40"21) 23+ (g2 + 307) 25 + <%

h + @21 T 6h" 2}

hg)\' 1
—h*H) 2+ <—< s) ) 2" —h (hq + hh" 2% — 3 (W)’ zf> ,

h I
f22 = —4/ 1 + 77% <h/Z3 + (q,zl + 3h//21) 2o + ( ];]) 21+ h"/zf’) (23)

1
—1s <hh’zz + hq + hh" 2 — 3 (W)’ zf) :

h, !/
J2 = —m (h/Z’?, +(qzy + 30" 21) 22 + %21 + hmzf)
1
—/1+n3 (hh'zz + hq + hh"2} — 3 (W)’ z%) :
Teorema 2.1.3 A equagdo de evolugao zoy = 25+G (20, . . ., 24) descreve superficies pseudo-

esféricas, com G independente de 1o, e 1-formas associadas w; = fidx + fiodt, 1 <1 < 3,
satisfazendo (2.1), vy, # 0,6 # 0, v =0, com §,7v,v dados por (5), se, e somente se,
" " n n nn

h h h
G = Sorazn+ 107522 + (1oﬁzf - 5h) 23+ 15Wz1z§ + (1075 — 10K 2

hh// h///// hh/// 15
—15721> 29 + 72% + (—10h“ -5 I ) Z% + Eh2zl7

onde h = h(zy) € uma fungao diferencidvel com h' # 0. As funcoes fi; sao dadas por

h h
Jin 5 +1 fa1r =2, fa1 5 ;
1
fiz = 3 (W' za + (40" 21 — moh’) 23 + 325 + (6R"' 27 — 4hh' + m3h' — 3mah" 21 — 21) 2
TR = k" 4 (=3 (H)” — 4R+ ngh = 20" ) 23 (2.4)
h 3
—1 (=3hR' +n3h') 2z — 2 (5 + 1) (—§h2 +n3h — 77;*)1 :

3
foo = Wz +30 21z + 1"z — 3hR 2 + 3k 20 — o <h'22 + B2 — §h2 +n5h — 773) ,

fao = fio 4+ 20z + 20" 2% — 3h% + 2n2h — 23,
onde ny # 0.

Teorema 2.1.4 A equagio de evolugao zoy = 25+G(20, . . ., 24) descreve superficies pseudo-

esféricas, com G independente de s, e 1-formas associadas w; = fidx + fiodt, 1 <1 < 3,
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satisfazendo (2.1), vy, # 0, 6 # 0, v # 0, com §,7,v dados por (5), se, e somente se,
h// h// h/// 5 n h////
G = 5ﬁ2124 + 10ﬁ2223 + (1()?2% — §h2) 23 + 15FZIZ§ + (1072§ — 10hh/21

15 h2 h// h///// 5 5 h2 h/// 15
—? h/ 21> Z9 + 72’? + (—5 (h/)2 — 10hh” — 5 h/ ) Z% + §h421,

onde h = h(z) € uma fungao diferencidvel com h' # 0. As funcoes fi; sao dadas por

Ju = h, Ja1 =12, J31 = 22,
3
f12 — h/24 + 4h”2123 + Sh/lzg + (6]7////2% o 5thl o 377;]7// o thl) 29 + h,”/Zil

1
+ {—3h ()"~ gth” = 3nzh" — h (hh” -3 (h’)ﬂ 2

3 3
—h (—§h4 - 577%2 - 97}3) ;
foo = =1 (2h 23+ 61" 2120 + 20" 2] — 3hPH 2 — 65 h/ 2 (2.5)
1 3 3
+hh 2y + hh' 2% — 5 (W) 22 — gh‘* - §n§h2 — 977;*) :
3
fao = —mo <h'z3 + 3R 2129 + B2 — §h2h'zl — 303k 2

3
+2hh' 2y + 20" 22 — (W) 22 — 1h4 — 3n5h* — 18n§) :

onde ny # 0.

Exemplo 2.1.5 As equagoes de Sawada—Kotera, Kaup—Kupershmidt e KdV de quinta

ordem sao casos particulares das classes de equacgoes descritas nos Teoremas 2.1.1 e 2.1.3.

Tomando h = —2z; na classe de equagoes descrita no Teorema 2.1.3, obtemos que a

equacao KdV de quinta ordem
Up = Uggpwe + 10UUzze + 20Uty + 30uu,

descreve superficies pseudo-esféricas, com as 1-formas associadas referidas na Introdugao e
n#0.

Fazendo h = —%zo, q = —22 na classe de equagoes descrita no Teorema 2.1.1, obtemos

que a equagao de Kaup—Kupershmidt

2
2
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descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = firdz+ fiodt, 1 <1 < 3,

dadas por
11— B 1 1+

Ju = 22'0‘1‘ 5 Jo1 =12, fa1= 570 5
1 9 1—n2 1 1—n2

f12 = —524 + %23 + <_ZZO + 47]2) Z9 — 22% + 27722021 — 528 + T%Zg,
1 1 1

Joo = —523— 22021 — 12 ——22—2(2) ) f32=f12——22—2(2)-
2 2 2

Ao tomarmos h = —2zy, ¢ = —2z3 na classe de equagoes descrita no Teorema 2.1.1,

obtemos que a equagao de Sawada-Kotera
Ut = Ugzzee T 5uu:m:x + 5ua:umz + 5U2UI

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fiydr+ fiodt, 1 < i < 3,

dadas por
1—n2 1+4+n2
fu = 2%+ 27727 fo1 =12, fo = =229 — 2772;
_ 2 2 3 1 _775 2
f12 = —224 -+ 27]223 + (—620 -+ 1 — 7]2) Z9 — 221 -+ 27722021 — 220 + ZO,
foo = —2z3— 22021 — o (=220 — 23, fso = f12 — 220 — 2.

Nos Exemplos 2.4.1 e 2.4.3, obtemos expressoes mais gerais para as 1-formas associadas
a essas trés equagoes. Em vez do parametro 7y, todos os parametros fip,7,, 2 < p < 3,
aparecem nas 1-formas. Isso se deve ao ponto de vista adotado na Secao 2.3, de trabalhar
com independéncia com respeito a um parametro genérico 7. A importancia de tal genera-
lidade é que possibilita, em determinada situacao especifica, atribuir valores particulares
aos outros parametros de modo a originar um problema linear que favorega a aplicagao do

método do espalhamento inverso.

Exemplo 2.1.6 Tomando h (z9) = e®, q (29, 21) = €®7* na classe de equagoes descritas

no Teorema 2.1.1, obtemos que a equacao de evolugao

te'rud, + 3" (ug + 1) +ug] ul, + [3e (up + 1) up — 26" — e uy + Ul ] gy
— Jet ey,

Ug ,,3
+eru,

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fi1dax+ fiodt, 1 < i < 3,
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dadas por
1— 772 1 + 772
hu = €ZO+727 Ja1 = o, fa1r=e€" — 9 2,
frz = €024 e (€7 + 221 — 1) 25+ € (€7 + 1) 25 + € (20721 + €7 4 2] — mpe™
— 1 1—n3
. %0 _ 2) 20 + 6z0+21 Z% _ 772620+z1 2 — 622@—}—21 o 5 2 ezo-i-zl’
fao = €Pz3+e® (™ 4 21) 2o + €0z —1pe™ (20 + €71), f32 = fia 4+ €P2zo + €077

Exemplo 2.1.7 No Teorema 2.1.1, obtemos, ao fazer h(z9) = 20, q(20,21) = 20, que a

equacao de evolugao

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = firdz+ fiodt, 1 < i < 3,
dadas por
1473

2 )

1_5 2 1_773
fio = z—mozm+ |1 —2 — %2 =P T A T T A

foo = z3+21—1m2(22+ 20), fs2 = fi2 + 22 + 20.

1—n;
2 b))

fii = 2+ for = 12, fa1 =20 —

Exemplo 2.1.8 Caso tomemos h (zy) = 2o, q(z0,21) = 21 na classe de equagdes descrita

no Teorema 2.1.1, obtemos que
= + —2 + (—2U — Uy) Uy — U

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fi1rdr+ fiodt, 1 < i < 3,

dadas por
1— 2 14+ 2
fu = 2+ 2772, fo1 = 2, fa1 =20 — 27727
1 —n? 1—n?
fiz = Z4+(1—772)Z3+<—772—Zo— 27]2)22—2021— 277221,
foo = zm+z—m(n+n), faa = fio+ 22+ 21.

Exemplo 2.1.9 Fazendo h(29) = 20, q(20,21) = 2021 na classe de equagoes descritas no

Teorema 2.1.1, obtemos que a equacgao de evolucao

Uy = Uppeor + Ulezae + 4y — 20) Uppe + 3uZ, + (—2u2 — uw) Ugy — SUU>
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descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = firdz+ fiodt, 1 <1 < 3,

dadas por
1 —n? 14 n?
fu = 2+ 27727 fo1 = 12, fa31 =20 — 2772,
1 — 2 1 — 2
f12 = zZz+ (Zo - 772) z3 + (321 — 1220 — 20 — 772) Z9 — 7722% - 2(2)21 — T%zozl,

foo = 234 2022+ 27 — Mo (22 + 2021) fa2 = fi2 + 22 + 2021

Exemplo 2.1.10 Na classe de equacgoes descrita no Teorema 2.1.1, obtemos, ao tomar

h(20) = 20, q (20,21) = 2} + 22, que a equacdo de evolugio
3 2

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fiydz+ fiodt, 1 <1 < 3,

dadas por

1—n? 1+ n?

fu = 2+ 5 2, Jor = 12, fa1 =20 — 5 2,
2 1 _775

fio = za+ (221 — M) 23+ 225 + | 220 — 21921 — 20 — 5 29

2 2 3 1 _773 2 2

+22] — 292021 — 2120 — 2y — 5 (21 + zO) ;

foo = 234 22129 + 22021 — 1o (22 + 22+ 2(2)) , fao = fio+ 2+ 21+ zg.

Exemplo 2.1.11 Tomando A (29) = 29, ¢ (20,21) = 2o na classe de equagoes descrita no

Teorema 2.1.2, obtemos que a equacao de evolugao
1
Up = Upgpae + (3 - u2) Upgr — UlgpUgy + éui — 3utuy + 2u,

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = firdz+ fiodt, 1 <1 < 3,

fii = 2o, fo1 = m2, far = /1413,

1
fio = zm+(2—23) 2+ §zozf — 23

1
fo = /14103 (z+22) — (2022 —5at 23> v
2 1 2 2
f32 = —)p (23 + 221) - 1+ 75 | 20”2 — 521 + 2o | -

Exemplo 2.1.12 Caso facamos h (z9) = 2o, q(20,21) = Z—lo na classe de equacoes descrita

dadas por

no Teorema 2.1.2, obtemos que a equagao de evolugao

_ 1 2 1 3
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descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = firdz+ fiodt, 1 <1 < 3,

fiu = =z, fa1 = 12, f31=\/1+77§7

_ 2 L,
Ji2 = z— 2520+ 575021 — 20,

1
fao = —\/1+n3z—m (2’022 - 52’% + 1) ;
2 1 2
f32 = —1r3 — 1 + 7’]2 Z0R9 — 521 + 1].

Exemplo 2.1.13 Tomando A (z9) = 29, q(20,21) = % na classe de equacoes descrita no

dadas por

Teorema 2.1.2, obtemos que equagao de evolucao

1 2 6 3
u:r; ua} Uy,

1 1 1 2 1
—i—(—?—l—(ﬁ—l)u—g—uu)um+2ux+—u +——2u

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fidr+ fiodt, 1 < i < 3,

fu = 2o, fa1 = n2, fa1=14/1 +77§,

dadas por

= 2zZ4— —523+ 525, — 2% — —5 +zz,
f12 4 z%?) Z%Q 0~2 Z(Z) 2 201
1 1 2 1
fo = — 1‘1’77%(23__232“‘_)_772<2022+_0__Z%)7
27 20 z1 2

1 1 / Z 1
f32 = —N2 (23 — —222 + —> — 1 + 7]% (202’2 + —0 - —Z%) .
21 20 21 2

Exemplo 2.1.14 Na classe de equacoes descritas do Teorema 2.1.2, obtemos, ao tomar

h(z0) = 20, q(20,21) = zm, que a equagao de evolugao

1 6
2 3
uuz uuy U Uy uu,,
3 n u 1 2 L1 1 1
B u T o T Uly — Uy
u2 ‘% xT u‘% ’LLU% u3 2

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fi1dr+ fiodt, 1 < i < 3,

fiu = 2o, fa1 = 12, f31:\/1+77§>

1 2 1 9 o 1,
Jiz = a———Fmt+——F25+ |5 —2)2— — + 522,
2023 2027 2571 z1 2

dadas por
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foo = —\/14n2| 2 12 zz+1 122
22 = 772320z22 N2 | 2022 7 941 )

1

1 1 1,
fa2 = —1m (23 - W«@) —/ 1 +77§ (2022 + 2_1 - 521) .

i
Exemplo 2.1.15 Caso fagamos h(zy) = 2y na classe de equagdes descrita no Teorema

2.1.3, obtemos que a equacao de evolugao

15
2

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fidr+ fiodt, 1 < i < 3,

dadas por
5 z
fll = 50_'_1, f21:7727é07 f31:50_1’
1
Ji2 = 9 [24 — T2z3 + (_42’0 + 5 — 2) 2 =32 = 1p <_3ZO T 773) 21

Z 3
—2<—°+1> —SR ez —nt) |,
2 2
3
fo2 = 23— 32021+ 1521 — 12 <Z2 - 528 + 1320 — 773) ,
fa2 = fia+ 220 — 325 + 20320 — 2.

Exemplo 2.1.16 Tomando h (z9) = 2o na classe de equagoes descrita no Teorema 2.1.4,

obtemos que a equagcao de evolugao
5 , 5, 15
Up = Uggpws — —UUgpy — 100U ULy — =S + —utuy,
! 2 2" T g

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fidr+ fiodt, 1 < i < 3,

dadas por
fii = 2o, for=m2 #0, f31 = 22,
3 5 2 2 5 o5 35 3 53 4
Jiz = za+ _52'0 =3, — 2 | 22— 520751 + gzo + 577220 + 91520,
1 3 3
foo = —mo (223 — 32321 — 677321 + 2020 — 52’% — gzé‘ — §n§z§ — 9773) ,
3 3
fzo = —1mo (23 — §z§z1 — 377%21 + 22029 — zf — Zzg — 377§z8 — 18773‘) .

2.2 Equagoes zp; = z; + G com f, = p,fi1+n,ed#0

Nesta se¢ao, obtemos todas as equagoes de evolucdo zo; = 25 + G (%o, - . . , z1) descrevendo

superficies pseudo-esféricas cujas 1-formas associadas satisfazem

for =tpfritnm, e ER,  2<p<3, (2.6)
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além da condigao genérica 6 # 0, com § dado por (5). Este é o objetivo do Teorema 2.2.3.
Para demonstra-lo, estabelecemos, no Lema 2.2.1, condi¢oes necessérias sobre as fungoes
recursivas CP" que aparecem no Teorema 1.0.1, e sobre as fungoes fi», 1 < 7 < 3, no caso
especial em que vigoram (2.6), v # 0 e 0 # 0, com v, § dados por (5). Assinalamos
que o Lema 2.2.1 vale para qualquer equacao de evolugao, independentemente da ordem
k, sugerindo que o método do Teorema 2.2.3 pode ser estendido para encontrar classes
adicionais de equagoes. Também provamos, no Teorema 2.2.3, que uma solucao genérica

da classe de equacoes obtida d& origem a uma métrica.

Antes de prosseguir, observamos que, substituindo (2.6) em (1.1), resulta que ¢’ # 0.

Lema 2.2.1 Admitimos que a equagdo de evolugio zor = F(zg,...,2x), k > 2, descreve
superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fiadx + fiodt, 1 < i < 3. Sejam
s My 2 < p < 3, nimeros reais, e o, 3,7,&,,9,v,9,b dadas por (5). Admitimos que valem
(2.6) ev' # 0. Entao, para2 <p <3,0<r < k—1, temos que as fun¢ées CP" do Teorema
1.0.1 sao dadas por

C"" = upfr2,5, + E5—pSr + Mptr, (2.7)

onde as fungoes s,, t,. sao definidas recursivamente por

Sk—1 = tk;—l = 0, (28)
e, para 1 <r <k —1,
k—1
Sp—1 = — Z Sr,z; Zj+1 + f12,zr - Bsr - gt'm
=0
k—1
tr—l = — Z tT’Zij_;'_l — bSr. (29)
=0

Além disso, para 2 < p < 3,

k— k—
£5—p
Jo2 = ppfi2 — - Zt Zjt1 + — | fiz + Z Zjp1| - (2.10)
=0 j=
Sempre que § # 0, as fungoes s,,t, satisfazem, para 1 <r <k —1,
k—2
Z Sr,zjzp Fj+1 + 25r,z7»_1 - le,zrzr + ﬁsr,zr + gtr,zr = O,
j=0
k—2
D e zien 2 s, = 0. (2.11)

J=0
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Demonstragao. Como ¢ # 0 e v/ # 0, estamos de fato na situacdo considerada no
Teorema 1.0.1. Usando (2.6) em (1.7), obtemos

Ly Hpd
Cp(k D _ p/ f12,zk—1 = prl?,zk_n

que, em vista de (2.8), prova (2.7) para r = k—1. Falta estabelecer (2.7) para 0 < r < k—2.
Para tal, admitimos recursivamente que (2.7) vale para 1 < r < k — 1. Substituindo (2.6),
(2.7) em (1.8) decorre que

3
crrb =y, (flz,zrl + Z (—1)7 fq10(5_q)r> +gCO" — fis i fra,
q=2
k—

1

pr
- (C,Zj - Mpfl?,zrz]'> Zj+1

=0
k-1
tpfi2,2. 1 + Ry fio., + Spsy + Tty — &5 Z S,z Zj4+1
=0
k-1
_np Z tr,z]- Zj—l—l; (212)
=0

onde, para 2 < p < 3,

3
Ry, = pp Z (=D ps5—q S + 15-pg — f5-p)1»

q=2
3

Sp = MPZ(_l)qquql+fpgv

q=2
3

1, = :upz (=1)* N5—qfq1 + N5-pg-

q=2
Utilizando (5), (2.6) nessas relagdes, calculamos

3
Ry = ppy (=1 pis—q (1eg + 1) + 115-pg — H5—pg — N5—p

q=2
3
= Hp Z (=1 pts—gng — 15—
q=2
= - (—1)p MZUsfp + (—1)p Hpls—pTlp + (‘1)5_p Mg—p%fp - (—1)5_p Mg—pns—p — TNs5—p
= M5—pQ& — T)5_p7

= 55—177
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Mw

Sp = Wy ) ttg (ftge — 0g¥) g+ (=1)° P15 _p&s—p + (= 1)P 1, (100 — nw))

q:2
+ (pp — 1Y) g

= u, |« (Z (=17 2 + 1) ’YZ Mq"?q]

q=2

— (=) ppts—p&s—p + (=1)" 1y (5 = p1p1p7) — M9

=y (ya—a) g — (=1 s pbs—p +mp (=1)" pper + o = (= 1) ppnyy)
—np (79 + @)

= = (=) s p&sp + 1 (Yo = (1) 43y = (1) ppmpy) — mpb

= = (=) s p€sp + 1 (— (1) 0+ (1) sy py) — b

= — (=P 55 p — (=1)° P s _pmps_p — mpb

= _665—17 - npb
3 3
T, = 1> (1) 05-q (1eg + 1) + M5-p9 = — (—Mpz (=1 pgns—q — n5_p) g
q=2 q=2

5— 5—
= = (D pspptpnp + (=17 P 55— = (=1)7" iz ymsp — (= 1) piyi5—p = 15-5) 9
= —(H5—p@ = M5-p7) g
= _657109'
Substituindo essas expressoes em (2.12), obtemos
k-1 k-1
Cp(r—l) = ,Uzpf12,zr,1 +§5—p (le,zT - 657" —gtr — Z ST,Zij‘H) +77P <_bST o ZtT’Zij+1> ’
=0 =0
que, em vista de (2.9), demonstra (2.7) para 0 <r < k — 2.

Para demonstrar (2.10), devemos primeiramente estabelecer algumas relagdes. Substi-

tuindo (2.6) em (5), obtemos a expressao conveniente para v dada por
v o= g+ (129 + )" = (nsg + 1)
= "+ 139 + 2229 + 15 — H39° — 2u5759 — 15
= 79"+ 2ag + 15 — 13, (2.13)
de modo que, usando (5) novamente,
v = 2bg'. (2.14)

Decorre de (5) que
3 3

3
(-1 ,quq = Ozz M?I - 72 <_1)qﬂqnq =a(y—1)—ya=—a (2.15)

q=2
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Como conseqiiéncia de (2.6), (5), obtemos

Bfpt +M5-p9 = (8 + 775710) g+ 0

= ( )" tptts—php — (_1>5 pﬂg pl15— pt+ (= 1)5 p,ug pTl5—p
+ ( 1) /’Lan) P + N5— p) g + npﬁ (216)
= —(5-p0 = N5—p7) g + 1B = —E5-pg + M- (2.17)

Utilizando sucessivamente (2.6), (2.14), (2.7), (2.8), (2.15), (5), (2.17) em (1.5) decorre que

k—1 3
— Tl i fl '06G-a)
fp2 - ,up + g f12 + g’b Z ,Uqg

+g’C(57p)j — K- p)g/f12,z]~) Zj+1

k—1 3
= tpfi2+ pf12+ bz<fplsaz(_1)q“q§q

q=2

3
+ /o1t Z (=) pgns—q + g (§ps; + 775—ptj)> Zj+1
q=2
k—

n
= fpfiz + gpfu E a (ppg + mp) + (par — 1Y) gl 8
=0

+(6fp1+775—pg) } j+1

n 1
= pr12 + gpfu _b E npbsj 55 pd T Upﬁ) ] Zj41,
=0

que demonstra (2.10) de imediato.

Finalmente, admitimos que ¢ # 0. Levando em conta (1.6), temos, para 0 < j < k — 1,
1<r<k-—1, que

CY = foo ey = foomz; = C%,
que, junto com (2.7), fornece
Ppf12,552 + E5-pSjze + Mptj s, = Hpf12,2,2; + E5—pSrz; + Mptrz,;-
Temos, assim, um sistema linear homogéneo do tipo
& pX + 1Y =0, 2<p<3, (2.18)

com X = 8. — 8., Y =1, —t,.,. Segue-se de (5) que o seu determinante é —§ # 0.

Portanto, o sistema possui apenas a solugao nula, de modo que

Sjzr = SrziH tj,zr = tr,zj- (219)
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Como decorréncia de (2.19) para j = k — 1 e (2.8), obtemos
Srzp_1 — tr,zk,l = 0. (220)

Derivando (2.9) com respeito a z,, para 1 <r < k — 1, e usando (2.19), (2.20), obtemos

k—2
0 = Sr—1,z, — - § Sr,zjzj—i-l + f12,zr - Bsr - gtr ’Zp

Jj=0
k—2
= E Sr,zjzr 2541 + er,zT,1 - le,szT + /887‘,21« + gtr,zw
Jj=0
k—2 k—2
0 = tr—l,zr - | — E tr,zjzj—l—l - bSr yZp § tr,zjzrzj—i-l + 2tr,zT,1 + bsr,zru
J=0 J=0

provando assim (2.11).
U

Exemplo 2.2.2 A familia infinita de equacoes de evolucao conhecida como hierarquia de
Korteweg—de Vries (vide [14]) possui fungoes associadas satisfazendo fi1 = 1 — 2o, fa1 =17,
fa1 = —1 — zg, de modo que, por (5), temos « = =2, v = 0, 6 = 4, e, por (2.14), vem

v’ = 4. Portanto as hipoteses do Lema 2.2.1 sao cumpridas.

Estamos agora em condigoes de obter, no Teorema 2.2.3, todas as equagoes de evolugao
20+ = 25+ G (20, . .., z4) descrevendo superficies pseudo-esféricas cujas 1-formas associadas

satisfazem
Jo1 = tipf11 + 1y, I, p € R, 2<p<3, (2.21)

além da condigao genérica § # 0. Temos também que toda solugao é genérica, ou seja, da

origem a uma métrica.

Teorema 2.2.3 Sejam f;;, 1 < i < 3,1 < j < 2, fungoes diferencidveis de 2o, ..., 25
satisfazendo (1.2). Sejam p,,m,, 2 < p < 3, nimeros reais e «, 3,7,&,,0,v,9,b,g dadas
por (5). Admitimos que valem (2.21) e 6 # 0. Entao uma equacao zoy = 25+ G(20, . . ., 24)

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fidx+ fiodt, 1 < i < 3,
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se, e somente se,

1 1
G = 7 (m, +2¢"21) 24 + — p = (3M 22y + §") 2223
1 mn_2 1 3
+ ? 2m,z1zozl TGzt m z1) — V| 23+ ?m7212121 29

2
+ (2m 21212071 +m 12120 +m 2121) 29

g/
1 2
+ ? 2m izl T M2 — UM z1) bg' 21| 2
1 "n_2 1~ 3
+— ("] —om) — b mz — 5971 ) (2.22)
g

onde m = m (zy,21) € uma fungao diferencidvel,
1 1\
m = 3 [b (mzl - §ng>} : (2.23)
e as funcgoes fio, 1 < i < 3, sao dadas, para 2 < p < 3, por

f12 = 9/24 + (m,z1 + g”zl + ﬁg/) z3 + m,zlzlzg + (m,zl + m,zlzozl + ﬁm,zl - bg/g) Z9

1.
+m'z + fm — gb (m — 592%) : (2.24)
. 1
fp2 = /‘LprQ + 5571) (9/23 + m,Zl Z9 -+ m) — ’)’]pb (gIZQ +m — §g2%> . (225)

Além disso, uma solu¢ao genérica u = zy cumpre wy A wy # 0.

Demonstragao. Em vista de (5), temos

3
Z ) 11y (1o = mpy) = @2 = (1 — 13) - (2.26)
p=

Decorre disso e de § # 0, que a # 0 ou 7 # 0. Levando em conta isso e g # 0 em (5),
obtemos b # 0. Utilizando isso e ¢’ # 0 em (2.14), obtemos v’ # 0. Como ¢' # 0 e v' # 0,
estamos de fato na situagao considerada no Teorema 1.0.1, que aplicaremos para determinar
as 1-formas w;. Para tal, primeiramente fazemos uso do Lema 2.2.1 para calcular as fungoes
CP", fi2, fp2, 0 <1r <4,2<p<3.

Em vista de (2.8), temos
S4 = t4 =0. (227)

Tomando F' = z5 + G em (1.3), k = 5, obtemos

3
—9/25 - g’G + f12,Z4Z5 + Z f12,zj Zj+1 + fa1fa2 — faifaz = 0, (2-28)

Jj=0
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que, derivando com respeito a z5, fornece fi2 ., = ¢'. Integrando com respeito a z4, obtemos
[, tal que
fiz = g'za + Li(20, 21, 22, 23). (2.29)

Substituindo (2.27), (2.29), em (2.9), r = 4 vem
S3 = g/, t3 =0. (230)

Ao substituirmos (2.29), (2.30) na primeira rela¢ao de (2.11), r = 3, obtemos [ ,,., = 0.
Integrando duas vezes com respeito a z3 obtemos fungoes l; = [;(29, 21, 22), © = 2,3, tais

que Iy = lyz3 + I3, e entdo (2.29) se torna

fr2 = g'2 + bz + 1. (2.31)

Usando (2.30), (2.31) em (2.9), r = 3, obtemos
s9=—g"2 + 1 — B9, ty = —bg'. (2.32)

Substituindo na segunda relagao de (2.11), r = 2, obtemos, em vista de b # 0, que 5 ., = 0.
Assim, Iy = I (29, 21), €, por (2.32), so = s2(20,21), de modo que existe | = [ (2, z1) tal
que

L., = . (2.33)

Agora, utilizando (2.31), (2.33) e o valor de t; dado por (2.32), na primeira relacao de
(2.11), r = 2, ficamos com 20, ,, — l3,,,, = 0. Integrando duas vezes com respeito a 2,

obtemos fungdes l; = [;(z0, 21), i = 4, 5, tais que
I3 =125 + lazo + 1. (2.34)

Comparando (2.33) com (2.32), determina-se [ em termos de [. Utilizando isso e (2.34) em
(2.31), obtemos

fio=0g 2+ (o, +9"21 + B9) 23 + 121z 25 + laza + 5. (2.35)

Agora (2.32), (2.33) e (2.35) substituidos em (2.9), r = 2, e usando (5), tem-se

S1 = _l72’1ZOZl - l,lel z9 + 21,21,2122 + l4 - ﬁl,zl + gbg/

- _l,zlzozl + l,zlzlz2 + l4 - 5l,z1 + gbg,u (236)

- 1.
tv = b(ger—1,) = lb (592% - l)] 2y - (2.37)
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Um célculo direto mostra que qualquer funcao diferenciavel f satisfaz a relagao dife-

rencial
(le) 242y f,zizizi + 2f,zi- (238)

Ao usarmos (2.36), (2.37) na segunda relagao de (2.11), r = 1, e aplicar (2.38), obtemos

[ /1 1
0 = |b (éng — l)} verziz0 21 — Oli 2y 202 22 + 2 {b <§ng — l>} V2120

+b (_l,zwozl + l,2121z2 + l4 - ﬂl,»’q) 121

_ 1~
= b (592% o l) Z1:| 1212120 +b (_lvzleZl + l4 - 61’21) EL e

Dividindo por b e integrando com respeito a z;, obtemos uma funcgao arbitraria de 2y, que

pode ser escrita como hy — gbg’, tal que

1 1. '
"= {5 {b (l N ingﬂ Zl} i1 Hzizo21 + BLay + by — gby'. (2.39)
Se denotamos ,
1 1
k:—Pc——%a]+m, (2.40)
b 2
entao (2.37), (2.39) ficam
/ 1 1, /
tl = —b g b l — 5921 2] — _bkwl s (241)
ly, = (kz1),. o202 + B, — gbd, (2.42)

que, combinado com (2.36), da

S1 = _l,zlzozl - l,zlzle + 2l,zlz122 + (kzl) 921 +l,zlzozl + ﬁl,zl - gbg/ - ﬁl,z1 + gbg/
= (a2t k). (2.43)

Substituindo (2.35), (2.37), (2.43) na primeira rela¢ao de (2.11), r = 1, e usando (2.38),
(2.42), obtemos

0 = (l,leQ + kzl) 1212120 #1 + (1,2122 + k’Zl) vz 22 T l,z1z121 23+ 2 (l,z122 + kzl)

»2120

1.
- (l,zl 23 + Z,Z121Z§ + l422 + l5) 12121 +ﬁ (Z,Z1 29 + kzl) yz212 TG {b (ngf - l>:| 12121
- (l,zlz2zl + ]{ZZ%) 9212120 + (]{521) 1212121 Z9 — ((1{521) 121 +l,zlzozl + 6l,21> 92121 Z9 — 15,2121

1.
+5 (l,z122 + ]{721) 92121 +gb <§gZ% - l) 12121

1.
= (sz) 1212120 _l5,z121 + 5 (kzl) 12121 +gb (ﬁng - l) 92121 *
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Integrando duas vezes com respeito a z;, obtemos fungoes h; = h;(2), i = 2, 3, tais que
1.2 L,
ls =k'z{ + Bkz + gb §gzl — 1) + hyzy + hs. (2.44)

Agora (2.35), (2.36), (2.37), (2.43) substituidos na primeira relagao de (2.9), r = 1,

fornecem, utilizando também (2.44),

S0 = —Lamzn?221 — (521) 2120 21 + Loyorzo2122 + Loyno 22 — Loysym 28 — la 20 + Bl 22
2zt (Loey +9") 28+ Loz 2s + laszo + s — B(Laz 2o + (k21) 2y )
—gb(gz1 — 1)

= —(k21) iz 21 T Loz + G 23 + (B21) 2020 21 + K 210+ B (k21) 12y +9b (G20 — 12))
+hy — B (kz1) 2, —gb (921 — 1 2))
= U2+ g 23+ K21+ ho. (2.45)

Substituindo (2.37), (2.41), (2.43) na segunda relagao de (2.9), r = 1, obtemos

to = bkmzl — b (g — l,lel) 9 — b (l’Z1Z122 + (k?21> 21 ) = —b (k’ + gZQ) . (246)

Agora calculamos fy3, 2 < p < 3, fazendo uso de (2.10). Como resultado de (2.30),
(2.32), (2.37), (2.46), tem-se

3
Z tjzj-f—l = —bg,Z?, + b @zl — l,zl) Z9 — b (k‘ —+ EZQ) zZ1 = —b (g,Zg + l’2122 + k?Zl) . (247)
j=0

Ao substituirmos agora (2.30), (2.32), (2.33), (2.36), (2.37) em Z?:o (2t; — sj) 241 € usar-
mos (2.35), (2.44), (2.45), (2.46), obtemos

3
B _
Z (Etj - Sj Zj+1 = _9124 + <_ﬁg, + l,21) Z3 + (ﬁgzl - ﬁl,n + l,zuozl
§=0
—l 20 — Lo+ Bl — gbg’) 20 + (Bto — s0) 21
= —fiu+ ¢ sz + 15+ (6921 + l 12021 — gbg’) zo + (Bto — s0) 21
1.
= —fio+ g 22+ K22+ Bz + gb (§ng — l) + hozy + hs
+ (552’1 + l,zlzozl - gbgl) 2y — Bkzy — Bgzaz — l,zlz()2’221

—q" 2321 — K22 — hozy

1.
= —fia+gb <§ng - l> + hg — gbg’ z. (2.48)
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Utilizando (2.47), (2.48) em (2.10), obtém-se, para 2 < p < 3,

1. h
foo = tipfro + &-p (9’23 + 12 20 + k21) + 1 [b (5923 - l> + ?3 - 69/22} . (2.49)

As expressoes (2.27), (2.30), (2.32), (2.33), (2.37), (2.43) sucessivamente substituidas em
(2.7) dao, para 2 < p < 3,

crt = ,upf12,z47 o = ,upf12,z3 + 55—179,7 o = prlZ,zz + fS—pl,m - Upbg/,

1.
Cpl = :u’pf12,z1 + 55*[) (l’zl’ZQ + k'Zl) 121 +np |:b (ﬁgzi - l):| 121

Disso e de (2.49), as relagoes (1.6) tornam-se de imediato identidades para 1 < r < 4. Para
r = 0, derivamos (2.49) com respeito a zg, e substituimos (2.45), (2.46) em (2.7), de modo

que (1.6) fornece

1. ! hs\’
tpfio +E&—p (g 23+ 110022 + K 21) + 1 { {b <§g2f — lﬂ + <;3) — (bg')'zg}
= Mpf{g -+ 5571) (l7zleZQ + g”Zg + k’21 + hg) + Upb (—k’ — EZQ) .

Cancelando alguns termos, e usando (5), (2.40), obtemos

h, !/
(- (5) ) -

Este é um sistema linear do tipo (2.18), que possui apenas a solu¢ao nula. Concluimos que

1 (hs)'
fh:——(i), hy = 0. (2.50)

Denotamos
m=1[0—-—. (2.51)

Como [y ¢ uma fungao arbitraria de z, 21, também o ¢ [, em vista de (2.32), (2.33). Assim,
temos por (2.51) que m é uma funcdo arbitraria de zy, z;. Substituindo (2.50) em (2.40), e
utilizando (2.23), (2.51), obtemos

1 1 hs]’ .
kz = 3 {b (l - §ng) - ?3] z1 = m. (2.52)

Para provar (2.25), basta usar (2.51), (2.52) em (2.49). Substituindo (2.50), (2.51), (2.52)
em (2.42), (2.44), obtemos

o . . 1.
ly = Mz + Mozz021 + ﬁm,n - bg/g, l5s = m'z + Bm — gb (m B 5923) )
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que substituidas junto com (2.51) em (2.35) fornece (2.24).

Determinamos agora G notando que, em vista de (2.28), (2.29), temos
3
JG = Z J12,2, %541 + far f32 — f31fo2- (2.53)
=0
Substituindo (2.24) em Z?:o fi2,2;2j+1, € usando (5), (2.23), obtemos
3

Z f12’zj i+l = {g"z4 + (m,zlzo + gmzl + ﬁg”) z3 + m,zlznozg + (m,zuo + M 21202071
=0

N2 ~ [N/ o/ / 1~ 2

+5m,z120 _b<g) _bgg> Zo+m 2y +ﬁm _gb m — 5921

2

o o/ o
+ (m,zlzozl) 921 Z9 + ﬁm,zlzl Z9 + m,zlzozl +m + /Bm,m

1-.0\] 5
—g {b (m — —ng)} } 21+ [(mmz1 + ") 23+ M 2yayay 25 + T2y 20

_gb <m72’1 - gzl)] Z9 + (2m72121 Z9 + Th,zl + M 212071 + 6m,21 - bg,g) z3
+(mz + 9"+ B9) 2
= (ms +2¢"21 + B9) 2o+ Bmzysy + ¢7) 2320 + (2msys021 + 9727
+ﬁg”’zl + ﬁl,»zl + /Bm,zl - bg/g) 23 + m72’12121 2:23 + (m,zlzlzozl + m,zlzl
+ (m7zlz’ozl) 121 +6m,2121> Z% + [27;1,,312021 + m’ + m,zleZoZ% + ﬁm,ﬂzozl
—b <(g/)2 21 + gm,z1> + 5m,z1i| Z9 + mﬁzf + ﬁmlzl
1_ .
—g'b (m — 592%) 21 — gbm. (2.54)
Utilizando (5) e (2.21), obtemos
pafor — pafsi = —05, — N3 fa1 +n2fa1 = —PBg, (2.55)

Safor —&3fs1 = [Mz (ma - 772’7) — M3 (HsOé - 773’7)] g+ 1282 — n3&3
= (U3 —p3) ag —ayg+6 = —ag +9,

que, junto com (2.24), (2.25), da

. 1.
forfso — faifoo = —Bfia+ (—ag+0)(g'z+m 20 +m) — Bgb (9/2’2 +m — 59212>
- _69/24 + (_/Gm,zl - ﬁg”Zl - 629/) = ﬁm,zqzlzg + (_67;1,21

. . 1
_ﬁm,zlzozl - ﬁ2m,z1 + ﬂbg,g) Z2 — ﬁmlzl - ﬁQm + ﬂgb <m - §ng>

. 1.
+(—ag+9)(g'z3 +m 20 + ) — Bgb (9/22 +m — 592‘%)
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- _69/24 + [_ﬁm,zl - ﬁgﬂzl + (—Oég + 6 - 52) g/] z3 — Bm,Zyzlz%
+ [_ﬁm,zl - ﬁm,z1zozl + (_ag + d— ﬁ2> m,z1:| 22
— B’z + (—ag + 6 — 52) . (2.56)

Agora usamos (2.54), (2.56) em (2.53), obtendo

n_2

gIG = (m,21 + 29//21 + ﬁgl) 24 + (3m,2121 + g”) 2322 + [2m7212021 +9 2+ 69//21
+m ,21 + 6m 21 bg,g] Zz+m Z1Z12123 + [m 21212071 +m 12121 + (m,zlzozl) 121
+0m, 2121] Z2 + [Qm 212021 T 'z +m Z1ZO2021 +0m 22021 — b ((g,)2 z1 + gmm)
1_ .
+B1 ., | 2o + "2 + B’z — g'b (m - Eng) 21— gbm — Bq' 2z
+ [_ﬁm,m - ﬁg//zl + (—ag + 0 — 52) gl] <3 — ﬁm,ZlZl Z%
+ [—ﬁf’mzl — M ;2021 + (—ag +0— 62) m’zl} 29 — Bz + (—ag +0— 62) m

n_2

= (M +2¢"21) za+ Bm . +¢") 2320 + [2m7Z120z1 +4"2i+m,
+ (_792 - 20&9 + o — ﬁz) g/:| Z3 + M 212121 Zg + [m721Z120Z1 + m,Z1Z1
+ (myZlZoZl) 121 ] Z% + [273,7’,2120’21 + m’ + m,zlzozozf —b (g/)Q 21
1_
+ (=9 = 2ag+6— ) m,| 2+ 10"z — g'b (m — 592%) z

—vg* — 2ag + 6 — 3%) 1. (2.57)

Para obter (2.22), basta mostrar, levando em conta (2.13) e (2.57), que

6 — (% =—n3 +ni. (2.58)
Mas decorre de (5) que
3
o — 62 = Z (-1 nng B Z - H5—qTq
3
= D 0 (18— (=1 us-4) (2.59)
q=2

onde, usando novamente (5), calculamos (—1)?&, — (=1)°"% u5_, 3 como
(=1) (g = 17) = (=1)" " 1598 = (=1)" g (= 1) pgmy + (=1)"" pt5-g715-q) —

— (=) (1) g2+ (=1 2 4+ 1) = (1) pis—q (1) pgms—g + (—1)° " p15-qn4)
= —(=1)"n,,
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que, substituindo em (2.59), fornece (2.58).

Finalmente, provamos que uma solugao genérica cumpre.w; A wy # 0. Existe, em vista
de (2.25), A = A(zg, 21, 22) tal que

Ji1fao = frafor = g (pafiz + &9' 23 + A) — (pag + m2) fr2 = 9 (&39'23 + A) — n2 f1a.

Portanto, se 75 # 0, temos, de (2.24), que o coeficiente de z; é —12g’ # 0, de modo que
w1 Awy # 0. Se g = 0, entao, de (5), 0 # 0 = —n3&3, vem &3 # 0. Assim o coeficiente de
23 6 £39'g # 0, e temos novamente wy A wy # 0.

O

2.3 Demonstracao do resultado principal

O resultado principal no caso genérico, enunciado na Secao 2.1, é um corolério dos Teoremas
2.3.1 a 2.3.4 abaixo, que classificam todas as equacoes de evolucao 2o = 25 + G(20, . - ., 24)
que descrevem superficies pseudo-esféricas que sao independentes de um dos parametros

tps Mps 2 < p < 3, cujo problema linear satisfaz

for = tpfii+1mp,  2<p<3, (2.60)

além de 6 # 0, com ¢ dado por (5). Dito de outro modo, caracterizamos as equagoes do
Teorema 2.2.3 tais que GG é independente de um parametro. Mais precisamente, em alguns

dos casos ha apenas trés parametros livres, ja que usg é dado em termos de ps.

Em vez de fixar um dos parametros livres e argumentar a partir dai, verifica-se que
a mesma argumentacao pode ser usada caso simplesmente denotemos qualquer um deles
genericamente por 7 e trabalhemos com 7. A forma do problema linear associado pode mu-
dar consideravelmente de acordo com o parametro escolhido como 7 e os valores atribuidos
aos outros parametros. Podemos tanto atribuir valores numéricos aos outros parametros,
como também tomé-los como certas fungdes de 7 (a tal respeito, ver, ao final desta segao, a
demonstracao do resultado principal da Segao 2.1). Tal procedimento pode ser util quando
da aplicacao do método do espalhamento inverso em alguma situacao especifica. Assim, é
interessante ter a disposi¢ao o quadro geral do qual possamos extrair casos particulares de

acordo com as condigoes especiais sob consideragao.

Quatro classes de equagoes sao obtidas, correspondendo aos casos em que

'UT:Oafy:Oa UT:0777é07 UT#Oufy:OJ UT#(]’V#O'

Tais casos sao tratados, respectivamente, nos Teoremas 2.3.1 a 2.3.4.
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Teorema 2.3.1 Sejam p,,n,, 2 < p < 3, numeros reais, fivemos um dos pardmetros
p2, My, 2 < p < 3, e o denotemos por T. Sejam «,3,7,0,v dados por (5). A equagdo
201 = 25 + G(20, . .., 24) descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e
com 1-formas associadas w; = fadx + fiodt, 1 < i < 3, satisfazendo (2.60), v, =0, § # 0,
v =0, se, e somente se,

1

G = - ( 3G 21z +4R") 2023 + [ (3qleOzl + 3R 2 —1—q') —2h| 23

1
Qs +3h"21) 20 + — ¥ (
3

1
+ﬁq7212’121 Z;’ + ﬁ ((q,zwozl) 121 +h///21) Z%

hl

1
+ {E [3 (q//zl) o 2 — 2h ((]731 + h”Zl) + h””Zﬂ . h’zl} 2

"n_3

1
+h’ (¢"2) — 2hq' 1) — g1, (2.61)

onde h =h(z), q=q (zo, z1) sao fungoes diferencidveis com h' # 0, e, para 2 < p < 3,

1 _ 2 2
fu = (h—l- 2772), fpl_%(h+n32n2)+npa

a
1
fia = - (W' 2y + (qzy + 20" 21 + BI) 25 + (Qoyzy + B') 25 + (24212021 (2.62)
+q' + "2 + Bq., + BR 2 — Oéhlfn) 2+ q"2 + B¢z — OéfnC_I} )
foo = ppfratpsp (W23 4 (qz +1'21) 22+ ¢ 2] =y (W22 4+ q)
onde p,,n, satisfazem pz = £+/1 4 3, a # 0.
Teorema 2.3.2 Sejam p,,n,, 2 < p < 3, numeros reais, fivemos um dos pardmetros
Lpy Ty 2 < p < 3, € o denotemos por 7. Sejam «, 3,7,&,,0,v dados por (5). A equagao
20+ = 25 + G(20, . .., 24) descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e

com 1-formas associadas w; = fadx + fiodt, 1 < i < 3, satisfazendo (2.60), v, =0, 6 # 0,

v # 0, se, e somente se,

1 1
G = E o+ B 2) 2+ — W (3212 + 10R") 2923
hqz1) ,z,» 1
+ |: , (2(]’2,12021 + 10h”’2% + %) — ChQ + 9:| Z3 + ﬁq721z1z1zg
1

(hg21) 12122 1 hq) 2z )
( qzl 1212120 + 2q,z1zlzozl +Q,z1zo + 15}1///21) Z% + {ﬁ |:2 (( Q)h 1 0) Z%

hg) 10h1/// 3 2 h2 0 h// hh/

h z1+ 2] T Q202071 — (C - ) <Q,21 +3 Zl) _C 21 (22

—i—% [((hg) ) B (Ch2 _ 9) <(h]§]> 2+ hmzf’)]

—Chqz, — Chh'23 + C(h’) 23, (2.63)
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onde (,0 sao nimeros reais nao-nulos tais que  possui o mesmo sinal de v, h = h(2),

q = q(20,21) sao fungoes diferencidveis com h' # 0, e, para 2 < p < 3,
¢, «a ¢ o
fu = \[Zh==, S =g Zh =ty + s
11 5 5 VS vy Tl
h IZ1 %
f12 = \/g {h/z4 + (Q,z1 + 4hﬁzl + 6h,) z3 + <Q,Z1zl + 3h/l> Zg + <% + q.z120%1
6h/// 2 h// Chh/ (hq), , 2 h//// 4
+6h" 21 + (g +30"21) — 5 Jin | 22+ ) At (2.64)

hq)’ 1
+0 (%21 + h"’zf) - ’Y\/%fll (hq + Rzt — 5 (h')* Z%) } :

ha
fpz = ,upf12 + §5_p\/g (h/23 + <q7zl + 3h//21) 2o + ( }? Z1 + hmz?)

1
—n,pC (hh’zg + hq + hh" 2 — 3 (W)’ zf) :

onde (,,n, cumprem v # 0, 6 # 0.

Teorema 2.3.3 Sejam p,,1m,, 2 < p < 3, numeros reais, firtemos um dos pardmetros
p2, My 2 < p < 3, e o denotemos por T. Sejam «,3,7,0,v dados por (5). A equagdo
201 = 25 + G(20, . .., 24) descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e
com 1-formas associadas w; = fidx + fiodt, 1 < i < 3, satisfazendo (2.60), v, # 0, § # 0,
v =0, se, e somente se,

R R " " B
G = 5ﬁZ1Z4 + 1[)?2223 + (1()?2% — 5h> 23 + 15WZIZ§ + (107,2’;) - 10h/21

hh// h/l/// hh/// 15
—15721) 2+ + (—10h” — 5 > 2+ (7h2 - C) 21, (2.65)

onde ¢ € um nimero real nao-nulo, h = h(zy) € uma funcao diferencidvel com h' # 0, e,

para 2 < p < 3,

1 2 .2 2 .2
fu = a<h+c+"32"2), fp1:%<h+0+¥>+%>
1

fiz = [W'zy + (40" 21 + BR') 25 + 30" 25 + (60" 27 — AhR' + ch' + 3Bh" =
o

2 2
+772 5 "3 h/) 29 + hlmzil _}_5h///2i3 + (_3 <h1)2 — 4R} —f—Ch” (266)

2 2 3
+%h”) 22+ B(=3hh + 2ch') 21 — afiy (—§h2 + 2ch — 46 + g)} ,
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o2 = ppfro+ ps—p (h'zg + 3R 2129 + B2} — 3hR' 2 + 2ch’zl)

3
=1, (h’zz +h'2E — §h2 + 2ch — 4c* + C) ,

onde p,,n, satisfazem pz = £1/1 4 p3, a #0, e c = ¢ (1) € uma fungdao diferencidvel com

¢, # 0.

Teorema 2.3.4 Sejam p,,1,, 2 < p < 3, numeros reais, fivtemos um dos pardmetros
Lpy Ty 2 < p < 3, € o denotemos por 7. Sejam «, 3,7,&,,0,v dados por (5). A equagdo
20+ = 25 + G(20, . .., 24) descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e
com 1-formas associadas w; = fidx + fiodt, 1 < i < 3, satisfazendo (2.60), v, # 0, § # 0,

v # 0, se, e somente se,

h/l h/l hl/l 5 hl/l nn
G = 5—224+ 10—2p23 + (10—22 k) 23+ 15—2122 + (10—z§ — 10Chh'

h n ot n n
15 h// h//l/l 5 9 5 h/// 3
—7kzﬁzl) 2z + Tzf + (—54 (h)" — 10¢hh" — §kﬁ) 2
15
+§k2751 — 021, (2.67)

onde (,0,0 sao nimeros reais tais que ¢ # 0 possui o mesmo sinal de v, h = h(zy) € uma
funcao diferencidvel com h' #0, k = Ch* — 0, e, para 2 < p < 3,

¢, « ¢ o
fll = _h__7 fpl = Mp ;h_ﬂp§+np;

Y Y
Ji2 = < {h'24 + (40" 21 + BR') 23 + 3R 25 + (Gh”/zf +308h" 2 — gkh/ + ch’
v

_7\/§hh/f11> 29 + h////Zii + 6hmz% + {_3Ch (h/)2 . g/{?h” + ch”
g

—’Y\/%fu (hh” - % (h')Q) Z+ (—;k + C> W'z (2.68)
_\/gfn <—gk2+gk—c2+o>},

3
fo2 = Hpfiz + 55_13\/% (h'Z3 + 3R 2129 + B2 — §k‘h'zl + ch'zl>

1 1
—n,C [hh’zg + hh" 2 — 3 (W) 22 + c (—%lf + gk -+ 0'):| :

onde (,,n, cumprem v # 0,0 #0, ec=0 — % satisfaz c; # 0.
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Antes de passar a demonstracao de cada teorema em separado, estabeleceremos alguns

fatos tteis na demonstracao de todos em geral. Escrevemos (2.22) como

G = kyzy + kozozs + kazs + kazy + ks23 + kgza + ke,

onde
1 " 1 "
kl = ? (m,zl + 29 Zl) ) kZ = ? (vazlzl +9g ) ’
1 n_2 ° 1
ks = ? (Qm,:nzozl +g2+ m,z1) -, ks = ?m72121Z17
1 .
kf5 = ? (2m7z1zlzozl + m,zlzo + m,lel) )
e, em vista de (2.14) e de g = ”‘2’—;;, que se segue de (5), (2.14), temos
,U/
l{jG = ? (27(;’1,721Z021 + Th, + m,zlzozozf - Um,zl) - 5217
1 ] ) v v
kr = 7 (m”z% — v — §mzl) + Zzi’

Temos que G, =0 ¢ equivalente a k; , = 0,1 <¢ < 7.

Indicamos dependéncia nas varidveis por meio da escolha de letras

G eR, ¢ =¢ (1), ri =1 (20), si =8 (20, 7), t=1(20,21),

onde todas as funcoes sao diferenciaveis.

Em vista de k; =0, 1 <¢ < 2, temos

g’
0= (3kis — ko), =5 (_) )

g// (6 ),
p =r; =

)

/
g
e2

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

!/
onde 7, = ry. Assim (—) = 0, de modo que existe ¢; tal que ¢’ = c1e™. Integrando isso

com respeito a 2y, obtemos r3, ¢y tais que

g =13 + Ca.

Como ¢’ # 0, obtemos ¢; # 0, 74 # 0. Agora (2.76) substituido em k; , = 0 fornece

1 m m
0= |:— (mm + 201Tg21):| = (C_> T2 + (2r§zl)T = (C_> T2 -

C1 1 1

(2.76)

(2.77)
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Assim % pode ser escrito como a soma de s; com uma fungao arbitraria de zg, 21, que pode

ser escrita como t + %rg’ 22, de modo que

3
LG —ri2? 4 5. (2.78)
C1 2

Utilizando (5), (2.78) em (2.23), e também usando (2.76), obtemos

m 1 3 1 '
/
o = {b (t + irng + 31) a5 (bq') zf]

_ b)) 1 (80— ye (1)’ — brg) o
b 2 b
(b(t+81))/ 1 " 1 1\2 I 3
= Tzl + 6 b?“3 - 5701 (T?)) <1
bt '
_ (b( ‘231)) Z1+7“g/2§- (2.79)

Caso usemos (2.76), (2.78) em k3, = 0, obtemos

1
" _2 " _2 ° /
0 = [— (201t,zlzoz1 + 6cirg 2] +cirg 27 + mm) — Ty

C1 r

m.
= (2z0m +Tr52) + ( =L — W’é)

C1
m /
= — - U7—T321 921 *
C1 -

Integrando com respeito a z;, obtemos sy tal que

(T) = v,T521 + So. (2.80)

C1
Como resultado de (2.76), (2.78), (2.80), temos que k7, = 0 implica, multiplicando por 77,

1 ) ) V' N
0 = |—(m'2} —vih— —mz | +rf—2"
C1 2 4 -

° ° / "
m m vm v
_ 2 A
= (—) 1T20z0 F1 ('U-) — <§—> 21+ 7”3221
C1 c1/) ;- c1/

m v’ 3 o
= (vrryz +52)" 2 — (UC—1> - {5 <t + 57“3'2% + 81)} z1+ Téjzf’

° /
m v
"1 /i n 3 "n_2
= (viry + 200rg + vorg’) 27 + 521 — <U_) - (5 (t+ 51)> ~1
Cl T T
"

v
ron_3 /YT 3
T A +7"3_4 1

5 D 7 !
= Zv;'rng + —vlrd 2 4 vy 2 4 syt — (vm) — (v (t+ 31)) 2. (2.81)
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Veremos que sempre vale

(2.82)
independentemente da validade ou nao de v, = 0. Assim,

conveniente estabelecer aqui
algumas propriedades que derivam tao somente de (2.82). Decorre de (5), (2.76) que

b= ~yecirs +yer + . (2.83)
Segue-se de (2.14), (2.83) e v. = 0 que

0= 2—7% = (a1b), = (i), m3 + (c1 (ve2 + @), - (2.84)

Derivando com respeito a 2y, e em vista de 74 # 0, obtemos (; tal que

vt =G (2.85)

Em vista de (2.85) e ¢? > 0, temos que (1,7 sao ambos nulos ou possuem o mesmo sinal.
Substituindo (2.85) em (2.84) mostra que existe (» tal que

c1 (yer + a) = Go. (2.86)
Além de (2.82), admitimos neste ponto que vale também v # 0. Entao obtemos, em vista
de (2.85),

_a

Substituindo (2.85), (2.86) em (2.83), e utilizando também (2.87), obtemos

1
b=—(Grs+ () = i\/l (Girs + G2) -
€1 G
Em decorréncia de v # 0, (2.26), (5), (2.13), (2.88), obtemos

o 10 _ g+ 209 +a® — o’ 4+ (13 — 1)

I SR )
Y Y

(2.88)

v G v (289)

Agora admitimos que, além de (2.82), valha v = 0. Segue-se disso, de (2.26) e § # 0,
que « # 0. Entao obtemos, em vista de (2.86),

e
-2, (2.90)

Como ¢; # 0, temos (2 # 0. Caso substituamos 7 = 0, (2.76) em (2.13), obtemos, usando
também (2.90),

&1

v = 200173 + 20 + 05 — 03 = 2(or3 + 20y + 15 — 13 (2.91)
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Demonstracao do Teorema 2.3.1. Temos que valem 7 =0 e
vy = 0. (2.92)

Primeiramente estabelecemos alguns fatos que nao dependem de v = 0. Substituindo (2.80),

(2.92) em (2.81), obtemos

!/

Sh23 — vSg — 3 5LrE = 0. (2.93)

Como o coeficiente de z; é nulo, e v' # 0, obtemos s; , = 0. Assim existe r4 tal que

S1 = TIy. (294)

Facamos agora uso de v = 0. Derivando (2.91) com respeito a 7, e utilizando (2.92),

obtemos (3 tal que 2acy + 03 — 02 = (3, ou seja,

G+ng—m
=== 2 2.95
< 2a ( )
Definimos h = h (2y), ¢ = q (20, 21) por
h = €27”3 —+ %, q = CQ (t + T4 + T'gZ%) (296)

Em vista de (, # 0 e do fato de que r3,t sao arbitrarios, temos que h, g sao arbitrarios.
Como 74 # 0, temos h' # 0.

Substituindo (2.90), (2.95) em (2.76), e usando (2.96), obtemos

2 2 1 2 2
g= 91”3 + Gt 1 hyBTh) (2.97)
«Q 2x a 2

Agora (2.95) substituido em (2.91) acarreta, utilizando também (2.96),
v = 2<2T3 + <3 = 2h. (298)

Como v = 0, temos de (5) que b = a. Se substituirmos isso, (2.90), (2.94) em (2.79),
obteremos, usando também (2.96),
/

_ & ((t +7y) 2+ ry2) = . (2.99)
o

Substituindo (2.90), (2.94) em (2.78), e utilizando (2.96), obtemos

CZ "2 _ 1 h”
m= > t+27‘321+r4 = q+?zl . (2.100)
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Usando (2.97) até (2.100) em (2.70) até (2.74) obtemos

ki = % (1 (qz +h'z1) + 2%”21) = % (g2 + 3h"21),
b = (2 e 1)+ ) = B a0,
ks = % (2 (Qayeg + 1"21) 21 + ﬂzl - é (G2 2021 + q’)> —2h
= hl (3¢,212021 + 30" 27 + ¢') — 2h,
ky = %q“;m = %q,zlzlzl,
ks = % (2 (Goyzyzg +H") 21+ — = (Q,zlzo +h"z) + é (@ 21202021 + 26]7z1z0))
3 "
— ((qmom),zl +h 21) )
ke = % l2 (@1z02021 + ") 21+ QE//ZI + é (G 212020 + W""21) 27 — % (g2 + h”zl)} —h'z
1

= — [3(¢"%) sy 21+ W2 = 20 (g, + 1'210)] — W'z,

q/// q/ h/ h// h// 1
by = o (;zf’ — 2hazl ——la+ ?zf 2 ) + ?zl = (¢"2) — 2hq' 1) — gz

o=

Essas expressoes substituidas em (2.69) dao (2.61). Decorre de b = «, (5), (2.97), que
g=4¢"' = %, de modo que, em vista de (2.100),

1, q
— = = —. 2.101
m 2921 o ( )

Temos de (5) que v = 0 é equivalente a pu3 = +£4/1 + p3. Levando em conta isso, v = 0,
(2.97) até (2.101) em f1; = g, (2.21), (2.24), (2.25), obtemos (2.62).
O

Demonstracao do Teorema 2.3.2. Estamos no caso em que vigoram (2.92), v # 0.
Conseqiientemente, temos (2.87) até (2.89). Derivando (2.89) com respeito a 7 e utilizando
(2.92), obtemos (%) = 0, de modo que podemos definir (,0 € R, h = h(z), ¢ = q (20, 1) ,

-
por

C(=G#0, 9:%3507 h:i(r?)—F?) q==x(t+rs), (2.102)
1

onde £ dé o sinal de ¢; em (2.87). Recordamos que ¢ possui o mesmo sinal de 7. Em vista
de r§ # 0, temos h’ # 0.
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Usando (2.102) em (2.88) obtemos

Y ¢
b: — h: —_ h .
@ \ﬂ’y | (2:168)
g= \ﬁh_ﬁ (2.104)
Yo

As expressoes (2.102) substituidas em (2.89) acarretam

_ (£
C1
Substituindo (2.87), (2.78), e utilizando (2.102), obtemos

(2.94)
m = i\/7t f” \[ q-+ h” : (2.106)

+74)
Se agora substituirmos (2.87), (2.94), (2.103) (2.79), obtemos, usando também (2.102),

yh(t + 7y ha)'
\/7 (f > a4y | = ¢ (( }3) 2+ h”’zf) . (2.107)
ot \fvh ot

Utilizando (2.104) até (2.107) em (2.70) até (2.74), obtemos

1 1
ki = %ﬁ \/g (Q,z1 + '?’h//zl) + 2\/%]1//21) - ﬁ <q721 + 5h”’21) )
71 q " Cou 1 1"
ky = —— | 34/ =(qz2 + 3N =h = 3¢ 2,2, + 10h
2 Ch/ \/; (C], 1 + ) + \/7 h/ ( q, + )
1 h
ky = %h, 2\/2((12120 430"z, Z + \/7h/// \/7 q21 A VR YN 2)]

—Ch* 46
1
_ <2qmzl + 10123 —(hqzlff ) — (46,

k4 = \/>h, \/7qz1zlzl - h/qzlzlz17
71 ¢ ¢
k5 = \/gﬁ [2\/; <Q,Z12120 + BhH/) z1+ \/; (Q,leo + 3h///21)

+ g <(hq2’1) Y212120 + 6hm21>
~y h

i (hqzl) 1212120
h! h

de modo que, em vista de (5),

—0=Ch*—90. (2.105)

+ QQ,z1z1z021 + 2z T+ 15hm21> ,
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hg)\’
= RS ((4) o (5 sos)s
hq)
+\/j<((Tq 21+h””2§> +\/§(q721z020+3h””21) Z%

C " 2ChH
z h'z -
5 (q. +3 5

o q 12120 (hQ>/ / "3 2
= h' 2 T 2] 2Z2+3 h z1 + 100772 1 Q21202021

— (Ch* = 0) (g2, + 3h"21)] — ChI =,

1 h I\ M h /
I CORR ECENC S
2ChI 3 2¢ (hi')’
- \/%*5”"’%) |+ 2
1 h I\ M h, /
- 2 [<_< ;f)) B+ H — (Ch2 — 6) << 0 zl+h'~z§)]

1
—Chgz — Chh" 23 + 5¢ (W) 22

— (¢h* —

21

Tais expressoes substituidas em (2.69) dao (2.63). Usando (2.103), (2.104) em (5), obtemos

- s "

de modo que, em vista de (2.106),

1. ¢ 3 1 (hh'Y ¢ 1(h')?
m—ing:\/;(q—kih"zf—i( h)zf>:\/; q-l—h”zf—§(h 2. (2.109)

Com o fim de obter (2.64), substituimos (2.103) até (2.109) em f;; = g, (2.21), (2.24),
(2.25).

O

Demonstracao do Teorema 2.3.3. Temos que valem 7 =0 e
vy # 0. (2.110)

Primeiramente estabelecemos alguns fatos que nao dependem de v = 0. Como resultado



42

de (2.73), (2.76), (2.77), (2.78), (2.80), temos que kg, = 0 implica, multiplicando por %,

/
v
2 /
0 = — L (2m 212071 +m’ + M 2202027 — vm}zl) — 57"321}
1 T

1 m m m 9 m
= — |2 — sTz120 A1 + | — yT20 + | — rz12020 21 — UVr | — | ;1
Ur C1 C1 C1 C1
my
U\ — |yt — T3z
C1 2

/
! / / T
<2 (07521 4 82) 12120 21 + (V27521 + S2) — vt L, — Bv,rh 2 — VL= 2 )
1 r 5 st
A " 1’3 ! ! 2
— (3 (vry) 21 —3v.r521 — U, =21 + Sy — ity | = m—rgz +— —t .
2 2v, Uy
Integrando com respeito a z;, obtemos s4 tal que

5 / /
ZUTTQZ%+ %214-84- (2.111)

Ur T

t =
Derivando com respeito a 7, obtemos

5 (v s
2(£) e+ (2) avan-o

que é um polinémio em z; de grau 2. Como o coeficiente de z; e o termo independente sao

nulos, obtemos, em vista de 74 # 0,

/
(&) =0, sy, =0. (2.112)

Decorre de (2.111), (2.112) que existe 75 tal que

5v 2, S
t= Z—r 321 + s + 7. (2.113)

Igualando as expressoes de (%) dadas por (2.79) e (2.80), usando também (2.113), e
definindo ’

§3 = 81+ 75, (2.114)

1 50! sh ’
UTT’éZl—i‘SQ: {E |:b <ZU_ 32y + 21+S3):| Zl} s

que é um polinémio em z; de grau 3. Como o coeficiente de 2; e o termo independente sao

((bsb?’) ) ol =0,  s5=0. (2.115)

obtemos

nulos, obtemos
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Integrando a primeira relacdo com respeito a 7, e utilizando r§ # 0, obtemos rg tal que

(b83)l
b

— urly = rery. (2.116)
Substituindo (2.79) em (2.81), e usando (2.113), (2.115) no resultado, obtemos

5 50, ’

1 (virg) 23 4 vl 28 — {% {b <Z%r§,zf + 53” 2+ vrg’zf}

v (5]
— [E (ZU_TTéZ% + 83)] 2z =0,

que é um polindémio em z; de grau 3. Como o coeficiente de z; é nulo, obtemos, utilizando

(2.116), (2.14), (2.76),

bss)' !
0= (U( 23> + %33) = (vrh (v +16) + c175bss) .

Dividindo por 74 e integrando com respeito a 7, obtemos 77 tal que
v (v+716) + c1bsz = 7. (2.117)
Derivando com respeito a zg obtemos, usando (2.116), (2.14), (2.76),

o= v (v+re)+v (W +rg) +arsb(v+re)
/
= 2v'v+v’r6+vré+%(v+r6)

5 3
= évv' + 57"61/ + vrg. (2.118)

Em vista de (2.112), existe rg tal que v.. = rgv,. Integrando isso com respeito a 7, obtemos
rg tal que

v = rgv + 9. (2.119)

Substituindo isso em (2.118), obtemos

5 3 5 5 3 3
7’/7 = 51} (TSU + T9)+§’F6 (Tgv —|—7’9)+U7“é = §T81)2—|—U <§r9 + §T6T8 + Té) +§T’6T9, (2120)

que, derivando com respeito a 7, acarreta

5 3
5rgvv, + vy (57“9 + 5767 + Té) = 0. (2.121)

Dividimos por v,, o que é possivel por (2.110), e derivamos com respeito a 7, obtendo

5rgv, = 0. Novamente utilizando (2.110), obtemos assim

rg = 0, (2.122)
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que, substituido em (2.119), leva a
rg = (2.123)

Substituindo (2.122), (2.123) em (2.121), e usando (2.110), obtemos

5 / r_

v +75=0. (2.124)
Integrando com respeito a zy, obtemos c3 tal que

2
V=T + c3. (2.125)

Substituindo (2.122), (2.123), (2.124) em (2.120), obtemos

T, = (§v’ + r’) + §7”6’U/ = §r6 (—gr’) = —§r6r’
T 6 - 6| — 6°
2 2 2 D 2

Integrando com respeito a zy, obtemos (4 tal que

3
7"7 — ——107‘2 + C4. (2126)
Isolando s3 em (2.117), e utilizando (2.14), (2.76), obtemos

2rs,
S3 = —
v

de modo que, em vista de (2.126), (2.125),

(v (v+76) +77),

!
2ry

3
53 = — (—v (v+716) — 1—07"(2)- —|—C4)

_ o —gr +c §7’ +c —ir2+C
27 57 7)\5° ) 100 T

r 3 1
= -5-2 (—%rg — £ CsT6 — 3+ <4> , (2.127)

Se substituirmos (2.115) e (2.123) em (2.113), e depois usarmos (2.114), obtemos

t+ S1 = S3. (2128)

A partir deste ponto admitimos que v = 0. Recordamos que, nesse caso, a # 0. Em
vista de (2.123) temos que vale (2.82). Como resultado de (2.91), (2.125), obtemos

2
2(o13 + 200y + 15 — 15 = =576 + 3. (2.129)

Derivando com respeito a 7, concluimos que existe (5 tal que

c3 = 2acy + 15 — 103 + Cs. (2.130)
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Definimos ¢ € R, ¢ =¢(7), h = h(2), por
h = C27'3 — g (2131)

C:C47 Cc= 2

Em vista de (3 # 0 e do fato de que r3 é arbitraria, temos que h é arbitraria. Decorre
disso, de av # 0, (2.130) e do fato de que ¢y é arbitraria que ¢ é arbitraria. Em vista de
(2.110), (2.125) e (2.131), temos ¢, # 0. Em vista de 75 # 0 e (2.131), temos h' # 0.

As expressoes (2.90), (2.130), (2.131) utilizadas em (2.76) dao

Gl Gs loy—m+ni—G 1 s — N
— = — . 2.132
e ht 3 )+ = > ~ e+ =5 (2.132)
Usando (2.129), (2.130), (2.131), obtemos
5 )
re = —5 (2C2T3 -+ 20&02 + 7”]5 — 77% — 03) = —5 (2C27"3 — <5) = —5h. (2133)
Substituindo (2.131), (2.133) em (2.125), obtemos
2
v = —g(—5h)+2% —2(h+0). (2.134)
Ao usarmos (2.131), (2.133) em (2.127) vem
B 3, 1 )
(283 = _5—5h’ (—%QSh — 520( — 4c? —|—C) ——h +2ch —4c¢* + (. (2.135)
Se substituirmos (2.90), (2.128), (2.131), (2.135) em (2.78), obtemos
1
_ & (—rg T+ 3) = (3h” : 3h2+20h 4c? +<> (2.136)
a \2 a

Como 7y = 0, temos de (5) que b = «. Substituindo isso, (2.90), (2.128), (2.135) em (2.79),

obtemos

1
m = % (rg’zf + 3321) == (h"'zf —3hh 2 + QCh’zl) ,
1
A (h"”zf — ()2 — 3hh'z + 20h”21) , (2.137)
(6%
1
7,;,L// — (h///// 3 9],L/h///2:1 _ 3hh”/Z1 + 2Ch///21) .

Ao usarmos (2.132), (2. 134) (2.136) até (2.137) em (2.70) até (2.74), obtemos

(

3 h// h//
—h"zl + 2—21) = 5—21,
[0

(0%
b= E( W
a 3 // h//
ky = —(3-hW'+— ) =1
? n ( a > Oh
k _ Q 3h/// /” 1 h/// 2 hhl 2 h/ 2 h
3 = E o z1 z1+?zl 5(3 21—3 + 2c ) — ( —|—C)
R
= 107,2%—5}%

k4:07
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3 3 6 h"
k’5 = % |:2 (ah”/) 21+ ah”’zl + ahm21:| = 15@21,

. 1
ke = % [a (3h””zf —3(W)? = 3hh" + 2ch”) st = (h’”’zi” —3 (W) z

—3hh" 2y + 2ch” z1) + éh'"’zi’ —2(h+c¢) (ih”zl)] — W'z
o) o

h///l hh//
= 1072f — 10h'z; — 15 W 21,
1 2(h
k, = % {— (K" 2} — OW' W'z — BhA" 21 + 2ch z1) 27 — 2{hto) ("2} — 3hh'z
a a

h (3 3 B
+2ch'z) — . (571"7:% — §h2 + 2ch — 4¢* + C) zl} + 72’?

" 3 1 hhl/l ch///
= - 20+ (—9—§+§> R"2 4+ (=3 —2) T 24+ (2-2) T z3

3
+ (6 + 5) h?z1 + (=446 — 2) chzy + (=4 +4) 2 — (=

h///// hh/” 1
= - 2+ (—10h” —5— ) 2+ <75h2 - c) 21.

Essas expressoes substituidas em (2.69) dao (2.65). Em vista de b = «, (5), (2.132), temos

§=g"=" e dai resulta de (2.136) que
Loz 1 B 22 3h2 2ch — 4¢? 2138
m= g0 =~ a5 +2ch —4c*+ (). (2.138)

Temos de (5) que v = 0 é equivalente a uz = ++/1 + p3. Levando em consideragao isso,
v =0, (2.132), (2.134) e (2.136) até (2.138), em f1; = g, (2.21), (2.24), (2.25), obtemos

(2.66). Em particular, para obtermos fio, calculamos

fia = [Wzs+ (BR"21 4 W'z1 + BI) 23 4 3R 25 + (3R 27 — Bhh' + 2ch’ + 30" =}

1
o
+3ﬂh,/21 - Oéh,f11> 29 + (h/mZi3 -3 (h,)2 21 — Shh”21 + 2Ch”21> Z1

3
+4 (h'"zf — 3hh 2 + 20h’21) —afi <h"zf — §h2 +2ch — 4% + ()}

1
- [Wzg + (40" 21 + BR') 25 + 30" 25 + (60" 2] — 3hR' + 2ch' + 3BR" 21 — afinh’) 2o

TR 4 BR + (—3 (W) = 3hR" + 2¢h" — fnh”> 22 4 3 (—3hI + 2ch') 2

—afi1 (—ghQ + 2ch — 4¢® + C)} .
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Demonstragao do Teorema 2.3.4. Temos que vigoram (2.110), v # 0. Em vista de

(2.123) temos que (2.82) vale. Em decorréncia de (2.89), (2.125), obtemos

(Girs +Go)° 9 2

= ——rg + C3.
G Y 5
Derivando com respeito a 7, concluimos que existe 6 € R tal que
)
C3 = 0— —.

Definimos (,0 € R, ¢ =¢(71), h = h(2), por

G2

C=0#0, o=, ¢ = cs, h:j:(r3+—), k=Ch*—0

G

(2.139)

. (2.140)

onde + dé o sinal de ¢; em (2.87). Recordamos que ¢ possui o mesmo sinal de 7. Em vista
de (2.89), (2.110), (2.139) e (2.140), temos ¢, # 0. De 5 # 0 e (2.140), temos h' # 0.

Como acima, obtemos (2.103), (2.104). Utilizando (2.139), (2.140) em (2.89), obtemos

(£¢ih)?
G

Substituindo (2.141), (2.140) em (2.125), obtemos

—%=<M—9+c:k+a

Te 5(k+C—C3):—gk

)
Em vista de (2.140), (2.142), obtemos

4 +h 1

rh —5Chh T 5Ch

que substituido em (2.127), junto com (2.140), (2.142), da

LB () e
BT |0\ 2 9\ 27T

Se substituirmos (2.87), (2.128), (2.140), (2.143) em (2.78), obtemos

¢ 13 1 3 c
m = j:\/; §rngig—h —§k2+§k—c2+0
C 3 "_2 1 3 2 ¢ 2
= /= |=h — | —<k*+ ok — :
\/; 3 z1 + h 3 + 5 c+o

Ch

1 3 c
T 2 1. 2
( 81{: + 2k‘ c

(2.141)

(2.142)

+o).

(2.143)

(2.144)
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Usando (2.87), (2.103), (2.128), (2.140), (2.143) em (2.79), obtemos sucessivamente

/
yh L (“3R2 4+ gk — ¢ +a}}
\/7 Ch ) 2+ 1y
M

3l<:2 —2+0)
) Z1+h,///z?

g

h"z

k (2ChI') + S2¢hI Zl) 2,145

Ch

<
(-
(h k:h’zl +ch zl)
<
<

3
W23 — 3Ch (W) Qkh”zl + ch”,zl) ,

"

S %%%%

3
h///// 3 / Zl _ gchh/h”Zl _ §kh/1/21 + Ch///Z]_) )

Substituindo (2.104), (2.141), e (2.144) até (2.145) em (2.70) até (2.74), obtemos

h"
kl = \/>h/ \/7 3h//Z + 2h”21) 5— h/
h'
kg - \/iﬁ\/j<9h” + h//) - 1()?,
ks = (3" 21) 21 + R 22 1+ 3n" 22 — §kh’ +ch | —k—c= 10ﬂ — §/€
h’ b2 h 2"

h"
ks = \[ h/\[ BK") 21 + 321 + 61"z1) = 15572
k6 _ \/>h,\/7 h;/// 2 3Ch (h/) h”—i—Ch”) 2 —|—h’”’zf

2 /
—3Ch h/ —k’h, Z1 + ch” z1 + 3h”” - (k’ + C) 3h//21:| - Chh

2

21

h//// 15 h//
= 1072’1 — 10Chh/2§1 — 7kh/
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1
ky = \/gg\/g { <h”“/z§ — 3¢ () 21 — 9CAI' "2y — gkh”’zl + ch’”zl) 2
v

3
—(k+¢) (hzf - 5k;h’zl + ch’zl)

/ N2 "
2C§h { B2} + gih <—§k2+gk—02+a>] zl} - 20 (W) ;2§hh 2

1
= h/ {h///// 5 3( (h’) 9(hh’h”zf . gkh///zia + Chmzf i khmz?

3 3 3
+§k2h’zl — ckh'z — ch" 23 + 5ckh’zl — Wz — éghh’h”zf

1 1
+gh’k221 — Eh’kzl + Wz — oh’zl} +5¢ (W) 23 + §Chh”zf
h///// 5 h//l 15

= h/ — —C( ) — 10Chh// 3 5/{7 ' 21 + §k221 —0Zz.

Tais expressoes substituidas em (2.69) fornecem (2.67). Como antes, obtemos (2.108), que,
junto com (2.144), da

Lz ¢ [3 L[ 3, ¢ 1 (hh)
mogit = g g (g g o) -5t
: 1 1
= % h”23—5<h> 22+C—h<—§k2+gk—02+a) (2.146)

Substituindo (2.103), (2.104) e (2.144) até (2.146) em fi; = g, (2.21), (2.24), (2.25), obte-

mos (2.68). Em particular, com o fim de obtermos fi2, comegamos por

3
fia = \/% {h’z4 + (3R 21 + Bz + BN) 23 + 3h" 25 + (3h”/zf — §khl +ch' + 3" 23

+,6 (3}1//21) — ’)/\/%hhlfil) 2o + (h""zi’ — 3Ch (h/)2 Z1 — gkh"zl + Ch”Zl) z1

+5 (h'"zf’ — ;kh’zl + ch’zl>

1(W)? 1
—7\/Ef11h [hﬂzf 3 ") 44+ = (—§k‘2 + gk‘ —c +0>
f>/

Ch 8
Observacao 2.3.5 Em algumas situagoes, é conveniente tomar os parametros livres dis-

O

tintos de 7 como certas fungoes de 7, e outras vezes ¢ interessante atribuir a eles valores
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numéricos (ver, por exemplo, demonstragao abaixo do resultado principal da Secao 2.1).
No ultimo caso, todas as quantidades em (2.75) podem depender dos parametros livres

distintos de 7 de maneira arbitraria.

Estamos finalmente preparados para demonstrar o resultado principal da Secao 2.1:

Demonstracao do resultado principal da Secao 2.1. Em todos os quatro casos,
selecionamos o pardmetro 7 como 7. Primeiramente obtemos (2.2). Para que tenhamos
a # 0 e~ =0, tomamos, por simplicidade, ps = 0, u3 = 1, n3 = —1, de modo que, por (5),

vém o = 1, f = —1),. Basta agora substituir tais valores em (2.62).

Agora obtemos (2.3). Observamos que devemos ter v # 0 e § # 0. Por simplicidade,
tomamos ( = 6 = 1. Como 7 e ( possuem o mesmo sinal, devemos ter v > 0. Caso tomemos

pe = pg = 0, entdo, por (5), ficamos com o« = § =0, v = 1. Assim, de (5), (2.102), vem

)
1=6=2 =1}

de modo que escolhemos 73 = /1 + n3. Conseqiientemente, vem de de (5) que & = —ns,
& = —+/1+n3. Agora substituimos tais valores em (2.64).

Passamos agora a (2.4). Para termos a # 0 e v = 0, serd conveniente tomar ps = 0,

psz = 1, n3 = —2, de modo que, por (5), resulta que o = 2, 3 = —n,. Finalmente, fazemos
2

¢ =0ec(np) =%, que satisfaz ¢,, # 0, contanto que 7, # 0. Resta agora substituir estes

valores em (2.66).

Finalmente obtemos (2.5). Notamos que se deve ter v # 0 e § # 0. Tomamos, especi-
ficamente, ( = 1, 8 = 0 = 0. Caso fagamos s = pz = 0, entdo, por (5), decorre que
a=L3=0,v=1. Assim, de (5), (2.139), (2.140), vem ¢ = —§ = n3 — n3. Para satisfazer
Cpy 7 0, tomamos 73 = 2m9, 172 # 0. Segue-se que ¢ = —3n3. De (5) obtemos & = —np,
&3 = —2m9. Dai substituimos tais valores em (2.68).

O

2.4 'Trés importantes equacoes de evolucao de quinta
ordem

Nesta secao, caracterizamos todas as ocorréncias nos Teoremas 2.3.1 a 2.3.4 das equagoes
KdV de quinta ordem, de Sawada—Kotera e de Kaup—Kupershmidt. Seguindo o ponto
de vista adotado nos Teoremas 2.3.1 a 2.3.4, nao explicitamos o parametro especial 7

com respeito ao qual considera-se independéncia. Atribuir valores numéricos aos outros
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parametros, como também tomé-los como certas fungoes de 7, pode ser ttil quando da
aplicacao do método do espalhamento inverso a alguma situagao especifica. Assim, é
interessante ter a disposicao o quadro geral do qual possamos extrair casos particulares de
acordo com as condig¢oes especiais sob consideracao. Uma escolha particular dos parametros

para as 1-formas associadas as equagoes ja foi exposta no Exemplo 2.1.5.
Exemplo 2.4.1 Determinamos todas as ocorréncias em (2.61) da equagao

20+ = 25 + 6h2o23 + 022120 + 93232’1, (2.147)
nos casos da equacao KdV de quinta ordem, para a qual

6, = 10, 0 = 20, 05 = 30, (2.148)

a equacao de Kaup—Kupershmidt, para a qual

25
91 - 5, (92 - ?, (93 - 5, (2149)
e a equacao de Sawada—Kotera, para a qual
0, =5, 0y = 5, 03 = 5. (2.150)

Como os coeficientes de z4 e 2523 sao nulos, temos
+3n" =3 +4h" =0
d212 = 9G 212, =Y,

que é um sistema linear com determinante nao-nulo possuindo a solu¢ao tnica ¢;; = h” = 0.

Assim, temos
h = o120 + 2, q = kiz1 + ko, vi € R, o1 # 0, ki = ki (z0) - (2.151)

Disso e do fato de que o coeficiente de z2 em (2.61) é nulo, obtemos &} = 0, de modo que

k1 € R. Igualando os termos que dependem apenas de zy e 21, obtemos
1
o (q”’zf — 2hq’) —q = 0322,
onde, substituindo os valores de h, ¢ encontrados acima, vem
1
a [l{:g’zf -2 (@120 + QOQ) /{Zé] - k121 - /{32 = 0323,
1

de modo que

2

e

K'=0, k=0, (0120 + @2) Ky + ka | = O35, (2.152)
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Substituindo a primeira e segunda rela¢oes em (2.151), decorre que

q = k’g = wlzg + ’(/)QZQ + ZZJ3, % S R, (2153)

que, substituindo em (2.152), fornece

0525 = — <5¢1Z§ + 3thazg + 490;%20 + 2902% + ¢3) ,

1 ©1

de modo que

0
by = __3’ 34y _|_4802¢1 _0, 2@2%
5 ®1 ®1

Igualando os coeficientes de zo em (2.61) e (2.147), e utilizando (2.151), (2.153), obtemos
<6% — 901> 21 = 621, que, em vista de (2.154), fornece

+ by = 0. (2.154)

-—— = —0,. 2.155
50 + ¥1 2 ( )

Igualando os coeficientes de z3, e usando (2.151), (2.153), obtemos

2 <ﬂ - %01) Zo + ﬁ — 2p9 = th 20,
¥1 ®1

de modo que, utilizando a primeira rela¢ao de (2.154),

1 93 91 ¢2
il == 2 = 20p,. 2.156
5 o1 + ¢ 5 = P2 ( )
De (2.155), e da primeira rela¢ao de (2.156), obtemos
6, — 36
o) = = - L (2.157)

Substituindo a segunda rela¢ao de (2.156) na segunda relagao de (2.154), ficamos com

(6901 + 4ﬁ> wo = 0. (2.158)
¥1
Primeiramente supomos que o primeiro fator é nulo. Entao ¢y = —%gp%, que, em vista da

primeira relac¢ao de (2.154) e de (2.157), implica

_3
5710

Dentre (2.148), (2.149), (2.150), apenas (2.148) cumpre tal condigao. Substituindo (2.148)

na primeira relagao de (2.154) e em (2.157), e entdo usando a segunda e terceira relagoes

0 (605 — 361)°. (2.159)

de (2.154), obtemos que a equagdo KdV de quinta ordem é obtida ao tomar

p1 = —2, 2 € R, P = —06, 1y = —4po, g = —4<P§- (2-160)
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Admitimos por fim que o primeiro fator de (2.158) é nao-nulo e que ¢y = 0. Isso implica
que (2.159) nao vale. Apenas (2.149) e (2.150) satisfazem essa condigdo. Substituindo
(2.149), (2.150) na primeira relagdo de (2.154) e em (2.157), e o = 0 na terceira relagao
de (2.154) e na segunda relagao de (2.156), obtemos que a equagao de Kaup—Kupershmidt
¢ dada por

1

p1=—35 = —1, P2 =1y =13 =0, (2.161)

e que a equagao de Sawada—Kotera é dada por

01 = —2, P =—1, P2 =1y =13 = 0. (2.162)

Substituindo (2.151), (2.153) em (2.62) concluimos que as 1-formas associadas sao dadas,

para 2 < p < 3, por

2 2

1 — 2 2
fm = 5(801204‘9024‘7732”2), fpl——(¢120+¢2+n32n2)+77p,

Jiz = é (o124 + Beorzs + (200120 + 2 — avpr f11) 22 + 20127
+8 (20120 + 92) 21 — afin (¢1Z§ + 220 + ¢3)] )
o2 = ppfr2+ ps—p (o125 + (2U120 + Y2) 21] — Mp (90122 + 1/)123 + o2 + 1/)3) )

onde o # 0, v = 0.

Para a equa¢ao KdV de quinta ordem, utilizamos (2.160) e obtemos as novas 1-formas

associadas dadas, para 2 < p < 3, por

1

Ju = a< 220+902+n 27]2), fpl——< 220+902+n 27]2)‘1‘%»
1

fo = = [—224 — 2823 + (—1620 — 25 + 13 — 15) 22 — 1227 (2.163)
+5 (—12z9 — 4ps) 21 — (—220 + o + 15— 5 772) (—62'(2) — dpozy — 4g0§)} ,

for = ppfra + pis—p [~223 + (—1220 — dipa) 21] — 1, (=220 — 625 — dpa2o — 4g3) |

onde a # 0, v = 0.

Para a equagao de Kaup-Kupershmidt, usamos (2.161) e obtemos as novas 1-formas

associadas dadas, para 2 < p < 3, por

_oL(r e (1 mi—m
fu = a( SR ; fo = 5 SR + Ty
1 1 9 2_p2 1 2 _ 2
iz = a{—524—%23%—(—Zzo-l—n?’4n2)22—2zf—2ﬁ20z1—§z§+773277223 ,

1 1
T2 = ppfi2+ ps—p (—523 - 22’021) — (—522 - ZS) ;



54

onde o # 0, v = 0. Tomando pus = 0, ug = 1, n3 = —1, obtemos as 1-formas associadas

referidas no Exemplo 2.1.5.

Para a equagao de Sawada—Kotera, usamos (2.162) e obtemos as novas 1-formas asso-

ciadas dadas, para 2 < p < 3, por

1 s — n; — 13
Ju = E(_220+T ) fp1—— —2z0+ ——— 5 + Tp,
1 2 2 2 3 773% — 1 2
fio = ~ —2z4 — 2Bz3 + (—620 + 15— n2) 2o — 227 — 2PBzpz1 — 225 + 5 2,
fo = tpfiz + ps—p (=223 — 22021) — 1p (—222 — 2)
onde o # 0, v = 0. Tomando pus = 0, ug = 1, n3 = —1, obtemos as 1-formas associadas

referidas no Exemplo 2.1.5.

Uma questao importante a investigar ¢ se p,, 77, permanecem nas 1-formas ap6s a apli-
cacao de qualquer transformacao de gauge. Neste caso dizemos que os parametros sao
intrinsecos e existe a possibilidade de aplicar o método do espalhamento inverso. Resulta-
dos no sentido da determinagao de tal carater dos parametros sao obtidos por Marvan 9],
Reyes [15].

Exemplo 2.4.2 Obtemos o problema linear associado as equagoes de Kaup—Kupershmidt
e de Sawada—Kotera num importante caso particular, estudado por Nucci [10]. O problema

linear pode ser escrito na forma
v, = Av, v = B,
onde v = (v, v7) depende de u e suas derivadas, e
1 1 0 0 1 0 —1
A—§[f21(0_1)+f11(10>+f31(1 0)]7
1 1 0 0 1 0 —1
B—§[f22(0_1)+f12(10>+f32(1 0)]
No caso da equacao de Kaup—Kupershmidt, obtemos
L m—n oSN 1
A = __ a a
( I Ui e )T\ g )
1 1 0
B = 3 { {M2f12 + w3 (——2’3 - 2202’1) (— Zy — 2’3)] ( 0 -1 )
0 1 1 1 0 -1
—I—f12( 1 0)+ [M3f12+u2( 5 —2202’1) — 13 (—522—2’(2))} ( 1 0 )}
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Fazendo
2 :07 H3 = 17 T3 = _1/2)\27 772207

B 0 1/4A2
4 = ( —/\22’0 0 ) ’

B - —z3/4 — 2021 (22/2 4 25) /4N
N —A? (244 92020/2 + 422 + 23)  23/4+ 2021 ’

obtemos

problema linear dado por Nucci.
Procedendo de maneira andloga para a equagao de Sawada—Kotera, obtemos
2 _p2 M2 1—ps3
T3 — 1 o o Lfm —m3
A = — + « i « + — ,
(o) (e ) va (0 )

1

B = 3 { [12fro + 13 (=223 — 22021) — 12 (220 — 23] ( (1) —01 )

+he < (1) (1) ) + (s fro + 2 (=225 — 22021) — s (—220 — 22)] < ? —01 )}

que, No caso em que

Mo = 07 H3 = 17 N3 = _2/)\27 2 = 07

B 0 1/x
A = ( —/\220 0 ) ’

—23 — 2021 (229 + 23) /M2
B = )2 2 3
N (za+ 320220+ 27+ 25) 23+ 202

fornece

problema linear obtido por Nucci.

Exemplo 2.4.3 Determinamos todas as ocorréncias da equagao (2.147) em (2.65), nos
casos da equagoes KdV de quinta ordem, Kaup—Kupershmidt e Sawada—Kotera. Como o

coeficiente de z4 em (2.65) é nulo, temos A" = 0. Assim, temos
h = @120 + @2, ¢i €R, ¢1 # 0. (2.164)

Igualamos os fatores de z3 em (2.147) e (2.65), e vem, de (2.164), —5 (p120 + p2) = 0120,

de modo que

0
p=-= =0 (2.165)
Assim, h = —%lzo, que, substituindo em (2.65), fornece

15
G = 91202’3 + 2912122 + (%9% — C) 21,
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de modo que 6, = 201, 05 = 220 — (. Dentre (2.148), (2.149), (2.150), apenas (2.148)
cumpre essa condigao, com #; = 10, ¢ = 0. Substituindo isso em (2.165), obtemos que a
equagao KdV de quinta ordem é obtida ao tomar ¢; = —2, 3 = 0, ( = 0. Ao substituir
isso em (2.66) obtemos, para a equagao KdV de quinta ordem, as novas 1-formas associadas
dadas, para 2 < p < 3, por

2

2 2 .9
<_2ZO+C+7732772), fplz%(_220+c+n32n2)+npa

fu =
fiz =

Q= o+

[—224 — 2825 4+ (— 1620 — 2c + 15 — 13) 22 — 1227
s — 1
+ﬁ (—1220 — 4C) 21 — (—220 +c+ %) (_62(2] - 4CZO - 462):| )
T2 = Hpfi2+ ps—p (=223 — 12292y — dez1) — 1, (—222 — 625 — dezp — 402) ,

onde o # 0, v = 0. Em (2.66), temos ¢, # 0, mas dispensamos tal restrigdo ja que o caso

em que ¢, = 0 é considerado em (2.163). Tomando ps = 0, uz3 = 1, n3 = =2, ¢ = %,

obtemos as 1-formas associadas referidas na Introducao.

Exemplo 2.4.4 Nao ha ocorréncias da equagao (2.147) em (2.63). De fato, como os

coeficientes de z4 e 2523 sao nulos, temos
¢a1 + 50" = 3q11 + 101" =0,

sistema linear com determinante nao-nulo, possuindo entao solugao unica ¢;; = h” = 0.

Assim, temos
h = @120 + @2, q = kiz1 + ko, ;i € R, o1 # 0, ki =ki(20).  (2.166)

Disso e do fato de que o coeficiente de 23 é nulo, obtemos

1 (2 (hky)' N k’l) _0 (2.167)

W\ h
Igualando os coeficientes de z3, e usando (2.166), obtemos

2 (hk’l)/ 21+ (hk’g),
h

1

W ) — Ch? + 0 = 012, (2.168)

que, derivando com respeito a z;, fornece 5 <(h:1)/ + ki) = 0. Disso e de (2.167), obtemos
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de modo que, em particular, k; € R. Substituindo isso em (2.168), e notando que A’ # 0,
obtemos k; = 0. Igualando os termos que dependem apenas de z e z1, e usando (2.166) e

k1 = 0, obtemos

1 hks) " RN |
m~ [(( hz) ) Sl () (( h2) )] — Chks + 5ot = a2,

Considerando os coeficientes de 2%, obtemos

1 ((hks)\" 1.,
¢1< - ) +2C901—0. (2.169)

[gualando os coeficientes de zs, e usando (2.166) e k; = 0, temos

3 [ (hk)\'
—(< 2>) — Chypy = 6,
1 h

que, derivando com respeito a zg, e usando (2.169) vem
5. 9
= (2.170)
contradizendo (, ¢; # 0. Assim, ndo ha ocorréncias da equagao (2.147) em (2.63).

Exemplo 2.4.5 Nao héa ocorréncia da equagao (2.147) em (2.67). De fato, como o coefi-

ciente de z4 é nulo, temos h” = 0. Assim, temos

h = $120 + Y2, i c R, ©®1 7& 0. (2171)

[gualando os coeficientes de z3, temos, de (2.171),

5
5 [C (p120 + @2)2 — 9} = 0,20,

que, em particular, implica 2.170, novamente uma contradi¢ao. Assim, nao hé ocorréncia
da equacdo (2.147) em (2.67).



Capitulo 3

Classes nao-genéricas de equacoes
20t = 25+ G com fp1 = ppf11+mp

Neste capitulo classificamos o restante das equagoes de evolucao zp; = 25 + G(20, . .., 24)

descrevendo superficies pseudo-esféricas, satisfazendo

Jo1 = Hpf11 + 1p, s 1p € R, 2<p<3, (3.1)

tratando respectivamente nas Segoes 3.1, 3.2 e 3.3 os casos nao-genéricos em que
Ul#076:07U2:0> U/#075:077]2$é07 U/:Ov

onde v e § sdo dadas por (5). Assinalamos que a maior parte dos resultados ¢ estabelecida
para k arbitrariamente grande. Também determinamos precisamente em quais situagoes

solugoes genéricas dao origem a métricas.

3.1 Equagoes zy; = 25 + G com f,1 = u,fin +n,, v # 0,
d = O, T2 = 0

No Teorema 3.1.1, caracterizamos todas as equagoes de evolugao zp; = 2 + G(zo, - - -, 2k),
k > 2, descrevendo superficies pseudo-esféricas, satisfazendo (3.1) e v/ #0, 6 =0, o = 0,
onde v e § sao dadas por (5). Também provamos que uma solu¢ao genérica da classe de

equagoes obtida da origem a uma métrica.

Teorema 3.1.1 Sejam f;;, 1 < i < 3,1 < j < 2, fungoes diferencidveis de zo, ..., 2,
k > 2, satisfazendo (1.2). Sejam pi,,m,, 2 < p < 3, numeros reais, e 0,v dadas por
(5). Admitimos que valem (8.1), v/ # 0, =0 e ny = 0. Entao a equacao de evolugao

o8
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20t = 2k + G(20,...,2k-1) descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas
w; = fadx + fiodt, 1 < i < 3, se, e somente se,
k—3

G = % (9"21 +ms ) 261 + ; > mezia, (3.2)
j=0
onde m = m(zy,...,zk_2) € uma funcao diferencidvel, e as funcgoes fio, 1 < i < 3, sdo
dadas por
fiz = gz +m, (3.3)
fr2 = Hpfi2, 2<p<3, (3.4)

e fp, M cumprem n, =0, 2 < p <3, v # 0. Além disso, nenhuma solugao v = 2z, cumpre
w1 VAN %) 7é 0.

Demonstracao. Primeiramente estabelecemos a equivaléncia entre as hipoteses v' # 0,
d=0,1m, =0 e as condigdes 1, = 0,2 < p < 3,7 7#0. Fazendo g, =0 e § =0 em (2.58),
obtemos 73 = 0, § = 0. Tomando 1, =0, 2 < p < 3, em (5), obtemos

a =0, G =0, & =0, 2<p<3. (3.5)

Usando oo = 0, (5) e (2.14) em v’ # 0, obtemos 7 # 0. Observamos que, reciprocamente,
n, = 0,2 <p <3, v # 0 implicam, em vista de (5), (2.14) e (3.5), que v # 0,0 =0 e

1o = 0, como afirmado.

Como ¢ # 0 e v/ # 0, podemos aplicar o Teorema 1.0.1 para determinar as 1-formas
w;. Para tal fim, fazemos uso do Lema 2.2.1 no calculo das fungoes C?", 0 < r < k — 1,
2 < p < 3. Substituindo (3.5) em (2.7), (2.10), obtemos

C" = ppfra.z, Ip2 = ppfra- (3.6)

Segue-se que vale (3.4) e que (1.6) é uma identidade para 0 <r < k — 1.

O mesmo argumento que levou a relagao (2.29) mostra que existe m = m(zy,. .., 2x—2)

tal que vale (3.3).

Da mesma maneira que obtivemos (2.53), obtemos em geral

k—2

GG =" fuoz 2+ forfso — farfor, (8.7)
=0

que utilizamos agora para calcular G. Substituindo (3.3) em Zf;ﬁ J12,2;%j+1, obtemos

k—2 k—2

!
E le,ijjJrl =g 21251+ E Mz Zj4+1
j=0 Jj=0
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k—3
— (g”Zl + m,Z,H) Zp—1 + Z M2 2541 (3.8)
=0
Em vista de 7y =13 =0, (3.1) e (3.4), temos
fafs2 = f31f22 = 0. (3.9)

Usando (3.8) e (3.9) em (3.7), obtemos (3.2).

Finalmente, provamos que nenhuma solucao u = zg cumpre w; A we # 0. Temos, em
vista de 72 = 0, (3.1) e (3.4),

f11f22 - f12f21 = #29f12 - ,uzgfu =0,

de modo que w; A wy = 0.

3.2 Equagoes z); = 25 + G com f, = p,fin+np, v # 0,
0= 07 2 7é 0

Caracterizamos, no Teorema 3.2.2; todas as equagoes de evolucao zo; = z5 + G(zo, . . ., 24)

que descrevem superficies pseudo-esféricas, satisfazendo

Jor = ppfi1 + 1p, o, Ty € R, 2<p<3, (3.10)

v'#£0,0=0,1nm #0, onde v e ¢ sdo dadas por (5). Além disso provamos que uma solugao
genérica da origem a uma métrica. Para demonstrar o Teorema 3.2.2, estabelecemos o Lema
3.2.1, que fornece condi¢oes necessarias sobre as fungoes recursivas CP" que aparecem no
Teorema 1.0.1, e sobre as fungdes fi, 1 < i < 3, no caso especial em que vigoram (3.10),
v #£ 0,5 =0 en # 0. Assinalamos que o Lema 3.2.1 vale para qualquer equagao de

evolucao, independentemente da ordem k > 2.

Lema 3.2.1 Admitimos que a equagdo de evolugio zor = F(zg,...,21), k > 2, descreve
superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = firdx + fiodt, 1 < i < 3. Sejam
Ly Ty 2 < p < 3, nimeros reais e o, 3,7,&p, 0,0, g,b dados por (5). Admitimos que valem
(8.10),v' #0,6 =0 eny # 0. Entao, para2 <p<3,0<r <k—1, temos que as fungoes

C?" do Teorema 1.0.1 sao dadas por

Ccr = ﬂpfl?,zr + MpQrs (311)
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onde as fungoes q. sao dadas recursivamente por

qr—1 = 0, (3.12)
e, para 1 <r <k —1,
k—2
Qr—1 = — Z anij_*_l — 5f12,zr —+ £4gq,, (313)
=0
onde
€ = Flo 1——+—7§0 (3.14)
no
Temos, para 2 < p < 3,
Jo2 = Bpfr2 +1p < Jiz+— Z%%H) - (3.15)
As funcgoes q, satisfazem, para 1 <r <k —1,
k—2
Z QT,ZerZj-f—l + 2(]7",%71 + 5f12,zrzr —&94r,z. = 0. (316)
j=0

Temos que (1.6), 0 <r <k—1, 2 <p <3, equivalem a
1 i
(Ele + = Zszj+1> vz = Qrs 0<r<k-1 (3.17)
=0

Demonstracao. Como v' # 0, podemos usar o Lema 2.2.1, para obter expressoes
convenientes para CP", fo, 0 <r <4,2 <p <3.

Recordamos que, como b = vg+ a # 0, temos v # 0 ou o # 0. Em vista disso, de § =0

e de (2.26), concluimos que v # 0. Como 7, # 0, podemos escrever
N3 = A1 (3.18)
para algum nimero real A. Usando isso, 6 = 0, (5) e (2.58), obtemos
(3 — Mpo) s = (1= A*) 3

Isso implica primeiramente 1—\? > 0, de modo que podemos, em vista de 1y # 0, reescrever

a relagao como

M3 = )\/LQ +vV1-— A2, (319)
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Usando (5) e (3.19), obtemos

2
0 # yzug—(/\ugi\/l—V) +1
= uE = NS F 20Vl = A2 -1+ A2+ 1
2
= <:F,u2\/1—)\2+)\>

= 52’

onde ¢ é dado por (3.14). Por n3 = Ay, (5) e (3.19), temos

a = pamp — Npame F AV — A2

= FpV1-XN (:F,uzm + )\>
= ?Uﬁm,

B = pan— (Auz + m) T
= TpV1— )2

Usando n3 = An, (5), (3.14), (3.20) e (3.21), obtemos

£ = ThampeV1— A2 — e’
= :FM2772€\/1_)\2_772<:F,LL2\/1_)\2+)\>5

= s
Em vista de n3 = Ao, (5), (3.19), (3.21) e (3.23), temos
& = <)\,LL2 +v1-— )\2> a — Ay
= Motavl— N
= —7)2)\26 — g€ (1 - )\2)

= —IeE.
Em vista de (3.23), (3.24), e escrevendo, para 0 <r < k — 1,
qr = —€Sr + tra

temos que (2.7) se torna (3.11).
Usando (3.23), (3.24) e (3.25), temos que (2.10) fica

1 g+ o 1 43
fo2 = ppfra+mp | = fr2+ thZjJrl - = ZstjJrl ,
9 bg = 9=

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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Por (5), (3.20) e (3.21), temos
b=¢e?gFmeV1— A2 (3.27)

de modo que por (3.22) temos

= (3.28)

Em vista disso e de (3.25), temos que (3.26) torna-se (3.15).

Em vista de (3.11), (3.15), 2 # 0, temos que (1.6) para p = 2, dividindo por 7, torna-se
(3.17). Para p = 3, obtemos (3.17) multiplicado por A, sendo assim redundante. Derivando
(3.17) com relagao a z;, 0 < j < k — 1, vemos que g, ., = gj.,. Por (2.8), (3.25), temos
(3.12). Em vista destes fatos, temos g, ., , = 0.

Usando (3.25) em (2.9) obtemos, para 1 <r < k — 1,

k-1
qr—-1 = — Z qrjZj+1 — 5f12,zr + gﬁsr - bsr + 5gt7‘7
=0
que, em vista de (3.25), (3.28) € ¢,»,_, = 0, torna-se (3.13). Derivando (3.13) com respeito

a 2z, e usando ¢, .., = ¢y_1,z,, obtemos (3.16).

O

Passamos ao Teorema 3.2.2, em que classificamos as equagoes zo; = 25 + G(20, - - . , 24)
descrevendo superficies pseudo-esféricas sob as hipoteses do Lema 3.2.1, e provamos que

uma solucao genérica da origem a uma métrica.

Teorema 3.2.2 Sejam f;;, 1 <@ < 3,1 < j < 2, fungoes diferencidveis de zo, ..., 25
satisfazendo (1.2). Sejam p,,n,, 2 < p < 3, numeros reais, e o, 3,7,&,,06,v,9,b,g dados
por (5). Admitimos que v' # 0, =0, 12 #0 ¢

foo=tg+mn,  2<p<3. (3.29)

Entao a equagdo de evolugio 2oy = 25+ Gz, . . ., 24) descreve superficies pseudo-esféricas,

com 1-formas associadas w; = fidr + fiodt, 1 <1 < 3, se, e somente se,

1 - 1 1 _
G = ? (29//21 - m,zz) —b R4 — ?mxzzz'zg + {? [_2m,222021 + g///Z% - 2m,zzz1z2
- 1
+§" 20 —m, +b(m. — ') — Gz} 2+ 7 [—2m 22120 — M/ 29 (3.30)

2 n_2 1 /
—M sy zs — M2 + b (M2 +m )] +maz,
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onde m = m (zy, 21, 22) € uma fun¢ao diferencidvel,

- b
g =c¢g, b:; € = Flio 1—n—+—7é0 ny # 0, (3.31)
\ 2

as fungoes fio, 1 <1 < 3, sao dadas por

1
fiz = - 521+ (=m oy + G 210 — g7') 23 — m'z1 —m . 20 + gm], (3.32)
fo2 = tpfrz —np (523 —m), 2<p<3, (3.33)

2
Hy= gy £ 1 (3.:34)
2 Up)

Além disso, uma solu¢ao genérica u = zy cumpre wy A wy # 0.

Demonstragao. Primeiramente estabelecemos a equivaléncia entre as hipoteses v' # 0,
d =0, m # 0 e as condigoes (3.31), (3.34). Admitindo v' # 0, § = 0, 1o # 0, temos,
pela demonstragdo do Lema 3.2.1, que ¢ # 0, com ¢ dada por (3.31), e que vale (3.34).
Reciprocamente, € # 0 implica v # 0, por (3.20), de modo que v" # 0 por (5), (2.14). Além
disso, (3.34) e 1y # 0 implicam § = 0. De fato, escrevendo 13 = A, temos, por (5), (3.34),

que

o = M2l — <>\M2 V11— )\2> A2
— ¢mV1—V(¥mV1—A”+ﬁ'
Agora, podemos usar aqui (3.20), ja que esta relagao é obtida a partir de (3.19), equivalente

a (3.34). Dai, substituindo a expressao de a acima juntamente com (3.20) em (2.26),

ficamos com

2 2
5 = 3 (1=X) (FiVT=N+2) = (FmvT=N+2) (5 )
= 0.

Estamos sob as hipoteses do Lema 3.2.1. Primeiramente observamos que (3.34) segue-se
de (3.18) e (3.19). Agora faremos uso do Lema 3.2.1 para calcular C?", fia, f2, 0 <1 < 4,
2<p<3.

Como k = 5, temos, por (3.12), ¢4 = 0. Como na demonstracdo do Teorema 2.2.3,
temos (2.29). Dai, por (3.13) e g4 = 0, temos

43 = —¢g, (3.35)
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que, substituindo em (3.16), r = 3, juntamente com (2.29), fornece, em vista de € # 0,

i 2425 = 0.

Como na demonstracdo do Teorema 2.2.3, obtemos (2.31). Em vista disso e de (3.35),

temos que (3.13) fica, para r = 3,
g =gz —ely — 244’ (3.36)

Como ¢ = ¢ (20, 21, 22) , existe | =1 (zo, 21, 29) tal que

I = . (3.37)
Por (2.31), (3.36), (3.37), temos
€f127222:2 - €l2,2222Z3+8l372222
= —l72222z22’3 + €l37z222. (338)

Substituindo (3.37), (3.38) em (3.16), r = 2, obtemos, usando também (2.38),

2
0 = § :l722222_72j+1 + 2l72221 - l7Z2Z222Z3 + €l3,2222 - 5gl72222
Jj=0
1
= E :l722222j2j+1 + 2l72221 + 8l3,Z2ZQ - Egl,ZQZQ
—

1,22222021 + (l,21Z2) 12222 +5l3,2222 - 8glyz222'
Integrando duas vezes com respeito a zy, obtemos fungoes arbitrarias de zg, z; que podemos
escrever como ly 5, e 5, tais que

1 1
l3 = —gl/zl — gl’zlzg + gl -+ 14’2122 + l5. (339)

Comparando (3.36) e (3.37), determina-se Iy em termos de [. Usando isso e (3.39) em
(2.31), obtemos

1 1 1
fio=9z+ <—gl,z2 + 9"z — 599/) 23 — gllzd - gl,z122 + gl + 1y, 20 + 15 (3.40)

Agora (3.37) e (3.40) substituidas em (3.13), r = 2, dao

2
q = — Z l,ZQZj ZjJrl + l,ZQZQ z3 + Z,Zonzl + l,zlzzzQ + l,Z1 - €gl,22 - <C’:l4,zl + €992
7=0

= (I—ely),, . (3.41)
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Substituindo (3.40), (3.41) em (3.16), r = 1, obtemos, usando também (2.38),

2

O — Z (l - 8l4) 1212125 Zj+1 + 2 (l - €l4) 12120 _l,zgz121Z3 - (llzl) 92121 _l,z1212122
7=0
+€gl,2’1z1 + 614,21212’1 zZ2 + Z5l5,z1zl - 89 (l - €l4) 92121

— (l - 514) 9212120 Zl ‘I’ 2 (l - 514) 92120 (llzl) 92121 +€l572121 + 629l472121
= ((l/ - EZZL) 21) 12121 (llzl) 12121 +5l572121 + €2gl4,Z1Z1

1 2
— - (61421) 92121 +5l5,z121 + £ gl4,zlz1-

Integrando duas vezes com respeito a z;, obtemos funcoes arbitrarias de zy, que podemos

escrever como h e hy, tais que
l5 = lﬁlZl — ggl4 + h/lzl + hg. (342)

Escrevendo
k=1-— €l4 — €h1, (343)

e, usando (3.42) em (3.40), obtemos

1 1 1
fio = g+ <—gl7Z2 +g"z — agg’) 25 — gl’zl — glsz + gl 4 1y 20 + Uz —egly
+h/121 + hg
/ 1 " / 1 / ]'
= gz + —gk;z? +4'z1—egq | 23— gk 21 — gk’ZIZQ + gk +eghy + ha.  (3.44)
Em vista de (3.43), temos que (3.37), (3.41) ficam
G =kz,  @=k,. (3.45)

Agora (3.44) e (3.45) substituidas em (3.13), r = 1, fornecem

2
G = — Z k7Z12jzj+l + (k,ZQZl - 59”) Z3 + (klzl) 121 +k7Z121 22 — Egk,m + Egk,m
=0
= —eg’z+ K. (3.46)

Em vista disso de (3.35), (3.45) e (3.46), temos

3
Vi / /

g Qizjr1 = —€g zx Kz +k 20+ k23 —eg 2

j=0

= —eg'z+ (ko —cq'21) 23 + k2o + K 21 (3.47)
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Por (3.44), (3.47), temos
3
1 1 1 1 1
et — Zszj+1 = —|gut+ ks +9'z—c9d | 55— k=
g 9 g e e
1
—gk,zle + gk + €gh1 + h2
1
—l—@ [—eq'za+ (k,, —e9"21) 23+ ko 20 + K 2]

h
= —eg'z+k4eh + —. (3.48)
g

Em vista disso, de ¢4 = 0, (3.35) e (3.45), temos que (3.17) tornam-se de imediato identi-
/!
dades para 1 < r < 4. Parar = 0, temos, por (3.46), (3.48), que (3.17) fica (ehl + %) =0,

de modo que existe um numero real ¢ tal que
h
chy + — = (. (3.49)
g
Escrevemos
m==k+(. (3.50)

Como [y é uma funcgao arbitraria de zg, z1, 29, também o sao respectivamente [, k e m por
(3.36), (3.37), (3.43) e (3.50). De (3.49) e (3.50) temos que (3.44) torna-se (3.32). Por
(3.48), (3.49) e (3.50), temos que (3.15), 2 < p < 3, torna-se (3.33).

Usamos (2.53) para calcular G. Substituindo (3.32) em E?:o fi2,2;2j+1, obtemos

3
1 1
z :f12,Zij+1 = |:g”Z4 + <_gm,z2zo + gmzl —¢& (gg/)/) <3 — Emuzl
Jj=0

1 / / 1 1 1
_gm,212022 + g m + gm 21 + _gm,z'gzl + g Z3 — gm,ZjZoZl

1 1
i
—gm - gm,zm@ T gmz | 22

1 1 1 1
+ (_gm7222223 - gm,222021 - gm,212222 - gm,m +gm, | 23

1 " /
+ _gm,zz + g 21 —¢&4g4g Z4

= <2g//z1 - gm,zz - Egg/) 24 — gm’zgzgzg + <_gm7222021 + ng%
12 7 2 I 1
—e(9')" 21 —egg’z — gm72221z2 +g 2 — gm,zl +gm, | 23

2 1 / 1 2 1 "2
—gm7zle2122 — gm 29 — 57”17,7zlzl,z2 +gm 20 — gm 21

+g'mzy + gm'z. (3.51)
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Por outro lado, usando (4.82), (2.55), (3.33), temos

forfsa — fs1foe = —Bfiz — By (59/23 - m)
1 1 1
= -3 {9’24 + <——m722 + g”zl> 23— -—m'z; — —m_ 2| . (3.52)
€ € €
Agora utilizamos (3.51) e (3.52) em (2.53), obtendo

1 1 2
g/G - <2.g,/21 B gm,zz - 699/) “4 gmwzzzzi’z) - <_gm’222021 + g///zf —¢€ (g/)2 ~1

/! 2 ! 1 2 1 !
—£99 %1 — gm,2221z2 + g 2z — gm,m T gm, | 23 — gm73120z122 - gm 22

"n_2

1 1
2 / /
—gm,zlzle +gm 20 — gm zZ1+gmz+gm 2z

1 1 1
-0 (9’24 + (——m,22 - g”z1> 23— —m'z — —m,zlza)
13 13 13
" 1 / 1 2 2 " _2 N2
= 29 21 — gm,zg - (59 + 5) g Z4 — gm,zzz2z3 + _gm7Z2ZOZ1 + g 2z —¢€ (g ) <1

2 " 1 1 " 2
_Em,z22122 + g 20— gm,zl + (eg+ 5) gm,zg — gz z3 — gm,z1z02122

1 1 1 1
_gm/ZQ — gm,zlzlzg — gm”zf +g'mz + (eg+ ) B (m 20+ m'z1),

que, em vista de (3.28), (3.31), fornece (3.30).
Finalmente, provamos que solu¢oes genéricas cumprem w; A we # 0. Temos, em vista
de (3.29), (3.33),
firfor — frafar = g (pafio —m2(eg'2s —m)) — (p2g + 12) frz
= 2 (—€g9'zs +gm — fi2).

Temos, por (3.32), que o coeficiente de z4 é —1pg" # 0, de modo que wy A wq # 0.

O
~ /
3.3 Equagdes zo; = 25 + G com [ = p,f11 + 1, v =0
Caracterizamos, no Teorema 3.3.1, todas as equagoes de evolugao 2o = 2, +G(20, - - ., 2k-1),
k > 2, que descrevem superficies pseudo-esféricas, satisfazendo
fpl = H’p.fll + npa H’p?”p € Ra 2 S P S 37 (353)
v' = 0, onde v é dado por (5). Também determinamos precisamente os casos em que

solugoes genéricas dao origem a métricas.
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Teorema 3.3.1 Sejam f;;, 1 < i < 3,1 < j < 2, fungoes diferencidveis de zo, . .., 2,
k > 2, satisfazendo (1.2). Sejam pi,,mp, 2 < p < 3, nimeros reais e sejam (,v,g dadas
por (5). Admitimos que valem (3.53) e v' = 0. Entdo a equagio 2oy = 2, + G(20, . . ., 2k—1)
descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fidr+ fiodt, 1 <1 < 3,

se, e somente se,

k—3
1 1
G = ? (g//z1 + m,z,%?) — 6] Zk—1 + ? (Z m.,zjr1 — m — gpg) , (3.54)
§=0
onde @ € um nimero real, m = m (zo, ..., zk_2) € uma fungao diferencidvel, e fio, 1 < i < 3,

sao dadas por
f12 = g/Zk_l + m, (355)
T2 = 12+ ps_pe, 2<p<3, (3.56)

pz = +4/1+ p3, N3 = :l:LQT]Q. (3.57)
V1t

Além disso, uma solugdo genérica u = zy cumpre w; A ws # 0 se, e somente se, ny # 0 ou
¢ #0.

Demonstragao. Por (1.1) e (3.53) temos ¢’ # 0. Como temos também v" = 0, estamos

de fato na situacao considerada no Teorema 1.0.2.
Por (5), (2.14), ¢’ # 0, temos que v' = 0 equivale a
a=vy=0. (3.58)
Temos de (5) que (3.58) equivale a (3.57).
Provaremos por indugao que, para 1 <r < k — 1,
L = psfsz — pafo, (3.59)
0 = ﬂ3f22,zr - H2f32,zT- (3-60)

Consideremos primeiramente o caso r = k — 1. Tomando F' = z; + G ¢ (3.53) em (1.4), e

derivando com respeito a z; implica

fozens = Hpg'- (3.61)

Substituindo isso em (1.11), obtemos, usando também (5),

_ 1
L~ = U3 f32,2,_, — M2fo2z_, T ; (773f32,zk_1 - 772f22,zk_1)

/

g
= usfso , — Mafo2 , — Oég, (3.62)
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de modo que, por (3.58), provamos (3.59) para r = k — 1. Para obter (3.60) com r = k — 1,
basta usar (3.61).

Admitindo (3.59), (3.60), para 2 < r < k — 1, provaremos tais relagoes para r — 1.
Substituindo (3.61) em (1.9),

1 k—1

19 = —— Z (,u3f22,zj — #2f327zj) Ziv1 + 13 f32 — pafor,
§=0

ks

de modo que, usando também (3.59) e (3.60) para r,
1
J12,2, = _5 (M3f22,zT,1 - M2f32,zr,1) + L,.
Disso e de (1.10), obtemos (3.60) para r — 1. Agora, substituindo (3.59) para r em (1.12)
para r — 1, obtemos

-1 k—

1
(M3f3227~z] _M2f22272])zj+1 + iy Z f31f32zjzr f21f22zjzr) Zj+1
=0

o

L’r—l —

MRS
Il
o

(f31f32 Zr—1 f21f22,z7«_1)

kﬁ

11

k—

1

= f— Z N3.J32,2;2, — 772f22,zjzr) Zjg1 F p3faez = pafarz
=0

1
+f— (1 f32,2 - — M2 fonz ) -
11

Mas, usando (5) e (3.58), temos, para 2 < p < 3,
— ()" P pd, =1+ (=1 g,
de modo que

fts—p (3 for — pofsa) = —(=1)""Ppui_ ofp2 T (—1)°7" ts—pltp [5—p)2

= fp2t (-1 ) prp2 + <_1)5_p MS—pMpf(5—p)2
= fp2 + pp (H2for — p3fs2) -

Isolando tal valor de fs, obtemos, usando também (5) e (3.58),

Nafor — M3fsa = (Napts — N3pt2) (s far — pafaz) — (Mapio — Mapis) (2 foo — 13 f32)
= —-f (M2f22 - ,U3f32) ) (3-63)

que implica
772f22,zs - 773f32,z5 =0 (M3f22,zs - ,u2f32,zs) ) (3-64)
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que é nulo para s = r, por indugao, e nulo para s = r — 1 por (3.60), que obtivemos acima.
Substituindo esse fato na expressao que obtivemos para L™, obtemos (3.59) para r — 1,

encerrando a demonstragao de (3.59), (3.60), para 1 <r <k — 1.

A mesma argumentacao que utilizamos para provar (3.60) para r — 1 mostra que vale
também (3.60) para r = 0. Vale entdo (3.60) para 0 < r < k — 1, de modo que existe um

numero real ¢ tal que
H3f2e — pafz = . (3.65)

Substituindo isso em (1.9), obtemos

Ji2 = psfs2 — p2foo. (3.66)

Em vista disso e do fato de que vale (3.59), 1 < r < k — 1, obtemos de imediato que vale
(1.10), 1 <r <k — 1. Para r = 0, temos, em vista de (3.59),

k—1
1 1
L= fuz ]Zl (n3f32’zj N 772f22,zj) Zj+1+ E (fa1f32 — forf30)
| =
=0

Mas provamos que o lado direito de (3.64) é nulo para 0 < s < k — 1, de modo que
L’ = 113 f32 — M2 fa,
demonstrando que (1.10) também vale para r = 0.
Integrando (3.61), p = 3, com respeito a zx_1, obtemos k = k (2, ..., zx_2) tal que
fao = p3g' 21 + k. (3.67)

Substituindo isso em (3.65), e usando pz # 0, que decorre de (3.57), obtemos, usando
também (5) e (3.58),

for = pagms + 2k 2
U3 U3

= 29z + % (k = pap) + psep. (3.68)

As duas tltimas relagoes substituidas em (3.66), usando também (5) e (3.58), levam a
k k
fio = u3 (g’zk_l + —> — 113 <g’zk_1 + —) -2y
3 M3 M3
1
= Jat - (k=) (3.69)
3
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Definindo )
m = — (k — pap),
M3

temos que as relagoes (3.67), (3.68) e (3.69) tornam-se (3.55) e (3.56).

Usamos agora (3.7) para calcular G. Temos que Z;:g fi2,2;2j41 também é dado por
(3.8). Em vista de (5), (2.55), (3.58), temos

f21f32 - f31f22 = f21 (M3Q/Zk—1 + psm + LLQSO) - f31 (,U2g,2k—1 + pom + ,u3<,0)
= =09 zm—1+m) + (15 — 13) 09 + o
= —0B(¢zk_1+m) — g. (3.70)

Usando (3.8) e (3.70) em (3.7), obtemos

k-3

9JG=(g"21+m;_,) 21+ Z mz, 21 — B (9 -1 +m) — g,
=0

provando (3.54).

Finalmente, verificamos quando uma solu¢ao genérica u = z, cumpre w; A wy # 0.
Temos, em vista de (3.53), (3.56),

firfoe — fiafor = g (pafio + use) — (feg + n2) fio
= uzpg — n2fia-

Caso 12 # 0, temos, por (3.55) que o coeficiente de z;_1 é ¢’ # 0, de modo que wy Awy # 0.
Caso o = 0 e ¢ # 0, temos, por uz # 0, g # 0, que w; A ws é de novo nao-nulo. Por outro
lado, caso 172 = ¢ = 0, temos que w; A ws = 0.

O



Capitulo 4

Independéncia de parametro para as
classes nao-genéricas de equacoes

20t = 25+ G com fn1 = ppf11+mp

Neste capitulo, classificamos as equagoes de evolugao zo; = 25+G (20, . - . , 24) que descrevem
superficies pseudo-esféricas que sao independentes de um dos parametros p,,n,, 2 < p < 3,

cujo problema linear satisfaz

Tor = g + 1p, 2<p<3,

para grande parte das classes nao-genéricas tratadas no Capitulo 3, tratando respectiva-

mente, nas Secoes 4.1, 4.2, 4.3, os casos em que

v =0, V' £0, 0=0, ny =0, V' £0, 0=0, ny #0.

A quantidade de parametros livres em cada caso varia, dependendo das hipoteses dos
teoremas do Capitulo 3 e também da subdivisao em casos que é necessario fazer em cada
teorema do presente capitulo. Como observado anteriormente no caso em que o # 0,
em vez de fixar um dos parametros livres e argumentar a partir dai, verifica-se que a
mesma argumentagao pode ser usada caso simplesmente denotemos qualquer um deles

genericamente por 7 e trabalhemos com 7.

4.1 Independéncia de parametro para a classe em que
v =0

Nos Teoremas 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3 abaixo, classificamos parte das equagoes do Teorema 3.3.1,

ou seja, correspondentes ao caso em que v’ = 0, com v dado por (5), que sado independentes

73
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de um dos parametros jig, 72, na situacao em que k = 5. Recordamos que, pelo Teorema
3.3.1, estes sao os tnicos parametros livres, ja que us,n3 sao dados em termos deles. Os

Teoremas 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3 correspondem respectivamente aos casos em que

g// g// (%) g//
57' =0, (?) =0, 67' =0, (?) 7& 0, (g”) - =0, BT 7é 0, (?) =0,
T T ? . i T

com 3 dado por (5).

Teorema 4.1.1 Sejam p,,n,, 2 < p < 3, nimeros reais, fixemos um dos pardmetros fia, 12
e o denotemos por T. Sejam (,v,g dados por (5). A equagdo zoy = z5s + G(z0,. .., 21)
descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e com 1-formas associadas
w; = fadx + frdt, 1 <1 < 3, satisfazendo

for =g +mn,,  2<p<3, (4.1)
além de (B, = 0, (%—7) =0ev =0, se, e somente se,
1, 1 (<
G = ﬁ(h 2+ w,,)— 0 Z4+ﬁ Zw7Z‘7Zj+1_ﬁw_('0h_C : (4.2)
§=0

onde (,¢ sao numeros reais, h = h(z), w = w (20, 21, 22, 23) sGo fungoes diferencidveis
com h' #0, e, para 2 < p < 3,
fu = ch+o), for = ppe (h+¢) +np,
fiz = c(Wzg+w+¢), (4.3)
fp2 = ,Upf12 + H5—pP,

onde p,,n, cumprem (3.57),

) (4.4)
Vit )
ec=c(r),¢=¢(1), c=c(r) sao funcoes diferencidveis com ¢ # 0 e
B¢+ ¢c = (.
Teorema 4.1.2 Sejam p,,n,, 2 < p < 3, nimeros reais, fixemos um dos pardmetros fia, 12
e o denotemos por T. Sejam (,v,g dados por (5). A equacdo zor = z5s + G(zo,. .., 21)
descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e com 1-formas associadas
wi = fadx + fiodt, 1 <i < 3, satisfazendo (4.1),

57':07 (g_l,/> %07
J/,
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se, e somente se,

29 S, 1 S, 2029 2 ) 2
G = (pisn1n—20+—— 2+ | — — 23 + (10121 — 25 450 — D277 + D122
21 21 21 21
2
z S S
2 Z2 32221
——5 T 2 — 2 Z2 = P18z —

Sz 22 S,z
+ 06 : —6p121+62—6—+6—2) z
Zl Zl Z1 1 Z1 21
— (m18) 21 — 8”21 — Phyz1 — 28 210022 + B + D5 + paszi + pazi — P18, 2o

Sz S Y% z S
—(—Qm£+ﬁ00m@ —@+wm+mﬁwm+ﬁ“ - 22
21 21 22 21 21

1

Sz

5%~ (45)
onde p; = p;(z0), 1 <i <6, s=5s(z021,22) sao fungoes diferencidveis, e, para 2 < p < 3,

fu = g, It = pg + 1y,

Sz 2223 S 2o Ds
2o+ —— — 23 + ﬁ— + —
21 21 21 21 z21

+9" (s — 2123) + 1, (4.6)

fiz = Jau+d (—p13 — s —p3s+pra1zg —

o2 = pfiz+ ps—pe,

onde iy, 1, cumprem (3.57), (44), ¢ ¢ = 9(7), g = g(z0,7), 7 = 1 (20,7) siio fungies
diferencidaveis com g’ #0 e

9" =pg" +pg. v =psg" +pag.  Br+eg=rpsg’ +peyg. (4.7)

Teorema 4.1.3 Sejam p,,n,, 2 < p < 3, nimeros reais, fixemos um dos pardmetros jia, 12
e o denotemos por 7. Sejam [(,v,g dados por (5). A equagio zp; = 25 + G(20, ..., 21)
descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e com 1-formas associadas

wi = fadx+ fiodt, 1 < i < 3, satisfazendo (4.1), B # 0, <g?l,/> =0ev =0, se, e somente

se,

h" 1
G = (5—21 Cl) 24+ — ' (10h//2322 + 10hm21 Z3 — 4C1h//2321 — CQhIZ;g
+15hm2122 — 3C1h” + 10h////2’1 29 — 6C1hm2€22 — 3C2h//2122 - Cgh/ZQ
_'_hlllllzi') o Clhllllzil o <-2hI/IZ1 o Cgh//Z% o C4h121 o Cﬁ o C5h/) ’ (48)

onde (;, 1 < i <6, sdo numeros reais, h = h(z9) € uma fun¢ao diferencidvel com h' # 0,



76

e, para 2 < p < 3,

fu = c(h+0), fo1 = tpe (h+€) + mp,

fiz = c[Wag+ A0 225+ 30" 25 + 60" 2720 + W20 + (B — (1) (W23 + 3R 2120 + B'2))
+ (B =GB—G) (Wa+h'2)+ (=GB =GB —G) W (4.9)
+ (B =G =G =GB —C)h
(-G G - B - G- G) G+ %} ,

fo2 = Hpfiz+ ps—p (—55 + QB+ G+ G+ Ul + C5) ;

onde p,,n, cumprem (3.57),

<\/%> £0, (4.10)

ec=c(1), ¢=c(r) sao fungoes diferencidveis com c # 0.

Demonstracao do Teorema 4.1.1. Temos que (3.54), no caso em que k = 5, fica

G = k’124—|—/{?2, (411)
onde
1
ki = ? (g”Z1 + m,Z3) - ﬁa (412)
1 2
ky = ? (Z m.;zjp1 — Bm — 909) : (4.13)
=0

Temos que G, =0 ¢ equivalente a k; , =0, 1 < ¢ < 2.

Indicamos dependéncia nas variaveis pela escolha de letras

G € R, Ci =G (T) ) Pi = Di (20) ) q; = q; (Zo, 21) )
ri = 71i(20,7), si = i (20,21, 22) t =t(20,21,7),
w; = Ww; (Z(),217227Z'3), y:y('zOleaZ??T)a

onde todas as funcoes sao diferenciaveis.

Como k; , = 0 equivale a
g// m
<?Z123 + ? - 523) yT23 — 07

a expressao entre parénteses é a soma de w; com uma fungao arbitraria % de zg, 21, 20, T,

de modo que

m = gw +vy—g"z123 + B9 2. (4.14)
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Ao substituir (4.14) em (4.13), ficamos com

1
ky = ? ((g,wl) 2+ Yz — "+ B9z + G20 Yz — g 223

+9'W1 2y 23 + Y 2023 — Bg'wr — By + B9 2125 — B%g'z5 — 909)

/1 / " /" 7

= —/wlzl + w’lzl + y—,zl — 9—212’3 + Qﬁg_zlzg + w1 2122 + yZ1 9 — —,2’22’3
g g g g g g
Y g
“+wq 2273 + g—Zg 611]1 6? — 6223 — (p? (415)

Com o fim de que os célculos sejam tuteis em ocasioes posteriores, nao fizemos ainda
uso das hipoteses de que (5;—/,/> = 0, 8, = 0. Admitindo agora (%—7) = 0, obtemos, da
T T
mesma maneira pela qual se obteve (2.76), que existem pq, ¢y, co com ¢; # 0, p} # 0, tais
que

g =cap1+ c. (4.16)

Utilizando (4.16) em (4.15) temos que ko, = 0, fica, apés multiplicar por p},

Y Y,z
0 = ((p/ﬂlh)/ z1 + C—Zl p/f/Z%Z:J. + 2527/1/2’123 +p/1w1,2122 + 6—122 - p/1/2223
1 1
/ Y.z , 9 01p1 + co
+PiwWs 223 + F=25 — Bpiwy — 5— — Bz — p———
Cl Cl -
v Y- Y. Y
= (—) 21+ 20:p 2123 + ( 1) 2y + (—2) z3 — Bephwy — (ﬁ—)
C]- T C]_ T C]_ T C] r
2 / C2
—O3LM%—(WM+@E>- (4.17)

Como 3, = 0, temos que (4.17) fica

’ : 2 ¢
0= (2> z1 + <b> 2z + <&> z3— (ﬂ) - (90291 + 90—2) ; (4.18)
&1/, (S Ry & /- 1/, ¢/,

que é um polindémio em z3 de grau 1 nulo. A nulidade do coeficiente de z3 mostra que

existem ¢, s; tais que

Y —t+tan. (4.19)
(&1
Substituindo isso em (4.18), obtemos
c
0 = t,zole + t,zerZ - Btﬂ' - (Sopl + SOC_Q) ) (420)
1/ 7

que é um polindémio nulo em 2z, de grau 1. A nulidade do coeficiente de 2z, mostra que
existem ¢, e r; tais que

t= g1+ 1. (421)
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Usando isso em (4.20), vem

C
0= T1,720%1 — ﬁrlﬂ' - ((ppl + 900_2) ’ (422)
1/ r

que é um polinémio nulo em z; de grau 1. A nulidade do coeficiente de z; mostra que
existem ps e c3 tais que

T = p2 + 3. (4.23)
Substituindo (4.23) em (4.22), obtemos

c
Besr + (@pl + 906—2> =0.
1

T

Derivando com respeito a zp, obtemos, em vista de pj # 0, que ¢, = 0, ou seja, ¢ € R.
Utilizando isso acima, ficamos com

Besr + @ (2—2) - 0. (4.24)

1

A partir de (4.19), (4.21), (4.23), obtemos

CE =S1+q1 + p2 + c3. (4.25)
1

Em vista de 3, = ¢, = 0 e (4.24), definimos ( € R, ¢ = ¢(7), ¢ =¢(r), ¢ = &(7),

h =h(z), w=w/z, 21, 22, 23) POr

c c
festos=C  c=a#0 o=
C1 1
¢ = cs, h = py, w = piwy + 51+ q1 + P2 — Pl 2123 + Bp) 2. (4.26)
Em vista de p} # 0 e (4.26), temos h' # 0.
As expressoes (4.26) utilizadas em (4.16) dao
g=c(h+c). (4.27)

Substituindo (4.16), (4.25), (4.26) em (4.14), vem

m = cpiwr+ci(s1+ @+ p2) + cics — apizizs + Beipzs

= c(w+¢). (4.28)
Ao substituirmos (4.27), (4.28) e (4.26) em (4.12), (4.13), obtemos
1 1
kl = w (Ch,HZl + cw,ZS) — ﬁ = E (h”,Zl + w,zg) — B,
1 2
ky = o (Z cw,z; zj11 — Be(w +¢) — e (h + c))
=0

2
1
= (Z W zj1 — Bw — ph — C) .
=0
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Tais expressoes substituidas em (4.11) dao (4.2).

Recordamos que, pelo Teorema 3.3.1, vale (3.57). Por (5), (3.57), temos

B = i%% - (i\/ 1+M§) 72
V1t p3
= :FL, (4.29)
VAR
de modo que 3, = 0 se traduz em (4.4). Levando em conta (3.57), (4.27), (4.28) em f1; = g,
).

(4.1), (3.55), (3.56), obtemos (4.3
U

Demonstracao do Teorema 4.1.2. Integrando

<%)T =0, (4.30)

com respeito a 7, obtemos p; tal que

g/// B g//
7). 7m\s),
Integrando com respeito a 7, obtemos p, tal que

9" =p1g" +pag’. (4.31)
Utilizando 8, = 0 em (4.15), temos que ks, = 0 fica
" / " !
0 = (g—,) wiz1 + <2,) 21 — (g—,) Z%Z3 + 26 (g—/) Z1%3 + <y,z/1> z9
9/ - 9/ - 9 )+ 9)+ 9 /)
9" Yz y g
~(7) =+ (5) 0 (5) - (45)
g T g T g T g T
Dividindo por (g—//> # 0, derivando com respeito a 7, e usando também (4.30), obtemos

g’

s ()

21 ng

)0, () -
@, 0 (9) G- (5

Isso é um polindmio nulo em z3 de grau 1. Integrando o coeficiente de z3 com respeito a T,

Y\ (9"
v ). \g). 7

(4.32)

vemos que existe s; tal que
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Integrando novamente com respeito a 7, obtemos s, tal que

1 /
y,ZQ =g Sl,ZQ + g 52,z27
que, integrando com respeito a zo, fornece t tal que

y=g"s1+g'ss+1. (4.33)

Utilizando isso no termo independente em (4.32), e usando também (4.30), obtemos

0 = ( Kg s1+g"s’1+g"s2+g/s’2+t’) zl+(9”817Z1+g’82m+t,m> 2
L) . .

g g

(P ()]
(06 )] (F) - e

g/

Isso é um polinémio nulo em z, de grau 1. Integrando o coeficiente de 2z, com respeito a T,

t721 B g//
? =1,z ? .

Integrando novamente com respeito a 7, obtemos ¢, tal que

vemos que existe ¢; tal que

t,zl = QLZlgH + qQ,Zlgla (435)
que, integrando com respeito a zj, fornece r = r (2o, 7) tal que

t=qq" +qq +r. (4.36)

Utilizando isso no termo independente em (4.34), e usando também (4.30), obtemos

1 Kq’lg” + 9" + 49 + g + 1 ) .
’ g/ .

(8259 ()]
N GEO RN B

g/
_/
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Isso é um polindmio nulo em z; de grau 1. Integrando o coeficiente de z; com respeito a 7,

7,,/ B gll
? = D3 ? :

Integrando com respeito a 7, obtemos p4 tal que

vemos que existe p3 tal que

r" = p3g” + pag’. (4.38)

Integrando o termo independente em (4.37) com respeito a 7, vemos que existe ps tal

1(5) + (75) == (%)
9/, 9/, 9/,

Novamente integrando com respeito a 7, obtemos pg tal que

que

Br+ ¢g = ps9" + ey’ (4.39)

Por (4.31), (4.38) e (4.39), temos que vale (4.7).
Substituindo (4.36) em (4.33), obtemos

y=g"s3+g'ss+r, (4.40)

onde

Sz = 81+ q1, S4 = So + Q2.

Utilizando isso agora em (4.15), definindo
Wy = w1 + S84, (4.41)

e usando (4.7), obtemos

1
1
ko = %wlzl + w21 + p (19" + p2g') 53+ g"s5 + g"sa + g's) + psg” + pag'l 21
plg” + p2g/ g/l 1!
—7/zf23 + 26;21@, + Wy 4 20 + 7 (9”832, + 'S42,) 20 — ?,2223
9"s3+g'satr

g/

1 g
w1 2,23 + ? (9”33,@ + 9/34,,22) 23 — fw; — By — @?

/"
1 2
= ? (w221 + p1S321 + 8521 + P32 — p1212s + 282123 + S35, 20 — 2223

/ 2
+83.2,23 — [3S3 — P5) + Waz1 + P2Ssz1 + Pazi — P23 + Wa 22 + Wa 4, 2

—Bwy — ps — 2. (4.42)
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. . R 1
= = v
Como ks, = 0, concluimos, derivando com respeito a 7 e utilizando 3, = 0, (9 > # 0,
b g r
que

wWoz1 = —p183z1 — 8321 — Paz1 + P12123 — 202125 — 832,20 + 223 — 532,73 + P53 + s, (4.43)
que, substituindo de volta em (4.42), mostra que

/ " / /2 / /
ko — (p183) 21 — S321 — Py21 + P12 23 — S3.212022 — S3.2920%3 + 0S5 + D5 + P2S321
S Z9Z S
2 3,21 2 3 3 ZQ
+paz1 — P22123 + | —P1S3,2 — S3,2120 T P123 — 1 22— —5
53,2021 S3 Ds 53,2120 53,21 Z3
=+ 0= |5 )22t | P13z — S3,002 — Zp— —— + —
Z1 21 21 Z1 21 Z1
53,2020 53,29 / 53,21 2273
- 3+5 23— [ | —p183 — S3 — p3 + p12123 — 2023 — 2o+ ——
Z1 21 21
83,,22 Ds 2
- 3+ 5 + —ps — 723
21 21
1 83,2022 2 /2 2 Z% 83,22 53,2021
= | — = = ) 25+ [ P12] — 2832020 — P22] T P122 — 5+ —5 20— 2— 2
Z1 21 21 21 21
53,21 53,29 53,29 / "
—P153,29 — + ﬁ—z — Bprz1 + ° 5 + 5 23 — (p183) 21 — 5321
1

53

/ ! / 321 2

—Ps21 — 283 212072 + B85 + D5 + D2S3z1 + pazi — P153,2 22 — ( . ) 121 29
1

s Ds z p
+5 <Z—3) 122 = T puss + 05+ Ops + B2z — 377~ B~ po.
1 1

Utilizando (4.40), (4.41) e (4.43) em (4.14), obtemos

m = gwy+g"ss+1—g" 2125+ 04 23

2273 532 53 | Ds
=d (_p153 — Sy —P3+ P12z — +—— -+ ﬁz— + )
1

21 21 21 21
+9" (53 — 2123) + 1. (4.44)

Substituindo isso em (4.12), obtemos

! zZ9 Sg}z
kl = - {9//2’1 +g' (plzl ﬂ_|_ -z _2) _g//zl} _ ﬁ
g 21 21
z S35
= p121—2ﬁ—|——2_£'
21 Z1

Denotamos s = s3. Entéo as expressoes para k;, 1 < i < 2, substituidas em (4.11) dao
(4.5). Por (4.29), temos que 3, = 0 se traduz em (4.4). Recordamos que, pelo Teorema
3.3.1, vale (3.57). Levando em conta isso, além de (4.44), em f1; = g, (4.1), (3.55), (3.56),
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obtemos (4.6).
O

Demonstragao do Teorema 4.1.3. Temos agora (3, # 0. Ao dividir (4.17) por 3, e

derivar com respeito a 7, obtemos
- (G (0) 2 GE)) (G (8) »- G 08)
2
- ((%)T) Pz — (5 (sopl +p— ) ) : (4.45)

Isso é um polindmio em z3 de grau 1 nulo. Integrando o coeficiente de z3 com respeito a

7, multiplicando por (., e integrando novamente com respeito a 7, obtemos s;, 1 < i < 2,
tais que
Y,
22 /62 651,22 + 82,22'

Integrando com respeito a zo, obtemos t tal que

cg = Bsy + 59 + Bz + t. (4.46)
1

Substituindo isso no termo independente em (4.45), obtemos

1 1
0 = (5 (Bs) + s+ 229"22+t)> Zl+<ﬁ (551z1+52n+tz1)) )

(5 (B 31+582+5P122+5t)) (ﬁ (@Pl-i-%@ ))

3
= 206,piz021 + ( 3. )T + (tgjl>7—22 — 23,81 — (wﬂ—T)T)Tp’lzg
~(55) -G (onee) )
Dividindo por 3, e derivando com respeito a 7, obtemos
3
- G 8)) G (5)) (G (5E) ) e
-G -G E ) 4

Isso é um polinomio em 2z, de grau 1. Integrando o coeficiente de z, com respeito a T,

multiplicando por 3,, e integrando novamente com respeito a 7, obtemos ¢;, 1 < i < 2, tais

que

ten _ (), o

ﬁT ﬁT +/BQ1 421 +q221
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Ao multiplicar por 3, e integrar com respeito a 7, obtemos ¢3 tal que
52
t,zl = 63]9/1 + 7(]1,21 + 6(]2,21 + 43,z -
Integrando com respeito a z;, obtemos 7, tal que
2

t=3piz + %% + Bq2 + q3 + 72. (4.48)

Se substituirmos isso no termo independente em (4.47), obtemos

0 — (i ((ﬁ‘“”)w&’m+Bﬁ7q’1+@qg+r2m) ) .
ﬁT ﬁT /) r !

_ <i (W)fp’lzl +3 (8%, a1+ (8%, ¢ + Bras + (ﬁrQ)T) )

Br Br

1 1 Co
(5 (5 (m+42) ) )
o 1 q1 1 (T‘/ - 5419/)7 1 (ﬁTQ)T
= o (- 5) + (5 (M) ) = - (5 (55 ),
1 1 Co
(5 (5 (mee2) ) )
Dividindo por 3, e derivando com respeito a 7, obtemos
G GE)) (G 5))
B, \ B, 3. ).\ \s s ) ),
GEGE ). =

Isso é um polinémio nulo em z; de grau 1. Integrando o coeficiente de z; com respeito a T,

multiplicando por 3;, obtemos p3 tal que

i (T’é _64]7/1)7) > _ /
(ﬁ’r < 67- iy - ﬁ‘rpS'

Repetindo o procedimento, obtemos p,4 tal que

=Y
(=) = ot + o

Br
Repetindo o procedimento, obtemos ps tal que
/ 4 1 _ ﬁQ / / /
(TQ - p1)T = ?ﬁﬂ?g + B6:py + B-Ds-
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Integrando com respeito a 7 e zy, obtemos pg e ¢4 tais que

3 2

154
= B'p1 + Eps + %ZM + Bps + ps + Ca. (4.50)

Utilizando isso no termo independente de (4.49), ficamos com

4 3
= (5 (e Breme e me2) ) ) )

= <i(1 <554p1+ ~°ps + 52p4+25p5+p6+—(504+<ﬂp1+90 ))))
/BT 67' 67' €1 T/ v/ v/ T

= (517 <2053p1+25 p3+3ﬁp4+2p5+a (ﬁr (ﬁ04+@p1+90 1>T)T)T)T

<6052p1+4ﬂp3+3p4+51 (ﬂlT (;T (5044‘901?14-%0 1)r>7)7>7

12066, p1 + 46,ps + ( ﬁlT (ﬁi ( ;T (m R 1)))) (451)

Dividindo por 3, e derivando com respeito a 7, obtemos

o= (L (L (5 (3 (rme2) ))) )

Com vistas a determinar ¢, derivamos com respeito a zp, obtendo, em vista de p} # 0,

B 1 /1 /(1 (e
0— 12057'—1_ (67_ (BT (57— (57’)7)7—)7')7.

Integrando com respeito a 7, multiplicando por [3,, obtemos (; tal que

1 (L (e _
(ﬁT (ﬁT (5) ) ) = 100 B (452

Repetindo o procedimento, obtemos (5 tal que

(ﬁl (g ) ) = —603°0; + 24188, + 6020,

Repetindo o procedimento, obtemos (3 tal que

(;;) — 2088, + 1201328, + 6C35, + 2B

Repetindo o procedimento, obtemos (4 tal que

Pr = _5ﬁ4ﬁ‘r + 4(163ﬁ7' + 3<25257 =+ QCSﬁﬁT + C4ﬁ7-~
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Integrando com respeito a 7, obtemos (5 tal que vale
p =0+ 00+ G+ GO+ G+ G (4.53)

Substituindo (4.52) em (4.51), obtemos

0 = 24¢,B-p1 + 48:p3 + (ﬁr (i (ﬁT <504+90 1>T)T)T>T.

Dividindo por 3., ficamos com

—24¢1p1 — 4p3 = 51 <ﬁ1 <ﬁi<ﬁ1 <BC4+901) ) )) :

Como o lado esquerdo depende apenas de 2y e o lado direito depende apenas de T,
temos que ambos os lados sao iguais & mesma constante (5. Por um lado, isso permite

determinar p3 como
Go

= —6C1p1 — e (4.54)

Por outro lado, podemos também encontrar c¢,. Multiplicamos o lado direito por 3, e

integramos com respeito a 7, obtendo (7 tal que

7 (5 (7 () ) e

Repetindo o procedimento, obtemos (g tal que

(3 (m2)) e

Repetindo o procedimento, obtemos (g tal que

1
3 (5C4+90 ) C653+<752+C85+C9-
Repetindo o procedimento, obtemos (;o tal que

C6 o4

c
ﬁ64+9002 = —ﬁ + G
1

=+ Cgff + G+ Co-

Em vista de 3, # 0, podemos dividir por 3 para isolar ¢4. Utilizamos isso e (4.54) em

(4.50), e ficamos com

3 2
=B'm+ ( 6C1p1 — %) +%p4+ﬁp5+p6— 5_1+ S gy C762+ C8ﬁ+<°9+ C;f
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Substituindo (4.48) em (4.46), obtemos
2

54
L. Bs1+ 52+ 52]9,122 + 53]7/12’1 + —q + B + gz + 7o

2
Usando af a expr:,;séo obtida para 7o, ficamos com
C% = Bsi+ o+ Fpiz + P + %qu + Baz + g5 + B'p1 + %3 ( 6¢ip1 — iﬁ)
+ﬁ22p4 + Bps + ps — B_ + ‘o 53 + C7@2 + Csﬂ + o+ %O
= ['p1+ 0 (02 — Gpr) + 07 (D122 + qu) + Bsa + 85— B_l + % (4.55)
onde
s = % + % + %,

¢
S3 = 31+Q2+P5+§8,

Sy = Sy+q3+ps+ (o

Utilizando em (4.15) a expressao encontrada para -, (4.16) e (4.53), decorre que

p w p///
ky = —( W) b 2 (B4 B (0 — k) + B (9 + ) + B + 5] 1 — g
P P by
// pi/
+2ﬂp—212’3 + Wi 20 + p_ (55 + B°quz, + 8532 + 54 21) - 172223 T Wiz
1 1 1

(52 +ﬂ$322+5422> 3_ﬁw1

¢
—5—, Bp + 3 (Piz1 — Gipr) + 3 (Piz2 + qa) + Bs3 + a4 — B_l + %
@ C2
—FPz— (=0 + OB + LB+ GO+ LB+ <5) e
2 1
. 53 /2 / 52 /! /
= = (Pl — vz — a1 — Gpr) + = (P 2221 + iz + quz 22 — 53— (3p1)
1 Y41
B
+— (s521 4 2p) 2123 + S3..,22 + S3.2,23 — Pywr — S4 — (4p1)
1
1
+— ((p/ﬂlh)/ 21+ Syz — p/f/Z%Z?) + Piws 2 22 + Saz 22 — D 2223 + Piws 2,23
1
+54,2,23 — Clo — (5p1) - (4.56)
Decorre que ks, = 0 fica
3675, 2033~
0 = 7, ( C1P12’1 — 44 — Czpl) 7, (P1Z2Z1 + CI421 + Q4,2 %2 — S3 — Csp1)
1 1

g

T ! /! /
+p—, (3321 + 2pi 2123 + 832,22 + 832,23 — PiwW1 — S4 — C4p1) .
1
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Repetindo o procedimento de dividir por 3, e derivar com respeito a 7, concluimos que as

expressoes entre parénteses sao nulas. Assim, obtemos sucessivamente

44

53

/
piwr

= p{2} — Gphz — Gopr,

= plzez1 + @iz + qa1%2 — G3p1

= plzez + (p/lﬁzf — Gpiz — Czpll) 21+ (20121 — Gipl) 22 — Gspa

= 3plziz + pi'2) — Gz — Gpiz — Gpize — G,

= s321 +2p2123 + 832, % + 835,23 — 84— (apy (4.57)

"n 2 /" _4 /13

= 3p) 2122 +py 2] — QpyE — C2p/1/2% — (1P z2z1 — (P21 + 2Dz 23

+3p 25 + 3p' 2120 — 2010 2120 — (o2 + 3P 2125 — Gipizs — sS4 — Gapn

"2 /2 /"n _4

= Bpizizs — Qplzs — sa+ 3pi 2y + 6pY 2z — 3Cip 2120 — Coplze + P 2y

/%

—Cipl'2 — Goplzt — Gphz — Capr.

Utilizando em (4.56) o fato de que as expressoes entre parénteses sao nulas e substi-

tuindo as expressoes obtidas em (4.57),

1
/ / / /112 / /1
]7 ((p1w1) 21+ 5421 — Py 2123+ PiWiz R2 t+ S42 22 — P122723
1
/
+P W1 2y 23 + S4,2023 — C10 — C5p1)
1
/2 /! / /2 /I _3 /1 _2 /!
27 (5]71 2123 — QP sz — sy21 + 3P 2921 + 6P 27 22 — 3C1PY 2172 — Capy 2221
1
/"5 /" _4 /3 /2 / / 1 _2 5 /1
+p1 2 — C1p1 Z — <2p1 21— C3p121 - C4p17«'1 + s421 — P 2123 + 0P 2322
" 2 /2 mn_3 /112 /1 /
—84., %2 + 12p7 2125 — 3Cip 25 + 4Dy 2722 — 3Ci1p) 2122 — 2Cepi 2122 — (3D 22
/! /! /2 /! /
+84,2, 22 — P12223 — 842,23 + 6P 2023 + Opy 2123 — 3C1p1 2123 — (2P 23

+54,2,23 — C1o — (5D1)

/11 2 2

1
3 (10 2320 + 10pY' 27 25 — 4GP 2321 — Cop'i 2 + 15p] 2125 — 3CipY 23

1
/1115 " _4 " _3

+1OPI1WZ§Z2 - 6C1p’1"z%,22 - 3C2p,1/2122 — §3P/122 +py 2 — Qpy 2 — Gpy 2
—C:zplfzf - C4p/12’1 — G0 — C5p1) .

Substituindo (4.16), (4.55) em (4.14), decorre que

P C2

m = ¢ |pjw + Bp + 3 (piz1 — Gipr) + 3 (Piza + qs) + Bs3 + 54 — =—

[oxe

+@—’1’

3 z123 + P23
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Utilizando ai as expressoes (4.57) para qq, s3, pjws, e usando também (4.53), segue-se que

1.2 "2 /114

m = [520/1’2123 — (P zs — sa + 3pl 25 + 6pY 27 20 — 3G 2120 — Gz + 772
—Gipy' 2 — Gpi 2t — CGaphz — Gpr + B'pr + 87 (Pl — Gipn)
+4° (p'122 + P2 — Gipla — C2p1) + 0 (3]9/1,2122 + 'z — Gplat — Gpia
—Gip1ee — Gp1) + Sa — %2—? + % —pizizs + ﬁﬂﬂs}

= ¢ [4plz1zs+ (6 — C1) Pras + 3pia5 + 6p' 2722 + 3 (6 — C1) P12

+ (52 -G8 — Cz) p'122 + p/f//zil + (5 - (1)p’1”zf
+(8° =GB = Q) iz + (87— QB* — QB — G) pia
+

(B =GB =GB —GB—G)p— =+ 2

"n 2 " _4 ! 3

= ¢ [4p{z125 + 3125 + 6p'2iz0 + p)"2l + (B — 1) (Ph2s + 3p{ 2120 + pY'2})

+ (52 — Q1 — Cz) (p,122 +P/1/Z%> + (53 - ClﬁQ — Gff — C3) p/121
+ (B =G -G - GB— ) m
c
+ (87— QB = 6B — B - GB — ) — + @} : (4.58)
Bey 5}
Utilizando isso e (4.16) em (4.12), obtemos
ki = 7 {epiz + e [Apiz + (B —G) i} — 6 = 5p—,121 — (1.
1Py Py
Reescrevemos (19 como (g e ¢ = c¢; # 0, ¢ = 2, h = p;. Em vista disso e utilizando as

cr’

expressoes encontradas para k;, 1 <i < 2, em (4.11), obtemos (4.8). Por (4.29), temos que
B, # 0 se traduz em (4.10). Recordamos que, pelo Teorema 3.3.1, vale (3.57). Levando
em conta isso, além de (4.16), (4.53), (4.58), sob a nova notagao, em f;; = g, (4.1), (3.55),
(3.56), obtemos (4.9).

[

4.2 Independéncia de parametro para a classe em que
UI#O, 520, 77220

Nos Teoremas 4.2.1, 4.2.2 abaixo, classificamos parte das equacoes do Teorema 3.1.1, ou
seja, correspondentes ao caso em que v’ # 0, 6 = 0, 1, = 0, com 0, v dados por (5), que sdo
independentes de um dos parametros f,, 2 < p < 3, no caso em que k = 5. Relembramos

que, pelo Teorema 3.1.1, estes sao os Gnicos parametros livres, ja que 7, = 0, 2 < p < 3.
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Os Teoremas 4.2.1, 4.2.2 correspondem respectivamente aos casos em que

g/ll
q’ g’ (?JT
(_/) :O’ (_/ #07 "
" 7 )

Teorema 4.2.1 Sejam pp,,n,, 2 < p < 3, numeros reais, fivemos um dos pardmetros [iy,

=0.

2 < p < 3, e o denotemos por T. Sejam d,v,qg dados por (5). A equagio de evolugao
20+ = 25 + G(20, . .., 24) descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e

com 1-formas associadas w; = fidr + fiodt, 1 <1 < 3, satisfazendo

for=wpfu+m,  2<p<3, (4.59)

além de (%) =0,v#0,0=0 en, =0, se, e somente se,

1

G:
h/

2
1
(h//Zl + w723) 24 + ﬁ Z ’U)7Zj Zi+1, (460)
j=0

onde h = h(z), w = w(z0,21,29,23) sdo fungoes diferencidveis com h' # 0, e, para
2<p<3,
f11 = Ch"‘é, fplz,up(ch—i-é),
fiz = c(Wz+w)+e, (4.61)
fo2 = Hpfiz,

onde p, cumprem v # 0, e c = ¢ (1), ¢ = ¢(7), ¢ = ¢(7) sao fungoes diferencidveis com

c#0.

Teorema 4.2.2 Sejam p,,n,, 2 < p < 3, numeros reais, fivemos um dos pardmetros fi,,
2 < p < 3, e o denotemos por T. Sejam d,v,qg dados por (5). A equagio de evolugdo
201 = 25 + G(%0, . . ., 24) descreve superficies pseudo-esféricas, com G independente de T, e
com 1-formas associadas w; = fidx + fidt, 1 < i < 3, satisfazendo (4.59),

/
9 T

g//
(?) 7&07 < > =0, UI#Oa 0=0, n2 = 0,

g//
o
se, e somente se,

22 S 1 Szaz0 | 2 ) 2
G = o+ ——— s+ | ——— |2+ (p121 - 2S,z2zo — P2z
21 21 21 21

2

29 S,Z2 8722Z1 8,Z1 ! "
tP120 — =5 —P1Se + 5 — 22—~ | z3— (p15) 21— 5" 21
<1 Z z1 2

S,
—%a—2wm@+mﬁm+mm—pﬁ@@—<;1>m%, (4.62)
1
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onde p; = p; (20), 1 <i <4, s=s(20,21,22) sao fungoes diferencidveis, e, para 2 < p < 3,

fll = g, fplz,upga

S 2923 S
! ! ! 321 322
fio = ga+g | -—ps—s —pst+piaizg— 2+ — — "2z
21 21 21

+4¢" (s — z123) + 1, (4.63)
fp2 = Mpf12,

onde p, cumprem y # 0, e g = g (20,7),r =1 (20, T) sao fungoes diferencidveis com g’ # 0
e

q" =p1g" + pad, ' = p3g” + pag’.

Demonstracao dos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2. As demonstragoes dos Teoremas 4.2.1,
4.2.2 sao feitas nos mesmos moldes das demonstragoes dos Teoremas 4.1.1, 4.1.2, para o
caso especial em que 77, = = ¢ =0, 2 < p < 3. O fato de que aqui temos v # 0 e 7 = p,,
enquanto la v =0 e 7 = g, 172 nao altera a argumentacao.

O

4.3 Independéncia de parametro para a classe em que
U’#O, 5207 772#0

Passamos ao Teorema 4.3.1, em que classificamos as equagoes do Teorema 3.2.2, ou seja,
correspondentes ao caso em que v' # 0, 6 = 0, 9y # 0, com §,v dados por (5), que séo
independentes de um dos parametros pis,7,, 2 < p < 3, na situagao em que b, = 0, onde
b ¢ dada por (3.31). Recordamos que, pelo Teorema 3.2.2, estes sdo os Gnicos parametros

livres, ja que p3 é dado em termos do restante.

Teorema 4.3.1 Sejam p,,1,, 2 < p < 3, numeros reais, firtemos um dos pardmetros
2, My, 2 < p <3, e o denotemos por 7. Sejam 6,v dados por (5), e b dada por (3.31). A
equagdo de evolugao 2oy = z5 + G(20, - .., 24) descreve superficies pseudo-esféricas, com G

independente de T, e com 1-formas associadas w; = fiydx + fedt, 1 < i < 3, satisfazendo

Jor = bpfi1 + 1p, 2<p<3,
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além de by =0, v #0,5 =0 ey # 0, se, e somente se,

G = _S;lfzzl— Sth 24 ( 257};,021 37+ 35 1+ 2z — 22 =
h// . h . . n /
—5W22 — S}’Lf 2,2 — h2) 23— 2 hl 0 2129 — 6— I 2125 + 100" 232y — Z 29
h'h ) s S o S// N B h ) ( h//)2 A
+3 ¥ z5 + 2025 — T A —th1z2—|—3h 221 + A
h I 1 (h (1))
+h" 2+ h — 3hh 2129 + (hs) — A 5%25’, (4.64)

onde h = h(zy), s = s(z0, 21, 22) a0 fungoes diferencidveis com h' # 0, e, para 2 < p < 3,
fu = é(h—i—c), fplz%(hﬂLC)Jﬂlpa
fia = % [h’24 + (=8 — W21 —ch') 23 — 8’21 — 2R 2729 + 3h"hzozy + 2 (h’)2 2129
+h'W' 2} — 8,20 — 2023 + 2¢h 2129 + (B + ) (s — W hzy — % (W)* zf)] (4.65)
fo2 = Hpfi2— (h23—5—2h 2122+hh22+2<h/> )

onde g # 0, € # 0 € dado por (3.31), us é dado por (3.34), e

2
¢=dmy 1B
Up;

Demonstracao. Primeiramente observamos que, por (3.18), (3.27), (3.31),

- U
b=gFm1- 5 (4.66)
Up)
Escrevemos (3.30) como
G = k'12’4 -+ k’gzg + l{?323 + k4, (467)
onde
1., _ 1
ki = =(20"21 —mg,) —b, ko= —=m ,.,, (4.68)
g g
1
ky = ? [—2m72220z1 —2M 2o+ G2 + G 20— M,
+b(m o, —§'21)] = 3, (4.69)
e, em vista de g’ = b', que vem de (4.66), temos
1
ks = = [—Qm,zmzle —mzg —m 28 —m2}
g

+bm,, 22 + (Bm)’ zl] : (4.70)
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Temos que G, = 0 é equivalente a k; ; =0, 1 <17 < 4.
Indicamos dependéncia nas variaveis pela escolha de letras
G € R, ci=¢(7), pi = pi(20) ¢ = qi (20, 21) , r=r(2,T),
si = 8;(20,21,2), t=1t(z0,21,7),
onde todas as fungoes sao diferenciaveis.

Como k; , = 0 equivale a
1 =1 IR
(? (—=29"2120 + m) + b22> vrze = 0, (4.71)

a expressao entre parénteses é a soma de s; com uma fungao arbitraria é de zg, z1, T, de
modo que

m=g's; +t+25" 212 — b7 2. (4.72)
Em vista de k; , =0, ¢ = 1, 3, temos

O — (2k3,z2_k1,zl)7

1 _
—11
= (2? (_2m7Z22220Z1 - 2m,22222122 - 2m72221 +g — M 2122 + bm,2222)

1,
_? (29// - m72221)) :

Usando ks, = 0 ai, obtemos

que, por (4.72), fica
0=-5 (%) + 25751 2ns (4.73)

Derivando (4.71) com respeito a z;, obtemos

g// m’z .
(2 mas) o
9 9 T

que, junto com (4.73), fornece

g// _
-5 <—> 4 bys1ayn, = 0. (4.74)
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Substituindo b, = 0 em (4.74), obtemos (%) = 0. Da mesma maneira pela qual se

obteve (2.76), existem pq, ¢1, ¢ com ¢; # 0, p) # 0, tais que
P q

g =cp1+ co. (4.75)
Usando isso e b, = 0 em (4.72), obtemos

m P~ =/ _ =/
(_> )Tz (g_sl,zg + 29_21 - bg_)
C1 C1 C1 C1 -

= (p181,ZQ + 2piz — BPQ)T
~ 0, (4.76)

m ~/ t B 1
(_> Tzl (g_sl,zl + = + 29—Z2>
(&1 C1 C1 C1 -
t
= | = . 4.77
(=) w7

Substituindo (4.75), (4.76) e (4.77) em k3, = 0, e depois usando (4.72), obtemos

1 _
0 = (c_ [—2m,z2z021 —2M 4y 20 + §"2 4+ 2 — m, +b(m,, — g”zl)] ] (p'l)2 21)
1

m m m - m
- |:_2 (_> 92220 21 — 2 (_) 92221 22 + pllll’z% + p,1/22 - (_) 921 +b (<_> 929 _plllzl)
C1 C1 C1 C1

- (p/1>2zl:|

t 2
- - (C_l + 5 (pll) Z%) ITZ1 )

de modo que existem ¢y, r tais que

T

t c
— =g +r— 5 (ph) A (4.78)
C1 2

Substituindo b, = 0, (4.75), (4.78) em (4.72), obtemos

T

m C1 2 7
(c_) = (pllsl +q+r— b (p1)” 27 + 2p) 2129 — bp/122>

1 T
8]

- (r - 26’ z§>7. (4.79)
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Substituindo (4.75) e (4.78) em k4, = 0, obtemos

!/ 2 n_2 1. / /
0 = (c_ [—2m 202120 — M2 — My 25 — M 27 + b (M 20 + M 2)]| + plmzl)
1

/ "
m m m m - ([ m
2 2
= _2 92120 2172 — Zo — 92121 22 - zl + b 121 22
(&1 (&1 C1 C1 &1

/
+b (@> 21 +p'1mzl> : (4.80)

C1

T

Em vista de (4.79), isso é um polinémio em 2, de grau 2 . Como o coeficiente de 23 ¢ nulo,
temos, usando também (4.79),

m
0= <_) 2z — Clr (p/1>2 .

8]

Como p} # 0, concluimos que ¢;, = 0, de modo que ¢; = (; # 0. Usando isso em (4.79),
obtemos
my
Y rr.
Substituindo tais valores além de b, = 0 em (4.80), obtemos
T ra0%2 = TirzgzgZt + O rzg21 + QP21 = 0.

Como o coeficiente de 2y é nulo, ou seja, r .., = 0, temos que a relacao fica (1pir;z; = 0.
Como (1p} # 0, concluimos que r, = 0, e dai = p3. Substituindo em (4.78), obtemos
2

¢
t=CGaq + Gps — 51 (p'1)2 z.

Substituindo isso, (4.75) e ¢; = (; em (4.72), obtemos

¢t

m = GQpisi+ Ga + Gps — o (p’1)2 212 + 2P 2120 — Clpllz’@
2
= G (pisi+qu+ps) — % ())? 2% 4 2Gp 2120 — Cap)bza. (4.81)
Em vista de (4.75), (4.66) e ¢c; = (3,
— ’]72
b= Clpl + Cc2 F 12 1-— 77—:; (482)
2

Derivando (4.82) com respeito a 7, e usando b, = 0, concluimos que existe (, tal que

2

o F |l — % = (o. (4-83)
2
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Definimos ¢ = ¢(7), h = h(2), s = s (20, 21, 22) por

2
c=cy— (o=t 1—77—?5, h = Gp1 + (o, s=C(p1s1+aq +ps3). (4.84)

Up;
Como ¢; # 0 e p} # 0, temos h' # 0. Substituindo (4.83), (4.84) em (4.82), obtemos

b=h. (4.85)

Usando (4.83), (4.85), (4.84) em (4.66), obtemos
g = hte—-0G
= h+ec (4.86)

Se substituirmos (4.84), (4.85) em (4.81), vem

1
m = s+ 2h"2125 — Whzy — 3 (h')? 22,

m' = s +2h" 2129 — h'hzy — (h’)2 2 — W23,
m' = §"+ QhIWZlZQ . h/”hZQ i 3h”h/ (h//)2 2 _ pipt, %7
M = s +2h % — () 2, (4.87)
Mooy = Sz + 20" 20 — 20H" 24, Mooy = Sz — (h’)Q,

Moy = Sap+ 2020 —Rh,  Moyey = ey + 20" 20 — B'h — (B)?,

Mipzy = Sizgz + 207, M 2yzy = Szpz)
(mb) = (hs) +2 (") 2120 — (Wh?) 25 — % (n (h’)2>lzf
Ao usar (4.85) a (4.87) em (4.68) a (4.70), ficamos com
k= ;,( W'ey — 5., — 202 + Wh) — h = —S]j,
by = -2
ky — hi [—2 (s L OB — B'h — (h’)2) 21— 2(5pey + 20" 20 + B2+ B2
s — 20"z + (W) 2y 4 B (5., + 202y — WA — h”zl)] W
= —23770 1= 3];;,2«1 + 3h}zhzl 4ok — 22 h, 29 — 5];;: — Sh—, + hff — K2,
ky = % [—2 (S.2120 + 20" 29 — 20N 21) 2120 — <5 + 20" 2129 — W hzy — (h')2 29

—h'h"2}) 2z — (5721,21 - (h’)2) z — (5” + 20" 2z — W hzy — 3W' W 2 — (W) 22

—h'h"2) 2+ h (sm + 20"z — (W) zl> 2+ (hs) 21 + 2 (hh") 222

(W) e o (n () zf}
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" / h//l n

212 h'h
= —2%21@ 4— ¥ 2172 + 40" 222 — 2122 —2— x 272 + 725 + W22+ P
. " B 'R B 2
5h1/1 23+ N2 %zf—2 = B2+ ¥ —— 2022 + 3R 22} + ( h’) 2}
h hh" hs)’ hh'"
+R" 2} + Z 29 + 2 X 22— hh 2125 + (hs) 21+ 20" 232 + 2—— X 2229
h//hQ h (h/)
Y 2921 — 2hh 2921 — §<T)zf
oia n / h// o "
= —28}: =229 — 6— ¥ 2125 + 100" 232y — 722 +3—- ¥ 25+ 2h' 23 STZS - %zf
B B h B 2 hs., hs /
—2— I 2329+ 3 o7 2+ ( h’) 2f 4+ R 2+ h7’ L2o — 3hh 2129 + ( h’) 21
h'h? 1(h (1))
T YA

Tais expressoes substituidas em (4.67), fornecem (4.64). Recordamos que, pelo Teorema
3.2.2, obtemos, de (3.31), uma expressao para € # 0, § = £g, e também que 3 é dado por
(3.34). Usando isso, (4.86), (4.87) em fi; = g, (2.21), (3.32), (3.33), obtemos (4.65). Em

particular, com o fim de obtermos fi2, comecamos por

1

fia = . [h'z4 + (=8 =20 21+ R+ 1"z — (h+C)R) 23 — 8’21 — 21" 2% 29
+h"hzsz + (W) 202 + WR'23 — s 2122 o022 + (W) 2129
+(h+c¢) (S + 20" 2129 — Whzy — 5 (h') zf)] :

4.4 Casos particulares

Nesta secao, ilustramos os teoremas deste capitulo com varios casos particulares simples.

Exemplo 4.4.1 Caso tomemos 7 = 79, s = 0, ¢ = 1, 1 < i < 6, c(n2) = m2 # 0,

¢(ne) =0, h(z9) = e* na classe de equagoes descrita no Teorema 4.1.3, obtemos que

2040 = 25+ (521 — 1) 24+ 10232 4+ 102723 — 4232 — 23 + 152125 — 325
1
—i—lOzi’Zz—62’%22—32122_22""3?_211_2?—22 zZ1 — o —17
eZ

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = firdz+ fiodt, 1 <1 < 3,
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dadas por

Jiu = me”, Ja=m #0, fa1 = 1me™,

fiz = me® [z + 4223+ 325 + 62720 + 21 + (=12 — 1) (23 + 32122 + 27)
+ (M +m—1)(+2)+ (- —m+m—1) =
(it —m+n—1)] -1,

foo = My —mp A=+, J32 = fi2.

Exemplo 4.4.2 Fazendo 7 = i, fis = 1z, ¢ (1) = is # 0, (1) = & (1) = 0, h (z0) = 20,
w (20, 21, 22, 23) = sen (29 + 21 + 22 + 23) na classe de equagoes descritas no Teorema 4.2.1,

obtemos que a equacao de evolugao
204t = %5 + X cosY,

onde X = 21 4+ 290 + 23+ 24, Y = 2o + 21 + 22 + 23, descreve superficies pseudo-esféricas,

com 1-formas associadas w; = fidx + fiodt, 1 <1 < 3, dadas por

fir = pazo, fa1 = M%ZO, fa1= M%ZO,
fio = po(z4+senY),
fa2

2 fiz, f32 = pafia.

Exemplo 4.4.3 No Teorema 4.2.2, obtemos, ao tomar 7 = g, s = o, pi(20) = 0,
1 <i <4, g(20,p2) = 20 + p2, 7 (20, t2) = 0, 5 (20, 21, 22) = sen W, onde W = 2y + 21 + 22,
que a equagao de evolugao

z9  cosW 1 senWY ,
Zog = zz+|—— Za+ | —+ Z3

21 21 21 21

22 cosW sen W cos W
+(286HW——3+ 522+ 2 Zy — )23
cos W> )

Z
'z 29
1 1

+z1senW + 2z9sen W — (

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fiydz+ fiodt, 1 <1 < 3,

dadas por

Jii = 20+ po, for = p2 (20 + p2), fa1 = p2 (20 + p2) ,

Zozg  cosW
Ji2 = 2+ ——
Z1 <1

f22 = M2f127 f32:M2f12-

(21 +2’2 —|-2’3),
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Exemplo 4.4.4 Na classe de equacoes descrita no Teorema 4.3.1, obtemos, ao tomar
T=1, N3 =M # 0, pg = 0, h(20) = 20, 5(20,21,2) = 2§ + 2§ + 23, que a equagao de

evolucao
1
2 2 2 3 2 2
2046 = 25 — 22224 — 225 + (22022 — Zo) 23+ 2125 — 202122 — 22022 + 521 — 227 + 32521

descreve superficies pseudo-esféricas, com 1-formas associadas w; = fidr+ fiodt, 1 < i < 3,

dadas por

fii = 2o, Jar=m2 #0, f31 = n2,

1
3 2 2 2
fi2 = 24— 22023 — 22021 + 25 + 52’021 + 2025 — %j %2,

1
f2 = —mp (Z3—Zg—2%_Z§+Z022+§Z%> ) fs2 = foa-
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