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Resumo

Neste trabalho, focaremos principalmente nas questoes de existéncia e nao existéncia
de grandes solucoes inteiras para uma classe de problemas elipticos semilineares cuja

pertubacao nao linear do operador é constituida pela soma de dois termos.

Além disso, também estabeleceremos alguns resultados que enfatizam a interdependén-
cia de existéncia e nao existéncia de solugoes entre a classe de problema em que a per-

tubagao do operador possui um tinico termo e aquela formada por dois termos nao lineares.

Palavras-chave: Existéncia e nao existéncia de solucoes, Subsolugao e Supersolucao,

Grandes soluc¢oes inteiras, Problemas semilineares elipticos.
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Abstract

In this work, we will focus mainly on issues of existence and non-existence of large
entire positive solutions for a class of semi-linear elliptic problems whose the nonlinear

perturbation of operator is formed by a sum of two terms.

Moreover, also we will establish some results than emphasize the interdependency
of existence and non-existence of solutions amongst the classes of problem in that the
perturbation of the operator has a unique term and that constituted by two nonlinear

terms.

Palavras-chave: Existence and nonexistence o solutions, Subsolution and Supersolution,

Entire large solutions, Semilinear elliptic problems.
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Introducao

Neste trabalho, consideraremos a seguinte classe de problemas de equagoes diferenciais

parciais elipticas semilineares

Au=p(z)f(u) + q(x)g(u), RY

(P)ﬁg (2|00
u>0, ulx) — oo,

onde N > 3, A ¢ o operador Laplaciano; f,g : [0,00) — [0,00) e p,q : RY —
[0, 00) sao fungdes continuas.

Adicionalmente assumiremos na maior parte desse trabalho que f e g sao funcoes

continuamente diferenciaveis no intervalo I = [0, 00) e admitiremos também

(fo) f(0) =g(0) =0; f(s),9(s) >0e f'(s),4(s) 20, Vs>0,
(po) p.q € Cre(RV)(6 € (0,1)).

A classe de problemas (P)y, se reduz ao problema com um sé termo na pertubagao

nao linear do operador se tomarmos por exemplo ¢ = 0, ou seja,

Au = p(x) f(u), RY
(P)p,f

j2l—00
) —

u>0, u(x

?
que inicialmente despertou e motivou os estudos para a classe de problemas (P),,.

Neste trabalho estaremos principalmente interessados em estudar questoes de existén-
cia, ndo existéncia de solucées para os problemas (P), s e (P)s, e também como esses
problemas se relacionam. Isto é, estudaremos condicoes sobre p,q, f e g que garantam

a existéncia e nao existéncia de funcdes nao negativas, nao nulas, inteiras e classicas
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u: RN — [0, 00), que satisfazem os problemas (P);, e (P), ;. Estas solu¢es sdo conheci-

das como "grandes solucdes inteiras" dos problemas (P)¢, e (P), s, respectivamente.

Além disso, mostraremos que a interdependéncia entre essas duas classes de problemas
se da principalmente no sentido de que, sob condi¢des apropriadas para os termos p, q, f

e g podemos mostrar que:

(i) existéncia de solucdo para (P)y,, implica na existéncia de solu¢ao para (P),, s (Teorema

(ii) nao existéncia de solugao para (P),, s implica na nao existéncia de solugao para (P)y,
(Teorema M, );

(iii) existéncia de solu¢ao para (P), s e para (P),,, mas nao existéncia de solu¢ao para
(P)s4 (Teorema Ms).

O estudo da classe de problemas (P), ; foi motivado principalmente por modelos fisicos
e geométricos. Por exemplo: "se uma métrica Rimaniana ¢ da forma |ds|?> = e?*®)|dz|? e

tem curvatura Gaussiana constante —c?, entdo a funcao u deve satisfazer Au = c2e?* ",

Em 1916, Bierbach [3] mostrou a existéncia de uma unica solu¢do para o problema

Au =e*,

z—08)

onde  C R? é um dominio limitado regular. Além disso, Bierbach também mostrou que

essa tinica solugao satisfaz u(x) — log(dist(z,0)~?%) limitada quando dist(z,d) — 0.

Ao estudar um problema fisico matematico, mais especificamente o estudo de poten-
ciais elétricos em corpos metalicos, Rademacher [24] em 1943 deparou-se com o mesmo

problema de Bierbach em dominios limitados do R3 e continuou o seu estudo.

Em 1992, Cheng e Ni [6] provaram que o problema

Au = p(x)u®, RY
(P)pue "
u >0, u(x) = 0,

possui uma tnica solugdo positiva se p : RY — [0,00) é de classe C! com |z|"p(x)

limitada para |z| grande, para algum m > 2 e o > 1.

Lair [14] em 1999, concluiu que se f satisfaz a condigao de Keller-Osserman, isto é,

(f1) dt < oo, com F(t) = /0/ f(s)ds,

I v



e p satisfaz

() / Tttt < o, p(t) = maxp(ja]), 20,

|z|=t
entao (P), s possui uma solu¢do. Em particular f(s) = s satisfaz (f1) se, e somente se,

a>1.

Um outro importante resultado acerca do problema (P),,~, com p continua, nao

negativa, nao nula e radial, isto é

p*(t) :== p.(t) == minp(|z]), t>0

|z|=t

foi provado por Lair [15] em 2000 que mostrou que o problema (P), 4o, com 0 < o < 1,

possui solucao se, e somente se, p satisfaz
(p2) / tp.(t)dt = oc.
0

No caso de f nao satisfazer Keller-Osserman, ou seja,

&0 1
(f2) /1 \/ﬁdt = 00,

Lair [17] em 2007, provou que o problema (P), s possui pelo menos uma solucao se p é

radial e, adicionalmente se satisfaz (ps).

Ainda em 2007, El Marbrouk e Hansen [21] também estudaram a classe de problemas
(P),.s sob condigdes um pouco diferentes daquelas admitidas em [17]. Ao supor que p é
nao radial, eles mostraram que uma restricao em p é necessaria. Nesse trabalho concluiram

que p deve ser assintoticamente radial, ou seja,
Posc(t) — 0, quando t — oo,
onde
posc(t) = p*(t) —p*(t), t>0. (1)

Além disso, eles consideraram uma condicao mais forte para f. Assumiram que f deve
satisfazer
(fs) Tl

o f()

Com alguns calculos mostraremos, no Lema 1.23, que (f3) implica (f3).

De volta a classe de problemas (P)y,, consideremos as seguintes condicdes:

(vs) / T pone(8) £ (B(1)))dt < oo,



onde denotamos por ¢! a inversa da funcio crecente 1), definida por
t
1
P(t) == / ——ds, t >0,
) 1 f(s)

t
)= [ spts)ds. >0,
0

e a condicao

(q1) /000 tq* (t)g(~'p(t))dt < oo, onde ¢*(t) = maxq(|z]), t > 0.

|z|=t

No que segue enunciaremos os teoremas principais deste trabalho. Comecgaremos enun-
ciando um recente teorema de existéncia de solu¢ao para o problema (P)y, (Lair e Mo-
hammed [19] — 2009).

Teorema LM;: Suponha que p e q satisfazem (po) e f e g satisfazem (fy). Adicional-

mente, admita (fs),(ps3) e (1) . Entdo, se p satisfaz (p2), o problema (P)y,4 possui pelo

menos uma soluc¢ao.

Além de garantir a existéncia e ndo existéncia de solugao para (P)y,4, queremos estudar
relagOes entre os problemas (P), r e (P),4. Algumas delas estao explicitadas nos teoremas
abaixo, onde o primeiro ¢ devido a Lair e Mohammed [19] (2009) e o seguinte, devido a
Magdalena [5] (2009).

Teorema LMs: Suponha que f e g satisfacam (fo). Se o problema (P)y,, possui solugao,

[ satisfaz (f1) e p € positiva em RY, entio o problema (P),; posui solu¢do. Se f + g
satisfaz (f1), o problema

|z|—o0

w>0, wx) — 0,
admite uma soluc¢ao nao negativa e & € positiva em RY, onde &(z) = min{p(z),q(z), x €

RN}, entdo o problema (P);, possui solugao.

O teorema que segue abaixo exibe um caso em que o problema (P), ndo possui

solucdo se (P),, ; ndo possuir.

Teorema (M;): Suponha que p € C2Y(RN) (0 < 6 < 1) € positiva em Q, = B,,(0) e que

sao vdlidas as hipoteses abaizo:

(f1) f(s)=45",s>0,
(91) g(s) = s*h(s), s >0;h:[0,00) “ [1,00); W > 0.

Se > 1, entdo o problema (P)y, nao possui solug¢io se (P), s ndo possuir.
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Definigao 0.1. Dizemos que p é c-positiva em Q C RN, dominio limitado, se p(zg) = 0
para algum xo € Q, entao existir um dominio Qg com xg € Qy CC Q tal que p > 0 em
0Q0 e que p é c-positiva em RY | se existir uma sequéncia de dominios {,} regulares e

limitados com 0, CC Q11 para todo n, |-, Q, = RN e p € c-positiva em cada 2,,.

Observacao 0.1.1. O Teorema LM, continua vdlido se trocarmos a hipdtese de p e &

positivas por p e & sdo c-positivas em RY.

3 A ] .on
Uma pergunta interessante a se fazer é a seguinte: "se os problemas (P), s e (P)q,4
possuirem solugoes, entao (P)y, também possuird? "A resposta é: "nem sempre". Temos

casos em que existem solugoes para (P), s e (P)g4, mas (P)r, ndo admite solugao.

Em 2008 Lair [18] mostrou que o problema

Au=u, RY
(P)l,u
e
Au = e llye, RN
(P)e*‘-‘,uo‘

possuem solucoes nao nulas, no entanto, o problema

Au = u+ elly®, RN
(P)mua

|z|—o0
) —

u(z )

nao possui solucao para a > 2.

Um resultado mais geral que [18] foi apresentado no mesmo ano por Magdalena [4],
onde provou-se que para h : [0,00) — [1,00), com i/ > 0 de classe C', entdo os problemas
(P)l,u €

Au = e "y h(u), RY
(P)e-110

() |zl =00

)

possuem solucoes, mas o problema

Au = u+ el"uh(u), RY

u(z ,



nao admite solugao para a > 2 e a > 1.

Um outro teorema que relaciona (P),f, (P)gg € (P)ry € que generaliza os casos an-
teriores, por nao considerar p = 1 em (P),, € o teorema abaixo, devido & Magdalena [5]
(2009).

Teorema M,: Suponha (fi) e (g1) . Além disso, admita que p € C(RY) ¢ radial e

satisfaz (p2); q localmente Holder continua para 0 < 6 < 1 satisfaz

(g2) /OOO tq* (t)dt < oo

e q(r) > el x € RN. Entdo, se 3 =1 e a > 2, os problemas (P),; e (P),, admitem
solugoes, mas (P), nao admite.

A fim de ilustrar o Teorema LM, apresentaremos o seguinte:

Exemplo 1: O problema

Au = pla)u + g(e)uf, RV
(P)w",uﬁ

|z|—o0

u>0, u(r) — oo,
com:
(1) p e ¢ admitem (py) e p satisfazendo (ps);

f)0<a<1<p;

(iii) / tq* (1)e”PDdt < oo; onde ¢*(t) = max¢(|z]), t > 0,p(t) = / ps(s)ds e
0 el= 0

(iv) 3 tposc(t)e?Vdt < oo,
admite uma solugao pelo Teorema (LM;).
Nosso trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos algumas definicoes e resultados classicos de Analise e
Equacoes Diferenciais Parcias que foram usados durante nossas demonstracoes. Também
serao enunciados resultados de existéncia para problemas radias que serao auxiliares para
garantir a existéncia de solucao de nossos problemas mais gerais. E por ultimo enunciare-
mos resultados importantes para a classe de problemas (P), ; em dominios limitados que

serao importantes nas demonstracoes de nossos teoremas principais.
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No Capitulo 2 estudamos o problema (P)y,, tratando a questdao de existéncia de

solucoes positivas usando principalmente o Teorema de Sub e Supersolucao.
No Capitulo 3 tratamos das relacoes entre os problemas (P)s, e (P),. -

Finalizamos o trabalho com dois apéndices. No primeiro estao demonstrados alguns
resultados intimamente relacionados a classe de problemas (P)f,, e no o segundo estao

demonstrados apenas alguns resultados técnicos utilizados.



Capitulo

Nocoes Preliminares e Resultados
auxiliares

Neste capitulo, faremos uma breve revisao de alguns topicos de Espacos de Banach,
Equacoes Diferenciais Parciais e teoremas importantes para o desenvolvimento do nosso
trabalho, tais como teoremas de regularidades, principios de maximo e comparagao, imer-
soes, existéncia de solugoes radias assim como existéncia de grande solugoes para (P)y,,

em dominios limitados.

1.1 Espacos de Schauder e Sobolev

Faremos uma breve introducao sobre espacos de Schauder. Para isto vamos fazer
algumas consideracoes iniciais, as quais foram baseadas no livro de Adams [1|. Seja
a=(ay, - ,ay) € RY um multi-indice de ordem |a| = a;+- - -+ay tal que a; € NU{0}.

Dado um tal multi-indice e uma funcao u : 2 — R, denotamos

D%(x) = 071057 - - 07 u(x)

e, para m € NU {0},
D™u(zx) := {D%(z) : @ é um multi-indice tal que |o| = m}.
Com estas notagoes definimos, para m € N U {0},

C™(Q) = {u : Q@—RY; 3 D*u continua ¥ multi-indice o com |a| < m}.

Note que, se u € C(2) for uniformemente continua em €2, podemos estender u conti-

nuamente (e de maneira tinica) para ). Sendo assim, temos:

C™(Q) = {u € C™(Q); u limitada e uniformemente continua em Q}.
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O espaco C™(€) munido da norma [[-[lcm (@)> € um espago de Banach, onde

lullgmy = Y 1D%ullo e [Jullo = max |u(z)].
el

|| <m

Definicdo 1.1. Dado 0 < 0 < 1 e uma funcio u € C(Q), dizemos que u é Hélder continua

com expoente 0 se

O fato importante é que se denotarmos por
Co(Q) = {u e C(Q) : Hy[u] < oo},
entdo C%9(Q) é um espaco de Banach com a norma

lull oy = lullo + Holu], ¥ u e C*(Q).

Se m € NU {0}, entao
C™(Q) = {u € C™(Q) : Hy[D"u] < o0, ¥ |a| < m},
também é um espaco de Banach com a norma

lull oy = lullen@ + D 1D ullcosm, Yu e C™(Q).

la<m

O espago C™9(QQ) ¢ chamado Espaco de Schauder.

Temos ainda,

CmP(Q) = {ue ™) ue ™ (), VO CcC Q=M

oc

0
().
Em relacao ao espaco CZOO’S(Q), com (2 limitado temos o seguinte Teorema.

Teorema 1.2. Seja Q um dominio limitado de RN com O regular (com repeito ao Lapla-
ciano). Se p : Q — R ¢é limitada e localmente Holder continua em €, entdo, dado uma
funcdo ¢ continua em 0S), existe uma unica solugao cldssica para o problema de Dirichlet
Au=p, Q
(D)
u =, 0S)
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Demonstragao. Confira Gilbarg - Trudinger [11], Corolario 3.2, pag 32. m
Dado Q C RY, m > 0 um inteiro, 1 < p < 00, e a um multi-indice. Denotamos,
WmP(Q) ={ue LP(Q) |/ D% e LP(Q2), para todo a com |a| < m},
sendo D®u a derivada de u no sentido das distribuicoes e
LP(Q) = {u: Q2 — R & mensuravel e /Q lulP < oo}.
O espago W™P(Q) munido da norma

HU/HW"L,Z) - (/ ’Dau‘pdl’)

|a| <m

S =

é um espaco de Banach, chamado Fspaco de Sobolev.

O espago Wy""(Q2) é definido como sendo o fecho no espago W™PF(2) das funcoes

infinitamente diferenciaveis com suporte compacto em 2. Se p = 2, denotaremos
We(Q) = Hy'(Q).

1.2 Principios de Maximo, de Comparacao e
Regularidades

Vamos introduzir algumas definigoes importantes para entao enunciarmos resultados

de equacoes diferenciais parciais que serao usados posteriormente em nossas demostragoes.

Seja L um operador diferencial linear de segunda ordem da forma

N
Lu = Z Dwu+Zbl )Diu + c(x)u, a"” =a’’ (1.1)
ij=1
onde x = (1, -+ ,xy) pertence a um dominio  de RN, N > 2. Também vamos supor

em todo este capitulo que a”, b' e ¢ estao em L>().
Adotaremos as seguintes definicoes:

Definicao 1.3. L € eliptico em um ponto x € ) se a matriz coeficiente [a" (z)] é posi-
tiva; isto €, se N(x), A(x) denotam respectivamente os auto-valores minimo e mdzimo de
[a(z)], entdo

0 < A(@)[g]* < a”(2)€:&; < A()[g]*
para todo € = (&1, ,&n) € RY —{0}. Dai, se A >0 em Q, entdo L ¢é eliptico em Q. E,
se existe uma constante p tal que AJ\ < p, dizemos que L € um operador uniformemente

eliptico em ) com constante de elipticidade p.
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Um exemplo de operador diferencial linear de segunda ordem uniformemente eliptico

¢ o Laplaciano, isto é, L = A.

Agora, vamos apresentar teoremas de Principio do Maximo, de Comparacao que serao

de extrema importancia em nossas demostracoes. Antes vejamos algumas definicoes:
Defini¢ao 1.4. Se u € C(Q) definimos u™,u™ € C(Q) como segue
ut = max{u(z),0}, =z €,

v~ = max{—u(z),0}, xe€Q.

Observe que u™,u~ > 0.
Teorema 1.5 (Principio do Maximo Fraco para ¢ < 0). Suponha que u € C*(Q) N
C(Q) ec<0emQ, L éuniformemente eliptico e Q é um aberto limitado. Entdo:
(i) se Lu >0 entao maxgu < maxggu’;

(ii) se Lu <0 entGo mingu > —maxsnu .

Demonstracao. Conforme Gilbarg - Trudinger [11], Teorema 2, pag. 329. ]

O proximo teorema é uma consequéncia imediata do teorema anterior.

Teorema 1.6 (Principio de Comparagao). Se L € uniformemente eliptico, ¢ < 0, u €
C2Q) N C(Q) e Q um aberto limitado. Entdo

(i) se Lu >0 eu <0 em 09, entdo u <0 em €Q;

(ii) se Lu <0 eu >0 em 09, entdo u > 0 em 2.

Demonstracao.

(i)Como Lu > 0 entao, pelo Teorema 1.5,

maxu < maxu” < 0.
aQ a0

Assim, u < 0 em Q.

O caso (ii) é analogo. =

Abaixo seguem algumas defini¢oes e teoremas de regularidade que serao usados pos-

teriormente.
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Definicao 1.7. Dizemos que o espaco normado X estd imerso no espaco normado Y, e

escrevemos X — Y para designar esta imersao, se

(1) X é um subespago vetorial de 'Y, e
ii) o operador identidade I definido de X emY por Ix = x, para todo x € X é continuo.
ii dor identidade I definido de X Y 1 tod X é 175

Observacao 1.7.1. Desde que I € linear, (it) € equivalente a existéncia de uma constante
M tal que
[ Tz|ly < M||z||x, reX

onde ||.||x e ||.|ly sdo as normas dos espagos X eY, respectivamente.

Definicao 1.8. Considere X e Y espacos normados. Dizemos que T : X — Y € uma
aplicagio compacta se T(A) é precompacto em Y quando A é limitado em X, isto €,
T(A)MY C Y é compacto.

Definicao 1.9. Dizemos que X estd compactamente imerso em Y se o operador I €

compacto.

Teorema 1.10. Sejam Q um subconjunto aberto e limitado de RN, com fronteira O de
classe C1, k>1e1 <p<oo. Sekp <N, entio WkP(Q) — C%(Q), onde:

() 0=k—Ysek-Y<1;
P P
(ii) 0 € [0,1) € arbitrdrio sek—%zl e

. o N
(iii) p>lef=1sek—>1

Demonstragao. Conforme Ambrosetti [2], Lema 0.4, pag 4. n

Proposi¢do 1.11. Sejam g : (0,00) — R de classe C* e u :  — (0,00) € C?

loc(Q)'
Entio gou € C ().

Demonstracdo. Confira (B.1) no Apéndice B. n

Proposicao 1.12. Sejam g e u definidas como na proposi¢ao anterior e b: Q — (0, 00)
€ C? (), 0 € (0,1). Entio h(z) := b(x)g(u(z)) € C ().

oc

Demonstracao. Confira (B.2) no Apéndice B. =

Teorema 1.13. Sejam m um inteiro nao negativo e 0 < v < X\ < 1. Entao
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(i) C™M(Q) — C™(Q);

(ii) C™A(Q) — C™¥(Q).
Se Q ¢ limitado, entdo as imersdes (i) e (i1) sao compactas.

Demonstragao. Conforme Adams [1|, Teorema 1.31, pag. 11. n

Teorema 1.14 (Estimativa Interior de Schauder). Sejam Q um dominio aberto de RY,
L um operador eliptico com coeficientes reais a;; € C*(Q) e p a constante de elipticidade
de L. Entdo para, Qy e Qi abertos limitados, com Qy C Q1 C Q C Q e Q compacto existe
uma constante C = C(p, Qo, Qu, |[ul|co@y) 0) tal que

lullczo00) < Cl[Lullcoy) + [ullooy)), ¥ u e C*(Q)

Demonstracao. Confira Figueiredo [10], Teorema 1.7, pag. 11. ]

Teorema 1.15. Sejam Q um dominio aberto de RN eu € C?(2), f € Cf (Q), 0 € (0,1),
tal que Au = f em Q. Entiou € C*%(Q) e para Qy, Qy abertos limitados com Qqy, Q1 C Q,
Qo C Q1 CQ eQy compacto existe k = k(Q, Q1) tal que

[[ulle2o(a0) < k(l[ullo@n + 1 flles (1)), ¥ u € C2(Q)

Demonstracao. Conforme Gilbarg - Trudinger [11],Teorema 4.6, pag. 59. m

1.3 Teorema de Sub e Supersolucao

Para demonstrar a existéncia de solu¢do para o problema (P)y,, usamos o Principio

de sub e supersolucdo. Antes de enuncid-lo apresentaremos algumas definicoes:

Considere o seguinte problema:

Lu = f(z,u), Q
{ w=g o9 (1.2)

onde Q C RY ¢ um dominio aberto e regular e f : Q@ x R — R ¢ uma funcdo apropriada
e ge C(09).

Uma supersolugao deste problema ¢ uma fungao p € C?(Q2) N C(9N) satisfazendo:

Lo < f(z,¢), Q
©>g, 00
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Uma subsolugao deste problema é uma fungao ¢ € C*(2) N C(99Q) satisfazendo:

{ Ly > f(x,9), Q
P < g, 0.

Assumimos que 02, f e g e os coeficientes de L sido regulares no que segue:

Abaixo descrevemos o Teorema de Sub e Supersolucao para dominios limitados e para

o RY que serdo ultilizado em nossas demostracoes.

Teorema 1.16. (Teorema de Sub e Supersolucao para dominios limitados )Seja f : £ X

R — R uma funcao satisfazendo a sequinte condicdao:
flz,s) — flx,t) > —c(s—1t), Vs,tel. (1.3)

Se ) e ¢ sao uma subesolugao e uma supersolugao do problema (1.2) respectivamente,

com
<, Q

entio o problema (1.2) possui uma solu¢io u € C*(Q) tal que ¥ < u < .

Demonstragao. Confira Sattinger [27]. "
Considerando = RY, temos

Teorema 1.17. (Teorema de Sub e Supersolugio para o RY ) Suponha que ® € C*(RY)

seja uma supersolucao de
Lu+ f(z,u) =0, RY(N >2), (1.4)

ou seja,
L® + f(x,u) <0, RY

onde L ¢ um operador uniformemente eliptico de sequnda ordem, f € uma funcao local-

mente Holder continua em x e localmente Lipschitz em wu.
Se 1 € C*(RY) ¢ uma subsolucio de (1.4), ou seja
L + f(z,u) > 0, R

com ® > em RY. Entao (1.4) possui uma solugdo u € C*(RY) com
D >u>.

Demonstracao. Confira Ni [22]. "

Observacao 1.17.1. Note que uma funcao localmente Lipschitziana ou de classe C*

satisfaz a condi¢dao (1.3).
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1.4 Sobre os problemas (P),; e (P);, na forma radial.

Nesta secao enunciaremos alguns resultados técnicos que serao ultilizados durante as

demonstragoes dos resultados principais.

Uma importante ferramenta usada na demonstracao do Teorema LM é a equivaléncia

entre as equagoes dos problemas (P), s e (Prqa)p,s para fungoes radialmente simétricas,

onde
(Praa) (rY 1) = rN"p(r) f(v), >0
rad/p.f v(0) =~ >0, v'(0) = 0.
Isto é,

Lema 1.18. Sejam u : RY <, [0,00), v : [0,00) <, [0,00) € p : [0,00) — [0,00)
radialmente simétrica. Entdo u satisfaz a equagdo de (P), s se somente se v satisfaz a
equagdo de (Praq)p,r, onde

u(z) = v(|z]), = € RV,

Demonstragao. Temos por definicao que

Av = Z(‘?@_x?(v(m»' (1.5)

Derivando v em relacao a i-ésima coordenada ,

0 T
5o ) =

V' (J]).

)
T

Derivando novamente, obtemos

Sallal) = o (Tovia) )

%

V(e ai | el = afle
[ 2
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substituindo a expressao acima em (1.5) temos que

po = 30 abat | Jol = atlal”

]2 ]2

=1

V(x| nfx] - ||

= —aF " wE v'(|x)
||
= v"(|lz]) + mv’ﬂfﬂ)-
Fazendo |x| = r e substituindo a expressao acima em Av = p(|x|)f(v) obtemos
N —1
o)+ ) = ) ().
Mutiplicando ambos os lados da equacao acima por rV =1, segue que
_ (N =1 B
N () + N 1 . )v’(r) =r"p(r) f(v). (1.6)
Note que
N -1
(TN_lv'(r))’ — ’I"N_ll)”<7”) + ’I"N_l( )v'(r),
r

Substituindo a expressao acima em (1.6) temos

(rY () = () £ (v).

Agora enunciaremos alguns teoremas importantes relativos a (P,.q)p . Antes relem-

bremos o conceito de sub e supersolucao para (Prquq)p f-

Definicdo 1.19. Dizemos que v € uma supersolu¢ao de (Praq)p. s em [0, R] se v € C*(0, R)
e (r" ) < p(r)f(v), r € (0,R) e v(0) > .

Defini¢do 1.20. Dizemos que u é uma subsolugao de (P,qq)p s em [0, R] u € C*(0, R) e
(r" ') = p(r) f(u) 7 € (0, R) e u(0) <.

O lema abaixo compara uma sub e uma supersolucao para uma determinada condicao
inicial.
Lema 1.21. Seja 0 < R < 0o e suponha f mondtona nao decrescente; v supersolucdo e u
subsolucao de (Praq)ps em (0, R). Se v(0) < u(0) e v'(0) = v'(0) = 0, entdo v(r) < u(r)
para todo r € [0, R).

Demonstracao. Confira A.1 do Apéndice A. [

Agora exibiremos um lema de existéncia de solu¢do para (Prqq)p,f-
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Lema 1.22. Sejam p : [0,00) — [0,00) continua; f mondtona ndo decrescente satis-
fazendo (f3). Entao (Prad)p.s admite uma solugao v € C?0,00). Além disso, se p satisfaz

(p2), entio v(r) == oo.

Demonstracao. Confira A.2 do Apéndice A. [

Observacao 1.22.1. Os Lemas 1.18, 1.21 e 1.22 também se aplicam para o problema

(Prad) .- { (rN M) = N p(r) f(v) + q(r)g(v)), 7 >0

v(0)=~v2>0, v(0)=0
e o problema (P)y, se considerarmos solugdes radiais. Onde p,q : [0,00) — [0,00) con-

tinuas; f,g mondtonas nao decrescentes; f satisfazendo (f2) e p satisfazendo (p2). As

demonstragoes sao andlogas.

Agora enunciaremos um lema que exibe uma classe de fun¢des que nao satisfazem a

condigao de Keller-Osserman, ou seja, nao satisfazem (f;).

Lema 1.23. Seja f : [0,00) — (0, 00) mondnotona nao decrescente tal que

>~ 1
1 mdt = 00,
entao
/ h ;dt = 00.
1 VE®)
Em outras palavras (fs) implica (f2).
Demonstracao. Confira A.3 no Apéndice A. [

1.5 Sobre a classe de problemas (P), em dominios
limitados

Enunciaremos aqui alguns lemas auxiliares para dominios limitados, estudados por Lair

[19](2009). Também exibiremos um importante teorema também devido a Lair [14](1999).

Lema 1.24. Sejam Q2 C RN um dominio reqular; f, g satisfazendo (fo); p e q satisfazendo

(po) € ¢ € C*(0R) positiva. Se v é uma supersolugdo de
A= pl) f(u) + a(@)g(w), O

u= ¢, 0L,

(qu)f,g

entdo (Py) g possui uma solugcdo u satisfazendo, 0 < u < v em .
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Demonstracao. Confira (A.4) do Apéndice A. =

O proximo lema é uma consequéncia do lema anterior e serd usado na prova do Teorema
LM;. Ele mostra a existéncia de solucao para (FPy)y, com p,q: [0,00) — [0, 00) apenas

continuas e radiais f e g positivas e ndo decrescentes em [0, 00); ¢ = ¢y = cte e 2 = Bg(0).

Lema 1.25. Sejam p e ¢ € C([0,00),[0,00)); f e g conlinuas e nao decrescente em [0, 00);

Br(0) uma bola em RN com raio R e centro na origem. Entdo dada uma constante positiva

bo, existe uma solugao radial u € C*(Bg(0)) N C(Bg(0)) para o problema
Au = p(le]) f(u) + q(|z])g(u), Br(0)

u = ¢0, 8BR(0)

(Pso) f.g

Demonstracao. Confira (A.5) do Apéndice A. "

O proximo lema serd essencial para provarmos o Teorema LM,. Antes de enuncii-lo

serd necessario admitirmos o seguinte resultado:

Teorema 1.26. Suponha Q um aberto limitado e regular de RN e p € C(Q) é uma fungio

nao negativa e c-positiva em Q. Se f satisfaz (fo) e (f1), entdo o problema

Au = p(x)f(u), Q

(PQ)p,f 50
u >0, ulr) =5 oo,

admite uma solucgao.
Demonstracao. Veja Lair [14], Teorema 1, pag. 208. n
Agora podemos enunciar o seguinte:

Lema 1.27. Seja Q) C RY um aberto limitado e reqular. Suponhamos que f e g satisfazem

(fo). Entao o problema:

(PQ)f,g

possut uma solucao se:

(i) [ satisfaz (f1) e p é c-positiva em 2, ou
(i1) (f + g) satisfaz (f1) e & € c-positiva em Q, onde £(x) = min{p(x),q(z),} x € Q

Demonstracao. Confira (A.6) do Apéndice A. "
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1.6 Funcoes Gama e Bessel

Para provar o Teorema M, usamos algumas propiedades de funcoes especiais. Nesta

secao as apresentaremos, a fim de facilitar o entendimento do leitor.

Primeiro definiremos a fun¢ao Gama (veja Feller [9]).
[(r) :/ e " 1dt, r > 0.
0

Segue da definicao que

(T.1) L(r+1)=rI(r), r>0;
(I'.2) ['(k+1) =k!, k natural;
N 0 (E)Qk o0 T2k
.3 ' — 2L — 0.
(I3) (2 kz_;k!r(gw) kX_;k!Z’fN(N+2)--~(N+2k—2)’T>

As propriedades (I'.1) e (I'.2) sao simples e seguem da defini¢do. Provaremos aqui apenas
(T.3).

De fato, usando a propriedade (I'.1), obtemos

NG D) (5
"(3) S~ BT G- G

k=0

oo
7'2k

]; kNN + 2k — 2)(N + 2k — 4)--- (N + 2)(N)

E essas sao as informagoes da funcao I' que serao tteis para o nosso trabalho.

Outra fun¢ao que também usaremos ¢ a funcao de Bessel (Veja Pastor [25]) definida
por:
1)k (L)a+2k

1.1 .
(1.1) ;Flwrl Ma+k+1 )’Oz’r>O

A propriedade dessa funcao que nos sera util é a seguinte
(1.2) I,(r) > Ce'r 2, a >0, algum C > 0 e r suficientemente grande.

Em nosso trabalho tomaremos o = N/2 — 1 > 0, pois N > 3, e entao (I.1) e (1.2)

continuam validas.

No proximo capitulo provaremos a existéncia de solugoes para a classe de problemas
(P)yq € alguns de seus casos particulares. Para isso faremos uso da teoria, dos lemas e

teoremas que acabamos de enunciar.



Capitulo

Existéncia de Solucoes

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solucao para a classe de problemas

Au = p(x) f(u) +q(z)g(u), RY
(P)rg:

u >0, u(x) 1

O principal resultado deste capitulo é o teorema de existéncia de solucao pra (P)y,

que sera relembrado abaixo.

Teorema LM;: Suponha que p e q admitem (po) e f e g satisfazem (fy). Adicionalmente,

admita (f3),(ps) e (1) . Entao se p satisfaz (p2) o problema (P)y, possui pelo menos

uma solucao.

A idéia principal para a prova do Teorema LM, consiste em construir uma supersolucao
radial do problema (P),, que ¢é garantida pelos lemas que provamos anteriormente, e
construir uma subsolugdo radial , em bolas, de (P);, . Em seguida, por um processo de
limite nos raios dessas bolas obteremos uma subsolucdo para o problema (P),. Final-
mente usamos um teorema de sub e supersolucao para garantir a existéncia de solucao

para nosso problema (P)y .

Provaremos adicionalmente neste capitulo, um teorema que relaciona a existéncia de
solucoes dos problemas (P)y e (P), s e além disso é um teorema de existéncia pra (P);,,.

Recordando temos :

Teorema LM,: Suponha que f e g satisfacam (fo). Se o problema (P)y, possui solugdo,

f satisfaz (f1) e p € positiva em RY, entio o problema (P),; posui solu¢do. Se f + g
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satisfazem (f1), o problema

—Aw = p(ZL’) + Q(m>7 RY

|z|—o0

w>0, wx) — 0,

admite uma solugdo nao negativa e & € positiva em RY, onde &(z) = min{p(z),q(x), x €

RN}, entdo o problema (P);, possui solugao.

Reservamos uma secao deste capitulo para estudar alguns critérios de existéncia e nao
existéncia de solugdo para a classe de problemas (P)s, e (P), s. Esses resultados foram

provados em [19].

Para o problema (P), s provaremos:
Corolario 2.1. Suponha (fo) e (f3) sao vdlidas para f. Adicionalmente suponha (ps).
Entao o problema (P), s admite solugdo se, e somente se p satisfaz (pa).

Considerando o problema mais geral (P);,, segue:

Corolario 2.2. Suponha que [ e g satisfacam (fo) e que p e q satisfagcam (p1). Se (f+g)
satisfizer (f3), entdo o problema (P)y., ndo possui solugao. Em outras palavras o problema

(P)ty admite solugao se (f + g) satisfazem (f1) e a fungao & € c-positiva em RY.

2.1 Demonstracao do Teorema LM,

Agora demonstraremos o resultado principal deste capitulo.

Demonstragao. Desde de que p ¢é localmente Holder continua, temos que p, é continua,
onde

p.(t) = minp(lel), ¢ > 0.

|z|=t
De f satisfazer (fy) (veja Lema 1.23) segue pelo Lema 1.22 que, dado n € (0, 1), existe

v € C?[0, 00) positiva com

(1)) = () £(D), 5(0) =, 7(0) =0,
Além disso,
o(r) — oo.
Ou seja, v(z) = v(|z|) satisfaz

Av = p.(|z]) f(v), RY

|z| =00

v>0, v(zr) — o0
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Observando que

Av = pu(lz]) f(v) < p(z)f(v) < p(x)f(v) +q(z)g(v),

segue que v é uma supersolugao de (P)y,.

No que segue construiremos uma subsolugao w de (P);,, tal que, w < v em RY.
De p e q serem localmente Hoélder continuas segue que p*(t) := max,— p(|z|), t > 0 e
¢*(t) := maxy= ¢(|z|), t > 0sdo continuas. Além disso, para cada n, segue da radialidade
de v que v(z) = 9(|z|) = 0(n), z € 0B,(0). Entdo pelo Lema 1.25 , para cada inteiro

positivo n existe w, € C?[0,00) tal que w,(x) = w,(|z|), é solu¢ao de

(
Au=p*(|z])f(u) + q*(lz])g(w), Ba(0)
(Pgn)fyg
u >0, u(z) =0(n), 0B,(0).

Temos que
Afirmacao 2.3. w, < v para todo n.

Suponha, por absurdo, que existam ng inteiro positivo e xy € B,,, tal que
Wy (T0) > v(x0).
Considere o seguinte conjunto
A ={x € By, /wn,(x) > v(z)}.
Temos A # (), pois zp € A e
0A ={z € By, /wn,(z) = v(x)}.
Logo para todo = € A, obtemos

Awno(x) = p*(|2])f(wng) + ¢ (|2])g(wn,)
> Pz f(v) + ¢*(lz])g(v)

> pallz)f(v) + g.(z])g(v)

ou seja,
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Assim, pelo Principio de Comparagao (Teorema 1.6) temos que
Up, — v < 0 em A,
o que é um absurdo. Isto prova a nossa afirmacao.

Afirmacao 2.4. w,1 < w, para todo n.

Note que provar a afirmacao 2.4 é equivalente provar que
Wpy1 < Wy, onde wy,(x) = w,(|x]).
Para demonstrar essa afirmacdo primeiro mostraremos que @, (0) > @,4+1(0).

Suponha por contradigao que w,(0) < w,41(0).

Desde que w,, e W, satisfazem

(=) = ¥ () f(v) + ¢7(r)g(v)), 7 € (0,n)

v >0, v(0) =7, v(0) =0,

(Pr*ad)fﬂ

para w,(0) < v < W,41(0), temos que w, é uma supersolugdo e W, é uma subsolucdo
de (P

rad

)r.g €m [0,n]. Logo pelo Lema 1.21 segue que
Wy (1) < Wpyq(r), para todo r € [0,n]. (2.1)

Além disso, segue da afirmagao 2.3 que

o que implica que
1,Dn+1(n) = ’LN)(TL)

Agora lembrando que W, e v satisfazem as seguintes equacoes

Nt (s) = / UG (1) f (s (1) + 4 (F)g(@nsa ()], s € (0,n+ 1)

sV (5) = /OS N (r) f(u(r)dr, s > 0.

Logo, para s = n, temos

N (1) = / PV (1) (@ (1)) + 47 (1) gt (1)

v
O\:
<

=
L
*
—
=
S~—
~
~
=X
3
F
[y
—
=
S~—
S~—
_l_
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*
~
=
S~—
Q
—
S
S
+
=
~~
=
SN—
=
U
=
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*
=
=
N
=
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Logo da expressao acima segue que

ni1(n) > 0'(n), para todo n.

Se
W, 1(n) > v'(n), para todo n,

entao,

W, —0'(n) >0, para todo n

ou seja, para € suficientemente pequeno (0,1 — 0) é crescente em [n,n + €|, pois W, €

v sao continuas. Logo

Wpt1(n+€) —0(n+€) > Wyq1(n) —v(n) = 0.
Portanto w,1(n + €) > 9(n + €), o que é uma contradi¢ao pela Afirmacgao 2.3.

Caso

W), 1(n) =v'(n), para todo n,

usando a Afirmacao 2.3, ou seja que w,(r) < 0(r), r > 0; W,(r) < W,(r), r > 0 (veja
(2.1)) e Wp41(n) = Wpy1(n), temos para t < 0

o(n+t) —o(n) < Wy(n +t) — W, (n) < Wpy1(n +t) — Wpy1(n)
t - t - t ’

fazendo t — 0 na expressao acima, segue que
v'(n) < wy,(n) <@, (n) =v'(n), para todo n,
ou seja,
W, ,1(n) = v'(n) = w,(n) para todo n.
Entdo w;,,, e W, sao solu¢oes do seguinte problema

(Y h) = e () f () + ¢* (r)g(u),
(P:ad)f,g
u(n) =o(n) e v'(n) = ov(n)

em (n—d,n), o que é um absurdo, pois pelo Teorema de Existéncia e unicidade de E.D.O
existe uma unica solugao para o problema acima em (n — d,n). Entao teremos finalmente
que,

Wy1+1(0) < @, (0).

Logo,
(1) se W,41(0) < w,(0),segue pelo Lema 1.21 que

Wpy1(r) < Wy, (r), para todo r € [0,n], ou,
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(ii) Wy41(0) = w,(0) e W, ,,(0) = @, (0) = 0, entao temos pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade de EDO que

Wy 11(r) = W,(r), para todo r € [0,n.
Ou seja, nos dois casos obtemos que
0 < Wyi1(r) < wy(r), para todo r € [0,n).
As Afirmacoes 2.3 e 2.4 implicam que
0 < Wyi1(r) < wyp(r) <o(r), r € [0,n].
Entdo {w,} ¢ mondtona e limitada para todo n, logo existe
w(r) = nh_}r& Wy (1), > 0. (2.2)
Além disso ainda temos que w(r) < 9(r), r € [0, 00).
Afirmacao 2.5. w satisfaz
i) = w0+ [ 5 [ OO g gaoise 3
e w € C?0,00).
De f, g continuas temos que
P () f(@,(1) + q" () g(@a(t)) = p"(t) f(@(t)) + ¢" (H)g(w(t)). (2.4)
Usando que w,, < v e f, g nao decrescentes obtemos

Y (0 f (@ (8)) + ¢ (1) g (wa (1)) < tY7Hp" (0).f (8(8)) + " (£)g(0(1))]. (2.5)

De (2.4), (2.5) e de v € L*(0,00) podemos aplicar o Teorema da Convergéncia dominada

de Lebesgue e concluir que

|0 0+ 0 Otldsde ™= [ 0 0) + 0 (g0

Segue de maneira analoga que

[ [ @) Oatadsae == [0 [0 o)+ (ao)ds
De

n—oo ~

W, (0) — w(0)
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obtemos
W, (r) == (0) + /0 stV /0 tNTHp () F( (1) + ¢* () g(w(t))]dsdt, r > 0.

Agora derivando a equagdo (2.3) obtemos

w'(r) =r'=" /OT N p () f(@(t) + ¢* (H)g(w(t))]dt, s >0, (2.6)
logo w € C'(0,0). Note que
) 1 o 2 OL00) + 4 o) .

pN-1

r—0 r—0

aplicando a regra de L’Hopital temos

PN ()£ (()) + ()9 (1))

lima@'(r) = lim

r—0 r—0 (N — 1)7’N_2
=l O @0) + 4 ()@ ()]

lim @' (r) = 0. (2.8)

r—0

Por outro lado,

(0)

= lim

r—0

w(r) —

Sl &

@(0) = lim Jo s Jy £ Pt () (1) + 0" (D) (@(1))dsdt

Novamente pela regra de L’Hopital, obtemos

w'(0) = lim =% /O Y T () (0 (1)) + " (H)g(w(t))]dt.

r—0

Reescrevendo e aplicando novamente L’Hopital, temos

}}Hs fo [ [p*(t)f(wif\f)zl+ q*(t)g(ﬁ}(t))]dt _ l%wivﬁ[p*(r)f(w(r)) + q*(,,,)g(w(T»]
=l )7 (@0) + a7 ()g(@(0)
Pelo mesmo argumento anterior,
w'(0) = 0. (2.9)

Entao as equagoes (2.8) e (2.9) implicam que w € C1[0, 00).
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Em seguida, mostraremos que w € C?[0, 00). Derivando (2.6) obtemos

w'(r) = (1- N)T_N/OTtN_l[p*(t)f(w(t)) +q" (t)g(w(t))]dt

+ pi(r)f(@(r) + " (r)g(@(r)), r > 0.
Logo w € C?(0,00). Além disso, temos

i) i L 05 @0) + Rl

r—0 r—0 ’r’N

+ limp*(r) f(@(r) + ¢ (r)g(@(r)).

r—0

e sy = U= O OsEle
B(r) =p*(r)f(@(r)) + ¢"(r)g(@(r)), r =0,
segue aplicando a regra de L’Hopital que
lmA(r) = liny (1- N)er[p*(r)]‘Vfg@) + ¢ (r)g(w(r))]
o {p*(r)f(@(r));Q*(r)g(’@(r)) OV @) —{—q*(r)g(ﬁ}(r))}
lim B(r) = lim p* () (i(r) + ¢*(r)a(i(r) = p*(0)(@(0) + 4" (0)g(@(0)).
Desde que
lii% w"(r) = 71413(1) A(r) + llg(l) B(r),
obtemos que ) )
iy () = P00 & O)s5(0) 210
De,
1(0) = liny ’JJ’(TZ - 85’(0) ~ liny r s tNl[P*(t)f(li(t)) + Q*(t)g(@(t))]dt7

lembrando que na equagdo acima, usamos que @w'(0) = 0. Novamente, por L’Hopital
r—0

w"(0) = lim(1—N)r" /0 T () f(@(1) + " (H)g(w(t))]dt

+ limp*(r) f(w(r)) + ¢ (r)g(w(r)).

r—0
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Reescrevendo, obtemos
w"(0) = lir%(A(r) + B(r)).
Pelos célculos anteriores, temos que
*(0)f(w(0 “(0)g(w(0

N
Logo as equagoes (2.10) e (2.11) implicam que u € C?[0, 00).

Definindo w(z) = w(|z|), z € RY, segue do Lema 1.18 que

Aw = p*(|z]) f(w) + ¢*(J2])g(w), RY.

Como uma consequécia, w satisfaz
Aw > p(x) f(w) + q(z)g(w), RY.

Logo w é uma subsolucao de (P)y,,.

Agora provaremos que w > 0. Temos por construcao que w, e v sao radialmente simétri-

cas, isto &, w,(r) = W,(|z|) e v(x) = v(|x|). Entdo usando a equagdo integral para w, e

v, fazendo r = n e da condi¢ao de fronteira w(n) = 9(n) obtemos

n(n) = (0 + / S / NP (5)F () + ¢* ()9 (@n))dsdt

= 0(n)
= 9(0) + /0 " /0 t sNp.(s) f()dsdt

> o0+ [0 [ s

onde na desigualdade acima usamos a afirmacgao 2.3, ou seja, w,, < v e f nao decrescente.

Dai

wn0) + [0 [0 6) — g s

_ /OntlN/OtsN1q*(s)g(wn)dsdt217(0).

Da definigao de pysc(s) := p*(s) — p«(s),s > 0, segue da desigualdade acima que

W, (0)+ /0 ntl—N /0 tsN_lposc(s) f(,)dsdt+ /0 ntl—N /0 tsN_lq*(s)g(wn)dsdt > 5(0). (2.12)



Capitulo 2. Existéncia de Solucdes 29

Fazendo a seguinte integracao

t
y:/ SN s (8) f (10 ) ds,
0
d (7~
dz = —
© ﬁ(Q—N)’

n t
/ tl_N/ SN_lpOSC(S)f(QI)n)det
0 0

tQ—N n n t

B 2—N 0 SN_1POSC(S)f(1I;n)d3_/O mposc(t)f(wn)dt

obtemos

t27N n ¢

= = s [ O

1 n
S m/ov tpOSC(S)f(QIJn)dS.

Entao segue que

n t 1 n
=N Nt osc ~n d d — osc ~n d bl 2'13
[ [ o stiasie < 5 [ masga, @)

e de maneira aniloga obtemos

n t 1 n
/ tl_N/ sV g () g (1, )dsdt < / tq* (t)g(w,)dt. (2.14)
0 0 N =2/,
Substituindo as desigualdades (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos
B(0) + ~— /nt () (@)t + — /nt*(t)(~)dt>~(o> (2.15)
Wn, AT o osc n T o n - . .
N_Qopsw N—20q g(w v
Guardemos essa informacao.
Agora seja w uma solucao radial de
A = py(|z]), @'(0) =0 = w(0). (2.16)

A existéncia dessa solucdo é garantida pelo Lema 1.22 tomando f(s) = 1, s > 0. Definindo
2(x) =Y (w(|z])), = € RY onde w(z) = w(|z|), € RY,

e ¢~ é a inversa da funcdo crescente

o) :/1 %ds, £ 0,
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temos que 1 ~1(t) > 1 pata todo ¢t > 0, e

1
[~ ()]
Logo (1) (t) = f(¥»"'(t)). Derivando novamente obtemos

(W=)'(t) =

E por alguns célculos obtemos,

Az =) @) + )

§/>
>
g
AV
KH
O
>
g
|
e
=
=
O

onde na ultima desigualdade usamos que

W) @) = 0e (1) (@) = f(¥~ (@) = f(2).

Agora observe que
2(0) = (7)) (@(0)) > 1> n=15(0) > 0.

Entdo usando o Lema de Comparagao (1.21) podemos concluir que v(z) < z(z), = € RY.
Temos de (2.16), e de w(z) = w(|z|), = € RN que

(PN () = PV (), 7> 0,

e integrando, obtemos

Mas por construgao w(0) = 0, e portanto

w'(r) = rlN/ tN "ty (t)dt, v > 0.
0

Integrando novamente, e lembrando que @' (0) = 0, segue

w(r) —/ Sl_N/ tN"tp, (t)dtds, T >0
0 0

usando a desigualdade (2.14) com g = 1 obtemos

T(r) < N1_2 /0 Cipu(t)dt < /0 Cip ()t

Definindo i,
o) = [ .oy
0

e relembrando que ¢~! é crescente temos que

() < 2z) =y~ ([@(2)) <P (B(2), 2 € RY.
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Usando que w,, < v para todo n inteiro positivo e que f e g sao monotonas nao decrescente,

vemos que
tq"(t)g(wn(t)) < tq"(t)g(0(t)) < tg"(t)g(v ™" (B(1)), t >0,

tDosef (Un (1)) < thosef (9(t)) < tposef (W' P(t)), t > 0.

Assim segue das desigualdades acima, das hipoteses (¢1) e (p3) e do Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue aplicado na desigualdade (2.12) que

n t
—l—/ th/ SN Pose(5) f dsdt—i—/ t N/ N=1g*(s)g(w)dsdt > ©(0) = n > 0.
0 0

Isto mostra que w é positiva. Uma vez que w é crescente segue que w(zx) >n >0, x € RY.
Finalmente mostraremos que

|z|—o0

w(x) — 0.

Primeiro lembremos que para todo r > 0,

a0+ o / Yy () () (s)gla)dsd= [0V [ ) faasar

0

[e=]

Desde que @ é nao trivial e @ é ndo decrescente, temos que w(r) > w(0) =n >0, r > 0.

Consequentemente

w(r) = /th/ N=1p*(s) f(w)dsdt, v >0

> /0" =N /; sNp*(s) f(w(0))dsdt, r >0

r t

= f(u?(O))/ tl_N/ sNp*(s)dsdt, v >0
0 3

> oN-ly (w(0 // s)dsdt, r >0

onde a ultima desigualdade é valida pois s > ¢/2.

Pela seguinte integracao

obtemos
r t § r § T i} 1 § t
p(s)dsdt = r | p*(s)ds— [ t|p(t)—=p"|=|)dt

_ /Rr—t) ()dt+2/0 " (1)dt.

N3
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De t < r, segue que
(r—¢)p*(t)dt = 0,

NH\
3

logo

r

T t 5
/ / p*(s)dsdt > 2/2 tp* (t)dt
o Ji 0

Agora fazendo r — oo e usando que p satisfaz (p2) temos que w(r) — oo quando r — 0.

Em outras palavras
|| —00

w(z)

Logo w é subsolucao de (P)y, e por construcao v é supersolucdo de (P)y,. Entao temos

pelo Principio de sub e supersolucao (Teorema 1.17), que existe u tal que w <u <ve

Au=p(r)f(u) + q(z)g(u), RY.

Além disso de w < u < v, segue que

T
) —

u(z

Logo u é solucdo de (P)y,. =

Agora provaremos o Teorema LM,.

2.2 Demonstracao do Teorema LM,

Este teorema relaciona a existéncia de solucdo para a classe de problemas (P), f,
quando (P)y, admite uma solucdo.
Demonstracio. Seja 2, uma sequéncia de dominios regulares e limitados em R tal
que p é c-positiva. Suponha que (P)y, tenha uma solugdo v. Em particular, temos que

p, f continuas, f satisfazendo (f;) logo temos pelo Lema 1.27 que o problema

Dy = p()f (), 2

P,
( Qn)ﬁg (|00,

up 20, up(z) —" o0,

possui uma solucao u,, para cada n. Como fizemos no Teorema LM;, prova-se que

(i) v(z) < up(z), para todo z € Q,, (analogo a afirmacao 2.3) e
(ii)upt1(z) < up(x) para todo = € Q,, (analogo a afirmacao 2.4).
Logo existe

u(z) = lim u,(z), z € RY. (2.17)

n—oo
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Note que dado z € RY existe ng tal que € €, para todo n > ny. Além disso, de f

continua e (2.17) obtemos

p() f(n(2)) "= p(2) f(u(x)), o € RY.

Assim temos que

Afirmagao 2.6. Au, — Au, u>0 eu(r) — o0

Demonstragao. Confira (A.7) no Apéndice B. n

Logo u satisfaz

u>0, ulx) — oo,

ou seja, (P), ¢ possui solugao.

Para provar a segunda parte, temos de f, g continuas e (f + g) admitindo (f;) segue

pelo Lema 1.27 que para todo n, o problema
Duy = p(z) f(un) + q(x)g(un), Qn

U > 0, up(w) =5 o0,

possui uma solugao u,. Novamente usando o Principio de Comparagao (Teorema 1.6),

prova-se que (u,) ¢ ndo crescente.

Por hipo6tese temos que existe w uma solucao de
—Aw = plx) + q(x), RY

(P)Paq
w(z) >0, w(x) ity

Por argumentos ja utilizados, prova-se que w(z) < u,(z), para todo x € Q,,. Portanto

w(x) < upyq(z) < uy(z) para todo x € Q,,. Logo existe

u(z) = lim u,(z), v € RY. (2.18)

Agora devemos mostrar que u é positva e que u(z) — oo quando |z| — oo. Para isto
considere a seguinte definicao

W(t) = /t %ds, onde h(s) = f(s) +g(s), s > 0.
Note que v estd bem definida pois f(s),g(s) > 0, para todo s > 0 e que h satisfaz a
condigao de Keller-Osserman, isto é, satisfaz (f1), pois f e g satisfaz (f;) . Além disso,
temos

v@w:i%so7w>m
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ou seja 1 é nao crescente, e

Agora fixe € > 0 e considere
U () = Y(un(x) + €), para x € Q.

Note que acrescentamos € para que v, fique bem definida nos possiveis pontos de RV
onde u,(z) = 0. Temos ainda que v, é ndo decrescente, pois 1) é ndo crescente e u, nao

decrescente. Segue da definicao que

A () = Au, B B (un () + €)|Vu,|?
Ava(z) h(u,(x) + €) h2(u,(x) + €)

De fato,

N 82
A/Un = ; a—x?(un(m) -+ 6)

0? 0 ou,,
i ~ (V) + 052

ou,\* 0%uy,
= o)+ 0 (F2) + ) + 95

7

Entao

Av, = Z lip”(un(x) +¢€) (gi?) + ¢ (un () + e)%]

= @93 (F2) a3 5

-
h(un(z) + €)

W (ua(2) +6)

nun(x) +€)
_|_

P(an@) 5ol T

Au,,

Portanto
1

h(tn(z) + €) An:

pp = K@) ) o
B = @) 1 o) ¥

Usando os célculos acima, a definigao de h e que f e g sao mondtonas nao decrescente
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obtemos

—Av, = At _h/(un(x)+€)|vun|2 JAXTS
A S @A Pu@ 9 S @)+ o

IA
I
=
B
+
=
&
I
|
>
g

ou seja
Av, > Aw, em (),

logo A(v,, —w) > 0 para todo z € §2,.

Note que v,(z) = 0 para x € 982, pois u, () RN para x € 02, 1 é ndo crescente e

= (u, () +¢€) = ) ) v
Un () = Y(un(z) + €) An($)+€ flun(z) +€) + g(u,(x) + E)d "

Aplicando o Principio de Comparagao (Teorema 1.6) temos que
v, (7) < w(z) para todo = € Q,,.

Da definicao de v,, a desigualdade anterior é equivalente a

Y(u,(z) +€) < w(x), para todo x € Q,,.
Da monotonocidade da inversa de ¢ segue que

U () + ¢ > ¢ (w(x)), para todo x € Q.
Fazendo n — oo temos que

u(z) + ¢ > ¢ (w(z)), para todo x € RY,

e ¢ — 0 obtemos
u(z) > (w(r)) > 0, para todo v € RY.
x|—00

. " 1. . ~ |
Logo u é positiva. Como 1! ¢ monétona, nao crescente e w(z) — 0 temos que

‘llim u(z) > |l‘im Y H(w(z)) — oo.

Portanto,

lim wu(z) — oo.
|z|—o00

Ou seja (P)y,, admite uma solugao. n



Capitulo 2. Existéncia de Solucdes 36

2.3 Aplicacoes dos Teoremas LM, e LM,

A partir dos Teoremas LM; e LM, provaremos aqui alguns critérios para existéncia e
nao existéncia de solugdo para o nosso problema (P)y,,.

Antes provaremos um lema auxiliar que nos fornecera alguns critérios.

Lema 2.7. Sejam [ e g continuas nao decrescentes tal que f + g satisfazem (fs) e p+q

€ nao-trivial. Se existe uma solucdo para

Au < p(x)f(u) + q(x)g(u), RY

|z|—o0

u>0, u(xr) — oo.

Entao p + q satisfaz (ps).

Demonstracao. Seja u solucao do problema acima. Pelo Lema 1.22 temos que existe ©

solucao de

(") =¥ p 4 @) () (f + 9)(v), T >0
(Prad) (p+0)*,(f+9)
v(0) =~ > u(0), v'(0) =0
pois (f + g) satisfaz (f3) e pelo Lema 1.23 segue que (f + g) também satisfaz (fs), e
assim as hipoteses do Lema 1.22 que garantem a existéncia de solugao estao satisfeitas.
Adicionalmente temos pelo mesmo lema que o esté definida em [0, 00). Entao pelo Lema

1.18 obtemos que v(x) = v(|z|) é solugao de

Av = (p+ @) (2)(f(v) +g(v)), RY
<P)(p+q)*7f+g

|z|—o0

v >0, v(x) B > 0.

Além disso v satisfaz
Ao > p(e) f(0) + g(x)g(v), em RY.
Agora provaremos que B = oc.

Suponha que B < co. De 9 ndo decrescente, segue que v(x) < B, x € RY. Desde que
u(z) — oo, quando || — oo,

temos que para algum R, v(z) < B < wu(z), para |z| > R, entdo v(z) < u(x) em
|z] = R. Usando o Principio de Maximo obtemos que v(z) < u(z) em B(0, R), o que ¢

uma contradi¢do desde que v(0) > u(0). Entdo B = 00 e v(x) — oo quando |z| — oo.
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Pela equa¢ao do problema (Prqq)p+q)*,(f+9) 10S encontramos que

I(r) = N / Nt ) (0)(f + 9)(B(0)de

< NS4 ) () / N1 4 g (),

dividindo a desigualdade acima por (f + ¢)(0(r)) temos que

W) v [T,y
(f +9)(@(r)) = /0 NN p + q)* (t)dt.

Integrando e calculando em (0, r)

o(r) 1 r N : . *
/5(0) mdté/o t 1/0 sV p + q)*(s)dsdt.

Temos de maneira anéloga a desiguladade (2.13) que a expressdo acima é equivalente a

o(r) 1 1 . *
/5(0) f(t)+ g(t)dt SN_2 /0 tp + q)"(t)dt.

Fazendo r — oo e usando a hipotese de que (f + ¢) satisfaz (f5) temos que

ﬁ /OOO t(p+q)"(t)dt = oo

Ou seja,
/ Hp + @) (£)dt = 0o
0
logo (p + q) satisfaz (ps).

Como consequéncia dos Teorema LM, e Lema 2.7 provaremos os teoremas abaixo, que
exibem condicoes de existéncia para (P)s, e (P),,f, 05 quais generalizam os resultados
obtidos em [21] e [16], onde f devia satisfazer uma condi¢ao linear de crescimento, isto ¢,
f(t) < C(t+1), para todo t > 0 e algum C > 0.

2.3.1 Demonstracao do Corolario 2.1.

Provaremos aqui algumas condicoes necessarias e suficientes para a existéncia e nao
existéncia de solu¢do para o problema (P), .
Demonstracao.

(=) Suponha que p satisfaz (py). Tome g(z) = 0, logo temos pelo Teorema LM; que

(P)y,4 possui solucdo. Em outras palavras (P), ; admite solucao.
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(<) Suponha que (P),, s possui uma solu¢ao, entdo em paticular existe solucao para
Au < p(x)f(u), RY

u>0, u(z

Entao temos pelo Lema 2.7 que (p + q) = p satisfaz (ps).

2.3.2 Demonstracao do Corolario 2.2

O Teorema 2.2 provado abaixo, exibira condicoes necessarias e suficientes para a exis-

téncia e nao existéncia de solugdes para (P), quando p e ¢ satisfazem (p;).

Demonstracgao.

(=) Suponha que (P);, possui uma solucdo, entdo pelo Lema 2.7 obtemos que (p + q)
satisfaz (ps), 0 que é uma contradigao.

(<) Desde que p e g satisfagam (p;), p + ¢ também a satisfaz. Temos pelo Lema A.5 do

Apéndide A, que existe uma solucao u para
A= p(a) + q(), RY

u>0, u(x

I

e entdo pela segunda parte do Teorema LM, segue que (P)y,, possui uma solugao. [

2.4 Exemplos

Nesta secao daremos alguns exemplos a fim de ilustrar alguns de nossos teoremas.
Relembremos o exemplo que exibimos na introducao deste trabalho:

Exemplo 1: O problema

(P)ua,uﬁ

conm:

(i) p e g sao positivas, ndo nulas e localmente Hélder continuas para 6 € (0,1) e p satisfaz

(p2);
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i) 0<a<l<p;

(iii) / tq* (t)e”PDdt < 0o; onde ¢*(t) = maxq(|z]), t >0, p(t) = / ps(s)ds e
0 0

|z|=t
(iv)
/ tposc(t)eﬁﬁ(t)dt < 00
0
admite uma solugao pelo Teorema (LM;).

Demonstragao. Neste caso temos que f(s) = 5%, g(s) = s” Vs > 0. Temos

f(0) =g(0) =0, e, f(s),9(s) > 0; f'(s),4'(s) 20, Vs > 0.
Logo (fo) & satisfeita

Verifiquemos que f(s) = s* satisfaz (f3).
(o] 1 o0
ds = / s “ds.
1 (s) 1

/ s % s = lim Int = oo.
1

t—o00

Se a = 1, entao

Para 0 < a < 1, obtemos

Entao (f3) esta satisfeita.

Verifcaremos agora que (q;) é satisfeita, ou seja

|t st b < .
0
Relembrando que ¥~! denota a inversa da funcao crecente 1, definida por

|
W(t) = /1 e >0
Neste caso teremos
Y (t) =€t >0, paraa=1e
1 (1-a)
wl(t):{ml >0, e0<a<l.

Para 3 > 1 temos:
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e se ) < a <1, temos

00 i} 1 p(l—a) 0 . . _B(1-a)
[ o [(1—a><ﬁ<t>+1>} i< 0 a0

o / g (1))
0

IA

< C / tq*(1)e?Vdt < oo,
0

e se a = 1, para que (q;) seja satisfeita basta que
o0 ~
/ tq* (t)e”?Ddt < oo.
0

Ou seja, (q1) é satisfeita. Agora mostraremos que (ps) é assumida. Das defini¢oes de f e

g obtemos f < g e entao

/0 " o) (B0 < / " pose (gl (1))l

< C / tPose(t)e?PDdt
0

< 0oQ.

Portanto provamos que (ps) também ¢ satisfeita. Concluindo assim a verificacao de todas

as hipoteses do Teorema L M. [

Agora exibiremos um exemplo de solu¢ao para o problema (P),

8

= e
V222 y2 422 +1
f(s) =+/s, s > 0. Claramente temos que p e f satisfazem as condigoes de existéncia para

Exemplo 2: Para o problema (P), s, considere p(x,y,z2)

(P)yy. Além disso é facil ver que u(z,y, z) = 22% +y? + 22 + 1 é uma solugao positiva

para (P), .

No préximo capitulo daremos algumas relagoes de existéncia e nao existéncia entre os
problemas (P), r e (P)y4, no sentido de que, ndo existéncia de (P),, s significa em alguns
casos, nao existéncia para (P)y, e existéncia para (P), s e (P),, nem sempre é verdade

a existéncia de solucao para (P)y,,.



Capitulo

Relacoes de existéncia e nao existéncia
entre (P); ., e (P), ¢

Nesste capitulo provaremos Teoremas M, e M, que relacionam a existéncia e nao exis-
téncia de solugoes para as classe de problemas (P), s e (P)y4 sob algumas condigdes nos
termos p, q, f e g. Antes de demonstra-los, enunciaremos e provaremos alguns resultados

adicionais que serao usados em suas demonstragoes.

3.1 Resultados de existéncia para a classe (P),

Primeiro enunciaremos um teorema de existéncia para (FPg)p f-

Lema 3.1. Seja Q C RY aberto, limitado, conexo, reqular e com fronteira compacta.
Assuma que p € C%9(Q) (0 < 0 < 1) € c-positiva em Q e f satisfaz (fo). Entio o

problema (Pq), s admite uma solugao se f satisfizer (f1).

Demonstracao. Confira Cirstea e Radulescu [§]. =
O lema abaixo, exibe condicoes suficientes para que o problema (P), ; admita solucao.

Lema 3.2. Suponha que exista uma sequéncia de dominios limitados, requlares e conexos

(Q)n>1 tal que Q, C Qg ep € o

loc

(RY) (0 < 6 < 1) é c-positiva em ), para todo
n>1eRN =U>2,Q,. Adicionalmente, suponha que p satisfaz (p1) e f satisfaz (fo) e

(f1). Entao o problema (P), s possui uma solugdo.

Demonstragao. Confira Cirstea e Radulescu [§]. "

A seguir enunciaremos um teorema de existéncia para o problema (P), ; para um caso

particular de f, o qual foi provado por Lair e Wood em [15].
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Lema 3.3. Suponha f(s) = s°, s > 0, com 0 < 3 < 1; p(x) = p(|z]) € C(RY) nao
negativa e ndo trivial . Entao o problema (P),; admite solu¢do se, e somente se, p

satisfaz (pa).

Demonstragao. Veja Lair [15]. "

Para um caso mais geral para f e particularizando p, mais especificamente p(z) = 1,
r € RY, temos o lema abaixo, que explicita uma condicio necesséria e suficiente para que

(P),,r admita uma solucao.

Lema 3.4. Seja f : [0,00) — [0,00) satisfazendo f(t) > 0, t > 0; f de classe C"' e
f'(t) >0, t > 0. Entao o problema

(P)r.s
u>0, ulx) — oo,

possui solugao se, e somente se, f satisfaz (f3).

Demonstracao. Confira Osserman [23]. n

Para um caso mais geral que os problemas acima tratados, Magdalena [5] demonstrou

o seguinte:

Lema 3.5. Assuma que o > 1; ¢ € CZOO’S(RN) satisfaz (p1). Suponha que exista uma

sequéncia de dominios limitados, conezos, requlares (,)n>1 tal que Q, C Qprr, RY =
1

U2, Qs q € c-positiva em Q,, para todon > 1 e h : [0, 00) g [1,00) com K > 0. Entao

o problema

Au = q(z)h(u)u®, RN
(P)gg

|z|—o0

u>0, u(r) — oo,

possut uma solucao.

Demonstracao. Mostraremos que estamos nas condicoes do Lema 3.2. Primeiramente
mostraremos que a fungdo g(s) = h(s)s®, s > 0 satisfaz (fy). De fato, g(0) = 0 e
g € C*(]0,00)), pois h € C*([0,00)) e > 1.

De o > 1; obtemos ¢'(s) = h'(s)s* + ah(s)s*™ 1 >0, s > 0. Logo g satisfaz (f).

Verifiquemos que (f;) também é satisfeita. Como h > 1, temos que

t t t ta+1
G(t) = / g(s)ds = / s*h(s)ds > / s* = , t>0.
0 0 0

a—+1
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Tome tg = o + 1. Entao temos que para todo t >ty > 1

ta+1

G(t) > > 1.

a+1

Dai, elevando ao expoente —1/2 e integrando em (tg, 00) obtemos

Sy ta< [T (20 N
t)) z2dt < t.
/to ( ()) _/to <Oé+1)

Logo,

/IOOG(t)édt - /lto (G(t))—%dt+/oo(e(t>>—%dt

to

o] ta—i—l _%
C1 +/ ( ) dt
o \a+1

. —a+1 —a+1
= ¢ t+celimt 2 — 2?2
t—o0

IN

Usando a > 1 temos que
—a+1

tlim t7 2z =0.
Consequentemente,
/ 2G(t)dt < oo.
1
Portanto pelo Lema 3.2, (P),, admite uma solugao. n

3.2 Demonstracao do Teorema M,

O proximo teorema abaixo, demonstrado em [5], mostra que sob algumas hipoteses,
a nao existéncia de solugao para (P), ; implica na nao existéncia de solugdo para(P); .

Relembrando temos

Teorema M;: Suponha que p € CY/(RN) (0 < 0 < 1) € positiva em Q, = B,(0) e que

loc

sao vdlidas as hipoteses abaizo:

(f1) f(s)=s",s>0,
(91) g(s) = s%h(s), s > 0;h:[0,00) a [1,00); A" > 0.

Se > 1, entdo o problema (P)y, nao possui solu¢io se (P), s ndo possuir.
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Demonstracao. A demonstracao sera por reducao ao absurdo, ou seja, admitiremos que
existe u solugao de (P)y, . Observe que f satisfaz (fy) e (f1). Entdo podemos aplicar o

Lema 3.1 e garantir que para todo n, existe v, solucao de

Au = p(z)u?, Q,
u>0, u(z) 29 .

Desde que €2, C Q,.1, podemos aplicar o principio do maximo e mostrar que
Up > Upy1, €m §,. e v, > u em §),. (3.1)
Logo v,, ¢ mondtona e limitada. Dai, existe

v(z) = lim v,(z),z € RY,

n—oo

Analogamente a Afirmacao 2.6 obtemos que v também satisfaz

De (3.1) temos que u < v em RY. Desde que u é positiva e que

[2l—00
) —

u(z 00,

obtemos
|z|—o00
v(r) — o0

Logo v satisfaz
Av = p(x)v?, RY

|z|—o0

v>0 v(x) — o0,
ou seja, v é solucdo de (P), s o que contraria nossa hipotese. Logo (P);, nao possui

solucao. -

Observacgao 3.5.1. Para que (P)4 nao possua solugao sob as hipdteses do Teorema My,
basta que p ndo satisfaca (p,), isto €, satisfaz (py), desde que a funcdo f(s) = s° satisfaz

(fo) e (f1), para B > 1.

3.3 Demonstracao do Teorema M,

Abaixo relembraremos e demonstraremos o teorema principal deste capitulo, o qual

mostra uma relacdo intrigante entre os problemas (P), r, (P)q.q € (P)p.f-
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Teorema M,: Suponha (fy) e (g1) . Além disso, admita que p € C(RY) seja radial e

satisfaca (p2); q localmente Holder continua para 0 < 0 < 1; satisfaz

(g2) / tq* (t)dt < oo
0
e q(r) > e 7l 2 € RN. Entdo para 3 =1 e a > 2 os problemas (P), s e (P),, admitem
solugoes, mas (P), nao admite.
Demonstracao.

O Lema 3.3 e Lema 3.5 garantem a existéncia de solu¢ao para os problemas (P), s e
(P)y.4, respectivamente. Agora devemos mostrar que (P)f, nad possui solugdo. A prova
se baseia nas mesmas idéias de [18] e [4]. Suponha por contradigido que exista w solugao
de (P)y4. Pelo Lema A.1, no Apéndice A, existe uma solugao @ da equagio integral em
[0, R)

a(r) = uy + /OT th/O sNHp(s)i(s) + q.(s)u®(s)h(a(s))]dsdt, (3.2)

onde 0 < 1y = @(0) < w(0) e R é o extremo maximal & direita.

Afirmamos que R = oo. Caso contrario, temos pelo Lema A.1 no Apéndice A, que

a(r) mELNRNS

Entao definindo u(z) = a(|z|), x € Bgr(0), temos que u satisfaz
Au = p(le)u+ g(|x])u® f(u), Br(0)

w> 0, Br(0); u(x) 1=F
Afirmamos que u > w, em Bg(0). Caso contrario, defininindo

Q= {z € Br(0) / u(z) < w(z)}.

Temos
9Q = {z € Br(0) / u(z) = w(z)}.

Entao,
Au = p(|z))u + ¢.(|z))uh(u) < p(|lz))w + g(z)w*h(w) = Aw, z € Q.
Dai, aplicando o Principio de Comparacao (Teorema 1.6), segue que

u < w, em (),
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o que ¢ uma contradi¢do. Portanto, u > w em Bg(0), e em particular, ug = u(0) > w(0).

Novamente um absurdo. Logo R = oo.

Desde que @ é crescente, ou seja u(r) > 4(0) e que satisfaga (3.2), temos de p(|z|) > 1

e qi(z)u*h(u) = 0, que

T t r t
a(r) za0+/ tl—N/ sV Lau(s)dsdt > a0+/ tl_N/ sV a(0)dsdt, r > 0. (3.3)
0 0 0 0

Ou seja,

_ _ r?
u(r)2u0(1+1!2—1N>, r > 0.

Substituindo (3.4) novamente no lado direito de (3.3) e integrando

7"2 ,r,4
i(r) > dio 1 >0
Ur) 2 ( Ty T aeEN (v 2)) e

continuando esse raciocinio obtemos

[e’s) 7,21{
N > 0.
= UO;k!sz(N+2)---<N+2’f—2)7 '
De (I".3), segue que
N\ (B
2> a2 2/ 0

Multiplicando e dividindo (3.6) por (r/2)=% e ultilizando a propriedade

(I'.2) I'(k+1) = k!, k natural,
obtemos .
N N — p2ktz -l
a(r) > dol <—) riTe , > 0.
2 I; I(k+ 105 + k)

De (I1.1), segue que (3.7) se reduz a
i(r) > @l (ﬁ> PR Ly (r), T >0,
Mas para todo r suficientemente grande segue de (1.2) e de (3.8) que
a(r) > Cre'r =, 7 grande

onde Cy = ugl’ (%) )

Afirmacéo 3.6. u(r) > e[l + =97, parar > 0 e algum ¢ > 0 pequeno.

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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De fato para cada € € (0, 1), usando L’Hopital

1 (1—e)r 1— (1—e)r
lim Cl—i_l—e—N = lim Cl ( >6 -~
r—00 r—s e’ r—00 er(l_N)T.T +r7z e’

Ou seja, existe R, tal que

reescrevendo temos

Agora para provaremos que a desigualdade acima também é valida se r < R.. Sem perda

de generalidade escolha € € (0,1) tal que

max (1 + e179") < @y, para todo 7 € [0,1/2].
rel0,1/2]

Entao
a(r) >ty > e(1+ 1797, r € [0,1/2].
Agora para r € (1/2, R,), temos que

1-N

er 2 214V s (147, e (1/2, Ryp).

logo temos que
a(r) > 14 e > e(14e'9), 1 € (1/2, Ry ),
0 que prova nossa afirmacao, ou seja

i(r) > e[l 4+ €797, para r > 0 e algum € > 0 pequeno .

Escolha € tal que

1
——>1
g 1—c¢

1
e tome ¢g = €0-9 e v = [ — 1%6 Entao temos pelo Lema 3.1 que existe v, solucao do
problema

Av, = cpv), €,

vy, >0, v, () e

Relembrando que 2, = B,,(0), podemos aplicar o Principio de comparagao (Teorema 1.6)

para concluir que v, > v,41 em €),. Como (v,) ¢ monotona nao crescente, existe

v(r) = lim v(z), v € RY.

n—oo
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Por um argumento padrao ja ultilizado temos que v satisfaz
Av = cqu?, RV,

Se mostrarmos que u < v, entao v satisfaz

Av = cov?, RN

v >0, v(x) ity 00,

e obteremos uma contradi¢cao, pois pelo Lema 3.4 esse problema com v > 1 nao possui
solucao. No que segue, mostraremos primeiro que v, > u, em €2,. Suponha, por absurdo,

que isso nao ocorresse, ou seja, existe ng tal que maxg, (u — vp,) > 0. Mas sabemos que

, . ~ . z—0, ~ , .
O IMax1imo nao pode ocorrer em 8Qn0, Ppo1s Un(l’) — 0OQ, entao concluimos que existe

zo € Q,, onde o maximo ocorre. Usando a que q(x) > e~ #l e p(|z|),h > 1, temos no

ponto xg que

0> Au—wva)(w0) = pl|ao])ul@o) + q(|o])u’ (zo) h(u(wo)) — covy, (o)

> u(xg) + e 1"0luf () — covp, (o).

lembrando que v = [ — ﬁ obtemos
0 > u(xg) + e_lm‘)'ul%e(xo)u”(azo) — covy (o).
Da afirmacao (3.6) e de u(xg) — v, (o) > 0 segue que

0 > wu(x) + e“wo‘[e(l + e(l_emo‘)]l%eu“’(xo) — covyp, (7o)

> u(zo) + eiuv(t’to) — Covy, (2o)

> u(xo) + cou” (z0) — covy (o) > 0,
o que é uma contradicao. Logo v, > u, conseguentemente v > u, 0 que conclui nossa
demonstracao. [
Segue que o Teorema M, generaliza o caso estudado por Lair [18], mostrado abaixo.

Corolario L: Suponha o > 2. Entao os problemas (P)1y € (P)q-1 4o admitem solugao,

entretanto o problema (P), 4o nao admite.

Demonstracgao.
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Note que nesse caso, temos p(x) = 1 e g(z) = e 1l satisfaz (¢o). Logo estamos na

hipotese do teorema anterior, e segue o resultado. [
O coroléario a seguir, demonstrado por Magdalena [4] é analogo ao Teorema M.

Corolario Ly: Suponha h : [0, 00) <, [1,00) com W' > 0; a > 1 a > 2; g(s) = s*h(s).

Entdao os problemas (P)1, e (P).-1.1e), possuem solugao, entretanto (P),; nao possui

soluc¢ao.
Demonstracao.

Neste caso temos p(x) = 1 e além disso, q € C’(lfg(RN) para 0 < 0 < 1eparaa > 1
segue que q(z) = e 11" < el |z| > 1, entdo por e71*! satisfazer (g2) segue que ¢ também
satisfaz. A demonstracao segue analoga a demonstracio do Teorema M,, trocando e~ 1%l

por e~ 1zol*, .

Assim temos que o Torema Ms é um melhoramento de alguns resultados ja obtidos.



|
Apéndice A

Demonstracao de resultados auxiliares

Agora apresentaremos alguns resultados apenas citados ao longo deste trabalho e que
estdo ligados a classe de problemas (P)y,,, os quais foram necessarios para a demostragao

dos nossos teoremas principais.

A.1 Demonstracao do Lema 1.21

Demonstracao. Seja o = sup{r € [0, R]/ v(r) < u(r)}. Mostraremos que ¢ = R, ou
seja v(r) < u(r) para todo r € [0, R].

Suponha, por absurdo, que o < R. De v supersolugao temos

v(e) < 0(0) + / T / N1 p(s) f(uls))dsdt,

de f nao decrescente; v(0) < u(0); v(s) < u(s), s € [0,0] e u subsolu¢ao temos

v(o) < U(O)—l-/oatl_N/o sV (s) f(u(s))dsdt
< u(O)—l—/OUth/O s p(s) f(u(s))dsdt

< u(o).

Isto é v(0) < u(o). Usando a continuidade de u e v, temos que existe ¢ > 0 suficientemente

pequeno tal que v(o + €) < u(o + ¢€), contradizendo a defini¢ao de . Portanto o0 = R. =
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A.2 Demonstracao do Lema 1.22

Antes de demonstrar o Lema 1.22, demonstraremos um lema de existéncia para
(Prad)p,r com condicoes mais fracas em f. A prova se baseia nas mesmas idéias de Santos
[26]. Ou seja
Lema A.1l. Suponha p : [0,00) — [0,00) continua e f : [0,00) — [0,00) € Lipo.(RY).
Entao, para cada v > 0 dado, existem R, € (0,00] o extremo mazimal & direita onde o

problema abaizo admite solugio e u = u(.,v) € C?[0, R,] solugio de

(rN=1) = rNp(r) f(u), r € (0, R,)

u >0, u(0) =, v (0)=0.

Além disso, u satisfaz

u(r) =~v+ /07" tl_N/O s p(s) f(u(s))dsdt, r € [0, R,] > 0,

e u(r) i 00, se R, < oo.

Demonstracao. Note que encontrar umas solugao para (P,.q), s € equivalente a resolver
a seguinte equacgao integral
T t
u(r) =1 +/ tl_N/ s p(s) f(u(s))dsdt, r >0, v = u(0). (A.1)
0 0
Definindo
T t
Fu(r) =~ +/ th/ s p(s) f(u(s))dsdt, v > 0,
0 0

segue que as eventuais solugoes de (Prqq)p,r 520 0s pontos fixos de F em um espago de
funcoes apropriados. Primeiro seja v > 0. Das hipoteses em f, temos que para K, > 1,
f(r,.) & Lipschitz em [y, K,7]. Agora considere

X, ={ue C([0,¢) tal que u(0) =+, v < wu(r) < Ky}
onde K, é a constante de Lipschitz de f(r,.) em [y, K,7]. Logo

Afirmacao A.2. (X, ., ||.||x) € um espagco métrico completo

De fato (X, ||.||x) € um conjunto fechado de C(]0, €]). Sendo (C([0, €], ||.||s) completo,

temos (X, ., ||-||c) espago métrico completo.

A partir dessas definicoes e observacoes nos usaremos o teorema do Ponto-fixo de
Banach para garantir a existéncia de solu¢do para(P,qq), . Para isso devemos mostrar

que F satisfaz as hipoteses do Teorema do Ponto-fixo de Banach, ou seja que valem:
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(i) F(X%e> C X6

(i) ||[F(u1) — F(ug)|leoe < Kllu; — us||s para algum e > 0 suficientemente pequeno,
u,ur € Xyee K €(0,1).

Prova de (i)

Temos que

"aew [f v "aen [f v
/Ot /Os p(s)f(u(s))dsdt§/0 t /03 p(s)Mdsdt,

onde M := max,cp, f(s), logo
T t T t
/ tl_N/ sV (s) f(u(s))dsdt < M/ tl_N/ sN"1p(s)dsdt,
0 0 0 0

tomando € > 0 tal que

T t K 7y
tl_N/ sNp(s)dsdt < =L
o <

temos F(u(r)) < K,y. A desigualdade v < F(u(r))é trivial.
Prova de (ii)

Sejam u; e uy € X, . entao

VA

F(ur(r) — Flun(r)| < /Orw-N / N (s) f(ua (5))ds — 1N / SV p(s) f (un(s)) st

-/ e | ) = flaa(s)ldsar

IN

/Ortl_N /Ot sV p(s) Kyun(s)) — ua(s)|dsdt

r t
< / 1N / N Tp(s) K mak [un (s)) — s (s)|[dsdt
0 0

s€[0,€]

€ t
< Kq,||u1—u2HC([07€])/ |t1_N/ SN_lp(S)|det.
0

0

Tomando € tal que

€ t 1
=N SN p(s)|dsdt < —.
[ [ tptoasir < 5

Aplicando o Teorema do ponto fixo de Banach, temos que F possui um ponto fixov € X, ..

Em outras palavras (P,.q), s possui solu¢ao em [0, €].
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Considere R, = sup {r > 0 tal que (Pqq)p, possui solucdo em (0,7)} > € > 0.

—R~— ~
Suponha que R, < oo, e que v(r) "1 4 < . Entdo

o(r) = a<oc0ev(r) =5 b < oo

Logo podemos formular o seguinte problema

: (rV ) =" p(r) f(v), T > R,
(Prad>P,f { ’U(?") = > g, ’U,(R) = b.

Fazendo um argumento analogo ao anterior, mostramos que existe uma solucao de (P/,;)p.f
em (R, R+ ¢€), para ¢ > 0. Ou seja, existe solucdo para (P.q), s em (0, R, + ¢€), o que
contraria a defini¢cao de R, ser o extremo maximal. Isto demonstra o lema.

]
Usando este lema podemos provar agora o Lema 1.22.

Demonstracao. Como f é de classe C!, temos em particular que f é localmente
Lipschitiziana. Portanto pelo lema anterior temos que o problema (F,4q), f admimte uma
solucdo em [0, R,]. Usando a hipotese (f2) mostraremos agora que R, = 0o.

Pelo lema anterior temos que para R, < 0o, v satisfaz

o(r) "= . (A.2)
Multiplicando ambos lados da equagao (r™~1v') = rN=1p(r)f(v) por ¥¥=%' r > 0
obtemos

PN (PN = N NN p () f(v), T >0,

que podemos reescrever Como

S RY = V) f, > 0.

Integrando em (0,7r) ,

2

1 . v ,
/0 (5102 dt = /0 2N=2p(4) (o) dt. (A.3)
Definindo
(t) :=sup{p(s);0 <s <t}, te(0,r],
temos que p(t) < p(t), t € (0,7] e de (A.3) segue

1

5(7‘]\[—11}’)2 < 2N "2p(r) /07" f(v)v'de.
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Observe que / f(v)d'dt = F(v(r)), r > 0, entéo
0

V'(r) < \/20(r)F(v(r)), r > 0.

Logo,

Integrando em (0,7) e calculando,

[mm . /0 ST

fazendo r — R~ e usando (A.2), segue de (f2)

00 1 R
00 :/ dt S/ V 2p(t)dt,
0 0

)

o que é uma contradi¢do. Portanto v esta definida em (0, 0o).

r—00 . .
Agora mostraremos que v(r) — oo. Para isso usaremos o fato de p satisfazer (p2).

Usando a equacao integral de (Prqq)p,r, temos que

—’y—i—/th/ N=1p v(s))dsdt, r > 0.

De f nao decrescente, obtemos

T t
r) > f(v)/ tl_N/ sNp(s)dsdt, r > 0.
0 5

De s > t/2, temos sV~ > V=1 /2N=1 " consequentemente

v(r) > f(y 21N// s)dsdt, r > 0. (A.4)

¢
u:/p(s)ds, t>0

2

dv = dt,

/07‘ Ktp(s)dsdt = / dt/ s)dsdt,

Pela seguinte integracao

obtemos
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Substituindo a desigualdade acima em (A.4) temos

r

w(r) > C(N,7) /0 Cip(t)dt, > 0, (A.5)

onde C'(N,v) = 2V71f(y).

Lembrando que p satisfaz (p2), e fazendo r — 0o em (A.5), temos que

v(r) == co.

Observacao A.2.1. Temos que o Lema A.1 e o Lema 1.22, também sao vdlidos para
u'(0) =n > 0.

A.3 Demonstracao do Lema 1.23

Para provar esse lema, usaremos as mesmas idéia de Lair [18].

Demonstracao. Provar essa afirmacao ¢ equivalente provar que

< 1
——=dl < o0
/1 VF(t)
implica
<1
/ Lt <o
1 f@)

Para provar esse fato mostraremos que existem constante positivas § e M tal que

Js) > §? para todo s > M. (A.6)
s

Entao teremos que

, para todo s > M,

o que implica que

/:%dsg/;ﬁds@o.

[m%dsg/l]”%dﬁ/; ;(S)ds<oo.

Portanto
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Agora demonstraremos (A.6).
Suponha por absurdo que (A.6) seja falsa. Isto ¢, existe uma sequéncia {s;} de nimeros

reais tal que
f(s))

Sj

lim s; = o0, e

Jj—0o0

1
< — para todo j.
J
Desde que f é nao decrescente, nos temos que
f(s) < f(s;) para todo s € [0, s;],

logo,
F(s) <sf(s) <sf(s;) para todo s € [0, s;].

Portanto

ds

> (/ \1/2 > —1/24s — 941/2[1 _ \1/27 00
> (i/s5) s s = 2j 7[1 = (s1/5) /7] — oo,
s1

contradizendo nossa hipotese. Entao (A.6) é verdadeira, e isto completa nossa prova. m

A.4 Demonstracao do Lema 1.24

Demonstracao. Seja
7= mil ¢,

entao por hipotese v > 0. Defina

o(t) := /0 h(s)ds, onde h(s) = f(s) + g(s), para t > 0.

/
tim P8 iy PO i MO g
t—0 ¢ t—0 1 t—0 1

segue que p(t) <t, para 0 <t < ¢, e algum 6 > 0. Sem perda de generalidade podemos
supor que 0 < ¢(d) < 7. De p e ¢ localmente Holder continuas temos pelo Teorema 1.2
que existe z solucao do problema de Dirichilet

Az =p(z) +q(z), Q

(D)
z(x) =0, 00
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De p, q positivas e ) regular, podemos aplicar o Principio de Comparagao (Teorema 1.6)

e encontrar que 0 < z(z) < J, em Q. Agora considere
w(z) := (2(x)), logo w(z) < z(x) para todo = € Q.
Da defini¢ao de w, de ¢"(z) > 0 e de ¢'(2) = f(z) + g(z) segue que

Aw "

= ¢"(2)|Val + ¢ () Az

= ")V’ + (f(2) + 9(2))(p(2) + g(2))
= (f(2) +9(2)(p(z) + g(x))

> (f(w) + g(w))(p(x) + g(x))

> pla)f(w) + q(z)g(w), z € Q.

Além disso, temos que
w(x) < z(x) < p(6), z €,

isto, é
w(z) < p(0) <y < 6lx), © € 9.

Isto mostra que w é uma subsolucdo de (Py);,,.

Lembrando que v é uma supersolucao de (P,)y,q, temos que

w < ¢ <wvem .

Agora mostraremos que w < v em §2.

De fato, seja

A={r e Q/w(x)>v(r)},

e suponha A # (entao
0A ={z € Q/w(z) = v(z)},

e para x € A temos
Aw = p(z) f(w) +q(z)g(w) = pla)f(v) + q(z)g(v) = D,
logo A(w — v) > 0. Pelo principio do Maximo temos
w<wvem A,

o que é uma contradicdo. Logo A = 0 e w < v, em Q. De w < v em Q, temos pelo
Teorema de Sub e Supersolugao (veja Teorema 1.16) que existe u solucdo de (Pp)y, tal

queO<w§u§vemQ. n
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A.5 Demonstracao do Lema 1.25

Demonstragao. Sejam {p.},{g.} C C? (Bgr(0)), (para algum 0 < § < 1) decrescentes
com pr — p e qx — q. Pelo Lema 1.24, para cada inteiro positivo k, existe uma solucao

nao negativa uy de

Auy, = pi(|]) f (ur) + ar([z])g(ur), Br(0)
Uk(fl') = oo, aBR(O)

Afirmacao A.3. up < uyyq em Bg(0), k=1,2,3, ...

De fato, suponha por contradi¢ao que existem zo € Br(0) e ko tal que ug, (xo) > ug,+1(0)-
Definindo
Ao = A{z € B/ug(x) > ups1(x)},

temosAg # (0, pois xy € Ag e
0Ay = {x € B/ug(z) = ups1(x)}.
Logo em A, temos

Auggrr = Prorr(|2]) furor1) + Gror1(|2])g(turg 1)

< pk’o(|x|)f(uko+1) + Qko(|x|)g(u/€0+1)

< Pro(2]).f (ure) + qro (|2])g (i, 0)

= Auko.
Dai, Pelo Principio de Comparacao (Teorema 1.6) , segue que
uk0+1(x) > uko(l‘)7 x € Ay,

o que é um absurdo. Logo {u;} é mondtona nao decrescente.
Note que

ug(x) < ¢p, para todo xz € Br(0) e k > 0. (A.7)

Da afirmacao A.3 e de (A.7), segue que existe

u(z) = lim ug(x), = € Bg(0).

k—oo
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Fazendo wy(z) = a(|z]), @ € Br(0) temos que
i) = a0)+ [0 [ 6@ + ag(in())isdr, 7 € O.R). (A9
Passando o limite de maneira analoga & Afirmacao 2.5 , obtemos
) =)+ [ 8 [N pf (@) + aaals))dsd, € (0.R),

Desde que @ (R) = ¢g para todo k, segue que @(R) = ¢y. Logo provamos que u é solugao

ndo negativa de (Py,)s, em Bg(0). =

A.6 Demonstracao do Lema 1.27

Demonstracao. Desde que p é c-positiva e f satisfaz (f;), temos que pelo Lema 1.26

que existe v solucao de
Av = p(z)f(v), Q
x—00

v >0, v(r) — oo,

Agora para cada inteiro positivo k, temos pelo Lema 1.24 que existe wy uma solucao de

Dwy = (p(x) + (@) (g(we) + f(wy)), O

wg > 0, wi(x) gty

Como na demonstracao do Lema 1.25, prova-se que
wi () < wipa(z) <wv(x), = € Q. (A.9)
Entao existe

w(x) = lgmwk(x),x € Q.

Além disso, por argumentos ja ultilizados, prova-se que

Aw = (p(x) + q(2))(f(w) + g(w)), = € Q.
Segue da definigdo de wg(x), = € 092 que
) :E—»_3>Q

w(x 0.

Observe que

Aw = (p(x) + q(@))(f (w) + g(w)) = p(z) f(w) + ¢(z)g(w), x € O
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Av = p(@) f(v) < p(a) f(v) + a(x)g(v), = € O

Entdo temos que w é uma subsolucdo de (Pqo)f, € v é uma supersolugao de (Pq)s4. De
w < v em 2 podemos aplicar o Teorema de Sub e Supersolu¢ao (Teorema 1.16) e entdo o

problema (Pq)f, possui uma solucao u com w < u < v.

Para provar a segunda parte, podemos aplicar novamente o Teorema 1.26 e entao

teremos que existe v solucao de

Av = ¢(x)(f(v) + 9(v)), Q

v >0, v(x) gy

De
Av = E(2)(F(v) + g(v)) < p(a) [ (V) + q(2)g(v), = € 2,

temos que v é uma supersolucao de ()7,

Agora para cada inteiro positivo k, seja wy solucao de

Lwy = (p(x) + (@) (f (wr) + g(w)), Q
wg >0, wi(z) =k, v € .

A existéncia é garantida pelo Lema 1.24. Analogamente ao Lema 1.25, usando o principio
de méaximo temos que

wi () < wipr(z) < wv(x), = € Q.

Logo existe

w(z) = lgmwk(a:), x € €,

além disso

Aw = (p(x) + q(2))(f(w) + g(w)) = p(a) f(w) + ¢(z)g(w), w(z) <v(z), v €.

Portanto w é uma subsolucdo de (Pq)sg. De w < v, em 2 e v é uma supersolugao de
(Pq)f, temos pelo Principio de Sub e Supersolugdo que (Pg)s, (Teorema 1.17) possui

uma solucao u tal que w < u < wv, em ). [
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A.7 Demonstracao da Afirmacao 2.6

Demonstragao. Temos que

v(r) < up(z), para todo x € RN, k=1,23, ... (A.10)

up(x) < ug, (x), para todo x € Q,; com k > ky (A.11)

Apos obtermos as limitagoes (A.10) e (A.11) precisamos obter a convergéncia da se-

quéncia {ug} em C>?(RN), para algum 0 < 6 < 1. Para isso considere ', Q4,Qp C RY

loc

dominios regulares de classe C*? tal que

'ccQyCccQp CCQ CC %, onde k > ky. (A.12)
Denotemos por

Peo = max p(); (A.13)

z€QR
vo = min v(x) e (A.14)

z€Qp

My = max ug, (). (A.15)

z€QR

Segue da positividade de p, da continuidade de v em Qp, respectivamente e e de (A.10)
que

0 < Poo < 00, Uy < My, em Qp.

Para k > k; definindo

hi(z) = p(a) f(ur(z)), z € Q.

Da positividade de uj, em Qp, para todo k, temos

) = )] < o5 () < ity = M € T,
onde 1s)
s
Coo = ser[?(??\(/lo] T
Isto ¢ a sequéncia
{hy}7> é uniformemente limitada em Qp. (A.16)

Em particular para cada k, h, € LP(Qp), p > 1. Entdo tomando p suficientemente grande
tal que

N
0<1——=ve(0,1),
p
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temos que desde de Auy(z) = hy(z), = € Qp, segue de (A.16) e do Teorema 1.14 que
1 1
unllw2ra) < Crlllhellze@p) + [[wklLr@p) < CL(Mi|Qp|r + Mo|Qp[7) := Mo,

ou seja, a sequéncia

{Ilurllw2ra) to € limitada .

Portanto segue do Teorema 1.10 que
|[u|lev @) < Ms. (A.17)

Desde que C¥(€2,4) — C?(Q,4) segue do Teorema 1.12 que hy(x) = p(x) f(up(z)) € C?(Q4)
e [|hllco@yy < Cr = C(k), para todo k > k;.

Afirmacgao A.4. Cy nao depende de k, ou seja, a constante é uniforme.

De fato, para =,y € Qu, x # vy, temos
|hi(z) — he(z)] _ [p(@) f(uk(@)) — p(y) f (ue(y))]

EE v — y|?

somando e subtraindo p(x) f(ux(y)) no lado direito da expressdo acima, obtemos

[ () =i ()] _ [p(@) f(un(x)) =p(2) f (ur(y))|

lz—yl®  ~ |z —y|°

p() f (ur(y)) =p(y) f(ur(y))| (A.18)

|z —yl°

+

multiplicando e dividindo a segunda parcela da soma (A.18) por (ux(y)) e lembrando que

p é ndo negativa, temos para z,y € Qu, = # y

() = ()] p@)|f(un(@) = flux@)] | Fur@)p(z) = p(y)us(y)
[z —yl® 7 |z —yl? ur(y)lr —yl? '

(A.19)

De f € C'(0,00), segue do Teorema do Valor Médio que

[f(s) = F()] < M|s —t|, para todo s,t € [vg, Mo], onde M = sup |f'(s)], (A.20)

s€[vo,Mo]

em particular,

|f (un(@)) = fur(y))] < Mlur(z) — ui(y)|, para todo z,y € D,

dai,
| (ur(2)) = flus@))] _ o lun(z) — un(y)]

J <M T £y,x,y €0
[z — [z — |

Como uy € C?(24) temos

lug () — ur(y)|
|z —yl°

SM?); x#ya nyEQ_A
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e portanto
'f(“k(ﬁ” - ﬁgwﬂ@m < MMy= My, x4 y0y €0y (A.21)
r—y
Logo de (A.19), (A.21), (A.13), (A.15) e (A.20), obtemos
llco@ny = helleo@yy + Holhal
h —h
€N z,yeQ 4 ‘512' - y‘a
TAY
< by o) s sup PO ) )
s€[vo,Mo] 2yeQa ’ZL‘ — y’
< Poo max f(s) + poo My + max | f (ug (y))| M My
s€[vo,Mo] yeNA
= M5.
Ou seja,
Pkl o @my < Ms. (A.22)
Portanto, provamos que {||hx||ce (Q_A)}gf ¢ uniformemente limitada .
Segue pelo Teorema 1.14 que
urllozo@y < Cllhellco@y) + luelle@a))-
Substituindo (A.17) e (A.22) na expressdo acima temos que
{[lurllc2a@) iy € limitada
isto é
unll o @y < Me. (A.23)

Pelo Teorema 1.13 temos que
C0 (V) — (V).

Como consequéncia deste fato e de (A.23), temos que, existe {uy;}32; C {ur}p, tal que

uy; — u € C*(Q).

(A.24)

Segue da definigao de My e de ug(x) < uy, (x) para todo z € Q,, que u < My, para todo
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z € Q. Além disso,

lung = ulles@y = D 11D (wr; = w)llo

Ip|<2

= Z max | D (ug; — )

Ip|<2

> | A(uky — )l

Entdo, temos diretamente de (A.24) que
|Auy; — Au| — 0, x € O,

ou seja,

Nugj — Au, v € Q.

Augj = p(x) f(ug;), ¥ © €
segue da continuidade de f, fazendo 7 — oo que
Au=p(x)f(u), Ve
Definindo

h(z) = p(@)f(u), z €,

segue do Teorema 1.12 que h € C%(QY) e pelo Teorema 1.15 que u € C%9(QY).

No que segue, tomaremos dominios apropriados em (A.12) e usaremos a estimativa

obtida em (A.23) para construirmos, através de um processo diagonal uma solugao para
(P)p,f“

Dado k; inteiro positivo em (A.12) considere ' = Qx,, Q1 = Qe 01, Qo = Qgya2eeey
assim obtemos por (A.23) que
urllozo@,,) < Niyy k= ki + 3,
onde uy, satisfaz
Auy, = p(x) f(ur), u,

o (A.25)
v < up < Upgr, Q.
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Isto é para k1 = 1,2,--- encontramos Ny, No, - -- tais que

ullczo@ry < Niy k>4

HUHCZ@((TQ) < Ny, k>5;

(A.26)
lullzoms) < Ng, k=6
Para cada inteiro k; =i > 1, defina uf’ =y
Entdo de (A.27) e do fato de C29(€);) — 2 (Q), i = 1,2,..., existem para cada i =
1,2,..., subsequéncias de {uf}2°, . e u; € C*(;) tais que

uf — uy em C2(Q),

onde kij >0+ 3, para todo j € kil < k’ig < l{?z‘3.

Mais especificamente,

2
ki1, ki2 , ki3 C2 () _
up™t u? ug e == (i =1)
2
ko1 ) koo ko3 C2(22)
Us? Us?? U —— ug(i = 1)
k31 ksa k33 C?(Q) S
us™ ug®? ug® o —— ug(i = 1)

Note que u;i1|q, = u;, pois a sequen(ﬂa {uljr’fl)j} foi tomada como uma subsequéncia
da sequéncia {uZ Y}, onde cada u; %5 foi estendida & Qg1
Definindo u : RN — [0, 00), tal que

u(z)|q, = ui(z), para cadai=1,2,---

De u; > 0 que u > 0 e da regularidade das u;, temos que u € C?*(RY). Além disso, a
sequéncia

Uy = uﬁ”",n: 1,2,3,---.
c2(Q; .
é tal que u, —8) u para cada 7 > 1.

De fato, para cada i > 1 e para cada n > i, temos

— knn

Unp Q;-

Por sua vez, a sequéncia {ufr}2° | restrita a ;, é uma subsequéncia da sequéncia

{Ufm bnii e

k.
u;" — u; =, Voo € ;.
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Observe que, de (A.25) temos
Aw, = p(x) flu,),

v<u, <u, .

Fazendo n — oo, obtemos

o (A.27)
v<u<mu,
Finalmente fazendo ¢ — oo obtemos
Au = p(x) fu), RY;
(A.28)
limyg| oo v(2) < limyg—oo .
De v(z) el g 00, segue que u satisfaz
Au = p(x)fu), RY
(A.29)

u(x) s o

Em outras palavras u é solucao para (P),, ;. Além disso, segue de (A.27), do Teorema 1.15
e da arbitrariedade de ©; que u € C2/(RM). n

loc

A.8 Existéncia de solucao para (P),,

Lema A.5. Sejam p e ¢ Holder continuas para algum 0 < 6 < 1 e ndo negativas em RY.

Adicionalmente, suponha que p + q satisfaca (p1). Entao existe uma solu¢ao para

—Aw = p(.l’) + Q<x)’ RY
(P)ptq

|z|—o0
—

w >0, w(r)

Demonstragdo. Para simplificar considere b(x) = p(z) + g(x) para todo z € RY Por

hipotese temos que p e g sdo continuas em RV, logo b também o é. Definindo
b*(t) = max{b(x)/ |x| =t}, t >0,

temos que

o0 t
o(|x]) :/| tl_N/ s b (s)dsdt,
T 0
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é uma super solucao de (P),;,. De fato, definindo v(x) = 9(|z|) temos
Av > b(x) = p(z) + q(x) = Aw,
além disso, temos que que v(z) — 0 quando |z| — oo. Note que, zero é uma subsolugao

de (P)p+q- Logo pelo Teorema de Sub e Supersolucao (Teorema 1.17) temos que existe w

solucdo de (P),, tal que 0 < w < v. =



|
Apéndice B

Demonstracoes de resultados técnicos

Reservamos este apéndice & demonstragao de alguns resultados técnicos, as quais foram

omitidas para que o leitor tenha uma leitura mais compacta e menos cansativa.

B.1 Demonstracao da Proposicao 1.11

Demonstragao. Considere um dominio 2y CC 2. Entao existem sg, s; tais que
so < u(z) < 51,Vr € Q. (B.1)

Desde que g|(s,,s,] ¢ continua, gl(s,s,) ¢ diferencidvel e |¢'(s)| < M,Vs € (so,s1), entdo,

pelo Teorema do Valor Médio segue
lg(s) — g(t)| < M|s — t|, para todo s,t € (s, s1). (B.2)
Em particular de (B.2),

l9(u(@)) — g(u(y))] < Mlu(z) — u(y)|, para todo z,y € Qq.

Logo segue que,

l9(u(@)) —gu@)] _ ,lu(z) —u(y)]

|z —y|° B |z —y|°

. para todo =,y € Qo, = # . (B.3)

De u € C? (), temos

u(e) ~ () _ | Jula) — ul)

|z —yl? eweng T —yl?
Ty

= [|ul| o) < o0
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Passando o supremo em (B.3), segue que

(g ou)(x) = (g0u)(y)]

o ey = Mlleey <
TF#yY
isto & , gou € C (Q). Como Qg é arbitrario temos que gou € Cf (Q). "
B.2 Demonstracao da Proposicao 1.12
Demonstracao. Sejam 2y CC Qe x,y € (), com = # y. Entao
h(x) = h(y)l _ [b(@)g(ulz)) — bly)g(u(y))]
|z —y|° |z —y|’
< [b(@)g(ulx)) = blz)g(uy)] | |b(x)g(uly)) — by)g(uy))|
= jz — yl? |z —yl’
l9(u(x)) — g(u(z))] [b(z) — b(y)|
b<x) |$ __y|9 + (u<y)) |$ _»ylg

da hipotese em b e da Proposicao 1.11 segue que

sup b(x)\g(u(a:)) —gtuy)) < |[bl[ () sup lg(u(z)) — g(u(y))]

z,yGQig |‘T - y|0 119690 |aj - y|0
TFY TFY

= [Ibllz=(00)l(g © w)llco@n). para todo x,y € Qo.

Além disso, da positividade e regularidade de v em € e da regularidade da funcio g,
segue que
b(x) — by
sup_g(u(y) "D

x,yeﬁi() |x - y|0
zAY

< O|b]| cong-

Portanto, passando o supremo temos que

L (Pt S CCIRPAILGEL )

ey T=Yl0 T e |z —yl? [ —yl?
TzHY zF#y
< [l @oll(g 0 W)lloo@g) + ClIbllcomg
< oQ.
Logo h € Cf (Q). Como Qq & arbitrério, temos que h € C? _(Q). "



Referéncias Bibliograficas

[1] R. A. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press, New york, (1975) 2. ed.

[2] A. Ambrosetti and G. Prodi, A primer of nonlinear analysis Cambridge University
Press, New york, 1993.

|3] L. Bieberbach, Au = e* und die automorphen funktionen, Math. Ann, 77 (1916) ,
173-212.

|[4] M. M. Boureanu, Entire large solutions for logistic-type equations, Annals of the

Universty of Craiova, 35(2008) to appear.

[5] M. M. Boureanu, On the existence and nonexistende of positive entire solutions for
semilinear elliptic equations, An. St. Univ. Ouvidius ConstantaVol.17(1), (2009), 23-
36.

|6] K.S. Cheng and W.M.Ni, On the struture of the conformal scalar curvature equation
on R", Indiana Univ. Math. J.,41(1) (1992), 261-278.

|7] F. Cirstea and V. D Radulescu, Existence and nonexistence of positive solutions
for singular semilinear elliptic boundary value problems, Nonlinear Anal., 41(2000),
149-176.

|8] F. Cirstea and V. D Radulescu, Blow-up boundary solutions of semilenear elliptic
problems, Nonlinear Anal., 48 (2002), 521-534.

[9] W. Feller, An Introductionn to Probability Theory and Its Applications,Inc., New
York, N.Y. Vol. 1 (1950).

[10] D. G. Figueiredo, Fquagcdes elipticas nao-lineares, IMPA, Rio de Janeiro , 1977.

[11] D. Gilbarg and N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Fquations of Second
Order, Springer-Verlag,Berlin, Heidelberg (1998).



Referéncias Bibliograficas 71

[12] J. B. Keller, On solutions of Au = f(u), Comm, Pure Appl. Math., 10 (1957), 503-
510.

[13] E. Kreyszig, Introductory Functional Analysis With Applications, Wiley, United
States of America, (1978).

[14] A. V. Lair, A necessary an sufficient condition for existence of large solutions to
semilinear elliptic equations, J. Math.Anal. Appl., 240 (1999), 205-218.

[15] A. V. Lair and A. W. Wood, Large solutions of sublinear elliptic equations, Nonlinear
Anal., 39 (2000), 745-753.

[16] A. V. Lair, Nonradial large solutions of sublinear elliptic equations, Apll.Anal 82
(2003), 431-437.

[17] A. V. Lair, Large solutions of semilinear elliptic equations under the Keller-Osserman
condition, J. Math.Anal. Apll.,;328 (2007), 1247-1254.

[18] A. V. Lair, Large solutions of mixed sublinear/superlinear elliptic equations, J. Math.
Anal. Appl., 346(2008), 99-106.

[19] A.V. Lair, Entire large solutions of semilinear elliptic equations of mixed type, Com-
munications on pure and applied analysis Vol. 8(5), (2009), 1607-1618.

[20] E. C. Lawrence. Partial Differentia Equations, Vol.19.

[21] K. Marbrouk and W. Hansen, nonradial large solutions of sublinear elliptic problem,
J. Math. Anal. Appl., 330(2007), 1025-1041.

[22] W. M. Ni, On the elliptic equation, its generalizations, and applications in geometry.
Indiana University Mathematics Journal, 31(4): 493-529, 1982.

[23] R. Osserman, On the inequality Au > f(u), Pacific J. Math., 7 (1957), 1641- 1647.

[24] H. Rademacher, Einige besondere probleme partieller differentialgleichungen,in: Die
diferential und integralgleichungen der mechanik und physik I, 2end Ed., Rosenbery,
Nem York, 1943, 838-845.

[25] J. Rey Pastor, Funciones de Bessel and A. C. Brzezick (1958).

[26] C. A. Santos, Solu¢oes Radialmente Simétricas de Problemas Quasilineares Singu-
lares, Doctoral dissertation,UnB, (2003).

[27] D. Sattinger, Topics an stability and bifurcation theory. In Springer- Verlag, editor,
Lecture Notes in Mathematics 309, Berlin/ Heildelberg/ New York, 1973.



Referéncias Bibliograficas 72

[28] H. T. Yang, On the exixtence an assymptotic behavior of large solutions for semilinear
elliptic equations in RY, Comm. Pure Appl. Anal., 4 (2005), 187-198.



