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“O walor das coisas nao estd no tempo que elas duram,
mas na intensidade com que acontecem.

Por isso, existem momentos inesqueciveis,

cotisas inexplicdveis e pessoas incompardveis.”

(Fernando Pessoa)



RESUMO

Neste trabalho, estudamos grupos finitamente apresentados com mais geradores do que
relacgoes. Inicialmente, consideramos um grupo tendo uma apresentacao finita com ao menos
um gerador a mais do que relagoes e, neste caso, provamos que existe um epimorfismo deste
grupo para Z. Posteriormente, consideramos um grupo tendo uma apresentagao finita com
ao menos dois geradores a mais do que relacoes e, neste caso, expomos a demonstracao feita
por Baumslag e Pride em [1] que garante que este grupo possui um subgrupo de indice finito

que pode ser epimorficamente aplicado para o grupo livre F, de posto 2.



ABSTRACT

In this work, we study finitely presented groups with more generators than relators.
First, we consider a group having a finite presentation with at least one more generator
than relators and, in this case, we prove that there is an epimorphism from this group to Z.
Later, we consider a group having a finite presentation with at least two more generators
than relators and, in this case, we give the proof done by Baumslag and Pride in [1] which
ensure that this group has a subgroup of finite index that can be mapped homomorphically

onto the free group F, of rank 2.
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INTRODUCAO

Esta dissertacao tem como objetivo demonstrar os dois seguintes resultados principais:

Lema 2.7. Seja G um grupo tendo uma apresentacao finita ¢ : ' — G com p geradores
e q relagoes, onde p — q > 1. Entao, existe um epimorfismo de G para Z. Além disso,
podemos obter uma nova apresentacao para G com p geradores e q relagoes, na qual um dos

geradores aparece com soma dos expoentes zero em todas as relacoes;

Teorema 2.8. Seja G um grupo tendo uma apresentagao finita com g geradores e r relagoes,
onde g—r > 2. Entao, G possui um subgrupo H de indice finito que pode ser epimorficamente

aplicado para Fy (o grupo livre de posto 2).

O Teorema 2.8 é devido a Baumslag e Pride e, nesta monografia, a demonstragao que
expomos para este teorema é a dada por tais autores em [1].

O Lema 2.7 garante que qualquer grupo tendo uma apresentacao finita com ao menos um
gerador a mais do que relagoes pode ser epimorficamente aplicado para Z (o grupo livre de
posto 1). Logo, faz sentido perguntarmos se qualquer grupo tendo uma apresentacao finita
com ao menos dois geradores a mais do que relagoes pode ser epimorficamente aplicado para
F5. Assim, o Lema 2.7 nos serve como uma motivacao para estudarmos o Teorema 2.8.

Mas, em 1975, Stallings mostrou em [10] que existem grupos tendo apresentacoes finitas
com ao menos dois geradores a mais do que relagoes que nao podem ter F, como imagem
homomorfica. Dessa maneira, Stallings provou que nao é possivel fortalecermos a conclusao

do Teorema 2.8 dizendo que existe um epimorfismo de G para Fs.



Introdugao 2

Notemos também que nao é possivel enfraquecermos a hipétese g —r > 2 do Teorema 2.8
para g —r > 1, pois um grupo com apresentagao (ai,...,a, | ai,...,a,_1) é ciclico infinito
e, portanto, nao possui nenhum subgrupo tendo F» como imagem homomorfica.

Em 1979, Baumslag e Pride conjeturaram em [2] que qualquer grupo tendo uma
apresentacao finita com ao menos um gerador a mais do que relagoes possui um subgrupo de
indice finito que pode ser epimorficamente aplicado para F3, desde que uma das relagoes da
apresentacao seja uma poténcia prépria. Notemos que nao pode ser omitida a condicao de
uma relacao da apresentacao ser uma poténcia propria, ja que um grupo com apresentacao
(ar,...,an | ay,...,a,_1) é ciclico infinito e, portanto, nao pode ter F, como imagem
homomoérfica.

Esta conjetura teve duas provas independentes. Uma foi feita por Gromov em [3] usando
“bounded cohomology”no ano de 1982 e a outra foi feita por Stohr em [11] usando um
argumento algébrico direto no ano de 1983.

Em 2005, Lackenby obteve tanto o Teorema 2.8 quanto a conjectura supracitada como
corolarios de um teorema por ele demonstrado em [6].

Mas, nesta dissertacao, nao sao estudados tais resultados nem suas demonstragoes. Eles
foram mencionados aqui apenas para termos uma noc¢ao historica que envolve o Teorema
2.8.

No Capitulo 1, desenvolvemos todos os pré-requisitos necessarios para o completo
entendimento da prova do Teorema 2.8, introduzindo os conceitos bésicos e os resultados
essenciais sobre grupos abelianos livres, grupos abelianos finitamente gerados, grupos livres,
produto livre, transformagoes de Tietze e o processo de reescrita de Reidemeister-Schreier.
As referéncias principais para a construcao deste capitulo sao [9], [4], [7] e [8].

No Capitulo 2, o ultimo deste trabalho, exibimos alguns resultados e definicoes
auxiliares para, enfim, demonstrarmos os dois resultados principais, que sao o Lema 2.7

e o Teorema 2.8.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Descreveremos, neste capitulo, alguns pré-requisitos necessarios para melhor entendermos
os assuntos introduzidos no Capitulo 2. Dessa maneira, apresentaremos os conceitos de
grupo abeliano livre, de grupo abeliano finitamente gerado, de grupo livre e de
produto livre, além de abordarmos algumas propriedades importantes referentes a estas
classes de grupos. Também estudaremos as transformacoes de Tietze e o processo de

reescrita de Reidemeister-Schreier, que sao topicos interessantes da Teoria de Grupos.

1.1 Grupos Abelianos

Nesta secao, adotaremos a notacao aditiva.

1.1.1 Soma Direta
Sejam K um conjunto qualquer e {Ag; k € K} uma familia de grupos abelianos.

Definigao 1.1. O produto direto dos A} s, denotado por [ ], ., Ak, € 0 grupo cujo conjunto
subjacente € o produto cartesiano dos Als (ou seja, o conjunto de todos os “vetores” (ay)

com k-componente a, € Ay) e cuja operagao é definida coordenada a coordenada (ou seja,
(ak) + (bk) = (ak + bk), Vak, b, € Ak)

E claro que o elemento identidade de [Lick Ax € (0) e que —(ay) = (—ax).
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A soma direta dos A} s, denotada por @, Ak, € o subgrupo de [ ], Ax formado por

todos os “vetores” (ay) para os quais ar # 0 somente para um nimero finito de k € K.
Logo, se K ¢ finito, entao [ [, A = @y Ar-

Proposicao 1.2. Seja {Ax; k € K} uma familia de subgrupos de um grupo abeliano G, onde

K é um conjunto qualquer. Entdo, sao equivalentes:

SOZEBkeKAk — G

¢ um isomorfismo;,
(k) — Dpex o

a) G =@, i Ar. Mais precisamente,

b) Cada g € G tem uma tunica expressao da forma

g:Zak7

keK

onde ay, € Ay, todos os k sao distintos e a # 0 somente para um numero finito de k;

¢) G = (Upex Ar) € para cada j € K, A;N (Uk# Ay) = {0}.

Demonstracao: Mostremos que a) implica b). Como ¢ é sobrejetiva, segue que cada
g € G pode ser escrito como g = >, _, ar. Falta mostrarmos que esta expressao é tnica.
Assim, suponhamos que g = Y, . br. Logo, ¢((ax)) = ©((bx)). Como ¢ ¢ injetiva, segue
que (ax) = (bg) e, portanto, ay = by, Vk € K.

Agora, ) implica c¢). Como cada g € G tem uma expressao da forma g = >, _ - ax, segue
que G = (Uyex Ak)- Falta mostrarmos que A; N (U,,; Ax) = {0}, para cada j € K. Assim,
seja g = A; N <Uk#j Ai). Entao, g =a; e g = Zk# a,. Como a expressao de g é tnica,
segue que a; = 0 e a, = 0, Vk # j. Logo, g = 0.

Finalmente, ¢) implica a). Como G = (|, x Ar), segue que ¢ é sobrejetiva. E claro que
¢ é um homomorfismo, pois ¢((ax) + (b)) = @((ar + b)) = > (ar +bx) = > ar + > by, =
¢(ax) + @©(by). Falta mostrarmos que ¢ ¢ injetiva. Se (ay) € Kery, entao ), . ar = 0.
Portanto, —a; = >, ar € AjN(Ugy,; Ar) = {0}, Assim, a; =0, Vj € K. Logo, (ax) = (0).

Teorema 1.3. Sejam G um grupo abeliano, {Ay; k € K} uma famdlia de grupos abelianos e
{ir. : Ay — G; k € K} uma familia de homomorfismos. Entao, G = @, . Ax se, e somente

se, para todo grupo abeliano H e para toda familia de homomorfismos { f : Ax — H; k € K},
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existir um unico homomorfismo ¢ : G — H fazendo o sequinte diagrama comutar para todo

Ay H

Demonstragao: Suponhamos que G = @, Ai. Definamos i;, : Ay — G pela inclusao.
Pela Proposigao 1.2, cada g € G tem uma tinica expressao da forma g = >, _ ;- ax. Definamos
¢ : G — H por ¢(g) = > ,cx felar). Com isso, ¢ é um homomorfismo e faz o seguinte

diagrama comutar para todo k € K (¢ir = fi).

i

A

Supondo outra ¢ com a mesma propriedade (pix = fi), temos que ¢ = ¢, ja4 que
P(9) = (ke k) = Dper Plar) = Dopex Plin(ar)) = Dpex frlar) = ¢(g), para todo
g €.

Agora, a reciproca. Consideremos o diagrama com H = @, , Ar e fi = ji, onde
Jk + Ak = Prex Ak € ainclusao. Por hipétese, existe um homomorfismo ¢ : G — @, . Ak
fazendo este primeiro diagrama comutar.  Analogamente, consideremos o diagrama
substituindo G por @, Ak, ix por ji, H por G e f; por i;. Por hipétese, existe um
homomorfismo ¢ : @, x Ar — G fazendo este segundo diagrama comutar. Vejamos o

diagrama abaixo.

@keK Ay,
/www
A G

ik
Finalmente, mostremos que ¥ e ¢t sao identidades. Como ¢ e 1 fazem o seguinte

digrama comutar para todo k € K,

I\

Ak —— G,
2
segue, pela hipétese de unicidade, que ¢ = 1¢. Analogamente, segue que ¢ = 1g, _, 4,
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1.1.2 Grupos Abelianos Livres

Definicao 1.4. Um grupo abeliano F' é abeliano livre se é uma soma direta de grupos
ciclicos infinitos. Mais precisamente, se existe um subconjunto X C F de elementos de

ordem infinita, chamada de base de F, com I' = @, _(z).
Admitimos a possibilidade X = &, o que resulta em F' = {0}.

Proposicao 1.5. Se F' ¢ um grupo abeliano livre com base X, entdo cada elemento u € F
tem wma tnica expressio da forma uw =) _m,x, onde my € Z e my # 0 somente para

um numero finito de x € X.
Demonstracao: Segue da Proposicao 1.2.

Teorema 1.6. Sejam F' um grupo abeliano livre com base X, G um grupo abeliano arbitrdrio
e f: X — G uma fung¢ao qualquer. Entao, existe um unico homomorfismo ¢ : F — G

estendendo f, ou seja, de maneira que o sequinte diagrama comute (i = f).

N
NEL%

>

AN
Q
—5G

Demonstragao: Se u € F, entao hd uma tnica expressao v = ) .y m,x. Definamos
fo i {x) — G por f.(mz) =mf(x). Temos que f, é um homomorfismo, para todo = € X.

Como (z) < F e F =@, (), temos, pelo Teorema 1.3, o seguinte diagrama

F
zj\ \\ ¥
\\

)

— G

fa ’

—,

onde i, é a aplicagdo inclusdo. Assim, ¢ estende cada f, e, portanto, estende f, ja que

f(x) = fo(x) = p(iz(z)) = @(x), para todo x € X.

Corolario 1.7. Todo grupo abeliano G ¢é isomorfo a um quociente de um grupo abeliano

livre.
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Demonstracao: Seja F' a soma direta de |G| cépias de Z e denotemos por z, um gerador
da g-ésima copia de Z, onde ¢ € G. Logo, F = ®g€G<x9> e, portanto, F' é um grupo
abeliano livre com base X = {z,;¢9 € G}. Consideremos a bijecao f : X — G definida por
f(zy) = g. Assim, pelo Teorema 1.6, existe um homomorfismo ¢ : ' — G estendendo f.

Como f é sobrejetiva, temos que ¢ também o é. Portanto, G = F//Ker(y).
|

Teorema 1.8. Sejam F' = @,y (x) e G = D,y (y) grupos abelianos livres com bases

X eV, respectivamente. Entio, F = G se, e somente se, | X|=|Y].

Demonstracao: Suponhamos que F' = (G. Se p é um primo, entao nao é dificil vermos que
V =F/pF ={u+pF;uec F}

é um espaco vetorial sobre Z/pZ = {0,...,p — 1}. Mostremos que X = {z + pF;z € X}
é uma base de V. Seja v € V qualquer. Logo, v = u + pF, para algum u € F. Pela
Proposicao 1.5, existem inteiros m, com v = (3 .y myx) + pF. Como pF é um subgrupo

normal de F', segue que

v = Z(mxx—i-pF) = me(x—i-pF).

zeX zeX
Logo, X gera V. Falta mostrarmos que X é um conjunto linearmente independente. Assim,
suponhamos que ) .\ M, (z + pF) = pF, onde m, € Z/pZ, para cada x € X. Como m,, ¢
um representante da classe m,, entao ) mg(x+pF) = pF e, portanto, )y m,x € pF.
Logo, existem inteiros n, com ) m,x = > _y pn,x. Pela unicidade da Proposigao 1.5,
segue que m, = pn,, para todo x € X. Assim, temos que m, = pn, = 0, para todo x € X.
Logo, X ¢é linearmente independente e, portanto, X é uma base de V. Dali, segue que
dim F/pF = |X| = | X|. Analogamente, temos que dim G/pG = |Y|. Como, por hipétese,
F = G, entdo | X| =dim F/pF = dim G/pG = |Y]|.

Agora, a reciproca. Como |X| = [Y|, existe uma bijecdo f : X — Y C G, que
podemos considerar f : X — G. Como F' é abeliano livre com base X, existe um tnico
homomorfismo ¢ : F' — G estendendo f. Analogamente, existe um tinico homomorfismo
Y G — F estendendo f~!:Y — X. A composta ¥y : ' — F é um homomorfismo que
estende a funcao inclusio i : X — F, pois (¢Y)(z) = Y(p(x)) = ¥(f(x)) = f1(f(2)) = z,
para todo z € X. Mas, o homomorfismo identidade 1z também estende i. Logo, pela
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unicidade da extensao, temos que ¢ = 1p. Da mesma forma, concluimos que @i = 14 e,

portanto, ¢ : F' — G é um isomorfismo.
|

Definicao 1.9. O posto de um grupo abeliano livre F' é o nimero de elementos de uma
base de F'.

O Teorema 1.8 diz que dois grupos abelianos livres sao isomorfos se, e somente se, eles
tém o mesmo posto.

Logo, o posto de um grupo abeliano livre F' esta bem definido, isto ¢, nao depende da
escolha da base de F'.

Teorema 1.10 (Propriedade Projetiva). Seja §: B — C' um homomorfismo sobrejetor
de grupos abelianos. Se F é um grupo abeliano livre e o : F' — C' € um homomorfismo,

entdo existe um homomorfismo v : F' — B fazendo o diagrama abaizo comutar (8y = «).

B?C’HO

Demonstracao: Seja X uma base de F'. Para cada x € X, existe um elemento b, € B com
B(b;) = a(x), pois a(x) € C e [ é sobrejetiva.

Portanto, temos a fun¢ao f : X — B definida por f(z) = b,. Pelo Teorema 1.6, existe
um tnico homomorfismo v : F — B com ~y(z) = b,, para todo z € X. Assim, temos que
Bvy(x) = B(b,) = a(x), para todo = € X.

Corolario 1.11. Sejam G um grupo abeliano e H < G. Se G/H € abeliano livre, entdo
H € um somando direto de G, isto é, G =H® K, onde K <G e K~ G/H.

Demonstragao: Sejam F' = G/H e § : G — F a projegao candnica. Consideremos o

seguinte diagrama,

onde 1p é a aplicacao identidade. Como F' tem a propriedade projetiva, existe um
homomorfismo v : F' — G com vy = 1p. Isso implica que v é injetiva. Seja K = Im(7y).
Logo, temos que F/Ker(y) = K e, portanto, F = K.
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Agora, como H = Ker(f3), mostremos que G = H ® K.

(i) Ker(f) N K = {0}: Seja g € Ker(f) N K. Logo, 5(g) = 0 e existe z € F tal que

v(z) = g. Dal, segue que x = 1p(z) = B(vy(z)) = B(g) = 0. Portanto, g = v(0) = 0,
ja que v é um homomorfismo.

(ii) G = Ker(B) + K: Todo elemento de G pode ser escrito da forma

De (i) e (ii), segue que G = H @ K.
|

Teorema 1.12 ([9],Teorema 10.18). Todo subgrupo H de um grupo abeliano livre F

é abeliano livre.

1.1.3 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Daremos, agora, teoremas que caracterizam melhor os grupos abelianos finitamente

gerados.

Definicao 1.13. Seja G um grupo abeliano. O subgrupo de torcao de G ¢é
t(G)={g9 € G; ng=0, para algum inteiro n diferente de zero}.

Definicao 1.14. Um grupo abeliano G ¢é dito de torgao se t(G) = G; e livre de torgao
se t(G) = {0}.

Teorema 1.15. O grupo quociente G /t(G) € livre de tor¢ao e, portanto, todo grupo abeliano

G € uma extensao de um grupo de tor¢cao por um grupo livre de tor¢ao.

Demonstracao: Seja g + t(G) € G/t(G). Suponhamos que, para algum inteiro n # 0,
n(g + t(G)) = t(G). Entao, ng € t(G) e, portanto, existe um inteiro m # 0 tal que
m(ng) = 0. Como mn # 0, temos que g € t(G) e, assim, g + t(G) = t(G). Logo, G/t(G)

é livre de torgao, ja que a identidade é seu tnico elemento de ordem finita.
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Teorema 1.16. Todo grupo abeliano finito G € uma soma direta de grupos ciclicos finitos.

Demonstracao: Seja n o menor inteiro positivo tal que GG pode ser gerado por um conjunto
com n elementos. Dentre todos os conjuntos {zi,...,x,} de tamanho n que geram G,
escolhamos o que contém um elemento x; de menor ordem e seja k esta ordem.

Agora, facamos indugao sobre os geradores de GG. Se n = 1, entdo G = (1) e, portanto,
(x1) é finito. Suponhamos que o teorema seja vélido para os n — 1 geradores de G. Assim,
pela hipétese de indugao, um subgrupo H = (z3,...,x,) de G é uma soma direta de grupos
ciclicos finitos. Mostremos que G = (x;) @ H. Para isso, é suficiente mostrarmos que
(x1) N H = {0}, ja que (x1) + H = (x1,...,2,) = G.

Suponhamos, por absurdo, que (z1) N H # {0}. Seja z € (z1) N H com z # 0. Entao,
z=a1r1 =y ,a;x,ondeay,...,a, € Ze0 <a; <k. Agora, sejad = M.D.C{ay,...,a,}
e definamos g = —(ay/d)xz1 + >, ,(a;/d)z;. Primeiro, notemos o Lema 6.8 de [9], que diz
que: “Se G = (xy1,...,x,) € ai,...,a, sao inteiros co-primos, entdo existe um conjunto
gerador de G com n elementos ao qual > . | a;x; pertence”. Assim, como a1/d,...,a,/d
sao co-primos, existe um conjunto gerador de GG com n elementos ao qual g pertence. Logo,
g # 0, pois, caso contrario, terfamos um conjunto gerador de G com n — 1 elementos, o que
seria um absurdo pela minimalidade de n. Além disso, segue que a ordem de g é menor do
que k, pois dg =0 e d < a; < k. Logo, g pertence a um conjunto de tamanho n que gera G,
sendo sua ordem menor do que k. Isto é um absurdo pela minimalidade de k. Assim, temos

que (z1) N H = {0} e, portanto, G é uma soma direta de grupos ciclicos finitos.
|
Teorema 1.17. Todo grupo abeliano finitamente gerado livre de tor¢cao G € abeliano livre.

Demonstragao: Provemos por indugao sobre n, onde G = (x1,...,z,). Sen =1e G # {0},
entao G = 7Z por ser livre de torcao. Assim, GG é abeliano livre. Agora, suponhamos que o
teorema seja valido para todo grupo abeliano livre de tor¢ao com n — 1 geradores.
Definamos H = {g € G ; mg € (x,), para algum inteiro positivo m}. Afirmamos que
H é um subgrupo de G e que G/H é livre de torgao. Nao é dificil vermos o primeiro fato.
Ja o segundo, é mais detalhado. Seja x € G tal que k(x + H) = H, para algum inteiro
k # 0. Entao, kx € H, o que implica m(kz) € (x,), para algum inteiro positivo m. Assim,
x € H e, portanto, z + H = H. Logo, G/H é livre de tor¢ao, ja que a identidade é seu tinico

elemento de ordem finita.
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Como, Vz,m € Z (m > 0), zx, € G com m(zz,) = (mz)x, € (x,), entdo zz, € H.
Logo, G/H = (x1+ H,...,x,_ 1+ H) e, portanto, G/H é um grupo abeliano livre de torgao
com n — 1 geradores. Assim, pela hipotese de inducao, G/H é abeliano livre.

Pelo Corolério 1.11, temos que G = H@F, onde F' = G/H. Assim, é suficiente provarmos
que H é ciclico infinito, pois, caso seja, G vai satisfazer a Definicao 1.4. Notemos que H é
finitamente gerado, pois é um somando direto do grupo finitamente gerado G.

Se g € H—{0}, entao mg = kx,, para alguns inteiros m e k diferentes de zero. Definamos
¢ : H — Q por ¢(g9) = k/m. E facil checarmos que ¢ define um homomorfismo injetor.
Assim, H é isomorfo a um subgrupo finitamente gerado de Q. Seja H = (ay/by, ..., a:/by).
Se b = H§:1 b;, entao a aplicacao ¢ : H — Z, dada por ¢ (h) = bh, é um monomorfismo.

Logo, H é isomorfo a um subgrupo nao-trivial de Z e, portanto, é ciclico infinito.
|

Teorema 1.18. Todo grupo abeliano finitamente gerado G é uma soma direta de grupos
ciclicos finitos e infinitos. Além disso, o numero de somandos diretos de cada tipo depende

somente de G.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.17, temos que G/t(G) é abeliano livre. Assim, pelo
Corolario 1.11, temos que G = t(G) & F, onde F' = G/t(G). Como t(G) é abeliano
finitamente gerado e todos os seus elementos tém ordem finita, segue que t(G) é finito.
Logo, pelo Teorema 1.16, temos que ¢(G) é uma soma direta de grupos ciclicos finitos.
Como o numero de ciclicos finitos depende da ordem de #(G) e o nimero de ciclicos
infinitos depende do posto de G/t(G), segue que o nimero de somandos diretos de cada tipo

depende somente de G.
|

Quando G nao é finitamente gerado, o teorema acima pode ainda ser verdadeiro, como

podemos ver na proposicao abaixo.

Definicao 1.19. Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G tem expoente finito se
existir algum inteiro positivo n tal que nG = {0}, ou seja, n € um inteiro que anula todos

0s elementos de G.

Proposicao 1.20 ([9], Corolério 10.37). Se um grupo abeliano G tem expoente finito, entdo

G € uma soma direta de grupos ciclicos finitos.
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1.2 Grupos Livres

Definicao 1.21. Sejam F um grupo e X um subconjunto de F. Dizemos que F é um
grupo livre com base X se, para todo grupo G e para toda aplicacao f : X — G, existir
um unico homomorfismo ¢ : F — G estendendo f, ou seja, de maneira que o diagrama

abaixo comute (pi = f).

X%'ﬁ
//
7w
r 5

A definicao acima ¢ formal, abstrata e nao nos permite garantir a existéncia nem mesmo
conhecer a estrutura de um grupo livre. Por isso, faremos uma construcao explicita de um
grupo livre com base X, caracterizando-o a partir de seus elementos e de sua apresentacgao.

Mas, antes, precisamos garantir a existéncia de grupos livres. Faremos isto, provando
que, dado um conjunto X, existe um grupo livre F' cuja base é X.

Sejam X um conjunto e X ~! um conjunto disjunto de X, para os quais existe uma bijecao

X — X!, definida por x —— z~!. Chamemos os elementos de X de simbolos.

Definigao 1.22.  a) Uma palavra sobre X € uma expressio da forma w = x7'x5? ... x&»

Lxer,
onde todos os x; € X, todos os e; = £1 en € N. A palavra que ndo contém nenhum

simbolo ¢ dita a palavra vazia e é denotada por 1;

b) Duas palavras w = 522 ...z e u = yMyP .. y¥ sobre X sdo ditas iguais se

r; =1y; ee; =d;, para todoi=1,...,n;

€n

en € definido como sendo n e o comprimento

; — €1 .62
c) O comprimento da palavra w = x7'x5* ... x

da palavra vazia € definido como sendo zero;

d) Se w = a'x?...x¢» € uma palavra sobre X, entao sua inversa € a palavra

—1 —eén

w =gz Sy,

Notemos que, se 0o comprimento de uma palavra w ¢é n, entdo sua inversa w~! também

tem comprimento n.

Definicao 1.23. Uma palavra w sobre X € dita reduzida se w ou € a palavra vazia ou é

1 1

uma palavra que nao contém nenhum par de simbolos consecutivos da forma xx™ ou x™ x.
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Exemplo 1.24. Seja X = {x1,79,23}. A palavra u = x37,2; 'z, é reduzida sobre X,

enquanto a palavra v = Tax375 121 néo é reduzida sobre X.

A inversa de uma palavra reduzida é também reduzida.

€n

‘o ou € a palavra vazia ou €

Definigao 1.25. Uma subpalavra da palavra w = x7'25* ... x
uma palavra da forma v =z .. .:L‘;j, onde 1 <i<j<n.

dm

Ym

Podemos definir uma multiplicacao de palavras: se w = z7'25* ... 25" e u = yflyg2 .
entdo wu = x5 ... xryflyd> . ydm. Agora, esta multiplicacdo nao define um produto no
conjunto de todas as palavras reduzidas sobre X, pois o produto wu nao é necessariamente
uma palavra reduzida sobre X. Mas, podemos definir uma nova multiplicacao de palavras
reduzidas w e u como sendo a palavra reduzida obtida de wu apds todos os possiveis cance-
lamentos. Mais precisamente, se existe uma subpalavra (possivelmente vazia) v de w, com

1

w = w'v, tal que v~! é uma subpalavra de u, com u = v~'u/, de tal maneira que w'u’ é

reduzida, entao definimos o produto wu como sendo

wu = w''.

Esta multiplicagao é chamada de justaposigao.
Exemplo 1.26. Se w = 1:21’3:513351 eu= xgxflexgxng, entao
_ -1 -1 _
wu = (Tox371T5 ) (ToX] ToXsTaTs) =
_ -1 -1 _
= Tox3(x1 (25 X2)T] ) ToX3X3Ty = ToX3Tol3T3Ts.

Agora, estamos prontos para provar que, dado um conjunto X, existe um grupo livre cuja
base ¢ X. Para isto, vamos utilizar o truque de Van der Waerden, que consiste em mostrar
que o conjunto F' de todas as palavras reduzidas sobre X pode ser imerso, via isomorfismo,
no grupo das permutacoes de F'. E, assim, provaremos que F é um grupo com a operacao

de justaposicao.
Teorema 1.27. Dado um conjunto X, existe um grupo livre F' cuja base é X.

Demonstracao: Seja F' o conjunto de todas as palavras reduzidas sobre X. Para cada
r € X, consideremos as fungoes || : F — F e |x7!| : F — F, definidas como segue:

para e = +1,

xsr, ose xf=x; |

e’n)_ o .. n

€ €1 .62 e e —e1
xlaltry’ . xlr, se x # xy

. n

|| (a7t x? ... x
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Como, para cada x € X, as compostas |z| o |[z7!] e |[#7!] o || sao ambas iguais & funcio
identidade 1z : F — F, temos que |z| é uma permutagao de F' cuja permutagao inversa é
|z71|. Sejam Sg o grupo das permutacoes de I e F o subgrupo de Sp gerado pelo conjunto
X = {|z] : x € X}. Observemos que existe uma bijecdo ¢ : X — X, dada por |z| — .

Afirmamos que F é um grupo livre com base X.

Se g € F — {1z}, entdo temos que g possui uma fatoracio

g = ey ofag? o oay], (1.1)

, |z, | nunca sdo adjacentes, pois, do contrério, poderiamos canceld-los.

onde ¢; = 1 e |z}'], |,

Uma tal fatoragao de g é unica, pois g(1) = z{'z5? ... x5 e ji observamos que a ortografia

n
de uma palavra (reduzida) é unica.
Usemos a definicio de grupos livres dada anteriormente para provarmos que F é um
grupo livre com base X. Assim, sejam G um grupo e f : X — G é um funcdo qualquer.

J& que a fatoracao (1.1) é tnica, a funcao ¢ : F — G, dada por

p(lzt o fz5’| o olagr]) = fllaa ) f(l2) . f(lan])™,

estd bem definida e estende f. Como X gera F', basta mostrarmos que ¢ é um homomorfismo,
pois, para provarmos que ¢ € unico, basta observarmos que dois homomorfismos coincidindo
sobre um mesmo conjunto gerador devem ser iguais.

Sejam w e u palavras reduzidas sobre X. E claro que p(wou) = ¢(w)p(u), sempre que a
palavra w o u for reduzida sobre X. Se a palavra wou nao for reduzida sobre X, escrevamos

1

w=woveu=v""'ou, como na definicao de justaposicao, e teremos

p(u') = p(w ov)p(v™

Entdo, de fato, ¢ é um homomorfismo. Até agora, mostramos que F é um grupo livre

com base X. Finalizando, consideremos a aplicacdo € : F — F, definida por

@ o lagl o .o asr] — afag . alr,

Como £ é uma bijecio com £(X) = £(X) = X, podemos considerar F como um grupo

isomorfo a F' e, portanto, F' é um grupo livre com base X.
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Corolario 1.28. Todo grupo G € isomorfo a um quociente de um grupo livre.

Demonstracao: Seja G um grupo qualquer e consideremos o conjunto X = {z,;¢9 € G}.
Assim, a aplicacdo f : X — G, dada por f(z,) = g, é uma bijecao. Pelo Teorema 1.27, existe
um grupo livre F' cuja base é X. Logo, existe um homomorfismo ¢ : F' — G estendendo f.

Como f é sobrejetiva, temos que ¢ também o é. Portanto, G = F//Ker(p).

Proposicao 1.29. Se F' é um grupo livre com base X, entao F ¢ gerado por X.

Demonstracao: Seja H = (X) = N{K < F;K D X} e denotemos por § : X — H a
inclusdo, sendo 6" : F — H sua correspondente extensio. Denotando por i : H — F a

inclusao, vemos no diagrama abaixo

F
N
, N
mec N
&
X

que 6" estende 0 = inc. Mas, a aplicacio identidade 1 também estende i = inc. Assim,
pela unicidade da extensdo, temos que i@ = 1p. Logo, F =Im 1p =Im i =Im § C H.

Como, por definicao, H C F', segue que H = F' e, portanto, F' é gerado por X.

Agora, podemos definir o que é uma apresentagao de um grupo.

Definigao 1.30. Sejam X wum conjunto e A uma familia de palavras sobre X. Um grupo
G tem geradores X e relagoes A se G = F/R, onde F' € o grupo livre com base X e R €
o subgrupo normal de F gerado por A (também conhecido como fecho normal de A em F ).

O par ordenado (X|A) é chamado uma apresentacao de G.

Exemplo 1.31. O grupo ciclico de ordem 4, C; = {1,z,2? 23}, pode ser visto como o
quociente entre o grupo livre sobre um gerador (x) e o subgrupo normal gerado por x?.

Logo, Cy & (z)/(z?) e, portanto, uma apresentacao de Cy é (x|z?).

Assim, as relagoes de um grupo G sao as palavras obtidas a partir dos geradores de G

que determinam, nao trivialmente, a identidade de G. As relacoes da forma zz~! ou 271z

sao ditas relagoes triviais.
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Exemplo 1.32. Um grupo livre é um grupo que tem uma apresentacao da forma (X |@),

ou seja, ele nao possui relagoes (nao triviais).
Duas consequéncias imediatas sao:
(i) Um grupo livre é livre de torc¢ao, ou seja, ele ndo possui elementos de ordem finita;

(ii) Os geradores de um grupo livre ndo comutam. Logo, se F' é um grupo livre com base

X, entao o centro Z(F) de F' é nao trivial se, e somente se, | X| = 1.

J& provamos que grupos livres existem. No préximo teorema, vamos provar que eles sao
Unicos, ou seja, vamos fornecer uma condi¢ao necessaria e suficiente para decidirmos quando

é que dois grupos livres sao isomorfos. Mas, antes, notemos a seguinte observacao:

Observagao 1.33. Sejam F e G grupos quaisquer, X C F, Hom(F,G) o conjunto dos
homomorfismos de F em G, Map(X,G) o conjunto das aplica¢oes de X em G e

p:Hom(F,G) — Map(X,Q)
F2G) — (XSFLaG)

a fungao restricao. Entao, temos que:

p é sobrejetiva <= V8 € Map(X,G), 30 € Hom(F,G) ; 0|x =00i=0;
p é injetiva <= 0 € Hom(F,G), se existir, ¢ inico.

Assim, F' € um grupo livre com base X se, e somente se, p € uma bijecdo para qualquer
grupo G.

Teorema 1.34. Sejam Fy e Fy grupos livres com bases X; e Xy, respectivamente. FEntao,

F) 2 I, se, e somente se, | X1| = | Xa|.
Demonstracgao: Primeiro, suponhamos que F} = F,. Consideremos as fungoes

p1: Hom(F,Cy) — Map(X;,Cy) e
(Fl i) CQ) > (Xl ‘Z—1> Fl i) C2>

p2 : Hom(Fy, Cy) — Map(Xa, Cy)

Y
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onde Cy é o grupo ciclico de ordem 2. Como Fj é livre em X; e F; € livre em X», entao,
pela Observagao 1.33; p; e py sdo bijegdes. Como F; = Fy, temos que |Hom(Fy, Cs)| =
|Hom/(Fy, C9)| e, portanto, |Map(Xy,Cy)| = |Map(Xs, Cy)|. Mas, |Map(B,C)| = ¢, para
quaisquer conjuntos B e C de cardinalidades b e ¢, respectivamente. Assim, 21Xt = 212l ¢,
portanto, | X;| = | Xs|.

Agora, suponhamos que |X;| = |Xs|, sendo k : X; — X, uma bijecao entre X; e Xo.

Sejam « e [ as extensoes dadas pelos seguintes diagramas:

X2 ?)chT:Fl
Agora, para todo x; € X7, temos que
(Boa)(xr) = Bla(rr)) = B(k(z1)) = k™' (k(x1)) = 21 = i1(21).

Portanto, B oa : Fy — Fj estende 7; : X7 — F;. Mas, a aplicagao identidade 1p,
também estende i; : X7 — Fj. Assim, pela unicidade da extensao, segue que foa = 1p.

Analogamente, segue que oo 3 = 1p,. Logo, o é um isomorfismo e, portanto, F; = F;.

O Teorema 1.34, que acabamos de demonstrar, nos permite dar a seguinte definicao:
Definicao 1.35. O posto de um grupo livre F' € o numero de elementos de uma base de F.

Logo, o Teorema 1.34 estabelece que o posto de um grupo livre F' estd bem definido,
isto é, nao depende da escolha da base de F.
Mais adiante, através do teorema de Nielsen-Schreier, provaremos que todo subgrupo

de um grupo livre é também livre.
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1.3 Produto Livre

Definiremos, nesta secao, o conceito de produto livre de grupos como sendo uma solugao
para que um certo diagrama comute, assim como definimos no caso de grupos livres. Veremos
que um grupo livre é o produto livre de grupos ciclicos infinitos e, por isso, consideraremos
o conceito de produto livre como uma generalizacao do conceito de grupo livre. Uma vez
estabelecidas a existéncia e a unicidade de produtos livres, daremos uma descricao concreta

destes grupos em termos de seus elementos e de suas apresentacoes.

Definigao 1.36. Seja {A;;i € 1} uma familia de grupos, onde I € um conjunto qualquer
de indices. Um produto livre dos A; € um grupo P e uma familia de homomorfismos
Ji Ay — P tais que, para todo grupo G e para toda familia de homomorfismos
fi - A; — G, emiste um unico homomorfismo ¢ : P — G de maneira que o diagrama

abaizo comute para todo i € I (vj; = fi).

1
Ji

Q
Az T> G

P
%

Lema 1.37. Se P € um produto livre de { A;;i € I}, entdo os homomorfismos j; sao injetivos.

Demonstracao: Para um indice ¢ € I fixado, consideremos o diagrama em que G = A;,

fi € o homomorfismo identidade e, para k # i, as aplicacoes fi : Ay — A; sdo triviais.

P
T\\H!g}

Ji
Q
Az Az
1a,

Assim, temos que ¢j; = 14, e, portanto, o homomorfismo j; é injetor.

Por causa deste lema, as aplicagoes j; : A; — P sao chamadas de imersoes.

Proposicao 1.38. Assumamos que os conjuntos {X;;i € 1} sejam dois a dois disjuntos.

Se F; € o grupo livre com base X;, entao F = x;c;F; € o grupo livre com base Uz‘e] X;.
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Demonstragao: Provemos que, dados um grupo G' e uma funcao f : |J,.; Xi — G, existe

um tnico homomorfismo ¢ : F' — G estendendo f, ou seja, ¢|y,.,x; = f. Para isso,
consideremos fungoes f; : X; — G, definidas por f; = f|x,. Como F; é o grupo livre com
base X;, existe um unico homomorfismo ¢; : F; — G satisfazendo ¢;|x, = f;. Entao, o

homomorfismo ¢ : FF — G, definido por ¢|r, = ¢;, estd unicamente determinado pelos ja

tnicos homomorfismos ;. Logo, ¢|u,.,x, = [ e, assim, F é o grupo livre com base | J,.; Xi.

Exemplo 1.39. Um grupo livre F' é um produto livre de grupos ciclicos infinitos. De fato,
se X é uma base para o grupo livre F', entao (x) é um grupo ciclico infinito, para cada = € X.
Definamos j, : (x) <— F como sendo o homomorfismo inclusdo. Se G é um grupo qualquer,
entdo uma fungao f : X — G determina uma familia de homomorfismos f, : () — G, a
saber, z™ — f(z)". Agora, pela definigdo de grupo livre, existe um tnico homomorfismo
¢ : F' — G estendendo a funcao f. Entao, é claro que ¢ estende cada homomorfismo f,,

ja que @j, = fz, para todo z € X. Logo, F' é um produto livre de {(z);z € X}.

Agora, demonstremos que um produto livre de uma familia qualquer de grupos é, a menos

de isomorfismo, tnico.

Teorema 1.40. Seja {A;;i € I} uma familia de grupos. Se P e Q sdo, cada um deles,

um produto livre dos A;, entao P = ().

Demonstragao: Sejam j; : A; — P e k; : A; — @ as imersoes. Como P é um produto
livre dos A;, existe um homomorfismo ¢ : P — @) satisfazendo ¢j; = k;, para todo i € I.

Analogamente, existe um homomorfismo ¢ : Q — P com ¢ k; = j;, para todo ¢ € I.

P

gl
A; T Q@
Assim, vemos que
Ji = ¥ki = Y(edi) = (V)i
e também que

ki = pji = (ki) = (p)k;.

Logo, por unicidade, ¢ = 1p e pp = 1¢ e, portanto, ¢ : P — ) é um isomorfismo. W
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Pelo Teorema 1.40, podemos nos referir ao produto livre P de {A;;i € I}. Vamos
denotéa-lo por
P = *iEIAi-

Se existir um nimero finito de grupos A;, entao denotaremos o produto livre por

P=A ... xA,.

Agora, tratemos da existéncia de produtos livres.
Teorema 1.41. Dada uma familia {A;;i € 1} de grupos, o produto livre P = ;e A; existe.

Demonstracgao: A prova é similar a prova da existéncia de grupos livres.

Seja {A;;i € I} uma familia de grupos. Suponhamos que os conjuntos A* = A; — {1}
sejam dois a dois disjuntos. Chamemos (J,; A?é U {1} o alfabeto, chamemos seus elementos
de letras, que formam palavras w = ajas . .. a,, onde cada a; estd em algum A;. Uma palavra
w € reduzida se ou w = 1 ou w = ajaz...a,, onde cada letra a; € Aff; e letras adjacentes
estao em distintos A%

Seja P o conjunto de todas as palavras reduzidas sobre J Af& U {1} e consideremos a

el
operacao de justaposicao sobre os elementos de P da seguinte maneira: assumamos que as
palavras w = ay ...a, e v =0y ...b,, sejam reduzidas. Se a,, e b; pertencem a distintos A?E,
definimos

WY =aq ...a,b1 ... by,

pois o lado direito da equagao acima é uma palavra reduzida. Se a,, e b; pertencem ao mesmo
A;# com a,b; # 1, definimos

WY =aq ...a,01...bpy,

pois, de novo, esta é uma palavra reduzida. Se a,, e b; pertencem ao mesmo AZ# com apb =1,
entdo cancelamos o fator a,b; e repetimos o processo para as palavras w’ = ay...a,_1 €
v/ =by...b,. Como o comprimento de uma palavra reduzida é finito, temos que o processo
termina com uma palavra reduzida, que serd justamente o resultado da multiplicagao wov.
Claramente, 1 é a identidade de P e a inversa de uma palavra reduzida é também reduzida.
Para verificacao da associatividade, basta usarmos o truque de Van der Waerden como foi

feito antes para grupos livres e, desta forma, estd provado o teorema.
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Teorema 1.42 (Forma normal). Se g € *;c1A; e g # 1, entao g tem uma fatoragao inica
g =ai1Qsy...an,
onde os fatores adjacentes estao em diferentes A;#.

Demonstracao: Na construgao do produto livre feita acima, definimos seus elementos como

palavras reduzidas que, naturalmente, ja tém a forma supracitada.

Assim, ja temos uma descri¢ao completa dos elementos do produto livre ;-7 A; dos grupos

A;. Fornecemos, agora, uma descricao do produto livre a partir de uma apresentacao.

Teorema 1.43. Seja {A;;i € I} uma familia qualquer de grupos cujas apresentagéoes sao,
respectivamente, (X; | A;), onde os conjuntos X; sao dois a dois disjuntos. Entdo, uma
apresentagdo de xierA; € (U;e; Xi | Uer Ai)-

Demonstracao: Pela Proposicao 1.38, se F; é o grupo livre com base X;, entao
F' = xierF; é o grupo livre com base | J;.; X;. Logo, basta mostrarmos que *je;A4; = F/R,
onde R é o subgrupo normal de F' gerado por (J,.; A;. Pelo Corolario 1.28, temos que
A; = F;/R;, onde R; é o subgrupo normal de F; gerado pelas relagdes A;. Logo, existem
epimorfismos ¢; : F; — A; com Ker(¢;) = R;. Portanto, pela definicdo de produto livre
aplicada a F', deve existir um homomorfismo (sobrejetivo) ¢ : F' — *;c;A; estendendo

todos F; 0 Ai"— > *ierAi cujo nicleo é o subgrupo normal de F' gerado por Uier A
|

Ja sabemos que todo grupo livre é um produto livre de grupos ciclicos infinitos. Agora,

vejamos um exemplo interessante que mostra que nem todo produto livre é um grupo livre.

Exemplo 1.44. Sejam D, o grupo diedral infinito e C5 o grupo ciclico de ordem 2. Pelo

Teorema 1.43, o produto livre Cy x Cy & (x| 2%) * (y | y*) = (z,y | 2%, 9*) = D4 nao é livre.

1.4 Transformacoes de Tietze

Nesta secao, apresentaremos um método formal para passarmos de uma apresentagao
de um grupo para outra apresentacao deste mesmo grupo: as transformacgoes de Tietze.

Mas, antes, notemos algumas definigoes.



Capitulo 1 e Preliminares 22

Definigao 1.45. Sejam G um grupo qualquer e o : {a,b,c,---} — G uma aplicagdo, com
ala) = g, a(b) = h, a(c) =k, ---. Entao, dizemos que (sob «) a define g, b define h,
c define k, ---, a=' define g7t, b= define h™1, ¢! define k=1, ---.

€1 .62

Além disso, se w = x{'xs? - x5 € uma palavra sobre o conjunto {a,b,c,---}, entdo

w define (sob a) o elemento de G dado por ¢{'gs®--- g, onde cada simbolo x; define o

elemento g; de G.

A palavra vazia 1 define o elemento neutro 1 de . Se as palavras u e v definem,

respectivamente, os elementos p e ¢ de G, entdao u~! define p~! e uv define pq.

Definicao 1.46. Se todo elemento de G pode ser definido (sob a) por alguma palavra sobre
o congunto {a,b,c,---}, entdo dizemos que (sob a) a, b, ¢, --- sao simbolos geradores

para G enquanto que g, h, k, --- sao os elementos geradores de (.

Sabemos que uma relacao de GG é uma palavra que define o elemento neutro de G. Em

1

qualquer grupo, a palavra vazia e as palavras xz~!, 27!z sempre sao relacoes, chamadas

relagoes triviais.

Definigao 1.47. Sejam r e s palavras sobre um conjunto X qualquer. Entao, dizemos que a

1

equacaor = s € uma relagao de G se a palavra rs— é uma relagao de G ou, equivalentemente,

ser e s definem o mesmo elemento de G.

Definicao 1.48. Sejam p,q,r,--- relacoes quaisquer do grupo G. Dizemos que uma palavra
w € gerada a partir de p,q,r,--- quando as sequintes operacoes, aplicadas um niumero finito

de vezes, transformam w na palavra vazia:

1 1 -1

(i) Insercao de uma das relagoes p,p~*,q,q ", r,r=' -+ ou de uma relagao trivial entre

quaisquer dois simbolos consecutivos de w, ou antes de w, ou depois de w;

1

ii) Exclusao de uma das relagoes p,p~t,q, ¢ ,r,77 L, - ou de uma relacdo trivial quando
p,p 4,9 q

esta formar um bloco de simbolos consecutivos em w.

Dizemos que a equacao w = v € gerada a partir das relagoes p1 = P2, q1 = Q2,71 = T9,- - S€,

e somente se, a palavra wv™' é gerada a partir das relagcées pipy ', qugs *,riry L, - -

E ébvio que se a palavra w é gerada a partir das relacoes p,q,r,---, entao w é também
uma relagao. De fato, como as operagoes (i) e (ii) aplicadas a palavra w nao mudam o
elemento do grupo definido pela mesma e a palavra vazia ¢é alcancada, temos que w define o

elemento neutro de G e, portanto, é uma relacao de G.
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Definicao 1.49. Se toda relagdao de G € gerada a partir das relagoes p,q,r, - - -, entdo dizemos
que {p,q,r,---} € um conjunto de relagoes definidoras ou um conjunto completo de

relacoes para o grupo G.

Um grupo G pode ter varias apresentacoes. De fato, dados um conjunto de elementos
geradores de GG e seus correspondentes simbolos geradores para GG, existem muitas possiveis
relacoes definidoras para G.

Por exemplo, seja S3 o grupo das permutagoes de {1,2,3}. O 3-ciclo (123) e o 2-ciclo (12)
formam um conjunto de elementos geradores de S3. Sob a aplicagao a — (123), b — (12),
Ss tem a apresentacao

{a,b|a® b* ab = ba®). (1.2)

S3 também pode ser apresentado sob a mesma aplicacao por
{a,b|a® b* ab=ba™?). (1.3)

De fato, como as relagoes em (1.2) sdo geradas a partir das relagoes de (1.3) e vice-versa,
(1.2) e (1.3) definem a mesma “equivalence class group”. E menos ¢bvio que S5 pode ser

apresentado sob a mesma aplicagdo por
{a,b | ab*a?, a*(b*a®)*a, b*a*ba). (1.4)

O leitor pode verificar que as relagoes em (1.4) sdo geradas a partir das de (1.2) e
vice-versa.
Denotemos por w(a, b, ¢, - -+ ) uma palavra w sobre o conjunto {a,b,c,---}.

Em geral, se G tem duas apresentacoes sob a mesma aplicacao,
(ay,ag, - | ri(ay, ag, -+ ),m2(ar, az, -+ ), > (1.5)
e

<a1,a2, Tt | 81(a1,a27 : ")782(61#27 T ), T >; (1-6)

entao cada uma das relagoes de (1.6) é gerada a partir das relagoes de (1.5) e vice-versa.
Além disso, outras apresentacoes para G podem ser obtidas usando outros conjutos de
relacoes definidoras para G.
Por exemplo, o grupo S5 das permutagoes de {1, 2,3} é gerado pelos 2-ciclos (13) e (23).

Sob a aplica¢ao ¢ — (13), d — (23), S3 tem a apresentagao

(e,d | d? (cd)®). (1.7)
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Existe algum método para mudar da apresentagao (1.2) para (1.7)7 Em 1908, H. Tietze

mostrou em [12] que dada uma apresentagao

<a’7b7ca"'|p7Q7T7"'> (]‘8)

de um grupo G, qualquer outra apresentagao de G pode ser obtida a partir de (1.8) por uma

aplicagao repetida das seguintes transformacoes:

(T'1) Se as palavras s,t,--- sdo geradas a partir de p,q,r,---, entdo adicione s,t,--- as

relagoes em (1.8);

(T2) Se algumas das relagoes, digamos s,t,---, listadas entre as relacgoes p,q,r, -+ s@o
geradas a partir das demais, entdo apague s,t,--- das relagdes em (1.8);

(T'3) Se u,v,--- sao palavras quaisquer nos simbolos a, b, ¢, - -, entdo adicione os simbolos
x,y, -+ aos simbolos geradores em (1.8) e adicione as relagbes = = w,y = v,--+ as

relagoes em (1.8);

(T4) Se algumas relagoes em (1.8) sdo da forma z = w,y = v,---, onde x,y, - - - sao geradores
em (1.8) e u, v, -+ sado palavras em outros geradores diferentes de x, y, - - - , entao apague
x,y, -+ dos geradores, apague x = u,y = v,--- das relagoes e substitua z,y,--- por
u,v,--- (respectivamente) nas relagoes restantes em (1.8).

Definigao 1.50. As transformacoes (T'1), (T2), (T3) e (T4) sao chamadas transformagoes
de Tietze.

Definicao 1.51. Uma transformacao de Tietze € dita elementar quando ela envolve a
msercao ou exclusao de uma relagao definidora ou quando ela envolve a inser¢ao ou exclusao

de um gerador e a correspondente relacao definidora.

As transformacoes de Tietze nao mudam o grupo definido por uma apresentacao.

Suponhamos que (1.8) apresenta G sob a funcao
ar— g, b—h, c—k, ---. (1.9)

Entao, aplicando (7'1) ou (72) em (1.8), geramos uma apresentagao para GG sob a mesma
funcao (1.9).
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Aplicando (73) em (1.8), geramos uma apresentacao para G sob a fungao (1.9)
suplementada por
l’f—>U(g,h,k,"'),y'—>U(g,h,k/‘7"'),"‘. (110)

De fato, se n(a,b,c,--- ,x,y,---) é uma relagdo em G sob a fungdo determinada por (1.9)
e (1.10), entao usando as relagoes © = u,y = v,---, a palavra n pode ser transformada em
uma palavra que esteja somente nos simbolos a, b, c,-- -, a qual ¢ uma relacao sob a funcao
(1.9) e, portanto, pode ser gerada a partir de p,q,r,---. Assim, {p,q,r,x =u,y =v,---} é
um conjunto completo de relagoes para G sob (1.9) e (1.10).

Aplicando (74) em (1.8), geramos uma apresentacao para G sob a restri¢ao de (1.9) aos
geradores de (1.8) restantes na nova apresentacao. De fato, usando (7'3) para inserirmos
os geradores excluidos e suas correspondentes relagoes definidoras, nés voltamos para (1.8)
(depois de substituir u, v, -+ por z,y, - - - onde quer que seja necessario usando (7'1) e (72)).
Como (7'3) nao muda o grupo definido por uma apresentagao, entao (7'4) também nao muda.

Como um exemplo do uso das transformacoes de Tietze, mostremos que o grupo
{a,b,c| (ab)*ab?)

¢ um grupo livre de posto 2. Para fazermos isto, introduzamos as novas relacoes ab e ab?

por (T'3) e obtenhamos
{a,b,c,x,y | (ab)?ab®, x = ab,y = ab®).
Depois, apliquemos (7'1) para obtermos
{a,b,c,z,y | (ab)*ab? 2%y, x = ab,y = ab®)
e, entdo, (7'2) para obtermos
{a,b,c, 2,y | 2%y, x = ab,y = ab®).
Agora, resolvamos para a e b e usemos (7'1) para obtermos
{a,b,c, 2,y | 2%y, 2 = ab,y = ab*, b = v 'y,a = zy 'z).
Aplicando (7'4) para eliminarmos a e b, obtemos

(c,z,y | 2y, = (wy o) (z7'y), y = (xy ') (x'y)?),
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que por (T2) é
(c,z,y ] 2°y).
Esta apresentagao pode ser transformada por (7'1) e por (72) em
(c,zyly=a7%)
e, portanto, aplicando (7'4) novamente, obtemos a apresentacao
CEAR
ou seja, um grupo livre de posto 2.

Teorema 1.52. Dadas duas apresentacoes para um grupo G,

G = {a1,a9, - | m(a,),ra(a,), ) (1.11)
G = <b17b27 T | Sl(b#)v‘S?(bu)? o '>’ (1'12)

entdo (1.12) pode ser obtida a partir de (1.11) por uma aplicag¢ao repetida das transformagoes

de Tietze (T'1), (T2), (T3) e (T4).
Demonstragao: Seja (1.11) uma apresentagao de G sob a aplicagao

ay r—— g1,02 /> g2, - (1.13)
e seja (1.12) uma apresentagao de G sob a aplicagao

by — hy,by — ho, -+ . (1.14)

Primeiro, devemos, através das transformagoes de Tietze, transformar (1.11) de modo
que os simbolos by, by, - -+ de (1.12) aparegam como simbolos geradores. Para este propésito,
desejamos expressar hi, hs,--- em termos dos g¢i,¢s,---. Como ¢y, ¢, - formam um

conjunto de elementos geradores de GG, entao

hy = 01(91,92,- -+ ) ha = Ba(g1, 92, ++), - - (1.15)

Assim, por (73), adicionemos os novos simbolos by, by, - -+ aos simbolos geradores em

(1.11) e adicionemos as correspondentes relacoes

by = 51(a1,a2, T )752 = 52(%,@27 to )7 T (1-16)
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obtendo a apresentacao
<a1, ag, -+ by, by, | Tl(au)77’2(%)a b= 51(%): by = 52(%)7 T > (1-17)
Além disso, G é apresentado por (1.17) sob a aplicacao
ap+— g1,ag — ga, ;b1 —— hy,by — ha, -+ (1.18)

determinada por (1.13) e (1.14).
Agora, desejamos trazer as relagoes de (1.12) para (1.17). Para este propésito, notemos
que
s1(b1,ba, - -+ ), 82(b1,boy -+ ), - - (1.19)
sao relagoes sob (1.18), ja que sao relagoes sob (1.14). Entao, (1.19) pode ser unida as

relagoes definidoras em (1.17) por (7'1), obtendo a apresentacao

<a,1,a2,"’ ab17b27' o | Tl(ay)aTQ(aV)y' te 7b1 = 61(@1,)762 = BZ(ay)a e 781(b,u)a32(bu)7' ">a

(1.20)
a qual apresenta G sob (1.18).

Agora, desejamos expressar aq, as, - - - em termos dos by, bs, - - - de modo que nds possamos
deletar aj,as, -+ de (1.20). Para este propdsito, expressemos gi, g2, -+ como palavras em
hi,hg,---. Como hq, ho,--- formam um conjunto de elementos geradores de G, entao

g1 = 041(h1,h2,"'),g2 = 062<h1,h27“')7"' .
Logo, sob a aplicagao (1.18),
ay = ay(by, by, -+ ), a2 = (b, ba, -+ ), - - (1.21)

sao relagoes em G e, portanto, sdo geradas a partir das relagoes em (1.20). Entao, por (7'1),

podemos unir as relagoes (1.21) as relagoes em (1.20), obtendo a apresentacao

<a1aa2a"' 7b1ab27"' | Tl(a,/>,7"2(ay),"‘ 7b1 :Bl<ay)ab2:ﬁ2(au)a'” ) (1 22)
Sl(bu)a 32(bu)a e, = al(bu)v az = a2(bu)v )
Em vez de deletarmos ay,as,--- como planejado, observemos que (1.22) é simétrica.

Logo, podemos obter (1.22) a partir de (1.12) através das transformagoes de Tietze. Como a
inversa de uma transformacao de Tietze é uma sequéncia de transformacoes de Tietze, segue
que (1.12) pode ser obtida a partir de (1.22) através de uma sequéncia de transformacoes
de Tietze. Entao, (1.12) pode ser obtida a partir de (1.11) por uma aplicagao repetida das

transformacoes de Tietze.
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1.5 Processo de Reescrita de Reidemeister-Schreier

Nesta secao, iremos apresentar o teorema de Nielsen-Schreier, que afirma que todo
subgrupo de um grupo livre é também livre, e o processo de reescrita de Reidemeister-
Schreier, que é um método que fornece uma apresentacao de um subgrupo quando uma
apresentacao do grupo é conhecida. Mas, antes, fixemos a notacao que sera usada e provemos
alguns resultados necessarios.

Sejam F' um grupo livre com base X e W um subgrupo arbitrério de F. As classes
laterais a direita de W em F serao rotuladas por meio de um conjunto de indices I contendo
o simbolo 1,

(Wi e I,

com a convencao de que Wy = W.

Escolhamos um transversal a direita para W em F', no qual o representante da classe W;
seja escrito por

W,

com a convencao de que W = 1.

Se u € F, entdo os elementos Wju e Wju pertencem & mesma classe lateral & direita Wiu,
ou seja,

WoulWu ' € W.

A idéia por tras da demonstracao do teorema de Nielsen-Schreier é encontrar um
transversal a direita T para W em F tal que os elementos nao-triviais WixW_i:fl
constituam um conjunto de geradores livres de W, onde x € X e i € I.

Com este objetivo em mente, para cada ¢ € I e x € X, associemos um simbolo ¥,

denotando por

~

F

o grupo livre sobre o conjunto de todos os y;,. Pela definicao de grupo livre, a aplicacao
R — . f . . ’
Yiz — WixW,x ~ determina um homomorfismo 7 : F' — W. O primeiro passo é mostrar

que 7 é sobrejetiva.

Definicao 1.53. Para cada v € F e i € I, associemos um elemento u'Vi € ]3, referindo-se

a aplicacao v — vV como uma “coset map”.
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Definicao 1.54. Definamos
1Wi = 1, .CL’Wi = Yiz € (.ﬁCil)Wi = (.’L’Wix_1>71,

se x € X. Geralmente, se u = vy na forma reduzida com y € X U X~ entdo definamos

ui por inducdo sobre o comprimento de w por meio da equacdo

uWi = WigWiv,

E importante sabermos como uma “coset map” afeta produtos e inversos. Por isso,

notemos a seguinte proposicao:
Proposicao 1.55. Se u,v € F, entio (uv)"i = uVioWVit ¢ (u=1)Wi = (V)1

Demonstracgao: Primeiro, consideremos a féormula do produto. Ela certamente é valida

se v = 1. Suponhamos , entdo, que v € X U X~ !. Se o tltimo sfmbolo de u nao é v71!,

1

entao a formula é verdadeira por definicao. Caso contrario, segue que u = u;v~ " na forma

reduzida, com wv = wu;. Logo, (uwv)"i = w;"i. Mas, por definigao, temos que
1L — (ulv—l)Wi — UIWi(U—l)Wiul — ulWi(UWiuw*)—l — ulwi(vwi“)_l. Assim,
w Vi = uVio"i como queriamos.

Agora, assumamos que o comprimento de v (como uma palavra reduzida sobre X)
exceda 1. Escrevamos v = vy na forma reduzida com y € X U X~ !. Assim, por inducao

sobre o comprimento de v, temos que

(we)% = ((uwr )" = (o) Vgom = e — Wi
Para provarmos a formula (u=")"i = («"i*"")~1, basta aplicarmos a regra do produto a
u~lu, pois

1 = 1Wz — (uflu)Wi _ (ufl)WiuWiufl'

Agora, computemos a composta de uma “coset map” com 7 : F—W.
Proposigao 1.56. Seu € F ei € I, entao 7(u"?) = WiuI/Viufl

Demonstracao: Facamos inducao sobre o comprimento de u. A equacao é verdadeira se

u=1ouwué€& X UX! Assim, escrevamos u = uus, onde u; e us tenham comprimento
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menor do que u. Entao, pela regra do produto, segue que

(W) = 7((uwu)"?) = 7T(uMup ) = 7(uy Vi) (uVin)

— 1 1
= Wiulwiul VVZ'U1U2WZ'U1U2

como queriamos provar.

w

Agora, consideremos a restricao da “coset map” u —— u" ao subgrupo W. Vamos

chama-la de ¢ : W — F.

Pela Proposicao 1.55, segue que 1 é um homomorfismo, ja que
Y(uv) = (w) = uo" = uo = Y (u)i(v)
sempre que u,v € W. Ja pela Proposicao 1.56, temos que
(row)(u) = r(w(w) = 7(u") = Wullu" =
visto que W=1=Wu sempre que u € W. Consequentemente,
Toy = ly.

Dai, segue que ¢ é injetiva e 7 é sobrejetiva. Portanto, 7 é uma apresentagao de W nos y;,,.
Agora, procuremos um conjunto de relagoes definidoras para 7, isto é, um subconjunto

cujo fecho normal em F seja igual a Ker 7. Denotemos por
xX=1vor
um endomorfismo de F.

Proposicao 1.57. O grupo W tem uma apresentacao T : F — W com geradores y;, e

relagoes definidoras y;,' X (yiz), onde i € Ie x € X.

Demonstracao: Sejam K = Ker 7 e N o fecho normal em F do conjunto de todos os

Y. x(yiz). Como 1) é injetiva, observemos que K é igual a Ker y, pois

Kerx = {a€Fix(a)=1) = {ac Fi4(r(a) =1}

= {a€F;7(a)=1} = K.
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Como 7o = 1y, temos que x> = (poT1)o (Yor1) =10 (To)or = ). Isso mostra que
X x(iz)) = 1, j& que x é um homomorfismo. Logo, y;,' x(yi.) € K e, portanto, N C K.
Reciprocamente, seja k € K. Entao, k pode ser escrito em termos dos ;. Como x é um
homomorfismo e x(yiz) = yir mod N, segue que x(k) = k mod N. Logo, k € N, ja que
x(k) = 1. Assim, K C N e, portanto, K = N.

Agora, passemos para um conjunto mais economico de relagdes associadas com os

elementos do transversal.

Proposicao 1.58. Se u denota um elemento nao-trivial do transversal, entdo os elementos

u formam um conjunto de relacées definidoras para a apresentagdo T : F — W.

Demonstracao: Sejam K = Ker 7 = Ker x e N o fecho normal em F do conjunto
de todos os u"'. Se u é um elemento do transversal, segue, pela Proposicao 1.56, que
(") = WulWu ' = wu' = 1. Logo, uW € K e, portanto, N C K. Pela
demonstracao da Proposicao 1.57, para provarmos a outra inclusao, basta mostrarmos que

X(Yiz) = yiz mod N. Usando as Proposigoes 1.55 e 1.56, temos que

X(Wia) = V(7 (yi2) = (7)) = (WeaWor )W = W, VW (W W We,

Como WW, = W; e, pela Proposicio 1.55, (I/Vizv_l)WW“” = (I/Vi:lrw)’l, segue que

X(Yiz) = Wiwxwi(WixW)_l = ;. mod N,

W

ja que %' = y,, e todos os u" estdao em N. Assim, K C N e, portanto, K = N.

Até agora, nés temos construido uma apresentagao de W para cada transversal a direita.
Chegou a hora de fazermos uma escolha especial de transversal, o qual ira fornecer uma
apresentacao de W, tornando clara a estrutura deste subgrupo. Mas, antes, notemos algumas

definicoes.

Definicao 1.59. Dizemos que um subconjunto S de F' tem a propriedade de Schreier
quando v € S sempre que vy € S. Aqui, y € X U X! e vy estd na forma reduzida. Assim,

S contém todas as partes iniciais de seus elementos.
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Definicao 1.60. Um transversal de Schreier para W em F ¢ um transversal para W

em F' com a propriedade de Schreier.

O que nés precisamos é de um transversal de Schreier para W em F'. Porém, nao é ébvio

que um tal transversal existe. Portanto, isto deve ser estabelecido primeiramente.
Teorema 1.61. Existe um transversal de Schreier para W em F.

Demonstracao: Definamos o comprimento de uma classe lateral a direita de W em F' como
sendo o menor comprimento de uma palavra nessa classe. A unica classe de comprimento
zero 6 W. A ela, o representante 1 é associado. Seja W; uma classe de comprimento [ > 0
e assumamos que representantes tém sido associados a todas as classes de comprimento
menor do que [, nas quais a propriedade de Schreier é valida. Logo, existe um elemento u
de comprimento [ em W;. Escrevamos u = vy, onde y € X U X! e v tem comprimento
[ — 1. Entdo, Wv ja tem sido associado. Definimos W; como sendo Wuy, observando que
as partes iniciais deste W estdo no transversal. Assim, um transversal de Schreier pode ser

construido.
[ |

Agora, o teorema de Nielsen-Schreier pode ser provado. Mas, antes, notemos a seguinte

observagao:

Observagao 1.62. Se F € o grupo livre com base X e @ #Y C X, entao F/{YT) ¢ livre
com base X\Y = {z € X;2 ¢ Y}, onde (YT denota o fecho normal de Y em F.

Demonstragao: Seja L o grupo livre com base X\Y. Mostremos que L = F/(YF). Pela
Definicao 1.21, dada a fungao f : X\Y — F/(YT) definida por f(z) = x(YT), existe um
tinico homomorfismo ¢ : L — F/(YT) tal que p(z) = f(z), para todo z € X\Y, ou seja,

de maneira que o diagrama abaixo comute (i = f).

L_

10

X\Y HF/YF>

Como Ker ¢ = {u € L;yu(Y¥) = (Y} = {u € Liu € (Y)} = LN (YF) = {1.},
segue que ¢ é injetiva. Seja v € F/(YT). Assim, v = 25" ... 2% (YT), para alguma palavra
reduzida 27" ...z € F. Como y(YF) = (Y¥), Vy € Y, segue que v = p(z{"...x;"), onde

x.. a:jj € Lcom 1 <i<j<n. Logo, ¢ é sobrejetiva e, portanto, ¢ é um isomorfismo. W
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Teorema 1.63 (O teorema de Nielsen-Schreier). Se W é um subgrupo de um grupo
livre F', entao W € um grupo livre. Além disso, se W tem indice finito m em F', o posto de

W € precisamente nm + 1 —m, onde n é o posto de F' (o qual pode ser infinito).

Demonstracgao: Escolhamos um transversal de Schreier para W em F. Como de costume,
escrevamos K = Ker 7 = Ker x. Sabemos, a partir da Proposicao 1.58, que K ¢é o fecho

W onde v é um elemento nao-trivial do transversal. Escrevamos u = vx®,

normal em F' dos u
onde x € X, e = +1 e v tem comprimento menor que u. Entao, u" = vV (z¢)"?. Agora,

"V = yip, onde W; = Wo. Além disso, (z71)"" =y, onde W; = Wva~'. Portanto,

para algum k € I. Agora, pela propriedade de Schreier, v pertence ao transversal. Entao,
assim como u" estd em K, v" também estd. Portanto, yz, € K. Daf, segue de (1.23) que
cada u" pode ser escrito em termos de certos y,, 0s quais pertencem a K.

Noés concluimos a partir do iltimo paragrafo que K é o fecho normal em F de certos
geradores livres y,. Assim, pela Observacao 1.62, segue que W é um grupo livre.

Agora, suponhamos que W tenha indice finito m em F. O posto de F é nm. Se noés
pudermos mostrar que exatamente m — 1 dos y;,’s pertencem a K, entao ird seguir que W
tem posto igual a nm — (m —1) =nm+1—m.

Em primeiro lugar, y;, € K se, e somente se, W,z = W;z. Tomemos qualquer classe W;
diferente de W. Deletemos o simbolo final de W; (na forma reduzida) para obtermos um
outro elemento do transversal, digamos Wj Entdo, W; = ije e W; = Wj;x®, para algum
r€Xee==l See=1, entéoijW_j:fl =ley, € K. See=—1, entéoWixW_ixfl =1
e i € K. Assim, cada uma das m — 1 classes W; £ W fornece um y;, em K. Claramente,
todos esses 1, sao distintos. Reciprocamente, seja y;, € K, ou seja, Wiz = Wiz. Seja
W; = Wz, Entao, ou W; # W ou W; # W. Portanto, y;, aparece a partir ou de W; ou de
W;. Assim, todos os y;; em K sao obtidos dessa maneira: eles sao exatamente m — 1 em

quantidade.
|

Agora, apresentemos o processo de reescrita de Reidemeister-Schreier, que é um método
que fornece uma apresentagao de um subgrupo quando uma apresentacao do grupo é conhe-

cida.
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Teorema 1.64 (Reidemeister-Schreier). Sejam G um grupo e H um subgrupo de G.
Suponhamos que ¢ : F' — G seja uma apresentacao de G com geradores X e relagoes S.

Seja W a pré-imagem de H por p. Entao, com a notagao acima, temos que:

(i) porT: F — H é uma apresentacao de H com geradores y;, e relacoes definidoras
sWi uW, ondei €I, s €S eu éum elemento nao-trivial de um transversal para W

em F';

(i1) Se |G : H =m < oo eG éum grupo n-gerado, entao H pode ser gerado por nm+1—m

elementos.

Demonstragao: (i) Claramente, Ker (¢ o 7) é igual a pré-imagem de Ker ¢ por 7. Seja
N o fecho normal em F de todos os sWi e u'. Seja s € §. Como S C Ker o < W,
temos que W;s = W;, Vi € I. Portanto, 7(s"i) = WisWi_l. Além disso, pela Proposicao
1.58, 7(u"') = 1. Assim, 7(N) é o fecho normal em W de todos Wistl, o que implica que
7(N) = (S)I' = Ker . Portanto, Ker (pot) = 771 (Ker ) = 77Y(7(N)) = N(Ker ) = N.
(ii) Segue a partir do teorema de Nielsen-Schreier, ja que [F': W] =[G : H|] = m.

Agora, vejamos um exemplo deste processo, no qual fornecemos uma apresentacao para

o grupo alternado A, a partir de uma dada apresentacao do grupo simétrico Sj.

Exemplo 1.65. Se denotarmos por z; a transposi¢ao (i i + 1), para todo 1 < i < 3, entao

o grupo simétrico Sy tem a apresentacao (X|R), onde

X = {mla T, $3}

3

R= {ZE%, QT%, x%v (1‘1272)3, (1’21’3) ,1'1_1$g1$11‘3}.

Como Ay é o subgrupo de S, de indice 2, podemos tomar T' = {1, 21} como sendo um
transversal (a direita) para A, em Sy, onde 1 é o representante das permutagoes pares e
x1 € o representante das permutacoes impares.

Vo € S,, denotemos por @ o representante em 7' da classe Ajo. Logo, Ayjo NT = {7}.
Pelas regras de paridade da multiplicacdo de permutacoes, é claro que 1z; = x1 e T12; = 1,

para todo 1 <7 < 3. Isto produz a metade a esquerda da tabela abaixo.
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2 2 2 3 3 —1,_ 1
’ H 1 To T3 x7 x5 x5 (x122) (zax3) T T3 T1T3
-1 -1 2 2 2 3 3 —-1,.-1
1 || = @xoxy wzzy | af x5 x5 (x122) (xoxs) T T3 T1T3
2 2 2,.—1 2,.—1 3,.—1 3,.—1 —1 -1
1 || 27 Tiwe wmixs | @7 wmzsry  mizsx xi(ziwe)’zy ma(wews)ryT x3 T1x3x]

Nesta tabela, as duas fileiras sao indexadas por T' e as colunas sao indexadas por X e
R, respectivamente. A entrada (¢, ) é igual a trfr " e a entrada (t,7) é igual a trt~!, onde
telT,xeXereR.

Agora, obtemos uma nova tabela a partir desta através de uma nova rotulacao dos
geradores X = {txﬁ_l;t € T,x € X,te ¢ T} por novos simbolos e de uma reescrita
das relacoes R= {trt7';t € T,r € R} em termos destes simbolos. Por exemplo, rotulemos

os geradores X pelos simbolos

2 -1 -1
by = T, by = Ty bs = w129, by = XT3l bs = x123.

1

Agora, para expressarmos h = 3 'r1x37; " em termos dos novos geradores, basta fazermos

o processo indutivo da prova do Lema 3 do Capitulo 2 de [4] sobre h como abaixo

th=1 ty= 13::;1 =z, a1 = 1:v3_1:v1_1,
to =m, t3=T101 =1, ay=x12,

tg = 1, t4 = ]._.Z‘g =T, as = 1I3.TI1,

ty =21, t5= xlel =1, a4= xlxl_l =1,

e, portanto, h = ajasas, onde a; € XU )A(*l, para todo 1 < j < 3. Isto fornece a tultima
entrada da seguinte tabela, sendo as outras entradas da metade a direita encontradas por

inspecao.

2 2

2 3
Ty xy x3 | x; x3 x5 (129)

(zox3)® 27 wglews
— by by | by bobs bybs b3 (babs)®  by'bytbs
by by bs | — b3by bsby (bybe)®  (b3by)? b 'b1by

Aqui, a relacdo repetida 2227 = 22 = b, é omitida. Para reduzirmos esta tabela
a uma forma mais manejavel, fazemos o uso informal das transformacoes de Tietze como
segue. Primeiro, deletemos o gerador trivial b;. Depois, usemos as relacoes bobs, bybs para
substituirmos by, bs por b3', by ', respectivamente. As tinicas relacoes nao-triviais restantes

sao aquelas nas trés ultimas colunas da segunda tabela, a saber,
3 —17-1\3 -2 -3 3 72
b37 (b3 b4 ) ) 4 3 (b3b4) ) b4'
Como as trés primeiras relagoes sao consequéncia das trés ultimas, segue que

Ay = (b3, by | b33, 02, (bsha)®).



CAPITULO 2

GRUPOS COM AO MENOS DOIS
GERADORES A MAIS DO QUE
RELACOES

Provaremos, neste capitulo, que todo grupo tendo uma apresentacao finita com ao
menos dois geradores a mais do que relagoes possui um subgrupo de indice finito que
pode ser epimorficamente aplicado para o grupo livre F, de posto 2. Mas, antes, vejamos

alguns resultados e defini¢oes auxiliares.

2.1 Resultados e Definicoes Auxiliares

Proposicao 2.1. Se ¢y : G — H ¢é um homomorfismo de grupos e N é um subgrupo
normal de G contido em Ker v, entio ¢ : G/N — H, definido por ¢(gN) = 1(g), é um

homomorfismo induzido por 1.

Demonstracgao: E claro que 1 estd bem definida, pois se tivermos ¢t N = ¢,N, entdo
gy 'g1 € N < Ker 9. Logo, ¥(g1) = 1(g2) e, portanto, ¥(giN) = ¥(gaN).

Como ¥(g1NgaN) = ¥(g192N) = ¥(g192) = ¥(g1)¥(g2) = V(1N )Y (92N), Vg1, 92 € G,

segue que 1 é um homomorfismo.

36
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Proposicao 2.2. Se F' é um grupo livre com base X, entao F/F' é um grupo abeliano livre

com base Xy = {xF';x € X}. Em particular, se F' tem posto n, entio F/F' tem posto n.

Demonstracao: Sejam A um grupo abeliano e f : X — A uma funcao. Definamos
fu: X — Avpor fu(r) = f(xF'"). Como F é livre com base X, existe um homomorfismo
¢ : F — A estendendo fn. Como A é abeliano, segue que F' < Ker . Portanto,
pela Proposigao 2.1, ¢ : F/F' — A, definido por ¢(wF’) = ¢(w), é um homomorfismo
estendendo f.

Falta mostrarmos que a extensdo ¢ é unica. Suponhamos que 6 : F/F' — A seja
um outro homomorfismo estendendo f, isto é, O(xF’) = f(xF’), para todo x € X. Se
v: F — F/F' é a projecao candnica, entdao v : F — A é um homomorfismo com
Ov(x) = 0(xF') = f(2F") = fu(z) = p(z), para todo x € X. Como X ¢é uma base de F,
temos que v = ¢ = ¢@v. Logo, segue que # = ¢, ji que v é invertivel a direita por ser

sobrejetiva. Assim, F'/F’ é abeliano livre com base X 4.
[

Teorema 2.3. Seja H um subgrupo de indice finito em um grupo abeliano livre F' de posto
finito n. Entdo, existem bases {yi,...,yn} de F e {hy,..., h,} de H tais que h; € (y;), para
todo 1 <1 <mn.

Demonstragao: Se {by,bs,...,b,} é uma base ordenada de F' e k' € H < F, entao,
pela Proposicao 1.5, ' tem uma unica expressao da forma h' = 2z1b; + 29bs + ... + 2,b,,
onde os inteiros z1, 2y, ..., 2, sdo as coordenadas do elemento h’ na base {by,bs,...,b,}.
Escolhamos uma base ordenada B de F e um elemento h;y € H tais que, dentre todas
estas possiveis escolhas, a primeira coordenada de h; em B seja a menor positiva. Sejam
B = {x,x9,...,2,} a base ordenada escolhida de F' e hy = kixy + koxo + ... + kpzy
o elemento escolhido de H. Afirmamos que k; divide k;, para todo ¢ > 2. O algoritmo da

divisao fornece k; = ¢;k1 + r;, onde 0 < r; < kq, para todo ¢ > 2. Portanto,
hi =ki(x1 + @ra+ ... + quxy) + 1272+ ...+ TRTy.

Definamos y; = x1 + qo22 + . .. + ¢, € notemos que {y, Ta,...,r,} é uma base ordenada
de F. Agora, hy = kyy; + rexo + ... + rpx,. Se r; # 0, para algum ¢ > 2, entao a primeira
coordenada de h; relativo & base ordenada {z;,y1,...,2,}, a saber r;, viola a minimalidade
de nossa escolha inicial. Assim, para todo 7 > 2, temos que r; = 0 e, portanto, k; divide k;.

Logo, hy = kyy; e, portanto, hy € (y1).
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Se h = myy; + moxs + ... + m,x, é um elemento arbitrario de H, afirmamos que k;
divide m;. De fato, se m; = gk; +r, onde 0 < r < ki, entao h — qghy € H tem pri-
meira coordenada positiva r menor do que ky, o que é uma contradicao. Dali, segue que a
aplicacdo m : H — H, dada por h —— myy;, é uma retragdo com imagem (hy). Pelo
Lema 10.3 de [9], H = (h1) @ ker m = (h1) & (H N (x2,...,x,)). Como (za,...,2,)
é abeliano livre de posto n — 1 e H N (zy,...,x,) é um subgrupo de indice finito em

(x9,...,x,), a prova pode ser completada por indugao sobre n.
|

Teorema 2.4 (von Dyck). Sejam H e H grupos com apresentagées 0 : F — H e
¢ : F — H tais que toda relagdo de 0 € uma relacio de ¢. Entdo, a funcido ¢ : H — H,
dada por o(0(f)) = o(f), € um epimorfismo.

Demonstragao: Primeiro, provemos que ¢ estd bem definida. Assim, sejam f, f' € F' com
0(f) = 0(f"). Dal, segue que f'f~' € Ker . Como toda relagao de 6 ¢ uma relacao de
¢, temos que Ker 6 C Ker ¢. Logo, f'f~' € Ker ¢. Entao, ¢(f) = &(f') e, portanto,
e(0(f)) = (0(f")). Assim, ¢ estd bem definida. Agora, sejam fi, fo € F. Como 6 e ¢ sdo

homomorfismos, temos que

p(0(f1)0(f2)) = 0(0(f1f2)) = ¢(fLf2) = &(f1)o(f2) = (0(f1))(6(f2))

e, portanto, ¢ é um homomorfismo. Como ¢ é sobrejetiva, segue que ¢ também o é. Logo,

@ € um epimorfismo.

|
Definicao 2.5. Se w ¢ uma palavra sobre {ai, as, ..., a,} dada por w = aflal?...al", onde
a; €Z ev; €{1,2,...,n}, entio a soma dos expoentes de a; em w € o inteiro
0q;(w) = E Q.
vi=j

Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6. Se w = a?aya;ay a;’, entdo o4, (w) = —2 e 0,,(w) = 0.
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2.2 Resultados Principais

Lema 2.7. Seja G um grupo tendo uma apresentacdao finita p : F — G com p geradores
e q relagoes, onde p — q > 1. Entao, existe um epimorfismo de G para Z. Além disso,
podemos obter uma nova apresentagao para G' com p geradores e q relagoes, na qual um dos

geradores aparece com soma dos expoentes zero em todas as relacoes.

Demonstragao: Sejam G’ o subgrupo derivado de G, F’ o subgrupo derivado de F,
Gw =G/G", Fy=F/F' en: G — Gy, dado por 7(g) = gG’, o epimorfismo canonico.
Consideremos o epimorfismo composto mp : F' — G, definido por w(p(f)) = ¢(f)G".
Como G, é abeliano e F/Ker mp = G, entao F/Ker mp é abeliano e, portanto,
F'C Ker mp.
Assim, pela Proposigao 2.1, temos que @ : Fy, — Ggp, dado por B(fF') = o(f)G,
¢ um epimorfismo induzido por 7.

Seja T : F' — F, definido por 7(f) = fF’, o epimorfismo canénico. Como

m(o(f) = o(N)G =2(fF) =2(7(f)),
para todo f € F, entao o diagrama abaixo comuta.

F—2 .0

Fab @3 Gab

Agora, suponhamos que (zi,...,x, | 71,...,7,) seja a apresentacao de G associada ao
epimorfismo ¢ : F' — G.

Dal, segue que F' é o grupo livre com base {z1,...,x,}. Logo, pela Proposicao 2.2,
F,p, é abeliano livre com base {77, ...,7,}, onde Ty = o1 F", ..., T, = x,F".

Assim, como @ é um epimorfismo, temos que G, = F,,/Ker @ e, portanto,
Gap = (T1, -, Tp | T1, ., Tg), (2.1)

onde 7y =r F', ..., 7 =1 .
Agora, mostremos que G, tem um elemento de ordem infinita.
Entao, suponhamos, por absurdo, que G, seja de tor¢ao. Logo, G ¢ finito, pois é um

grupo abeliano finitamente gerado de torgao.
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Dai, segue que o indice de Ker @ em Fy, é finito, pois [Fy, : Ker @] = |Gg|. Logo, pelo
Teorema 2.3, existem bases {y1,...,y,} de Fup e {k1,...,k,} de Ker ¥ tais que k; € (y;),
para todo 1 < i < p.

Pela Definigao 1.4, temos que Fy, = (y1) ® ... H (yp) ¢ Ker © = (k1) & ... & (k,). Assim,

L Fy ool W ()
Co = Rer )o@ k) ) O O Ty 22)

ja que (k;) < (y;), para todo 1 <i < p.

Como k; € (y;), entao existe um inteiro z; tal que k; = y;*, para cada 1 < i < p.

De (2.2), vemos que qualquer apresentacao de G, obtida como quociente do grupo

abeliano livre Fy;, tem p geradores (a saber, %, e éi:;) e, pelo menos, p relagdes (a saber,
ki =y, ...k, =), o que é um absurdo, jd que (2.1) é uma apresentagio de G, obtida

como quociente de Fy, com p geradores e q relagoes, sendo q < p.

Portanto, de fato, G, tem um elemento de ordem infinita. Entao, pelo Teorema 1.18,
segue que Gy = Z" @ t(Gap), com n > 0. Denotemos por ¢ : Gy, — Z" @ t(Gy) este
tal isomorfismo. Como n > 0, existe um epimorfismo de ¢ : Z" @ t(Gy) — Z. Logo,
poorm: G — Z é um epimorfismo de G para Z.

©

F G
ﬂ'i s
Fab Gab
P
7" & t(Gyp)
6
Z

Agora, mostremos que podemos obter uma nova apresentagao para GG com p geradores
e q relacoes, na qual um dos geradores aparece com soma dos expoentes zero em todas as
relagoes.

Assim, consideremos a apresentagao (Ui, ..., Uy, U1, ..., Uy | 07 ... 0% de Z" D t(Gap),
onde n+m=peu,...,u, sejam os geradores de ordem infinita de Z" & t(Gyp).

Sejam {b1,...,b,} a base de F' tal que ¥(@(7(b1))) = u; e

<b1,...,bp|81,...,5q> (23)

a apresentagao de G obtida como quociente de F' em termos da base {b1,...,b,} (isto é,

S1,...,84 sao0 as relacoes 11, ...,r, de G escritas em termos dos geradores {by,...,b,}).
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Logo, (2.3) é uma apresentacao de G com p geradores e ¢ relagdes, na qual b; deve
aparecer com soma dos expoentes zero em todas as relacoes s, ..., sq, pois, caso contrario,

uy seria um elemento de ordem finita de Z" @ t(Gy), 0 que é um absurdo.
[

Teorema 2.8. Seja G um grupo tendo uma apresentacao finita com g geradores e r relacoes,
onde g—r > 2. Entao, G possui um subgrupo H de indice finito que pode ser epimorficamente

aplicado para Fy (o grupo livre de posto 2).

Demonstracao: Pelo Lema 2.7, podemos assumir que G tem uma apresentacao com

geradores X = {t,a1,...,a41} e relacoes R = {uy,...,u,}, onde oy(uy) = ... = oy(u,) = 0.
G=(X|R)=(t,ar,...,a9-1 | u1,...,u,) (9—7>2 e o(wy) =...=0¢(u,) =0)
Para cada inteiro positivo n, seja H o fecho normal em G do conjunto {t",as,...,a,1}.

Assim, H é o subgrupo normal de G dado por

H = ({t”,al,...,ag,l}G>

= (Wb t;beG e de{t"ar,...,a51}).
Como a soma dos expoentes de t em qualquer elemento de H ¢ um mutiplo de n, entao
t,...,t" ' ¢ H e, portanto, H depende de n.

Denotemos por v, p e n os indices tomando valores inteiros nos intervalos
1<y<g—-1, 1<p<r e 0<np<n-1

i i 1 ; =i 17T C— iy 47

Para cada inteiro j, sejam a,; = t'a,t™7, u,; = t'u,t™7, etc.

Como cada u, ¢ uma palavra reduzida sobre X na qual a soma dos expoentes de ¢ ¢é zero,
entao inserindo de maneira adequada relagoes triviais do tipo t~"t" (k € 7Z) entre quaisquer
dois simbolos consecutivos de u,, vemos que cada u, pode ser escrito como uma palavra nos
aye, com £ € Z. Depois, conjugando cada u, pela poténcia adequada de ¢ se necessario,
podemos assumir que existe um inteiro positivo m tal que todos os u,’s podem ser escritos

como palavras nos a.,,, com 0 < i < m. Por exemplo, suponhamos que r = 3 com

uy = ay'agt’ay_jaay 't et
1

Uy = tilag_ltzal_ltagaltda; e

uzy = ay'tla, jasta;.
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Entao, inserindo de maneira adequada relagoes triviais do tipo t~"t" (k € 7Z) entre quaisquer

dois simbolos consecutivos de uy, us € us, temos que

u = aytagt?a, (73 )ay (2 ay 't () agt !

= (al,())_l<a2,0>(ag—1,2)(a1,2)(a2,2)_1(a1,1) )

uy = tra, (t2at () tax () art 2ay !
= (ag-1,-1)(a1,1) M (az2)(a12)(az0) ™" e
uzs = ay 't la, 1 (tt ) ax(tttay

= (ag0) " (ag-1,-1)(az,1)(aio).

Agora, observemos que, em uy, todos os a, ¢ aparecem com £ > 0 e, por isso, nao precisamos
conjugar u; por poténcia nenhuma de ¢t. Porém, como isto nao acontece em us € ug, estes
precisam ser conjugados por alguma poténcia adequada de t para que tenhamos us e ug

escritos como palavras nos a. ¢, com § > 0. Logo, temos que

ur = (a10)7 (a20)(ag-12)(a12)(az2) Hary)
tugt™ = t(ag—1,-1)(a11) " (a22)(a1,2) (a20) 7"t
= t{ag_1,—1) (71 )(ar,n) T (ET ) (a2) (E718) (a1,2) (7 8) (az0) ~12 7
= (ag-10)(a12) " (az3)(a15)(az1)~" e
tust™ = t(ag0) Hag—1,-1)(az,—1)(ar0)t ™
= t(az0) 7 (t71)(ag-1,-1) (t7 ) (a2 1) () (a1 0)t™"

= (az1) M (ag-10)(az0)(ary).

Portanto, neste exemplo, temos m = 3.
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Notemos que m é independente de n. Assim, escolhendo n suficientemente grande,

podemos assumir que n > m. Entao, denotemos por p o indice tomando valores inteiros no

intervalo
0<p<m.
Agora, mostremos que T = {1,¢,...,t""'} é um transversal de Schreier para H em G.
n—1
E claro que U Ht' C G, ja que HtV C G, para todo j € {0,...,n — 1}. Reciprocamente,
=0

seja b € G qualquer. Como b é uma palavra sobre X e H é um subgrupo normal de G

contendo {t",ai,...,a, 1}, segue que Hb = Ht"*® = HtJ onde o4(b) = j (mod n). Logo,

n—1 n—1
b€ Ht/, para algum j € {0,...,n—1}. Assim, b € U Ht) e, portanto, G C U Ht/. Como
=0 =0
n—1
G = U Ht/, falta mostrarmos que Ht' N Ht' = @ sempre que ¢t/ € T com i # j. Entdo,
=0

sem perda de generalidade, assumamos que t',#/ € T com 7 > j e suponhamos, por absurdo,
que b € Ht' N HtP. Logo, b = hit' = hyt?, onde hy,hy € H. Assim, t*7 = h;'hy € H,
com t7 € {t,... t""'}. Mas, isto é um absurdo, j& que H N {t,...,t" '} = &. Logo,
Ht'N Ht' = @ sempre que t',#/ € T com i # j. Como T possui a propriedade de Schreier,
entao, de fato, T' é um transversal de Schreier para H em G.

Seja s = t". Portanto, como 7" é um transversal de Schreier para H em G, segue que

~

X = {awaz™'; 0T, 2€X e ar ¢ T}

= {s,a4,,; 1<y<g—1e 0<n<n-—-1}

é um conjunto de geradores de H e

~

R = {afa™; a€eT e BE€R}

= {upp; 1<p<r e 0<n<n-1}

¢ um conjunto de relacoes definidoras para H em termos dos geradores X.

Logo, para obtermos uma apresentacao de H, precisamos reescrever as relacdes R em
termos dos geradores X.

Como u, ¢ uma palavra nos a,,, segue que u,, ¢ uma palavra nos a4, pois basta

inserirmos a relagao trivial ¢t entre todos os a,,, que aparecerem em .
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Entao, seja v,, obtido a partir de u,, usando o processo de reescrita de Reidemeister-

Schreier. Assim, denotando por x o indice tomando valores inteiros no intervalo
0<k<m-—1,
vemos que v, , ¢ obtido a partir de w,,, trocando todos os simbolos a.,(x1n) por Sy xSt pois
Oy (k) = t(”+”)a7t_(“+”) =t"(t"a 7T = sa%,,is_l.

Dessa maneira,

S’z{vm; 1<p<re0<n<n-—1}
é um conjunto de relacoes definidoras para H em termos dos geradores X e, portanto,
H=(X|58)= {8,y [ Vo). (2.4)
Agora, consideremos o grupo
H = (s,ay | Uy @y = 1) (2.5)

Como toda rela¢ao de (2.4) é uma relacao de (2.5), entdo, pelo Teorema 2.4, existe um
epimorfismo ¢ : H — H.

Denotemos por € o indice tomando valores inteiros no intervalo
m<e<n-—1.

Logo, aplicando a transformagao de Tietze (7'4) em (2.5) para removermos os geradores

supérfluos a, , de H, temos que
H = (s, | wyy),

onde w,, ¢ obtido a partir de v, , substituindo todos os sfmbolos a., . por 1.
Notemos que todos os w,, nao envolvem s, j& que s s6 aparece na forma sa, s ' em
todos os v,,.

Portanto, pelo Teorema 1.43, temos que H = (s | @) * (a.. | w,,) = (s) * K, onde

K = {aye | wpy). (2.6)
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Como g —r > 2, segue que (g —r — 1) > 1. Assim, em (2.6), temos que

n° de geradores — n° de relagoes =

>

e, portanto, esta diferenca é maior do que zero escolhendo n suficientemente grande.

[(g = 1)(n —m)] —rn
gn—n—gm+m-—rn
(g—r—1n+(1-gm
(g—r—1)n+cte

n + cte

Entao, pelo Lema 2.7, existe um epimorfismo de K em Z. Dai, segue que existe um
epimorfismo de H em Z * Z, pois H = Z x K por ser H = (s) x K.

Mas, pelo Teorema 1.43, temos que Z *x Z = F;, onde F5 ¢ o grupo livre de posto 2.

Logo, existe um epimorfismo ¢ : H — F,. Como ¢ : H — H é um epimorfismo, temos

que Y o ¢ : H — F, é um epimorfismo de H em F5.

Como [G : H| = |T| = n < oo, a demonstracao do teorema esta completa.
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