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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes fracas para a seguinte classe de
problemas elipticos
—Au = f(z,u), z€ Q
v > 0, Q,
u = 0, o012.

Os principais resultados utilizados sao o Teorema do Passo da Montanha e o método
de sub-super solucao.



Abstract

In this work we study the existence of weak solutions for the following class of
elliptic problems
—Au = f(z,u), z€ Q
0, Q,
0, o).

u

IV

u

The main tools used are The Mountain Pass Theorem and upper-lower solutions
method.
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Introducao

Nessa dissertagao faremos um estudo baseado no artigo de Figueiredo, Gossez e

Ubila [4], sobre a existéncia de solugoes fracas para o problema
—Au = f(z,u), z€ Q
(P) u = 0, Q,
u = 0, 011,

onde  C RY é um dominio suave e limitado, N >3 e f: Q x Rt — R é uma funcao

de Carathéodory, ou seja,
(i) s+ f(z,s) é continua para quase todo x € €;
(ii) = — f(z,s) é mensuravel para todo s € R.

Vamos tratar de maneira indireta, via corolarios, o problema

—Au = Aa(z)u? +b(x)uP, xe Q,
(P u > 0, Q,
u = 0, 011,

onde A > 0 é um parametro, a e b sao fungoes e 0 < ¢ < 1 < p < 2* — 1. Esse tipo
de problema tem atraido muito atencao, especialmente apds o trabalho de Ambrosetti,
Brézis e Cerami [1]. Eles provaram que se supormos ¢ > 0 e a = b = 1 em 2, entdo
existe 0 < /A < oo tal que (Py) tem pelo menos duas solugoes se 0 < A < /A, pelo menos
uma solucao se A = /A e nenhuma solugao se A > A.

A existéncia de solugoes fracas para o problema (P) serd tratada via métodos vari-

acionais. Lembramos que u € H}(2) é uma solugao fraca se
/ VuVudx = / f(z,w)vdr, paratodo v € Hy(Q).
Q Q

Encontrar uma solugao fraca do problema (P) consiste em determinar um ponto

critico do funcional I : H}(Q) — R, dado por
1
I(u) = —/|Vu|2da:—/F(:c,u)da:,
2 Ja Q

1



Introducao

onde

F(z,s) = /OS f(z, t)dt.

Conforme veremos, I € C'(H}(Q2),R), e a derivada de I ¢ dada por
I'(u)v = / VuVudr — / f(z,u)vdr para todo v € Hy(S).
Q )

Dessa forma, u € H{(£2) é solucao de (P) se
I'(u)v =0 para todo v € Hy(Q).

Nosso trabalho sera dividido em dois capitulos e apéndices. No Capitulo 1, vamos
enunciar e provar dois teoremas importantes. O primeiro deles é o Teorema do Passo
da Montanha que, sob certas hipdteses, garante a existéncia de pontos criticos para
funcionais definidos num espaco de Banach. O segundo deles, o Método de sub-super
solugdo, assegura a existéncia de uma solugao para (P), desde que para isso, possamos
determinar uma sub e uma super solugao.

No Capitulo 2 vamos demonstrar trés teoremas. O Teorema A garante a existéncia
de duas solucoes. Antes de enuncié-lo, dado QO C 2, denotamos por A\; = /\1(§NZ) 0
primeiro autovalor associado ao problema

—Au = Mu, =x€ ﬁ,
u = 0, z e .

Vamos supor sobre f:
(Ho) f(2,0) >0 q.t.p. em €

(H,) existem 1 < o < 2, dy € L7(Q), dy > 0 tal que
f(x, )| < di(2) + dofs|"™

q.t.p. em €2 e para todo s > 0;

(Hy) existem © > 2 1 <r <2 s9>0,d € (%) (), com d > 0 q.t.p. em €,
tais que
OF(x,s) < sf(z,s)+ d(z)s"
q.t.p. em €2 e para todo s > so;
/
(H3) existem 0 < g < 1 <p < 2*—1, ap € L7(Q), onde 0, = (q%) eay >0

!/
q.t.p. em Q, by € L7(12), onde o, = ( ) e bp > 0 q.t.p. em , tais que

2
f(z,s) < ap(z)s? + bo(z)s?

2



Introducao

q.t.p. em €2 e para todo s > 0;

(H,) existem um subdominio nao vazio ; C £, ©1 > A\1(y), s; > 0, tais que

2

F(I7S> > 61%

q.t.p. em €2y e para todo 0 < s < sy;

(Hj) existem um subdominio nao vazio {2y C €, ©5 > 0, s > 0, tais que
F(z,s) > Oy

q.t.p. em €y e para todo s > s5, onde além disso a funcdo d(x) de (Hs) é limitada em

Q.

Teorema A Suponha (Hy) — (Hs). Entdo existe uma constante n = n(p,q, N) > 0 tal
que se
laoll5, b0l <,

entao o problema (P) tem pelo menos duas solugoes. Uma delas, que chamaremos de
v, satisfaz I(v) > 0, enquanto a outra, que chamaremos de w, satisfaz I(w) < 0. Além
disso, se f waria de tal modo que os coeficientes em (Hs) sdo tais que ag — 0 em
L74(Q2) e by fica limitado em L°?(Q2), entdo a solugdo correspondente w = wy satisfaz
wy — 0 em Hy(Q).

Para provar a existéncia de uma primeira solucao do Teorema A, vamos utilizar
o Teorema do Passo da Montanha, e assegurar ainda que essa solucao tem energia
positiva. A segunda solucao, que terd energia negativa, sera obtida via método de
minimizacao. Provamos que o funcional I é fracamente semicontinuo inferiormente e
que este assume infimo numa bola aberta de centro zero e raio R. O comportamento
assintético é obtido fazendo-se R — 0.
Em 1998, Gongalves e Miyagaki [9] j& haviam usado uma idéia andloga pra provar
a existéncia de duas solugdes, v e w, satisfazendo I(w) < 0 < I(w), para um problema
do tipo
—Au+a(x)u = hiz)u? +uP, € RY,
u>0, v € RY, / a(r)u? < oo,
RN
onde a : RY — R é continua, h é integrdvel e 0 < ¢ <1< (N +2)/(N —2).
No presente trabalho, assumindo (Hy), podemos estender f(z,s) para s < 0 colo-
cando f(z,s) = f(z,0) q.t.p. em . A hipdtese (H;) é uma tipica condigao de cresci-
mento subcritico. (Hy) é uma forma de enfraquecer a cldssica condigdo de Ambrosetti-

Rabinowitz [2]. Essa condigdo garante a limitacao das sequéncias de Palais-Samale
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(PS) e a existéncia de geometria do Passo da Montanha. Observemos que supondo
d(x)=0e F(z,s) >0 q.t.p. em e para todo s > 0, vamos ter exatamente

0<OF(z,s) < sf(z,s).

Assumir (Hj3) é uma forma de limitar superiormente a funcao f. Observe que combinado
(Hyp) e (H3) temos que f(z,0) = 0.

As hipéteses (Hy) e (Hs) tratam a nao-linearidade do problema. Dizemos que (P)
¢ sublinear no zero se existe a > A\;(£2) e sp > 0 tais que

flx,s) > as,

q.t.p. em 2 e para todo 0 < s < sy. Analogamente, (P) é dito superlinear no infinito
se existe 3 > A(Q2) e s; > 0 tais que

q.t.p. em €2 e para todo s > s;.

Um aspecto interessante do problema (P) é que, em (H,), estamos supondo um tipo
de sublinearidade no zero apenas num subdominio ;. Analogamente, a hip6tese (Hs)
requer superlinearidade no infinito num subdominio 2,. Esses subdominios podem ser
arbitrariamente pequenos e possivelmente disjuntos.

Varios autores tem se dedicado nos tltimos anos ao estudo de nao-linearidades com
sinal indefinido. Grande parte destes nao sao diretamente comparaveis as consideracoes
feitas aqui. Neste trabalho, os resultados estao mais relacionado aos obtidos em [10],
mas no entanto, vamos considerar nao-linearidades mais gerais. O resultado obtido no
Teorema 2 de [10], que se aplica ao problema (Py), requer b(z) > 0 em 2, o que nao é
o caso do Corolario 2.1.

Em 2005, Figueiredo, Gossez e Ubila [5] estudaram a existéncia de solugoes positivas
para a familia de problemas —Au = f\(x,u), para um parametro A > 0, onde f, tem
depéndencia monétona sobre A, ou seja, fi(x,s) < fu(z,s) sempre que A < X. Eles
introduziram hipdteses analogas de superlinearidade e sublinearidade local. Contudo,
diferente do presente trabalho, exigiram a(z) > 0 em 2 para o problema (P,), o que
permite o uso do principio do maximo forte. No entanto, nao restringiram sinal para
o coeficiente b(x). Em 2009 os resultados de [5] foram extendidos para o operador A,
em [6].

Para provar o Teorema B, vamos utilizar o Método de sub-super solucao. Nesse

caso, vamos supor sobre f :
(H3) existem 0 < ¢ < 1 < p e constantes nao negativas ag e by tais que
f(z,s) < aps? + bys?

4
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q.t.p. em €2 e para todo s > 0;

(H,)' existem um subdominio ; C 2 nao-vazio de classe C, s; > 0 tais que
fz,8) > Ai()s

q.t.p. em e para todo 0 < s < sq.

Teorema B Suponha (Hy), (H3)', (Hy)' e que Q é de classe C'. Entdo existe um
d=40(p,q,Qby) tal que se
ag < )

entao o problema (P) tem pelo menos uma solucao fraca.
As hipéteses (Hz)' e (Hy)' s@o anélogas a (Hs) e (Hy), respectivamente.

Apresentamos ainda um resultado de nao existéncia de solucoes sob as seguintes

hipdteses:

(Hg) existem dy € L®'(Q), dy > 0 tais que
[f(z,8)] < di(2) + dps® ™

q.t.p. em €2 e para todo s > 0;

(H7) ©Q pode ser particionado em Q = A, U A_ U Ay, onde

Ay = {zeQ: f(z,r) >0 com f(z,-)#0},
A- = {zeQ: f(z,) <0 com f(z,-)#0},
Ay = {ze€Q: f(z,)) =0},

e além disso, existe um subdominio nao-vazio Q tal que A, C Qc Ay U Ay, e adicio-
nalmente Q é de classe C! caso Q # ;

(Hg) existem 0 < ¢ < 1 < p e fungdes nao negativas a, b em  tais que

flz,s) > a(x)s” + b(z)s” q.t.p. em Q e para todo s > 0,

~ ~p=l—~l-gq ~
m:=ar-abr—a« Z0 em £,

~ ~ N
m € L"(2) paraalgum r > 5
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Teorema C Suponha (Hg) — (Hs) e denote por A (m,Q) o primeiro autovalor do
problema com peso

—Au = Am(z)u em £,
u = 0 em 0.

Entao existe ¢ = ¢(p,q) > 0 tal que o problema (P) nao tem solu¢do se

A (7, Q) < c(p, q).

A hipétese (Hg) é andloga a (Hp), enquanto que (Hz7) é uma restricdo a possivel
troca de sinal de f. A hipé6tese (Hg) nos dd uma estimativa para f num subdominio de
2 assim como em (Hj), no entanto em outra diregao.

Um exemplo tipico ao qual os nossos resultados se aplicam, é quando a funcao f é
dada por

f(z,s) = da(x)s? + b(x)sP.

No Corolario 2.1, sob certas hipoteses, aplicamos o Teorema A para garantir a existéncia

de pelo menos duas solugdes para o problema (Py). O Corolério 2.2 faz uso do Teorema

C, que sob novas hipdteses, garante nao existéncia de solugao para o problema (Py).
Nos Apéndices, encontram-se alguns resultados importantes que serao usados no

decorrer do texto.



Capitulo 1

Resultados Abstratos

Neste capitulo vamos enunciar e provar o teorema do Passo da Montanha devido a
Ambrosetti-Rabinowitz [2] e um teorema de sub-super solugao [11], que sdo teoremas
importantes para garantir a existéncia de solugao para certas equacoes elipticas.

1.1 Teorema do Passo da Montanha

Esta segao sera voltada a demonstracao do Teorema do Passo da Montanha. Sob
certas condigoes, esse teorema garante a existéncia de pontos criticos para um deter-
minado funcional.

Seja X um espaco de Banach e X’ o seu dual com normas || - || e || - || x+, respectiva-
mente. Dizemos que d € R é um valor critico de I € C*(X,R) se I(u) =d e I'(u) =0
para algum u € X. O conjunto dos pontos que satisfazem essa condicao sera denotado
por

Ki={ueX:I'(luy=0 e I(u)=d},

e o conjunto de todos os pontos em niveis menores ou iguais a d serd designado por
I"={ueX:I(u)<d}.

Um funcional I € C'(X,R) satisfaz a condigao de Palais-Smale no nivel d € R,

denotada por (PS)4, se toda sequéncia (u,) C X tal que
Hup) = d e |I'(un)lx — 0,

possui subsequéncia convergente. Essa condicao de compacidade sera uitil na de-
monstracao de resultados de existéncia de pontos criticos para funcionais definidos
em espacos de Banach.

Os dois primeiros resultados sao fundamentais para a demonstracao do Teorema do
Passo da Montanha.
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Lema 1.1 (Lema de Deformacao Quantitativo) Seja X um espag¢o de Banach, I €
CH{X,R), ceR ee>0 tais que

1T (u)||x» > 4e, Vu € T ([c—2¢ ¢+ 2€]).
Entao existe uma fungao n : [0,1] x X — X continua que satisfaz
(i) n(0,u) =wu para todo u € X;
(ii) n(t,u) =u, para todo (t,u) & [0,1] x I7'([c — 2¢,c+ 2¢]);
(iii) n(1,1°t) C I~
Demonstracgao: Vamos definir
A=T"c—2¢c+2),

B=1I"Yc—ec+¢),

et : X —- R por

d(u, X\A)
d(u, X\A) + d(u, B)’
onde d ¢é a funcao distancia. Para verificar que ¥ estda bem definida, vamos mostrar que
d(u, X\ A)+d(u, B) > 0, paratodou € X. De fato, pois caso contrario, existiria uy € X
tal que d(ug, X\ A)+d(ug, B) = 0, e consequentemente d(ug, X\ A) = d(uy, B) = 0. De
d(ug, B) = 0 e sendo B um conjunto fechado, segue que uy € B, ou seja,

() =

I(ug) € [c —€,c+ €. (1.1)

Por outro lado, sendo d(ug, X\A) = 0, uy € X\A. Portanto, existe uma sequéncia
(u,) C X\A tal que u,, — ug. Passando a uma subsequéncia se necessario, temos que
I(u,) < c—2eou l(u,) > c+2¢ Aplicando o limite e usando o fato de I ser continuo,
obtemos I(ug) ¢ (c — 2¢, ¢+ 2¢), o que contraria (1.1).

Observe que, como 0 < d(u, X\ A) < d(u, X\A) + d(u, B), segue que

d(u, X\ A)
VS XA +d@B) =

Logo, 0 < ¢(u) <1 para todo v € X. Além disso,

1, seue€ B,
(u) =
0, seue X\A.

Afirmacao 1: 1 é localmente lipschitziana (cf. Definigao D.3).
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De fato, fixado u € X, e para todo v € X, temos que

d(u, X\ A) d(v, X\ A)

B d(u, X\ A)d(v, B) — d(v, X\ A)d(u, B)
—|[d(u, X\A) + d(u, B)][d(v, X\A) + d(v, B)]

_|d(v, B)ld(u, X\A) — d(v, X\ A)] + d(v, X\ A)[d(v, B) — d(u, B)]
[d(u, X\A) + d(u, B)][d(v, X\ A) + d(v, B)]

d(v, B)|d(u, X\ A) — d(v, X\ A)| + d(v, X\ A)|d(v, B) — d(u, B)]
= [d(u, X\A) + d(u, B)|[d(v, X\A) + d(v, B)]

< lu — o[l [d(v, B) + d(v, X\A)]
= Jd(u, X\A) + d(u, B)][d(v, X\ A) + d(v, B)]

[ — o]

d(u, X\A) + d(u, B)’

sendo que nesta ultima desigualdade usamos o fato de que a funcao distancia é uma
contracao fraca (cf. Proposigao D.1).

Como d(u, X\ A) + d(u, B) > 0 para todo u € X, existe uma constante K, > 0 e
uma vizinhanga V,, de u tal que d(w, X\A) + d(w,B) > Kiu > 0 para todo w € V.
Portanto, se uy, uy € V,, entao

[(ur) — P(u2)| < K |luy — uzlf,

e assim v é localmente lipschitiziana.

Seja X = {u €eX : I'(lu) # 0}. Como I € CY(X,R), pelo Lema A.1 existe
um campo pseudogradiente para I, isto é, uma aplicacao localmente lipschitiziana
g: X — X tal que, para todo u € )Z', valem

(PGL) flg(u)l] < 21" () x;
(PG2) I'(u)g(u) 2 |11’ (u)|x -

Considere a aplicacao V' : X — X dada por

V(w) { g A

0, se u € X\A.
Afirmagao 2: V é limitada e localmente lipschitziana.

Se u € X\ A, entdao V(u) = 0. Por outro lado, se u € A temos

0= Wl = o) |29 = il <1

9
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Logo V é limitada. Além disso, por (PG2), para u € A temos

17 (w) 5 < I'(w)g(w) < |1'(w)]|x g (w)] -

Se u € A entdo I'(u) # 0, e portanto,

1 ()]l < g ()]l -

Logo,
1 1 1

< < —.
lg(u)[| = [[1"(u)llx, — 4e
Para cada u € X, existe uma vizinhanga V,, C X tal que ¢ e g sao localmente lips-

(1.2)

chitzianas em V,,, com constantes de Lipschitz Ky, K, € R, respectivamente. Assim,

dados uy,uy € V,,, temos:
Caso 1: se uj,us € X\ A, segue que
IV (w1) = V(ug)|| = 0 < [[ur — uel|.

Caso 2: se u; € X\A e uy € A, entao

IVw) — Viw)|| = H—W)%H
= |=t(ug)| = [t(ur) — P (uz)|

< Ky llug — us|.

onde usamos o fato de 1 ser localmente lipschitziana.

Caso 3: se uy,us € A, note que

IWWQ—VWM|=‘\WWNg|+¢“2WWH

g(uz)]|

_ o) gluz)
= H_w(ul)ng(ui)niw(ul)ng T ¥ (u2) gty H

(u2)

< WWO'HH?E H%z;uH*HHg ||H|¢ u) = $(uz)|

glur) _ _g(us) _
ToCa)] ~ Touo)] H +l(w) = d(uz)].

Como v é localmente lipschitiziana, segue que
[W(ur) — Ylug)| < Ky |lur — ug -

10



Capitulo 1. Resultados Abstratos

Por outro lado, usando o fato de g ser localmente lipschitiziana e (1.2), temos que

g(u1) g(uz) H _ || _gw) g(w) 4 g(w) g(us) H

llg(u1) Hg ug) || TgCw)ll — TgCu2)l " Tg(u2) — Tg(ua)ll
< Mgl | g — ||g(iz>||) + Tty 190u1) = g(u2)
< gl | Hedletesl] & L llg(un) - g(w)
< k| o)l = llgtun)l | + & llgtur) — g(ew)]
< g llg(uz) = g(u)ll + 52 llg(ur) — g(us)]|

= 3 llg(u) = g(w)|

< Calflur — ugff.
Logo concluimos que V' é localmente lipscitziana, ou seja, para quaisquer u,v € Vi,
[V(u) = V(W[ < Cllu—ul,

onde C' = max{K,, Cs}.

Para cada u € X fixado, considere o problema de Cauchy

ey Zoltu) = V(o(t,u))

o(0,u) = wu.

Como V é limitada e localmente lipschitziana, entdao (PC'), tem uma tunica solugao

continua definida para ¢ em um intervalo maximal (¢~ (u),t*(u)).

Afirmacao 3: t7(u) = 400 et~ (u) = —o0.

De fato, suponha por contradigdo que t*(u) < +oo. Seja (t,) C (—o0,tt(u)) uma
sequéncia tal que t, — t7(u). Como V é limitada, temos que

/t:m %(J(s,u))ds

/t:m V(o(s,u))ds

|0 (b ) — oty )| = ‘

tm
< [ Wiotsw)lds
tn
< K|tm —ts]| — 0 quando m,n — oo,

11



Capitulo 1. Resultados Abstratos

visto que (t,) C R é uma sequéncia de Cauchy. Entdo (o(t,,u)) também ¢é uma
sequéncia de Cauchy em X. Portanto, (o(t,,u)) converge para algum u € X quando
t, — t7(u). Considerando agora o problema de Cauchy

(PC)a Sotu) = Vio(t ),

o(tt(u),u) = u,

obterfamos uma extensao de o(t,u) no intervalo (t*(u) — d,t(u) + 0), para algum
d > 0. Mas isto é um absurdo pois, como ja vimos, o intervalo (¢*(u),t (u)) é maximal.
Analogamente provamos que ¢~ (u) = —o0.

A dependéncia continua de solugbes do problema (PC), com relacdo aos
dados iniciais implica que ¢ é continua em R x X. Sendo assim, podemos definir

n e C([0,1] x X, X) por

n(t,u) = o(t,u).

Como 7(0,u) = 0(0,u) = u, segue que n satisfaz a condicao (i).
Além disso, se u € X\A, V(u) = 0. Dai o(t,u) = u é solu¢do tnica de (PC),, e
portanto n(t,u) = o(t,u) = u para todo t € [0,1], e (ii) se verifica.

Para mostrar (iii), devemos mostrar que
o(1, ) I

Se o(t,u) € A, entdao usando (PG1) temos que
G0 = (o), 5 o)
= (['(o(t,u)), V(a(t,u)))

#{t;ﬁ“)) (I'(a(t,u),g(o(t,u))) <0.

lg(o(t, w)ll

Por outro lado, quando o(t,u) € X\ A, temos que V(o(t,u)) = 0. Logo

o) = ( Floten, ot

= ([I'(a(t,u),V(a(t,u))
= 0.

Ou seja, I(o(-,u)) é nao-crescente.

12
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Consideremos agora u € [°¢. Se existe um ¢t € [0, 1] tal que I(o(t,u)) < c—e¢, entdo
I(o(1,u)) < ¢ — ¢, pois I(o(-,u)) é ndo-crescente. Além disso n(1,u) = o(1,u) € I°¢.
Podemos entao supor que, para todo ¢ € [0, 1],

c—e<I(o(t,u)) <I(c(0,u)) =I(u) <c+e,
e assim o(t,u) € B sempre que t € [0, 1]. Logo,

I(o(l,u)) = ](u)+/0 %I(U(t,u))dt

— [(u)+/01< ]'(a(t,u)),%(a(t,u))> dt

o [Tl A w)
= 1 / GG

!
< / 11" (o (t dt
Hga
1
< u)——/ | (o (t, )| dt
2 Jo
1 /1
< c+e——/ de dt
2 Jo

= c—g

onde usamos (PG1) e (PG2) e a hipdtese de que ¥ (u) = 1 para todo u € B. Logo

o(l,u) € I°¢ o que conclui a prova de (iii) e do lema.
U

Teorema 1.1 Seja X um espago de Banach, I € C*(X,R). Suponha que 1(0) =0 e

1 satisfaz

(I1) existem constantes p > 0, o> 0 tais que I|pp, ) > o

(Iy) eziste e € X tal que |le|| > p e I(e) < 1(0).

Considere

= inf max I(7(t
¢ = inf max (v(1))

onde
F={yeC(0,1,X):7(0)=0 ¢ ~(1)=e}.

Entao, para cada € > 0, existe u € X tal que

13
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(a) ¢ —2e < I(u) < c+2¢
(b) [[I"(u)]lx/ < 4e.

Demonstragao: Observe primeiramente que, para cada v € I', max,cp1) [ (7(t)) estd
bem definido, pois a funcao composta I o« é continua, portanto atinge maximo no
intervalo compacto [0, 1]. Além disso
I(v(t)) > a.

max I(y(t)) > o
De fato, se e € X é dado por (1), entdo e ¢ B,(0). Como 7 € I, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, existe ¢y € [0, 1] tal que y(ty) € 0B,(0), isto é, ([0, 1]) N 0B,(0) # 0.
Por (Iy), temos que

inf I(w) > a.
weDB,(0)

No entanto

(1) > 1 > inf I(w) >
max I(v(t) 2 I(y(t)) = inf I{w) >«

Logo,

> .
mmax I (v(t) = o

Tomando o infimo para v € I', temos que

= inf max I(7(t)) > a > 0
¢ = Inf max (v(t)) = a >0,

isto é, ¢ > a > 0.

Suponha, por absurdo, que a conclusao do teorema ¢ falsa. Entao existe ¢ > 0 tal
que para todo u € I7'([c — 2¢, ¢ + 2¢]) tem-se |[I'(u)||y, > 4e. Observe que podemos
supor, sem perda de generalidade, que c—2¢ > 0. De fato, basta notar que se ¢y € (0, ¢€),
entao como I ([c — 29, ¢ + 2€0]) C I ([c — 2€, ¢ + 2€]), tem-se || I'(u)|| ., > 2€ > 2¢.
Portanto, diminuindo € se necessario, podemos assumir /(e) < I(0) =0 < ¢ — 2e.

Pelo Lema de Deformacao, existe uma func¢ao n € C(]0,1] x X, X)) tal que

(i) n(t,u) = u para todo u & I ([c — 2¢,c + 2¢]);
(i) (1, 1) C Io=<.

Dado v € T, considere h : [0,1] — X dada por h(t) = n(1,~(t)). Como n €
C([0,1] x X, X) ey € C([0,1], X), entao h € C([0,1],X). Além disso, como 0,e ¢
I Ye — 2¢, ¢+ 2¢], segue do item (i) que
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Logo h € T', e portanto,

< I .
¢S max (h(t))

Usando a definicao de ¢, existe ¥ € I" tal que

IF@#) < c+e
mnax (V) <c+e

Entao 7(t) € I°"¢ e segue de (ii) do Lema de Deformagao que n(1,7(t)) € I° . Logo,
h(t) = n(1,7(t)) € 17, dai

< I(h(t)) < c—
c tgl[gtf](())_c 3

o que é uma contradigao.

O

Teorema 1.2 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach, I €
CH(X,R). Suponha que I(0) =0 e I satisfaz

(I1) existem constantes p, a positivas tais que I|pp, o) > o
(1) existe e € X tal que |le]| > p e I(e) < 0.

Considere

— inf I(~(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde
['={yeC([0,1,X):7(0) =0 e ~(1)=e}.

Se I satisfaz (PS)., entdo ¢ é um valor critico de I.

Demonstracgao: Para cada n € N, seja €, = % > 0. Pelo Teorema 1.1 existe u,, € X
tal que
c—e, < I(uy) <c+e,

[ (un)llxr < 4en.

Como €, — 0 quando n — o0, (u,) C X é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel
c. Logo, como I satisfaz a condicao (PS)., existe uma subsequeéncia (u,,) C (u,) tal
que u,; — u € X. Usando o fato de que I € CY(X,R), concluimos que I(u) = c e

I'(u) =0, ou seja, ¢ é¢ um valor critico de I.

0

15
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1.2 Método de sub-super solucao

O lema a seguir assegura, sob certas hipdteses, a existéncia de pontos criticos para
funcionais definidos em espagos de Banach reflexivos. Ele sera usado na demonstracao
do Teorema de sub-super solucao.

Lema 1.2 Sejam X um espago de Banach reflexivo com norma || - ||x, M C X um
subcongunto fechado na topologia fraca e I : X — R uma funcional limitado inferior-

mente satisfazendo:
(I3) I(u) — oo quando ||u||x — oo, u € M, ou seja, I € coerciva;

(14) toda sequéncia (u,) C M tal que u, — u fracamente em X satisfaz

I(u) < liminf I(u,).

n—oo

Entdao I atinge infimo em M.

Demonstracao: Seja a = inf{I(u) : v € M} e (u,) uma sequéncia minimizante em
M, ou seja, tal que I(u,) — «. Uma vez que I é coercivo, temos que (u,) é limitado,
pois caso contrdrio existiria uma subsequéncia (un,) C (u,) tal que [lu,,| — oo e
portanto I (uy,;) — oo. Como X é reflexivo, a menos de subsequéncia, existe u € X tal
que u, — u fracamente. Mas como M é fracamente fechado, entao u € M. Usando a
hipétese de que [ é fracamente semicontinuo inferiormente, temos que
I(u) < liminf I(u,) = «,
n—00

e portanto I atinge infimo em M.

Consideremos o problema

{—Au = flz,u), x€ Q

P1
(P1) u = 0, 0191,

onde Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, N >3 e f: Q x R — R é uma funcao
de Carathéodory.

Uma solugdo fraca do problema (P1) é uma fungao v € Hy(2) que satisfaz

/Vqudx:/f(x,u)vdx, V v e Hy(Q).
Q Q

As solugoes fracas de (P1) sao pontos criticos do funcional I : Hj(Q2) — R, dado por

I(u) = %/Q|Vu|2dx—/ﬂF(a:,u)dx,

16
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onde

F(zx,s) = /08 f(z, t)dt.

Definigao 1.1 Dizemos que u € H*(Q) é uma sub-solugdo para o problema (P1) se
u<0emdfde

/VgVude/f(x,y)vdm
Q Q

para todo v € HY(Q) N L>®(Q), v > 0. Analogamente, u € H () é uma super-solugio
para o problema (P1) sew >0 em 0N e

/VEVU dx > / f(z,w)vdz
0 Q
para todo v € HY(Q) N L>®(Q), v > 0.

Teorema 1.3 (Teorema de sub-super solugao) Suponha que u € H*(Q)) € uma sub-
solugdo e que u € HY(Q) é uma super-solugcdo para o problema (P). Suponha ainda
que existam constantes ¢, ¢ € R tais que ¢ < u <u <¢ q.t.p. em Q. Entao o problema
(P1) admite uma solugdo fraca u € Hy () satisfazendo u < u < 7w q.t.p. em .

Demonstragao: Vamos considerar o funcional
1 2
I(u) == [ |Vul*de — [ F(x,u)dz,
2 Jo Q
onde F(z,s) = / f(z, t)dt, restrito ao conjunto
0

M = {u€ Hy(Q); u(r) <u(z) <u(r) qt.p. em Q}.
Como por definigao u, u € L*(Q), entdo M C L*(2). Observemos que, dado u € M,

temos que |u(z)| < C; q.t.p. em Q, onde C; = max{|¢|, |c|}. Portanto, como f(z, -) é

continua, vale

F(z,u(x))| = / f(a, tydt

[ it
0

< | e

IA

= 027

17
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q.t.p. em €.

Nosso intuito é garantir a existéncia de um minimo local para o funcional I. Para
isso, vamos verificar as hipéteses do Lema 1.2. Sabemos que H}(Q) é reflexivo. Além
disso, seja (v,) C M tal que v, — v em H}(Q). A menos de subsequéncia,

(v,) ¢ limitada em H}(Q),
v, — v em L*(Q),

() — v(z) q.t.p. em Q,

e portanto u(z) < v(z) < w(z) q.t.p. em . Logo v € M e com isso M é fechado.
Dados agora u,v € M e t € [0,1], temos que (1 — t)v + tu € H (). Além disso,
q.t.p. em €2 vale
tu < tu < tu,

l1-tu<(1-thv<(1-1t)u.
Somando as desigualdades segue que

u<(1—thv+tu<u, qt.p. em €

donde concluimos que M é convexo. Sendo M fechado e convexo, concluimos que M
é fracamente fechado.

Observemos que

Iw) = %/Q|Vu]2dx—/QF(x,u) dz

1

> —Hu\|2—/02dx
2 Q
1

= Sl —culel,

portanto [ é limitado inferiormente em M e I(u) — oo quando |[u|| — oo em M.
Resta mostrar que I é fracamente semi-continuo inferiormente, ou seja, que I sa-
tisfaz a condigdo (Iy). Seja (u,) C M tal que u,, — u em Hj(2). Como a imersao
Hi(Q)) — L*(Q2) é compacta e (u,) ¢ limitada,
{ Up, — u em L*(), (1.3)
Un,; (2) — u(r) qt.p. em €,

para alguma subsequéncia (u,;) C (un).
Como |F(z,u,(z))| < Cy uniformemente, pelo Teorema da Convergéncia Domi-

nada,

18
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lim F(a:,unj)d:);:/ lim F(:B,unj)dm:/F(x,u) dz.
Q

n;—0o0 Q Q n;—0o0
Segue entao que
lim [ F(x,u,)dr = / F(z,u)dx (1.4)

pois, caso contrério, existiria uma constante d > 0 e uma subsequéncia (u,,) C (uy)

/QF(az,unk)d:z:—/QF(m,u)dx

Mas (up,) também é limitada, e o mesmo argumento em (1.3) nos daria uma con-

tal que
> d.

tradigao. Usando agora o fato de que || - ||? é fracamente semi-continua inferiormente

e (1.4), segue que

n—oo

1
liminf I(u,) = liminf <§||un||2—/F(x,un)dx)
n—oo 0

1
> liminf§||un||2 + lim inf (— / F(x,u,) dx)
n—oo n—oo 0
1 2 1
= liminf §||un|| —limsup | F(z,u,)dx
n—00 N—s00 Q
>

1
Slhull® = [ F(z,u)de
2

Q

= I(u).

Portanto, pelo Lema 1.2, I atinge minimo em M, que chamaremos de wu.
Dados ¢ € Hj(2) N L>®(Q) e € > 0, seja

ve = min{w, max{u, u + ep}} = u + e — P + @,
onde

o°=  max{0,u+ep—u} >0,
v = — min{0,u +ep —u} > 0.

Observemos que v, < U e, nos pontos onde u > max{u,u + ep}, v. > u. Portanto
ve € M. Além disso, se u + ep —u > 0, o operador trago (cf. Teorema D.5) satisfaz

0<T()=Tu+ep—1u)=T(u—1u)<0.
Por outro lado, se u 4+ €p — u < 0, entao
0<T(pe) =T(—u—ep+u)=T(uw—u) <O0.
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Logo, ¢¢, v. € HL(Q) N L>(Q).

Usando a hipétese de que |F(z,u)| < C, um argumento analogo ao que foi feito
na Proposicao B.3 mostra que I é diferenciavel na direcao de v, —u. Como u é minimo
em M, parat € (0,1),

I(uA+t(ve —uw)) — I(u)  I((1—t)u+tv) — I(u) >0
t B t 7
onde (1 — t)u + tv. € M, visto que M é convexo. Logo
I _ —
0 < lim (u+ t(ve — u))
t—0+ t

M) 1w — ) = el () — Py + P

donde se conclui que
1 €
I(u)p = —[I'(u)¢" = I'(u)pd] - (1.5)
Como u é super-solucao, entao
I'(w)e® = / VuVe© — / flz, @)t > 0.
Q Q
Assim

Fu)pe = I'(u)e+ (I'(u) = I'(w))¢

> (I'(u) = I'(w))¢*

(1.6)
— [V -0V - () - flom) )
= s {V(u—u)V(u+tep—u) = (f(z,u) = flz,0)(u+ep —u)},
onde Q. = {3: € Qs u(z) + ap( ) > u(x)}. Observe que nesse caso s6 calculamos a

integral em €, pois se z & Q, ¢*(z) = 0. Mas se z € €, é tal que u(z) = u(z), entio
fla

V(u(z) —u(x)) =0 e f(z,u(z)) -

I'(uw)e 2 | {Vu—-u)V(utep—u)—(f(z,u) - flz,u)(ut+ep—u)}, (L7)

onde Q. = {z € Q; u(@) + ep(z) > T(x) > u(z)}. Sejam agora
Qf = {z € Qq; f(2,u(x)) — f(z,u(x)) > 0},
QF ={z € Q; f(z,u(z)) — f(z,u(z)) < 0}.
Em Q7 valem as seguintes desigualdades
(f(z,u) = flz,0)(utep—u) = (f(z,u) — flz,0)(u—1) + (f(z,uv) — flz,0)ep

(f(z,u) — flz,1))ep
e|f(x,u)— (l’, )||90|7

,u(x)) = 0. Logo (1.6) implica que

IA A
:I
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enquanto em §)-, como |[u —u| =T — u < €p,

(f(z,u) = f(z,@))(u — )
(@, u) = f(z,0)| (@ = u) (1.9)
e[ f(x,u) = flz,w)]e]

(f(z,u) = f(2,u))(u+ ep =)

INIA A

Logo, por (1.8) e (1.9)

| G- seaure-n = [ (fan) - fea)ure-n+

INA
S~
o+

o

=

8

S
S~—
~—~

s

&l

6

+

(1.10)
Além disso,
/ Viu—-u)V(u+ep—1u) = / V(u—1u)V(u—u) +e/ V(u—1a)p
QE Qe Q€
(1.11)
> e/ V(u—1
Qe
Por (1.7), (1.10) e (1.11), temos
I €
(w)e 2/ V(u—1a)p / |f(z,u) — f(x,q)||p]. (1.12)
€ Q.
Como || — 0 quando € — 0 e os integrandos acima nao dependem de e,
[/ €
lim inf L2 5 (1.13)
e—0t €
De maneira andloga, prova-se que
I .
lim sup e < ¢ (1.14)

e—0t €
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]’l € ]’l .
I'(u)p > hminf( (e (u)gp)
e—0 € €
]’/ € _[/
> liminf (we + lim infM
e—0 € e—0 €
! € ]/
= liminf M — lim sup M
e—0 € e—0 €
= 0.

Portanto, I'(u)p > 0 para todo ¢ € H}(Q) N L>®(2). Invertendo o sinal de ¢, temos
que I'(u)p < 0. Logo
I'(u)p=0

para todo ¢ € Hy(Q) N L>*(Q).
Dada agora ¢ € Hj(Q) consideremos (¢,) C C5°(Q) tal que ¢, — ¢ em Hg(Q).
Temos que
0= lim I'(u)p, = I'(u)p,

n—oo

e portanto I'(u) = 0.
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Capitulo 2
Estudo da Existéncia de Solucoes

Neste capitulo vamos estudar a existéncia de solucoes fracas para o problema
—Au = f(z,u), z€ Q

(P) u 0, Q,
u 0, 011,

IV

onde 2 C RV é um dominio suave e limitado, N >3 e f: Q x Rt — R é uma funcéo
de Carathéodory que satisfaz condicoes que serao introduzidas do decorrer do texto.

Um modelo que temos em mente (cf. Corolérios 2.1 e 2.2) é a fungao

f(z,s) = Xa(z)s? + b(x)s?

onde A > 0 é um parametro, a e b sao fungoes e 0 < g<1<p <2 —1.
Conforme visto na introdu¢ao, uma solugao fraca do problema (P) é uma fungao
u € H}(Q) que satisfaz

/Vqudx:/f(a:,u)vdas, Vo ve Hy(Q).
Q Q

Além disso, as solugoes fracas para o problema (P) sao pontos criticos do funcional

I: H}(Q) — R, dado por
1
= —/]Vu|2da:—/F(:c,u)dx,
2 Ja 0

F(z,s) (x,t)d
/f

Considerando os funcionais Jy, J : H}(2) — R, dados respectivamente por

1 2
—2/Q|Vu| dx

onde
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temos pelas Proposigoes B.2 e B.3 que eles sao de classe C' em H} (). Logo
I(u) = Jo(u) — J(u)
é de classe C' em H}(Q). Além disso,

[’(u)v:/Vqudm—/f(:I;,u)vdx para todo v € Hy(Q).
0 Q

Vamos sempre considerar o espaco de Banach reflexivo

“aoranihe

Hy(Q) = C3°(Q)

full = ( |w\2)§.

Indicaremos por ||ul|, a L"-norma de uma fungao u € L"(12).

munido com a norma

2.1 Existéncia de duas solucoes

Nessa secao vamos enunciar e provar alguns resultados necesséarios para a prova do
Teorema A. Outros resultados se encontram no apéndice.

Dado Q C (), vamos denotar por \; = /\1(§NZ) o primeiro autovalor associado ao
problema

—Au = Mu, =x€ Q,
u = 0, z e 0.

Num primeiro momento vamos supor que a func¢ao f relativa ao problema (P) sa-
tisfaz as seguintes hipdteses:

(Hp) f(x,0) >0 q.t.p. em €

(H,) existem 1 < o < 2%, d; € L7 (Q), dy > 0 tal que
|f (@, )] < du(@) + dafs|”

q.t.p. em €2 e para todo s > 0;

(Hs) existem © > 2, 1 < r < 2,5 >0,d € L(%) (), com d > 0 q.t.p. em €,
tais que
OF(z,s) < sf(x,s) +d(x)s"

q.t.p. em €2 e para todo s > sg;
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/
(H3) existem 0 < g < 1 < p < 2*—1, ap € L7(Q), onde 0, = (qi—1> eay >0

!/
q.t.p. em Q, by € L7(12), onde o, = (ﬁ) e by > 0 q.t.p. em , tais que

fx,s) < ap(x)s? + by(x)s?

q.t.p. em €2 e para todo s > 0;

(H,) existem um subdominio nao vazio 2 C £, ©1 > A\(£2;), s; > 0, tais que
2
F(l’,S) Z 615

q.t.p. em €2y e para todo 0 < s < sy;

(Hj) existe um subdominio nao vazio Qs C €2, O9 > 0, s5 > 0, tais que
F(z,5) > Oy

q.t.p. em {2y e para todo s > sq, onde além disso a fungao d(z) de (Hz) ¢é limitada em
Q.

Teorema A Suponha (Hy) — (Hs). Entdo existe uma constante n = n(p,q, N) > 0 tal
que se

laoll%|boll, ¢ < m,

entao o problema (P) tem pelo menos duas solugoes. Uma delas, que chamaremos de
v, satisfaz 1(v) > 0, enquanto a outra, que chamaremos de w, satisfaz I(w) < 0. Além
disso, se f wvaria de tal modo que os coeficientes em (Hjs) sdo tais que ag — 0 em
L74(Q2) e by fica limitado em L°?(Q2), entdo a solugdo correspondente w = wy satisfaz
wy — 0 em Hg(9).

Como consequéncia desse teorema, temos o seguinte corolario:

Corolério 2.1 Sejam A > 0, 0 < ¢ <1 <p < 2" —1,a € L™(Q) com 7, > 0y,
be L™(Q) com 1, > 0, onde além disso a(x) > 0 ¢q.t.p. em Q caso ¢ = 0. Suponha

ainda que

(i) emiste subconjunto aberto nao vazio Q1 C Q tal que em Qy, a(x) > € para algum

€1 > 0 e b(x) € limitado inferiormente em €y,

(ii) existe subconjunto aberto nao vazio Qy C Q tal que em o, b(x) > € para algum

€2 > 0 e a(z) € limitado inferiormente e superiormente em $s.
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Entao existe 1 =7(p,q,N) > 0 tal que se

Ui

1— —1)
o 16+ 5,

entao o problema

—Au = Xa(z)u? +b(x)u?, ze Q,
(Py) u > 0, Q,
u = 0, 012,

possui pelo menos duas solugoes v e w satisfazendo I(v) >0 e I[(w) < 0. Além disso,

se A — 0, entdo a solugdo w = wy € tal que wy — 0 em H(Q).

Para provar o Teorema A, vamos inicialmente enunciar e demonstrar alguns resul-
tados que provam que o funcional I satisfazem as hipdteses do Teorema do Passo da

Montanha. Comecamos com a condicao de Palais-Samale.

Proposicao 2.1 Suponha (Hy) — (Hs). Entdo o funcional I satisfaz (PS)q para todo
deR.

Demonstragao: Seja (u,) C H}(Q) uma sequéncia (PS)g, ou seja, I(u,) - d € Re
I'(u,) — 0. Para © dado em (H;), existe uma constante C; e uma sequéncia ¢, — 0
tais que
OI(uy) — I'(up)un < C1 + € unll-
Além disso temos que
©
OI(u,) — I'(up)u, = EHUNHQ - @/ F(z,up)dr — |Jun|]* + / [z, up)upde
Q Q

_ (g _ 1) unll? /Q(@F(a:,un) i f (1) ),

(2.1)

onde podemos escrever esta ultima integral como

/(@F(x, Up) — Up f(x,up,))dr = / (OF (z,uy) — un f(x, uy))de,
Q 01, U0z, U,

onde estamos denotando 2y, = {z € Q:u,(z) <0}, Qy, ={x € Q:0 <uy(z) < 50},
Q3, = {x € Q: u,(x) > so}. Observemos agora que

/ (OF (z,uy,) — unf(z,uy,))de =0,
Q

1In
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pois f(z,s) = F(x,s) =0 quando s < 0.
Por (H;) existem 1 < o < 2% dy € L7(Q2) e dy > 0 tais que

|f(,5)] < di(x) +dofs| ",
q.t.p. em €2 e para todo s > 0. Integrando de 0 a s temos que
|F(x,s)| < dy(z)s + ds|s|°.

Logo

/ (OF (x,uy) —unf(z,u,))de < O |F(x,un)]dx+/ |un f(x, up,)|dz
Qa,,

Qa, Q

2n

IN

@/ (undi(z) + ds|u,|”)dx
Qa,,

+ / (|un|di(z) + da|u,|”)dz
Q

2n

IN

@So/d1<l’>dl’+®sgd3/dl‘
Q Q

+ so/dl(x)dx—i-dgsg/dx
Q Q

<

onde C5 é uma constante. Usando agora (Hs) e a desigualdade de Holder, segue que

/Q%(@F@aw—unf<x,un>>dx < / d(x)u, d

Q3

n

e
< < 27' )(2*1/r)' (/Q(U:Z)Q*);* (2.2)

= C3|

IN
<)

< Callui ",

sendo que nessa tltima desigualdade, usamos a imersdo de Sobolev H(Q2) — L?(Q).
Logo por (2.1) e (2.2), temos que

G}
(5= 1) hal? < ot Ul + el
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Como r < 2, concluimos que (u,) ¢ limitada.
Observemos agora que
I'(u) =u— J'(u),

em H}(Q), onde
JHYQ) — R
u = J(u):/F(:c,u)da:
Q

J’(u)v:/gf(a:,u)v,

para u,v € H}(€)). Mas pela Proposicao B.3, J' : H}(Q2) — HJ(2)' é compacto. Logo,

como (u,) ¢ limitada, existe uma subsequéncia (uy,) C (un) tal que
J' (un,) — v em Hy(Q).

Com isso,
Un, = I'(tUn,) + T (ty;) — v,

J

isto é, (u,) possui uma subsequéncia convergente. Isto conclui a prova da proposigao.
O

O préximo lema garante que o funcional [ satisfaz a condi¢ao (/;) do Teorema do
Passo da Montanha.

Lema 2.1 Suponha (Hy), (Hy), (Hs) — (Hs). Entdo existe n = n(p,q, N) > 0 tal que
se

a2 |bolls ¢ < m,

entao existem p > 0 e a > 0 tais que f’aBp(o) > .

Demonstracao: Claramente I(0) = 0. Usando (H3) temos que

F(x,s) = /Osf($7t>dt
< /Os(ao(x)tq—i-bo(il?)tp)dt (2.3)

ao(z)sit bo(x)sPH

qg+1 p+1

)
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e como f(x,s) =0 para todo s <0,

/F(x,u)dx = / F(x,u)dx—I—/ F(z,u)dz
Q {u<0} {u>0}

= /{uZO} F(x,u)dz (2.4)

= / F(x,u")dz,
Q

sempre que u € H}(Q2). Logo, por (2.3), (2.4) e a desigualdade de Holder

/QF(J(;,u)dx _ /QF(m,w)dx
< /Q —ao(mq)(f?mdﬁ /Q —bO;“dex
< qu1 ( /Q (ao(x))quac)alq ( /Q <u+)2*dx) ; (2.5)
4 ]ﬁ ( /Q (bo(x))"pdx);p ( /Q <u+)2*dx) :

1 1
< e — N
< q+1||aollaq||u 5 +p+1|| 0llo, |2

2*:1}

p+1
ok

Seja agora

S:inf{/\Vu\z cu€ HY(Q) e |lu
Q
Sabemos que S nao depende de 2. Além disso,

[ul?

S <

Y

lull3-

para u € H}(Q) \ {0}. Portanto, por (2.5),

p+1
2*

1 1
Fx,udx<—agqul+—bau
| Fawde < —Slaalalul + =l |

< Cillaolla, lull ™" + Callbollo, 1l

p+1

> (p+1)~t Logo

_ g+l

onde C; =852 (¢+1)teCy=5"



Capitulo 2. FEstudo da Eristéncia de Solugoes

Iw) = %/Q]Vu]Q—/QF(x,u)

> sllull® = Cillaolla, lull ™ = Callbolla, ull**.

Seja A = 2C||ao|,, € B = 2Cs||bol|,,. Afirmamos que A, B # 0. Sendo isso verdade,
pelo Lema C.2, para ||u|| = tp, temos que

(2.6)

1
I(u) > §\I/A,B(t3) >0, (2.7)
onde além disso

(P, q)
(2C)P—1(2C

laollf, Hlbollz, * <

= n(p, ¢ N).

Tomando p=tg e a = %\IIA,B(tB), temos que I[sp,0) > a > 0.

Resta somente mostrar que de fato A, B # 0.
Caso 1: Suponha ay = by = 0. Por (Hj), (H4) e a equagao (2.3), existem ; C Qe
©1 > A (Q) e 51 > 0 tais que

2 q+1 b |
0< @15_ < Flz,s) < aop()s o(r)s? + _
2 qg+1 p+1

q.t.p. em €2y e para todo 0 < s < s1, 0 que é uma contradicao.

Y

Caso 2: Se ag = 0 e by # 0, novamente por (Hy) e a equagao (2.3)
2 b p+1
2 p+1

q.t.p. em €2 e para todo 0 < s < s;. Portanto

2 < 200 (x)sPT!
J— @1 .

< by (z)sP T,

Mas como p + 1 > 2, temos que

2 20 (x)sP ! |
61

S

200 (x)sPT!

-
5 ) , gerando uma con-
1

sempre que 0 < s < min{sy, s}, onde s’ = <
tradigao.
Caso 3: Seag Z0 e by =0 q.t.p. em Q, por (Hs) e (2.3), existem Qy C 2, O3 >0 e

$o > 0 tais que

ao(z)s? 1
0,5 < F(z,5) < —2—— < ag(z)s?™,
15 < Fla,s) < 0 < )
q.t.p. em Qy e para todo s > s5. Mas como 1 < g+ 1 < 2, entao s? > ap(z)s?™* sempre
" " ao(x) ta .~
que s > max{sy, s"}, onde s” = B , e novamente temos uma contradicao.
2

Portanto o lema esta provado.
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O

O lema que serd demonstrado abaixo assegura a hipdtese (1) do Teorema do Passo
da Montanha.

Lema 2.2 Suponha (Hy) e (Hs). Entio existe us € H}(Q) tal que I(tug) — —oo

quando t — +o00.

Demonstracao: Seja s; = max{sg, sz}, onde sy e so sdo dados em (Hz) e em (Hj),

respectivamente. Com isso, para = € {2y de (Hs), temos que
OF(z,s) < sf(x,s)+d(x)s", (2.8)

q.t.p. em )y e para todo s > s3. Dividindo a equacao (2.8) por sF(z,s) # 0, temos

que

OF(z,s) _ sf(x,s) d(x)s"
sF(x,s) = sF(x,s) * sF(x,s)’

o que implica
r—1
O _ fs) , da)s
s = F(z,s) F(x,s)

Integrando (2.9) de s3 a s, usando (Hj) e lembrando que r < 2,

‘0 * o t) s
/33 % < / F(x’t)dt%—d(x)/sg Ao

F(z,s) gt
< 2\
< In (F(a:, 83)) + d(x) /53 NE dt

(2.9)

= (5((;:7,833))) * dé? / oo £ 3 dt
< 1n<F<w,s>> d(z)s;

F(z,s3))  ©y(r—2)

Logo,

iy = )] ()
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Aplicando a funcao exponencial obtemos
(C] r—2
—d
Fles) > Fle,ss) (—) exp (L)
s

— S}
= ClS,

(2.10)

q.t.p. em €2y, para todo s > s3 e onde C] é uma constante.
Seja agora us € C§°(§)2), tal que ug > 0 e u #Z 0 em Q. Como suppus C s €
F(z,0) =0 q.t.p. em {2, entao

I(tuy) = §|’u2‘|2—/F<£L',tu2)d£L'
Q

t2 ) /
= —lluz||” — F(x,tus)dx
glhel? = [ F.uw) -
t2
Bt At

onde A; = {x € Qy : tug(z) > s3t e By ={x € Qy : 0 < tus(x) < s3}. Como
uy € C°(y) e u # 0, entdao uy € L>®(Q) com ||uz|ls > 0. Tomando ty > s3|ua|,
temos que |A;| > 0 sempre que t > t,. Por (H), existem 1 < ¢ < 2%, d; € L7 (Q) e
ds > 0 tais que

F(z,s) < dy(z)s+ d3s°,

q.t.p. em €2 e para todo s > 0. Portanto

/ F(z,tug)dr < |dy (x)||tug|dx + ds | |tus|dx
By

Bt Bt

< 33/ |d1(x)|dx+d333/ dx
B, B (2.12)

< Cylldy]|or + dss3]€|

= 037

onde C3 é uma constante. Por (2.10), (2.11) e (2.12), segue que
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t2
I(tuy) = §||u2||2—/ F(m,tuz)dm—/ F(x,tuy)dz,
Bt At
t2
< —\|u21|2+03—/ Fle, tug)de
2 A,
< S o /C(t ©d
—||u — u T

t

t2
== §HU2H2 +Cg — Clte/ (UQ>® dx

Ay

t2
= §||U2||2 + O3 — Cyt°,

onde Cy é uma constante. Como © > 2, (2.13) implica que I(tus) — —oo quando

t — 400, 0 que prova o lema.

Estamos prontos para demonstrar o Teorema A.

Demonstracao do Teorema A: Para garantir a existéncia da primeira solugao v,
vamos usar o Teorema do Passo da Montanha. Pelo Lema 2.1, existem constantes
a>0e >0 tais que

HaB,,(O) >a>0.

Pelo Lema 2.2, existe uy € HJ(Q) tal que I(tuz) — —oo quando t — +o00. Tomando
t € R tal que t > pllug|| e I(tug) < I(0), entdo para e = tuy, temos que |le]| > p
e I(e) < I(0). Combinando esses dois fatos e a Proposigdo 2.1, podemos aplicar o
Teorema do Passo da Montanha que garante a existéncia de uma solug¢ao v para o
problema (P). Além disso, por (2.7),

I(v) > 0.

A segunda solucao do problema (P), que chamaremos de w, serd obtida por um
processo de minimizagao. Para isto, seja ¢ > 0 a autofuncao associada a A1(€2;), o

primeiro auto valor correspondente ao problema

(PA) { —Au =Mu, z€ Q,

u =0, x € 0y,
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onde € é o subdominio de © dado por (H,). Como a formulacao fraca do problema

(PA) é dada por
VuVv =\ / uv,
Q1 Ql

u,v € Hy () e p; é solugao associada a A, entao

V| = /\1/ 1.
Ql Q1

Mas como, por (Hy), ©1 > A1(€;), temos que
Vel < [ & (214)
Ql Ql

Por outro lado, sabemos que ¢; € C(£2;). Tomando 0 < t < s1/||¢1]|, & hipStese (H,)
e a equagao (2.14) implicam que

1
o) = sltel = [ Flato)
1

fwv-/fﬂﬁﬁ
o L 2

t2 2 2
5 (hae e [ ).

onde a expressao entre parénteses é negativa por (2.14). Portanto

IN

IN

I(ter) <0 (2.15)

sempre que 0 < t < s1/||¢1]] -
Suponhamos agora que existe R > 0 tal que a bola fechada de centro zero e raio R,

Bgr(0), seja tal que

I(u) > 0 para todo u tal que |ju|| = R. (2.16)

Considere oy = inf{I(u) : u € Bg(0)} e (u,) uma sequéncia minimizante em Bg(0),
ou seja, tal que I(u,) — ap. Como a sequéncia (u,,) é limitada e Hg(2) é reflexivo,
a menos de subesequéncia, existe w € H}(Q) tal que u,, — w fracamente em HJ ().
Mas Bp(0) é fracamente fechado, visto que H{ () é reflexivo. Portanto w € Br(0).

Pela Proposicao B.4, I é fracamente semicontinuo inferiormente, logo

I(w) < liminf I(u,) = ap,

n—oo
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e portanto I atinge infimo em Bg(0). Usando (2.15) concluimos que ap < 0. Logo a
expressao (2.16) implica que w € Bg(0). Assim, lembrando que I € C'(H}(Q2),R),
concluimos que I'(w) = 0.

A existéncia de uma bola que satisfaz (2.16) é assegurada, pois como vimos em
(2.7)

—_

para todo u € H}(Q) que satisfaz ||u|| = tp. Isto completa a prova de que existem

\DA,B(tB) >0

pelo menos duas solugdes v e w para o problema (P) e que estas satisfazem [(v) > 0 e
I(w) < 0.

Vamos mostrar que o nimero R > 0 em (2.16) pode ser escolhido de modo que
R — 0 quando ap — 0 em L7'(Q2) e by permanece limitado em L°7(£2). De fato, fixado
a € (0,1/(1 — q)), se tomarmos R = |laol5, , entdo para todo u tal que [lul = R,
teremos, por (2.6)

I(u)

v

1
Sllull® = ellaollo, [l = callbolo [l

ap+o

oa T = callbollo, llaoll

1
= Slaollz; = erllaoll

1 _ _
= ol (5 - callallr==+ = alloll el

1 - - —
= |lao| ij (5 - clHaOH}Tqa(l 9 _ CszOH%Hanggp 1)) )

Como 1 — a1 — ¢) > 0, tomando « como foi escolhido e |agl|,, > 0 suficientemente
pequeno, a expressao entre parénteses fica positiva. Portanto, quando ag — 0 em

L7(Q), w — 0 em H}(Q). Isto completa a demonstracao do teorema.
U

Podemos entao aplicar o Teorema A para provar o Corolario 2.1 sobre existéncia
de solugoes para o problema (P)

Demonstragao do Corolario 2.1 Vamos provar que a funcao
f(z,s) = Aa(x)s? + b(z)s”

satisfaz as hipdteses (Hy) — (Hs) do Teorema A. A verificacao de (Hy) é direta, visto
que
f(z,0) = Xa(z) 07 + b(z) 0P =0
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q.t.p. em €. Pela desigualdade triangular, temos que
[f(z, )] = [Aa(z)s? + b(x)s"]
< Aa(x)s?| + [b(z)s|.

Como0<g<l<p<2*—1,sejamd; >0 e o =01(01) taisque p+1<2* —0; <

01 < 2*. Usando a desigualdade de Young para os conjugados Jfl_l e ”17_1, temos

—1—q
que
a(z)| 7o st
a(x)|or—1-4 S
la(z)s?] < eS| e
o1—1—q q

—1
= Cyla(x)|7 0 + s,

com C = Cy(01,q) > 0 e Cy = Cy(o1,q) > 0. Como por hipétese, a € L™(€2), onde

/
Ty > 04 = (%) = 2*_2—1_(1, para ¢; suficientemente pequeno, temos que 7, > s
71
Logo a € Le1=4-1(§2), e portanto,
N o1
(la(@)7557) ™" do = [ Ja(@)|7 de < oo,
Q Q
-1l /
ou seja, |a(z)|17171 € L71(Q), com o] = 7.
Analogamente, seja 6o > 0 tal que p+ 1 < 2" — dy < 09 < 2*. Para os conjugados
21l 22=1 5 desigualdade de Young nos da
o2—p—1 P
og—1 og—1
|b(a)|727"T |s”|
|b(z)s”| < o1 72T
oo—p—1 p

oo—1
—  Cylb(x)|727T 4 Cyls|” 7,

para constantes positivas C5 = C3(03,p) e Cy = Cy(02,p). Como b € L™(Q) e 7, >

2%

— — 2% ;
op = (p +1> = 5,1 tomando J, suficientemente pequeno, 7, > Portanto

g2

oo2—p—1"

a€ LarT (), e dessa forma
ogg—1 cr;z D)
| (B@F5) ™ do = [ )= de <,
Q Q

oo—1
ou seja, [b(x)|7= 7T € L%5(Q), onde o} = 22,

Tomando 6 = min{d;, d2} e consequentemente o = max{oy, 02}, di(x) = \Cia(x)+

Cs3b(x) e dy = max{Cy, Cy}, segue que
|f(z,8)] < di(z) + dals|” ™,
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o que verifica (Hy).

Seja agora © =p+ 1, r=q+1,d(x) =\ <i — 1) a®(x) e s = 0. Obeserve que

q+1

OF(xz,s) = © /S(Aa(x)tq + b(z)t? )dt

_ (Aa(x)sq“ ) b<x>sp+1> i

qg+1 p+1

+1
= A g+l (PT 2 b p+1
a(z)s (q n 1) +b(z)s

+1
Por outro lado, usando o fato de que (%) > 1, temos que
q

sf(z,s)+d(x)s"

v

s(Aa(x)s? + b(xz)s”) + A <qT®1 — 1) at(z)sit
Aa(z)s?t + b(x)sPT 4+ N (%) a*(2)s7! — hat(z)s?H
b(x)sPt + Aat (z)s? <Z+Li) + s (a(z) — at(2))

pt1

b p+1 + \at q+1 (
(x)s a’(x)s |

) — da(z)s™H!

p+1 + g+1 p+t1 — o~ q+1 pt1
b(z)s"™ + Xa" (x)s <q+1) Aa” (x)s (q+1

b(z)sPL + Aat(z) — a~(x))sTH (%)

+1
b p+1 + A q+1 (p > .
(x)s a(x)s i1

Portanto ©F(z,s) < sf(x,s) 4+ d(x)s" q.t.p. em 2 e para todo s > 0, e isto verifica

(Hz).

Como por hipétese 7, > o, e 7, > 0, segue que a € L7(Q) e b € L7»(Q), conse-
quentemente Aa®™ € L74(Q) e bt € L7 (). Tomando ag(z) = Aa™(z) e by(z) = b*(z),

seque que

f(z,s) < ags? + bys?,

q.t.p. em € e para todo s > 0, o que nos garante (Hj3).
Seja ; C Q2 dado em (i) e ©1 > A\1(21). Como a(z) > € e b(x) permanece limitado

inferiormente em €2y, f satisfaz a condicao de sublinearidade local no zero. De fato
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lim f(x,s) lim Aa(z)s? + b(x)s?

s—0t S s—0t S

= lim Aa(2)s?" + b(z)sP!

s—0t

= +o00.

Logo, existe s; > 0 tal que

f(z,s)

S

>0

sempre que 0 < s < s7. Integrando os dois lado da igualdade, concluimos que
2
F(z,s) > 60—
2
q.t.p. em 4 e para todo 0 < s < s1, 0 que garante (Hy).
Finalmente, f também satisfaz a condigao de superlinearidade no infinito. De fato,
para Qs C Q dado em (ii) e sendo b(x) > €5 e a(x) limitada, seque que

lim M lim Aa(x)s? + b(x)sP

s—-+00 S s§——+00 S

= lim Aa(x)s? ! + b(x)s"!

s—0t

= +H4o0.

(z,s)

S

Ou seja, para Oy dado, existe s > 0 tal que

> O,, sempre que s > So.

Integrando, temos que

F(z,s) > %52
2
para todo s > so. Além disso, d(z) = A (q%l - 1) a®(z) é limitada em 2y, verificando
a hipdtese (Hs).
Com isso, f satisfaz todas as hipéteses do Teorema 2.1. Portanto existe 7 =
n(p,q, N) > 0 tal que

N
o, 416,

Ma*[la, 167115,/ < 77
& llagllg, 16"l * <77

& lagllg, 0%, < n.
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Além disso, quando A — 0, entao ag — 0. Logo, pelo Teorema 2.1, o problema (Py) tem
pelo menos duas solugdes v e w que satisfazem, respectivamente, I(v) > 0 e I(w) < 0,
e a solugdo w = w) é tal que wy — 0 em Hj(Q2) quando A — 0. Isto finaliza a prova
do corolario.

0

2.2 Existéncia de uma solucao via método de sub-

super solucao

Nesta secao vamos provar, sob novas hipéteses, a existéncia de uma solugao para
o problema (P) utilizando o Teorema 1.3. Vamos supor que f satisfaz as seguintes

hipdteses:

(H3) existem 0 < g < 1 < p e constantes nao negativas ag e by tais que
f(z,5) < ags? + bos?,

q.t.p. em €2 e para todo s > 0.

(H,) existem s; > 0 e um subdominio ; C  nao-vazio de classe C! tais que
fz,8) > Mi()s

q.t.p. em € e para todo 0 < s < sq.

Teorema B Suponha (Hy), (Hs)', (Hy)' e que Q € de classe C'. Entdo existe um
d =0(p,q,Q,by) tal que se
ag < )

entao o problema (P) tem pelo menos uma solugao fraca.

Demonstragao: Utilizaremos o Teorema 1.3. Inicialmente vamos determinar uma

super-solucdo para o problema (P). Seja e € C2(2) N C(Q) solucao do problema

—Ae =1, =xz€ Q,
e =0, ze€ 0N

Como 0 < ¢ < 1 < p, podemos tomar M = M (p,€2,by) > 0 de tal forma que

ocar e (W)
— 2 Y
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onde estamos supondo by, > 0. Logo

1 —p
o= a0l
2
o que implica
M
0 < MPhle]|?, < - (2.17)
Vamos considerar agora ¢ = d(p, q, <2, by) > 0 dado por

M e

)
2 7
o que implica
M
M e||?, = —.
lellz, = %
Assim, para cada ag € [0, §] temos
M
agM?|e]ls, < > (2.18)
Portanto, segue de (2.17) e (2.18) que
agM?||e||%, + boMP|le]|?, < M, (2.19)

sempre que ag € [0,9]. Se by = 0 a existéncia de M > 0 satisfazendo a desigualdade
acima segue do mesmo modo.

Por (Hs)', (2.19) e considerando que —Ae =1 em 2, temos que
—A(Me) =M > agM1le[|g, + boMP|le][%,

> ag(Me)? + bo(Me)?
f(z, Me).

v

Logo, para toda fungao w € H}(Q2), com w > 0 em €, temos que
—~A(Me)w > f(x, Me)w,

e portanto
/V(Me)dexZ/f(x,Me)wdx.
0 Q

Dessa forma concluimos que Me é uma super-solugao fraca para o problema (P).

Seja agora 1 > 0 a autofuncao associada ao primeiro autovalor A;(€2;) do problema

(PA) { —Au =Xu, x€ Qi

u :O, x € an,
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onde ©; é o subdominio dado por (H,)'. A regularidade de 1 nos permite estendé-la
para todo €2 fazendo

u(r) =

(pl(ﬁ) s fL’EQl,
0 , T € Q\Ql,

de modo que u € H}(Q) N L>(Q).
Vamos denotar u. = eu para € > 0. Pelo Lema C.3, como ) é de classe C*, dado
v e Cr(), com v >0, vale

Ou, /
Vu Vv = v — Au,)v.
/Q o0 On Q( )

Como o suporte de v esta contido em Q e u. = 0 em Q\, concluimos que

/Qwevfu = —/Ql(Aue)v. (2.20)

Por (Hy)', sabemos que existe s; > 0 tal que

f(I?S) > )‘1<Ql)57

sempre que 0 < s < s;. Logo, tomando € > 0 tal que €||ul| < s1, temos que
[, ue) = M), (2.21)

pois 0 < eu < s1. Além disso, como ¢; é uma Aj-autofuncao e v > 0, segue que
—(Aue)v = A\ ()uev. Logo, por (2.20) e (2.21),

/QVu€VU = —/QI(AUE)U = /Q1 A () < o [z uo)v. (2.22)

Como u, = 0 em Q\§; e (Hp) nos garante que f(z,0) > 0, entdo
f(z,u)v >0,
O\
e portanto
flz,u)v < f(z,uc)v + flz,u)v = / flx,u)v.
oh o O\ Q

Logo, por (2.22), concluimos que

/QVUGVUS/QJC(LUE)%

e assim u, ¢ uma sub-solugao fraca para o problema (P).

Como o suporte de ¢; esta contido em Q; e além disso Q; CC Q, a super-solucao
Me atinge minimo positivo em ;. Portanto, se necessério, podemos tomar ¢ > 0
suficientemente pequeno de tal forma que €||u]| <min{Me(z);r € ©;}. Tomando
¢ = —€|lul]| € T = Mlle]|oo, temos que ¢ < eu; < Me < ¢ em €. Logo, pelo
Teorema 1.3, o problema (P) admite uma solugao fraca v € HJ(2) N L®(Q) que

satisfaz eu < u < Me, o que demonstra o teorema.

0
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2.3 Um resultado de nao existéncia

Nessa secao apresentaremos um resultado de nao existéncia de solucao para o pro-

blema (P). Vamos supor que f satisfaz:

(Hg) existem d; € L®'(Q), dy > 0 tais que
[f(,8)] < di(2) + dps® ™

q.t.p. em €2 e para todo s > 0.

(H7) ©Q pode ser particionado como 2 = A, U A_ U Ay, onde

Ay = {zeQ: f(z,-) >0 com f(z,-)# 0},
Ao = {zeQ: f(z,)) <0 com f(z,-)#0},
Ay = {z€Q: f(z,:) =0},

e além disso, existe um subdominio nao-vazio Q tal que A, C Qc Ay U Ay, e adicio-
nalmente 2 é de classe C! caso 2 # Q.

(Hg) existem 0 < ¢ < 1 < p e fungdes nao negativas a, b em ) tais que

flz,s) > a(z)s? + b(z)s” q.t.p. em Q e para todo s > 0,

. —1~1—

M= arabra Z0 em Q,

~ ~ N
m € L"(Q2) paraalgum r > 5
Teorema C Suponha (Hg) — (Hg) e denote por A (m,Q) o primeiro autovalor do

problema com peso

—Au = Am(z)u em €,

u = 0 em O9.

Entao eziste ¢ = c(p,q) > 0 tal que o problema (P) nao tem solugdo se

A (7, Q) < c(p, q).

Como consequencia do Teorema C, temos um coroldrio que garante, sob certas

condigoes, ndo existéncia de solugoes para o problema (Py).
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Corolario 2.2 Suponha que 0 < ¢ <1<p<2*—1,a¢€ L7(Q) eb e L»(Q), onde
o, e 0, foram definidos em (Hs). Suponha ainda que exista um subdominio €2, de classe
C' caso Q) # Q, tais que

{a>0 Uu{b>0}cQc{a>0}n{b>0}
‘(Qﬂ{a>0}ﬂ{b>0})‘>0,

p— —q ~ N
m(z) = a(m)r—}lb(x);fq € L"(QY) para algum r > 5

Entao eziste ¢ = ¢(p, q, (NZ, a,b) tal que o problema (Py) nao tem solugdo se
A>C.

Demonstracao do Teorema C: Suponhamos, por contradi¢ao, que o problema (P)
tem uma solugao u € HJ(2) \ {0}. Vamos provar que

u>0 em 2.

Inicialmente, observemos que u #Z 0 em A, . De fato, pois se tivéssemos u =0 em A,
entao, pela formulacao fraca do problema, teriamos

/Q|vu|2:/Qf(x,u)u:/ﬂ\A+f(x,u)u+ [ s

Como por hipétese u > 0 em Q e f(x,-) <0em Q\ A, entdo

| seasoe [ pwwu-o
O\AL A

/|Vu|2 <0,
Q

o que implicaria u = 0 em {2, contrariando a hipétese de que u # 0 em . Logo u # 0

e portanto

em A, . Desse modo, o fato de A, C Q nos da u # 0 em Q. Além disso, tendo em vista
que 2 C AL U Ay,
—Au= f(z,u) >0 em Q.

Pelo Principio do Méximo Forte (cf. [8]), temos que u > 0 em €.

Seja agora v € H}(Q) tal que v > 0 em . Usando o Lema C.3 e o fato de que
v=0em Q\ Q, segue que

/VUVU = @v—/vAu
Q a0 On Q

= fx,u)v+ o f(z,u)v (2.23)
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Por (Hg), existem 0 < ¢ < 1 < p e fungdes nao-negativas a e b definidas em ) tais

que

/~ f(z,u)v > /~(5(x)uq + b(z)uP ). (2.24)
Q Q
Mas pelo Lema C.1, existe uma constante ¢ = ¢(p, q) > 0 tal que

p—1 ~ 1—gq

L@ 5w = [ =i e

S ~

Q
_ . /ﬁ i (@)uo,

onde m € L"(€), para algum r > 5. Logo por (2.23), (2.24) e (2.25)

(2.25)

/QVUVU > ¢(p, q)/ﬁfﬁ(w)uv (2.26)

Tomemos agora v = ¢y, onde ¢, > 0 é a autofuncao associada ao autovalor \; =
A1(m, Q) de —A em Q com peso m, ou seja, ¢ € tal que

—Apr = Mmyy em ﬁa
1 = 0 em 09,
Suponhamos inicialmente que O # Q. Como Q é de classe C?, segue que ¢, €
CH(QUIN) N H?(Q). Além disso, se z € 99, entao

o1(x +tn) — p1(x)
t

para t < 0 suficientemente pequeno. Logo

<0

001 () =y 2HETI = 1lT) (2.27)

87] t—0— t -

Logo, pelo Lema C.3 e por (2.27)

/VUV% = / u%—/u&pl
a a0 On o

< —/~uA901 (2.28)
Q

= M@ 8 [ Aayup >0,

tendo em vista que ¢; > 0, u > 0 em Q, m > 0 em Q e m # 0 . Combinando (2.26)
com (2.28), temos que

/foL(m)ugog/Vquo:[VquogAl[m(x)u¢.
O Q Q 9
44



Capitulo 2. FEstudo da Eristéncia de Solugoes

Como /~ﬁ1(:c)ug0 > 0, segue que
Q

e(p, q) < M(m, Q).

Suponhamos agora que Q = Q. Pelo Lema C.3, segue que

/Vchp = /8_90_/qu
Q a0 On Q
= —/UA(p
Q

— M, 0) / ().
Q
Mais uma vez, por (2.26), temos que
C(p7 q) S Al(mv Q)

Ou seja, se (P) admite solugao nao trivial, entao devemos ter ¢ < ).

Usando o Teorema C, podemos provar o Corolério 2.2.

Demonstragao do Corolario 2.2: A prova deste corolario é analoga a prova do
Teorema C. Vamos denotar

By :={a>0}U{b>0}

Dy :={a>0}n{b>0}

Suponhamos entao que o problema (Py) tem uma solugio v € H}(Q)\ {0}. Afirmamos
que

u>0 em 2.

De fato, note inicialmente que u # 0 em B, pois caso u = 0 em B, pela formulagao

fraca do problema

/Q|vu|2:/Qf(x,u)u:/m3+f(g;,u)u+ [ s

Como estamos supondo u > 0 em 2 e além disso f(z,u) = Aa(x)u! + b(z)u? < 0 em
Q\ By :={a<0}U{b<0},

/ flz,u)u <0 e f(z,uw)u = 0.
O\B, By

45



Capitulo 2. FEstudo da Eristéncia de Solugoes

/]Vu]Q <0,
Q

o que implicaria © = 0 em €2, que é um absurdo. Logo u # 0 em B,. Como B, C ﬁ,

e portanto

entao u # 0 em Q. Além disso, tendo em vista que Qc Dy,

—Au = f(z,u) = Aa(x)u? + b(x)u? >0 em (.

Como

‘((Nm{a>0}ﬁ{b>0}>‘>0

pelo Principio do Méximo Forte (cf. [8]), temos que u > 0 em Q.
Seja agora v € H&(@) tal que v > 0 em Q. Analogamente ao que foi feito em (2.23)

/QVUVU = /ﬁf(a;,u)v

= /Q()\a(x)uq + b(z)uP)v.

temos

Pelo Lema C.1, existe uma constante ¢ = ¢(p, q) > 0 tal que

/ﬁ(/\a(x)uq + b(x)uP)v > /ﬁc()\a(x))w b(x)r=a uv

= c)\i_;/ffz(x)uv
Q
/Vqu>cp, qu/m

Note que a expressdo acima é andloga a (2.26). E suficiente repetir o argumento final

Logo

da prova do Teorema C para concluir que
p—1 o~
C(p7 q))‘piq S )\l(m7 Q)a

e portanto o problema (P) nao admite solugao nao nula se

@\
“C‘( c(p.) )

Portanto o corolario esta demonstrado.
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Exemplo 1: Sea > 0eb > 0 q.t.p. em Q com |[{a > 0} N{b > 0} > 0, entdo o
Corolério 2.2 se aplica, basta para isso tomarmos €2 = €.

Exemplo 2: Se {a > 0} = {b > 0} e este conjunto é um subdominio nao vazio de

classe C, basta tomarmos € = {a > 0}, e de fato teremos
{a>0 u{b>0}cQc{a>0}n{b>0}
‘(Qﬂ{a>0}ﬁ{b>0})‘ > 0.

Portanto o Corolério 2.2 se aplica.

Exemplo 3: Caso |[{a >0} N{b> 0} >0e{a>0}U{b> 0} tem fecho contido num
subominio ; C Q e tal que ; C {a > 0} N{b > 0}, entdo basta tomarmos 2 = ; e
o Corolario 2.2 se aplica.
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Apeéendice A
Campo Pseudogradiente

Vamos denotar por X um espago de Banach com norma |[-|| e |||y, a norma do
dual de X.

Definicao A.1 Dizemos que v € X € um vetor pseudogradiente para I em u € X, se
(PG1) [lo]l < 2[[I'(w)]] 5 ;

(PG2) I'(w)v > |[I'(w)] -

Observacoes:

(1) Se X é um espago de Hilbert com produto interno (-,-), entao VI(u) é um vetor
pseudogradiente para I € X. De fato, pelo Teorema da Representagao de Riez, para
cada u € X, temos que VI(u) € X é o tnico vetor que satisfaz

I'(u)v = (VI(u),v)

1 ()l = V()]
Dessa forma, para todo u € X, temos
(@) IVI()[| = 1" (w)llxr < 21" (w)]] 5
(ii) I'(w)VI(u) = (VI(u), VI(u))x = [VI()]* = ' ()] .

ou seja, VI(u) é um vetor pseudogradiente para I em u.

(2) Se I'(u) # 0, entao existe um vetor pseudogradiente para I em u. De fato, lem-

brando que

1 ()l = Sup, I'(u)w,
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entao obtemos w € X tal que ||w|| =1e

Fuyw > 2 ()]
Assim 9
y=3 11" (u) || o w
é um vetor pseudogradiente para I em u, pois

3 3
lll = 5 I @)l el = S I (@l < 21 (@)l

Py = I'w)y 1)l w > 17w

Defini¢cao A.2 Seja X = {ue X : I'(u) # 0}. Un campo pseudogradiente para I

em X € uma aplicacao g : X — X tal que
(i) para cada u € X, g(u) € um vetor pseudogradiente para I em u;
(ii) g € localmente lipschitziana.
Lema A.1 Se I € CY(X,R) entao existe um campo pseudogradiente para I em X.

Demonstragio: Dado u € X, temos que y = 3|’ (uw)]| s w ¢ um vetor pseudo-
gradiente para I em u € X. Como I’ é continua, existe uma vizinhanca aberta N, de
u tal que para todo v € N, tem-se

lyll <207y e '@y = 1T ©)% - (A1)
Note que a familia N' = {N, : u € X} é uma cobertura aberta de X. Como X ¢é
um espac¢o métrico, entao X é paracompacto. Logo, existe uma cobertura aberta e
localmente finita M = {M, : 7 € A} de X que refina V. Assim, para cada i € A, existe
v € X tal que M; C N,. Consequentemente, existe y = y; satisfazendo (A.1) para todo
u € M,.
Defina
di(u) = d(u, X\ M;)

R Tk

JEA

Como o refinamento é localmente finito, cada u € X pertence apenas a um numero
finito de M;. Assim, as somas definidas em ¢ sdo finitas, pois d; se anula em X\ M;.
Logo, g estd bem definida. E ainda, temos

dw)
SR
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O i SrP I

JeEA JeEA

Vamos verificar que g é um campo pseudogradiente para I em X.

Como y; satisfaz (A.1) para todo u € M;, temos

=yl < 2011wl x

lg(uw)ll = Z

;= Iy > [[I'(w)|[% -

Além disso, g é localmente lipschitziana. De fato, por um procedimento analogo ao
que fizemos para mostrar que a fungao v definida no Lema 1.1 é localmente lipschiti-

ziana, mostramos que cada parcela

> en di(w)”

é localmente lipschitiziana. Dessa forma, para cada u € X existe uma vizinhanca
V, € X tal que g restrito a V,, é uma soma finita de fungoes localmente lipschitizianas.

Isso mostra que g é localmente lipschitiziana e conclui a prova do lema.
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Apeéendice B
Funcionais Diferenciaveis

Definicao B.1 Sejam X um espago de Banach e U um subconjunto aberto de X.
Dizemos que o funcional I : U — R. tem derivada de Gateur L € X' em u € U se,

para v € X,
lim I(u+tv) — I(u)
t—0 t

= Lw.

A derivada de Gateuzr de I em u € denotada por I'(u). O funcional I tem derivada de
Fréchet L € X' em u € U, se

hml(u—i—v)—f(u)—Lv

=0.
v—=0 o]

Dizemos que o funcional I : U — R é de classe C* em U, I € CY(U,R), se a derivada

de Fréchet de I existe e € continua sobre U.

Observagoes:
(1) A derivada de Gateux ¢é dada por

I (uy = lny I(u —i—tvt) — I(u)

(2) Todo funcional Fréchet diferencidvel é também Gateux diferencidvel.
Proposicao B.1 Se I tem derivada de Gateuz continua em U, entao I € C'(U,R).

Demonstragao: Sejam u + v e u € U. Como [ possui derivada de Gateaux sobre U,
entao pelo Teorema do Valor Médio existe 6 € (0, 1) tal que

I(u+v) — I(u) = I'(u+ Ov)v.

Note que
Iu+v)—I(u) = I'(w)v =I'(u+ 0v)v — I'(u)v,
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donde 1 {
m[[(u +v) —I(u) — I'(u)v] = m[[’(u + 0v)v — I'(u)v]
= [I'(u+6v) — I’(u)]Hz—”.

Deste modo,

HTIH[[(HU) — I(w) = I'(upo] | < | ['(u+0v) = I'(w)] ||

Como, por hipétese, a derivada de Gateux ¢é continua, segue que dado € > 0 existe
d > 0 tal que se ||v]| < 4, entédo

| [I'(w+ 60v) — I'(w)] || < e
Logo,

lim HTlH[[<u +0) = I(u) = I'(w)e] = 0.

Deste modo, temos que a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de Gateux
que, por hipétese, é continua. Logo, I € CY(U,R).

Vamos agora considerar os funcionais J, Jy no espago Hy(£2) definidos por

1 1
Jo(w) = / [Vl dr =  Jlul?

J(u) = / F(z,u)dz, (B.1)
Q
onde f : Q x R — R satisfaz as propriedades que serdo introduzidas no decorrer do

texto e F(z,s) = / f(z, t)dt.
0
Proposigao B.2 Jy € C'(H}(Q),R).

Demonstragao: Vamos verificar a existéncia da derivada de Gateux de J;. Dado
u € H}(Q), para cada v € HJ (), obtemos

L o] = ol 1

—lim = =

2 t—0 t 2 t—0
= <U,U>

Logo, a derivada de Gateux existe e é dada por
Jy(u)v = (u,v).
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Vamos mostrar que ela é continua. Para tal, tome (u,) C Hg(f) com u, — u em
H(€2). Dado € > 0 e v € Hg(2) tal que [Jv]| < 1, temos que, para n suficentemente
grande,

|(Jo(un) = Jo(w))v]

| Jo(un — w)v]
|{un — u, v)]|

< lun =l ol
<

€,

implicando que

50) = T = 500 () = Jy(a0)e] < e
veHL (@)

Portanto,

||J(/)(Un) - J(,)(U)HHL%(Q)/ — 0 quando n — oo.

Logo, J§ é continuo. Pela Proposicao B.1, Jy € C'(H}(Q),R).

O

Lema B.1 Sejam Q um dominio limitado e f : Q@ x R — R wma funcao de Ca-
rathéodory. Suponha que existam 1 < o < 2*, dy € L7 () e dy > 0 tais que

|f (@, 8)] < du(@) + dafs|”
g.t.p. em Q e para todo s € R. Entdo o operador G : L7(Q) — L7 (Q) dado por
G(u) = f(z,u(x))
estd bem definido e € continuo.

Demonstragao: Vamos mostrar inicialmente que G estd bem difinido. Para isto, seja
u € L7(2) e observe que

G = / (@ u(z)[” de
< /Q (di(2) + do Ju(z)|" )o/dx
< g /Q (du(@)” + &5 |u(e)")dz

= 277 Y|di|3 + 27 |lull;

< oo,

e portanto G esta bem difinido.

53



Apéndice B. Funcionais Diferencidveis

Seja agora (u,) C L7(Q) tal que u,, — u € L7(2). Entao, a menos de subsequéncia,
un(2) — u(z) qtpem Q e |un(x)| < Un(2) € L(9).

Além disso, por hipdtese

/

@ un) = flaw)” < (1 (2 u)] + [ f @, w))”

IN

27 M (If (2, u)|” 4 |f (2, 0)|")

/ /

27’1 Kdl(a:) + dglun|"1>0 + <d1(:c) + d2|u]"1)0]

27127 (@) 4 dF funl”) + 277N (da(2)” + 5 Jul”)

IN

IN

IN

Cldl(l’)gl -+ C2(|unla + |u|0>7

IA

Cudy(z)° + 205° (x) € LK),

pois C1dy(x)” € LY(Q) e ¥I(x) € L'(). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
segue que

lim ||G(u,) — Gw)||2 = lim [ |G(u,) — G(u)|” dx

n—oo n—oo [¢)

— dim [ (@, un(@) - flo,0)| de

n—oo [¢)

_ /Q lim |f(z, un(2)) — f(z, )| dz

n—oo

= 0.

Portanto, a menos de subsequéncia G(u,) — G(u) em L7 (Q). Mas o argumento é
valido para a sequéncia, pois caso contrario, existiria uma constante ¢ > 0 e uma sub-
sequéncia (u,,) C (up) tal que |G(u,,;) — G(u)| > ¢ para todo n;. Mas repetindo todo
argumento para a subsequeéncia, terfamos uma contradi¢cao. Logo G é um operador

continuo.

O

Proposicao B.3 Sejam Q um dominio limitado e f : @ x R — R wuma funcao de
Carathéodory. Suponha que existam 1 < o < 2%, d; € L"/(Q) e dy > 0 tais que

£, 9)] < ) + o]
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q.t.p. em Q e para todo s € R. Entao o funcional J definido em (B.1) € de classe C*
de H}(Q) em R, com

J (u)v = /Qf(m,u)v dx
para todo v € H}(Q). Além disso
J': Hy(Q) — Hy(Q)f
¢ compacto.

Demonstragao: Vamos mostrar que J possui derivada de Gateux e ela é continua.
Para isso fixemos u,v € H}(Q) e t € [0,1]. Pelo Teorema do Valor Médio, existe

6 € (0,1) tal que
F(z,u+tv) — F(x,u)
t

= f(z,u+ 0tv)v,

dF
pois d—(x, s) = f(z,s). Quando t — 0, temos que
s

flz,u+ 0tv) — f(z,u).

Vamos provar que f(z,u + Otv)v é limitada por uma funcao integravel. Para tal,

observemos que
|f(z,u+ Otv)v| < |dy(2)v] + do|u + Otv]” ! |v].

Usando o fato de que d; € L7 (), v € L7(Q) e a desigualdade de Holder, temos que
[lds@yelds < il ol < oo,
0

Logo, |di(z)v| € L'(Q2). Por outro lado, usando a desigualdade de Young com o e o,

lu+ Oto]”' @D Jy|°
+

o’ o

lu+ 0tv]” o] <

20—1 U,J—l— etova vl
(ful” + 10t vl) vl

o’ o

IN

< Cﬂu\” + 02|/U‘0. € Ll(Q)
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Portanto |f(z,u + Otv)v| < g(z) € L}(Q). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
podemos obter

limJ(u+tv)—J(u) — lim F(z,u+tv) — F(z,u)

t—0 t t—0 Jq t

dx

t—0

= 1im/f(a7,u+9tv)vdx
Q

= / lim f(x,u + Otv)vde
Q

t—0

_ /Qf@;, v da.

Consideremos agora o funcional
J(u) : HY}Q) — R
v o / flxz,u)vdz
Q

que ¢ um funcional linear e continuo. De fato, para vy, vo € Hy(Q) e ¢ € R, vale

J'(u) (v + Cvg) = /Q Flu) (v + Cv) da
= /f(x,u)vl+f(x,u)01)2dx
Q
= /f(x,u)vldx—i—/f(x,u)Cvgda:
Q Q
= /f(x,u)vldJZ—I—C/f(lL‘,U)UQdZE
Q Q

= J'(u)(v1) + CJ'(u)(v2).

Além disso, utilizando a hipétese, para todo v € H (), temos que
/ flz,u)vdz
Q
< [ V] ds
Q

< [ @)+ daful ™) poldo

_ /]dl(a;)Hv] dx+/d2 " o] da.
Q Q
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Pela desigualdade de Holder com expoentes o e o', temos

L 1
Jia@liolao < ( [ira)” ([ 1o a) =laod. @2
Q Q Q
et o< ([aean)” ([ prae)” =g, ®3
Q Q Q

Tomando como constantes positivas Cy = ||dy|or, C5 = ||u]|5 " e Cs = max{Cy, Cs},
segue de (B.2) e (B.3) que

[ (wp] < Collvll
< Crfvll;

para todo v € H} (), onde usamos o fato de que a imersdao Hg(2) — L°(£2) é continua.
Logo, J'(u) € L7 ().

Vamos mostrar agora que J' é continua em u. Para tal, seja (u,) C Hy(2) tal que
u, — u em H}(Q). Pela desigualdade de Holder, segue que

_ ’/Q(f(x,un) — F(w,u))vdz

_ ‘ / (Glun) — G(u))vda

/|G up) — G(u)||v] dx

|G (un) = G(w)lor|[0]l
< Gsl|Glun) = G(w)lor|[o]]-

(' (un) = J'(u))v

IA

IN

Pelo Lema B.1, o operador G : L7(92) — L () dado por
G(u) = f(z,u(z))
é continuo, ou seja, G(u,) — G(u) em L (). Dessa forma, temos
|(J' (un) — J(u))v] < €||v]| sempre que n > ny.
Entao segue que,

=0.

J (un) = J'
lim HJ/(U”) B J/(U)HH(%(Q)/ = lim sup |< (u ) (U))U|

n—o0 N0 |1y)||£0 [[v]]

Logo, J' é continua em u. Portanto, J € C'(H}(Q),R).

Vamos mostrar que J' é compacto. Para tal, usaremos o fato de que a imersao
H}(Q) — L°(Q) é compacta pois 1 < o < 2*. Assim, se (u,) C Hi(Q) é uma
sequéncia limitada, a menos de subsequéncia, u,, — u em L?(2). Entao

G(un) — G(u) em L7 (). (B.4)

57



Apéndice B. Funcionais Diferencidveis

Mas J'(u) é linear e limitado, entao usando (B.4) podemos concluir analogamente ao
que foi feito anteriormente que J'(u,) — J'(u). Portanto J' é compacto.

[l

Proposicao B.4 Suponha (Hy). Entao o funcional I € fracamente semicontinuo infe-

riormente.

Demonstragao: Seja (u,) C Hj(2) tal que u, — u fracamente em H} (). A fungao

| - ||* é fracamente semicontinua inferiormente, ou seja
lul* < lim inf ||Ju,||?. (B.5)
n—oo

Por outro lado, como u, — u em Hg(Q), entdao (u,) é limitada em Hj(f2). Como

o < 2* aimersao H}(Q)) — L7(Q) é compacta. Sendo assim

Uy, — u em L7(Q),

Upn,; (2) — u(r) qt.p. em €,

|un,;| < h(z) qt.p. em Q, he L7(Q),
F(z,up; (7)) — F(z,u(z)) qt.p. em €,

(B.6)

para alguma subsequéncia (u,;) C (u,). Além disso, por (Hi), existem 1 < o < 27,
dy € L7 (Q) e dy > 0 tais que

|f(2,8)] < di() + dals|",
q.t.p. em €2 e para todo s > 0. Integrando de 0 a s,

|F(x,s)] < di(z)]s] + ds|s|”,
para alguma constante d; > 0. Logo por (B.6)

[F (2, un,) | < di(2)un,| + dsfun, |7
< di(@)h(x) + dslun,|”
= g(z) € L'(Q).

Esse ultimo fato e (B.6) nos permite usar o Teorema da Convergéncia Dominada para

garantir que

lim F(x,unj)dx:/F(x,unj)dx:/F(x,u)dx. (B.7)
J—=0 Jo Q Q
Vale observarmos que
lim [ F(x,u,)dr = / F(z,u)dz, (B.8)

58



Apéndice B. Funcionais Diferencidveis

pois caso contrario, existiria uma constante d > 0 e uma subsequéncia (u,, ) C (u,) tal

/QF(az,unk)da:—/QF(x,u)dx

Mas (uy,,) também é limitada, e o mesmo argumento em (B.6) nos daria uma con-
tradicao. Logo, por (B.5) e (B.7),

que

> d.

lim inf I(u,) = lim inf <1Hun|\2 —/F(x,un)dx)
Q

n—oo n—oo 2

1
> 5 im inf ||u,||* + lim inf (—/F(:z:,un)dx)
n—oo n—oo 0
L. . 2
=3 lim inf ||u,|* — lim sup [ F(z,u,)dx
n—oo n—oo QO
Lo
> —|lu|l = | F(z,u)dx
2 Q

= I(u),

ou seja, I é fracamente semicontinuo inferiormente.
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Apéndice C
Lemas Técnicos

Lema C.1 Sejam A,B >0¢e0 < q <1< p. Entdo existe uma constante ¢ = c(p,q) >
0 tal que
— 1—
As? + BsP > cAraBrs
para todo s > 0.

Demonstragao: Se s = 0 a desigualdade ¢ imediata. Suponhamos s > 0. Observemos

que
Sq(%)sp(ﬁ) = qu_gtz_pq = 55:3 = 3. (C]_)
Além disso,
1 1 — 11—
=7 T =¢ ==£L——g-+-———g =1
—1 14 P74 P—4
ecomo 0 < ¢g <1< p, temos que
-1 1 —
PZ so0e =950
p—q p—q

e portanto esses dois niimeros sao conjugados. Pela desigualdade de Young e usando
(C.1), segue que

p—1 1—¢q

Ar—aBpr-ad5 = <Aﬂ3q )(Bﬂsp p—q q )

salED) (e (E))
PGSl M Gl
p—1 1—q

= As? ( — 1) + BsP <—1 q)
pP—4q P—q
< ¢(As?+ BsP)

11— -
onde ¢ =max{’=, =1}. Tomando c ~1 = ¢ segue que

p=gq _1-q
As? + Bs? > cAv=a Br-uas
o que conclui a prova do lema.
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O
Lema C.2 Sejam 0 <g<1<p, A>0, B> 0, e considere a funcdo
Dy p(t) =17 — At — BPt!

para t > 0. Entdo max{® p(t) : t > 0} € positivo se, e somente se,

(p=1F(1—g)

Ap—lBl—q < (p _ q)p,q =T (pa Q>
%
Além disso, parat =t = [B%p__qq)} " tem-se que
1—gq
p—1 izg (P —q\*
Sanlts) =1 | L7~ apit (_) .
)=ty 1—gq

Demonstragao: Como podemos escrever ®4 5(t) = 9 (-, — A — btP™7), entdo
D4 5(t) > 0 se, e somente se t'77 — A — BrP~¢ > (). Vamos determinar o ponto critico
de @AB.

d

a(tkq —A-Br" =0 & (1-qt "—Blp-—tr7'=0

& Bp—oqtr T =(1— gt

Q=

& (ol

S b«

ety _ {u}é

B(p—q)

M}

< hﬁB:[B@—w
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Observemos agora que, como ® 4 p(t) = t2(1 — At9™! — BtP~1), temos

(I)A,B(tB) >0 & 1-— Ath_l — Bt%_l >0

p—1

1—g)im 1 — g)im
- Pﬁi;;q)gi—Bz; q) _
Br=1(p —q)v1 Br=1(p —q)»T

>0

1—q
— _ — —1
o P4 ypi (u) =0
P—q 1—gq

1 g\ ¢
EN (p—) > AP~ Bl (p—q>
P—q 1—g¢q

— 1P 1 —g)l e
P (p (1)? — ;;—p_qq) > Ap_lBl_q.

Logo, segue que

p—1 iy (p— g\
Canltn) =t |20~ apit (220) 7
(ts) =15 | —, -

o que conclui a prova do lema.

0

Lema C.3 Sejam Q C RY um domino limitado de classe C*, uw € H*(Q) ev € HY(Q).
Entao

ou
VuVov = — —/ Au)v,
/Q a0 0N Q( )
onde n =n(z) denota o vetor normal exterior a x € 0N2.

Demonstragao: Como C*°(2) é denso tanto em H'(f2) quanto em H?(Q), existem
sequéncias (uy,), (v,) C C®(Q) tais que u, — u em H*(Q) e v, — v em H*(Q). Logo,

a menos de subsequéncia, para cada 1 =1,...,n
( Ou, ou ov,, ov 9%u,, 0%*u )
8:1:'2- - 8:61 ’ 8:131 - ax@ ’ (‘3@2 - aIiQ Qem L (9)72
ou,, ou ov,, ov 0“u, 0“u
ou,, ov,, 0“u
< s < < @; t.p.
G| <o . [Fe@| <u@ 55| <) atp o 0

para funcoes ¢;, V5, ¢; € L*(2). Logo
Vu,(x)Vu, () — Vu(zr)Vo(z) q.t.p. em €,
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[V (2)Von(2)] < @1(2)¢1(2) + . + on(@)¢n(2) = h(z)
onde hy(z) € L'(Q2). Vale também

aun 8u
an (z)vn(x) — a—n(iﬂ)v(w) q.t.p. em Q
Ouy,

(Vtn(2), o))
¢| 24 ()] ()]

a ]
< i (@)] - [on ()]
= 9(2)

para alguma funcao hy € L'(Q) e onde ¢ é uma constante. E também

IN

(Aun(2))vn(e) = (Au@))(v(z)) qt.p. em

(92un a2un
S (@)vn ()

T @) -~

1) [on@)] + .+ én(@)] - on (@)
hs ()] ()

ha(a)

para alguma funcio hz € L*(Q) C L'(Q).

(At (@))a(z)| < T

INIA A

Como para cada m € N, u,, v, € C*(Q), pelo teorema da divergéncia vale

Uy, /
Vu, Vv, = — U, — Auy,)v,
/Q o0 On Q( )

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que

/Vuann%/Vqu
/ 8un /
80 877 o0 877
/ (Auy,)v, — / (Au)v,

e portanto, para cada u € H%(Q) e v € H'(Q) temos que

ou /
AulAv = — — Vu)v.
/Q aq ON Q( )
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Apéendice D
Resultados Gerais

Nesta secao enunciaremos algumas defini¢oes e os principais teoremas utilizados

nesta dissertacao.

Definicao D.1 Dados x € X e um conjunto nao vazio T C X, definimos a distancia
de x até o conjunto T' por

d(z,T) =inf{||lxr —y||x :y € T}.

Proposicao D.1 Para T C X ndo vazio, a aplicagio dr : X — R dada por dr(zx) =

d(x,T) é uma contracao fraca, isto €, para x,y € X tem-se
4z, T) — d(y, T)] < ||z — yl|x.
Demonstracgao: Usando a desigualdade triangular e fixando ¢ € T qualquer, temos
d(z,T) < d(z,t) < d(z,y) +d(y, 1),

ou seja, d(z,T) — d(x,y) < d(y,t). Esta desigualdade valendo para todo t, concluimos
que d(l’, T) - d(IE, y) < d(y7 T)7 ou Seja7

Trocando z por y, mostramos analogamente que

Portanto,
|d(z,T) —d(y,T)| < d(z,y) < ||z —yl[x.

Sejam M, N espacos métricos.
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Defini¢ao D.2 Dada f: M — N, suponhamos que ezista uma constante ¢ > 0 (cha-

mada constante de Lipschitz) tal que

() = FWllx < cllz = ylla

quaisquer que sejam x,y € M. Dizemos entao que f é uma aplicagao lipschitiziana.

Definicao D.3 Uma aplicacdo f : M — N chama-se localmente lipschitiziana quando

cada ponto a € M € centro de uma bola B,(r) tal que a restrigao f|p é lipschitiziana.

Proposicao D.2 A aplicagcio dr : X — R dada por dr(z) = d(z,T) € localmente

lipschitizana.

Demonstragao: Tomando ¢ = 1, temos pela Proposicao D.1 que
|d(z,T) = d(y,T)| < ||z — yll,

isto é, dr é lipschitiziana, donde é localmente lipschitiziana.

O

Teorema D.1 (cf. [3]) Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (u,) € uma
sequéncia limitada em X, entdo existem uma subsequéncia (un;) C (un) e u € X
tais que

Up, — u fracamente em X.

Proposigao D.3 Sejam (u,) e (v,) sequéncias em L*(Q)) tais que
(i) u, — u em L*(Q);
(i) v, — v em L*(Q).
Entao
(n, vn) 2 — (U, 0) 2 -

Demonstracao: Note que

|<unavn>L2 - <U7U>L2’ = ‘(umUTL)L? - <uav>L2 + <un7U>L2’
|<umvn>L2 - <UH7U>L2’ - ‘<U7U>L2 - <un7v>L2’

< lunll g2 [[on = vll 2 + un =, 0) o -

IN

Por (i) segue que (u,, —u,v);» — 0. Por (ii) e como |ju,|/;» ¢ limitada, temos que

[unl[ lon = vll 2 — 0. Logo (un, vn) 2 — (u,v) 12 -

Os resultados abaixo estao provados em [7].
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Teorema D.2 Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP (), tais que

[ = flle — 0.

Entao existe uma subsequéncia (fn;) C (fa) tal que
Q) fuy = Fla) gty em O

(i) [fn,| < (@) V) e qt.p em Q, com h € LP(R)

Teorema D.3 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g € L¥(Q), onde p/ ¢
tal que

1 1
__|__/:1’
p D

com 1 < p<oo. Entio f.ge L'(Q) e

19l < WAl o gl o -

Teorema D.4 (Teorema da Convegéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) C
LY(Q) uma sequéncia de funcoes. Suponhamos que

(i) fulz) — f(z) ¢.t.p em

(i) existe uma fungio g € L'(Q) tal que, para cada n € N, |f,(z)] < g(z) ¢.t.p em
Q.

Entao f € L'(Q) e || f — fll;2 — 0.

Teorema D.5 (Teorema do Traco) Suponha que 2 é um aberto limitado de classe C*.
Entao existe um operador linear limitado

T: Hl(Q) — LQ(GQ)
tal que
(i) Tu = upq seu e H(Q)

(ii) emiste C = C(p,Q) > 0 tal que, para todo u € H'(Q) vale

1Tu]|290) < Cllullg(q)-
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