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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos existéncia de solugoes positivas para a classe de

problemas
— Apu=g(z,u)+ Af(z,u) + pV(r,Vu) em

u>0 emQ e u=0 em 0,

em que A, é o operador p-Laplaciano, 1 < p < oo; A > 0 e px > 0 sao parametros reais;
g, f:2x(0,00) — [0,00) e V : QxRN — R sdo fungdes continuas satisfazendo hipoteses
adequadas e Q C RY ¢ um dominio limitado regular ou Q = RY. Quando Q = R", a
condic¢ao u(x) = 0 quando z € 0N2 significa que u(x) — 0 quando |z| — oo.

Nenhuma condigdo de monotonicidade e (ou) singularidade é exigida das nao-
linearidades g e f, mas termos singulares e superlineares sao incluidos em nossos
resultados, que utilizam uma técnica de monotonizacao-regularizagao, métodos de sub
e supersolugao e argumentos de aproximagao.

As dificuldades decorrentes da presenca do termo convectivo V' e da perda de
elipticidade do operador p-Laplaciano sao contornadas por meio de principios de

comparagao, um deles estabelecido neste trabalho.

Palavras-chave: operador p-Laplaciano, problemas singulares, método de sub e

supersolucao, principios de comparagao, termos superlineares e convectivos.
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Abstract

In this work, we establish the existence of positive solutions for the problem

—Apu=g(z,u) + \f(x,u) + pV(x,Vu) in

u>0 inQ e u=0 on ),

where A, is the p-Laplacian operator, 1 < p < oo; A and p are real parameters;
g, f Q2 x(0,00) — [0,00) and V : Q x RY — R are continuous functions satisfying
appropriated hypotheses and 2 C RY is a smooth bounded domain or = RY. When
Q =RY the condition u(z) = 0 on I means that u(xr) — 0 when |x| — oo.

No monotonicity conditions and (or) the existence of singularity is required on the
nonlinearities ¢ and f, but singular and super linear terms are included in our results,
which use a regularization and monotonicity technique, sub and super solutions methods
and approximation arguments.

The difficulties arising from the presence of the convective term V' and the loss elipticity
of the p-Laplacian operator are overcome by comparison principles, one of this principle

is established in this work.

Keywords: p-Laplacian operator, singular problems, sub and super solutions method,

comparison principles, super linear and convective terms.
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Notacoes

Neste trabalho, fazemos uso das seguintes notagoes:
e Br(0)={z eR":|z|< R}, R>0;
e A,u=div(] Vu|P™? Vu),1 < p < oo, é o p-Laplaciano da fungao u;

e )\ qo(p) € o primeiro autovalor do problema de autovalor com peso p

=8, 0 =Xp(@)|pf?p em Q
>0 em (AV)
=0 em Of),
em que p: Q — [0,00), p # 0, ¢ uma fungao conveniente e 2 C RY é um dominio
limitado;
* \i(p) = I%EEO ALBR0)(P);

® o = p1a(p) € uma A o(p)-autofungao positiva de (AV) e pr = ©1,8,(0);

lim @ =09, lim

o(s)
s—0 gp—1 s—oo gP—1

= Ooo, El%(j(‘g) :=0(0) e lim o(s) := o(c0),

§—00

em que o : (0,00) — (0,00) ¢ uma fungao adequada e ¢, 0, 0(0),0(c0) € [0, c0];
e () é a medida do conjunto ;
o 05 ={x e Q:dist(z,00) <4, 6 >0};

e ((£2) denota o espago das fungdes continuas em 2 e Cy(2) sao as fungdes continuas

de suporte compacto em §2;



Notagoes 2

e C*(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das funcdes k vezes continuamente
diferenciaveis sobre 2 e C*(Q2) = ﬂ C*(Q);

k>1

o CH(Q) = CHQ) N Co(Q) e C5°(2) = C>(Q2) N Co(Q);

o CY5(Q) = {u eC(Q): sup Ju(@) = uly)] uéy)|
ryeQazy |2 =Yl
sao as fungdes em C*(Q) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estao

em C%%(Q);

< oo}, com 0 < 3 < 1, e CH(Q)

o [P(Q) = {u : Q@ — R mensuravel : / lulPdz < oo}, emque l <p<ooe CRY
Q

¢ um aberto conexo, com norma dada por

1/p
el == ( JAL: da:) ;
Q

e [>(Q) denota o espago das fungdes mensuréaveis que sao limitadas quase sempre em

) com norma dada por

|u]|oo :=Inf{C > 0: |u(x)| < C quase sempre em 2};

e Paral <p < oo,

391,92,...,98 € LP(Q) tais que
dx:—/gigodx, Voe CP(Q) ei=1,...,N
Q

WP(Q) = S u € LP(Q) / D

com norma dada por

1/p
el = [ [+ ) d:c] .



Introducao

No presente trabalho, estudamos existéncia de solugoes para a seguinte classe de

problemas:
—Apu=g(xz,u)+ Af(z,u) + pV(x,Vu) em »
u>0 emQ e u=0 em 0, o
em que A, u = div(|Vul[P~2Vu) é o operador p-Laplaciano, 1 < p < oo; A > 0e pu >0
sao parametros reais; g, f : Q2 x (0,00) — [0,00) e V : 2 x RY — R sdo fungoes continuas
satisfazendo hipoteses adequadas e Q C RY é um dominio limitado regular ou 2 = RV.
Quando Q = RY a condicdo u(z) = 0 quando x € 99 significa que u(z) — 0 quando
Uma fungdo u = uy, € CHQ) N C(Q) serd dita uma solugao de (P), no sentido das
distribuigoes, se u > 0 em (2 e, para cada ¢ € C5°(Q2), tenhamos

/ |VulP*VuVedr = /[g(x, u) + Af(z,u) + pV(z, Vu)]odz.
0 Q

Além disso, se = RY, a funcdo u seré dita uma solucao inteira.

Ressaltamos que nossos resultados nao exigem nenhuma condi¢ao de monotonicidade
e (ou) singularidade das fungbes g e f, mas estamos particularmente interessados nos
casos em que ¢ é positiva, f é nao-negativa e satisfazem condi¢oes de sublinearidade no
zero e superlinearidade no infinito, ou seja,

lim 9(r,5) _ oo e lim fl@s) _

s—0+ sP~1 s—oo  gP~1 ’

para cada x € 2.
Estes comportamentos permitem, por exemplo, situagbes em que g e (ou) f sdo

singulares em s = 0, no sentido de que lim+ g(x,s) = oo e (ou) 1im+ flx,s) = 0.
s—0 s—0
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Além disso, (P) resolve o seguinte problema modelo:

— Apu = a(x)h(u) + Ad(z)l(u) + a(x)|Vul? em Q
u>0 emQ e u=0 em 0f,

e nossos resultados permitirao considerar, por exemplo,
a(z)h(u) + Md(x)l(u) + |[Vul? =u" +u™, —co<n<p—1<m,

com enfoque principal a existéncia de singularidade.

Problemas envolvendo nao-linearidades singulares surgem em varias situacoes fisicas,
presentes na condutividade elétrica (Fulks & Maybee, 1960 [18]), na teoria dos fluidos
pseudoplasticos (Callegari & Nashman, 1980 [5]), em superficies minimas singulares
(Caffarelli, Hardt & Simon, 1984 [4]), em processos de reagao-difusdo, na obtengao de
diversos indices geofisicos e em processos industriais, entre outros.

O tema relativo & nao-linearidade sem termo de conveccao, isto é, quando V' = 0, muito
tem sido estudado. Um trabalho pioneiro ¢ o de Crandall, Rabinowitz & Tartar [8], que
em 1977 consideraram um operador linear mais geral que o Laplaciano e, sob as hipdteses

N e 3 feC(Qx(0,00)), 111(1)1+ f(z,t) = co uniformemente em Q, sup f < oo,
= [1,00) x5

obtiveram uma solucao generalizada em I/VZQOE(Q) N Cy(Q), para algum ¢ > N.
Motivados por este trabalho, Lazer e McKenna [32], em 1991, estabeleceram existéncia

de uma solucao classica para o problema

— Au=a(z)u™” em Q,

(1)

u>0em e wu=0em 0,

em que a € C%(Q), a > 0 em €. Sob hipéteses mais fracas sobre a, del Pino 1992 [12]
provou a existéncia de uma tnica solugao fraca positiva de (1).
Em 1997, Lair & Shaker [30] estudaram existéncia e unicidade de solugdes positivas
para
— Au = a(z)h(u) em €,
u>0 emQ e u=0 em 0,

em que a(z) > 0, lim h(s) — 400 e h/(s) < 0,s > 0.
s—0

Posteriormente, Ghergu & Radulescu [19], em 2003, estabeleceram unicidade de
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solucao, para quaisquer A, u > 0, para o problema

— Au+ a(z)h(u) = Af(x,u) + pb(r) em Q,

u>0 emQ e u=0 em 0,

em que mina(z) < 0, f é nao-decrescente em s > 0 e o quociente f(x,s)/s é nao-
zef)

crescente em s, com lin[l) f(z,s)/s =00, lim f(z,s)/s =0. Além disso, h é nao-crescente,
lir% h(s) = o0 e h(s) < Cs™ @, para alguns a € (0,1) e s > 0.
Em 2005, Perera & Zhang [38| consideraram

—Apu=a(x)u”” + Af(z,u) em €,
(2)

u>0emQ e wu=0em 0,

em que v, \ > 0. Sob hipoteses adequadas na funcao a > 0, foi mostrado que existe
Ao > 0 tal que (2) tem solugao para qualquer A € (0, Ag).

Considerando a condic@o de fronteira em um sentido mais geral, Perera & Silva [37],
em 2007, estudaram o problema (2) para a nao-linearidade da forma g(x,u) + \f(x,u),
permitindo singularidade no termo g.

Acerca do problema (P), suporemos que:

(G) (i) existem fungdes continuas b : Q@ — [0,00), b # 0, ¢ k : (0,00) — (0,00), tais
que

g(z,s) < b(x)k(s), para quaisquer (x,s) € Q x (0,00);
(ii) existem s; € (0,1] e fungbes a : Q@ — [0,00), a € C(2) N L®(Q),
h:(0,s1) — (0,00), h € C(2), tais que

g(x,s) > a(x)h(s), para quaisquer (z,s) €  x (0, sy).

(F) (i) existem fungoes continuas ¢ : 2 — [0,00), ¢ # 0, e j : (0,00) — (0,00), tais
que

f(z,s) < c(x)j(s), para quaisquer (z,s) € Q x (0, c0);

(i) existem sy € (0,1] e fungdes d : Q — [0,00), d € C(Q) N L>*(Q),
[:(0,82) — (0,00),1 € C(£2), tais que

f(z,s) > d(z)l(s), para quaisquer (x,s) €  x (0, s2).
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A funcao V satisfaz
(V1) V(2,8 < a(x)¢]” + B(z);
(V2) [V(2,8) = V(z,n)| < o) [[£]7 = n|];

(V3) V' é continuamente diferencidvel em & sobre subconjuntos compactos de suas
variaveis;
em que o, : Q — [0,00) sdo fungoes continuas tais que «, 3, a/d, a/a,F/a €

L>(Q).
(M) existe wyr € C1(Q) satisfazendo

— Apwy = M(x) em
wy >0em Q e wy =0 em 01,

em que
max{b(z),c(z)}, se V=0oulV =0
Q
M(z) =
mgx{%(x), 2¢(z), a(x), B(x)}, se V 2 0.

o[- @

BT
o0

(K)So,to sup

(s0,t0) P~ | war |

para alguns 0 < sy < £y < o0.

Observagao 0.1. Com respeito a hipdtese (M), ressaltamos que:

1. Se Q C RN ¢é um dominio limitado, (M) ocorre se, por exemplo, M € L>®() e
1 <p < N, como pode ser visto em [36] e [26].

2. Se Q = RY, seque de [25] que o problema (3) tem solugcdo se M ¢é uma fungao

continua e satisfaz

_1
M, ;:/ lslN/ tNlM(t)dtr ds < oo,
0

0

em que M(t) = 1|n|ax M(z), t > 0. A existéncia implica a reqularidade (veja [14)]).
r|=t

Se admitimos N >3 e

(Z)/ TP%Mﬁ(T)dT<OO, sel <p<2,
1

ou
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y 0 (p—2)N+1 A
(i) / ro et M(r)dr < oo, sep>2,
1
entao M., < 00.

Pode ser visto em [53] que a reciproca deste fato nao € verdadeira.

3. Com o objetivo de elucidar a hipdtese (K)g,+,, mostraremos, no apéndice deste

trabalho, as sequintes equivaléncias:

1
(a) (K)o, ocorre se, e somente se, ko < o1
I war (5
1
(b) (K)g, 00 0cOTTE SE, € SOMeEnte se, ky < -
I war (o

Considere também o problema de autovalor com peso p

— Ay = Mo(z)|el" e em Q,
(AV)
p>0em 2 e ¢=0em 9N,

em que p: Q — [0,00), p # 0, é dada por p(z) = min{a(z),d(z)}. Como pode ser visto
em [2], desde que p € L®(Q), temos que pq € CH(Q).

Nossa contribuicao, neste contexto, é:

Teorema DLy:  Suponha V =0, (G), (F),(M) € (K)s4,- Entio existem c,\* >0 e
uma fungdo u = uy € CHQ) N C(Q), com cpq < u < ty, solugdo de (P) em cada uma

das sequintes situacoes:
(7) maX{O, %ﬁ)_ho} <A<, se 0 <y <oo;
(77) 0 <A<\, sely=o00;

(117) 0 <A< A, sely=0 e hy> Aalp).

Adicionalmente,
)‘*Z-i %—ko , seso=0 e /\*Z,i %_koo , Sely = 00.
Jo \ a5 =g Joo \ lwnrllToe @)

Observaciao 0.2. E importante observar que:
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1. Podemos considerar g =0 em (P) se tivermos

1 1
A< —————— ou A<

Joo [l wnr [P~ Jo | war [P~

2. Podemos encontrar resultado andlogo, para o caso em que g = 0, em Gongalves,

Rezende & Santos (2011) [25].

O Teorema DLg melhora o resultado de [19], pois trata (P) para o p-Laplaciano e nao
exige nenhuma monotonicidade e (ou) singularidade em f, g ou em seus quocientes. Além
disso, completa os trabalhos de [38] e [25] por permitir ndo-linearidades mais gerais.

Problemas em que a nao-linearidade tem um termo de convecgao, isto é, quando
V # 0, surgem em teoria de controle estocastico (Lasry & Lions, 1989 [31]) , no estudo de
um campo eletromagnético (Stuart, 1991 [46]), Stuart & Zhou, 1996 [47]), em um meio
nao-linear, entre outros.

Considerando o problema com V > 0 em dominios limitados, citamos Zhang & Yu

[55], que em 2000 estudaram o problema

—Au=u""4+ A+ p|Vu|? em Q,
(4)

u>0emQ e wu=0em I,

em que i, A > 0, a > 0eq € (0,2]. Utilizando uma mudanga de variaveis, os autores
provaram que o problema (4) tem solugoes classicas se uA < A q(1),se ¢ =2oup € [0, 1),
se 0 < ¢ <2, compu=rp(g,A\).

Problemas de Dirichlet, tais como (P), com a presenga de um termo convectivo, foram

estudados por Ghergu e Radulescu [21], que em 2005 consideraram

— Au = h(u) + Af(z,u) + p|Vu|? em Q, -
D

u>0 em e u=0 em 0f),

sob as condigdes f > 0 em Q x (0,00), df/ds(x,s) >0, s >0, f(x,s)/s ndo-crescente
em s >0, lim f(x,s)/s =0e lin(l) h(s) = +o0, h € C**((0,00)), h > 0 ndo-crescente,

A = 1. Eles provaram que
(i) se 0 < ¢ < 1, entdo (5) tem solugao para cada p > 0;

(ii) se 1 < ¢ <2, entdo existe p* > 0 tal que (5) tem solu¢do para qualquer 0 < p < p*.
Além disso, se 1 < ¢ < 2, entao p* < oo.
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Além de analisarem a importéancia do termo de convecgao p|Vul? em (5), mostraram uma
dependéncia existente entre A e u. Por exemplo, se ¢ =2 e f = 1, (5) tem solugao somente
se u(m + A) < A1, em que m = lim h(s).

Recentemente, Alves, Carriéf)_g:o Faria, 2010 [1] utilizaram o método de Galerkin para

estudar o problema
— Au = g(z,u) + pV(z, Vu) em €,
(6)

u>0 emQ e wu=0 em 01,

em que g e V sao fungoes localmente Holder continuas, tais que

az(x)
|s["

bls|™ < g(x,5) < ar(x) + az(z)]s]™ + 0 < V(z,§) < as(x) + as(x) €™,
sendob > 0,7; € (0,1)(i =1, ...,4) constantes e a;(i = 1, ..., 5) fungdes continuas positivas.
Sob estas condigoes, foi mostrado que (6) tem solugao para cada pu > 0.

Considerando o problema (P) com V < 0 em dominios limitados, citamos Ghergu &

Radulescu [20], que em 2005 obtiveram existéncia de solugao classica para

— Au+ a(z)h(u) + |Vu|? = A\ f(z,u) em €,

u>0 em () e u=0 em 0,
sob as condigoes: A >0, a <0, ¢ € (0,2], f:Qx[0,00) — [0, 00) Holder continua e nao-
decrescente na segunda variavel, h nao-crescente, lirré h(s) = oo, f(z,s)/s ndo-crescente
em s > 0, hH(l]f(Qf,S)/S =o0 e lim f(z,s)/s=0.

Os dois teoremas seguintes tratam do problema (P) em dominio limitado, sendo que

o primeiro considera o caso em que V = 0 e o segundo, o caso em que V' < 0.

Teorema DL : Suponha V Z 0,(G), (F),(M), (K)s, € (Vi), com q € [0,p]. Entao
existem N\, > 0 e ¢, \* > 0 tais que, para cada N\, < A\ < \* dado, existem p* = p*(\) > 0
e uma fungio u = uy, € CHQ) N C(Q), com cpq < u < ty, satisfazendo (P) em cada

uma das sequintes situagoes:
(1) A :max{(),%ﬁ)_ho}, 0<pu<p* sel<ly< oo;
() A\ =0, 0 < < pu*, sely=o00;

(719) A\ =0, 0 < p<p*, sely=0ehy>Aalp).

Adicionalmente,

(i) se q € [0,p—1], entdo
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- — -1
Jo HwM||I£OC(Q) Joo ”WIW”IE,OO(Q)

(1), A*2i<+—ko>,3650:0,6)\*2i(é—km),setozoo,

p—1l—gq .
(iv)2 p*(A) > Inin»{[kcﬁ&;i§H§£%Z>l ’k“w)ZKNVO)} , em que v = to, se so > 0,

ey =0, se sg=0;

(v) seq € (p—1,p|, entao existe um Oy € (1/2,1), tal que
>l b = > =
(V)1 A" > 5 (Iwmll’;ocl(m k0> ,s€ 59 =0,e A" > - (IIwMIIZOJ(Q) ks ), s€to = 00,

(V) p* =00, setg=00 e ko >0.

Para o caso em que V' < 0, relembramos que h(0) € [0,00] denota lir% h(s). Além
S—
disso, introduzimos um nimero 6y, que se fez necessario para a obtencao da subsolucao.

Para isto, consideremos a seguinte defini¢ao, estabelecida através de uma relagao entre g

ep: , .

— seqg€ (p—1,p
q—(p—1) ( |
P seg=p—1oug=0
Q()I: p_17 9=p = (7>
5 b p—q
06( , ), seqe (0,p—1).
- p—1p—1—¢q ( )

Teorema DL_: Assuma V S 0,(G),(F),(M),(K)s+ ¢ (Vi), com q¢ € [0,p].
Suponha que
(a) h(0) >0 ou (b) B =0.

Entao existem N\, > 0 e ¢, \* > 0 tais que, para cada N\, < A < X* dado, existem
= p*(A) >0 e uma fungio u = uy, € C1(Q)NC(Q), com cpq < u < ty, solugio de

(P) em cada uma das segquintes situagoes:
(1) M <A< A, 0< <, se0<ly<oo;
(1) 0 <A< N, 0< pu<p®, sely=o0;
(1)) 0 <A< X, 0< p<p* selpg=0 ehg> 305" A\alp),

em que 6y > 1, se ocorrer (a), e 6y € dado por (7), se ocorrer (b).

Adicionalmente,

() )\*Zjlo<+_k0)7 sesp=0, e \* > -1 <+—koo), se tg = o0

T — 1
Hw]\/IHiOO(Q) Joo ij\/[“ioo(ﬂ)
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(v) se (a) ocorrer, entdo existe ¢y > 0 tal que p* > c1h(0);
(vi) se (b) ocorrer e q € [p— 1,p|, entdo existem co,c3 > 0 tais que

(vi); p* > caMly, se ocorrer (i) (i),

(vi)g p* > c3hg, se ocorrer (iii).

Observagao 0.3. Ressaltamos que, no teorema acima, temos que p* = p*(\) apenas nas

situagoes (b)(1) e (i1).

Os teoremas DL, e DL_ melhoram os resultados em [21] e [20], respectivamente
em véarios sentidos, pois tratam o problema para o operador p-Laplaciano, nao exigem
nenhuma monotonicidade e (ou) singularidade em f, g ou em seus quocientes e consideram
q € [0,p] e os parametros A, u # 1. O Teorema DL, (iii) também generaliza o principal
resultado em [1], pois permite nao-linearidades mais gerais e g € [0, p].

Iniciando o tratamento do problema (P) para o caso em que = RY, destacamos
que existéncia de solucoes inteiras positivas no R¥ para o caso p =2 e V = 0 tem sido
estudada por varios autores.

Neste contexto, inicialmente citamos Edelson [17], que em 1989 considerou o problema
com a nao-linearidade a(x)u™", v € (0,1); Shaker [44], que em 1993 estendeu este
resultado para qualquer 7 > 0; e Lair & Shaker [29], que em 1996 estudaram o mesmo
problema com hipéteses mais gerais no termo a.

Em 1997, Zhang [54] estudou o problema com a nao-linearidade mais geral a(z)h(u)
e estabeleceu existéncia de solugao sob as condigdes ];1_1’% h(s) =00 e h'(s) <O.

Os resultados de Shaker, Lair e Zhang foram estendidos por Cirstea & Radulescu
[7], em 1999, e por Dinu [16], em 2006, para o caso de a nao-linearidade nao ser
necessariamente decrescente.

Posteriormente Chai, Niu & Zhao [6], em 2009, também consideraram solugoes inteiras
para o problema envolvendo o operador p-Laplaciano, mas para nao-linearidades mais
gerais da forma pa(z)h(u) + Ad(x)l(u).

Fazendo ¢(r) = Tn|ax a(x), ¢ importante observar que as condigoes
z|=r

(1) / rﬁqb(r)r)%ldr<oo, sel<p<2e
0

(17) / r(p_zfzjlv+1¢(7") dr < oo, se2<p< o0 (8)
0
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foram admitidas para garantir existéncia de solucao por todos os autores anteriormente

citados. Lembremo-nos de que (8) implica a existéncia de solugao para o problema

— A, w, = a(z) em RY,

we>0em RY e w,(2) =g

Entretanto, como pode ser visto em Ye & Zhou [53], a reciproca nao é verdadeira.
Ainda em 2009, Mohammed [34] estudou o problema

— Au = g(z,u) em RY,
o (10)

u>0em RY e wu(z) — 0,

considerando g(z,s) € C% em RY x (0,00) e continuamente diferenciavel na variavel

s > 0 sob as condigoes
o g(x,5) < b(x)k(s), V (z,s) € RY x (0,00), em que k € C;

b g(l’,S) > )\CL(I’)S, (lC, 8) € (Oa 30)7 A> )\1,B1(0)<a)7 para algum so > 0;
k(1) 1

e limsup < .
moo b Wl

Além disso, o autor enfraqueceu a hipotese (8) admitindo que existe uma fungao wy
satisfazendo (9), com a = b.

Este resultado foi completado por Santos [41] (2009), que permitiu nao-linearidades
superlineares no infinito, isto ¢, k € [0, 00] e fungdes a e b nao estritamente positivas.

Referimos também ao leitor os trabalhos de Gongalves, Melo & Santos, 2007 [24] e
Mohammed, 2010 [35], que trataram o problema (10) para p = 2 e nao-linearidades da
forma na(z)h(u)+Ad(z)l(u) e, para p # 2, Santos, 2009-2010 [42, 43], Yuan & Yang, 2010
[52] e suas referéncias.

No proximo resultado, consideramos o namero Ai(p) = l%l_rgo AM,Bro)(p). Em [43],
Santos provou que, se (9), com a = p, tem solucio w, € CLY*(RN), a € (0,1), entdo
M(p) > 1w, > 0.

Motivados por estes trabalhos, nosso resultado é:

Teorema NLg: Suponha V =0, (G),(F),(M) e (K)

fungio u = uy € CHRY), com 0 < u < tg, satisfazendo (P) em cada uma das sequintes

soto- Entao existe \* > 0 e uma

situacoes:

(7) max{O,%i_ho} <A< )N, se 0 <y < oo;



Introdugao 13

(i) 0 <A <\, sely=o00;
(759) 0 <A< A, selyp=0 ehg> A\(p).

Adicionalmente,

1 1 1 1
W2 e s =0 e A2 (e ] set =
HCUM’ [,o° ]RN) HwM‘ oo ]RN)

Este resultado completa os de Mohammed [34] e os de Santos [41] porque trata o
problema para o operador p-Laplaciano e permite nao-linearidades mais gerais.
No que se refere a problemas no RY com a presenca do termo convectivo V' > 0,

Ghergu & Radulescu [22], em 2007, mostraram existéncia de solu¢ao para o problema

— Au = a(2)[h(u) + l(u) + |Vu|] em R,
(11)

|z|—o0

u>0 em RY e u(x) — 0,

em que ¢ € (0,1), a>0¢C* he C'((0,00)) & positiva, decrescente, lim h(s) = +o0

s—0

e (8) é satisfeita com p = 2. Quanto a funcao [ : [0,00) — [0, 00), supuseram que

l(s l [
I'>0, Q nao-crescente em s > 0, lim @ =400 e lim @ = 0.
S s—0t S s—oo 8§

Ainda em 2007, Xue & Zhang [50] consideraram (11) sem exigir monotonicidade sobre

h e [, mas supondo

lim @:jtoo, lim @:O, lim ®:+oo, lim @:06(8),comp:2.
s—0t+ S s—oo S s—0t S s—oo  §

Nosso resultado, para este caso, é o seguinte:

Teorema NL,: Suponha V = 0,(G),(F),(M),(K)s € (Vi), com q € [0,p — 1].
Entao existem A, > 0 e \* > 0 tais que, para cada A, < A < X* dado, existem
wt = (A > 0 e uma fungio u = uy, € CHRY), com 0 < u < ty, satisfazendo

(P) em cada uma das sequintes situagoes:
(1) A :max{O,%i_ho}, 0<p<p* sel<ly< oo
(i) A\ =0, 0 < p<p*, sely=o0;

(719) A\ =0, 0 < p<p*, sely=0 ehy>A(p).
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Adicionalmente,
) N> L —L— —k seso=0, e\ > L —L— —Fk se tyg = oo
(i) X" 2 5, <wM§o§(RN) 0)Ee T = \leml gy ) 0T
k(20) 200 T k) Aj(0)
(v) p*(\) = min ZHOVw]\/][HZO e Jo A0 }, em que v = tg, se s > 0, e
L (R

Yo =0, se sg =0.

Este resultado melhora os anteriores porque trata o problema para o operador p-
Laplaciano e permite nao-linearidades mais gerais, nao exigindo qualquer monotonicidade
nas fungdes e (ou) restri¢ao nos valores limites de seus quocientes. Além disso, inclui os
casos ¢ =0 e ¢ = p — 1 e utiliza a hipotese mais fraca (M).

Para problemas com a presenca do termo convectivo V' < 0, reportamo-nos ao trabalho
de T. L. Dinu [15], que em 2003 mostrou existéncia e unicidade de solugao cléassica para

o problema
— Au+ a(z)|Vul? = a(z)u™ em RY,

u>0 em RY e wu) g 0,

sob as condig¢oes v > 0, «,a € C%S(RN),CL >0,a>0e (8).
Tratando nao-linearidades mais gerais, Xue & Shao [51], em 2009, mostraram

existéncia de uma solugao u € C’fog (RY) para o problema

— Au+ a(2)|Vul? = a(z)h(u) em RY,

2| =00

u>0 em RY e u(x) — 0,

para ¢ € (1,2], a € CY7(RN), v € (0,1), & > 0 e uma funcio positiva a € C27(RN)

loc loc
tal que exista w € CpJ(RN) satisfazendo (9). Quanto a fungio h, admitiram que
h € CY((0,0), (0,0)), lim h(s)/s = oo e lim h(s)/s = 0.

s—0 §—00

Apresentamos, a seguir, nossa contribuicao neste contexto, ressaltando que, por
tratarmos o problema (P) em RY exigimos que Rlim IVor|lLe(y) < co. Além disso,
utilizamos, em (a) e (b), o Teorema 1.5 e, em (c¢), um argumento que dispensa as hipoteses
(V2) e (V3), mas, em contrapartida, exige que a,d € C’ID(;S(Q), f,g € C’lDOf(Q x (0,00)) e
Vel (QxRY) ac(0,1).
Teorema NL_: Assuma V < 0,(G),(F),(V1),(M) e (K)s4,- Suponha que
(a) 1<p<2.q€(p—1,p],h(0)>0e(V3); ou

(b) p>2,q¢ [p—l,p(l—,%»,h(o) >0 e (Va); ou
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(c) p=2, g€ (1,2] e 3=0.

Entao existem N\, > 0 e X* > 0 tais que, para cada N\, < A < X* dado, existem
pt = p(A) > 0 e uma fungio u = uy, € CHRY), com 0 < u < ty, solugio de (P)

em cada uma das sequintes situagoes:
(4) maX{O,W} <AZSN, 0< < p®, se0<ly<oo;
() 0 <A<, 0< pu<pu* sely=o0;

(1)) 0 <A< N, 0<pu<pu* selg=0, ehy> 360"\ (p),

em que 0y > 1, se ocorrerem (a) ou (b), e Oy € dado por (7), se ocorrer (c).

Adicionalmente,

(iv) A*Z%(#—ko); se sg =0, 6)\*2%6(”“} —/{:oo>, se ty = 00;
>

Loo(RN) ]W”LOO(]RN)

(v) existem constantes ci,ca,c5 > 0 tais que p* c1h(0), para (a) ou (b),
)

W > caMly, para (¢)(i)(ii) e p* > cshg, para (c)(iii).

Observagao 0.4. De forma andloga ao observado no Teorema DL_, temos que pu* = p*(\)

apenas nas situagoes (b)(i) e (it).

E importante ressaltar que, ao que sabemos, nao existem resultados para este tipo de
problemas envolvendo o operador p-Laplaciano. Nao obstante, mesmo para o caso em
que p = 2, nossos resultados permitem nao-linearidades mais gerais que as tratadas em
[15] e [51].

Apesar de os teoremas apresentados guardarem certa semelhanga entre si, apresentam
um papel crucial o sinal da fungao V' e o expoente ¢ do termo de conveccao. Analisando o
sinal de V', é curioso atentar para o fato de que as dificuldades encontradas no tratamento
de cada caso foram, de certa forma, "simétricas". Enquanto no caso V' > 0 os maiores
obstéaculos apresentaram-se para g € (p— 1, p], no caso em que V' < 0 ocorreu exatamente
o contrario, ou seja, para ¢ € [0,p — 1). Neste contexto, permanecem em aberto as

situacoes em que
e V=0, g€ (p—1,p emRY;
e Vs0,qe(0,p—1), p>2emRY;

e Vs0,qe(0,p—1], 1 <p<2emRY.
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De acordo com Lucio Damascelli, 1998 [9], as dificuldades em estender as propriedades
das solugoes de equacgoes que envolvem operadores estritamente elipticos para as solugoes
das equagoes envolvendo o p-Laplaciano devem-se, principalmente, ao seu comportamento
nos zeros do gradiente da solu¢ao. Tal operador — dito singular, se 1 < p < 2, ou eliptico
degenerado, se p > 2 — perde a elipticidade estrita nestes pontos, o que justifica o fato
de que principios de comparacao amplamente utilizados para operadores estritamente
elipticos nao sejam aplicaveis para o p-Laplaciano. Para obter mais detalhes, confira
também Damascelli & Sciunzi, 2005 [10], Pucci & Serrin, 2004 e 2007 [39, 40] , assim
como suas referéncias.

Para provar o Teorema NL_, demonstramos um Principio de Comparacao, para o caso
p > 2, em que a nao-linearidade envolve o termo gradiente. Este resultado, de interesse
independente, vem complementar um trabalho de Pucci & Serrin 2004 [39]- Corolario
10.4, que trata o caso em que 1 < p < 2. Por completude, enunciamos e demonstramos
estes resultados num tnico Teorema, que se encontra no Capitulo 1 deste trabalho.

Para demonstrar os teoremas aqui enunciados, utilizamos argumentos de sub e
supersolugao, principios de comparacao, métodos de aproximacao e, principalmente, uma
técnica de monotonizacao e regularizagao das nao-linearidades. Tal técnica consiste
na construcao, durante as demonstracoes dos resultados, de funcgoes auxiliares que
apresentam as propriedades necessarias, e nao exigidas, das nao-linearidades.

Esta tese encontra-se estruturada da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados preliminares necessarios ao
desenvolvimento desta tese, tais como teoremas de sub e supersolucao e de regularidade,
além de principios de comparacao.

No Capitulo 2 demonstramos os teoremas DLy, DL, e DL_, que tratam o problema
(P) em um dominio limitado 2 C R¥.

As demonstragoes dos teoremas NLy, NL, e NL_, que tratam de solu¢oes do problema
(P) em RY, encontram-se no Capitulo 3. No Capitulo 4, as demonstracoes das afirmacoes
feitas e nao verificadas no interior dos Capitulos 2 e 3.

Com a intencao de facilitar a leitura desta tese, repetimos, em seus respectivos
capitulos e secoes, os enunciados dos resultados principais, assim como as hipoteses

necessarias em cada caso.



Capitulo

1

Resultados preliminares

Para a demonstragao dos teoremas anteriormente enunciados, apresenta carater
primario a utilizagao de teoremas de sub e supersolucao e de principios de comparagao.
Iniciaremos este capitulo apresentando o teorema de sub e supersolucao que seré utilizado
neste trabalho, devido a Boccardo, Murat e Puel, 1984 [3].

Antes disso, ressaltamos que hé outros resultados existentes na literatura que poderiam
ser utilizados em algumas demonstragoes, tais como os de [11], [28] e [33], por exemplo.
Entretanto, tal escolha justifica-se, em nosso contexto, por seu carater unificador, pois
permite aplicagao em todos os teoremas do Capitulo 2.

Um aspecto interessante a ser observado é que, quando a nao-linearidade nao possui
termo gradiente, os teoremas de sub e supersolucao exigem, em geral, regularidade
WhP(Q) para a sub e a supersolugdo. No entanto, na presenga de um tal termo, estes
teoremas parecem mostrar uma interdependéncia entre a regularidade exigida na sub e
na supersolugao e o crescimento da nao-linearidade que envolve o termo gradiente.

Seja g : 2 x R x RY — R uma funcao Carathéodory que satisfaca a condicao
lg(z,5,6)] < C(Is])(1+|£]P), q.t.p. v € Q, para todos s € R, £ € RY, (1.1)

para alguma funcao crescente C': RT™ — R™.
Uma fungao u € WHP(Q) N L*°(£2) é dita uma subsolucao do problema

{ —Ayu = g(z,u,Vu) em € (12)

u(z) =0 em 09,
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no sentido das distribuigoes, se u < 0 em 0f) e

/ VU VuVeds < / o(z, u, V),
Q Q

para cada ¢ € W, 7(Q), ¢ > 0.
Por outro lado, uma fungao u € WP(Q) N L*>°() é dita uma supersolugao de (1.2),

no sentido das distribuigoes, se w > 0 em 0f) e
/ |VulP2vVaVedr > / g(x,u, Vu)pdz,
Q Q

para cada ¢ € W, 7(Q), ¢ > 0.
O seguinte resultado deve-se a [3|, e serd utilizado na demonstracdo dos Teoremas
DLy, DL, e DL_.

Teorema 1.1. Suponha g : Q) x R x RY — R satisfazendo a condicao de Carathéodory e
(1.1). Sejam u e, respectivamente, sub e supersolucio de (1.2), tais que u,w € W1°(£2)
eu <T,qtp x€Q. Entio existe u € WyP(Q) N L2(Q), tal queu <u<u € Qe

/Q’vu|p—2vuv¢d$ = /Qg(a:,u,Vu)qbdx, XS Wol’p(Q).

Para aplicar o Teorema 1.1, apds a obtencao da sub e da supersolucao, sera necessario
compara-las. Para tal fim, utilizaremos o seguinte Principio de Comparacao, devido a
Tolksdorf (1983) [48].

Teorema 1.2. Considere G : QxR — R uma funcao continua e nao-crescente na sequnda

varidvel. Sejam u,w € WP(Q), satisfazendo as respectivas desigualdades

/|Vu]p2VuV¢dx§/G(x,u)¢dx
Q Q

/ |Vw|P2VwV ¢dr > / G(z,w)pdr,
Q Q

para cada ¢ € W, P(Q), ¢ > 0.

Se, além disso, u < w em 0N, entao u < w em ).

Para obter a solugao anunciada nos Teoremas DLg, DL, e DL_, devemos regularizar
a solucao fornecida pelo Teorema 1.1, para depois realizarmos um processo de limite

diagonal.  Tal regularizagdo sera feita por meio do seguinte resultado, devido a
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DiBenedetto (1983) [14] e Tolksdorf (1984) [49], que trata de regularidade interior para

solucoes de problemas quasilineares da forma
—Ayu=H(z,u,Vu), x € Q, (1.3)

emque Q CRY e H:Q xR xRY — R éuma funcdo continua. Seja € um subdominio
de 2, tal que QO ca.

Teorema 1.3. Suponha que |H(x,s,£)| < ~(|s])(1+[£]7), em que v € uma fungdo continua
e crescente em RY. Seja u € W,oP(Q) N L(Q) uma solugio fraca de (1.3). Entdo
x — Vu(z) € localmente Hélder-continua em ', isto é, para todo compacto D C €,
existem o > 0 e uma constante positiva C, dependendo somente de v, p, N, |[u||L=p)y e D,
tais que

Vu(z)] <C e [Vu(z) - Vuly)| < Cle —y|* z,yeD.

Ao tratar os Teoremas NLg, NL, e NL_, referentes a resolugdo do problema (P)
no RV, mostraremos que as anunciadas solucoes sao obtidas por meio de um processo
de limite diagonal. Neste processo, nossa principal preocupagao encontra-se na possivel
singularidade que as fungoes f e (ou) g possam admitir em s = 0. Tal possibilidade torna
necessaria a existéncia de uma limitagao inferior positiva, e uniforme, para a R-familia
de solugoes do problema (P) em 2 = Bg(0). Para obter tal limitacao, utilizamos, nos
Teoremas NLj e NL;, o seguinte resultado, devido a Diaz e Saa (1987) [13].

Teorema 1.4. Sejam i, j € {1,2} e O C RY um conjunto aberto. Sew; € L>(9D) satisfaz
1
w; >0 q.tp. em O, w; = wy sobre 0O, w? € WHP(D),

A,wf € L™(D) e wijw; € L™(D).

Entao

1 1
/ — By wp + App;wlé’ (w1 — wy)dz > 0.
fa) w,"

Por questoes técnicas, o Teorema 1.4 nao nos possibilitou encontrar a citada limitagao,
necessaria para resolver o Teorema NL_. Neste caso, utilizamos um Teorema devido a
Pucci e Serrin (2004) [39], no caso em que 1 < p < 2. Completamos este resultado
para o caso em que p > 2, demonstrando o seguinte Principio de Comparacao, que, por
completude, engloba as duas situagoes.

Considere o par de desigualdades

—Apu— B(z,u,Vu) <0, ©>0 (1.4)
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—A,v — B(z,v,Vv) >0, v>0, (1.5)
em um dominio limitado Q C RY, em que a funcio escalar
B(z,5,6) : O xRxRY - R
¢ continua em Q x R x RY e nao-crescente com respeito a s.

Suporemos ainda que:

(By) B é de classe C! em relagao a & sobre subconjuntos compactos de suas variaveis;

(Ba) |Blz,5,€) = Blw,s,m)| < b(w,s) |l = kel Vg € [p—Lp(1 = 1)), p = 2
em que b(-,s) € L>(£2).

Defina « : (0, 00) — (0, 00) por

a(f) = a(B,M,N) := O<i§1<fM{—B(x,S+ﬁ,§) + B(z,s,€)}, 0 < < N.

Teorema 1.5. Sejam u,v € C(Q)NWL(Q) satisfazendo (1.4) e (1.5), respectivamente.

loc

Suponha que u < v em 0f) e

(i) 1<p<2e(B); ou

(i) p = 2,(B) e a(f, max{|| u ||, [| v I} | w = v |loe()) > 0.
Entao, u < v em €.

Observagao 1.6. Uma situag¢ao em que temos (Bs) e a(M,N) >0 € o caso em que
B(z,5,&) = a(x)h(s) + b(x)|£]?, 2€Q, s>0eécRY,

em que h € funcao estritamente decrescente em s > 0.
Para demonstrar o Teorema 1.5, utilizaremos os seguintes resultados:
Lema 1.7. (veja Peral [30]) Seja p > 1. Ewiste uma constante ¢, > 0 tal que, para todo

517 52 € RN?

cpléa — &1|P, sep>2
(|26 — &P 26,6 — &) > & — &P

P&l + &

sep < 2,

em que (.,.) € o produto interno usual em RY.
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Lema 1.8. Sea >1 e X > a, entao

q—1
Xq—1§( al) (X —1)7+a%'—1, ¥V g>1.
a_

Demonstragao do Lema 1.8: Provar o Lema 1.8 é equivalente a mostrar que
X a—-1)"' <a”™ ' (X 1)1 +a" (a—1)"

Observe que, se X = a, entdao a(a — 1)7! < a?Ya — 1)? + a?'(a — 1)97!, donde
segue que a? < a? Ya—1)+a?l =a? —a? !t + a7l = al.

Defina g : [a, 00) — R por
g(t) ==a” t—=1)"+a’ N a— 1) =t (a—1)7"
Veja que g(a) =0e ¢'(t) >0, t > a se, e somente se,
qa’ -1 > gt Ha - 1) t > a (1.6)
Definindo 7 = t/a > 1, (1.6) torna-se ga? (ra — 1) > q(7a)?'(a — 1)77}, isto &,
(ra— 1)1t >7Ya— 1) = (ra — 1)1,

o que ¢é verdadeiro, pois 7 > 1. Isto conclui a demonstragao do Lema 1.8.
Demonstracao do Teorema 1.5:
Caso (i) : Demonstracao retirada de Pucci e Serrin (2004).

Considere p : [0,1] — R dada por
p(t) = B(x,z,(tr + (L =), tra + (L =)o, -+ sty + (1 = t)nw)).
Assim, temos que

p,(t) = B&(l‘,z,tT + (1 - t)n)(Tl - 771) +ooet BEN(x727tT + (1 - t)n)(TN - 77N>'
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Pelo Teorema Fundamental do Calculo, p(1) — p(0) = 01 p'(t)dt, ou seja,

1 1
B(z,z,7) — B(x,z,n) = / Be, (x,2,-) (1 —mu)dt + - - +/ Be\ (x,2,-)(Tny — nn)dt
0 0

IN

1 1
/ Bey (e, 2, ) |m — mldt + -+ / Bey (2, 2, )7 — nldt
0 0

S V*|T - 77|,
pois B é C! com respeito a £ em subconjuntos compactos de suas varidveis. Assim,
|B(z,2,7) — B(z,z,n)| < vt —n|, € ccQ, r,neRY, (1.7)

para alguma constante v* > 0.

Suponha, por contradigdo, que nao tenhamos u < v em (). Fazendo w(x) =
v(z) — u(z), © € Q, segue que € = —infow(z) > 0. Considerando € € (£,€), a fungdo
we = min{w + ¢,0} é ndo-nula exatamente no conjunto ¥ = X, = {z € Q : w(x) < 0}.
Desde que u < v em 02, w+ € > 0 em 02, o que nos permite concluir que X CC €2, isto
é, 3 é compacto em (.

Observe que
Vo—Vu=Vw=0 em E={xeQ:w(x)=—¢€ C,

isto é, nos pontos de {2 em que o infimo de w é atingido. Logo, Vw. = Vw =0 em F.

Considere o conjunto
F=T.={reX¥:e—€e<w(x) <0},

em que sabemos que € — € = ir&f we(z).

E claro que os pontos x € Q em que o infimo de w, é atingido, pertencem ao conjunto

E.
Dai, ¥\I' = F e entao Vw, = 0 em X\I'.
Observando que w, € Wy (), we < 0, de (1.4) e (1.5) segue que
/ |VuP2VoVw.dr < / B(z,v, Vv)w.dz (1.8)
0 0
e
/ |VulP?VuVw.dz > / B(z,u, Vu)wdz. (1.9)
Q Q

Subtraindo (1.9) de (1.8), utilizando a monotonicidade de B em relagao a z e (1.7), temos



Resultados preliminares

23

que

/{]Vv|p2Vv — [VulP*Vu}Vw.dr < /{B(m,v, Vv) — B(z,u, Vu) fw.dx
0 0

<

/E{B(ac, v, Vv) — B(x, u, Vu) }w.dzx

/{B(x,u,Vv) — B(z,u, Vu) fwdz < 1/*/ |Vw,||we|dz.
2 2

Do Lema 1.7,

C’/ |Vw,|?
" Jo (IVo| + | Vul)>r

Observe agora que, desde que Vw, = 0 em X\I', reescrevemos

|Vwe|? / B .
dr < P _ P .
Cp/F (|VU|—{— |Vu|)2_p T = F{|VU| Vv |Vu| VU}Vu) "

Como u,v € W,2(Q), temos que

loc

1

1

>
(Vo + [Vul>=? = ([[Vol L) + [Vl Lo m)* 7

de forma que

C'pM/|Vu)€|2 < 1/*/|Vu)e||w5|dw
r r

o) ([

Pelo Teorema de Sobolev,

o
-x—""

(1)

donde segue que

isto é,

CpM/|Vw€|2 < (/IV%IQ) C’(/|Vw5\2) u(1) =
T T T

2* 2% 27— —_ =
p(l) =

<C (/ ]wa) = C’( |Vw|?
Q r

*

1

dr < /{|Vv]p_2Vv — |VulP*Vu}Vw.dz.
0

=M em I,

1

(1.10)
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2*—1
2*

a demonstragao do Principio de Comparagao no Caso (7).
Caso (ii) : Demonstragao baseada em Ahmed Hamydy (2010) [27].
Defina

Observe que —2>0e pI) — 0 quando € — €, o que contradiz (1.10). Isto conclui

T:={zeQ:ur)—v(x) >0}
e suponha, por contradigdo, que p (Y) # 0. Para n € N\{0}, definimos
T, :={xeQ:ux)—v(x)>pF,}CCQ,

em que G, = — 1, com B = u~v |1,

Considere os conjuntos:
T ={xeQ:Vu#Vou—v>p,}CT,CQ
Gy :={z e, :|Vv| >a|Vul|} CT;
Gay = {z €T : |Vu| > a|Vu|} C TL;

1
Ly ={z e, :alVv| > |Vu| > 5]Vv|} cT,

em que a > 1 é um parametro real.

Assim, temos que T/, = GyU é(a)U L, € que
w(x) == (u—v— B,)*(z) = sup{0,u(z) — v(x) — B,} € W*(Q).
Fazendo (1.4) - (1.5) e tomando w como fungao teste, temos
/Q{]VUPDQVU — |VulP*Vu}Vwdr > /Q{B(:c, v, Vv) — B(x,u, Vu) }wdzx.
Como Vw # 0 somente em Y/ e w # 0 somente em T,,, reescrevemos

{|Vu|P~*Vu — | V[P 2V} Vwdz
1,

< {B(z,u, Vu) — B(z,v, Vv) }wdz +/ {B(z,u, Vu) — B(z,v, Vv) }wdz
T, {z€Yn:Vu=Vu}

= . {[B(z,u, Vu) — B(x,v, Vu)| + [B(z,v, Vu) — B(z,v, Vv)|}wdx

+ / {[B(z,u,Vu) — B(z,v,Vu)| + [B(z,v, Vu) — B(z,v, Vv)| }wdz.
{z€Yn:Vu=Vu}
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Lembrando que u > v + (3, em Y,,, da monotonicidade de B com relagdo a z e de (Bs)

segue que

{|Vu|P~*Vu — | V[P 2V} Vwdz

1o

< [B(z,v + B, Vu) — B(x,v, Vu)|wdx + / |B(z,v, Vu) — B(z,v, Vv)|wdx

/I‘;Lu{xeTn:Vu:Vv} T

’
n

< () |wdz + L/ [Vl — |Vo|?| wdz. (1.11)
Th

/f%u{xETn:Vqu}

em que L =|| b(-,5) ||z (q)-

Pelo Lema 1.7, reescrevemos (1.11) como

c, |
T

Pelo Lema 1.8, se |[Vv|/|Vu| > a > 1, entao

/
n

|Vw|Pdr < / [—a(ﬁn)]wdx+L/ | [Vul|? — |Vu|?|wdz. (1.12)
T U{z€Yn:Vu=Vuv} T

a
-1

q—1
vl = 1Vl < (25) (9l = [FuT+ @ - i,

ou, ainda,

a

a—1

qg—1
[|Voul? — |Vul|?] < ( ) Vv — Vul? + (a®! = 1)|Vul%

Com isto, temos que

q—1
/ | [Vul? — |Volfwde = ( a > / |Vw|qwdx—|-/ |Vwliwdx 3 +
1), a—1 Gla) Ga
+ (a7t =1) / |Vu|'wdz +/ \Voltwdz
Gla) G

(a)

+ / | [Vul? — |Voul?| wdx (1.13)
L)

Afirmacao 1.1.1: Se x € L(y), entao | |[Vo|? — [Vu|?] < (a? — 1)|Vul?.

Confira a verificacao desta afirmacao apdés a demonstracao deste Principio de
Comparagao.



Resultados preliminares 26

Retomando (1.13) e usando a afirmacao 1.1.1, obtemos

q—1
/ | [Vul? — |Vul?|wdze < < 2 ) / ]Vw|qwda:—|—/ |Vwl|lwdx  +
1/ a—1 Ga) G

n (a)

+ (a7t =1) {/ \Vu\%dx%—[ |Vv]qwdx}
G(a) Ga)

+ (a? — 1)/ \Vul|lwdx
L(a)

|Vwllwdz + (a7 — 1)/

|Vo|lwdz + (a7 + a? — 2) / |Vu|lwdz.
T

/ ’ /
n n TTL

B (ai1>q1/T
(1.14)

Tome ny € N. Desde que u,v € Wfllo’coo(ﬂ), T, C Qe afBy) >0, podemos afirmar que
existe ag > 1 tal que

O(z) == (af ' +ad — 2)L|Vul! — a(By,) + (af ' = 1)L|Vv[? <0 em Y7, . (1.15)
Desde que 3, > 3,,, para cada n > ny, segue que

O‘(ﬁn) > O‘(ﬂno)a (1.16)

pois —B(z, s+ 0,,&) > —B(x, 5 + [y, §)-
Retomando (1.12) e usando (1.14), (1.15) e (1.16) temos, para n > ng € a = ay,

Cp/ |Vw|Pdz < [—a(ﬁn)]wd:ﬁ—i-L/ | [Vul? — |Vol? wdx
Y 1

/rfnU{LEETnZVUV”L}}

<

[—a(ﬁno)]wdx+L( %o )q_l /T Vool “wda

/f;lu{xeTn:Vu:Vv} ap—1

+ L' — 1)/ \Vo|iwdz + L(al™" + af — 2)/ |Vu|'wdz
1), 1),

q—1
= / O(z)wdr + L ( a0 ) / |Vw|iwdx
1, T

ag — 1
a o1
< L( 0 ) / |Vw|wdx
ag — 1 T

!
n

’
n

’
n

1
=

% « p p—q 1

>~ a w|rax w X 7 p p*

< Lo ([ 1verae)” ([ o) ey s
T T

q—1 N
em que L,, =L (”—0> e pt =&,
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Portanto,

pP—q

c, (/ |Vw|pdx) D <L, (/ |wp*dx)” u(Y)5F (1.17)
T /

!
n n

Pelo Teorema da Imersao de Sobolev,

1

(/Q |w|p"d:r) " <c (/Q |w|pdx>; _¢ (/ |W|pdx)5’_ L1

n

Retomando (1.17) e usando (1.18), temos

P—gq

Cy (/ ‘wapdfﬂ) ' < Lo, © </ |Vw|pdm)p M(T%)P%q,p%’
Th T,
ou seja,
L .
(/ |Vw|pdl’> < Loy (1.19)
1, C,

Observe que
u(Y)—0 e / |Vw|Pdz — 0 quando n — oo,
T

mas isto nos leva a uma contradi¢dao, pois p — 1 < ¢ < p(1 — 1/p*). Isto conclui a
demonstragao do Principio de Comparacao no Caso (7).

Verificagao da Afirmacgao 1.1.1:

Se 1/a < X < a, entao | X9 —1| <a?— 1, pois, se X < a, entdo X7 —1 < a? — 1.

Se X?>1, éclaro que | X9—1] = X?7—1 < a?— 1. Agora, se X? < 1, vamos verificar
que [X7—1|=1—-X7<a?—1.

Faca X =1/Y. Dai, de 1/a < X, obtemos Y7 < a9, ou seja,

1 q
(Y) —l<a’—1ie 1 -X"<(a"-1)X"<a?—1.
Logo, [ X9 —1|=1—-X7<a?—1.

Para obter o afirmado, basta tomar X = |Vuv|/|Vul. Isto conclui a verificagao da
Afirmagao 1.1.1.



Capitulo

2

Existéncia de solucoes positivas em

Dominio Limitado

2.1 Problema de Dirichlet nao-convectivo

Considere o problema

(Fo)

—Apu=g(x,u) + Af(z,u) em Q
u>0em Q e wu=0em 0,

em que 2 C RY é dominio limitado, A > 0 é um parametro real, g, f : 2% (0,00) — [0, c0)

sao fungoes continuas tais que

(G) (i) existem fungdes continuas b : Q — [0,00), b # 0, ¢ k : (0,00) — (0,00), tais
que
g(x,s) < b(x)k(s), para quaisquer (z,s) € £ x (0, 00);

(ii) existem s; € (0,1] e fungbes a : Q@ — [0,00), a € C(2) N L®(Q),
h:(0,s1) — (0,00), h € C(£2), tais que

g(x,s) > a(x)h(s), para quaisquer (z,s) € Q x (0, s1).

(F) (i) existem fungoes continuas ¢ : 2 — [0,00), ¢ # 0, e j : (0,00) — (0,00), tais
que
f(z,s) < c(x)j(s), para quaisquer (z,s) € Q x (0, c0);
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(ii) existem sy € (0,1] e fungbes d : Q@ — [0,00), d € C(2) N L®(Q),
[:(0,82) — (0,00),1 € C(£2), tais que

f(z,s) > d(z)l(s), para quaisquer (x,s) € £ x (0, s2).

(M) existe wyr € CHQ) tal que
— Apwy = M(x) em {2
wy >0em Q e wy =0 em 01,
em que M(z) := max{b(x),c(x)}, x € Q.

172(p—1)
k(s) [1 () 1
(K)spt, SUp <

(s0:to) P~ HWMHgg1

, para alguns 0 < sg < ty < 0.

Teorema DLy:  Suponha V =0, (G),(F),(M) e (K)s.4,- Entio existem c,\* >0 e
uma funcio u = uy € CH(Q) N C(Q), com cpg < u < ty, satisfazendo (P) em cada uma

das sequintes situacoes:

(i) maX{O,%ﬁ)*ho} <A<AN, se 0 <y <oo;
(1)) 0 <A< N, sely=o0;
(117) 0 < A <X, selp =0 e hy > A alp).

Adicionalmente,
1 1
sz-i %—ko , s€850=0 e \*'>— g — ks |, s€ g =00.
Jo HWM| Lo (Q) Joo HwMHLOO(Q)

Para demonstrar este resultado, considere, para alguns e,0 > 0 suficientemente

pequenos, o problema perturbado

—Apu>g(r,u+e)+Af(z,u+¢€) em

u>oc em S e u=o0 em 0f).

Mostraremos o



2.1 Problema de Dirichlet nao-convectivo 30

Lema 2.1. Suponha (G)(7), (F)(i),(M) e (K)st- Entao, para algum ey > 0, existem
N> 0 ev, = vo0 € CHQ), com 0 < v, < ty, satisfazendo (2.2), para cada
O< A< A el<e<e.

Além disso,

1 1 1 1
)\*Z— ﬁ_ko ,8680:0 € A*Z_ ﬁ_koo 7set0:OO’
Jo \ llwar 7o e Joo \ lwm ooy

Observagao 2.2. O caso em que g = 0 encontra-se provado em [25].

2.1.1 Demonstracao do Lema 2.1

Demonstrag¢ao. Com o objetivo de incluir as situagoes em que ko, = 00 € joo = 00, isto é,

nao-linearidades superlineares no infinito, definimos as fungoes continuas

k(s), se0<s<x
Ck7,y(8) = (23)
Li(7)s"™, ses>7,

J(s), se0<s<xn
Li(y)s"™", ses >4,

em que 7y > 0 é um parametro real

Para cada s > 0, considere as fungoes continuas e mondtonas

Gty =sup {200 od G {2 sl e

i

Can(8) = 71 Chn(s) + A1 (), A > 0. (2.6)

Segue diretamente das defini¢oes acima a
Afirmacao 2.1.1:

CA)W(S>

sp—1

¢ nao crescente em s, s > 0;

(i)

(i) Ory(8) 2 Crals) +AGA(s), s> 0;
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(iii) lim G (9)

§—00 Sp_l

= I(7) + AL (7).

Definindo

82

0 Quy(t)r 1

Afirmagao 2.1.2: (Veja demonstragao no Apéndice.)

Hy,(s) =

5> 0,

afirmamos que tal fungao satisfaz

(i) H)\ﬂ € Ol((ov OO)> (07 OO))7

(il) Caq(s) < [Haq(s)]P7Y, 5> 0;
H)\KY(S)

(v) tim 228 () 4 ().

§—00 S

(iii)

¢ nao-crescente em s > 0;

Em funcao de H) 5, definimos

r()—l/W L
WIS e ()

e mostramos, no Apéndice deste trabalho, que
Afirmagao 2.1.3:

1

(i) lim T'y(v) = —, para cada A > 0;
e (Koo + Ajoo) 71

cy 1 1

(i) lim Ts(7) = —————— para cada A > 0
y— "

(/{70 -+ )\jo)P_l

(iii) I'y é decrescente em A > 0.

Afirmagao 2.1.4:  Existe 79 > 0 tal que I'o(70) > ||war|oo-

(2.7)

Verificagao da Afirmagao 2.1.4: Para demonstrar esta afirmacao, utilizaremos

(K)So,tO'
Primeiro caso: 0 < 59 < tg < 00
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NI

Tome o = (so/t)? e o = to. Dai,

( 1 Yo t 1 Yo t
o00) = 0 Hon @™ %0 o Ho )
1

1— ano t
SNy ST
Yo Ho o (a0) X0 Jo o Qoa(t)rT
) /MO (PR € ) B avo(1 — a)
= 1 = = 1
A% Ja2yy (o (E)PT A0 o (@70) 7T
B (1—a)a?y (1—a)?
= — 1 = _1
?50Ck 0 (70) P [Sup {@1;;—9575)7 t>a?y = SO}] "
1— )2 1 —a)?
_ e € L) S T

P (1—a)2(p—1) -1
o {850 <0 <0}] T[]
Veja entao que, neste caso,
To(0) > llwnloos para vo = to.

Segundo caso: sy = 0, isto ¢, vale (K)o, para algum t; < oco.

Tomando « € (0, 1) arbitrario, pelos calculos feitos no primeiro caso, tomando o = ¢y,

temos que
1—a)?
Lo(70) > ( ) I
[Sup {t’ff_t)l a2y <t < %}] .

Dalf,

o 1 1

llgl_}(l)lfr()(”}/o) > T > I = [lwar [ o-

[S“p {tli’(‘t)l 0<ts %H : [ulew;;l] !

Logo, existe ag € (0,1) tal que
Lo(v0) > llwarlleos para vo = to.

Terceiro caso: ty = 00, isto ¢, vale (K)s, 00, para algum so > 0.

Dado a € (0,1) arbitrario, tome v = ~v(a) = (so + 1)/a?, donde segue

Yo > Yy = o+ 1 > s.

que
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Pelos calculos feitos no primeiro caso, temos que

To(r0(a)) > (1-a) _

[sup {t]f,(f)l,so +1<t< 70}] o

Dai, de 79 — oo quando o — 0, segue que

o 1 1
llaniglng(vg(a,so))Z > — = w0

[sup{t’;(pl,so—i-1<t<oo}]pTl [ L ]pj

lwnr 1B

Logo, existe ag € (0,1) tal que

Co(vo(o, So0)) > |lwarlleo, Para o = (so + 1)/048.

Quarto caso: so = 0 e ty = 00, isto &, vale (K)p
Basta tomar 0 < 79 < oo e a € (0,1) arbitrarios e 79 = Yo(a,70) = (1o + 1)/
Procede-se como no caso anterior.

A Afirmacao 2.1.4 esta verificada, ou seja,

t

1 Yo
r = — ———dt > ||war]so-
o0) = o= [ gt >

De agora em diante, fixemos v = vy < ty.
Desde que }\inéf,\(vo) =To(7) > |lwmleo € Alim Ca(70) = 0, existe A* = A*(2) > 0 tal

que
L (0) = llwarl (@) (2.8)
Dado 0 < A < X\*, defina
(s) 1/8 Lt s> 0 (2.9)
m\s) = — ; >0, .
P)/O 0 HA:’YO(t)

e observe, desde que I'y é decrescente em A, que n\(70) = T'a(70) > Ta+(70) = ||war]]oo-

Assim, existe & = () > 0 suficientemente pequeno tal que

(o) > llwnlleo + 0. (2.10)

No Apéndice serd mostrado que
Afirmagao 2.1.5:

(1) [0, loarlloo + 0] < Im(n);
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(ii) mx € C?((0,00),Im(1,)) é crescente em s > 0;

(iii) ny' == n € C*((Im(ny)\{0}, (0,00)) & crescente em s > 0;

i o)
(iv) ¥i(s) = D) , s> 0;

(v) mx é decrescente em A > 0.

Para cada o € (0,5], defina

Vo () = Vo () == Yn(wp(x) + 0), = €. (2.11)

Da Afirmagdo 2.1.5 (iii), segue que v, é crescente em o. Além disso, de wy; € C1(Q), o €
(0,5] e da Afirmacao 2.1.5 (i) e (iii), temos que v, € C1(Q2). Em particular, v, € W1(Q).
Veja que, de (2.10), wy () +7 < |lwarl|zee@) +7 < ma(70), donde segue, da Afirmagao
2.1.5 (iii), que
Ua(wu (@) +7) < a(na(r0)) = Y-

Dai, v5(x) < 7o < to, para todo x € Q. Logo, sup v5(2) = ||vs|lesc < Y0, © que acarreta
Q

a existéncia de um ¢y = ¢y(&) > 0 suficientemente pequeno, tal que ||vs| L) < 70 — €o-

Para cada 0 <0 < 7 e 0 < € < ¢y, temos que

SUp Uy () < sup v () = [|vg||Le@) <70 — €0 <0 — €
Q Q
isto é,
HUUHL(’O(Q) <Y —¢€ 0<o<o, 0<e<e. (212)

De (2.11), temos que Vv, = ¢ (wp + 0)Vwyy, donde segue que
Ve [P Vu, = [ (war + o)~ Vw7 V.
Assim, dada ¢ € C§°(R2), ¢ > 0, temos
/Q Vo, [PV, Vode = /QW/A(WM) + ol Vuy [P Vwy Vede
— [ D PV V(s + ) )

~ o) / Vet P (wn + 0)P 2 (wnr + o)

Afirmacio 2.1.6: [14(war + 0)]P"1p € Wy (Q). (Veja demonstracdo no Apéndice.)
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Segue desta afirmacao, de ¢} < 0, da hipotese (M), das afirmacoes 2.1.2 (ii) e 2.1.1
(i), de (2.12) e (2.6), para cada 0 < e < ¢, 0 < 0 < 7, que

/|Vva|p_2VvUV¢dx > /M(x)[wi\(wM—f—a)]p_lgbdx
Q Q

= p—1 [ Hxno (¥a(wnr + 0))r1
— /M(I)% [ (@t £ 0) pdx (2.13)
> [y 14(;’;0 Sl o> [ Mo 1<m<vgl+e> "

> [ M@)Gon(vo + )+ A 00 + o
Q

e, de (2.3), (2.4), (2.12), (G)(7) e (F)(i), concluimos que

/ Vv, [P 2Vu,Vodr > / [M(2)k(vy + €) + AM(x)j (v, + €)]pdz
Q Q
> /Q[b( Vk(vy + €) + Ac(z)j(vy + €)]pdx

> /[g(x, Vo + €) + Af(z,0, + €)]odx.
0

Logo,
—Ayvy > g(z,v, +€) + Mf(x,0, +€) em Q,

para cada 0 < A < A", 0 <o < a,e € (0,¢).
Além disso, 0 < v, < 7 < tgem Q, v, = 0 em I e v, € C1(Q).

Resta-nos verificar que

1 1 1 1
N2> —|——5——ko),se50=0 e N>— | —5— ks |, sety=o0.
P P
Jo HWMHLoo(Q) Joo ||WM||L<><>(Q)

De fato, se so = 0, entao vale (K)o, 0 que implica que ko < 1/[|wp]|25.

1 1
)\* = -/ <ﬁ - k’o) )
Jo \ Nlwnm 7o

da Afirmagao 2.1.3 (ii) temos, para cada 0 < A < A* e v € (0, 1¢], que

Tomando

o 1 1
llml(I)lf(F)\(’}/) —wrmllos) = ——————— — [lwnlloc > — — wmll = 0.
v (Ko + Ajo) 7~ (Ko + A*jo) 7=
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Assim, existe vy = Yo(A) tal que
Ia(v0) > |lwall, 0 <A < A%, (2.14)

o que verifica (2.8) e (2.9).

Analogamente, se ty = 00, entao vale (K )4, o0, 0 que implica que ko, < 1/|lwar]Z"

1 1
A= — =1 koo |
Joo \ llwn || @)

da Afirmagao 2.1.3 (i) temos, para cada 0 < A < A* e v = y(«) = sp/a, a € (0,1), que

Tomando

1 1
lim inf(I'y(y(a)) = wa|lo) = —lwnlloc > —lwnllec = 0.
o0 (koo + Ajoo) 7T (koo + Xjoe) 71
Assim, existe ag € (0, 1) tal que
Ia(0) > flwmll, 0 <A <A, 70 = so/aw, (2.15)
o que verifica (2.8) e (2.9). O

2.1.2 Demonstracao do Teorema DL

Demonstracao. Do Lema 2.1 temos, paracada 0 < A < A", 0 <o < el < e < ¢ dados,

que
— A, v, > g(x, v, +€) + Af(z,0, +€) em Q

Vy >0 em ) e v, = o em Of).

Seja pq uma A o(p)-autofungao de (AV'). De Anane (1987) 2], desde que p € L>(2),
segue que ¢q € CH*(Q), a € (0,1). Em particular, pg € W>(Q). Observamos que nao
consideramos a autofun¢ao normalizada, embora isto pudesse ser feito.

Vamos mostrar que, para alguma constante C' = Cq > 0 apropriada, teremos
— A, (Cpq) < g(z,Coq +€) + Af(z,Cpq +€) em Q, (2.16)

para alguns € > 0 suficientemente pequeno e A > 0 parametro real.

No caso (i), devemos ter

A Ara(p) — ho

I s isto é, )\lo + ho > )\LQ(p),
0



2.1 Problema de Dirichlet nao-convectivo 37

donde segue que, para algum ¢; € (0, min{si, s2,%}),

—— > Aia(p), para qualquer s < ¢, (2.17)

em que s, 82 € (0,1] foram dados em (G)(i7) e (F)(ii) e 79 > 0 foi dada na Afirmagao
2.1.4 do Lema 2.1.
Tome C' = C(Q,¢) > 0 tal que Cl|¢allL=@) = €1/2. Dai, para cada 0 < € < €/2,
temos
Cllpall=@) + € < Clleal =) + €1/2 = €. (2.18)

Assim, dados ¢ € C§°(2),0 >0, e 0 < € < €,/2, segue de (AV), (2.17), (F)(i1) e (G)(ii),

que

/Q V(Coa)lPV(Coa)Védr < Avalp) / p()(Cioq + P g

IN

/Q IN(Cpa + €) + h(Con + ) p(z)ddz

< | . Con+ 0 + (e Con + o, (219

o que verifica (2.16).
No caso (i1), dado X € (0, \*), existe €3 = €3(A\) € (0, min{sy, 52,7 }) tal que

> Aia(p), para qualquer 0 < s < e. (2.20)
Tome C' = C(£2,€2) > 0 tal que C||pql|L=() = €2/2. Dai, para cada € € (0, €,/2), temos
Clleallre@) + € < ClleallLe@) + €2/2 = €. (2.21)

Assim, dada ¢ € C§°(Q2), com ¢ > 0, segue de (AV), (2.20), (F)(ii) e (G)(it), para cada
€ € (0,€e3/2), que

/ IV (Copn) P2V (Con)Védz = Aualp) / p() (Cpa) dda
Q Q
< Malp) / p(z) (Cpn + )P b
< /Q IN(2)(Cip + €) + a(@)h(Cpq + )] dda

< /Q M (@, Cipa + €) + g(x, o + €)]éde,  (2.22)
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o que verifica (2.16).

No caso (iii), devemos ter, para algum e3 € (0, min{sy,70}),

h(s)

sp—1

> Aa(p), V0 <s<es. (2.23)
Tomando C' = C(§, e3) > 0 tal que C||p|| L) = €3/2 temos, para cada € € (0,€3/2), que
Clleallre@ + € < CllpallLe(@) + €3/2 = €, (2.24)

de (AV), (2.23) e (G)(ii) segue, para cada ¢ € C3°(2),¢ >0, A € (0,\*) e € € (0,€3/2)

dados, que

/ V(Cpn) P2V (Con)Védz < Aualp) / p(@)(Cpa + P bda
Q Q
< /Qa(x)h(CgOQ%—e)gbd:r

< / Mz, Cpa + €) + g(z, Coq + €)]éd, (2.25)

o que verifica (2.16). Tome €, = min{ey, €2, €3} € (0, min{sy, s2,7%}). Assim, de (2.18),
(2.21) e (2.24), temos, para cada € € (0,¢,/2), que

Cllpall=@) + € < €. (2.26)

Afirmacio 2.1.7: Cyq(z) < v,(z), ¥ 2 € Q.
Verificagao da Afirmagao 2.1.7: De (2.13) temos, no sentido fraco, a validade de

. Ap v, Z M(gj)/yg—lC)\,’Yo(quU)

(2.27)

b
e, de (G)(3), (F)(4), (2.3) e (2.26), para cada € € (0,€4/2), reescrevemos (2.19), (2.22) e
(2.25) como
kE(Cpq + € _ (Cpqa + €
( ok ) Lo 1)\C(x)3( Lk )
Yo "o

Ck ’YO(C@Q + E) p—1 Cj 0 (CQPQ + 6)
) A ’
(Coq + e)pt T M) (Coq + e)prt

— A, (Cpa) < A 'b(2)

< 5 b(x)
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e, de (2.4) e (2.5), para cada € € (0, ¢,/2), temos

= 8p(Cipa) < M(2)1f [Ceno (Cpn + €) + A (Cipa +€)]
p—1 CA,’YO (CQOQ + 6) < (l’)’)/pil C)\/YO (O¢Q)

M D e 2.2
(513')70 (CQOQ +€)p—1 = 0 (C@Q)p_l ( 8)
Ou seja, de (2.27) e (2.28), temos que
CAA,’YO (UU) é)\"YO (CSDQ)

— Ay, > A M (x) e —A,Cpq <A M(x)

. (Copa)pt’
em que, pela Afirmacio 2.1.1 (i), Cyr(5)/s”~! é ndo-crescente em s > 0.

Desde que vy, Cpq € WIP(Q) e Cpq =0 < 0 = v, em 9O segue, pelo Teorema 1.2
de [48], que a Afirmagao 2.1.7 é verdadeira.

Defina agora F. : Q x [0, 00) — [0, 00) por

9@, s+e)+Af(z,s+¢€), s<w,
F.(z,s):= (2.29)
9(z,vs +€) + Af(z, 0, +€), s>,

em que € € (0, min{ey, €4} = €5) e considere o problema auxiliar

—Ayu=F(r,u) em 0
(2.30)
u>0em Q e u=0em 0.

Afirmacao 2.1.8:

(i) E. é Carathéodory;
(ii) v, e C'p sdo, respectivamente, supersolucao e subsolugao de (2.30);
(i) |F.(z,s)| < C(]s|) para alguma funcéo crescente C' : Rt — R*.

A verificagao do item (iii) desta afirmagao encontra-se no Apéndice.
Pelo Teorema 1.1 [3], existe uy. € WyP(Q) N L2(Q) com 0 < Cp < uye < v,

satisfazendo (2.30). Este fato, aliado a (2.29), permite-nos concluir que

/ |Vug,5|p_2Vug,EV¢dx = /[g(x, Upe +€) + N (2, Uy + €)|ddz,
Q Q

para quaisquer ¢ € C5°(2), € € (0,€5/2).
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Seja {€} uma sequéncia de dominios suaves e limitados tais que
o0
0 C e Q=)
k=1

Tomando um inteiro k£ > 1 suficientemente grande tal que supp(¢) C €, temos que

/ (Vg [P * Vg Vodr = / [9(2, Upe + €) + Af (2, Up e + €)]Pd.
Qk Qk
Pelo Teorema 1.3, existem a4, € (0,1) e C > 0 constante real, independentes de ¢,

tais que

Vg ()] <Crp e |[Vuse(r) = Vige(y)| < Crlr —y|*, x,y € Q. (2.31)

Fazendo ¢ = % € Upe = Uyp, segue que {uy,,} € sequéncia limitada em CH ().

Logo, existem uma subsequéncia {uf ,} C {u,,,} e uma fungdo uf € C*%(Qy), B < oy,
tais que

ub  — ¥ quandon — oo, em CVI(Qy). (2.32)

o,n

No apéndice deste trabalho, mostraremos que
Afirmagao 2.1.9:

(i) (Vul P2Vl Vode == |Vuk P2Vl V gda,
Qp Q

() [ folut )+ MGt + lode ™= [ fo(a.ud) + A, o

Qp
Portanto,

[ 19utr ViV = [ gt ut) + Afta,ad)lods

Qp Q

Repetindo o mesmo argumento para 2,,.;, temos que existem uma subsequéncia
{ufi} C {ub,} em 10 (@) e uma fungio uf em C1 (@), Fpeny <
k11, tais que

o,n

/ VulF D P2V gde = / [g(z, u® ) - N f(z, ulFD)]pd.
Qri1

Qpq1

Prosseguindo desta forma, temos que existem uma subsequéncia {u$y "} C {ul™=1
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em CH6+0 (Q4,) e uma fungio u$™ em GV (Qyyy), Brr) < A, tais que

k4r) 00 (k4 LBken) (O
Wl T 0 em O (@),

Além disso,

/ IVl P24V gdr = / [g(z, uHY 4 M f (2, ul )] pd.
Qk+7‘

Qk+'r
Dali,
k k k k k n—0oo k 1.0k (O
ua,l ua,Q u073 u074 UU,S e U, €m C (Qk)
(k+1) (k+1) (k+1) (k+1) (k+1) n—0o0 k+1 1,3 re)
ua,l uU,Q ua,3 ua,4 ua,S s Ug ) em (7D (Qk’-i-l)
(k+2)  (k+2) | (k+2)  (k4+2)  (k+2) n—oo  (k+2) LBk+2) (O
Ug 1 Ug2 Uy 3 Ug 4 Ugs =~ Uy em C™70+ >(Q/€+2)
(ktr) | (k+r) | (k4r)  (k+r) | (k+r) n—oo (k4r) 1,B8kam (O
Ug 1 Ug.2 Ug 3 Ug 4 o5 2 em CP(k+ )<Qk+7“>

com {ug]j:"jT)} g {'U/g—]?;ril)} e ugk+T)|Q(k+T_1) — ugk+7‘71).
Defina u,., : 2 — (0, 00) por

(k+r)

(MH)(x), T € Qeyry, 72 0.

Upr(X) =1

Seja

Uy (z) = lim uy,(z), € Q.

r—00

Entao, u, € C1(02), 0 < Cpq < uy <v, <7y em Qe
/|Vua!p2vuav¢d$= /[9(1’,%) + A (2, uo)]¢dz, ¢ € C5°(Q).
Q Q
Observe agora que

lim v, (z) := lelir(l) Un(wp () + 0) = Yr(wy () == v(z), = €Q

o—0

e, como liné na(s) = 0, da Afirmagao 2.1.5 (ii) e de (M), podemos concluir que v(z) =0
em Of).

Tomando o = 1/m e u, = u,, consideramos, como antes, uma sequéncia de dominios
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suaves e limitados {{;} tais que
ﬁkCQk_H e (= Ule
k=1

donde segue que existe uma subsequéncia {u* } C {u,,} e uma funcio u* € C1B((),) tais
que u¥ =% uF em CVP(€)). Além disso, dada ¢ € C5°(Q), temos

|Vuk P2V bV gdr = / [9(z, u®) + N f(z,u"))pda.

Qp Qf

Repetindo o mesmo argumento nos demais subdominios, definimos
k+
u,(z) = ugrﬁ;(as), € WUyr, 7>0
e mostramos, através do processo de limite diagonal utilizado acima, que

uw(z) = lim u,(x), € Q e u(zx) =0, x € 09,

Tr—00
satisfaz

[ [vup2vuvods = [ lg(.0 + s wlods, 6 € CR@)
Q Q

e, além disso, 0 < Cppg <u<v <y em Qeu € CHQ)NC(Q), pois, se z, — ¢ em 0L,

entdo 0 < klim u(zg) < klim v(zg) =0 = u(x). O
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2.2 Problema de Dirichlet com convectividade nao-
negativa
Considere o problema

—Ayu=g(x,u)+ Mf(x,u) + pV(x, Vu) em Q
(Py)
u>0 em € e u=0 em OS],

em que Q C RY é dominio limitado, A > 0 e ;1 > 0 sdo parametros reais, g, f : 2x(0,00) —

[0,00) e V: 2 x RY — R sdo fungoes continuas tais que

(G) (i) existem fungoes continuas b : Q — [0,00), b # 0, e k : (0,00) — (0,00), tais
que

g(x,s) < b(x)k(s), para quaisquer (x,s) € Q x (0, 00);
(ii) existem s; € (0,1] e fungbes a : Q@ — [0,00), a € C() N L®(Q),
h:(0,s1) — (0,00), h € C(£2), tais que

g(x,s) > a(x)h(s), para quaisquer (z,s) € 2 x (0, s;).

(F) (i) existem fungoes continuas ¢ : 2 — [0,00), ¢ # 0, e j : (0,00) — (0,00), tais
que

f(z,s) < c(x)j(s), para quaisquer (z,s) € Q x (0, c0);

(ii) existem sy € (0,1] e fungbes d : Q@ — [0,00), d € C(2) N L®(Q),
[:(0,s2) — (0,00),1 € C(£2), tais que

f(x,s) > d(z)l(s), para quaisquer (x,s) € Q x (0, s2).

(V1) V(2,9 < a(2)€]? + B(z), v €Q, £ €RY,
em que a, 3 :  — [0,00) s@ao fungoes continuas em L>®(Q2) e g € [0, p].
(M) existe wyr € CHQ) tal que
— Apwy = M(x) em ()
(2.33)

wy >0em Q e wy =0 em 01,

em que M(z) := max{2b(x),2c(z), a(x), 5(z)}, x € Q.
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172(p—1)
(s) [1 - (%) ]
(K)spt, SUp <

(s0.to) P~ ||WM||€<Tl

, para alguns 0 < 59 < £y < .

Teorema DL, : Suponha V = 0,(G),(F),(M),(K)s., € (Vi), com q € [0,p]. Entao
existem A\, > 0 e ¢, \* > 0 tais que, para cada A\, < A\ < X\* dado, existem p* = p*(A) >0
e uma fungio u = uy, € CHQ) N C(Q), com cpq < u < ty, satisfazendo (P) em cada

uma das sequintes situagoes:
(i) A\ :max{O,%?_ho}, 0<pu<u* sel<ly< oo
(i) M\ =0, 0 <p<pu* sely=o0;
(1)) A\ =0, 0 < p<p*, selp=0 ehy> A alp).
Adicionalmente,

(iv) se q € [0,p—1], entao

) N> L —L— — & sesg=0, eNt>L | —L_ [k se ty =
( )1 — Jo Hwhlniool(g) 0 ’ 0 ’ — Joo ||WMH1£001<Q) & ’ 0
oo?
p—1l—g

()2 p*(A) = min{[k(%H’\j(%)] -~ k(7°)+>‘j(7°)}, em que o = tg, se 8o > 0,

4|IVWMHqLoo(Q) ! 4

ev =0, sesy=0;

(v) se q € (p—1,p|, entao existe um Oy € (1/2,1), tal que

(v)1 A*Z%(e—o—ko), se so =0, e)\*zj%m(e—o—koo), se tyg =

—1 —1
HwM”iOO(Q) ”“U\l”ioo(g)
0,

(V) pu* =00, sety=o00 ese ks >0.

Para demonstrar este resultado considere, para alguns €, ¢ > 0 dados, a ¢, o-familia de

problemas

—Apyu>g(x,u+te)+Af(z,u+e€) + pV(zr, Vu) em €
(2.34)
u>o em () e u=o0c em Of.

Mostraremos o
Lema 2.3. Suponha V 2 0,(G)(7), (F)(@), (M), (K)syt, € (V1),com q € [0,p]. Entao
exriste \* > 0 tal que, para cada 0 < X < X* dado, ezistem p* = p*(A\) > 0 e

Vg = Vg ru € CH(Q), ambos independentes de ¢, satisfazendo (3.12), para cada 0 < p < p*.

Adicionalmente,
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(i) se q € [0,p— 1], entdo

—1 ; —1
Jo HwM||I£OO(Q) Joo ”‘*)IWHIZ,OO(Q)

(1)1 A*zi(é—ko), se s =0, e)\*zi(é—/w), se ty =

b

p—1—gq .
(4)2 p*(A) = min [k(zﬁl);jﬁﬁglé)_ 7'“”0)2””0)}, em que o = lo, se so > 0,

ey =0, se sg=0;

(ii) se q € (p—1,p|, entdo existe um 6y € (1/2,1), tal que

(i1); A*zi(e—o—ko), se s =0, e)\*z.i(e—o—km), se ty =

—1 —1
Jo HwM”ILOO(Q) Joo ||WMH1£00<Q)
o0,

(i1)y p* =00, sety=00 e se ks >0.

2.2.1 Demonstracao do Lema 2.3

Demonstragao. Defina as fungoes continuas (i, Cjys é’km fm, QA',\N e H,, como na
demonstracao do Lema 2.1 e considere suas propriedades, contidas nas Afirmagoes 2.1.1
e 2.1.2.

Dividiremos esta demonstracao em duas partes, sendo que a primeira correspondera
ao caso em que ¢ € [0,p — 1] e a segunda, ao caso em que q € (p — 1, p].

Primeira parte: ¢ € [0,p — 1]

Neste caso, a demonstracao segue de forma muito similar & do Lema 2.1. Definimos

1 (7 t
['\(v) = —/ —dt, v >0,
/\( ) Y Jo HA,’V(t) !

e confirmamos a validade da Afirmacao 2.1.3. Como na Afirmacao 2.1.4, existe vy > 0 tal
que I'o(70) > ||war]loo. Tomamos A* > 0 tal que I'«(79) = [|war|loo € definimos, para cada

0 < A < A" dado, a funcao

1 /S 13
m(s) = — ——dt, s > 0.
Da monotonicidade de I'y em relagao a A, temos 7x(70) = I'x(70) > Ta<(70) = ||war||oo-
Como em (2.10), existe ¢ = &(\) > 0 suficientemente pequeno tal que nx(y0) >

|lwarlloo + 7 €, como em (2.11), definimos, para cada 0 < A < \*, 0 < 0 < 7, a fungao

UU(CC) = UU,A(:E) = ¢A(WM(x) + 0)7 z € (),
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obtendo (2.12) e a Afirmacao 2.1.6.
Assim, dada ¢ € C§°(£2), ¢ > 0 temos, como em (2.13), que

p— 1 [ Hano(r(wn + )17
/Q|Vvo| 2VUUV¢dx2/QM(a:)’yO [ on(@r + 2)) } ¢dx. (2.35)

Para cada € € (0,¢), 0 < 0 < 7, das Afirmagoes 2.1.2 (ii), 2.1.1(i) e 2.1.1(ii) e da relagao

(2.12) observe que, por um lado,

1 1 [Hano(r(wns +0)) 777 1 G0 (V6 + €)

—/M(m)%’ { Ualwn +0) } phv = /M Ua+€)p1¢dx
> /M p 1C>\’YO(UU+6)¢dx
- (70)P~! ’
>

3 /Q M (2)[Chro (Vo + €) + ACjng (Vo + €)]dpda.

Assim, para cada € € (0,¢) e 0 < A < A\* dados, segue de (2.12), (2.3), (2.4), da defini¢ao
de M, de (G)(i) e de (F)(1), que

s s > oo

v

: /Q 12b(2) k(v + €) + A20(2)j(vy + )] b

> /Q[g(z, Vo + €) + Af(z,v, + €)]odx. (2.36)

Por outro lado, para cada 0 < A < X\* dado, tome pj = u3 (€2, A, Yo, [|[Vwar|| L)) > 0,
tal que
1—g

0 "Un(0) + M;(70)) 7
4HVWM||(1L°°(Q)

(2.37)
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Dai, das Afirmagoes 2.1.2(iii) e (iv), segue que

JRLCE: Fﬁ%ﬁﬁ;aw ode = 1 [ Mt ) + ML)l

+ / M)yt {HAZZA(&LCT :) o*))r L= POHAJ;)((;@(C:MJ K

o fk(’yolJrM Y) /M o

{rolLr(70) + Aij(%)]p‘l}p - /QM(i)W)S\(WM +0)|'¢dr,

odx

v

e, de (2.37), obtemos

e i [t 500

1(70) + A3 (70))

v

/ Bz + 1| Veont e / M () [ (war + 0)]96dz
Q Q

v

)
4
% s ”“Zj”ﬂ‘%” [ Bwyods £ i [ M3 + o)V od.

Definindo p*(2) = (2, A, 70, [[Vwn || 2 (@) > 0 por

L% (&(%HM(%))}’ (2.38)

utilizando (V}) e o fato que V' > 0, reescrevemos, para cada 0 < pu < p*,

H -1
/QM(:I:)Wg_l{ A’Z;f?;;wf;a))] pdr > u*/Qﬁ(x)cbd:)s+M*/Qoz(x)|Vva|q¢dx

1
2
> u/ V(z, Vu,)pdz. (2.39)
Q
Retomando (2.35), de (2.36) e (2.39) segue, para cada 0 < A < A*e 0 < pu < u*, que
/ |V, P2V, Vodr > /[g(a:, Uy +€) + Af(x,v5 +€) + pV (z, Vu,)|pd.
0 0

Além disso, desde que wys(z) = 0 em 0f, temos v(x) = Y)(wy(x) +0) = 0 em 0N e,

de wyr € CHQ) ey € C*((Im(ny)\{0}, (0,00))), temos que v € C1(Q). Isto conclui a

demonstracao do Lema 2.3 para o caso em que g € [0,p — 1].
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Segunda parte: ¢ € (p — 1, p]

Neste caso, precisamos introduzir um parametro 6 € (0, 1) e redefinir 'y por

T dt, v> 0.
>\0 /HMtG) 7

Analogamente ao verificado na Afirmacao 2.1.3, podemos mostrar as seguintes
propriedades referentes a funcao I'y 4:
Afirmacao 2.2.1:

N 0
(i) lim Dyp(y) = —;
Y—00 (koo + )\joo)p—l
9 .
(Ko + Ajo)71

(iii) 'yp € decrescente em A.

(i) lim Typ(y) =
v—0

Afirmagao 2.2.2:  Existem 9 > 0 e 6y € (0,1) tais que T'gg,(70) > |wnr|loo-

Verificagao da Afirmacao 2.2.2:

Primeiro caso: 0 < sg < tg < 00

Tome o = (so/to)% e v = tg. Dai,

‘9 ( ’70)6
Loo(o) > / — (1l —a
T TG )
1 _ (CWO) t
> Hl-o) / Tt
(Of’}/()) af(ayo)? CO,’YO (t) p—1

0(1 — a)(1 — o) (a?y)?
(0290)" G ((0230)°) 77
0(1 — a)(1 —af) 01 —-a)(1-aY)

em que Ay = [sup{k(f) sg<t§70} r

tp—1>

Portanto, da hipotese (K)s,.1,, ¢ possivel escolher 6y € (0,1) tal que

—a)(1—a%
Lo,60(70) > Wil 2(1 :

> [lwar||oo-
0o

Segundo caso: so = 0, isto ¢, vale (K)gy,, para algum ty < oo.
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Iniciaremos a verificagdo deste caso observando que, da hipétese (K)g4,, podemos

escolher 0y € (0,1) tal que Oy > Al|war||0o, €m que

k =
A= [sup{tp(—_tz,()<t§%H .

Tomando « € (0,1) arbitrario, pelos calculos feitos no primeiro caso, com 7y = ¢y, temos

que "y

Oo(1 —a)(1 —a®

Lo.00(70) > ol = o)l -
p—1
[sup { £, (a230) < t <70 }]
Dai,
o 0 0
To(v0) = liminf I g, (70) > - = > oo

p—1 A
[sup {g—f)l,() <t< VOH

Desta forma, existe o € (0, 1) tal que T'og(70) > |lwarl]co-
Terceiro caso: ty = 00, isto ¢, vale (K)s, 0, para algum sy > 0.

Novamente segue de (K)s,.00 que existe 6y € (0,1) tal que by > Allwas||oo, em que

k(t
A= [sup{tp(—_f,so +1<t<ool]rr.
Dado a € (0,1) arbitrario, tome
so + 1)/%
Yo = Yo(a, o) = M,

a2

donde segue que v5 > a7y = (5o + 1)7 > (o + 1) > sq.
Pelos calculos feitos no primeiro caso, temos que
Oo(1 — a)(1 — afo
Lo6,(70) > ( A ) o
[SUP {ZZ@JO +1<t< 70}] "

Dai, obtemos que

o 0 0
lim inf To,6(0(cv, 50)) = ° == > warlloe:

= A
[sup{t]f,(f)l,so +1l<t< oo}] '
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Como antes, existe ag € (0, 1) tal que

Fo,e(’Yo(Oéo,SO)) > [|warlfoo-

Isto conclui a verificacao da afirmacao 2.2.2.
A partir de agora, fixemos 7 = 79 e # = 6y, como nos casos anteriores. Desde que

/l\irr(l] Ca(70) = To(h0) > l|lwamlloo © )\lim Ca(70) = 0, existe A* > 0 tal que

Ly (70) = [|war]]oo-

Dado 0 < A < X\*, defina

0o / 1
§)=— ——dt, s > 0.
ls) Yo Jo Hanqo(t%)

Observe que, desde que I'y é decrescente em A, temos 7\ (7o) = I'x(70) > ||war||oo-

Como antes, existe @ = () > 0 suficientemente pequeno tal que

() > llwirlleo + 0. (2.40)

Afirmagao 2.2.3: (Analoga a prova da afirmagao 2.1.5.)

(1) [0, lwlloo + o] < Im(n);
(ii) my € C?((0,00),Im(ny)) é crescente em s > 0;

(iii) ny' =y € C?((Im(nx)\{0}, (0,00)) é crescente em s > 0;

YoH o ((¥(5))%)
Oo(a(s))P

(v) m & decrescente em \.

(iv) ¥i(s) =

s > 0;

Desde que wy; € C1(Q) e dwy/Ov < 0 em 09, segue que n81£12n |Vwn| > 0.

Desta forma, existem Jy > 0 suficientemente pequeno e kg = ky(dg) > 0 tais que

e)

|VwM|p > 5

, para qualquer = € Qs,, (2.41)

em que §5, = {x € Q : dist(z,0Q) < dp}.

Tome Fol60)
& = min 1,0’,L}. 2.42
{7 e 242
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Para cada 0 < A < \* dado considere, para o € (0,7], a fungao

V() = Vorg, () := [Ua(wirr(x) + )], € Q.

Da Afirmagao 2.2.3 (iii) e de 6y € (0,1), observe que v, ¢é crescente em o. Além disso,
de wy € CHQ), o € (0,5] e da Afirmacio 2.2.3(i) e (iii), temos que v, € C'(Q). Em
particular, v, € W (Q).

Como ¢ < 7, de (2.40), temos que ||was ||y +7/2 < ||war]|zo@) +7 < na(70), donde

segue que
Ua(war (@) +6/2) <Pa(ma()) = 0.
Portanto,
v%(:v) <~ para cada x € Q. (2.43)
Desta forma, supvsa(z) = [[vs2llr=@) < A, donde segue que existe € = €(5) > 0

Q
suficientemente pequeno tal que

1oz || oo 0) < %° = <o (2.44)
Agora, dados 0 < 0 < % e 0 < € < ¢, temos que
SUp v, () < supvs = [[vs | (@) < 70" — €0 < 70° — €,
ﬁ ﬁ 2 2

isto é,
V6]l L2y < 760 — €, 0 € (0,65/2) e € € (0, €).

Como vs/2 = /2 em 0f, existe 6; = 61(F) > 0 suficientemente pequeno tal que
vs/2(x) < &, para qualquer x € §25,. (2.45)

Tomando § = min{dy, d; } temos, por (2.41), (2.45) e (2.42), que

Vou @) P [Vou(@)P k(%) ko(8%)  kol(do) 2| Vewar||L o
0@ vapld)  Tup@) T 26 2 k() oMl >|<;46>

para cada x € €.

Considere agora a fungdo 7 € C*(Q2),0 < 7 < 1, dada por

1, sex e Q\Qs
T(z) :=
0, sex € Qg.
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Assim, qualquer funcao ¢ € C§°(€2) pode ser escrita como ¢ = 7¢ + (1 — 7)¢.
Com isto, para qualquer ¢ € C3°(£2),¢ > 0,0 < 0 < 7/2, temos

/ |V P2 Vu,Vodr = / IV [PV, Vire + (1 — 7)¢ldx
Q Q

= / IV, [P 2V, V(rd)dr + | |Vus[P"*Vu,V (1 — 7)¢dz. (2.47)
2\Qy

Qs

De (2.11), segue que Vu,(z) = Og[tx(war(x) + o) (Wi (z) + o)V (z), = € Q.

Trabalharemos inicialmente em 2\(2 5
/ |V, [P2 Vv,V (T¢)dw
2\
2
= / 00 [Wa(war 4+ )] VD[ (W + 0)P 7 Vwn |P2Vwn V(Te)da
N\Q2s
= / |Ven[P2Vwn V{87 [Ya(war + )] VPV (war + 0)P ¢ }da —
2N\,
= (o =1)(p - 1)/ Vet [P06" [oa(war + )] DDl (wyy + o) Préda
2\Q,

~ (p-1) /Q\Q |Veont[PO7~ [a(war + 0)] @DV (wrr + 0)P 20 (war + o)Toda

> / IV [P 2Vwr V{0" A (war + 0)] D0V [ (wiy + o) P 7} d.
ON\Qy
2

Afirmacao 2.2.4: {0, ha(war 4 0)] @ DED[h (wyy + o) P11} € WP (Q).

A verificacao desta afirmagao encontra-se no Apéndice.

Observamos que da Afirmagao 2.2.4 temos, por (M) e da Afirmagao 2.2.3 (iv), que

/ IV, [P 2V, Vrodr > M (2)00P  [hx (wag +0)] P VEV [ (wyy +0) P rdda
Q\Q% Q\Qg

a=D=1) ,p-1 )1
D=1 b {HAJO((%(WM“LU)) ) Todr. (2.48)

= M (2)0," v,
g, @) 0T | (n(ons o))

Da Afirmacao 2.1.2 (ii), de (2.43) e de (2.44) temos, por um lado, para cada € € (0, €],
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que

1 1 (Bo=1p=1) Hy o (v,) 17
5 / Vv, [PV, Vrgde > = / M(z)v, 75—1{ Ao (U )] rods
Q\Qg 2 O\Q,

2 (V)
2
(Bo=D(p-1)
> 1/ M x)va%fyg’l—g’\’%(?o)7¢dx
2 Joa, vy
2
> 1 / M(x)v(%—l)(ﬁ—l)ypfl o (Vo +€) rédx
T 2o, 0 O (vy+ et
2
>

0o(p—1)

1 18 o (Vo
‘/ Mzt ) g,
2 Jae Y%

Segue da Afirmagcao 2.1.1 (i7), de (2.3), da definigdo de M, de (G)(i) e (F)(i) que

3 | Vel Treds = 5 [ M@0+ ) + A (0a + e
> 1/ [2b(x)k(vy, + €) + 2Xc(2) ] (vs + €)]TPpdx
> [ lgleve 4 A+ lrode, (209
2\

para cada A € (0, \*), 0 € (0,6/2), € € (0, €] dados.

Observe agora que
g 0y (z) = Ttz (w3s (0) +0)]" = [nonr(@)]* 1= v(a), = €

Desde que v, > v > 0 em Q\Q% e q€ (p—1,pl, existe Cy = C5(d) > 0, independente

de o, tal que

—(p—1 —(p—1 —(p—1

{HA,%(UJ)]‘] (r—1) _ {H/\m(v)]q (p )< HH)"”’O(U) q—(p-1)
Vg v v L(@\0y)

(0p—1)(p—1—q)
b0
. (Bo—1)(p—1—-q)
< (O | min v < Cyv %

Q\Q;s
2

(6g—1)(p—1—q)

< Cy, , para qualquer z € Q\Qs,
2
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isto é, para cada x € Q\Qs,
2

—1 —1)(p—1—q
1 {H)WO(UU)T < {HA,%(UU)}p Ucmio)- (2.50)
Cy Uy Vg
Tome 15 = 15(Q, 7, C2(0), [[Vwar|| £ (0)) > 0, independente de o, dado por
p—1—q
* Y0
W= . (2.51)
! 4CQ||VWM||QOO(Q)
Segue agora das Afirmagoes 2.1.2 (i) e (iv), de (2.50) e (2.51) que
1 1 (9g=1)(p—1) H . p—1
5 / [V, |P Vo, Vrode > = M(z)v, ™ A {—W(” )} Tod
2 2\0y 2 2\0y Vs
1 (60=1)(p—1) H . p-l
- = M(z)v, © A7 Hrn(vo) Tpdx
4 AN\Q 5 Vo
1 (Bo—1)(p—1) H . p—1
+ - M(z)ve ™ AP7! Hion (V) Todx
4 Q\Q% Vo
1 1) (p—
> - M ()"~ (o) + A ()] bdae
4 2\Qy
1 (Bo—1)(p—1—q) H o p—1 Qe (6g—1)q
+ - M(x)v, ™ Ao Hano(vs) —2% 0 ylrpdr
4 O\Q5 Vo 80
2
(p—1)60
I A
4 2\
—1—q (60—1)q .9 q
7(1)) a0 H)\'YO(/UU)
M(x)0iv, ° — |- d
+ 1Cy o, (x)0¢v o [ o Todx
2
(p—1)0o T )\[
_ Yo [ k(’YO) + ](70)] M([E)Tgbdl’
4 2\0,
+ pilIVoulfe g M (2)[Boor(wnr + 0)" M) (war + 0)] T ¢da

M\Qs
2
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5D
o que produz
(p—1)60
1 1, A
—/ VU [P Vu,VTods > To 7k (30) + M5 (0)] (x)Tpdx
2 Java, 4 2\Qs
2 2
+ /\ () [0ox (war + )7 (war + 0)|Vw|] 97 ¢d. (2.52)
O\Q,
2

Definindo p

0

[SIES S

(p—1)b0 )
- {vo ) + Mool u’{} |

utilizando (V}) e o fato de ser V' > 0 reescrevemos, para cada 0 < p < p, (2.52) como
2

1

/ VU [P 2Vu,VTode > pu
2 2\0y

o ¥

/ 18(x) + () [V, [rédz
2\2g

> u/ V(z, Vv,)Todz. (2.53)
2\

Retomando (2.48), de (2.49) e (2.53) temos que

/ |V, P2V, VTodr 2/ [9(x, vy +€)+ N f(x,v,+€)+uV (z, Vu,)|Tddz, (2.54)
2\0, 2\ay

para cada 0 < A < A, 0 < pu < pu}, €€ (0,¢)] dados.
2
Trabalharemos agora no anel €.

IV, P2V, V(1 — 7)¢dx

Qs
90p1/ [Wx(wrs + )] O DED [ (W + o) P [V P2 Vwn V(1 — 7)éda
Qs

= IV P2V wy V00" [iha(war + o)) P~ DO [h (war + )P (1 = 1) }da
Qs

—(0h—1)(p—1) g [VwnrP0o" ™ [oa(wnr + )] @ =DED Y, (war + 0) [P (1~ 7)éd (2.55)

— (p=1) | |VwulP0" " [x(war + )] PP (way + o))
Qs

p—2,1

Wwar +0)(1 — 7)pdz.
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De forma analoga ao feito para obter (2.49), temos, por um lado, que

1
— | Vs P2V, V(1 — 7)pdx

2 Qs
p—1
> O [ M@+ IO o + o)1 - 7)gd
Qs
> / [9(x,v5 +€) + Af(z,v, + €)](1 — T)pdx, (2.56)
Qs

para cada 0 € (0,A*), o € (0,6/2), € € (0,¢) dados.
Observe agora que, desde que v, < 1 em €5 (por (2.42)), ¢ < p e 6y < 1, temos que

p q
v? < vi, donde segue que

(6p—1)p (6g—1)g

[v,(x)] % > [v,(x)] % , para cada z € Q. (2.57)

Além disso, desde que Hy ,,(s)/s é nao-crescente para s > 0, temos que

H)‘7’YO (UU) > HAy’YO (1)

Vg = 1 = HANO(D?
0 que nos leva a
H) (UU> 7 H, (Uo) b
(e [l [ (a7 e (258)
Uy Uy

Por outro lado, de (2.55), das Afirmagoes 2.2.3 (iv), 2.2.4 e de (M), temos

1
— | |V, P2V, V(1 — 7)ddx
2 Jo,
_ 1 VU, P2V, V(1 — 7)ddx + ! |V [PV, V(1 — 7)ddx
4 Qs 4 Qs
6o —1)(p—1 _ ,
> - i(p | | VeuP8 Whalwn + )] @O A (war + o) (1 - T)gde
5
1
+ Vewn [P~ Vwr V{007 [a(war + o) @D (wyr + 0) P (1 = 7)o }da
Qs
_ _ p(6g—1)—6g P p
— (1 00)(p 1) |VWM|peg_1/Ug ) '7_2 {M} (1 o T)¢dx
4 Qs 00 Vo
Y (2)00" [Wa(war + )] @VEI [ (war + 0)P7H(1 — 7)pd,

4 Jo,
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ou seja,

1 |V, P2V, V(1 — 7)¢dx

2 Jo,
1 . 9 - 1 v p Hp_l p(6p—1) H - p
_ ( O)(p ) | le 02_11)0 () ,Yg [ )\,"/O(U ):| (1 —T)¢d$
Qs Vo 0 Vo
1 @01 WPl T pr () )]
— | M(@)0" v, 2 20292 (1 - 7)¢d.
+ 4 0 (‘,E) 0 v 98—1 Vo ( T)¢ x

De (2.46), das Afirmagoes 2.1.2 (iii) e (iv), reescrevemos

1
~ | |V, P2V, V(1 — 7)pdx

2 Jo,
_ _ p(0p—1) P
> (1 9031(20 1) IVwn|9vs 9% P |:H>\,70(UU):| (1 - 7)odz
Qs Yo
1 —1)(p— _
+ g M@ o)+ M (0))(L = )oda
5
e, de (2.57) e (2.58),

1 .

- Vo, |P"*Vu,V(1 — 7)pdz

2 Jo,

1—20 -1 (6p—1)g 9q H > q
. Oi@ Y b e [ (D) {—W(“ )} (1 - 7)odx

Qs 0 Vo
(p—1)bo A
v Qo []k(WZ)JrM”(%)] ) M(z)(1 — 7)¢dx
§
_ _ p—q (0p—1)q q
- (o 0P g ()]
4 Qs QOUO

Yo [fk(Wz) + AL ()] ; M(z)(1 — 7)pda.

_|_

Definindo p5 = p5(£2, 6o, o0, ||a|| Lo () > 0 por

; = min { (1= 80)(p = DD (™" 2 u(30) + A0 }
He = 4 ’ 4 ’
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finalmente obtemos

1
3 | 90l nods = plalliee | Vel - oo+ | M@~ ryods
Q,; Qé QS

> 0 / (@) [V, |7 + B(2)] (1 — 7)éda

> ,u/Q V(z, Vv, )(1 —7)pdz, (2.59)

para qualquer 0 < u < uf, sendo que a ultima desigualdade segue de (V7) e do fato de
que V' > 0.
Retomando (2.55), de (2.56) e (2.59), temos que

/ |V [P2 Vv,V (1 — 7)pdr > / l9(z, 05 +€) + Nf(x,0, + €) + puV (z, Vv,)|(1 — 7)pdz,
Q Q
’ ' (2.60)
para cada 0 < A < X", 0 < pu < pu}, o€ (0,6/2), € € (0,¢) dados.

Assim, de (2.54) e (2.60) em (2.47), obtemos

/|Vvo|p2vang5dx = / |V P2V, VTodr + V[P 2Vu,V(1 — 7)pdx
Q Q\Q% Qs

v

/ l9(z,v5 4+ €) + Af (2,0, + €) + pV (z, Vv, )|Tddz
ANQ,

+ /Q [9(x,v5 + €) + Af(z, 05 + €) + puV (z, Vv,)|(1 — 7)pdx
_ /Q[g(x, Vo + €) + A (2,0, + €) + 1V (2, Vv, )|réd
+ /Q[g(:c, Vo + )+ A (2, 0y + €) + 1V (2, Vi) (1 — 7)od

- / (90,00 +€) + Af(2svy + €) + pV (2, Vo )]dd,
Q

para cada 0 < A < A\*, 0 < pu < p*, € € (0,€0) dados, em que p* = min{yuf, pj}. Além
disso, desde que wy(x) = 0 em 99, temos v, (x) = [r(wi(z) +0)]% =0 em 90 e, pela
regularidade das funcdes envolvidas, v, € C*(Q) € WH>(Q).

Para concluir a demonstracao do Lema 2.3, resta-nos verificar as estimativas dadas

em (i) e (ii). Se ¢ € [0,p — 1], a verifica¢do de que

1 1 1 1
N> —|——5——ko],se50=0,e N> — | ——g— k|, sety=o00
P P
Jo HWMHLoo(Q) Joo HwMHLOO(Q)
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é analoga a demonstracao do Lema 2.1. Vamos agora mostrar que

o EG) X ()] T k(o) + Mi(0)
““)‘mm{ WVorllfn 4 }

em que Yy = tg se sg > 0 e 79 = 0 se sg = 0. De fato, se sy = 0, tome

i~ muin O+ MO)TT () +25(0)
4||VWMquo(Q) 7 4 ’

relembrando que k(0) = lin% k(s) e j(0) = lir%j(s).
Dado 0 < p < p*, temos

p—1—gq

p—1
e u<lim
s—0

(s)

p—1

< lim
IS S0 4V

sp1-a {k(s)

+ 22 + 22
sp—1 S S

sp1 {k(s)

4 | sl

).

p—1

Assim, existem s1(p), so(p) > 0 suficientemente pequenos tais que

Sp—l—q I A p—1-g Sp_l
< —F + i -1 < <
4”va“?>0 [ k<$) ](8)] P S S1 € W

u [Ix(s) + AL;(s)], s < sa.

Tomando 7y = min{sy, s2,70}, em que 7 foi dado por (2.14), temos que

~p—1—q ~p—1

"o ~ N "o ~ <
< ——" 1] A p-1 < 1 A .
1< o G+ AL GO e < B (ho) + AL o)
Analogamente, se ty = oo, relembramos que k(oo) = lim k(s), j(oo) = lim j(s) e
consideramos _—
k A\J =Tk i
i { B9 £ 00 T k(o) i) |
4HVWMHLOO(Q) 4

donde segue que existem sy (p), so(p) > 0 suficientemente grandes tais que

sp=1a 7 N p=l-q sP=1
< + A T s> <
4|V || (s) ()] o e H

L I (s) + AL(s)], s> so.

Tomando 7y = max{s1, S2,70() }, em que yo(ayp) foi dado por (2.15), obtemos a conclusao
desejada.

Agora, se ¢ € (p — 1, p|, mostramos que

1 0 1 0
)\*Z— %—k‘o 8650:06)\*2,— %—k‘m Set():OO,
Jo ||wM||LOO(Q) Joo ||WM||Loo(Q)
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por analogia ao feito na demonstracao do Lema 2.1. O

2.2.2 Demonstracao do Teorema DL,

Demonstragao. Do Lema 2.3, existe v, = v, , satisfazendo

—Apv, > g(x, v, +€) + Af(z, v, +€) + pV(z, Vu,) em Q

vy >0 em §) e v, =0 em 0f),

para cada 0 < A < A", 0 < p < p* dados, 0 € (0,6/2) e € € (0,¢] foram obtidos na
demonstracao do Lema 2.3.
Seja pq uma A o(p)-autofungao de (AV'). Vamos mostrar que, para alguma constante

C = Cq > 0 apropriada, teremos
—Ap(Cpa) < g(x,Cpa +€) + Af(z,Cpa +€) + pV(z, VCpq) em Q,

para alguns € > 0 suficientemente pequeno, 0 < A < A\* e 0 < pu < p* dados.

No caso (i), devemos ter

b\ —h
A 2 %7 isto é, )\lo + h() Z )\I,Q(p)v
0
donde segue que, para algum €; € (0, min{s, s2,70,75°}),

Al(s)  h(s)

gp—1 gp—1

> Aia(p), para qualquer s < e,

em que sy, $2 € (0,1] foram dados em (G)(i7) e (F)(i7).
Tome C' = C(Q,¢) > 0 tal que C|lpql/r=) = €1/2. Dai, para cada 0 < € < €/2,
temos

CHQOQHLoo(Q) +e< CHQOQHLoo(Q)—{—Gl/Qzel. (2.61)

Assim, dados ¢ € C§°(€2), ¢ > 0 obtemos, de forma semelhante a (2.19), que
/ V(Cioa) P>V (Cipa) Vodr < / Mz, Cpa +€) + g(z, Cpq + )| de.
Q Q
No caso (ii), dado X € (0, \*), existe €, = e3(\) € (0, min{sq, s2,70,72°}) tal que

M (s h(s
sp(—l) 815_3 > Aa(p), para qualquer s < €.
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Tome C' = C(£2,€2) > 0 tal que C||pal =) = €2/2. Dai, para cada € € (0, €,/2), temos
Clleallze@) + € < Cllpalle@) + €/2 = €. (2.62)

Assim, dada ¢ € C°(2), ¢ > 0 obtemos, de maneira andloga a (2.22), que
[ 9o 29(Cpa)Vods < [ (\i(a,Con+ ) + gl Ci + o,
Q Q

No caso (iii), devemos ter, para algum e € (0, min{s;,775°}),

h(s
515—3 > )\LQ(p)? v 0 < s < €3.

Tomando C' = C(£2,€3) > 0 tal que Cljpq| =) = €3/2 temos, para cada e € (0,€3/2),
que
ClleallLe@) + € < CllpallLe@) + €3/2 = €3, (2.63)

e, de forma similar a (2.25), para cada ¢ € C§°(2),¢ > 0, A € (0,\*) e € € (0,€3/2)

dados, temos que
/ V(Cpa) P2V (Cpa)Vd < / Af(z, Cpa + €) + g, Cpa + ).
Q Q

Torne €4 = min{el, €9, 63} € (O, min{sl, 52,70, ’}/go})

Desde que V' > 0, temos, em qualquer dos casos,

/QIV(CsOQ)IMV(CwQ)VsdeS /Q[Q(I,CSOQJre)Jr)\f(% Coq +€) +uV(z, VOipq)|gdr,

para cada € € (0,¢4/2), 0 <A< A* e 0 < p > p* dados.
Afirmacdo 2.2.5: Cp(x) < v,(z), ¥V o € Q.

Verificagao da Afirmacao 2.2.5: Na primeira parte da demonstracao do Lema 2.3,

definimos, para o caso em que ¢ € [0, p—1], v, = P\ (wr+0). Neste caso, esta desigualdade
é obtida utilizando raciocinio analogo ao da Afirmagao 2.1.7 do Lema 2.1.

Para o caso em que ¢ € (p — 1, pl|, definimos, na segunda parte da demonstracao do
Lema 2.3, v, = [{y(war + 0)]%, para algum 6, € (0, 1).

Dos calculos feitos temos, no sentido fraco, a validade de

—A,v, > M(m)vép_l)eogﬂg—ga), x € Q, (2.64)
Vo
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e de (2.61), (2.62) e (2.63), temos que
CH(,OQHLoo(Q) + € < ¢4. (2.65)
De (G)(i), (F)(4), (2.3), (2.4) e (2.65), para cada € € (0, e,/2), reescrevemos

~1)6 k(Cpq + €) “1)8 J(Copq +€)
— A, (Cpq) < ’Yép Y Ob(w)_(pq)eo -+ ép Y OAC(w)W
Yo Yo
Gino(Cpa +€)

(Coq +e)pt

< 7(?*1)906(33) Ck,’y()(C(PQ + 6)

(p*1)90)\
0 (CQOQ + E)pfl + Yo C(.?Z')

e, de (2.5) e (2.6), para cada € € (0, ¢4/2), temos

—Ap(Cp) < M(x)%gp—neo [ék,yo(CQOQ +€) + Aéj,vo(CQOQ + €)]
— M(x),y(p_l)go C>\,’YO (CSOQ + 6) < M(l’)’)/(p_l)eo C)\,’YO(CQOQ) (266)

’ (Cpa+epp=t = " (Cpa)pt
Isto é, de(2.64) e (2.66) temos que
(p—1)6 CA/\N (vo) (p—1)6 CA/\,V (Ceq)
~ApteZ 9 TME@)FLST e = Ap(Cpa) <" M (@) T EON T

em que, pela Afirmacio 2.1.1 (i), Cy,(s)/s?~! é ndo-crescente em s > 0.
Desde que vy, Cipg € WHP(Q) e Cpg =0 < 0 = v, em I segue, pelo Teorema 1.2,
que a Afirmacao 2.2.5 é verdadeira.

Definimos F, como em (2.29) e consideramos o problema auxiliar

A

—Apu=F(v,u)+ pV(x,Vu) em §
(2.67)
u>0em e u=0em ON.

Por definicao de E., segue que v, e C'pq sao, respectivamente, supersolucao e subsolugao

de (2.67). Faga
Ge(x,5,8) = E.(x,8) 4+ puV(z,8).

Afirmagao 2.2.6: (Veja demonstragao de (ii) no Apéndice.)

(i) G, ¢ Carathéodory;

(i) Existe um funcio crescente D(.) tal que |G (z,s,&)| < D(|s|)(1 + [€]P), = € Q.

Apoés esta afirmacao, segue do Teorema 1.1 que existe u,, € VVO1 P(Q) N L>®(Q) com
0 < Cyq < Uy, < v, satisfazendo (2.67).
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Como uy < v,, segue que

A

Fe(xa ua,e) = 9(1'7%7,5 + E) + )\f(xa ua,e + 6)7

o que implica que, para qualquer ¢ € C§°(2), temos

/ |Vug75|p_2Vua,€V¢dx = /[g(a:, Upe + €) + A (2, Upe + €) + 1V (2, Vug )| pdx,
Q Q

para quaisquer € € (0,6,/2), 0< o<, 0 <A< A el <pu<p

Seja {€} uma sequéncia de dominios suaves e limitados tais que
o0
U C U e Q=%
k=1

Procedendo como no caso nao-convectivo, conclui-se a demonstracao do Teorema
DL, . ]
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2.3 Problema de Dirichlet com o termo convectivo nao-
positivo
Considere o problema

—Ayu=g(x,u)+ Mf(x,u) + pV(x, Vu) em Q
(P-)
u>0 em € e u=0 em OS],

em que Q C RY é dominio limitado, A > 0 e ;1 > 0 sdo parametros reais, g, f : 2x(0,00) —

[0,00) e V: 2 x RY — R sdo fungoes continuas tais que

(G) (i) existem fungdes continuas b : Q — [0,00), b # 0, ¢ k : (0,00) — (0,00), tais
que

g(z,s) < b(x)k(s), para quaisquer (x,s) € Q x (0,00);
(ii) existem s; € (0,1] e fungbes a : Q@ — [0,00), a € C(2) N L®(Q),
h:(0,s1) — (0,00), h € C(2), tais que

g(x,8) > a(x)h(s), para quaisquer (z,s) €  x (0, sy).

(F) (i) existem fungoes continuas ¢ : 2 — [0,00), ¢ # 0, e j : (0,00) — (0,00), tais
que

f(z,s) < c(x)j(s), para quaisquer (z,s) € Q x (0, c0);
(i) existem sy € (0,1] e fungdes d : Q — [0,00), d € C(Q) N L>*(Q),
[:(0,82) — (0,00),1 € C(£2), tais que

f(z,s) > d(z)l(s), para quaisquer (x,s) €  x (0, s2).

(V) [V, )] < a(x)[€]? + B(x),
em que o : Q — [0,00), B : Q — [0,00) sdo fungdes continuas tais que

a,f,ald,afa,B/a € L>®(Q) e q € [0,p)].

(M) existe wyr € CH(Q) tal que

— Apwy = M(x) em §)
(2.68)
wy >0em Q e wy =0 em 01,
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em que M(z) := max{b(x),c(x)}, x € Q.

k(s) [1—-(%)§]ﬂp1)

(K)spt, SUp <
0,to (s0.t0) Spfl

P , para alguns 0 < 59 < £y < 0.
[lwar[5e

Introduziremos, no que segue, um numero 6y, necessario a obtencao da subsolucao.

Para isto, consideremos a defini¢ao, estabelecida por meio de uma relagao entre ¢ e p:

( 4q

— ge(p—1Lp
q—(p—1) ( |
P =p—1oug=0
5 p b—q
0y € , , g€ (0,p—1).
\ ° (p—l p_l_Q) ( )

Teorema DL_: Assuma V S 0,(G),(F),(M),(K)s+ € (Vi), com q¢ € [0,p].
Suponha que
(a) h(0) >0 ou (b) B =0.

Entao existem A\, > 0 e c,\* > 0 tais que, para cada A\, < A < AX* dado, existem
= p*(N) >0 e uma fungio u = uy, € C1(Q)NC(Q), com cpq < u < ty, solugio de

(P) em cada uma das segquintes situagoes:
(1) M <A< A, 0< < b, se<ly<oo;
(1)) 0< A< A, 0<pu<p*, sely=o0;
(#11) 0 <A< X, 0< < p, sely=0 ehy> 300" Nalp),
em que 6y > 1, se ocorrer (a), e 0y é dado por (2.69), se ocorrer (b).

Adicionalmente,

—1 . —1
Jo HWJWHIZ,OO(Q) Joo ‘IWM||iw(Q)

(iv) A*Zi(é—ko), se sg =0, e)\*zi<+—koo), se ty = oo;
(v) se (a) ocorrer, entdo existe ¢c; > 0 tal que p* > c¢1h(0);
(vi) se (b) ocorrer e q € [p— 1,p|, entao existem cq,c3 > 0 tais que

(vi); p* > oMy, se ocorrer (i) (i),

(vi)g p* > c3hg, se ocorrer (iii).
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Observagao 2.4. Ressaltamos que, no teorema acima, temos que pu* = p*(\) apenas nas
situagoes (b)(1) e (i1).

Para demonstrar este resultado considere, para alguns €, > 0 dados, a e-familia de

problemas

—Apu>g(x,u+e)+ Af(z,u+€) + pV(z, Vu) em 2
(2.70)
u>o em () e u=o0 em OS.

Mostraremos o

Lema 2.5. Suponha V' < 0,(G)(3), (F)(3), (M), (K)syt, € (V1),com g > 0. Entao, existe
€0 > 0 tal que, para cada 0 < € < € dado, existem X\* > 0 e v, = Vyn, € CHQ),
todos independentes de €, satisfazendo (2.70), para quaisquer 0 < X < X*, u > 0.

Adicionalmente,

1 1 1 1
)\*Z— ﬁ—k’o ,868020,6)\*2,— ﬁ_koo ,SetOIOO.
Jo ||WM||Loo(Q) Joo ||WM||L0<>(Q)

Antes de iniciarmos as demonstragoes desta se¢ao, ressaltamos quee; e C;, 1 = 1,2, 3, ...

representarao sempre constantes positivas.

2.3.1 Demonstracao do Lema 2.5

Demonstragio. No Lema 2.1, mostramos que existe v, € C1(Q2) tal que
— A, v, > g(x, v, +€) + Af(z,v, + €) em Q
vy >0 em () e v, =0 em 02,

para cada 0 < A < X\* e € € (0, ¢o] dados, em que \*, o e ¢ foram dados por (2.8), (2.11)
e (2.12), respectivamente.

Desde que V' < 0, para cada pu > 0 vale a desigualdade
— A, v, > gz, v, +€) + A (2,0, + €) + pV (2, Vu,), em Q,

o que conclui a demonstracao do Lema 2.5. O

2.3.2 Demonstragao do Teorema DL _

Demonstrac¢ao. A demonstracao do Teorema DL_ sera dividida em duas partes, sendo

que na primeira delas serd considerado o caso em que h(0) > 0 e, na segunda, o caso em
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que esta hipotese nao é exigida, mas 3 = 0.
Seja pq a A1 q(p)-autofungao positiva de (AV) em que, como antes, p : 2 — (0,00) é
dada por p(z) = min{a(z),d(z)}, = € .

Mostraremos que, para qualquer € € (0, €), teremos
— A, (Cpd) < glz,Cpg + €) + Af(x,Cpf +€) + puV (2, V(Cpg)), em €,

em que € e C' = C(£, 6y, €) serao fixadas.
Demonstragao de (a) — (i): h(0) > 0e 0 <y < oo.

Tome

>0

). = max {0 398_1)\1,9@) — ho}

lo

: h(0) h(0)
" = min : = — > 0. (2.71)
{3H§HL°°(Q) 305115 12 @) |V eall 0 0y 10| L0 0

Dados A > A\, e u < p*, existem 7y, 75, 73 > 0 suficientemente pequenos tais que

l(s h(s _
)\51(0)1 + sp(z > 300" A\a(p), para qualquer 0 < s < 7; (2.72)
h(s) > 3u Hé , para qualquer 0 < s < 7; (2.73)
Ulz=@)
« _
h(s) > 3ubg EHLOO(Q) ||V909||q00(9)||909(9° V|| oo (0, para qualquer s < 73. (2.74)

Tome €, = min{r, 7, 73, 1, S2} € C1 = C1(£2, €1, 00) tais que
Cillpe™ =@ < e1/2 e Cillpall2™ < Co,

em que Cj é a constante da subsolu¢ao do caso nao-convectivo.

Assim, para cada 0 < € < €;/2, temos

C’1||<,0990||Loo(9) +e<e e C’lgp(;f(x) < Copalz), = €. (2.75)



2.3 Problema de Dirichlet com o termo convectivo nao-positivo 68

Assim, dada ¢ € C§°(2), ¢ > 0, temos

/ IV (Col) P2V (CLele) Ve + / ()| V(Cre) [7dz + / B(z)pdx

Q Q Q

— / (6,01 %P [ VipalP 2V Vdda + 1 / (0,012 )1 Vipalta(z)dde + p / B(x)dda
(9] Q Q

_ /Q Veal” VeV [(6oCro P gld

— (B—D(p—1) / VipalP 2 Vo (0001 )P Lol VPV Wpged
Q

@ fo—1ya ‘a(z)pdx @ x)odx
i [ S enlale)ods + | SEAG)0a

< / Va2 VeV [(0oCrol P gld
9]

: - 8
b 2] ool Oeal, [ aods +a 2] [ aoroas

De maneira semelhante & demonstracao das Afirmacgoes 2.1.6 e 2.2.4, mostramos a
Afirmagio 2.3.1: [(8sC1% )P 1¢] € Wy P(Q).
Desta afirmagao, de (AV), (2.73) e (2.74) segue, para cada € € (0,€;/2), que

/ V(G P2 (Cr %) V b + / () [V (C1p%) "dz + o / B(x)gdn
Q Q Q

< / Malp)p(@)ehy  (BCrgh P dde
0

o p
v w2 et aienl [ atwodo a2 [ atwyous

< B Nalp) [ p@)(Copty oo+ 5 [ al@h(Cuc+ 9odo + 3 [ alalh(Ciglp + o

Agora, utilizando (2.72), (F)(ii) e (G)(i7), reescrevemos a ultima desigualdade como

/ V(G P2 (Cr %) V i + g / o)V (Cro) 9z + p / B(x)gda
Q Q Q
< %p(m)[Al(Clgogo +e)+ h(ClgO?f + €)|pdx + % /Q a(m)h(Clgogo + €)pdx

< A / d(2)1(C1p% + €)pda + / a(2)h(CL% + €)pda
Q Q

IN

3 [ o Gty + oda + [ gla,Cuglh + o
Q Q
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Desta forma, segue de (V}) que

— A, (Crpl) < Af(2,Cr08 +€) + glz, Crpl + €) + p[—a(z)|V(Cip@)|* — B(x)]
< Mz, Cipl + €) + g(z, Crpy + €) + uV (z, V(Cipy)) em Q,

para cada € € (0,€1/2), A\ < A <\, < p < p* dados.
Demonstragao de (a) — (i7): h(0) > 0 e ly = 00

De [y = 0o, temos que existe 74 > 0 suficientemente pequeno tal que

l _
A ;()S)1 > 0" "\.a(p), para qualquer 0 < 5 < 7. (2.76)
5
Definimos agora p* > 0 como em (2.71) e tomamos e = min{7y, 73, T4, S1,52} €

Cy = C5(9, €9, 00) tais que
Collpa®||ze@) < /2 e Callpall2(x) < Co,

em que Cy é a constante da subsolucao do caso nao-convectivo.

Assim, para cada 0 < € < €3/2, temos
C'QHgerOHLoo(Q) +e<e e ng’g(x) < Copalrx), = €. (2.77)

Entao, para cada ¢ € C(Q2), ¢ > 0 e € € (0,e2/2) dados, segue de (AV), (2.73),
(2.74), (2.76), (F)(i7) e (G)(ii) que

/ IV (Cagl) P2V (Coel) Vil + / (@) |V (Cag®) "z + / B(a)da
Q Q Q
< Malp) [ @) OCaly oa

(9]

+ ubd

p s ) ] < N

< 8 alo) |

() (Cagls + gl + = / a(2)h(Ca + )b
Q 3

Q

3
<) / f(, Cogl® + )il + / gz, o + €)dda.
Q Q

< A / p(z)1(Co? —|—€)¢d:c+g / a(2)h(Cop + €)pda
Q Q

Usando (V}), como antes, temos que

— A, (Copl) < M (2, Copy + €) + g, Coply + €) + uV (z, V(Cap)) em Q,
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para cada € € (0,€2/2), A <A <A, 0 < p < p* dados.
Demonstragao de (a) — (iii): h(0) > 0,1y = 0 e hy > 361 0(p)

De ho > 362"\ a(p), segue que existe 75 > 0 suficientemente pequeno tal que
0 al\p

> 30PN\ o p), para qualquer 0 < s < 75. 2.78
0 b

Definindo p* > 0 como em (2.71), tomamos €3 = min{7y, 73, 75, 51, S2} € C3 = C5(, €3, 0p)

tais que, por analogia com os casos anteriores, satisfazem, para cada € € (0, €3/2) dado,
C’3||g0990||Loo(Q) +e<es e Capl(z) < Copalx), v €. (2.79)

Dai, para cada ¢ € C§°(£2), ¢ > 0e e € (0,€e3/2) dados, de (AV), (2.73), (2.74), (2.78)
e (G)(ii), temos que

[ V(€29 (Cost)Vods + s | () V(Caglt)70dn + e [ Bla)ods
Q Q Q
< alp) [ pla) @uCagly oda

Q

+ bl

. 3
Vel [ atoods +u 2] [ atarots
00 Q 4l JO

< O Nalp) [ p(o)(Calt + 0P da+ 3 [ aa)h(Caplp + e)oda
1 2
< 3 | pam(Cucty + oo+ 5 [ alIh(Cagly + o

< )\/ f(a:,ngo?{’ ~|—e)¢dm+/g(z, 03(,0?)0 + €)odz.
Q Q

Como antes,
— A, (Capg) < Af(@,Cspd + €) + g(x, Capgy + €) + uV (2, V(Capq)) em Q,

para cada € € (0,€3/2), 0 < A < A*, 0 < p < p* dados.

Tome agora

€ = min {%, 652, 653} (§ C = CQ = min{C’l,C'2,C'3}.

Assim temos, em qualquer dos casos,

— A, (Col) < g(z, Co 4 €) + Af (2, Co® + €) + pV (z, V(Cp)) em Q,
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para cada € € (0,€) dado.

Tomando ¢~ = min{ey, €}, do Lema 2.3 e do exposto acima, temos que

— A, v, > g(x, 05 + €) + A (2,0, + €) + pV (2, Vv,), em Q

— A, (Co%) < g(z, Col 4 €) + Af(x,Co® + €) + pV (z, V(Cp%)) em Q,

para € € (0,e7), 0 <pu <p*, 0< X< A ((4), (47)) ou A < X < X*((7)).
De (2.75) (2.77), (2.79) e da Afirmagao 2.1.8, temos que

0 < Cp”(z) < Cop() < vy(x) em €.

Definindo F, como em (2.29) e G, como em (2.67), reafirmamos a validade das Afirmacdes
11 e 12 da segao 2.2.

O restante da demonstragao segue de forma semelhante & do Teorema DL,. A
demonstracao da primeira parte do Teorema DL_ esta concluida.

Analisaremos agora a situagdo em que ndo exigimos que h(0) > 0, mas, em
contrapartida, devemos ter 3 = 0. Neste caso, a demonstragao sera dividida em trés
casos: ¢ € (p—1,p], g=p—1eq€ [0,p—1), em que verificaremos, em cada um deles,
os itens (), (7i) e (i17) do teorema.

Primeiro Caso: ¢ € (p— 1,p], 6o =q/[¢ — (p — 1)].
Demonstragao de (b) — (i): f=0e0 <y < o0

Tome

>0

e = max {O 20871)\1&(@ — ho}

lo

B g
2002 e IVl

wr= () > 0. (2.80)

Dados A > A, e u < p*, existem 711, 75 > 0 suficientemente pequenos tais que

[ h
A (s) + (s) > 200" A\.a(p), para qualquer s < 7; (2.81)

A 1(s) > 2ub}

sp—1

o
EHLOO(Q) HVSOQquo(Q), para qualquer s < 7. (2.82)

Tomamos €, = min{ry, 7, 1,82} > 0 e C; = C1(2,€1,00) > 0 tais que, por analogia a
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primeira parte da demonstragao, satisfazem, para cada e € (0, ¢;/2) dado,
CngDQaO”Loo(Q) +e<e e ClgO?ZO(QZ) < Co(pg(.flf), x € . (283)

Além disto, segue desta construcao que C? < CP™' e

(G—q+p-1) _ ¢ _
(6o — 1)g = i q=(p 1)q_(p_1) (p — 1bo.

Assim, para cada ¢ € C§°(Q2), ¢ > 0, segue das observagoes anteriores, de (2.81) e (2.83)

que
| 9@ (Cielt) Voo + 1 [ o)V (Cuelh)ltods
Vol Crp)P " ¢d
2 1l [ dwxcityioas

o
2 1veal [ ety + oot

< 2 Malp) /Q p(2)(Cro® + P~ g + b

IN

1
3 Gt +9 + Gty + lp(a)ods + it
Usando (2.82), (F)(i7) e (G)(ii), reescrevemos

/ IV (Cro®) P2V (Crpl) Vbde + / o)V (Crgls) Pl

A A
< §/Qd( ) (Crplo +6)<Z5da:+;/9 (2)R(CLp% + €)pda + 2/§2d($)l(01<p9°+e)¢dq:
< A /Qf<fc701w@°+e>¢dx+ /Q g(x,C1p" + ).

Logo, de (V1) temos
— A (C1%) < M f(x, Crp + €) + g(, CLo% + €) + pV (x, V(Crpf0)) em Q,
para cada € € (0,€1/2), A <A< A, 0 < p < p*.

Demonstragao de (b) — (i1): f=0ely = o0
De Iy = oo temos, para cada A, > 0 dados, que existem 73,74 > 0 suficientemente

pequenos, tais que

l
/\% > 200" A\a(p), para qualquer s < 73; (2.84)
s

A9 5 o

yi HL IVéallTe) para qualquer s < 7y. (2.85)
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Tome €5 = min{rs, 74, 1,82} > 0 e Cy = C5(£, €2,00) > 0 tais que, por analogia ao feito

antes, satisfazem, para cada € € (0, e2/2) dado,
C’gnggeOHLw(Q) +e<e e C’zgog‘)@) < Copalz), = € Q.

Analogamente ao feito na demonstragao de (i), de (2.84), (2.85), (F)(ii) e (G)(i1),
temos, para cada ¢ € C§°(€2), ¢ > 0 e € € (0,€2/2) dados,

/Q IV (Co) P2 (o) Vi + / (@) |V (Cap?) 1l

— «
< 8 alp) | pla)(Carlp + 7 oo+ |G| IVealt [ d)(Carlp + oo
Q o Q
1 1
< 5 [ (Gl + )+ (Calh + lpla)da + 5 [ M(@(Caply + Joda
Q Q
<

/\/ f(x, Copl + €)pdx + / g(z, Cop® + €)¢da.

Q Q

Assim, para cada € € (0,€65/2), A >0e 0 < u < 0o, temos

— Ay (Copld) < Mf(w, Caply + €) + g, Capy + €) + uV (2, V(Carpgy)) em Q.

Demonstracio de (b) — (iii): 5= 0,lo =0 e ho > 365" \1.a(p).

De hg > SQS_IAI’Q(p>, segue que existe 75 > 0 suficientemente pequeno, tal que

gp—1 > 208"\ .o(p), para qualquer 0 < s < 7. (2.86)
Tome L
1*(52) 0 0. (2.87)

= >
205 |51l 1Vl

Dado A > 0 e pu < p* = pu*(92), existe 74 > 0 suficientemente pequeno, tal que

h(s)

g” IVealll,, para qualquer 0 < s < 7. (2.88)

a lloo

Tomando €3 = min{7s, 76, 51, S2} > 0 e C5 = C3(€, €3,6) > 0 temos, como antes,
03”90990||L00(Q) +e<es e 0380%)@) < 00909(55); x € (),

para cada € € (0, €3/2) dado.
Observando que CY < C?' e (fy — 1)g = (p — 1)6y, de (2.86), (2.88) e (G)(ii) temos,
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para cada ¢ € C§°(2), ¢ > 0 dado,

| 9@l Cuctt)Vods + [ ala)[ T (Col)10ds
Q Q
< 8 halp) | pla)(Cuplt + O oo+ |5 IVenlt [ a)(Caglh + 0P loda
Q o0 Q
1

3 /ﬂ a(x)h(Csp” + €)pdx + E /Q a(z)h(Csp™ + €)pdx

IN

2
< /g(x, Cs% + €)pdr < )\/ f(z, Cap® + €)odr + / g(z, Cap? + €)pdz.
Q Q Q

Isto verifica (b) — (4i7).

Tomando agora

eV = min{%, %2, %3} e CY =min{Cy,Cy, Cs}

, temos, em qualquer dos casos,
— A, (CYeR) < glw, CVel + €) + Af (2, CV + €) + uV (2, V(CW ) em Q,

para cada € € (0, 6(1)) dado, em que A, u foram dados em cada item.
Isto conclui a demonstracao do teorema para o primeiro caso.
Segundo Caso: ¢ =p — 1.
Desde que aaiyg < 0 em 09 (cf. [2]), temos que min |[Vpqg(z)] > 0 em 9. Desta

forma, existem &y > 0 suficientemente pequeno e ko = ko(dy) > 0, tais que

min [Vq|” = ko(do),
Qs,
em que 5, = {x € Q : dist(z,0Q) < dp}.
Observando que, neste caso, (0 — 1)g = 1, é possivel tomar, para cada p > 0 dado,

um 0; > 0 suficientemente pequeno tal que

ulladlz=@ee" (@) Veall =@ < ko(do) em Q. (2:89)
A partir de agora, tomaremos § = min{dy, o1 }.
Demonstragao de (b) — (i)(ii): F=0e0 <y < o0
Se 0 < lp < 0o, tome

>0

N - max {O 265" Mialp) — ho}

lo
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Ao min % ()
N\Qs

298 ||%HLOO(Q) HVSDQH(JOO(Q)

*

w=py = > 0.

Dados A > A, e u < p*, existem 711, 75 > 0 suficientemente pequenos tais que

l h

>‘81(75>1 + 8583 > 200" M\a(p), para qualquer 0 < s < 7y (2.90)
e 5] 1Vl

l all IVeall e

A (8>1 > 2ub; d ——1 (Q), para qualquer 0 < s < 7. (2.91)
s min g, ()
00,

Observe que, se lp = oo, as relagoes (2.90) e (2.91) permanecem validas, para cada
A > 0.

Tomando €; = min{m, 7o, 51,52} > 0 e C7 = C1(, €1,6p) > 0, temos que
C’1||<,099°||Loo(9) +e<e e C’lgp(;f(m) < Copalz), = €Q,

para cada € € (0,¢;/2) dado, em que Cj é a constante da subsolugdo do caso nao-
convectivo.

Considere agora a fungao 7 € C*°(Q2),0 < 7 < 1, dada por

1, sex e Q\Qs
T(z) =
0, sex € Qg.

Assim, para cada ¢ € C§°(Q2), ¢ > 0, temos

/Q IV (Cro®)P2V (Cupls) Vbda + g / o(2) [V (C1 %) 1de
- / IV (Crol) P2V (Crg)Vré + (1 — 7)lde + p / (@) [V (Crp) 7l + (1 — 7)lda

= [ VOO Tt + [ [TV~ o
2N\Q2s

Qs

+ M/ () |V (Crp)|“rddx +u/ a()|[V(Crpd)|*(1 — 7). (2.92)
Q\Q% Qs
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No que segue consideremos, inicialmente, o subdominio 2\2s.
2

| VPV CVrods [ a@IV(Ciel)lrods
N2,

Q\Q,
2

—1\p— « _
< [ Vel VeVl rolde + | 519l [ o) Cuyrods
2\0y dll 2\0,

(%

d

= Aualp) / p(z)eh H(BoCrpl ™ VP rpda + pbf H IVeal / d(z)(Crply ™) roda
0N\, © ANQs
2 2

< 0 Nalp) / p(2)(Crgly + PP 7

a (Creg + " gtype
— V go/ d(z Cipg )P Todz.
ill 1ol A S oty

+ g

De (2.90), (2.91), (F)(ii) e (G)(it) reescrevemos, para cada € € (0,€1/2),

[ VGV CVrods [ a@IV(Cigl)lrods
M2y

1
< 5 [ UGl + ) + Ot + lpla)rods
2 2\0,
! Crp? + e)pt
5] _1vgols, [ aw I g
o Q\Qg Yo
)\ o 1 0o
< B d(2)l(Creg + €)Topdr + 3 a(z)h(Crpgy + €)Todr
Q\Q% Q\Qg
AN

min ¢, ()
s

< )\/ f(z,Crol + e)rpdr + / 9(z, CLo% + €)T¢du. (2.93)
Q\Qg Q\Qg

/ d(z)(Croy + €)P 'rodx
2\0g
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Trabalharemos agora no anel {25. Neste caso,

IV (Cro®) P2V (Crg) V(1 — 7)éde + p / () [V (Cro)[1(1 — 7)ddx

Qs Qs
= IVipa|P 2V paV[(0sCrog )P (1 — 7)¢ldx + u/ (BoCrply ™" Vpa|?a(z) (1 — 7)¢da
Qs Qs
— (00— 1)(p— D (GC)" ™ [ |[VealPel VP71 — 1)gde

~~ Qs
1

IN

Vo P>V V[(0oCre® P (1 — 7)¢lda

Qs

+ /Q (GoC) [ullellcctpa () IV llZ, — min [Veol’](1 — 7)¢dx

)

Assim, de (2.89), (AV) e (2.90), reescrevemos, para cada € € (0,¢;/2),

IV(Crod) P2V (C1p)V (1 — T)dd + pu / a(z)|V(Cred)|U(1 = 7)pda

Qs Qs
< [ Vool VeaVIaCic P (1= lds
Qs
< 8 ale) [ pla)(Coglh + 1 - r)oda
Qs

< /\/Q d(x)5(01¢?§+e)(1—7)¢dx+/ﬂ a(2)h(C1p% + €) (1 — 7)pda

IA

M e, G + (1 — T)pda + / o(z, Cre® + ) (1 — 7). (2.94)
Qs Qs

Das relagoes (2.92), (2.93) e (2.94), temos, para cada € € (0,¢€;,/2), que

[IvCtr ety Voo +u [ aw)IVCiot)rods
= A [t Cigly + godo+ [ glo.Crclp + o
donde segue, utilizando (V7), que
— D, (Crp) < Af(w, Crply + €) + g(z, Criply + €) + uV (2, V(Cr68)),

para cada € € (O, %) , A> Ao e 0 < pu < mu® dados.
Isto conclui a demonstragao de (i) (7).
Demonstracio de (b) — (iii): f=0,lo =0 e hg > 365" A\1.a(p)
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De hy > 298_1)\179@), segue que existe 73 > 0 suficientemente pequeno tal que

p(fz > 298_1)\179@), para qualquer 0 < s < T3. (2.95)
s

>

Tome
ho min ¥ (z)
Q\Qp

= >
265 ||2]| 1V pall&

*

u 0.

Dado A > 0 e u < p*, existe 74 > 0 suficientemente pequeno tal que

h(s

sP—

2085 1|5 ]| IIVepallsc

min o} (2)
2\

) >

, para qualquer 0 < s < 74. (2.96)

Considere €3 = min{7s, 74, 51,52} e C3 = C3(Q, €3,6p) que satisfagam, como nos casos
anteriores,

Callpa™ || @) + € < e e Cspl () < Copal(r), = € Q,

para cada € € (0,¢€3/2) dado.

Como feito em (2.92), dividiremos o dominio €2 em dois subconjuntos, a saber, 2\ se
Q2s5. No subdominio Q\Q%, de (2.95), (2.96) e (G)(i7) temos, para cada ¢ € C3°(Q2), ¢ >0
ee€(0,e/2), que

/ IV (Cal0)P2V (Cogls) Vroda + / o(2) [V (Copls) [*r e
O\Qs

O\
2

< B Nalp) / o, POty + g
N\
2

0o -1
@ q (Cspq +€)P 0o—1\q
S iwealt [ ate) S oty

Qs
3

+ ubd

1 05 1121l I Vealld
< —/ a(z)h(Csp + €)Tdpdr + nf | = HOOJI eal / a(2)(C3p® + )P ropda
2 Jova, min g (2)  Joe,
2 N\ 2
1 1
< —/ a(2)h(C3p% + €)7pdx + —/ a(2)h(Cs® + €)Tdda
2 -\0, 2 2\0,
< )\/ f(x, Csp + )T opdax + / g(z, O30 + €)Tpd. (2.97)
Q\Qg Q\Qg

No anel Qs temos, dos calculos feitos para a obtengao de (2.94), de (2.95) e de (G)(i7),
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que

IV (Ca®)P 2V (Cagp) V(1 — 7)éd + p / o(2) [V (Cag)|1(1 — 7)dd

Qs Qs
< 8 hale) | pla)(Caglh + 1 - r)oda
Qs
< 5 [ anCad + 0 - mode < [ glo Cucly + 0 - o
Qs Qs
< M| f(r, Cs® + €)1 — 7)pda + / g(z, Csp% + €)(1 — 7)dd. (2.98)
Qs Qs

Retomando (2.92), de (2.97) e (2.98) temos, para cada € € (0, €3/2) dado, que

| €t P2V (Captt)Vods 4 u [ at@)V(Cutrods
= A [ S Cogly + oo+ [ glo. Caglp + o
donde segue, para cada € € (0,€e3/2), A >0e 0 < pu < p*, que
— A (Csp) < Mf(w, Csply + €) + g(w, Caipgy + €) + pV (2, V(Csy)) em Q.

Isto verifica (b) — (iii).
Tomando agora € = min {€,/2,e3/2} e C® = min{Cy,Cs}, temos, em qualquer

dos casos,
— A, (CPeR) < gz, CP g + €) + Af (2, CPGE + €) + pV (2, V(CP ) em Q,

para cada ¢ € (0,¢?) e A, u dados em cada item.

Isto conclui a demonstracao do segundo caso: ¢ = p — 1.
Terceiro Caso: ¢ € [0,p — 1).
Demonstragao de (b) — (i)(ii): F=0e 0 <ly < o0

Defina -
A, = max {0, 3% )\1,19(/)) — ho} > 0.
0

Assim, para cada A\ > \, dado, existe 7 > 0 suficientemente pequeno tal que

[ h
/\Sz(j)l + Sp(_fi > 200" M\ a(p), para qualquer 0 < s < 7. (2.99)

Analogamente ao feito antes, tomamos €; = min{7y, s1,52} > 0 e C; = C1(2,€1,6p) > 0
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tais que

Cillpa™ @ + €< e e Cipl(z) < Copa(r), = € Q,

para cada € € (0,e3/2) dado, em que Cj é a constante da subsolugdo do caso nao-
convectivo. 5
Desde que % < 0 em 09, (cf. [2]), temos que min |Vpg(x)| > 0 em 9. Desta
v

forma, existem dy > 0 suficientemente pequeno, e kg = ko(dg) > 0 tais que

@in ]Vgpgﬂp = ko(éo)

50

Se g € (0,p — 1), temos
0<@—-1(p—-1)—1<(0—1).

Por outro lado, se ¢ = 0, entao (6p — 1)(p—1) — 1 =0.

Portanto, em ambos os casos [gpgofl)q]/[gogofl)(pfl)fl] € L>(Qs,), 0 que deixa bem

definido o numero
O — 1)(p—1)(0 NG
,u’{ = ( 0 )( )( OOI) 0( 0) > 0. (2.100)

(6o—1)q
lletl| oo 2 B0 CF || IVeallfo oy
LOO(Q50)

-1 (p—1)—1
<p§20 )(p—1)

Logo, dado i < uj, temos

(6o—1)q
_re
Oo—1)(p—1)—1
90§20 )(p—1)

pllerl| Lo () 00" CY IVeallfe o) < (00— 1)(p = 1)(BoCr)P~ Ko (d)-

L (25,)

(2.101)
Desde que lp > 0 e I(s) > 0,s > 0 tome, para cada A\, < A < \*,

00 (p—
ot (@)

1y = pa(A) = Ao - — )
208 |12 ]| 1V eoalld o 0"l

Logo, para cada p < ph, temos que existe €; = €1(u) < €; tal que

a 0p—1
UCwly+o) -, Bl IVealizelea’

(C’lgogo +e)p—1 C] min go?f(p_l)(x)
o\,

)qHLOO(Q)

(2.102)

Observe que, se [y = 00, as relagoes (2.101) e (2.102) permanecem validas.
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Fazendo p* = min{uf, u3} > 0, procederemos como no caso em que ¢ = p — 1,
trabalhando separadamente no subdominio Q\Qg e no anel 5. Para cada € € (0,¢,/2)

dado, temos

/ V(o) P2V (Cogle) Vrdda + / a(2)|V (C1o)|Irddz
Q\Qg Q\Qg

(0%

L I9eals [ d@)cid o

< Malp) / o) (BoCrple Y L+ i
Q\Q 5

< B Nalpo(o) [ (Cuplt + o

« (C’lgog’ +e)P! P
— V go/ d(z Ciog " )iTodx.
il v [ o SEEE e

+ ubd

De (2.99) e (2.102), reescrevemos

/ ]V(Clgogo)\p_QV(Clgo?f)Vdelx + u/ a(x)]V(Clgpg’ﬂqmﬁdx
DNQ s

ON\Qs
2

< 8 Nale) [ pla)(Cuglh + 7 Hrods
2\2g
SVl llen® ™l
+  plg “ . H . - (ng(pi) / d(x)(CﬁO?f + )P rda
min Cpg (x) onQg
Q\Qg 2
1 A
< = / Ad(2)I[(C1% + €) + a(x)h(CL% + €)]Tddr + = / d(2)[(C1p% + €)Tpdx
2 2\0, 2 2\0,
< / g(z, C1o% + €)Tdpdr + )\/ f(x, C1p% + )T od. (2.103)
Q\Q% Q\Qg
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No anel €25, para cada 0 < p < p* dado, temos

IV (CL?)P 2V (Cop) V(1 — 7)éde + / () [V (Cro)|1(1 — 7)ddx

Qs Qs
VpalP™ ZVQOQV[(@QCIQOGO 1);; 1(1—7)(15](1:1;4—/1/ (HgClwgf*l)q\Vgpgﬁa(x)(l—T)(bdx
Qs Qs
= (6= D= DG | VgalPeg" P71 = r)pda
S5
Vool * Vo V[(00Crely )P (1 — 7)¢ldx
Qs

C (6o—1)q - IRV
il —2E2 T g 1 — (6 — 1)(p — D)(8Cr Fo(60)| V07 (1 = )
(20

+/
Qs

De (2.99) e (2.101), reescrevemos

V(o) P2V (CLp®) V(1 — 7) bl + u/ o(2)|V(Cre™) (1 — 7)o

Qs Qs

IN

IVipa P2V oo V](0oCre2 P11 — 7)¢)dx
Qs

< 9 Nalp) / p()(Crls + P (1 = )b

IN
|

5 [ @i + )+ ala)b(Cugly + o

IN

/ g(x, C'lgogf + €)Todr + )\/ f(z, 01(,0?20 + €)Todx. (2.104)
0-Q, -9,
Segue, das relagdes (2.103) e (2.104), para cada € € (0,€,/2), que
[Iv@tp2vicitsVods + [ a@Ivicilod:
A [ ity + oo + [ gla, Cugly + o,
0 que nos leva a

— A, (Cre®) < M (2, Crol + €) + gz, Cro® + €) + uV (z, V(Crpl)),

para cada € € (0,€1/2), A > A\ e 0 < p < p* dados.
Demonstracio de (b) — (ii4): = 0,1l =0 e ho > 365" \1.a(p)
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E claro que existe 7 > 0 suficientemente pequeno tal que

(s)

sp—1

>

> 39871)\1,9(,0), para qualquer 0 < s < 7.

De forma andaloga ao feito antes, consideramos €; = min{7, s1, s2} € Cy = C5(2, Oy, €2)
tais que

Collpa™ @) + € < e e Copl(z) < Copal(r), = € Q,

para cada € € (0,e3/2) dado, em que Cj é a constante da subsolugdo do caso nao-
convectivo.

Vamos considerar g7 > 0 como em (2.100) e, para cada A\, < A < A\*, definir

C5 min gp?f(p_l)(x)

Q\Q%
Aho 6p—1 :
208 (|2 ]| IVepalld e oy 10"l o)

*

Ho =

Dai, para cada pu < pu} e & = é&(p) < €2, temos

a 6p—1
N e I ) [ e e

(ngoﬁf +ep—t C5 min @?f(p_l)(a:)
NQg
2

Fazendo p* = min{uj, u3} e procedendo de maneira analoga ao feito em (b) — (4)(i7),

para cada € € (0,€2/2), temos

/ IV (Co) P2V (Cap ) Vrdda + 1 / o(2)|V (Capl?)|rddz
Q\Qg Q\Qg

< 8 ale) [ pl@)(Caslt + O roda

2 IVeall? wionllea(@o — 1)ql roe
+ pbg [l .(Q)H9§(2<_f) il / a(x)(Coply + €)' Tdda
Cy min " 7 (z) O\Q,
0\Q, 2
2
1 1
< —/ a(2)h(Co 4 €)|Tddx + —/ a(2)h(Cop® + €)Tpdx
2 2\0y 2 2\0,
< / g(z, Co® + e)rdpdx + )\/ f(z, Cyp? + €)1 pda. (2.105)
Q\Q% Q\Q%
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Por outro lado, no anel €5 obtemos, para cada € € (0,€3/2), que

IV (Co?) P2V (Cog® )V (1 — 7)d + g / o)V (Cogt9) 1 (1 - 7)

Qs Qs
< B Nale) [ o) Capty + (1 ige < 3 [ alwh(Cady + o
Qs Qs
< /g(x,ngog)—i—e)T(bdx—l—)\ f(x, Copl + €)r¢dz, (2.106)
Qs Qs

Retomando (2.105) e (2.106), obtemos

/ 1V (Cagl) P2 (Cople) Vi + / o(2) |V (Coglt) "6

/f x Cng +e)¢d:c—|—/ (x,CQ@QO + €)pdx,

0 que acarreta
— A, (Cop™) < Af(w, Cop® + €) + g(x, Cap®™ + €) + pV (x, V(Cop™)),

para cada € € (0,€2/2), A > A\ e 0 < p < p* dados.
Isto verifica (b) — (ii).
Tomando agora €®) = min {€,/2,¢,/2} e C® = min{Cy, Cy}, temos, em qualquer

dos casos,
— A, (CP9R) < g(a,CP 08 + €) + M (2, COpE + €) + uV (2, V(CP ) em Q,

para cada ¢ € (0,¢®) dado.

Para concluir a demonstracio, tomamos ¢ = min{e" ? @} e C =
min{C™, C? CO} e e = min{ey, €} e entdo, do Lema 2.5 e dos célculos anteriores,
segue que

— A, v, > g(z,v5 +€) + AN (2,0, + €) + pV (2, Vv,), em Q

— A (Co%Y < g2, Co% +€) + M (2, Cofo + €) + uV (2, V(Cp)) em Q,

para cada € € (0,¢”) dado, em que A e p foram dados em cada caso.

De (2.75) (2.77), (2.79) e da Afirmagao 2.1.8 , temos que

C%(z) < Cop(r) < v(x) em €.
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Definindo F, como em (2.29) e G como em (2.67), reafirmamos a validade das Afirmagoes
11 e 12 do 2.2.
O restante da demonstracao segue de maneira andloga & do Teorema DL.,. A

demonstracao da segunda parte do Teorema DL_ esté concluida. O



Capitulo

3

Existéncia de solucoes inteiras positivas

que se anulam no infinito

3.1 Problema sem o termo de convecgao

Considere o problema

(Fo)

|z| =00

— Ay u = g(z,u) + Af(z,u) em RY
u>0emRY e u — 0,

em que A > 0 é um parametro real, g, f : RY x (0,00) — [0,00) s@o fungoes continuas

tais que

(@) (i) existem fungoes continuas b : RY — [0,00), b# 0, e k: (0,00) — (0,00), tais
que

g(z,s) < b(x)k(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, 00);

(ii) existem s; € (0,1] e fungdes a : RY — (0,00), a € C(RY) N L>®(RY),
h:(0,s1) — (0,00),h € C(RY) tais que

g(x,s) > a(x)h(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, s;).

(F) (i) existem fungoes continuas ¢ : RY — [0,00), ¢ # 0, e j : (0,00) — (0,00), tais
que

f(z,s) < c(z)j(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, 00);
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(ii) existem sy € (0,1] e fungoes d : RY — (0,00), d € C(RY) N L=®(RY),
L:(0,52) — (0,00),1 € C(RY), tais que

f(z,s) > d(x)l(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, s5).
(M) existe wyr € CHRY) tal que

—Aywy = M(x) em RY

(3.1)

wiy >0 em RY e wy () g ,

em que M(z) := max{b(z),c(r)} z € RV,
172(p—1)
- (2)
k(s) 0
(K)sote SUp —— < , para alguns 0 < sg < ty < 0.
(so,to) sP || W ||Loo (RN)
Consideremos, como antes, o problema de autovalor com peso p, isto é,
— Ay 0= Mp(2)]p[" P em O

(AV)

p>0em 2 e p=0em 0f),

em que p: Q — (0,00) é dada por p(x) = min{a(z),d(z)},x € RY. Observamos que nio

consideramos a autofunc¢ao normalizada, embora isto pudesse ser feito.

Teorema NLg: Suponha V =0, (G), (F), (M) e (K)s4- Entio existe \* >0 e uma
fungdo u = uy € CHRY), com 0 < u < ty, satisfazendo (P) em cada uma das segquintes

situacoes:
(i) maX{O, %2)_}“’} <AL N, se 0 <y < ooy
(1)) 0 <A< N, selp =00

(117) 0 <A< N, sely=0 ehg> A\(p).

Adicionalmente,

1 1 1 1
/\*Z— ——]{?0 ,8680:0, e )\*2_ T _koo ,SEtOZOO-
HCUM’ Lo RN) HwMHLOO ]RN)
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Para demonstrar este resultado, considere, para algum € > 0 dado, a e-familia de

problemas
—Apu > g(z,u+e) + Af(r,u+e) em RY
(3.2)

|| =00

u>0emRY e u — 0.

Mostraremos o

Lema 3.1. Suponha V = 0,(G)(3),(F)(3),(M) e (K)syt- Entdo, dado ¢ > 0
suficientemente pequeno, existem \* > 0 e v = vy € CHRY), ambos independentes de e,
satisfazendo (3.2) para cada 0 < X\ < X\* dado. Além disso,

1 1 1 1
> — g — ko |, seso=0, e \*>— T p ks |, sety = 0.
jO ||wMHL0°(RN) joo HWMHLOO(]RN)

3.1.1 Demonstracao do Lema 3.1

Demonstracao. A demonstracao deste resultado é analoga & do Lema 2.1 do caso nao-
convectivo em dominio limitado.

Definimos as fungoes C ~, (j.-, é)w, H, ., eIy como em (2.3)-(2.7) e consideramos suas
propriedades, demonstradas nas Afirmagoes 2.1.1 a 2.1.3 do Lema 2.1.

Como feito na Afirmagao 2.1.4, mostra-se que existe 79 > 0 tal que [o(yy) >

|war|| e ray. De forma andloga a (2.8), existe A* = A*(RY) tal que
s (0) = [lwarl] oo ry- (3.3)

Denotando por wys,p, € wyr~y as solugdes de (2.1) e (3.1), respectivamente, desde que

war,g |l Br) < llwrrry |2 Br) < ||Warry || Lo (rY), da monotonicidade de I'y em relagao

a A e das relagoes (2.8) e (3.3), temos que \*(RY) < \*(Bg), para cada R > 1.
Definindo 7, como em (2.9), temos que 7x(70) > [|war|| @), Para cada 0 < A < A" =

M (RY) dado. De maneira analoga a demonstracao da Afirmagao 2.1.5, temos que

(i) [0, flwlloc] € Im(my);
(ii) mx € C?((0,00),Im(1,)) é crescente em s > 0;
(iii) ny' =¥y € C?((Im(nx)\{0}, (0,00)) é crescente em s > 0;

PYOHA,’YO (%(3))
Ua(s)

s > 0;

(iv) Pi(s) =
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(v) mx é decrescente em .

Lembrando que wy; > 0 em RY, mostraremos que, para cada 0 < A < \* dado, a

funcao definida por
v(x) = va(z) = Yr(wy(z)), =€ RY

serd a solucao de (3.2).
Veja que
wy(z) < ||WM||LOO(RN) <m(), T € RY

donde segue, da Afirmagao 5(ii)-(iii), que Y(wum(x)) < ¥r(ma(10)) = 70, isto é, 0 <
v(z) < 79, para todo x € RV, v € CHRY) e lim v(z) = @/J,\(‘ llim wp(z)) = ¥a(0) = 0.

|z|—o00

Assim,

sup v(z) = |v|| oo mvy < Y0,
RN
o que leva a existéncia de um ¢, > 0 suficientemente pequeno tal que
[v]| Loo vy < 70 — €, V€ € (0, ).
Da definigao de v, temos que Vv = ¢} (war)Vwyy, donde segue que
[VoP2Vu = [ (wa) [P Vwu [P~ Ve,

e, assim, para cada ¢ € C°(RY), ¢ > 0 dada, temos

[ 9o vevods = [ (T P2V Vods
RN RN
- / Veont [P Veons V([ (wonr) P~
]RN
- / Veont [P Veons(p — D (wnn )20 (wnr) Veonrrda
]RN
_ / Vet [PV V ([0 (w2 dar
]RN

- /RN Ve P (p — DA (wan)P ¢ (war) pda,

pois, como mostrado na Afirmagao 2.1.6 do Lema 2.1, temos que [(wp)]P~'¢ €
Wy P (RN).



3.1 Problema sem o termo de conveccao 90

Desde que 9§ (wyr) < 0, segue de (M), para cada 0 < € < €y, que

/ |Vo[P2VuVedr > M (2) [ (war) P~ pda
RN

RN
_ p—1 HA,%(%(wM))r_l
= |, M (x)~§ [A N ¢dx (3.4)
> / M@ el g,

g1 G0 9 p1 (v )

> [ e el o [ g @2 o
> [ M@)[Gny 0+ €) + MGy (v + )]

RN

e, dessa forma, usando (2.3), (2.4), (2.12), (G)(3) e (F)(i), concluimos que

/]RN |Vu|P2VoVedr > /]RN [b(z)k(v + €) + Ae(x)j(v + €)]pdx

> /RN[g(as,v +e)+ Az, v+ €)|pdx.

Logo,
—Apv > g(z,v+€) + Af(r,v+¢€) em RV,

para cada 0 < A < \*, € € (0, ] dados. Isto prova o Lema 3.1. ]

3.1.2 Demonstragao do Teorema NLj

Demonstracao. Inicialmente observemos que, desde que was g, < wy gy (cf. Lema A.0.7

[36]), segue da monotonicidade da fungao ¥, que vg, < vg~, em que tais fungdes denotam

as solugoes dos problemas (2.2) e (3.2), dadas pelos Lemas 2.1 e 3.1, respectivamente.
Do Teorema DLy, temos que existe ur € C*(Bg) N C(BR) satisfazendo

- Ap UR = g($7UR) + Af('T?uR) em BR

ugr > 0em Br e uR:()emﬁBR,

para cada R > 0e 0 < A < A\*(Bg) dado e, além disso,
0 < Crpr <up <vp, <vgy <79 em Bg,

em que pr = Qp,(0). Relembrando que A*(RY) < A\*(Bg), vamos considerar, de agora em
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diante, 0 < A < A\*(RY),
Desde que A\ (p) = ]%im A1Bro)(p) € 0 <l < 0o, dado A > [A(p) — hol/lo, segue que
existe Ly > 0 suficientemente grande tal que Ay g, (p) < Ay + ho.

Isto é, existe §; = d1(L1) > 0 suficientemente pequeno tal que

UGN

sp—1  gp—1

> A1, (p), para qualquer s € (0,6;).
Desde que Ay g, (p) < ALBy, (p), para todo R > L, segue que
h(s) + M(s) > M g, (p)s”™!, para todo s € (0,6,) e R > L. (3.6)

Se lp = o0, é claro que (3.6) é valida.
Em (ii7) temos, por hipotese, hg > Ai(p), donde segue que existe Ly > 0
suficientemente grande tal que A;, B, (p) < hg = ho + Ay, para qualquer A > 0.

Para tal L, existe do = d2(Ls) > 0 suficientemente pequeno tal que

NOIE

sp—1  gp—1

> Mg, (p), para qualquer s € (0,02).

Novamente deduzimos, pela monotonicidade do primeiro autovalor em relacao ao dominio,
que
h(s) + M(s) > M g, (p)s”™!, para todo s € (0,8) e R > L. (3.7)

Tome agora Lo = max{Lj, Ly} e § = min{d,d2}. Desta forma temos, em qualquer

das situacoes, que

NERIO

sp—1  gp—l

> M.gg(p), para quaisquer s € (0,9), R > Ly. (3.8)
Agora, escolhamos C' = C(0) € (0, Cf,) suficientemente pequeno tal que
0<C | oLy 22o(B1)< 9 (3.9)

em que Cp, ¢ a constante da subsolugao de (3.5) em By,.
Afirmacao 3.1.1: Cor,(z) < ug(x), © € By,, para todo R > L.

Verificagao: Suponha, por contradigao, que existam zy € Br, e Ry > Ly tais que

Cory(zo) > ug,(xo). Assim, o conjunto aberto

Apyo =A{x € Br, : Cor,(x) > ug,(z)}
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€ nao-vazio.
Relembrando que Cyr, e ug satisfazem (AV) e (3.5), respectivamente, segue de
(G) (1), (F)(ii), (3.8) e Teorema 1.4, que

0 < / __AP(CSOLO)_’_ APuRO
AR, Lg

| (Cop)r! (uRO)pl} [(Cory)? — (ug,)ldx

_ / -/\LBLO (p>p(x)(090130)p71 [9(337 uRo) + Af($a URO)]
ARg,Lg

(Copro )P (p, )P~

[(OQOLo)p - (uRo )p]dx

h(uRo)
(upy)P~!

h(URO) l(uRO) P Yl
< /ARO,LO p(z) |:>\1,BLO (p) — ()P — )\(URO)p_l] [(Cor,)? — (ug,)?]dx < 0,

l(uRo)
(upy)P!

IN

— Ad(x)

/ s, (P)ole) — () } [(Cona)? — (uny))d
Argy L

o que ¢ um absurdo. Portanto, Ag, r, = 0 ¢ a Afirmacao 3.1.1 estéa verificada.

Disso, concluimos que
0 < Cor,(x) <ug(x) <wv(z), para quaisquer x € B, R > Ly.

Pelo Teorema 1.3, dada By, 1 CC Bip,, existem az, 1 € (0,1) e C,_1 > 0, ambos

independentes de R, tais que
[Vup(z)| < Cro-1 e [Vugr(z) — Vugr(y)| < Cry-ilz —y[*7, 2,y € Bry-1,

e segue, da compacidade da imersao Ct*Lo-1(Bp, ;) — CYBr, 1), que existe uma
subsequéncia {ug, _,} C {ug} em ChLo-1(Bp,_1) tal que up,, , — u " em CY(Bpr,-1),
quando Ry, — 00.

Desde que, para qualquer ¢ € C3°(Br,-1), temos
/ |VuRL071|P—2VuRL071V¢dx = / lg(z, URLOA) + A f(z, uRLofl)]gbdx
BLO—I BLO—I
e que as convergéncias, quando Ry, — 00,

/B Vg, [P*Vug,, ,Vdr — |Vulomt P27y o~V gda
Lo—1

Bry-1
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ocorrem (veja situagao analoga na Afirmagao 2.1.9 do Teorema DLy), segue que
/ Va2V al T Vgde — [ [gle,ut ) AN (2w gde, ¢ € CFF(Bro-).
Bry-1 Bry-1

Repetindo este argumento para as bolas By 1x CC Br k1, Kk > 1e R > Lo+ k + 1,
obtemos uma subsequéncia {ug, .} C {ur, .,_,} em C1*Fots (Bro+x) tal que URp . —

ulot™ em CY(Bp,41), quando Ry, 1 — oo e

/ |Vulotk P2y yloth g pde = / [g(z, w4\ f (2, o) ddr, ¢ € C(Brysn)-
Bro+k

Brg+k

Isto é, para cada Ly, k> 1e R > Ly+ k + 1, obtemos

e (Lo—1) )
URg—1y  WBAD gy WRA) gy URE) g, - em C(B(1y-1))
Lo 1/
URy, U(R+1) U(R+2),, Wry),, - — wem C(Bg,)
e (Lo+1) LB
UR(Ly41) U(RH1) (41 U(R+2) (141 U(R+3) (g 41) - u em C (B(L0+1))
- (Lo+k) g
UR(Ly1k) U(R+1)(L0+k) u(R+2)(L0+k) U(R+3)(L0+k) - U em C (B(L0+k)>
CcCOo1m

Lo+k+1 Lo+k)

S , para qualquer k£ > 1.

{uR(L0+k+1)} - {uR(L0+k)} € u( )’B(LO-H@)

Defina uy, : RY — (0, 00) para cada k > 1, por
uk(x) = u(R+k)(Lo+k) (.T), S B(LO-I—/C) e uk(x) =0, x € RN\BLO+k’

eu:RY —[0,00) por

u(z) = lim ug(z), z € RY.

k—o0

Disto segue que u € CHRY), 0 < Cor(z) < u(z) < v(zx), para x € By, para cada L > 0,

isto ¢, u > 0 em RN u(z) — 0 quando |z| — oo e, para cada ¢ € C$°(RY), temos

/ |Vu|p2VuV¢d:v:/ [9(z,u) + M f(x,u)|pdz. (3.10)

De fato, dada ¢ € Cg°(RY), existe K > 0 tal que supp(¢) C Bg. Dai, para qualquer
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J 2K,

/ VP2V, Vodr = / l9(z,u;) + Af (2, ;)] pd.
Bk (0)

Bk (0)

Mostrando-se as convergéncias necessarias, temos que

/ |VulP~2VuVedr = / lg(z,u) + N f(x,u)|pde,
B (0) B (0)

donde se obtém (3.10). O
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3.2 Problema com convectividade nao-negativa
Considere o problema

— A, u = g(z,u) + Af(z,u) + pV(z, Vu) em RY
(F)

|z|—o0

u>0emRY e u — 0,

em que A > 0, x4 > 0 sdo parametros reais, g, f : RV x (0,00) — [0,00) e V : RVxRY — R

sao fungoes continuas tais que

(G) (i) existem fungoes continuas b : RY — [0,00), b# 0, e k : (0,00) — (0,00), tais
que

g(x,s) < b(x)k(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, 00);
(i) existem s; € (0,1] e fungdes a : RY — (0,00), a € C(RY) N L>®(RY),
h:(0,51) — (0,00),h € C(RY) tais que

g(x,s) > a(x)h(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, s;).

(F) (i) existem fungoes continuas ¢ : RY — [0,00), ¢ # 0, e j : (0,00) — (0,00), tais
que

f(z,s) < c(x)j(s), para quaisquer (x,s) € RY x (0, 00);
(ii) existem sy € (0,1] e fungoes d : RY — (0,00), d € C(RN) N L=®(RY),
L:(0,52) — (0,00),1 € C(RY), tais que

f(z,5) > d(z)l(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, s5).

(V1) V(z, )| < afx)lE]? + B(x),
em que @ : RY — [0,00) e B : RY — [0,00) s@o fungdes continuas em L®(RY) e
q € [0,p];

(M) existe wy € CH(RY) tal que [|[Vwy||poo@yy < 00 €

— Aywy = M(x) em RY
(3.11)

|z|—o0

wyr > 0em RY e wy(x) "— 0,

em que M(x) := max{2b(z), 2c(z), a(z), B(z)}, = € RY;
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Ks) _ {1 B (‘5‘3)1}2@”

(K )sotg  SUP —— -
o (so,to) sp~1 || Whr ||§1001(RN) ’

»

para alguns 0 < sp < £y < o0.

Teorema NL: Suponha V = 0,(G),(F),(M),(K)s.w, ¢ Vi), com q € [0,p —1].
Entao existem A\, > 0 e \* > 0 tais que, para cada A, < A < X* dado, existem
p = pr(A) > 0 e uma fungio u = uy, € CHRYN), com 0 < u < to, satisfazendo

(P) em cada uma das sequintes situagoes:
(i) A :max{(),%z_ho}, 0<pu<p sel<ly< oo
(i) A\ =0, 0 < pu<u* sely=o0;

(1)) A\ =0, 0 < p<p*, selop=0 ehy> A(p).

Adicionalmente,

. 1 .
(iv) A*z%ﬂ(m—ko), se sg =0, e)\*z.i(m—koo), se tg = oo;

p
HWMHLOO Joo Loo®N)
k)M (0] P T k()42 (o)
* _ : Yo J(v0)] P~ Yo J (Yo _
(v) p*(A) = min AV oy 1 }, em que 7o = to, se so > 0, e

Yo =0, se so =0.

Para demonstrar este resultado, dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, considere a

e-familia de problemas

— Ay u> g ute) + Af(w,u+e) + pV(z, Vu) em RY
(3.12)

|z|—o00

u>0em RY e U —

Mostraremos o

Lema 3.2. Suponha V2 0, (G)(7), (F)(2), (M), (K)syt, € (V1), comq € [0,p—1]. Entao,

dado € > 0, existe \* > 0 tal que, para cada 0 < X\ < X, existem p* = p*(\) > 0 e

uma fungio v = vy, € CY(RY), todos independentes de €, satisfazendo (3.12) para cada
0 <p<up*. Além disso,

S| 1 _ xS 1 — o

(Z) A Z%(T_I{h); 8680—0, e\ ZJ—(W—I{?OO), SCtQ—OO,

LOO(RN) o0 Loo(RN)

p—1—gq .
(i) () = min { BREGITTE MODSNO0 Y que g0 = o s 50 > 0,
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3.2.1 Demonstracao do Lema 3.2

Demonstracao. A demonstracao deste resultado é anédloga & demonstracao da primeira
parte do Lema 2.3, isto é, definimos as fungoes (-, (.-, éA,77 H, . eT) como em (2.3)-(2.7)
e usamos suas propriedades, demonstradas nas Afirmacoes 2.1.1 a 2.1.3 do Lema 2.1.

Como feito na Afirmagao 2.1.4, mostra-se que existe vy > 0 tal que [o(y) >
|war || oo ). Agora, tomamos A* = X*(RY) > 0 tal que T'y-(70) = [|war|| oo gy Observe
que, se considerarmos a restri¢ao da fungdo wys, dada em (3.11), & bola Bg, é claro que
M (RY) < X\ (Bgr), para cada R > 1.

Definimos 7, como em (2.9), obtendo nx(70) > ||war| po<(ry), Para cada 0 < A < X* =

A (RY) dado. De forma analoga ao demonstrado na Afirmagao 2.1.5, temos que

(1) [0, [lw]loo] < Tm(my);
(ii) 7y € C?((0,00),Im(n,)) é crescente em s > 0;

(iii) ny' =y € C?((Im(nx)\{0}, (0,00)) é crescente em s > 0;

) o () = 0D @)
(iv) ¥i(s) = U (s) , 8> 0;

(v) mx é decrescente em .

Lembrando que wy; > 0 em RY mostraremos que a funcao definida por

v(a) = vA(z) = Ya(wn(2)), = €RY,
satisfaz v € CY(RY), v(z) ity 0, 0 <wv(z) < |lv||lpe@y) <Y, * € RY, pois

wi () < lwar]| Lo vy < ma(70),

donde segue, da Afirmacao 2.1.5(ii)-(iii), que ¥y(wam(z)) < Ua(mr(70)) = "0, isto &,
sup v(z) = [v][ e @y) < 0.
RN

Ou seja, existe €y > 0 suficientemente pequeno tal que
HUHLOO(RN) <y —¢€ Vee(0,¢). (3.13)

Assim, dada ¢ € C°(RY), ¢ > 0 temos, como em (3.4), que

M(z)E ! {HW(W”M))]N ¢dz. (3.14)

p—2
/RN Vo |P~*VoVodr > NP

RN
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Assim, para cada € € (0,¢] e 0 < A < \*, segue das Afirmagoes 2.1.2 (ii), 1(i),(ii) e da
relagao (3.13) que, por um lado,

p—1 ~
5 [ dtangt |2l s o 2 [ g 2o

2 RN ¢u(am4) - 2 RN Up_l
1 Gt e)
> - M prlaA0” L g
1 _ CA)\ (U+€)
> = [ Mz 2 T Y gy
= 9 RN ( )qb (Wb)p_l ¢
1
> 5 M(QJ)[C}C,WO(U—FE)—|—)\Cj770<11+6)]¢d$,
RN

isto ¢, de (3.13), (2.3), da defini¢ao de M, de (G)(i) e (F')(i), temos

1

5 [ s |
RN

Hy 5, (Vx(wnr)) Pt
Un(wnr) } odr > /RN [g(x,v+€)+ Af(x,v+ €)|pdx. (3.15)

Por outro lado, defina u} = p3(X, 0, Ie(70), L;(70), || Vwar|| oo (may) > 0 por

11— p—l—g
o T ) + AL ()7
! 4”VWMHqLoo(]RN)

, 0 <A <A (3.16)

Das Afirmacoes 2.1.2(iii), (iv) e (3.16), temos que

1

5 [ tant |
RN

Hy o (Vr(war) 1" .
VYa(war) } o

1

- 2 M(I)%’i_l[ bz + +

4RN

me(wM»r‘l
4 RN Qﬁ/\(wM)
1

o M(@)E  I(v0) + A (70)]dda

4 Jpn
Hxno(%(wM))r_l_q |:70H>\770<¢>\(WM))
Ya(war) Ua(war)

M@)ode+ ¢ [ Mg ) + M (o)

RN RN

B()ods + | Vorlfm e, | M3 w070
RN RN

H) 5o (Ua(war)) } o dz

Mapg [Pl

v

1
Y M@yt [

4: RN
+ A5 (%))

rqﬁdx

’Ygil([k(%

p—l—q
p—1

Vv

[A(wn)]*¢d

W (Te(0) + A (10))

v

W% (Te(0) + M;(70))

v

B(@)da + 1} / M) [ (onn ) Ve 16k

RN
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Definindo y*(R™) = (X, 70, I(70), 1i(0), [ Vwar || o @vy) > 0 como

Ny o S 26 k(o) + AL ()
wr (R ):mm{ul, 1 }>

utilizando (V) e o fato que V' > 0, reescrevemos a desigualdade anterior, para cada

0<p<p =p(RY), como

5 [ vt |

RN

H) 5, (¥x(wir))
Ua(war)

p—1
| o = [ swods i [ alvirods
RN RN
> u/ V(z, Vv)pdx. (3.17)
RN

Dai, substituindo (3.15) e (3.17) em (3.14) segue, para cada 0 < A < A" e 0 < pu < p*,

que
/ V[P 2VoVedr > / [g(z, v+ €) + Nf(z,v+¢€) + pV (x, Vv)]|odz
RN

RN

|z[—o0

e, como visto, v > 0 em RY, v — 0 e v € CYRY).
A obtengao das estimativas dadas em (i) e (i7) é feita de maneira semelhante a dos
Lemas 2.1 e 2.3. Isto prova o Lema 3.2.
[

3.2.2 Demonstracao do Teorema NL

Demonstragao. De forma analoga a demonstragao do Teorema DL, com o = 0, ou seja,

v, = v, mostra-se que existe uz € C'(Bgr) N C(Bg) satisfazendo

— Ay ur = g(z,ug) + Mf(x,ur) + pV(z, Vug) em Bg
(3.18)
ug >0 em Bg,

para cada R > 1, 0 < A < A*(Bg), 0 < u < p*(Bg) dados, com

W k() + AL () T A k(0) + M(0))
A Vwr T s 7 ! |

(" (Br) = p*(Bg) = min {

sendo que aqui consideramos a restri¢ao da fungao wy,, dada em (3.11), a bola Br. Além
disso,

0 < Cror <ur < wvgpy <79 em Bg.

Do exposto anteriormente temos que \*(RY) < \*(Bg), para cada R > 1.
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Como feito na demonstragdo do Teorema NLj, tomamos L, = max{L;, Lo} e
d = min{dy,d2} como em (3.6) e (3.7), ambos independentes de R > 0, obtendo, em
qualquer das situacoes,

\ I(s)  h(s)

sp—1  gp—l

> M\ gp(p), para quaisquer s € (0,0), R > Ly.

Como em (3.9), escolhemos C' = C(6) € (0,CL,) suficientemente pequeno tal que
0 < Cllor,llr=(By,) < 0, em que Cf, ¢ a constante da subsolugao de (3.18) em Br,,.
Com este C' assim escolhido, temos, de forma anéloga & demonstragao da Afirmacao

3.1.1 do Teorema NLj, usando a nao-negatividade do termo V', que
Cor,(x) <ug(x), © € By, e para todo R > L.

Seguindo raciocinio semelhante aquele da demonstracao do Teorema N1, construimos
uma fungao u = uy, € C'RY) com 0 < Cp, < u < v < 79 em RV, para cada

L > Ly > 0, que satisfaz, para cada 0 < A < A\* e 0 < p < p* dados,

/ |VulP2VuVedr = / [9(z,u) + Nf(z,u) + pV (z, Vu)|pdz, ¢ € C3°(RY),
RN RN

|| =00

u>0em RY e u(z) — 0. Isto finaliza a demonstragao do Teorema NL, .. ]

Na proxima segdo, consideramos o problema (P) para o caso V' < 0.

3.3 Problema com termo de conveccao nao-positivo
Considere o problema

— Ay u = g(z,u) + Af(z,u) + pV (2, Vu) em RY P)
P

u>0emRY e wu(z) — 0 quando |z| — oo,

em que A > 0, g > 0 sdao parametros reais, g, f : RY x (0,00) — [0,00) e V(z,§) :

RY x RN — R sao funcoes continuas tais que

(G) (i) existem fungoes continuas b : RY — [0,00), b# 0, e k : (0,00) — (0,00), tais
que

g(x,s) < b(x)k(s), para quaisquer (x,s) € RY x (0, 00);
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(ii) existem s; € (0,1] e fungdes a : RY — (0,00), a € C(RY) N L>®(RY),
h:(0,s1) — (0,00),h € C(RY) tais que

g(x,8) > a(x)h(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, s;);

(F) (i) existem fungoes continuas ¢ : RY — [0,00), ¢ # 0, e j : (0,00) — (0,00), tais
que

f(z,s) < c(x)j(s), para quaisquer (x,s) € RY x (0, 00);
(ii) existem sy € (0,1] e fungoes d : RY — (0,00), d € C(RY) N L>®(RY),
L:(0,52) — (0,00),1 € C(RY), tais que

f(z,s) > d(z)l(s), para quaisquer (z,s) € RY x (0, s5);

(V) [V, O] < a(x)[€]? + B(2);
(V2) V(&) = V(z,n)| < alx)[lg]* = [n|"];

(V3) V' é continuamente diferencidvel em & sobre subconjuntos compactos de suas
variaveis,
em que o, : RY — [0,00) sdo fungoes continuas tais que o, 3,a/d,a/a,3/a €

L®(RY) e q € [0, p;

(M) existe wyr € CHRY), com |Vwy| € L¥(RY), tal que

—Aywy = M(x) em RY

|z|—o0

wy > 0em RY e wy(z) = 0,

em que M (z) := max{b(z),c(x)}, » € RY;

1} 2(p—1)

] P , para alguns 0 < 59 < tp < .
(507750) S H (-“-)M “Loo(RN)

Ao pensar em estender o Teorema DL_ para o RV através de um processo de limite,
devido a possivel singularidade que as fungoes f e (ou) g possam admitir em s = 0, torna-
se necesséria a existéncia de uma limitacao inferior positiva, e uniforme, para a R-familia
de solugoes do problema (P_), em 2 = Bg(0).

Tal limitacao serd obtida por meio do Teorema 1.5, cuja aplicacao varia de acordo

com o valor de p. Quando p = 2, sera possivel utilizar uma "ferramenta" alternativa
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para este fim, o que dispensa as hipdteses (V2) e (V3), mas, em contrapartida, exige que

a.d e C(Q), f.g € CU(Q2x (0,00)) e V € CA(Q x RY),a € (0,1).

Como na prova do Teorema DL_, a construcao de uma subsolugao foi possivel por meio
da introdugao de uma poténcia da primeira autofun¢ao do problema (AV'), estabelecida
por meio de um nimero 6y, apropriadamente escolhido. Por tratar o problema (P) em RY,
exigimos que I%Ego |\Vor| LBy < 00. No resultado a seguir tomamos, quando p = 2, o

numero
se ¢ € (1,2]
gy =4 471 (3.19)

2, se q=1.

Teorema NL_: Assuma V < 0,(G),(F),(V1),(M) e (K)s4- Suponha que
(a) 1<p<2q¢€(p—1,p,h0)>0 e (V5); ou
(b) p>2,q¢€ [p—l,p(l—#» ,0(0) >0 e (V2); ou
() p=2, qe (1,9 e =0,

Entao existem A\, > 0 e \* > 0 tais que, para cada N\, < A < X' dado, existem
w = p*(\) > 0 e uma fungio u = uy, € CHRY), com 0 < u < to, solugio de (P)

em cada uma das sequintes situagoes:
(i) max{O,W} <AL, 0< <, se0<ly<oo;
(i) 0 <A< N, 0< pu<pu* sely=o0;

(i) 0 <A< N, 0<pu<pu* sely=0, ehy>3600"\(p),

em que 0y > 1, se ocorrerem (a) ou (b), e Oy € dado por (7), se ocorrer (c).

Adicionalmente,

(i”)/\*zj%(#—ko)78680—0 6)\*2%.0(% koo>,set0:oo;
>

Z\I”LOO(RN)

c1h(0), para (a) ou (b),

Lo (RIV)
(v) existem constantes ci,ca,c3 > 0 tais que p*
W > caMly, para (¢)(i)(ii) e p* > cshg, para (c)(iit).

Observacao 3.3. Ressaltamos que

(1) de forma andloga ao observado no Teorema DL_, temos que pu* = p*(\) apenas nas

situagoes (b)(i) e (b)(ii);
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(2) uma situagio em que P%im IVor|lLe(py) < 00 € por exemplo, quando o peso p do
problema de autovalor (AV') € tal que p(x) = p(|z|) e, além disso, [;° p(t)dt < co

ou lim rp(r) < oco.

Devido as possiveis singularidades nas fungoes g e (ou) f considere, para algum e > 0

suficientemente pequeno, o problema perturbado

— Ay u> g, ute) + Af(z,u+e)+ pV(z, Vu) em RY
(3.20)

u > 0em RY e u(z) — 0 quando |z| — oo,

Mostraremos o

Lema 3.4. Suponha V < 0,(G)(3),(F)(3),(M) e (K)syt- Entdo, dado ¢ > 0
suficientemente pequeno, ezistem X\* > 0 e v = vy, € CHRY), ambos independentes
de €, satisfazendo (3.20) para cada 0 < A < X*, p >0 dados. Além disso,

1 1 1 1
> — ——— —ko|, seso=0 e N> — TR R — ks |, sety= 0.
]0 ||WMHLO<>(RN) joo ||WMHLOO(RN)

3.3.1 Demonstracao do Lema 3.4

Demonstragao. No Lema 3.1, mostramos que existe v = vy € C'(RY), v independente de
€, tal que
—A,v > g(z,v+e€) + Af(z,v+e) em RY

v>0em RY e wv(zr) — 0 quando |z| — oo,

para qualquer 0 < A < \* = \*(RY).
Desde que V' < 0, para qualquer p > 0 vale a desigualdade

—Apv>g(r,v+e) + M f(z,0+€) + pV(z, Vo), em RY.
Isto conclui a demonstracao do Lema 3.4. [

3.3.2 Demonstragao do Teorema NL_

Demonstragdo. Relembrando que vg, < vgn e N*(Bgr) > A*(RY), do Teorema DL _, existe
up € C*(Bg) N C(BR) satisfazendo

- A10 Up = g(.fl?,'LLR) + )\f(.flf,'LLR) + II’LV(x7 VUR) €m BR

ur >0 em Bpg e ur =0 em OBg,
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para cada R > 1, 0 < A\ < A\*(Bg)(em particular, 0 < A < A*(RY)), e 0 < p < pu*(Bg)

dados e, além disso,
0 < Crypr <ug <vp, <vgy <7 em Bg.

Nosso objetivo, no que segue, é mostrar que existe uma limitagao inferior positiva,
independente do raio R, para a familia de solu¢oes ug do problema acima.

Demonstragao de (a) e (b):

Desde que h(0) > 0 e h(s) > 0, segue que min h(s) > 0, e que

0<s<sy
Omin h(s) Omin h(s)
hd(S) _ <S<821 _ <S<4i;1 s 0 S s S s

é uma fungao continua, decrescente e positiva com hy(s) < h(s), para qualquer s € (0, s1),
em que s; foi dado na hipotese (G)(ii).

Em seguida, defina

h(0)/4 h(0)/4

3% sy 308 12| ooy B 1l ViR Ny Jim | 0" [l (s

p*(RY) = min

Assim, dado 0 < p < ,u*(RN ), existem 01, 93, 01, 0y > 0 suficientemente pequenos e Ly > 0

suficientemente grande, tais que

h(s) — o1 > 12u p , 0<s< 4y (3.21)
A || Loo (RN
(§
(6] 0o —
12008 |7 [ o, 11 V8 Wil " ey < hls) =02, 0 <5 <&y ¢ R > Lo,
(3.22)

Tomando § = min{dy, J}, de (3.21) e (3.22) temos para R > Ly e 0 < s < 6 que

124 p < min h(s) — oy < min h(s) (3.23)
a Loo(RN) s€(0,0] s€(0,0]
€
« 0o—1)q . .
12462 || = Ver |9 e (B < h(s) — 0g < h(s). (3.24
MO0 || 5 | oy | V2R Vool 027 oS i h(s) =02 < min h(s). (324)
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Observe que, para cada R > Ly e 0 < pu < p*(RY), temos que 0 < p < p*(Bg), em que
w*(Bg) foi dado em (2.71).
Tome agora Cr, = Cr, (6o, 51,6) € (0,Cy,) tal que

_1
=~ . S1 1 . p—1
Cro | &5 o8,y < min § =6, <m1n h(S)) ) (3.25)
o I1PLy [1L2°(BLy) 477 00(12M0,, (a))71 \s€(04]

em que Cp, ¢ a constante da subsolu¢ao do problema (P-), com 2 = Br,, dada na
primeira parte da demonstracao do Teorema DL_.
Assim, para cada ¢ € C§°(By,), ¢ > 0 temos, de (3.23), (3.24) e (3.25), que

/ IV (Cro e )PV (Cropll ) Vde + o / )|V (Cro e ' dda + p (z)pdx
Brg By, Br,
< 8 (@) [ alo)(Cael) 0da
Br,
02|12l | ver, || Cro o Yipd b d
+ nlg ||| Ver [l% a(@)(Cropl, )1¢de + o))~ a(z)gpdx
o B, oo ¥ B
< O N (@O |6 ey 7 [ ata)ods
Lo
92 @ q (6o—1)q d s d
+ onlg ||| Ver 150 ez, Hle a(z)édr +p || = a(z)gdx
e Brg oo v Br,
HliI(ls h(s) mir}S h(s) miI}; h(s)
< el / a(x)pdr + e L I / a(x)pdx + iU N / a(x)pdx
12 Jy, 12 Ju, 12 Ju,
") :
= S [ a@eds < [ o) Cuely)ods
Br, Br,

Logo, de (V1) temos
— A (Cro¢?) < al@)ha(Crypt) + 1V (2, V(Cropls)) em B,

Afirmacao 3.3.1: C’Logp(zoo (x) < ug(x), para quaisquer x € Br,, R > Ly.

Verificagao: Suponha, por contradi¢ao, que existam zy € By, e Ry > Lo tais que

50
Cropry (T0) > up,(20).
Considere o conjunto aberto nao-vazio

Aoy = {x € By, : é’Logoioo(a:) > ug,(r)} CC Bp,-

e observe que, se © € Ag, r,, entao ug,(z) < C’Logp%)o (x) < s1em Ap, r,-
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Assim, para cada 0 < p < p*(RY) dado, temos

g(x, uRo) + )\f(LC, uRo) + ,uV(x, VuRo)
a(x)h(ur,) + pV (z, Vug,)
> a(x)hd(uRO) + MV(JI, VURO) em ARO,LO'

— Ap UR,

vV

Agora, defina a fungao continua B(z,s,&) : Ar,.1, X [0,51] Xx RN — R por

B(z,s,£) :== a(x)ha(s) + pV(z,§),

e observe que
e B & decrescente em s € [0, s1];
o — Ap(éLogoioo) < Bz, é’LOgO%OO, V(é’Logoioo)) em Apg, L,
o —A,ugr, > B(x,up,, Vug,) em Ag, 1,;
. @Logo%’o(:c) = up,(x) em Ag, r,-

Assim, se ocorrer (a), temos que B satisfaz (B;) do Teorema 1.5, se ocorrer (b),

entao B satisfaz (By) do Teorema 1.5 e, além disso,

e a(M,N) = . infM{—B(x,s+t,§) + B(z,s,£), 0 <t < N} >0, em que os niumeros
<s<

Me N sao tais que M < s1/4e N < s1/2.
Portanto, pelo Teorema 1.5, concluimos que
éLo@%OO (.CE) < URy (33) em ARO,Lm

o que é um absurdo, donde segue que Ag, 1, = 0.

Para concluir a verificagdo da Afirmagao 3.3.1, basta demonstrar que a(M,N) > 0,
o que de fato ocorre, pois, desde que hy é decrescente, temos, para quaisquer 0 < s <
MeO<t< N, que

inf{hq(s) —ha(s+5)} >0, 0<s<s+ [ <sy.
Como uma consequéncia da definicao de B, temos
—B(SC, s+, 5) + B(:L‘, S, 5) = —a(x)hd(s + t) - ,uV(a:, f) + a(x)hd(s) + IUV(.Z', 6)

= a(@)ha(s) — ha(s +1)] 2 min a(z)[ha(s) — ha(s + 1)},

L
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donde segue que

inf{—B(z,s +t,&) + B(x,s,&)} > mina(x)inf{hy(s) — ha(s + 1)} >0
s By, S
para quaisquer 0 < s < M, 0 <t < N, pois a > 0 em R,
Isto conclui a verificagdo da Afirmagao 3.3.1.
Utilizando um argumento diagonal, mostra-se, como na prova do Teorema NLg, que
existe u € C*(RY) com u(z) — 0 quando |z| — 00, 0 < Cr,p7 < u < vem RY e, para

qualquer ¢ € Cg°(RY), temos

/ |VulP?VuVedr = / lg(z,u) + Mf(x,u) + pV (z, Vu)|pdz.
RN RN

Demonstragao de (c¢): Defina as fungoes

- h

h(t) = inf{%),0<s§t},0<t<sl,

- , I(s)

[(t) = inf —8,O<s§t , 0<t< s (3.26)

e observe que

o h(t)—hy ¢ I(t)—ly, quandot — 0,

e h e [ sao funcoes nao-crescentes.

Verificagao de (i) — (ii): Se 0 <l < oo (observe que se [y = 0o, 0 procedimento ¢

analogo), para cada A > A\, = max {O, W} dado, temos
Ao + hg > 30gM1 (,0)

E claro que existem o; = o1()\) e §; = 01(\,01) > 0 suficientemente pequenos e L; > 0

suficientemente grande, tais que

300)\1,31%(,0) < ()\lo -+ ho) — 20’1, se R > Ll, (327)
‘ I(s) h
)\%—F% > ()\lo—Fho)—O'l, O<S§(51. (328)

Portanto, segue de (3.27) e (3.28) que

I(s)
3005, (p) < (Mo + ho) — 01 — 01 < A% N g .
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para todo R > Ly e 0 < s < §;. Em particular, vale a desigualdade

300\ B (p) < )\inf{@, O<s§51<32}+inf{w, O<s§51<31}—01
s

S

= A(01) 4 h(81) — a1 < M(6) + h(5y). (3.29)
Agora, dado A € (\,, \*], defina

Ao

265 H%”LOO(RN) ]%Hgo | Vor quo(BR)

w(RY) = pi(RY) = > 0.

Assim, para cada 0 < p < p*(RY)) dado, existem dy, 05 > 0 suficientemente pequenos e

L, > 0 suficientemente grande, tais que

Ay — 209 > 2#08

« . .
EHLOO(IRN) Blfl—lgo I'Veor ey

I(s)

A—= >)\l0—0'2, 0<S§(52.
s
Portanto, destas relagoes segue que

I(s)

al
dllp

(RN)

para todo R > Lo e 0 < s < d,. Em particular, vale a desigualdade

2108

a g . l(s)
EHLO@(RN) H VSOR ||L°°(BR) < )\mf{T, 0<s< 52 < 82} — 09

= M(8y) — g0 < M(5,). (3.30)

Observe que, para cada R > Ly e 0 < pu < p*(RY), temos que 0 < p < p*(Bg), em que
w*(Bg) foi dado em (2.80).

Em qualquer dos casos, tomando Ly = max{Li, Ly}, €g = min{dy, ds, $1, s2} e fixando
Cr, = Cr,(e0) € (0,C1,) tal que Cy, | gOGLOO ||q°°(BL0)< €0, segue, de (3.29) e (3.30), para
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cada ¢ € C§°(By,), ¢ >0, que

V(G Ve + / (@)Y (Cry o ) 26

Br, Br,
~ o ~
< O0hum (o) [ ple) Crostyods 4 B[S Vens N,y [ d@)Cnel)ods
BLO Loo(RN) 0 BLO
1 A - ~ h) . -
< 3 [ W)+ O Craptode+ 5 [ U6 Cuugt)ode

Desde que Cp, | gpio [ (Bry) < min{d;,d} e h, 1 sdo ndo-crescentes, segue que

V(G Vi + / a(2)|V(Cry e ) "6

By, B,

1 . 3
/ (Cro@ )d(x)(Crogl )pda + §/ hCroP )a(z)(Cryp? ) pdz
Br, Br,

Wl >

CLoSOLO )(CLoSOL )odx

_l’_
Do | >
—

Br,

<A /B @)oo ) (Cro e Vi + / a(@) i Crop® ) (Cro™ )i,

Br,

Logo, em By, temos

—ACrp) < al@)h(Cryple ) (Crug) + Ad@)(Crape) (Crap) — pa(@)] ¥ (Cry )1
(3.31)
Sabemos que ¢, € CY*(Byg,),a € (0,1) e, por hipétese, p € C*%(By,), entdo de
—Apr, = Ap(x)pr,, segue pelo Teorema de Schauder que pr, € C*%(By,).
Como 0y > 1 e pr, > 0 em By, concluimos que éL()(ngOO € C*(By,).
Do Teorema DL_, temos que ur € C'(Bg) N C(Bg). Como f,g € C¥(Bgr x (0,00))
e Ve Cx*(Bgr x RY), temos que

loc
—Aug = g(z,ug) + Af(z,ur) + 1V (z, Vug) := G(z) € L, (Br).

Pelo Teorema B.2 [45], segue que up € W2P(Bg), 1 < p < oo e, pela imersdo
de Sobolev, up € CL%(Bg), a € (0,1). Logo, G(z) € C.¥(Bg), donde segue que
G(z) € C"(By,), se R > Ly. Pelo Teorema de Schauder, up € C**(By,).

Desta analise, concluimos que C’Logo%’o,uR € C*(Byr,), R > Ly, o que nos permitiré
utilizar um argumento pontual na verificagao da afirmacao abaixo.

Afirmagao 3.3.2: C’Logoi"o(x) < wug(x), © € B,, R> Ly.
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Verificacao: Suponha, por contradi¢ao, que existam zo € By, e Ry > Ly tais que

CN’LOSO%OO (.fl?o) > uRo(xU)a (332)
isto ¢, ln(é’LogoiOO (x0)) > In(ug,(xp)). Desde que

lim {In(Cre¢%, (2)) — In(ur, (2))} <0,

|z|— Lo

temos que existe e é positivo o

sup {In(Co07, () — In(ur,(x))}-

ZL‘EBLO

Sem perda de generalidade, suponha que tal supremo seja atingido em =z, isto é,

V(Coeh(50) Vo, (0)
Cr, W%OO (o) Up, (Zo)

A{In(Cre¢) (x0)) — In(ury(x0))} <0, (3.33)

o que, de (3.33), (3.31) e do Teorema DL_, nos da

IV (Crply(@o)* | ACLT (20)) | |V(umy(20)*  Alusy(20))

(Cropr (x0)) Cro?, (x0) (ury (20)) Ry (Z0)
DGy (20)  Aluy (o))
éLo ‘Pioo (@o) Uy (o)

()bl (30)) — ()i (Craih () + HX IV Cni )1
7 O T AL ) T Gl )

9(wo, ur, (o)) N A (o, ur,(20)) N MV(xoaV(URo(xo)))‘

UR, (o) UR, (o) UR, (o)

+

Por (V1), (F)(i) e (G)(i), reescrevemos a desigualdade anterior como

A(éLOSOioo(xO)> A(ur,(0))

Croep (o) R, (o)

> —a(w0)h(Cry @ (x0)) — Ad(20)I(Cryo (o)) + “a(xo)[v((:}o%@efo (o))
0 0 CLoSOLOO (o)

Muny(20)) o Uiy (0) o) oy (2o
um(me) N e (o) um(m) (3.54)

+ a(zo)

Desde que ¢ > 1, entao [é’LOgoioo (20)]97" > [ug,(70)]7 ", pela hipotese de contradigao.
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Assim de (3.33), temos

IV(Croo® (xo))|? [V (ugy (20))|? [Cro?, (20)]° o [V (g, (0))]*

Crodl(en) Do)l Cogl(zm) (o) (339
Usando (3.35), (3.32), (3.26) e a monotonicidade de h e [ em (3.34), obtemos
A(GLMP%)O(IO)) _ A(ug,(20))
~ Crep (o) uR, (o)
> ata) | P (i )| + M) | it )
UR()(xO) uRo(xO)

> a(zo)[A(ury (0)) — M(Cro9? (z0))] + Ad()[[(ury (20)) — I(Cro9? (20))] = 0,

o que é um absurdo.
Se lp = oo entao, relembrando as definicoes de A, e ppy mostramos, de maneira
analoga, que as relagoes (3.29) e (3.30) permanecem validas, para todo A, > 0.
Verificagao de (ii7): De maneira semelhante & demonstragao de (3.29), existem

numeros positivos 91, d9, L1, Ly > 0 tais que

300\ 1.5, (p) < h(6y), R>Lie0<s <6, (3.36)

21162 lim || Vor [[w < 7(02), R>Lye0<s <6, (3.37)

a Loo(]RN) R—oo

em que 0 < pu < p*(RY), com

ho

208 ey Jim, 190 e

o
HpN =

Tomando Ly, ¢y e éLO como no caso anterior, obtemos, para cada ¢ € C§°(By,), ¢ > 0,
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que
V(Cryly) Vo +u [ ala)[V(Cruelhlroda
~ o ~
< O, (o) [ p@)Cuphods w2 Ve s,y [ al)Cuupt)ods
Br, a l1 L= (RN) 0 Br,

1 A~ ~ 1 I ~
< 5 [ a@h(Cugl)Cupply)ode+ 5 [ ah(Crph)Crplh)oda

Br,

< / a(@)h(Cra® )(Crod® )i,
BLO

em que usamos, nas desigualdades anteriores, (3.36) e (3.37).

Assim,
~A(Cuypl) < a(@)h(Cry ) (Croglh) — po(@)|V (Cryglh)|” em By,
De maneira analoga ao caso anterior, mostra-se que
C’Logo%)o (x) < ug(x), para quaisquer x € B, R > Ly.

Utilizando um argumento diagonal , como na prova do Teorema NLj, construimos

uma funcéo u € CY(RY) com 0 < Cr,¢7% < u < v em RY, satisfazendo

/ |VulP?VuVedr = / [9(z,u) + Nf(z,u) + pV (z, Vu)|pdz, ¢ € C3°(RY).

Em particular. 0 < u <ty ¢ u(x) — 0 quando |z| — oo. O



Capitulo

4

Apéndice

Neste Capitulo apresentaremos as demonstragoes da maioria das afirmacoes e

observagoes feitas e nao verificadas nos capitulos anteriores.
Iniciaremos estas demonstragoes pela Observacao 0.1 feita na introducao deste

trabalho.
1
1. (K)o, ocorre se, e somente se, kg < T
| war I5
. k(s) 1 :
De fato, se lim —, temos que existe ¢ty > 0 tal que
=0 8P Ly 18
k(s) 1 1
<= |————— 4+ ko|, s €(0,tp).
1 =2 h o 0] »e(01)
Dalf,
k(s) 1 { 1 ] 1
sup — < — — + ko —, que é (K)o4,-
00) P71 7 2 [ war 57 I wonr 15 '
Por outro lado, de (K)o, segue que
k k 1
ko = lim@ < sup <fz < o1
=0 S0 (0,00) 57 | war 1%
1

2. (K)sg,00 OCOITE SE, € SOmente se, koo < ——————.
I war IS
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k 1
De fato, se lim (83 < —, temos que existe sy > 0 tal que
s=oo ST lwa |5
k(s) 1 1
13 {n ot 5 ”“4 » 8 € (60, 00).
Dai,
k(s) 1 [ ] 1
sup —= < o | ———7 + koo | < ———=, que é (K)y
(s0:00) P71 T 2 [l wnr |15 I wonr 1557 ’

Por outro lado, de (K),, « segue que

k(s) < swp k(s) _ 1

k., = lim —= .
Tosmeo s T oy P w5

Passemos agora as Afirmacoes feitas no Capitulo 2, se¢ao 2.1.

Afirmacao 2.1.2:

(i) HA,W S Cl((ov OO)? (07 OO))7

(il) () < [Haq ()P

H
(iii) 21() é nao-crescente em s, s > 0;
s
. . H)\ S 1
(iv) sll»ngo % = (Lp(y) + M;(7y)) 7.

Demonstragao. (i)

) 28/ %dt — 82%
d d s 0 t)p—1 s)p-1
_H>\7'y(3) — . — C)\,’Y( ) C)\Q( )
ds ds t s
T di / oty
0 (ry(t)P T 0 6)\7(75)1)%1

Desde que as fun¢oes envolvidas nesta expressao sao continuas, d/dsH) ,(s) é continua,
donde segue que H,, € C*((0, ), (0,00)).
(ii) Da Afirmacgao 2.1.1(i), segue que

Hy,(s) =
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(iii) Novamente da Afirmacao 2.1.1(i), segue que

S S
TS — S 1

On(8)7T Gals)it

==
0 Guy(t)P T

(iv) Por um lado, da Afirmagao 2.1.1(i),(iii), temos que

ds

S

IN

=0.

d {Hx,w(s)]

) - S p%l 1
> Slgglo % = [Lx(7) + ALi(7)]PT.

lim —HA’W(S)

§—00 S

Por outro lado, para ( € (0, 1) dado arbitrariamente segue, da Afirmagao 2.1.1(iii), que

lim M < lim — St
5—00 S s—>oo/ _ : dt
s Gy (1)
. $ () + AL ()] T
< lim -
e ps s(1—f) (1-5)

[Cq(Bs))71

Dali,

L Ha(8) () AL ()
[L(7) + M ()] < lim =202 < —h

Como f € (0,1) foi tomado arbitrariamente,

H)\7’Y<S)

: 1
tim 22— (1) 4 ALl
Afirmagao 2.1.3:
N 1
(i) lim I'x(v) = —;
Y—00 (koo + )\joo)p_1
(i) lim I'\(v) _
A = )
10 (ko + Mjo) 71

(iii) T'y é decrescente em A.

Demonstracao. (i) Para 5 € (0,1) dado arbitrariamente, das Afirmagoes 2.1.1(i) e
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2.1.2(iii), temos que

lim I'y\(y) > lim <l Tt dt) > lim (1L7(1—6)>

i =00 \ 7 Jgy Hay(8) ) = 0= \y Hyy (37)
- m A= [Tt
— 1 —dt > 1 . —dt
i S22 bR e By /ﬁ G (1)
fa-s_ s ]
> lim - —By(1-p)|-
1o [ 57 a7
De (2.3)-(2.6), segue que
lim I'y\(y) > lim - (= 576% S T
700 TR (BP)P G (B27) + MBI G (82y)]
~ Sk
= lm L
y—00 - rt
{sup {CI;:_(?) t> ﬂQV} + Asup {C;;_(f), t> 527}}
(1- )7

(koo + Njoo) 7T

Por outro lado, das Afirmagoes 2.1.2(iii), 2.1.1(i) e das definigdes (2.3)-(2.6), temos que

1 1 [7 t
o ey () Ty G
S lim ~ 1 ’Yi ~ 1
700 Yy (V)P A AT A () P T
1
= lim 1
Y—00 ¢ - (t 1
{sup{gzg_(l), t>’y} —l—Asup{Ci’;_(l), t>fyH
B 1
(koo + Njoo) 7T
Dai,
1—5)? 1
( 6) — < lim FA(V) < -

Fazendo  — 0, segue o afirmado.
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(ii) Analogamente ao feito no item (i),

1 — 2
lin% Ca(y) > lin(l) (1=0) —
! ! [SUP{ZZ@U ﬁ2v<t§7}+ksup{f;f—f)1, ﬁ27<t§7}]p71
-y
(ko + Ajo)» 7
Por outro lado,
. . 1
hn% Ca(y) < hn(l) —
! ! [sup{t'i(f)l, 7<t§7}+ksup{f;(f)1, 7<t§7}]p71
B 1
- L
(Ko + Ajo) P
Dai,
1—3)? 1
(—ﬁ)l <lmIy(y) € —————.
(ko + Ajo)r= 770 (Ko + Ajo) 7T
Fazendo 8 — 0, segue o afirmado.
(iii) Segue diretamente das definigoes das fungoes envolvidas. O

Afirmacao 2.1.5:

(i) [a, [lwlleo] + @ € Im(n);
(ii) mx € C?((0,00),Im(1,)) é crescente em s > 0;
(iii) ny' = n € C*((Im(ny)\{0}, (0,00)) & crescente em s > 0;

)
(iv) ¥i(s) = U (s) , 8> 05

(v) mx é decrescente em A > 0.

Demonstragao. As verificagoes dos itens (i), (iii) e (v) sdo imediatas. Vamos entao mostrar
os itens (ii) e (iv).

(ii) Da Afirmagao 2.1.2(i), temos que Hy., € C'((0,00),(0,00)), donde segue que
€ C?((0,00), Im(1y)).

Além disso,
d 1 s

Cs)=——2 50, 5>0.
=" = )
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(iv) Por defini¢ao, temos

1 [ ¢
5)) =— ——dt = s,
mia) = [

donde segue que

d . 1 ”lb)\(S) ’ .
M) = e T
Desta forma, (5))
by YoH 4 (a(s
,QZ))\(S) - ¢>\(8) .

Afirmagao 2.1.6: [} (wy +a)]P ¢ € Wy ().

Demonstragio. De fato, desde que wy € CHQ), wy > 0 em Q e wy = 0 em 9N, temos
que
0<a<wy(z)+a<||wyllew +a paracada z € Q. (4.1)

Da Afirmagao 2.1.5(i) e (iii), temos que 1), € C?(Im(n,)\{0}, (0,00)) e [a, ||wi|loo+a] C

Im(n,), donde segue que existe uma constante C; > 0 tal que
WA < O, Vit E @, llwnmlle + al. (4.2)
Se x € Q, por (4.1) e (4.2), temos que |1V} (wys + @)[P~* < CP™', 0 que nos da
[V (war +@)P T € L=(Q).
Além disso,
VA (wn + @) o} = [Wi(wa + @) Vo + oV{[Yh(wy + @)}

Veja que, pelo argumento utilizado acima, [¢}(wy + @)~V € L>(Q). Por outro lado,

oV{[UA(wa + @)} = o(p — DA (war + @) Y5 (war + @) Vewnr.

Temos duas situagoes a considerar:

e se p > 2, pelo argumento anterior temos que ¢(p — 1)t} (war + a@)|P 2y (wpr +a@) €
L>(§2). Como Vwy € LP(R2), segue que

o(p — D[\ (war + @) i (war + @)V € LP(Q),
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e se 1 < p < 2, temos que existe uma constante C3 > 0 tal que |}(¢)] > C5 >
0em 0 < a<t< |wyl| + a, donde segue que |} (wyr +a)| > C3, ¥V x € Q.

Agora, como 9§(t) é continua em 0 < a < t < |wp| + @, existe uma constante
Cy > 0 tal que
(WX < Cy, 0<a<t<[lwml+a.
Por (4.1), [V} (wy +a@)| < Cy, V€.
Assim, {¢(p—1)[V)(war+a) P25 (wyr+a)} € L=(Q) e, desde que [Vwy| € LP(Q),

segue que
6(p — DA (wnr + @) Y5 (war + @) Vwu| € LP(Q).

Afirmacao 2.1.8:

(i) F. é Carathéodory;
(ii) v, e C'p sdo, respectivamente, supersolucao e subsolugao de (2.30);
(iii) |F.(x,s)| < C(|s|) para alguma funcdo crescente C' : R* — R

Demonstracao. (iii) Primeiro caso: s > ||vy||00 := maxv,(x), = € €.

Neste caso, temos
s > ||vg|loo = vo(x) = ﬁ’e(:c, s) = g(z, vy + €) + Af(z,v, + €).

Desde que g(z, s+ ¢) e f(x,s + €) sdo continuas no compacto Q x [0, [|Us||o], existe uma

constante C > 0 tal que
|FL(x,5)] = |g(z, 05 + €) + A (2,0, 4+ €)| < C1, V5> ||Uo]lse-

Segundo caso: 0 < s < ||V ]|oo-
Neste caso, podemos ter duas situagoes:
(1) 0 < s < vy(x) = E.(x,5) == g(x, 5+ €) + A (2,5 +€).

Dai, existe uma constante Cy > 0 tal que

A

| Fe(z,s) |:=| g(z,s +€) + Af(z,s +€) |< Oy, Vs <uv,(z),

desde que g(z,s +¢€) e f(x,5+ €) sdo continuas no compacto Q x [0, |v||so)-
(i) va(z) < 5 < JUglloe = Filz, s) := g(z,v5 + €) + Af(x, vy + €).
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Dai, existe uma constante C'3 > 0 tal que
|Fe(z,5)] = |g(, v+ €) + Af (2,05 + €)] < Cs, V5 € [g(2), [[o]l0]-

Portanto, tomando C' = min{C, Cy, Cs}, temos que |F.(z,s)| < C < C+|s|, Vs > 0. O

Afirmagao 2.1.9:

(i) / (Vul P2Vl Vode == |Vuk P2 VbV gda,
Qp Qp

() [ fotut )+ MGt + lode "= [ o)+ A, o

Qp

n—oo

Demonstragao. (i) Com efeito, de (2.32), temos que [|[Vui , — Vul|l g,y — 0

Logo, para cada x € (), obtemos
(Vg o [" Vg, Vo) () = (|Vus P2 Vug Vo) (2).
Além disso, por (2.31) segue que

Vg, ["*Vug, Vo < [Vug, [F7*| Vg, [ V6|
< (max |[Vug,["" )|V < CP Vel € L ().

- k
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos (i).

(ii) Desde que g e f sdo continuas em RY x (0,00), de (2.32) segue que, para cada
x € Qp,

[9(2, ug (@) +1/n) + M (2, ug,,(2) + 1/n)]o(x) = [g(w, ug (@) + Af (2, up(2))]d(2).

Desde que uf, ¢ limitada em Q, b, ¢ ¢ k, j sdo continuas, segue de (G)(i) e (F)(i) que

|[9(z, ug (@) +1/n) + Af (2,15, (2) +1/n)]¢ ()]
< [b(@)k(ug () + 1/n)] + Ae(2)j(ug,, + 1/n)]l|é(z)] < Clo(x)] € L ().
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos (ii). O

Passemos agora a demonstragao das Afirmacoes feitas na secao 2.2.
Afirmacio 2.2.4: {07 [a(wys + 0)] @ DED[] (wyy + 0)]P11¢} € WP (Q).
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Demonstracdo. De fato, desde que wy; € CH(Q), wyr > 0 em Q e wy; = 0 em I, temos

que
0<o<wy(®)+o < ||wyllee+0o, Vel (4.3)

Sabemos que i € C2(Im(n)\{0}, (0,00)) ¢ [0, [warllow + 0] C Im(7,), donde segue que

existem constantes C,Cy > 0 tais que
()] >Cr e |[P\(#)|<Chrem0< o <t<|wyl|+o.
Assim sendo, se x € €, por (4.3) e de f, < 1, temos que
[a(war +0)| > C1, e, [a(war + o) ®DE=D < CffomDED

e |4 (war + o)t < OB
Logo,
(02 b (war + 0)] @ DED[ (wyy + )P rd} € Lo(Q).

Além disso, temos

V{05 [oa(wnr + )]V V[ (i + o) o)
= 05 [Walwar + o) VD (war + 0) PV (79)
+ 05 [Walwa + o) VPOV (wir +0) P
+ O W (war + )P eV [Ua(war + o) DY

Veja que, pelo argumento utilizado na demonstracao da Afirmacao 2.1.6, temos que
{00 Toa(wan)] P (wan) PV (70)} € L2(Q)
e, além disso,
5 i (onr + ) IOV [ (wnr + )P} € L),
Veja agora que

QS_IWJS\(C‘)M + U)]p_lTQSV{W))\(wM + O—)](Go—l)(p—l)}
= 05 WA (wn + o) o8 — 1) (p = Dwoalwnr + 0)] PV (war + 0) Ve

Como 6y < 1, temos que (6p — 1)(p — 1) — 1 < 0 para qualquer 1 < p < N. Desde que

Vwy € LP(Q), utilizando novamente o argumento empregado na verificagao da Afirmagao



Verificacao de afirmacgoes técnicas 122

2.1.6, concluimos que

05~ WA (war + o) oV {[a(war + 0)] DD} e Lo(Q).

Afirmagao 2.2.6:

(i) G. ¢ Carathéodory;
(i) Existe um funcio crescente D(.) tal que |G (z,s,&)| < D(|s|)(1 + [€]P), = € Q.

Demonstragao. (ii) Na verificagdo da Afirmacao 2.1.8(ii), foi mostrado que existe C' > 0
constante tal que
| Fu(z,s) |<C, Vs>0.

Temos, entao, para constantes C’, C ,C' >0, que

~

| Ge(,5,€) | | ez, s) | +p | Vi@, &) 1< C+ pla(z) | €17 +5(x)]

C‘+M£3§X{Oz($%ﬂ(x)}(l E17+1) < CH+ O +1)

IN

IN

IN

max{C,C + C}([P +1) < (C + |s])(|€]” + 1).
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