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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos existência de soluções positivas para a classe de
problemas  −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u) em Ω

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,

em que ∆p é o operador p-Laplaciano, 1 < p < ∞; λ > 0 e µ ≥ 0 são parâmetros reais;
g, f : Ω× (0,∞)→ [0,∞) e V : Ω×RN → R são funções contínuas satisfazendo hipóteses
adequadas e Ω ⊂ RN é um domínio limitado regular ou Ω = RN . Quando Ω = RN , a
condição u(x) = 0 quando x ∈ ∂Ω significa que u(x)→ 0 quando |x| → ∞.

Nenhuma condição de monotonicidade e (ou) singularidade é exigida das não-
linearidades g e f , mas termos singulares e superlineares são incluídos em nossos
resultados, que utilizam uma técnica de monotonização-regularização, métodos de sub
e supersolução e argumentos de aproximação.

As dificuldades decorrentes da presença do termo convectivo V e da perda de
elipticidade do operador p-Laplaciano são contornadas por meio de princípios de
comparação, um deles estabelecido neste trabalho.

Palavras-chave: operador p-Laplaciano, problemas singulares, método de sub e
supersolução, princípios de comparação, termos superlineares e convectivos.
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Abstract

In this work, we establish the existence of positive solutions for the problem −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u) in Ω

u > 0 in Ω e u = 0 on ∂Ω,

where ∆p is the p-Laplacian operator, 1 < p < ∞; λ and µ are real parameters;
g, f : Ω × (0,∞) → [0,∞) and V : Ω × RN → R are continuous functions satisfying
appropriated hypotheses and Ω ⊂ RN is a smooth bounded domain or Ω = RN . When
Ω = RN , the condition u(x) = 0 on ∂Ω means that u(x)→ 0 when |x| → ∞.

No monotonicity conditions and (or) the existence of singularity is required on the
nonlinearities g and f , but singular and super linear terms are included in our results,
which use a regularization and monotonicity technique, sub and super solutions methods
and approximation arguments.

The difficulties arising from the presence of the convective term V and the loss elipticity
of the p-Laplacian operator are overcome by comparison principles, one of this principle
is established in this work.

Keywords: p-Laplacian operator, singular problems, sub and super solutions method,
comparison principles, super linear and convective terms.
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Notações

Neste trabalho, fazemos uso das seguintes notações:

• BR(0) = {x ∈ RN :| x |< R}, R > 0;

• ∆p u = div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p <∞, é o p-Laplaciano da função u;

• λ1,Ω(ρ) é o primeiro autovalor do problema de autovalor com peso ρ
−∆p ϕ = λρ(x)|ϕ|p−2ϕ em Ω

ϕ > 0 em Ω

ϕ = 0 em ∂Ω,

(AV )

em que ρ : Ω → [0,∞), ρ 6= 0, é uma função conveniente e Ω ⊂ RN é um domínio
limitado;

• λ1(ρ) = lim
R→∞

λ1,BR(0)(ρ);

• ϕΩ = ϕ1,Ω(ρ) é uma λ1,Ω(ρ)-autofunção positiva de (AV ) e ϕR = ϕ1,BR(0);

• lim
s→0

σ(s)

sp−1
:= σ0, lim

s→∞

σ(s)

sp−1
:= σ∞, lim

s→0
σ(s) := σ(0) e lim

s→∞
σ(s) := σ(∞),

em que σ : (0,∞)→ (0,∞) é uma função adequada e σ0, σ∞, σ(0), σ(∞) ∈ [0,∞];

• µ(Ω) é a medida do conjunto Ω;

• Ωδ = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ, δ > 0};

• C(Ω) denota o espaço das funções contínuas em Ω e C0(Ω) são as funções contínuas
de suporte compacto em Ω;
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• Ck(Ω), k ≥ 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamente
diferenciáveis sobre Ω e C∞(Ω) =

⋂
k≥1

Ck(Ω);

• Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω) e C∞0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω);

• C0,β(Ω) =

{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω,x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|β

<∞
}
, com 0 < β < 1, e Ck,β(Ω)

são as funções em Ck(Ω) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estão
em C0,β(Ω);

• Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mensurável :

∫
Ω

|u|pdx <∞
}
, em que 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊆ RN

é um aberto conexo, com norma dada por

‖u‖p :=

(∫
Ω

|u|p dx
)1/p

;

• L∞(Ω) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre em
Ω com norma dada por

‖u‖∞ := inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C quase sempre em Ω};

• Para 1 ≤ p <∞,

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giϕ dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) e i = 1, . . . , N


com norma dada por

‖u‖1,p =

[∫
Ω

(|∇u|p + |u|p) dx
]1/p

.



Introdução

No presente trabalho, estudamos existência de soluções para a seguinte classe de
problemas:  −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u) em Ω

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(P )

em que ∆p u = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-Laplaciano, 1 < p < ∞; λ > 0 e µ ≥ 0

são parâmetros reais; g, f : Ω× (0,∞)→ [0,∞) e V : Ω×RN → R são funções contínuas
satisfazendo hipóteses adequadas e Ω ⊂ RN é um domínio limitado regular ou Ω = RN .
Quando Ω = RN , a condição u(x) = 0 quando x ∈ ∂Ω significa que u(x) → 0 quando
|x| → ∞.

Uma função u = uλ,µ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) será dita uma solução de (P ), no sentido das
distribuições, se u > 0 em Ω e, para cada φ ∈ C∞0 (Ω), tenhamos∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
Ω

[g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u)]φdx.

Além disso, se Ω = RN , a função u será dita uma solução inteira.
Ressaltamos que nossos resultados não exigem nenhuma condição de monotonicidade

e (ou) singularidade das funções g e f , mas estamos particularmente interessados nos
casos em que g é positiva, f é não-negativa e satisfazem condições de sublinearidade no
zero e superlinearidade no infinito, ou seja,

lim
s→0+

g(x, s)

sp−1
=∞ e lim

s→∞

f(x, s)

sp−1
=∞,

para cada x ∈ Ω.
Estes comportamentos permitem, por exemplo, situações em que g e (ou) f são

singulares em s = 0, no sentido de que lim
s→0+

g(x, s) =∞ e (ou) lim
s→0+

f(x, s) =∞.
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Além disso, (P ) resolve o seguinte problema modelo: −∆p u = a(x)h(u) + λd(x)l(u) + α(x)|∇u|q em Ω

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,

e nossos resultados permitirão considerar, por exemplo,

a(x)h(u) + λd(x)l(u) + |∇u|q = un + um, −∞ < n < p− 1 < m,

com enfoque principal à existência de singularidade.
Problemas envolvendo não-linearidades singulares surgem em várias situações físicas,

presentes na condutividade elétrica (Fulks & Maybee, 1960 [18]), na teoria dos fluidos
pseudoplásticos (Callegari & Nashman, 1980 [5]), em superfícies mínimas singulares
(Caffarelli, Hardt & Simon, 1984 [4]), em processos de reação-difusão, na obtenção de
diversos índices geofísicos e em processos industriais, entre outros.

O tema relativo à não-linearidade sem termo de convecção, isto é, quando V ≡ 0, muito
tem sido estudado. Um trabalho pioneiro é o de Crandall, Rabinowitz & Tartar [8], que
em 1977 consideraram um operador linear mais geral que o Laplaciano e, sob as hipóteses
∂Ω ∈ C3, f ∈ C(Ω × (0,∞)), lim

t→0+
f(x, t) = ∞ uniformemente em Ω, sup

[1,∞)×Ω

f < ∞,

obtiveram uma solução generalizada em W 2,q
loc (Ω) ∩ C0(Ω), para algum q > N .

Motivados por este trabalho, Lazer e McKenna [32], em 1991, estabeleceram existência
de uma solução clássica para o problema −∆u = a(x)u−γ em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(1)

em que a ∈ Cα(Ω), a > 0 em Ω. Sob hipóteses mais fracas sobre a, del Pino 1992 [12]
provou a existência de uma única solução fraca positiva de (1).

Em 1997, Lair & Shaker [30] estudaram existência e unicidade de soluções positivas
para  −∆u = a(x)h(u) em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,

em que a(x) > 0, lim
s→0+

h(s)→ +∞ e h′(s) ≤ 0, s > 0.

Posteriormente, Ghergu & Radulescu [19], em 2003, estabeleceram unicidade de
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solução, para quaisquer λ, µ > 0, para o problema −∆u+ a(x)h(u) = λf(x, u) + µb(x) em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,

em que min
x∈Ω

a(x) ≤ 0, f é não-decrescente em s > 0 e o quociente f(x, s)/s é não-

crescente em s, com lim
s→0

f(x, s)/s =∞, lim
s→∞

f(x, s)/s = 0. Além disso, h é não-crescente,
lim
s→0

h(s) =∞ e h(s) ≤ Cs−α, para alguns α ∈ (0, 1) e s > 0.
Em 2005, Perera & Zhang [38] consideraram −∆p u = a(x)u−γ + λf(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(2)

em que γ, λ > 0. Sob hipóteses adequadas na função a ≥ 0, foi mostrado que existe
λ0 > 0 tal que (2) tem solução para qualquer λ ∈ (0, λ0).

Considerando a condição de fronteira em um sentido mais geral, Perera & Silva [37],
em 2007, estudaram o problema (2) para a não-linearidade da forma g(x, u) + λf(x, u),
permitindo singularidade no termo g.

Acerca do problema (P ), suporemos que:

(G) (i) existem funções contínuas b : Ω → [0,∞), b 6= 0, e k : (0,∞) → (0,∞), tais
que

g(x, s) ≤ b(x)k(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0,∞);

(ii) existem s1 ∈ (0, 1] e funções a : Ω → [0,∞), a ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω),

h : (0, s1)→ (0,∞), h ∈ C(Ω), tais que

g(x, s) ≥ a(x)h(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0, s1).

(F ) (i) existem funções contínuas c : Ω → [0,∞), c 6= 0, e j : (0,∞) → (0,∞), tais
que

f(x, s) ≤ c(x)j(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0,∞);

(ii) existem s2 ∈ (0, 1] e funções d : Ω → [0,∞), d ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω),

l : (0, s2)→ (0,∞), l ∈ C(Ω), tais que

f(x, s) ≥ d(x)l(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0, s2).



Introdução 6

A função V satisfaz

(V1) |V (x, ξ)| ≤ α(x)|ξ|q + β(x);

(V2) |V (x, ξ)− V (x, η)| ≤ α(x) ||ξ|q − |η|q|;

(V3) V é continuamente diferenciável em ξ sobre subconjuntos compactos de suas
variáveis;

em que α, β : Ω → [0,∞) são funções contínuas tais que α, β, α/d, α/a, β/a ∈
L∞(Ω).

(M) existe ωM ∈ C1(Ω) satisfazendo −∆p ωM = M(x) em Ω,

ωM > 0 em Ω e ωM = 0 em ∂Ω,
(3)

em que

M(x) :=


max

Ω
{b(x), c(x)}, se V � 0 ou V ≡ 0

max
Ω
{2b(x), 2c(x), α(x), β(x)}, se V 	 0.

(K)s0,t0 sup
(s0,t0)

k(s)

sp−1
<

[
1−

(
s0
t0

) 1
2

]2(p−1)

‖ ωM ‖p−1
∞

, para alguns 0 ≤ s0 < t0 ≤ ∞.

Observação 0.1. Com respeito à hipótese (M), ressaltamos que:

1. Se Ω ⊂ RN é um domínio limitado, (M) ocorre se, por exemplo, M ∈ L∞(Ω) e
1 < p ≤ N , como pode ser visto em [36] e [26].

2. Se Ω = RN , segue de [23] que o problema (3) tem solução se M é uma função
contínua e satisfaz

M∞ :=

∫ ∞
0

[
s1−N

∫ s

0

tN−1M̂(t)dt

] 1
p−1

ds <∞,

em que M̂(t) = max
|x|=t

M(x), t ≥ 0. A existência implica a regularidade (veja [14]).

Se admitimos N ≥ 3 e

(i)
∫ ∞

1

r
1
p−1M̂

1
p−1 (r)dr <∞, se 1 < p ≤ 2,

ou
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(ii)
∫ ∞

1

r
(p−2)N+1

p−1 M̂(r)dr <∞, se p ≥ 2,

então M∞ <∞.

Pode ser visto em [53] que a recíproca deste fato não é verdadeira.

3. Com o objetivo de elucidar a hipótese (K)s0,t0, mostraremos, no apêndice deste
trabalho, as seguintes equivalências:

(a) (K)0,t0 ocorre se, e somente se, k0 <
1

‖ ωM ‖p−1
∞

;

(b) (K)s0,∞ ocorre se, e somente se, k∞ <
1

‖ ωM ‖p−1
∞

.

Considere também o problema de autovalor com peso ρ −∆p ϕ = λρ(x)|ϕ|p−2ϕ em Ω,

ϕ > 0 em Ω e ϕ = 0 em ∂Ω,
(AV )

em que ρ : Ω → [0,∞), ρ 6= 0, é dada por ρ(x) = min{a(x), d(x)}. Como pode ser visto
em [2], desde que ρ ∈ L∞(Ω), temos que ϕΩ ∈ C1,α(Ω).

Nossa contribuição, neste contexto, é:

Teorema DL0: Suponha V ≡ 0, (G), (F ), (M) e (K)s0,t0. Então existem c, λ∗ > 0 e
uma função u = uλ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), com cϕΩ ≤ u < t0, solução de (P ) em cada uma
das seguintes situações:

(i) max
{

0,
λ1,Ω(ρ)−h0

l0

}
< λ < λ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) 0 < λ < λ∗, se l0 =∞;

(iii) 0 < λ < λ∗, se l0 = 0 e h0 > λ1,Ω(ρ).

Adicionalmente,

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0 e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞

)
, se t0 =∞.

Observação 0.2. É importante observar que:
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1. Podemos considerar g ≡ 0 em (P ) se tivermos

λ <
1

j∞ ‖ ωM ‖p−1
ou λ <

1

j0 ‖ ωM ‖p−1
;

2. Podemos encontrar resultado análogo, para o caso em que g ≡ 0, em Gonçalves,
Rezende & Santos (2011) [25].

O Teorema DL0 melhora o resultado de [19], pois trata (P ) para o p-Laplaciano e não
exige nenhuma monotonicidade e (ou) singularidade em f , g ou em seus quocientes. Além
disso, completa os trabalhos de [38] e [25] por permitir não-linearidades mais gerais.

Problemas em que a não-linearidade tem um termo de convecção, isto é, quando
V 6= 0, surgem em teoria de controle estocástico (Lasry & Lions, 1989 [31]) , no estudo de
um campo eletromagnético (Stuart, 1991 [46]), Stuart & Zhou, 1996 [47]), em um meio
não-linear, entre outros.

Considerando o problema com V > 0 em domínios limitados, citamos Zhang & Yu
[55], que em 2000 estudaram o problema −∆u = u−α + λ+ µ|∇u|q em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(4)

em que µ, λ ≥ 0, α > 0 e q ∈ (0, 2]. Utilizando uma mudança de variáveis, os autores
provaram que o problema (4) tem soluções clássicas se µλ < λ1,Ω(1), se q = 2 ou µ ∈ [0, µ),
se 0 < q < 2, com µ = µ(q, λ).

Problemas de Dirichlet, tais como (P ), com a presença de um termo convectivo, foram
estudados por Ghergu e Radulescu [21], que em 2005 consideraram −∆u = h(u) + λf(x, u) + µ|∇u|q em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(5)

sob as condições f > 0 em Ω × (0,∞), ∂f/∂s(x, s) ≥ 0, s > 0, f(x, s)/s não-crescente
em s > 0, lim

s→∞
f(x, s)/s = 0 e lim

s→0
h(s) = +∞, h ∈ C0,α((0,∞)), h > 0 não-crescente,

λ = 1. Eles provaram que

(i) se 0 < q < 1, então (5) tem solução para cada µ ≥ 0;

(ii) se 1 ≤ q ≤ 2, então existe µ∗ > 0 tal que (5) tem solução para qualquer 0 ≤ µ < µ∗.
Além disso, se 1 < q ≤ 2, então µ∗ <∞.
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Além de analisarem a importância do termo de convecção µ|∇u|q em (5), mostraram uma
dependência existente entre λ e µ. Por exemplo, se q = 2 e f ≡ 1, (5) tem solução somente
se µ(m+ λ) < λ1, em que m = lim

s→∞
h(s).

Recentemente, Alves, Carrião & Faria, 2010 [1] utilizaram o método de Galerkin para
estudar o problema  −∆u = g(x, u) + µV (x,∇u) em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(6)

em que g e V são funções localmente Hölder contínuas, tais que

b|s|r1 ≤ g(x, s) ≤ a1(x) + a2(x)|s|r2 +
a3(x)

|s|r3
e 0 ≤ V (x, ξ) ≤ a5(x) + a4(x)|ξ|r4 ,

sendo b > 0, ri ∈ (0, 1)(i = 1, ..., 4) constantes e ai(i = 1, ..., 5) funções contínuas positivas.
Sob estas condições, foi mostrado que (6) tem solução para cada µ ≥ 0.

Considerando o problema (P ) com V < 0 em domínios limitados, citamos Ghergu &
Radulescu [20], que em 2005 obtiveram existência de solução clássica para −∆u+ a(x)h(u) + |∇u|q = λf(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,

sob as condições: λ > 0, a < 0, q ∈ (0, 2], f : Ω× [0,∞)→ [0,∞) Hölder contínua e não-
decrescente na segunda variável, h não-crescente, lim

s→0
h(s) = ∞, f(x, s)/s não-crescente

em s > 0, lim
s→0

f(x, s)/s =∞ e lim
s→∞

f(x, s)/s = 0.
Os dois teoremas seguintes tratam do problema (P ) em domínio limitado, sendo que

o primeiro considera o caso em que V 	 0 e o segundo, o caso em que V � 0.

Teorema DL+: Suponha V 	 0, (G), (F ), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ∈ [0, p]. Então
existem λ∗ ≥ 0 e c, λ∗ > 0 tais que, para cada λ∗ < λ < λ∗ dado, existem µ∗ = µ∗(λ) > 0

e uma função u = uλ,µ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), com cϕΩ ≤ u < t0, satisfazendo (P ) em cada
uma das seguintes situações:

(i) λ∗ = max
{

0,
λ1,Ω(ρ)−h0

l0

}
, 0 ≤ µ < µ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) λ∗ = 0, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 =∞;

(iii) λ∗ = 0, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 = 0 e h0 > λ1,Ω(ρ).

Adicionalmente,

(iv) se q ∈ [0, p− 1], então
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(iv)1 λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞
)
, se t0 =∞,

(iv)2 µ∗(λ) ≥ min

{
[k(γ0)+λj(γ0)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(Ω)
, k(γ0)+λj(γ0)

4

}
, em que γ0 = t0, se s0 > 0,

e γ0 = 0, se s0 = 0;

(v) se q ∈ (p− 1, p], então existe um θ0 ∈ (1/2, 1), tal que

(v)1 λ∗ ≥ 1
j0

(
θ0

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
θ0

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞
)
, se t0 =∞,

(v)2 µ∗ =∞, se t0 =∞ e k∞ > 0.

Para o caso em que V � 0, relembramos que h(0) ∈ [0,∞] denota lim
s→0

h(s). Além
disso, introduzimos um número θ0, que se fez necessário para a obtenção da subsolução.
Para isto, consideremos a seguinte definição, estabelecida através de uma relação entre q
e p:

θ0 :=



q

q − (p− 1)
, se q ∈ (p− 1, p]

p

p− 1
, se q = p− 1 ou q = 0

θ̃0 ∈
(

p

p− 1
,

p− q
p− 1− q

)
, se q ∈ (0, p− 1).

(7)

Teorema DL−: Assuma V � 0, (G), (F ), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ∈ [0, p].
Suponha que

(a) h(0) > 0 ou (b) β ≡ 0.

Então existem λ∗ ≥ 0 e c, λ∗ > 0 tais que, para cada λ∗ < λ < λ∗ dado, existem
µ∗ = µ∗(λ) > 0 e uma função u = uλ,µ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), com cϕΩ ≤ u < t0, solução de
(P) em cada uma das seguintes situações:

(i) λ∗ < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) 0 < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 =∞;

(iii) 0 < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 = 0 e h0 > 3θp−1
0 λ1,Ω(ρ),

em que θ0 > 1, se ocorrer (a), e θ0 é dado por (7), se ocorrer (b).
Adicionalmente,

(iv) λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞
)
, se t0 =∞;
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(v) se (a) ocorrer, então existe c1 > 0 tal que µ∗ ≥ c1h(0);

(vi) se (b) ocorrer e q ∈ [p− 1, p], então existem c2, c3 > 0 tais que

(vi)1 µ∗ ≥ c2λl0, se ocorrer (i)(ii),

(vi)2 µ∗ ≥ c3h0, se ocorrer (iii).

Observação 0.3. Ressaltamos que, no teorema acima, temos que µ∗ = µ∗(λ) apenas nas
situações (b)(i) e (ii).

Os teoremas DL+ e DL− melhoram os resultados em [21] e [20], respectivamente
em vários sentidos, pois tratam o problema para o operador p-Laplaciano, não exigem
nenhuma monotonicidade e (ou) singularidade em f , g ou em seus quocientes e consideram
q ∈ [0, p] e os parâmetros λ, µ 6= 1. O Teorema DL+ (iii) também generaliza o principal
resultado em [1], pois permite não-linearidades mais gerais e q ∈ [0, p].

Iniciando o tratamento do problema (P ) para o caso em que Ω = RN , destacamos
que existência de soluções inteiras positivas no RN para o caso p = 2 e V ≡ 0 tem sido
estudada por vários autores.

Neste contexto, inicialmente citamos Edelson [17], que em 1989 considerou o problema
com a não-linearidade a(x)u−γ, γ ∈ (0, 1); Shaker [44], que em 1993 estendeu este
resultado para qualquer γ > 0; e Lair & Shaker [29], que em 1996 estudaram o mesmo
problema com hipóteses mais gerais no termo a.

Em 1997, Zhang [54] estudou o problema com a não-linearidade mais geral a(x)h(u)

e estabeleceu existência de solução sob as condições lim
s→0

h(s) =∞ e h′(s) < 0.
Os resultados de Shaker, Lair e Zhang foram estendidos por Cirstea & Radulescu

[7], em 1999, e por Dinu [16], em 2006, para o caso de a não-linearidade não ser
necessariamente decrescente.

Posteriormente Chai, Niu & Zhao [6], em 2009, também consideraram soluções inteiras
para o problema envolvendo o operador p-Laplaciano, mas para não-linearidades mais
gerais da forma ρa(x)h(u) + λd(x)l(u).

Fazendo φ(r) = max
|x|=r

a(x), é importante observar que as condições

(i)

∫ ∞
0

r
1
p−1φ(r)

1
p−1 dr <∞, se 1 < p ≤ 2 e

(ii)

∫ ∞
0

r
(p−2)N+1

p−1 φ(r) dr <∞, se 2 ≤ p <∞ (8)
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foram admitidas para garantir existência de solução por todos os autores anteriormente
citados. Lembremo-nos de que (8) implica a existência de solução para o problema −∆p ωa = a(x) em RN ,

ωa > 0 em RN e ωa(x)
|x|→∞−→ 0.

(9)

Entretanto, como pode ser visto em Ye & Zhou [53], a recíproca não é verdadeira.
Ainda em 2009, Mohammed [34] estudou o problema −∆u = g(x, u) em RN ,

u > 0 em RN e u(x)
|x|→∞−→ 0,

(10)

considerando g(x, s) ∈ C0,α em RN × (0,∞) e continuamente diferenciável na variável
s > 0 sob as condições

• g(x, s) ≤ b(x)k(s), ∀ (x, s) ∈ RN × (0,∞), em que k ∈ C1;

• g(x, s) ≥ λa(x)s, (x, s) ∈ (0, s0), λ > λ1,B1(0)(a), para algum s0 > 0;

• lim sup
t→∞

k(t)

t
<

1

‖ ωb ‖∞
.

Além disso, o autor enfraqueceu a hipótese (8) admitindo que existe uma função ωb

satisfazendo (9), com a = b.
Este resultado foi completado por Santos [41] (2009), que permitiu não-linearidades

superlineares no infinito, isto é, k∞ ∈ [0,∞] e funções a e b não estritamente positivas.
Referimos também ao leitor os trabalhos de Gonçalves, Melo & Santos, 2007 [24] e

Mohammed, 2010 [35], que trataram o problema (10) para p = 2 e não-linearidades da
forma ηa(x)h(u)+λd(x)l(u) e, para p 6= 2, Santos, 2009-2010 [42, 43], Yuan & Yang, 2010
[52] e suas referências.

No próximo resultado, consideramos o número λ1(ρ) = lim
R→∞

λ1,BR(0)(ρ). Em [43],

Santos provou que, se (9), com a = ρ, tem solução ωρ ∈ C1,α
loc (RN), α ∈ (0, 1), então

λ1(ρ) ≥ 1/‖ωρ‖p−1
∞ > 0.

Motivados por estes trabalhos, nosso resultado é:

Teorema NL0: Suponha V ≡ 0, (G), (F ), (M) e (K)s0,t0. Então existe λ∗ > 0 e uma
função u = uλ ∈ C1(RN), com 0 < u < t0, satisfazendo (P ) em cada uma das seguintes
situações:

(i) max
{

0, λ1(ρ)−h0

l0

}
< λ ≤ λ∗, se 0 < l0 <∞;
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(ii) 0 < λ ≤ λ∗, se l0 =∞;

(iii) 0 < λ ≤ λ∗, se l0 = 0 e h0 > λ1(ρ).

Adicionalmente,

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(RN )

− k∞

)
, se t0 =∞.

Este resultado completa os de Mohammed [34] e os de Santos [41] porque trata o
problema para o operador p-Laplaciano e permite não-linearidades mais gerais.

No que se refere a problemas no RN com a presença do termo convectivo V > 0,
Ghergu & Radulescu [22], em 2007, mostraram existência de solução para o problema −∆u = a(x)[h(u) + l(u) + |∇u|q] em RN ,

u > 0 em RN e u(x)
|x|→∞−→ 0,

(11)

em que q ∈ (0, 1), a > 0 é C0,α, h ∈ C1((0,∞)) é positiva, decrescente, lim
s→0+

h(s) = +∞
e (8) é satisfeita com p = 2. Quanto à função l : [0,∞)→ [0,∞), supuseram que

l′ ≥ 0,
l(s)

s
não-crescente em s > 0, lim

s→0+

l(s)

s
= +∞ e lim

s→∞

l(s)

s
= 0.

Ainda em 2007, Xue & Zhang [50] consideraram (11) sem exigir monotonicidade sobre
h e l, mas supondo

lim
s→0+

l(s)

s
= +∞, lim

s→∞

l(s)

s
= 0, lim

s→0+

h(s)

s
= +∞, lim

s→∞

h(s)

s
= 0 e (8), com p = 2.

Nosso resultado, para este caso, é o seguinte:

Teorema NL+: Suponha V 	 0, (G), (F ), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ∈ [0, p − 1].
Então existem λ∗ ≥ 0 e λ∗ > 0 tais que, para cada λ∗ < λ ≤ λ∗ dado, existem
µ∗ = µ∗(λ) > 0 e uma função u = uλ,µ ∈ C1(RN), com 0 < u < t0, satisfazendo
(P ) em cada uma das seguintes situações:

(i) λ∗ = max
{

0, λ1(ρ)−h0

l0

}
, 0 ≤ µ < µ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) λ∗ = 0, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 =∞;

(iii) λ∗ = 0, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 = 0 e h0 > λ1(ρ).
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Adicionalmente,

(iv) λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k∞
)
, se t0 =∞;

(v) µ∗(λ) = min

{
[k(γ0)+λj(γ0)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖q
L∞(RN )

, k(γ0)+λj(γ0)
4

}
, em que γ0 = t0, se s0 > 0, e

γ0 = 0, se s0 = 0.

Este resultado melhora os anteriores porque trata o problema para o operador p-
Laplaciano e permite não-linearidades mais gerais, não exigindo qualquer monotonicidade
nas funções e (ou) restrição nos valores limites de seus quocientes. Além disso, inclui os
casos q = 0 e q = p− 1 e utiliza a hipótese mais fraca (M).

Para problemas com a presença do termo convectivo V < 0, reportamo-nos ao trabalho
de T. L. Dinu [15], que em 2003 mostrou existência e unicidade de solução clássica para
o problema  −∆u+ α(x)|∇u|q = a(x)u−γ em RN ,

u > 0 em RN e u(x)
|x|→∞−→ 0,

sob as condições γ > 0, α, a ∈ C0,α
loc (RN), a > 0, α ≥ 0 e (8).

Tratando não-linearidades mais gerais, Xue & Shao [51], em 2009, mostraram
existência de uma solução u ∈ C2,α

loc (RN) para o problema −∆u+ α(x)|∇u|q = a(x)h(u) em RN ,

u > 0 em RN e u(x)
|x|→∞−→ 0,

para q ∈ (1, 2], α ∈ C0,γ
loc (RN), γ ∈ (0, 1), α ≥ 0 e uma função positiva a ∈ C0,γ

loc (RN)

tal que exista ω ∈ C2,γ
loc (RN) satisfazendo (9). Quanto à função h, admitiram que

h ∈ C1((0,∞), (0,∞)), lim
s→0+

h(s)/s =∞ e lim
s→∞

h(s)/s = 0.
Apresentamos, a seguir, nossa contribuição neste contexto, ressaltando que, por

tratarmos o problema (P ) em RN , exigimos que lim
R→∞

‖∇ϕR‖L∞(BR) < ∞. Além disso,
utilizamos, em (a) e (b), o Teorema 1.5 e, em (c), um argumento que dispensa as hipóteses
(V2) e (V3), mas, em contrapartida, exige que a, d ∈ C0,α

loc (Ω), f, g ∈ C0,α
loc (Ω × (0,∞)) e

V ∈ C0,α
loc (Ω× RN), α ∈ (0, 1).

Teorema NL−: Assuma V � 0, (G), (F ), (V1), (M) e (K)s0,t0. Suponha que

(a) 1 < p ≤ 2, q ∈ (p− 1, p], h(0) > 0 e (V3); ou

(b) p ≥ 2, q ∈
[
p− 1, p

(
1− 1

p∗

))
, h(0) > 0 e (V2); ou
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(c) p = 2, q ∈ (1, 2] e β ≡ 0.

Então existem λ∗ ≥ 0 e λ∗ > 0 tais que, para cada λ∗ < λ < λ∗ dado, existem
µ∗ = µ∗(λ) > 0 e uma função u = uλ,µ ∈ C1(RN), com 0 < u < t0, solução de (P )

em cada uma das seguintes situações:

(i) max
{

0,
3θp−1

0 λ1(ρ)−h0

l0

}
< λ ≤ λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) 0 < λ ≤ λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 =∞;

(iii) 0 < λ ≤ λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 = 0, e h0 > 3θp−1
0 λ1(ρ),

em que θ0 > 1, se ocorrerem (a) ou (b), e θ0 é dado por (7), se ocorrer (c).
Adicionalmente,

(iv) λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k∞
)
, se t0 =∞;

(v) existem constantes c1, c2, c3 > 0 tais que µ∗ ≥ c1h(0), para (a) ou (b),
µ∗ ≥ c2λl0, para (c)(i)(ii) e µ∗ ≥ c3h0, para (c)(iii).

Observação 0.4. De forma análoga ao observado no Teorema DL−, temos que µ∗ = µ∗(λ)

apenas nas situações (b)(i) e (ii).

É importante ressaltar que, ao que sabemos, não existem resultados para este tipo de
problemas envolvendo o operador p-Laplaciano. Não obstante, mesmo para o caso em
que p = 2, nossos resultados permitem não-linearidades mais gerais que as tratadas em
[15] e [51].

Apesar de os teoremas apresentados guardarem certa semelhança entre si, apresentam
um papel crucial o sinal da função V e o expoente q do termo de convecção. Analisando o
sinal de V , é curioso atentar para o fato de que as dificuldades encontradas no tratamento
de cada caso foram, de certa forma, "simétricas". Enquanto no caso V ≥ 0 os maiores
obstáculos apresentaram-se para q ∈ (p−1, p], no caso em que V ≤ 0 ocorreu exatamente
o contrário, ou seja, para q ∈ [0, p − 1). Neste contexto, permanecem em aberto as
situações em que

• V 	 0, q ∈ (p− 1, p] em RN ;

• V � 0, q ∈ (0, p− 1), p ≥ 2 em RN ;

• V � 0, q ∈ (0, p− 1], 1 < p < 2 em RN .
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De acordo com Lucio Damascelli, 1998 [9], as dificuldades em estender as propriedades
das soluções de equações que envolvem operadores estritamente elípticos para as soluções
das equações envolvendo o p-Laplaciano devem-se, principalmente, ao seu comportamento
nos zeros do gradiente da solução. Tal operador – dito singular, se 1 < p < 2, ou elíptico
degenerado, se p > 2 – perde a elipticidade estrita nestes pontos, o que justifica o fato
de que princípios de comparação amplamente utilizados para operadores estritamente
elípticos não sejam aplicáveis para o p-Laplaciano. Para obter mais detalhes, confira
também Damascelli & Sciunzi, 2005 [10], Pucci & Serrin, 2004 e 2007 [39, 40] , assim
como suas referências.

Para provar o Teorema NL−, demonstramos um Princípio de Comparação, para o caso
p ≥ 2, em que a não-linearidade envolve o termo gradiente. Este resultado, de interesse
independente, vem complementar um trabalho de Pucci & Serrin 2004 [39]– Corolário
10.4, que trata o caso em que 1 < p ≤ 2. Por completude, enunciamos e demonstramos
estes resultados num único Teorema, que se encontra no Capítulo 1 deste trabalho.

Para demonstrar os teoremas aqui enunciados, utilizamos argumentos de sub e
supersolução, princípios de comparação, métodos de aproximação e, principalmente, uma
técnica de monotonização e regularização das não-linearidades. Tal técnica consiste
na construção, durante as demonstrações dos resultados, de funções auxiliares que
apresentam as propriedades necessárias, e não exigidas, das não-linearidades.

Esta tese encontra-se estruturada da seguinte forma:
No Capítulo 1 apresentamos alguns resultados preliminares necessários ao

desenvolvimento desta tese, tais como teoremas de sub e supersolução e de regularidade,
além de princípios de comparação.

No Capítulo 2 demonstramos os teoremas DL0, DL+ e DL−, que tratam o problema
(P ) em um domínio limitado Ω ⊂ RN .

As demonstrações dos teoremas NL0, NL+ e NL−, que tratam de soluções do problema
(P ) em RN , encontram-se no Capítulo 3. No Capítulo 4, as demonstrações das afirmações
feitas e não verificadas no interior dos Capítulos 2 e 3.

Com a intenção de facilitar a leitura desta tese, repetimos, em seus respectivos
capítulos e seções, os enunciados dos resultados principais, assim como as hipóteses
necessárias em cada caso.



Capítulo

1
Resultados preliminares

Para a demonstração dos teoremas anteriormente enunciados, apresenta caráter
primário a utilização de teoremas de sub e supersolução e de princípios de comparação.
Iniciaremos este capítulo apresentando o teorema de sub e supersolução que será utilizado
neste trabalho, devido a Boccardo, Murat e Puel, 1984 [3].

Antes disso, ressaltamos que há outros resultados existentes na literatura que poderiam
ser utilizados em algumas demonstrações, tais como os de [11], [28] e [33], por exemplo.
Entretanto, tal escolha justifica-se, em nosso contexto, por seu caráter unificador, pois
permite aplicação em todos os teoremas do Capítulo 2.

Um aspecto interessante a ser observado é que, quando a não-linearidade não possui
termo gradiente, os teoremas de sub e supersolução exigem, em geral, regularidade
W 1,p(Ω) para a sub e a supersolução. No entanto, na presença de um tal termo, estes
teoremas parecem mostrar uma interdependência entre a regularidade exigida na sub e
na supersolução e o crescimento da não-linearidade que envolve o termo gradiente.

Seja g : Ω× R× RN → R uma função Carathéodory que satisfaça a condição

|g(x, s, ξ)| ≤ C(|s|)(1 + |ξ|p), q.t.p. x ∈ Ω, para todos s ∈ R, ξ ∈ RN , (1.1)

para alguma função crescente C : R+ → R+.
Uma função u ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) é dita uma subsolução do problema{

−∆pu = g(x, u,∇u) em Ω

u(x) = 0 em ∂Ω,
(1.2)
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no sentido das distribuições, se u ≤ 0 em ∂Ω e∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx ≤
∫

Ω

g(x, u,∇u)φdx,

para cada φ ∈ W 1,p
0 (Ω), φ ≥ 0.

Por outro lado, uma função u ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) é dita uma supersolução de (1.2),
no sentido das distribuições, se u ≥ 0 em ∂Ω e∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx ≥
∫

Ω

g(x, u,∇u)φdx,

para cada φ ∈ W 1,p
0 (Ω), φ ≥ 0.

O seguinte resultado deve-se a [3], e será utilizado na demonstração dos Teoremas
DL0, DL+ e DL−.

Teorema 1.1. Suponha g : Ω×R×RN → R satisfazendo a condição de Carathéodory e
(1.1). Sejam u e u, respectivamente, sub e supersolução de (1.2), tais que u, u ∈ W 1,∞(Ω)

e u ≤ u, q.t.p. x ∈ Ω. Então existe u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), tal que u ≤ u ≤ u ∈ Ω e∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
Ω

g(x, u,∇u)φdx, φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Para aplicar o Teorema 1.1, após a obtenção da sub e da supersolução, será necessário
compará-las. Para tal fim, utilizaremos o seguinte Princípio de Comparação, devido a
Tolksdorf (1983) [48].

Teorema 1.2. Considere G : Ω×R→ R uma função contínua e não-crescente na segunda
variável. Sejam u,w ∈ W 1,p(Ω), satisfazendo as respectivas desigualdades∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx ≤
∫

Ω

G(x, u)φdx

e ∫
Ω

|∇w|p−2∇w∇φdx ≥
∫

Ω

G(x,w)φdx,

para cada φ ∈ W 1,p
0 (Ω), φ ≥ 0.

Se, além disso, u ≤ w em ∂Ω, então u ≤ w em Ω.

Para obter a solução anunciada nos Teoremas DL0, DL+ e DL−, devemos regularizar
a solução fornecida pelo Teorema 1.1, para depois realizarmos um processo de limite
diagonal. Tal regularização será feita por meio do seguinte resultado, devido a
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DiBenedetto (1983) [14] e Tolksdorf (1984) [49], que trata de regularidade interior para
soluções de problemas quasilineares da forma

−∆p u = H(x, u,∇u), x ∈ Ω, (1.3)

em que Ω ⊂ RN e H : Ω× R× RN → R é uma função contínua. Seja Ω′ um subdomínio
de Ω, tal que Ω

′ ⊂ Ω.

Teorema 1.3. Suponha que |H(x, s, ξ)| ≤ γ(|s|)(1+|ξ|p), em que γ é uma função contínua
e crescente em R+. Seja u ∈ W 1,p

loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) uma solução fraca de (1.3). Então
x → ∇u(x) é localmente Hölder-contínua em Ω′, isto é, para todo compacto D ⊂ Ω′,
existem α > 0 e uma constante positiva C, dependendo somente de γ, p,N, ‖u‖L∞(D) e D,
tais que

|∇u(x)| ≤ C e |∇u(x)−∇u(y)| ≤ C|x− y|α, x, y ∈ D.

Ao tratar os Teoremas NL0, NL+ e NL−, referentes à resolução do problema (P )

no RN , mostraremos que as anunciadas soluções são obtidas por meio de um processo
de limite diagonal. Neste processo, nossa principal preocupação encontra-se na possível
singularidade que as funções f e (ou) g possam admitir em s = 0. Tal possibilidade torna
necessária a existência de uma limitação inferior positiva, e uniforme, para a R-família
de soluções do problema (P ) em Ω = BR(0). Para obter tal limitação, utilizamos, nos
Teoremas NL0 e NL+, o seguinte resultado, devido a Díaz e Saa (1987) [13].

Teorema 1.4. Sejam i, j ∈ {1, 2} e O ⊂ RN um conjunto aberto. Se ωi ∈ L∞(O) satisfaz

ωi > 0 q.t.p. em O, ω1 = ω2 sobre ∂O, ω
1
p

i ∈ W 1,p(O),

∆p ω
1
p

1 ∈ L∞(O) e ωi/ωj ∈ L∞(O).

Então ∫
O

−∆p ω
1
p

1

ω
p−1
p

1

+
∆p ω

1
p

2

ω
p−1
p

2

 (ω1 − ω2)dx ≥ 0.

Por questões técnicas, o Teorema 1.4 não nos possibilitou encontrar a citada limitação,
necessária para resolver o Teorema NL−. Neste caso, utilizamos um Teorema devido a
Pucci e Serrin (2004) [39], no caso em que 1 < p ≤ 2. Completamos este resultado
para o caso em que p ≥ 2, demonstrando o seguinte Princípio de Comparação, que, por
completude, engloba as duas situações.

Considere o par de desigualdades

−4pu−B(x, u,∇u) ≤ 0, u ≥ 0 (1.4)
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e
−4pv −B(x, v,∇v) ≥ 0, v ≥ 0, (1.5)

em um domínio limitado Ω ⊂ RN , em que a função escalar

B(x, s, ξ) : Ω× R× RN → R

é contínua em Ω× R× RN e não-crescente com respeito a s.
Suporemos ainda que:

(B1) B é de classe C1 em relação a ξ sobre subconjuntos compactos de suas variáveis;

(B2) |B(x, s, ξ)−B(x, s, η)| ≤ b(x, s) ||ξ|q − |η|q| , ∀ q ∈
[
p− 1, p(1− 1

p∗
)
)
, p∗ = Np

N−p

em que b(·, s) ∈ L∞(Ω).

Defina α : (0,∞)→ (0,∞) por

α(β) = α(β,M,N) := inf
0<s<M

{−B(x, s+ β, ξ) +B(x, s, ξ)} , 0 < β < N.

Teorema 1.5. Sejam u, v ∈ C(Ω)∩W 1,∞
loc (Ω) satisfazendo (1.4) e (1.5), respectivamente.

Suponha que u ≤ v em ∂Ω e

(i) 1 < p ≤ 2 e (B1); ou

(ii) p ≥ 2, (B2) e α(β,max{‖ u ‖L∞(Ω), ‖ v ‖L∞(Ω)}, ‖ u− v ‖L∞(Ω)) > 0.

Então, u ≤ v em Ω.

Observação 1.6. Uma situação em que temos (B2) e α(M,N) > 0 é o caso em que

B(x, s, ξ) = a(x)h(s) + b(x)|ξ|q, x ∈ Ω, s > 0 e ξ ∈ RN ,

em que h é função estritamente decrescente em s > 0.

Para demonstrar o Teorema 1.5, utilizaremos os seguintes resultados:

Lema 1.7. (veja Peral [36]) Seja p > 1. Existe uma constante cp > 0 tal que, para todo
ξ1, ξ2 ∈ RN ,

(|ξ2|p−2ξ2 − |ξ1|p−2ξ1, ξ2 − ξ1) ≥


cp|ξ2 − ξ1|p, se p ≥ 2

cp
|ξ2 − ξ1|p

(|ξ2|+ |ξ1|)2−p , se p ≤ 2,

em que (., .) é o produto interno usual em RN .
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Lema 1.8. Se a > 1 e X ≥ a, então

Xq − 1 ≤
(

a

a− 1

)q−1

(X − 1)q + aq−1 − 1, ∀ q ≥ 1.

Demonstração do Lema 1.8: Provar o Lema 1.8 é equivalente a mostrar que

Xq(a− 1)q−1 ≤ aq−1(X − 1)q + aq−1(a− 1)q−1.

Observe que, se X = a, então aq(a − 1)q−1 ≤ aq−1(a − 1)q + aq−1(a − 1)q−1, donde
segue que aq ≤ aq−1(a− 1) + aq−1 = aq − aq−1 + aq−1 = aq.

Defina g : [a,∞)→ R por

g(t) := aq−1(t− 1)q + aq−1(a− 1)q−1 − tq(a− 1)q−1.

Veja que g(a) = 0 e g′(t) ≥ 0, t ≥ a se, e somente se,

qaq−1(t− 1)q−1 ≥ qtq−1(a− 1)q−1, t ≥ a. (1.6)

Definindo τ = t/a ≥ 1, (1.6) torna-se qaq−1(τa− 1)q−1 ≥ q(τa)q−1(a− 1)q−1, isto é,

(τa− 1)q−1 ≥ τ q−1(a− 1)q−1 = (τa− τ)q−1,

o que é verdadeiro, pois τ ≥ 1. Isto conclui a demonstração do Lema 1.8.
Demonstração do Teorema 1.5:

Caso (i) : Demonstração retirada de Pucci e Serrin (2004).
Considere ρ : [0, 1]→ R dada por

ρ(t) = B(x, z, (tτ1 + (1− t)η1, tτ2 + (1− t)η2, · · · , tτN + (1− t)ηN)).

Assim, temos que

ρ′(t) = Bξ1(x, z, tτ + (1− t)η)(τ1 − η1) + · · ·+BξN (x, z, tτ + (1− t)η)(τN − ηN).
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Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, ρ(1)− ρ(0) =
∫ 1

0
ρ′(t)dt, ou seja,

B(x, z, τ)−B(x, z, η) =

∫ 1

0

Bξ1(x, z, ·)(τ1 − η1)dt+ · · ·+
∫ 1

0

BξN (x, z, ·)(τN − ηN)dt

≤
∫ 1

0

|Bξ1(x, z, ·)||τ1 − η1|dt+ · · ·+
∫ 1

0

|BξN (x, z, ·)||τN − ηN |dt

≤ ν∗|τ − η|,

pois B é C1 com respeito a ξ em subconjuntos compactos de suas variáveis. Assim,

|B(x, z, τ)−B(x, z, η)| ≤ ν∗|τ − η|, x ∈ Ω′ ⊂⊂ Ω, τ, η ∈ RN , (1.7)

para alguma constante ν∗ > 0.

Suponha, por contradição, que não tenhamos u ≤ v em Ω. Fazendo ω(x) =

v(x) − u(x), x ∈ Ω, segue que ε = − infΩ ω(x) > 0. Considerando ε ∈
(
ε
2
, ε
)
, a função

ωε = min{ω + ε, 0} é não-nula exatamente no conjunto Σ = Σε = {x ∈ Ω : ωε(x) < 0}.
Desde que u ≤ v em ∂Ω, ω + ε > 0 em ∂Ω, o que nos permite concluir que Σ ⊂⊂ Ω, isto
é, Σ é compacto em Ω.

Observe que

∇v −∇u = ∇ω = 0 em E = {x ∈ Ω : ω(x) = −ε} ⊂ Σ,

isto é, nos pontos de Ω em que o ínfimo de ω é atingido. Logo, ∇ωε = ∇ω = 0 em E.
Considere o conjunto

Γ = Γε = {x ∈ Σ : ε− ε < ωε(x) < 0},

em que sabemos que ε− ε = inf
Ω
ωε(x).

É claro que os pontos x ∈ Ω em que o ínfimo de ωε é atingido, pertencem ao conjunto
E.

Daí, Σ\Γ = E e então ∇ωε = 0 em Σ\Γ.
Observando que ωε ∈ W 1,p

0 (Ω), ωε ≤ 0, de (1.4) e (1.5) segue que∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇ωεdx ≤
∫

Ω

B(x, v,∇v)ωεdx (1.8)

e ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ωεdx ≥
∫

Ω

B(x, u,∇u)ωεdx. (1.9)

Subtraindo (1.9) de (1.8), utilizando a monotonicidade de B em relação a z e (1.7), temos
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que ∫
Ω

{|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u}∇ωεdx ≤
∫

Ω

{B(x, v,∇v)−B(x, u,∇u)}ωεdx

=

∫
Σ

{B(x, v,∇v)−B(x, u,∇u)}ωεdx

≤
∫

Σ

{B(x, u,∇v)−B(x, u,∇u)}ωεdx ≤ ν∗
∫

Σ

|∇ωε||ωε|dx.

Do Lema 1.7,

Cp

∫
Ω

|∇ωε|2

(|∇v|+ |∇u|)2−pdx ≤
∫

Ω

{|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u}∇ωεdx.

Observe agora que, desde que ∇ωε = 0 em Σ\Γ, reescrevemos

Cp

∫
Γ

|∇ωε|2

(|∇v|+ |∇u|)2−pdx ≤
∫

Γ

{|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u}∇ωεdx.

Como u, v ∈ W 1,∞
loc (Ω), temos que

1

(|∇v|+ |∇u|)2−p ≥
1

(‖∇v‖L∞(Σ) + ‖∇u‖L∞(Σ))2−p := M em Γ,

de forma que

CpM

∫
Γ

|∇ωε|2 ≤ ν∗
∫

Γ

|∇ωε||ωε|dx

≤ ν∗
(∫

Γ

|∇ωε|2
) 1

2
(∫

Γ

|ωε|2
∗
) 1

2∗

µ(Γ)
2∗−1

2∗ −
1
2

Pelo Teorema de Sobolev,

(∫
Ω

|ωε|2
∗
) 1

2∗

≤ C

(∫
Ω

|∇ωε|2
) 1

2

= C

(∫
Γ

|∇ωε|2
) 1

2

,

donde segue que

CpM

∫
Γ

|∇ωε|2 ≤ ν∗
(∫

Γ

|∇ωε|2
) 1

2

C

(∫
Γ

|∇ωε|2
) 1

2

µ(Γ)
2∗−1

2∗ −
1
2 ,

isto é,

1 ≤ ν∗C

CpM
µ(Γ)

2∗−1
2∗ −

1
2 . (1.10)
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Observe que 2∗−1
2∗
− 1

2
> 0 e µ(Γ)→ 0 quando ε→ ε, o que contradiz (1.10). Isto conclui

a demonstração do Princípio de Comparação no Caso (i).
Caso (ii) : Demonstração baseada em Ahmed Hamydy (2010) [27].
Defina

Υ := {x ∈ Ω : u(x)− v(x) > 0}

e suponha, por contradição, que µ (Υ) 6= 0. Para n ∈ N\{0}, definimos

Υn := {x ∈ Ω : u(x)− v(x) > βn} ⊂⊂ Ω,

em que βn = β − 1
n
, com β =‖ u− v ‖L∞(Υ).

Considere os conjuntos:

Υ′n := {x ∈ Ω : ∇u 6= ∇v, u− v > βn} ⊂ Υn ⊂ Ω;

G(a) := {x ∈ Υ′n : |∇v| ≥ a|∇u|} ⊂ Υ′n;

G̃(a) := {x ∈ Υ′n : |∇u| ≥ a|∇v|} ⊂ Υ′n;

L(a) := {x ∈ Υ′n : a|∇v| > |∇u| > 1

a
|∇v|} ⊂ Υ′n,

em que a > 1 é um parâmetro real.
Assim, temos que Υ′n = G(a)∪̇ G̃(a)∪̇ L(a) e que

ω(x) := (u− v − βn)+(x) = sup{0, u(x)− v(x)− βn} ∈ W 1,p
0 (Ω).

Fazendo (1.4) - (1.5) e tomando ω como função teste, temos∫
Ω

{|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u}∇ωdx ≥
∫

Ω

{B(x, v,∇v)−B(x, u,∇u)}ωdx.

Como ∇ω 6= 0 somente em Υ′n e ω 6= 0 somente em Υn, reescrevemos∫
Υ′n

{|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v}∇ωdx

≤
∫

Υ′n

{B(x, u,∇u)−B(x, v,∇v)}ωdx+

∫
{x∈Υn:∇u=∇v}

{B(x, u,∇u)−B(x, v,∇v)}ωdx

=

∫
Υ′n

{[B(x, u,∇u)−B(x, v,∇u)] + [B(x, v,∇u)−B(x, v,∇v)]}ωdx

+

∫
{x∈Υn:∇u=∇v}

{[B(x, u,∇u)−B(x, v,∇u)] + [B(x, v,∇u)−B(x, v,∇v)]}ωdx.
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Lembrando que u > v + βn em Υn, da monotonicidade de B com relação a z e de (B2)

segue que∫
Υ′n

{|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v}∇ωdx

≤
∫

Υ′n∪{x∈Υn:∇u=∇v}
[B(x, v + βn,∇u)−B(x, v,∇u)]ωdx+

∫
Υ′n

|B(x, v,∇u)−B(x, v,∇v)|ωdx

≤
∫

Υ′n∪{x∈Υn:∇u=∇v}
[−α(βn)]ωdx+ L

∫
Υ′n

| |∇u|q − |∇v|q|ωdx, (1.11)

em que L =‖ b(·, s) ‖L∞(Ω).
Pelo Lema 1.7, reescrevemos (1.11) como

Cp

∫
Υ′n

|∇ω|pdx ≤
∫

Υ′n∪{x∈Υn:∇u=∇v}
[−α(βn)]ωdx+ L

∫
Υ′n

| |∇u|q − |∇v|q|ωdx. (1.12)

Pelo Lema 1.8, se |∇v|/|∇u| ≥ a > 1, então

|∇v|q − |∇u|q ≤
(

a

a− 1

)q−1

(|∇v| − |∇u|)q + (aq−1 − 1)|∇u|q,

ou, ainda,

||∇v|q − |∇u|q| ≤
(

a

a− 1

)q−1

|∇v −∇u|q + (aq−1 − 1)|∇u|q.

Com isto, temos que

∫
Υ′n

| |∇u|q − |∇v|q|ωdx =

(
a

a− 1

)q−1
{∫

G(a)

|∇ω|qωdx+

∫
G̃(a)

|∇ω|qωdx

}
+

+ (aq−1 − 1)

{∫
G(a)

|∇u|qωdx+

∫
G̃(a)

|∇v|qωdx

}
+

∫
L(a)

| |∇u|q − |∇v|q|ωdx (1.13)

Afirmação 1.1.1: Se x ∈ L(a), então | |∇v|q − |∇u|q| ≤ (aq − 1)|∇u|q.
Confira a verificação desta afirmação após a demonstração deste Princípio de

Comparação.
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Retomando (1.13) e usando a afirmação 1.1.1, obtemos

∫
Υ′n

| |∇u|q − |∇v|q|ωdx ≤
(

a

a− 1

)q−1
{∫

G(a)

|∇ω|qωdx+

∫
G̃(a)

|∇ω|qωdx

}
+

+ (aq−1 − 1)

{∫
G(a)

|∇u|qωdx+

∫
G̃(a)

|∇v|qωdx

}
+ (aq − 1)

∫
L(a)

|∇u|qωdx

=

(
a

a− 1

)q−1 ∫
Υ′n

|∇ω|qωdx+ (aq−1 − 1)

∫
Υ′n

|∇v|qωdx+ (aq−1 + aq − 2)

∫
Υ′n

|∇u|qωdx.

(1.14)
Tome n0 ∈ N. Desde que u, v ∈ W 1,∞

loc (Ω), Υ′n0
⊂ Ω e α(βn0) > 0, podemos afirmar que

existe a0 > 1 tal que

Φ(x) := (aq−1
0 + aq0 − 2)L|∇u|q − α(βn0) + (aq−1

0 − 1)L|∇v|q ≤ 0 em Υ′n0
. (1.15)

Desde que βn > βn0 , para cada n > n0, segue que

α(βn) ≥ α(βn0), (1.16)

pois −B(x, s+ βn, ξ) ≥ −B(x, s+ βn0 , ξ).
Retomando (1.12) e usando (1.14), (1.15) e (1.16) temos, para n > n0 e a = a0,

Cp

∫
Υ′n

|∇ω|pdx ≤
∫

Υ′n∪{x∈Υn:∇u=∇v}
[−α(βn)]ωdx+ L

∫
Υ′n

| |∇u|q − |∇v|q|ωdx

≤
∫

Υ′n∪{x∈Υn:∇u=∇v}
[−α(βn0)]ωdx+ L

(
a0

a0 − 1

)q−1 ∫
Υ′n

|∇ω|qωdx

+ L(aq−1
0 − 1)

∫
Υ′n

|∇v|qωdx+ L(aq−1
0 + aq0 − 2)

∫
Υ′n

|∇u|qωdx

:=

∫
Υ′n

Φ(x)ωdx+ L

(
a0

a0 − 1

)q−1 ∫
Υ′n

|∇ω|qωdx

≤ L

(
a0

a0 − 1

)q−1 ∫
Υ′n

|∇ω|qωdx

≤ La0

(∫
Υ′n

|∇ω|pdx
) q

p
(∫

Υ′n

|ω|p∗dx
) 1

p∗

µ(Υ′n)
p−q
p
− 1
p∗ ,

em que La0 = L
(

a0

a0−1

)q−1

e p∗ = Np
N−p .
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Portanto,

Cp

(∫
Υ′n

|∇ω|pdx
) p−q

p

≤ La0

(∫
Υ′n

|ω|p∗dx
) 1

p∗

µ(Υ′n)
p−q
p
− 1
p∗ . (1.17)

Pelo Teorema da Imersão de Sobolev,

(∫
Ω

|ω|p∗dx
) 1

p∗

≤ C

(∫
Ω

|∇ω|pdx
) 1

p

= C

(∫
Υ′n

|∇ω|pdx
) 1

p

. (1.18)

Retomando (1.17) e usando (1.18), temos

Cp

(∫
Υ′n

|∇ω|pdx
) p−q

p

≤ La0C

(∫
Υ′n

|∇ω|pdx
) 1

p

µ(Υ′n)
p−q
p
− 1
p∗ ,

ou seja, (∫
Υ′n

|∇ω|pdx
) p−q−1

p

≤ La0C

Cp
µ(Υ′n)

p−q
p
− 1
p∗ . (1.19)

Observe que

µ(Υ′n)→ 0 e
∫

Υ′n

|∇ω|pdx→ 0 quando n→∞,

mas isto nos leva a uma contradição, pois p − 1 ≤ q < p(1 − 1/p∗). Isto conclui a
demonstração do Princípio de Comparação no Caso (ii).

Verificação da Afirmação 1.1.1:
Se 1/a < X < a, então |Xq − 1| ≤ aq − 1, pois, se X < a, então Xq − 1 < aq − 1.
Se Xq ≥ 1, é claro que |Xq − 1| = Xq − 1 < aq − 1. Agora, se Xq < 1, vamos verificar

que |Xq − 1| = 1−Xq ≤ aq − 1.
Faça X = 1/Y . Daí, de 1/a < X, obtemos Y q < aq, ou seja,(

1

X

)q
− 1 < aq − 1, i.e. 1−Xq < (aq − 1)Xq < aq − 1.

Logo, |Xq − 1| = 1−Xq ≤ aq − 1.
Para obter o afirmado, basta tomar X = |∇v|/|∇u|. Isto conclui a verificação da

Afirmação 1.1.1.



Capítulo

2
Existência de soluções positivas em

Domínio Limitado

2.1 Problema de Dirichlet não-convectivo

Considere o problema −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) em Ω

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(P0)

em que Ω ⊂ RN é domínio limitado, λ > 0 é um parâmetro real, g, f : Ω×(0,∞)→ [0,∞)

são funções contínuas tais que

(G) (i) existem funções contínuas b : Ω → [0,∞), b 6= 0, e k : (0,∞) → (0,∞), tais
que

g(x, s) ≤ b(x)k(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0,∞);

(ii) existem s1 ∈ (0, 1] e funções a : Ω → [0,∞), a ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω),

h : (0, s1)→ (0,∞), h ∈ C(Ω), tais que

g(x, s) ≥ a(x)h(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0, s1).

(F ) (i) existem funções contínuas c : Ω → [0,∞), c 6= 0, e j : (0,∞) → (0,∞), tais
que

f(x, s) ≤ c(x)j(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0,∞);
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(ii) existem s2 ∈ (0, 1] e funções d : Ω → [0,∞), d ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω),

l : (0, s2)→ (0,∞), l ∈ C(Ω), tais que

f(x, s) ≥ d(x)l(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0, s2).

(M) existe ωM ∈ C1(Ω) tal que −∆p ωM = M(x) em Ω

ωM > 0 em Ω e ωM = 0 em ∂Ω,
(2.1)

em que M(x) := max{b(x), c(x)}, x ∈ Ω.

(K)s0,t0 sup
(s0,t0)

k(s)

sp−1
<

[
1−

(
s0
t0

) 1
2

]2(p−1)

‖ωM‖p−1
∞

, para alguns 0 ≤ s0 < t0 ≤ ∞.

Teorema DL0: Suponha V ≡ 0, (G), (F ), (M) e (K)s0,t0. Então existem c, λ∗ > 0 e
uma função u = uλ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), com cϕΩ ≤ u < t0, satisfazendo (P ) em cada uma
das seguintes situações:

(i) max
{

0,
λ1,Ω(ρ)−h0

l0

}
< λ < λ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) 0 < λ < λ∗, se l0 =∞;

(iii) 0 < λ < λ∗, se l0 = 0 e h0 > λ1,Ω(ρ).

Adicionalmente,

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0 e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞

)
, se t0 =∞.

Para demonstrar este resultado, considere, para alguns ε, σ > 0 suficientemente
pequenos, o problema perturbado −∆p u ≥ g(x, u+ ε) + λf(x, u+ ε) em Ω

u > σ em Ω e u = σ em ∂Ω.
(2.2)

Mostraremos o
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Lema 2.1. Suponha (G)(i), (F )(i), (M) e (K)s0,t0 . Então, para algum ε0 > 0, existem
λ∗ > 0 e vσ = vσ,λ ∈ C1(Ω), com σ < vσ < t0, satisfazendo (2.2), para cada
0 < λ < λ∗ e 0 < ε < ε0.

Além disso,

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0 e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞

)
, se t0 =∞.

Observação 2.2. O caso em que g ≡ 0 encontra-se provado em [25].

2.1.1 Demonstração do Lema 2.1

Demonstração. Com o objetivo de incluir as situações em que k∞ =∞ e j∞ =∞, isto é,
não-linearidades superlineares no infinito, definimos as funções contínuas

ζk,γ(s) :=

 k(s), se 0 < s ≤ γ

Ik(γ)sp−1, se s ≥ γ,
(2.3)

e

ζj,γ(s) :=

 j(s), se 0 < s ≤ γ

Ij(γ)sp−1, se s ≥ γ,
(2.4)

em que γ > 0 é um parâmetro real

Ik(γ) :=
k(γ)

γp−1
e Ij(γ) :=

j(γ)

γp−1
.

Para cada s > 0, considere as funções contínuas e monótonas

ζ̂k,γ(s) := sup

{
ζk,γ(t)

tp−1
, t > s

}
, ζ̂j,γ(s) := sup

{
ζj,γ(t)

tp−1
, t > s

}
(2.5)

e
ζ̂λ,γ(s) = sp−1ζ̂k,γ(s) + λsp−1ζ̂j,γ(s), λ ≥ 0. (2.6)

Segue diretamente das definições acima a
Afirmação 2.1.1:

(i)
ζ̂λ,γ(s)

sp−1
é não crescente em s, s > 0;

(ii) ζ̂λ,γ(s) ≥ ζk,γ(s) + λζj,γ(s), s > 0;
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(iii) lim
s→∞

ζ̂λ,γ(s)

sp−1
= Ik(γ) + λIj(γ).

Definindo
Hλ,γ(s) =

s2∫ s

0

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt

, s > 0,

afirmamos que tal função satisfaz
Afirmação 2.1.2: (Veja demonstração no Apêndice.)

(i) Hλ,γ ∈ C1((0,∞), (0,∞));

(ii) ζ̂λ,γ(s) ≤ [Hλ,γ(s)]
p−1, s > 0;

(iii)
Hλ,γ(s)

s
é não-crescente em s > 0;

(iv) lim
s→∞

Hλ,γ(s)

s
= (Ik(γ) + λIj(γ))

1
p−1 .

Em função de Hλ,γ, definimos

Γλ(γ) =
1

γ

∫ γ

0

t

Hλ,γ(t)
dt (2.7)

e mostramos, no Apêndice deste trabalho, que
Afirmação 2.1.3:

(i) lim
γ→∞

Γλ(γ) =
1

(k∞ + λj∞)
1
p−1

, para cada λ ≥ 0;

(ii) lim
γ→0

Γλ(γ) =
1

(k0 + λj0)
1
p−1

, para cada λ ≥ 0;

(iii) Γλ é decrescente em λ > 0.

Afirmação 2.1.4: Existe γ0 > 0 tal que Γ0(γ0) > ‖ωM‖∞.
Verificação da Afirmação 2.1.4: Para demonstrar esta afirmação, utilizaremos
(K)s0,t0 .
Primeiro caso: 0 < s0 < t0 <∞
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Tome α = (s0/t0)
1
2 e γ0 = t0. Daí,

Γ0(γ0) =
1

γ0

∫ γ0

0

t

H0,γ0(t)
dt >

1

γ0

∫ γ0

αγ0

t

H0,γ0(t)
dt

≥ 1

γ0

αγ0

H0,γ0(αγ0)
γ0(1− α) =

(1− α)

αγ0

∫ αγ0

0

t

ζ̂0,γ0(t)
1
p−1

dt

>
(1− α)

αγ0

∫ αγ0

α2γ0

t

ζ̂0,γ0(t)
1
p−1

dt ≥ (1− α)

αγ0

α2γ0

ζ̂0,γ0(α2γ0)
1
p−1

αγ0(1− α)

=
(1− α)2α2γ0

α2γ0ζ̂k,γ0(α2γ0)
1
p−1

=
(1− α)2[

sup
{
ζk,γ0

(t)

tp−1 , t > α2γ0 = s0

}] 1
p−1

=
(1− α)2[

sup
{
k(t)
tp−1 , s0 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

>
(1− α)2[

(1−α)2(p−1)

‖ωM‖p−1
∞

]p−1 = ‖ωM‖.∞

Veja então que, neste caso,

Γ0(γ0) > ‖ωM‖∞, para γ0 = t0.

Segundo caso: s0 = 0, isto é, vale (K)0,t0 para algum t0 <∞.
Tomando α ∈ (0, 1) arbitrário, pelos cálculos feitos no primeiro caso, tomando γ0 = t0,

temos que

Γ0(γ0) >
(1− α)2[

sup
{
k(t)
tp−1 , α2γ0 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

.

Daí,

lim inf
α→0

Γ0(γ0) ≥ 1[
sup

{
k(t)
tp−1 , 0 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

>
1[

1

‖ωM‖p−1
∞

] 1
p−1

= ‖ωM‖∞.

Logo, existe α0 ∈ (0, 1) tal que

Γ0(γ0) > ‖ωM‖∞, para γ0 = t0.

Terceiro caso: t0 =∞, isto é, vale (K)s0,∞, para algum s0 > 0.
Dado α ∈ (0, 1) arbitrário, tome γ0 = γ0(α) = (s0 + 1)/α2, donde segue que

γ0 > α2γ0 = s0 + 1 > s0.
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Pelos cálculos feitos no primeiro caso, temos que

Γ0(γ0(α)) >
(1− α)2[

sup
{
k(t)
tp−1 , s0 + 1 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

.

Daí, de γ0 →∞ quando α→ 0, segue que

lim inf
α→0

Γ0(γ0(α, s0)) ≥ 1[
sup

{
k(t)
tp−1 , s0 + 1 < t <∞

}] 1
p−1

>
1[

1

‖ωM‖p−1
∞

] 1
p−1

= ‖ωM‖∞.

Logo, existe α0 ∈ (0, 1) tal que

Γ0(γ0(α0, s0)) > ‖ωM‖∞, para γ0 = (s0 + 1)/α2
0.

Quarto caso: s0 = 0 e t0 =∞, isto é, vale (K)0,∞

Basta tomar 0 < r0 < ∞ e α ∈ (0, 1) arbitrários e γ0 = γ0(α, r0) = (r0 + 1)/α2.
Procede-se como no caso anterior.

A Afirmação 2.1.4 está verificada, ou seja,

Γ0(γ0) =
1

γ0

∫ γ0

0

t

H0,γ0(t)
dt > ‖ωM‖∞.

De agora em diante, fixemos γ = γ0 ≤ t0.
Desde que lim

λ→0
Γλ(γ0) = Γ0(γ0) > ‖ωM‖∞ e lim

λ→∞
Γλ(γ0) = 0, existe λ∗ = λ∗(Ω) > 0 tal

que
Γλ∗(γ0) = ‖ωM‖L∞(Ω). (2.8)

Dado 0 < λ < λ∗, defina

ηλ(s) =
1

γ0

∫ s

0

t

Hλ,γ0(t)
dt, s > 0, (2.9)

e observe, desde que Γλ é decrescente em λ, que ηλ(γ0) = Γλ(γ0) > Γλ∗(γ0) = ‖ωM‖∞.
Assim, existe σ̄ = σ̄(λ) > 0 suficientemente pequeno tal que

ηλ(γ0) > ‖ωM‖∞ + σ̄. (2.10)

No Apêndice será mostrado que
Afirmação 2.1.5:

(i) [σ̄, ‖ωM‖∞ + σ̄] ⊂ Im(ηλ);
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(ii) ηλ ∈ C2((0,∞), Im(ηλ)) é crescente em s > 0;

(iii) η−1
λ := ψλ ∈ C2((Im(ηλ)\{0}, (0,∞)) é crescente em s > 0;

(iv) ψ′λ(s) =
γ0Hλ,γ0(ψλ(s))

ψλ(s)
, s > 0;

(v) ηλ é decrescente em λ > 0.

Para cada σ ∈ (0, σ̄], defina

vσ(x) = vσ,λ(x) := ψλ(ωM(x) + σ), x ∈ Ω. (2.11)

Da Afirmação 2.1.5 (iii), segue que vσ é crescente em σ. Além disso, de ωM ∈ C1(Ω), σ ∈
(0, σ̄] e da Afirmação 2.1.5 (i) e (iii), temos que vσ ∈ C1(Ω). Em particular, vσ ∈ W 1,∞(Ω).

Veja que, de (2.10), ωM(x) + σ̄ ≤ ‖ωM‖L∞(Ω) + σ̄ < ηλ(γ0), donde segue, da Afirmação
2.1.5 (iii), que

ψλ(ωM(x) + σ̄) < ψλ(ηλ(γ0)) = γ0.

Daí, vσ̄(x) < γ0 ≤ t0, para todo x ∈ Ω. Logo, sup
Ω

vσ̄(x) = ‖vσ̄‖∞ < γ0, o que acarreta

a existência de um ε0 = ε0(σ̄) > 0 suficientemente pequeno, tal que ‖vσ̄‖L∞(Ω) < γ0 − ε0.
Para cada 0 < σ < σ̄ e 0 < ε < ε0, temos que

sup
Ω

vσ(x) ≤ sup
Ω

vσ̄(x) = ‖vσ̄‖L∞(Ω) < γ0 − ε0 < γ0 − ε,

isto é,
‖vσ‖L∞(Ω) < γ0 − ε, 0 < σ < σ̄, 0 < ε < ε0. (2.12)

De (2.11), temos que ∇vσ = ψ′λ(ωM + σ)∇ωM , donde segue que

|∇vσ|p−2∇vσ = [ψ′λ(ωM + σ)]p−1|∇ωM |p−2∇ωM .

Assim, dada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0, temos∫
Ω

|∇vσ|p−2∇vσ∇φdx =

∫
Ω

[ψ′λ(ωM) + σ]p−1|∇ωM |p−2∇ωM∇φdx

=

∫
Ω

|∇ωM |p−2∇ωM∇([ψ′λ(ωM + σ)]p−1φ)dx

− (p− 1)

∫
Ω

|∇ωM |p[ψ′λ(ωM + σ)]p−2ψ′′λ(ωM + σ)φdx

Afirmação 2.1.6: [ψ′λ(ωM + σ)]p−1φ ∈ W 1,p
0 (Ω). (Veja demonstração no Apêndice.)



2.1 Problema de Dirichlet não-convectivo 35

Segue desta afirmação, de ψ′′λ ≤ 0, da hipótese (M), das afirmações 2.1.2 (ii) e 2.1.1
(i), de (2.12) e (2.6), para cada 0 < ε < ε0, 0 < σ < σ̄, que∫

Ω

|∇vσ|p−2∇vσ∇φdx ≥
∫

Ω

M(x)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1φdx

=

∫
Ω

M(x)γp−1
0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ)

]p−1

φdx (2.13)

≥
∫

Ω

[M(x)]γp−1
0

ζ̂λ,γ0(vσ + ε)

(vσ + ε)p−1
φdx ≥

∫
Ω

M(x)γp−1
0

ζ̂λ,γ0(vσ + ε)

γp−1
0

φdx

≥
∫

Ω

M(x)[ζk,γ0(vσ + ε) + λζj,γ0(vσ + ε)]φdx

e, de (2.3), (2.4), (2.12), (G)(i) e (F )(i), concluímos que∫
Ω

|∇vσ|p−2∇vσ∇φdx ≥
∫

Ω

[M(x)k(vσ + ε) + λM(x)j(vσ + ε)]φdx

≥
∫

Ω

[b(x)k(vσ + ε) + λc(x)j(vσ + ε)]φdx

≥
∫

Ω

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε)]φdx.

Logo,
−∆pvσ ≥ g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) em Ω,

para cada 0 < λ < λ∗, 0 < σ < σ̄, ε ∈ (0, ε0).
Além disso, σ < vσ < γ0 ≤ t0 em Ω, vσ = σ em ∂Ω e vσ ∈ C1(Ω).
Resta-nos verificar que

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0 e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞

)
, se t0 =∞.

De fato, se s0 = 0, então vale (K)0,t0 , o que implica que k0 < 1/‖ωM‖p−1
∞ .

Tomando

λ∗ =
1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
,

da Afirmação 2.1.3 (ii) temos, para cada 0 < λ < λ∗ e γ ∈ (0, t0], que

lim inf
γ→0

(Γλ(γ)− ‖ωM‖∞) =
1

(k0 + λj0)
1
p−1

− ‖ωM‖∞ >
1

(k0 + λ∗j0)
1
p−1

− ‖ωM‖∞ = 0.
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Assim, existe γ0 = γ0(λ) tal que

Γλ(γ0) > ‖ωM‖, 0 < λ < λ∗, (2.14)

o que verifica (2.8) e (2.9).
Analogamente, se t0 =∞, então vale (K)s0,∞, o que implica que k∞ < 1/‖ωM‖p−1

∞ .
Tomando

λ∗ =
1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞

)
,

da Afirmação 2.1.3 (i) temos, para cada 0 < λ < λ∗ e γ = γ(α) = s0/α, α ∈ (0, 1), que

lim inf
α→0

(Γλ(γ(α))−‖ωM‖∞) =
1

(k∞ + λj∞)
1
p−1

−‖ωM‖∞ >
1

(k∞ + λ∗j∞)
1
p−1

−‖ωM‖∞ = 0.

Assim, existe α0 ∈ (0, 1) tal que

Γλ(γ0) > ‖ωM‖, 0 < λ < λ∗, γ0 = s0/α0, (2.15)

o que verifica (2.8) e (2.9).

2.1.2 Demonstração do Teorema DL0

Demonstração. Do Lema 2.1 temos, para cada 0 < λ < λ∗, 0 < σ < σ̄ e 0 < ε < ε0 dados,
que  −∆p vσ ≥ g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) em Ω

vσ > σ em Ω e vσ = σ em ∂Ω.

Seja ϕΩ uma λ1,Ω(ρ)-autofunção de (AV ). De Anane (1987) [2], desde que ρ ∈ L∞(Ω),
segue que ϕΩ ∈ C1,α(Ω), α ∈ (0, 1). Em particular, ϕΩ ∈ W 1,∞(Ω). Observamos que não
consideramos a autofunção normalizada, embora isto pudesse ser feito.

Vamos mostrar que, para alguma constante C = CΩ > 0 apropriada, teremos

−∆p(CϕΩ) ≤ g(x,CϕΩ + ε) + λf(x,CϕΩ + ε) em Ω, (2.16)

para alguns ε > 0 suficientemente pequeno e λ > 0 parâmetro real.
No caso (i), devemos ter

λ ≥ λ1,Ω(ρ)− h0

l0
, isto é, λl0 + h0 ≥ λ1,Ω(ρ),
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donde segue que, para algum ε1 ∈ (0,min{s1, s2, γ0}),

λl(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
≥ λ1,Ω(ρ), para qualquer s ≤ ε1, (2.17)

em que s1, s2 ∈ (0, 1] foram dados em (G)(ii) e (F )(ii) e γ0 > 0 foi dada na Afirmação
2.1.4 do Lema 2.1.

Tome C = C(Ω, ε1) > 0 tal que C‖ϕΩ‖L∞(Ω) = ε1/2. Daí, para cada 0 < ε < ε1/2,
temos

C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε < C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε1/2 = ε1. (2.18)

Assim, dados φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0, e 0 < ε < ε1/2, segue de (AV ), (2.17), (F )(ii) e (G)(ii),
que ∫

Ω

|∇(CϕΩ)|p−2∇(CϕΩ)∇φdx ≤ λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(CϕΩ + ε)p−1φdx

≤
∫

Ω

[λl(CϕΩ + ε) + h(CϕΩ + ε)]ρ(x)φdx

≤
∫

Ω

[λf(x,CϕΩ + ε) + g(x,CϕΩ + ε)]φdx, (2.19)

o que verifica (2.16).
No caso (ii), dado λ ∈ (0, λ∗), existe ε2 = ε2(λ) ∈ (0,min{s1, s2, γ0}) tal que

λl(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
≥ λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ ε2. (2.20)

Tome C = C(Ω, ε2) > 0 tal que C‖ϕΩ‖L∞(Ω) = ε2/2. Daí, para cada ε ∈ (0, ε2/2), temos

C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε < C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε2/2 = ε2. (2.21)

Assim, dada φ ∈ C∞0 (Ω), com φ ≥ 0, segue de (AV ), (2.20), (F )(ii) e (G)(ii), para cada
ε ∈ (0, ε2/2), que∫

Ω

|∇(CϕΩ)|p−2∇(CϕΩ)∇φdx = λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(CϕΩ)p−1φdx

≤ λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(CϕΩ + ε)p−1φdx

≤
∫

Ω

[λd(x)l(CϕΩ + ε) + a(x)h(CϕΩ + ε)]φdx

≤
∫

Ω

[λf(x,CϕΩ + ε) + g(x,CϕΩ + ε)]φdx, (2.22)
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o que verifica (2.16).
No caso (iii), devemos ter, para algum ε3 ∈ (0,min{s1, γ0}),

h(s)

sp−1
> λ1,Ω(ρ), ∀ 0 < s < ε3. (2.23)

Tomando C = C(Ω, ε3) > 0 tal que C‖ϕ‖L∞(Ω) = ε3/2 temos, para cada ε ∈ (0, ε3/2), que

C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε < C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε3/2 = ε3, (2.24)

de (AV ), (2.23) e (G)(ii) segue, para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0, λ ∈ (0, λ∗) e ε ∈ (0, ε3/2)

dados, que∫
Ω

|∇(CϕΩ)|p−2∇(CϕΩ)∇φdx ≤ λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(CϕΩ + ε)p−1φdx

≤
∫

Ω

a(x)h(CϕΩ + ε)φdx

≤
∫

Ω

[λf(x,CϕΩ + ε) + g(x,CϕΩ + ε)]φdx, (2.25)

o que verifica (2.16). Tome ε4 = min{ε1, ε2, ε3} ∈ (0,min{s1, s2, γ0}). Assim, de (2.18),
(2.21) e (2.24), temos, para cada ε ∈ (0, ε4/2), que

C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε < ε4. (2.26)

Afirmação 2.1.7: CϕΩ(x) ≤ vσ(x), ∀ x ∈ Ω.
Verificação da Afirmação 2.1.7: De (2.13) temos, no sentido fraco, a validade de

−∆p vσ ≥M(x)γp−1
0

ζ̂λ,γ0(vσ)

vp−1
σ

(2.27)

e, de (G)(i), (F )(i), (2.3) e (2.26), para cada ε ∈ (0, ε4/2), reescrevemos (2.19), (2.22) e
(2.25) como

−∆p(CϕΩ) ≤ γp−1
0 b(x)

k(CϕΩ + ε)

γp−1
0

+ γp−1
0 λc(x)

j(CϕΩ + ε)

γp−1
0

≤ γp−1
0 b(x)

ζk,γ0(CϕΩ + ε)

(CϕΩ + ε)p−1
+ γp−1

0 λc(x)
ζj,γ0(CϕΩ + ε)

(CϕΩ + ε)p−1
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e, de (2.4) e (2.5), para cada ε ∈ (0, ε4/2), temos

−∆p(CϕΩ) ≤ M(x)γp−1
0 [ζ̂k,γ0(CϕΩ + ε) + λζ̂j,γ0(CϕΩ + ε)]

= M(x)γp−1
0

ζ̂λ,γ0(CϕΩ + ε)

(CϕΩ + ε)p−1
≤M(x)γp−1

0

ζ̂λ,γ0(CϕΩ)

(CϕΩ)p−1
. (2.28)

Ou seja, de (2.27) e (2.28), temos que

−∆p vσ ≥ γp−1
0 M(x)

ζ̂λ,γ0(vσ)

vp−1
σ

e −∆p CϕΩ ≤ γp−1
0 M(x)

ζ̂λ,γ0(CϕΩ)

(CϕΩ)p−1
,

em que, pela Afirmação 2.1.1 (i), ζ̂λ,γ0(s)/sp−1 é não-crescente em s > 0.
Desde que vσ, CϕΩ ∈ W 1,p(Ω) e CϕΩ = 0 < σ = vσ em ∂Ω segue, pelo Teorema 1.2

de [48], que a Afirmação 2.1.7 é verdadeira.
Defina agora F̂ε : Ω× [0,∞)→ [0,∞) por

F̂ε(x, s) :=

 g(x, s+ ε) + λf(x, s+ ε), s ≤ vσ

g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε), s ≥ vσ,
(2.29)

em que ε ∈ (0,min{ε0, ε4} = ε5) e considere o problema auxiliar −∆p u = F̂ε(x, u) em Ω

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω.
(2.30)

Afirmação 2.1.8:

(i) F̂ε é Carathéodory;

(ii) vσ e Cϕ são, respectivamente, supersolução e subsolução de (2.30);

(iii) |F̂ε(x, s)| ≤ C(|s|) para alguma função crescente C : R+ → R+.

A verificação do item (iii) desta afirmação encontra-se no Apêndice.
Pelo Teorema 1.1 [3], existe uσ,ε ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) com 0 < Cϕ ≤ uσ,ε ≤ vσ

satisfazendo (2.30). Este fato, aliado a (2.29), permite-nos concluir que∫
Ω

|∇uσ,ε|p−2∇uσ,ε∇φdx =

∫
Ω

[g(x, uσ,ε + ε) + λf(x, uσ,ε + ε)]φdx,

para quaisquer φ ∈ C∞0 (Ω), ε ∈ (0, ε5/2).
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Seja {Ωk} uma sequência de domínios suaves e limitados tais que

Ωk ⊂ Ωk+1 e Ω =
∞⋃
k=1

Ωk.

Tomando um inteiro k ≥ 1 suficientemente grande tal que supp(φ) ⊂ Ωk, temos que∫
Ωk

|∇uσ,ε|p−2∇uσ,ε∇φdx =

∫
Ωk

[g(x, uσ,ε + ε) + λf(x, uσ,ε + ε)]φdx.

Pelo Teorema 1.3, existem αk ∈ (0, 1) e Ck > 0 constante real, independentes de ε,
tais que

|∇uσ,ε(x)| ≤ Ck e |∇uσ,ε(x)−∇uσ,ε(y)| ≤ Ck|x− y|αk , x, y ∈ Ωk. (2.31)

Fazendo ε = 1
n
e uσ,ε = uσ,n, segue que {uσ,n} é sequência limitada em C1,αk(Ωk).

Logo, existem uma subsequência {ukσ,n} ⊆ {uσ,n} e uma função ukσ ∈ C1,βk(Ωk), βk < αk,

tais que
ukσ,n −→ ukσ, quando n→∞, em C1,βk(Ωk). (2.32)

No apêndice deste trabalho, mostraremos que
Afirmação 2.1.9:

(i)
∫

Ωk

|∇ukσ,n|p−2∇ukσ,n∇φdx
n→∞−→

∫
Ωk

|∇ukσ|p−2∇ukσ∇φdx,

(ii)
∫

Ωk

[g(x, ukσ,n +
1

n
) + λf(x, ukσ,n +

1

n
)]φdx

n→∞−→
∫

Ωk

[g(x, ukσ) + λf(x, ukσ)]φdx.

Portanto, ∫
Ωk

|∇ukσ|p−2∇ukσ∇φdx =

∫
Ωk

[g(x, ukσ) + λf(x, ukσ)]φdx.

Repetindo o mesmo argumento para Ωk+1, temos que existem uma subsequência
{u(k+1)

σ,n } ⊆ {ukσ,n} em C1,α(k+1)(Ωk+1) e uma função u(k+1)
σ em C1,β(k+1)(Ωk+1), β(k+1) <

αk+1, tais que
u(k+1)
σ,n

n→∞−→ u(k+1)
σ em C1,β(k+1)(Ωk+1)

e ∫
Ωk+1

|∇u(k+1)
σ |p−2∇u(k+1)

σ ∇φdx =

∫
Ωk+1

[g(x, u(k+1)
σ ) + λf(x, u(k+1)

σ )]φdx.

Prosseguindo desta forma, temos que existem uma subsequência {u(k+r)
σ,n } ⊆ {u(k+r−1)

σ,n }
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em C1,α(k+r)(Ωk+r) e uma função u(k+r)
σ em C1,β(k+r)(Ωk+r), β(k+r) < α(k+r), tais que

u(k+r)
σ,n

n→∞−→ u(k+r)
σ em C1,β(k+r)(Ωk+r).

Além disso,∫
Ωk+r

|∇u(k+r)
σ |p−2∇u(k+r)

σ ∇φdx =

∫
Ωk+r

[g(x, u(k+r)
σ ) + λf(x, u(k+r)

σ )]φdx.

Daí,

ukσ,1 ukσ,2 ukσ,3 ukσ,4 ukσ,5 · · ·
n→∞−→ ukσ em C1,βk(Ωk)

u
(k+1)
σ,1 u

(k+1)
σ,2 u

(k+1)
σ,3 u

(k+1)
σ,4 u

(k+1)
σ,5 · · · n→∞−→ u(k+1)

σ em C1,β(k+1)(Ωk+1)

u
(k+2)
σ,1 u

(k+2)
σ,2 u

(k+2)
σ,3 u

(k+2)
σ,4 u

(k+2)
σ,5 · · · n→∞−→ u(k+2)

σ em C1,β(k+2)(Ωk+2)

...
...

...
...

...
...

u
(k+r)
σ,1 u

(k+r)
σ,2 u

(k+r)
σ,3 u

(k+r)
σ,4 u

(k+r)
σ,5 · · · n→∞−→ u(k+r)

σ em C1,β(k+r)(Ωk+r)

...
...

...
...

...
...

com {u(k+r)
σ,n } ⊆ {u(k+r−1)

σ,n } e u
(k+r)
σ |Ω(k+r−1)

= u
(k+r−1)
σ .

Defina uσ,r : Ω→ (0,∞) por

uσ,r(x) = u
(k+r)
(σ,r+1)(x), x ∈ Ω(k+r), r ≥ 0.

Seja
uσ(x) = lim

r→∞
uσ,r(x), x ∈ Ω.

Então, uσ ∈ C1(Ω), 0 < CϕΩ ≤ uσ ≤ vσ < γ0 em Ω e∫
Ω

|∇uσ|p−2∇uσ∇φdx =

∫
Ω

[g(x, uσ) + λf(x, uσ)]φdx, φ ∈ C∞0 (Ω).

Observe agora que

lim
σ→0

vσ(x) := lim
σ→0

ψλ(ωM(x) + σ) = ψλ(ωM(x)) := v(x), x ∈ Ω

e, como lim
s→0

ηλ(s) = 0, da Afirmação 2.1.5 (ii) e de (M), podemos concluir que v(x) = 0

em ∂Ω.
Tomando σ = 1/m e uσ = um consideramos, como antes, uma sequência de domínios
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suaves e limitados {Ωk} tais que

Ωk ⊂ Ωk+1 e Ω =
∞⋃
k=1

Ωk,

donde segue que existe uma subsequência {ukm} ⊆ {um} e uma função uk ∈ C1,βk(Ωk) tais
que ukm

m→∞−→ uk em C1,βk(Ωk). Além disso, dada φ ∈ C∞0 (Ω), temos∫
Ωk

|∇uk|p−2∇uk∇φdx =

∫
Ωk

[g(x, uk) + λf(x, uk)]φdx.

Repetindo o mesmo argumento nos demais subdomínios, definimos

ur(x) = u
(k+r)
(r+1)(x), x ∈ Ωk+r, r ≥ 0

e mostramos, através do processo de limite diagonal utilizado acima, que

u(x) = lim
r→∞

ur(x), x ∈ Ω e u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

satisfaz ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
Ω

[g(x, u) + λf(x, u)]φdx, φ ∈ C∞0 (Ω)

e, além disso, 0 < CϕΩ ≤ u ≤ v < γ0 em Ω e u ∈ C1(Ω)∩C(Ω), pois, se xk → x0 em ∂Ω,
então 0 ≤ lim

k→∞
u(xk) ≤ lim

k→∞
v(xk) = 0 = u(x0).
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2.2 Problema de Dirichlet com convectividade não-

negativa

Considere o problema −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u) em Ω

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(P+)

em que Ω ⊂ RN é domínio limitado, λ > 0 e µ ≥ 0 são parâmetros reais, g, f : Ω×(0,∞)→
[0,∞) e V : Ω× RN → R são funções contínuas tais que

(G) (i) existem funções contínuas b : Ω → [0,∞), b 6= 0, e k : (0,∞) → (0,∞), tais
que

g(x, s) ≤ b(x)k(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0,∞);

(ii) existem s1 ∈ (0, 1] e funções a : Ω → [0,∞), a ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω),

h : (0, s1)→ (0,∞), h ∈ C(Ω), tais que

g(x, s) ≥ a(x)h(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0, s1).

(F ) (i) existem funções contínuas c : Ω → [0,∞), c 6= 0, e j : (0,∞) → (0,∞), tais
que

f(x, s) ≤ c(x)j(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0,∞);

(ii) existem s2 ∈ (0, 1] e funções d : Ω → [0,∞), d ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω),

l : (0, s2)→ (0,∞), l ∈ C(Ω), tais que

f(x, s) ≥ d(x)l(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0, s2).

(V1) |V (x, ξ)| ≤ α(x)|ξ|q + β(x), x ∈ Ω, ξ ∈ RN ,

em que α, β : Ω→ [0,∞) são funções contínuas em L∞(Ω) e q ∈ [0, p].

(M) existe ωM ∈ C1(Ω) tal que −∆p ωM = M(x) em Ω

ωM > 0 em Ω e ωM = 0 em ∂Ω,
(2.33)

em que M(x) := max{2b(x), 2c(x), α(x), β(x)}, x ∈ Ω.
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(K)s0,t0 sup
(s0,t0)

k(s)

sp−1
<

[
1−

(
s0
t0

) 1
2

]2(p−1)

‖ωM‖p−1
∞

, para alguns 0 ≤ s0 < t0 ≤ ∞.

Teorema DL+: Suponha V 	 0, (G), (F ), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ∈ [0, p]. Então
existem λ∗ ≥ 0 e c, λ∗ > 0 tais que, para cada λ∗ < λ < λ∗ dado, existem µ∗ = µ∗(λ) > 0

e uma função u = uλ,µ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), com cϕΩ ≤ u < t0, satisfazendo (P ) em cada
uma das seguintes situações:

(i) λ∗ = max
{

0,
λ1,Ω(ρ)−h0

l0

}
, 0 ≤ µ ≤ µ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) λ∗ = 0, 0 ≤ µ ≤ µ∗, se l0 =∞;

(iii) λ∗ = 0, 0 ≤ µ ≤ µ∗, se l0 = 0 e h0 > λ1,Ω(ρ).

Adicionalmente,

(iv) se q ∈ [0, p− 1], então

(iv)1 λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞
)
, se t0 =

∞,

(iv)2 µ∗(λ) = min

{
[k(γ0)+λj(γ0)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(Ω)
, k(γ0)+λj(γ0)

4

}
, em que γ0 = t0, se s0 > 0,

e γ0 = 0, se s0 = 0;

(v) se q ∈ (p− 1, p], então existe um θ0 ∈ (1/2, 1), tal que

(v)1 λ∗ ≥ 1
j0

(
θ0

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
θ0

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞
)
, se t0 =

∞,

(v)2 µ∗ =∞, se t0 =∞ e se k∞ > 0.

Para demonstrar este resultado considere, para alguns ε, σ > 0 dados, a ε, σ-família de
problemas  −∆p u ≥ g(x, u+ ε) + λf(x, u+ ε) + µV (x,∇u) em Ω

u > σ em Ω e u = σ em ∂Ω.
(2.34)

Mostraremos o

Lema 2.3. Suponha V 	 0, (G)(i), (F )(i), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ∈ [0, p]. Então
existe λ∗ > 0 tal que, para cada 0 < λ < λ∗ dado, existem µ∗ = µ∗(λ) > 0 e
vσ = vσ,λ,µ ∈ C1(Ω), ambos independentes de ε, satisfazendo (3.12), para cada 0 ≤ µ < µ∗.
Adicionalmente,



2.2 Problema de Dirichlet com convectividade não-negativa 45

(i) se q ∈ [0, p− 1], então

(i)1 λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞
)
, se t0 =

∞,

(i)2 µ∗(λ) = min

{
[k(γ0)+λj(γ0)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(Ω)
, k(γ0)+λj(γ0)

4

}
, em que γ0 = t0, se s0 > 0,

e γ0 = 0, se s0 = 0;

(ii) se q ∈ (p− 1, p], então existe um θ0 ∈ (1/2, 1), tal que

(ii)1 λ∗ ≥ 1
j0

(
θ0

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
θ0

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞
)
, se t0 =

∞,

(ii)2 µ∗ =∞, se t0 =∞ e se k∞ > 0.

2.2.1 Demonstração do Lema 2.3

Demonstração. Defina as funções contínuas ζk,γ, ζj,γ, ζ̂k,γ, ζ̂j,γ, ζ̂λ,γ e Hλ,γ como na
demonstração do Lema 2.1 e considere suas propriedades, contidas nas Afirmações 2.1.1
e 2.1.2.

Dividiremos esta demonstração em duas partes, sendo que a primeira corresponderá
ao caso em que q ∈ [0, p− 1] e a segunda, ao caso em que q ∈ (p− 1, p].
Primeira parte: q ∈ [0, p− 1]

Neste caso, a demonstração segue de forma muito similar à do Lema 2.1. Definimos

Γλ(γ) =
1

γ

∫ γ

0

t

Hλ,γ(t)
dt, γ > 0,

e confirmamos a validade da Afirmação 2.1.3. Como na Afirmação 2.1.4, existe γ0 > 0 tal
que Γ0(γ0) > ‖ωM‖∞. Tomamos λ∗ > 0 tal que Γλ∗(γ0) = ‖ωM‖∞ e definimos, para cada
0 < λ < λ∗ dado, a função

ηλ(s) =
1

γ0

∫ s

0

t

Hλ,γ0(t)
dt, s > 0.

Da monotonicidade de Γλ em relação a λ, temos ηλ(γ0) = Γλ(γ0) > Γλ∗(γ0) = ‖ωM‖∞.
Como em (2.10), existe σ̄ = σ̄(λ) > 0 suficientemente pequeno tal que ηλ(γ0) >

‖ωM‖∞ + σ̄ e, como em (2.11), definimos, para cada 0 < λ < λ∗, 0 < σ < σ̄, a função

vσ(x) = vσ,λ(x) := ψλ(ωM(x) + σ), x ∈ Ω,
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obtendo (2.12) e a Afirmação 2.1.6.
Assim, dada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0 temos, como em (2.13), que∫

Ω

|∇vσ|p−2∇vσ∇φdx ≥
∫

Ω

M(x)γp−1
0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ))

]p−1

φdx. (2.35)

Para cada ε ∈ (0, ε0), 0 < σ < σ̄, das Afirmações 2.1.2 (ii), 2.1.1(i) e 2.1.1(ii) e da relação
(2.12) observe que, por um lado,

1

2

∫
Ω

M(x)γp−1
0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ)

]p−1

φdx ≥ 1

2

∫
Ω

M(x)γp−1
0

ζ̂λ,γ0(vσ + ε)

(vσ + ε)p−1
φdx

≥ 1

2

∫
Ω

M(x)γp−1
0

ζ̂λ,γ0(vσ + ε)

(γ0)p−1
φdx,

≥ 1

2

∫
Ω

M(x)[ζk,γ0(vσ + ε) + λζj,γ0(vσ + ε)]φdx.

Assim, para cada ε ∈ (0, ε0) e 0 < λ < λ∗ dados, segue de (2.12), (2.3), (2.4), da definição
de M , de (G)(i) e de (F )(i), que

1

2

∫
Ω

M(x)γp−1
0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ)

]p−1

φdx ≥ 1

2

∫
Ω

M(x)[k(vσ + ε) + λj(vσ + ε)]φdx

≥ 1

2

∫
Ω

[2b(x)k(vσ + ε) + λ2c(x)j(vσ + ε)]φdx

≥
∫

Ω

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε)]φdx. (2.36)

Por outro lado, para cada 0 < λ < λ∗ dado, tome µ∗1 = µ∗1(Ω, λ, γ0, ‖∇ωM‖L∞(Ω)) > 0,
tal que

µ∗1 =
γp−1−q

0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))
p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(Ω)

. (2.37)
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Daí, das Afirmações 2.1.2(iii) e (iv), segue que

1

2

∫
Ω

M(x)γp−1
0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ)

]p−1

φdx ≥ 1

4

∫
Ω

M(x)γp−1
0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]φdx

+
1

4

∫
Ω

M(x)γp−1−q
0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ)

]p−1−q [
γ0Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ)

]q
φdx

≥ γp−1
0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

∫
Ω

M(x)φdx

+
{γ0[Ik(γ0) + λIj(γ0)]

1
p−1}p−1−q

4

∫
Ω

M(x)[ψ′λ(ωM + σ)]qφdx,

e, de (2.37), obtemos

1

2

∫
Ω

M(x)γp−1
0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ)

]p−1

φdx

≥ γp−1
0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

∫
Ω

β(x)φdx+ µ∗1‖∇ωM‖
q
L∞(Ω)

∫
Ω

M(x)[ψ′λ(ωM + σ)]qφdx

≥ γp−1
0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

∫
Ω

β(x)φdx+ µ∗1

∫
Ω

M(x)[ψ′λ(ωM + σ)]q|∇ωM |qφdx.

Definindo µ∗(Ω) = µ∗Ω(Ω, λ, γ0, ‖∇ωM‖L∞(Ω)) > 0 por

µ∗ = min

{
µ∗1,

γp−1
0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

}
, (2.38)

utilizando (V1) e o fato que V ≥ 0, reescrevemos, para cada 0 ≤ µ ≤ µ∗,

1

2

∫
Ω

M(x)γp−1
0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM + σ))

ψλ(ωM + σ)

]p−1

φdx ≥ µ∗
∫

Ω

β(x)φdx+ µ∗
∫

Ω

α(x)|∇vσ|qφdx

≥ µ

∫
Ω

V (x,∇vσ)φdx. (2.39)

Retomando (2.35), de (2.36) e (2.39) segue, para cada 0 < λ < λ∗e 0 ≤ µ ≤ µ∗, que∫
Ω

|∇vσ|p−2∇vσ∇φdx ≥
∫

Ω

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ)]φdx.

Além disso, desde que ωM(x) = 0 em ∂Ω, temos v(x) = ψλ(ωM(x) + σ) = σ em ∂Ω e,
de ωM ∈ C1(Ω) e ψλ ∈ C2((Im(ηλ)\{0}, (0,∞))), temos que v ∈ C1(Ω). Isto conclui a
demonstração do Lema 2.3 para o caso em que q ∈ [0, p− 1].
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Segunda parte: q ∈ (p− 1, p]

Neste caso, precisamos introduzir um parâmetro θ ∈ (0, 1) e redefinir Γλ por

Γλ,θ(γ) =
θ

γ

∫ γ

0

tθ

Hλ,γ(tθ)
dt, γ > 0.

Analogamente ao verificado na Afirmação 2.1.3, podemos mostrar as seguintes
propriedades referentes à função Γλ,θ:
Afirmação 2.2.1:

(i) lim
γ→∞

Γλ,θ(γ) =
θ

(k∞ + λj∞)
1
p−1

;

(ii) lim
γ→0

Γλ,θ(γ) =
θ

(k0 + λj0)
1
p−1

;

(iii) Γλ,θ é decrescente em λ.

Afirmação 2.2.2: Existem γ0 > 0 e θ0 ∈ (0, 1) tais que Γ0,θ0(γ0) > ‖ωM‖∞.
Verificação da Afirmação 2.2.2:
Primeiro caso: 0 < s0 < t0 <∞

Tome α = (s0/t0)
1
2 e γ0 = t0. Daí,

Γ0,θ(γ0) >
θ

γ0

∫ γ0

αγ0

tθ

H0,γ0(tθ)
dt ≥ θ

γ0

(αγ0)θ

H0,γ0((αγ0)θ)
γ0(1− α)

>
θ(1− α)

(αγ0)θ

∫ (αγ0)θ

αθ(αγ0)θ

t

ζ̂0,γ0(t)
1
p−1

dt

≥ θ(1− α)(1− αθ)(α2γ0)θ

(α2γ0)θζ̂k,γ0((α2γ0)θ)
1
p−1

=
θ(1− α)(1− αθ)[

sup
{
k(t)
tp−1 , sθ0 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

=
θ(1− α)(1− αθ)

Aθ
,

em que Aθ =
[
sup

{
k(t)
tp−1 , s

θ
0 < t ≤ γ0

}] 1
p−1 .

Portanto, da hipótese (K)s0,t0 , é possível escolher θ0 ∈ (0, 1) tal que

Γ0,θ0(γ0) >
θ0(1− α)(1− αθ0)

Aθ0
≥ ‖ωM‖∞.

Segundo caso: s0 = 0, isto é, vale (K)0,t0 , para algum t0 <∞.
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Iniciaremos a verificação deste caso observando que, da hipótese (K)0,t0 , podemos
escolher θ0 ∈ (0, 1) tal que θ0 > A‖ωM‖∞, em que

A =

[
sup

{
k(t)

tp−1
, 0 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

.

Tomando α ∈ (0, 1) arbitrário, pelos cálculos feitos no primeiro caso, com γ0 = t0, temos
que

Γ0,θ0(γ0) >
θ0(1− α)(1− αθ0)[

sup
{
k(t)
tp−1 , (α2γ0)θ0 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

.

Daí,

Γ0,θ(γ0) = lim inf
α→0

Γ0,θ0(γ0) ≥ θ0[
sup

{
k(t)
tp−1 , 0 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

=
θ0

A
> ‖ωM‖∞.

Desta forma, existe α0 ∈ (0, 1) tal que Γ0,θ(γ0) > ‖ωM‖∞.
Terceiro caso: t0 =∞, isto é, vale (K)s0,∞, para algum s0 > 0.

Novamente segue de (K)s0,∞ que existe θ0 ∈ (0, 1) tal que θ0 > A‖ωM‖∞, em que

A = [sup{k(t)

tp−1
, s0 + 1 < t <∞}]

1
p−1 .

Dado α ∈ (0, 1) arbitrário, tome

γ0 = γ0(α, s0) =
(s0 + 1)1/θ0

α2
,

donde segue que γ0 > α2γ0 = (s0 + 1)
1
θ > (s0 + 1) > s0.

Pelos cálculos feitos no primeiro caso, temos que

Γ0,θ0(γ0) >
θ0(1− α)(1− αθ0)[

sup
{
k(t)
tp−1 , s0 + 1 < t ≤ γ0

}] 1
p−1

.

Daí, obtemos que

lim inf
α→0

Γ0,θ(γ0(α, s0)) ≥ θ0[
sup{ k(t)

tp−1 , s0 + 1 < t <∞}
] 1
p−1

=
θ0

A
> ‖ωM‖∞.
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Como antes, existe α0 ∈ (0, 1) tal que

Γ0,θ(γ0(α0, s0)) > ‖ωM‖∞.

Isto conclui a verificação da afirmação 2.2.2.
A partir de agora, fixemos γ = γ0 e θ = θ0, como nos casos anteriores. Desde que

lim
λ→0

Γλ(γ0) = Γ0(γ0) > ‖ωM‖∞ e lim
λ→∞

Γλ(γ0) = 0, existe λ∗ > 0 tal que

Γλ∗(γ0) = ‖ωM‖∞.

Dado 0 < λ < λ∗, defina

ηλ(s) =
θ0

γ0

∫ s

0

tθ0

Hλ,γ0(tθ0)
dt, s > 0.

Observe que, desde que Γλ é decrescente em λ, temos ηλ(γ0) = Γλ(γ0) > ‖ωM‖∞.
Como antes, existe σ̄ = σ̄(λ) > 0 suficientemente pequeno tal que

ηλ(γ0) > ‖ωM‖∞ + σ̄. (2.40)

Afirmação 2.2.3: (Análoga à prova da afirmação 2.1.5.)

(i) [σ̄, ‖ω‖∞ + σ̄] ⊂ Im(ηλ);

(ii) ηλ ∈ C2((0,∞), Im(ηλ)) é crescente em s > 0;

(iii) η−1
λ := ψλ ∈ C2((Im(ηλ)\{0}, (0,∞)) é crescente em s > 0;

(iv) ψ′λ(s) =
γ0Hλ,γ0((ψλ(s))

θ0)

θ0(ψλ(s))θ0
, s > 0;

(v) ηλ é decrescente em λ.

Desde que ωM ∈ C1(Ω) e ∂ωM/∂ν < 0 em ∂Ω, segue que min
∂Ω
|∇ωM | > 0.

Desta forma, existem δ0 > 0 suficientemente pequeno e k0 = k0(δ0) > 0 tais que

|∇ωM |p >
k0(δ0)

2
, para qualquer x ∈ Ωδ0 , (2.41)

em que Ωδ0 = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ0}.
Tome

σ̃ = min

{
1, σ̄,

k0(δ0)

2‖∇ωM‖q∞

}
. (2.42)
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Para cada 0 < λ < λ∗ dado considere, para σ ∈ (0, σ̃], a função

vσ(x) = vσ,λ,θ0(x) := [ψλ(ωM(x) + σ)]θ0 , x ∈ Ω.

Da Afirmação 2.2.3 (iii) e de θ0 ∈ (0, 1), observe que vσ é crescente em σ. Além disso,
de ωM ∈ C1(Ω), σ ∈ (0, σ̃] e da Afirmação 2.2.3(i) e (iii), temos que vσ ∈ C1(Ω). Em
particular, vσ ∈ W 1,∞(Ω).

Como σ̃ < σ̄, de (2.40), temos que ‖ωM‖L∞(Ω) + σ̃/2 < ‖ωM‖L∞(Ω) + σ̄ < ηλ(γ0), donde
segue que

ψλ(ωM(x) + σ̃/2) < ψλ(ηλ(γ0)) = γ0.

Portanto,
v σ̃

2
(x) < γθ00 , para cada x ∈ Ω. (2.43)

Desta forma, sup
Ω

vσ̃/2(x) = ‖vσ̃/2‖L∞(Ω) < γθ00 , donde segue que existe ε0 = ε0(σ̃) > 0

suficientemente pequeno tal que

‖v σ̃
2
‖L∞(Ω) ≤ γθ00 − ε0. (2.44)

Agora, dados 0 < σ < σ̃
2
e 0 < ε < ε0, temos que

sup
Ω

vσ(x) ≤ sup
Ω

v σ̃
2

= ‖v σ̃
2
‖L∞(Ω) ≤ γθ00 − ε0 < γθ00 − ε,

isto é,
‖vσ‖L∞(Ω) < γθ00 − ε, σ ∈ (0, σ̃/2) e ε ∈ (0, ε0).

Como vσ̃/2 = σ̃/2 em ∂Ω, existe δ1 = δ1(σ̃) > 0 suficientemente pequeno tal que

vσ̃/2(x) < σ̃, para qualquer x ∈ Ωδ1 . (2.45)

Tomando δ = min{δ0, δ1} temos, por (2.41), (2.45) e (2.42), que

|∇ωM(x)|p

vσ(x)
>
|∇ωM(x)|p

vσ̃/2(x)
>

k0(δ0)

2vσ̃/2(x)
>
k0(δ0)

2σ̃
>
k0(δ0)

2

2‖∇ωM‖q∞
k0(δ0)

≥ |∇ωM(x)|q,

(2.46)
para cada x ∈ Ωδ.

Considere agora a função τ ∈ C∞(Ω), 0 ≤ τ ≤ 1, dada por

τ(x) :=

{
1, se x ∈ Ω\Ωδ

0, se x ∈ Ω δ
2
.
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Assim, qualquer função φ ∈ C∞0 (Ω) pode ser escrita como φ = τφ+ (1− τ)φ.

Com isto, para qualquer φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0, 0 < σ < σ̃/2, temos∫
Ω

|∇vσ|p−2∇vσ∇φdx =

∫
Ω

|∇vσ|p−2∇vσ∇[τφ+ (1− τ)φ]dx

=

∫
Ω\Ω δ

2

|∇vσ|p−2∇vσ∇(τφ)dx+

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx. (2.47)

De (2.11), segue que ∇vσ(x) = θ0[ψλ(ωM(x) + σ)]θ0−1ψ′λ(ωM(x) + σ)∇ωM(x), x ∈ Ω.

Trabalharemos inicialmente em Ω\Ω δ
2
.∫

Ω\Ω δ
2

|∇vσ|p−2∇vσ∇(τφ)dx

=

∫
Ω\Ω δ

2

θ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1|∇ωM |p−2∇ωM∇(τφ)dx

=

∫
Ω\Ω δ

2

|∇ωM |p−2∇ωM∇{θ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ}dx−

− (θ0 − 1)(p− 1)

∫
Ω\Ω δ

2

|∇ωM |pθ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)−1[ψ′λ(ωM + σ)]pτφdx

− (p− 1)

∫
Ω\Ω δ

2

|∇ωM |pθ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−2ψ′′λ(ωM + σ)τφdx

≥
∫

Ω\Ω δ
2

|∇ωM |p−2∇ωM∇{θ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ}dx.

Afirmação 2.2.4: {θ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ} ∈ W 1,p

0 (Ω).
A verificação desta afirmação encontra-se no Apêndice.
Observamos que da Afirmação 2.2.4 temos, por (M) e da Afirmação 2.2.3 (iv), que∫

Ω\Ω δ
2

|∇vσ|p−2∇vσ∇τφdx ≥
∫

Ω\Ω δ
2

M(x)θ0
p−1[ψλ(ωM +σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM +σ)]p−1τφdx

=

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)θ0
p−1v

(θ0−1)(p−1)
θ0

σ
γp−1

0

θp−1
0

[
Hλ,γ0((ψλ(ωM + σ))θ0)

(ψλ(ωM + σ))θ0

]p−1

τφdx. (2.48)

Da Afirmação 2.1.2 (ii), de (2.43) e de (2.44) temos, por um lado, para cada ε ∈ (0, ε0],
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que

1

2

∫
Ω\Ω δ

2

|∇vσ|p−2∇vσ∇τφdx ≥
1

2

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)vσ
(θ0−1)(p−1)

θ0 γp−1
0

[
Hλ,γ0(vσ)

(vσ)

]p−1

τφdx

≥ 1

2

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)vσ
(θ0−1)(p−1)

θ0 γp−1
0

ζ̂λ,γ0(vσ)

vp−1
σ

τφdx

≥ 1

2

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)γ
(θ0−1)(p−1)
0 γp−1

0

ζ̂λ,γ0(vσ + ε)

(vσ + ε)p−1
τφdx

≥ 1

2

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)γ
(p−1)θ0
0

ζ̂λ,γ0(vσ + ε)

γ
θ0(p−1)
0

τφdx

Segue da Afirmação 2.1.1 (ii), de (2.3), da definição de M , de (G)(i) e (F )(i) que

1

2

∫
Ω\Ω δ

2

|∇vσ|p−2∇vσ∇τφdx ≥
1

2

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)[ζk,γ0(vσ + ε) + λζj,γ0(vσ + ε)]τφdx

≥ 1

2

∫
Ω\Ω δ

2

[2b(x)k(vσ + ε) + 2λc(x)j(vσ + ε)]τφdx

≥
∫

Ω\Ω δ
2

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε)]τφdx, (2.49)

para cada λ ∈ (0, λ∗), σ ∈ (0, σ̃/2), ε ∈ (0, ε0] dados.
Observe agora que

lim
ā→0

vσ(x) = lim
σ→0

[ψλ(ωM(x) + σ)]θ0 = [ψλ(ωM(x))]θ0 := v(x), x ∈ Ω.

Desde que vσ > v > 0 em Ω\Ω δ
2
e q ∈ (p− 1, p], existe C2 = C2(δ) > 0, independente

de σ, tal que[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]q−(p−1)

≤
[
Hλ,γ0(v)

v

]q−(p−1)

≤
∥∥∥∥Hλ,γ0(v)

v

∥∥∥∥q−(p−1)

L∞(Ω\Ω δ
2

)

≤ C2

min
Ω\Ω δ

2

v


(θ0−1)(p−1−q)

θ0

≤ C2v
(θ0−1)(p−1−q)

θ0

< C2v
(θ0−1)(p−1−q)

θ0
σ , para qualquer x ∈ Ω\Ω δ

2
,
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isto é, para cada x ∈ Ω\Ω δ
2
,

1

C2

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]q
≤
[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p−1

v
(θ0−1)(p−1−q)

θ0
σ . (2.50)

Tome µ∗1 = µ∗1(Ω, γ0, C2(δ), ‖∇ωM‖L∞(Ω)) > 0, independente de σ, dado por

µ∗1 =
γp−1−q

0

4C2‖∇ωM‖qL∞(Ω)

. (2.51)

Segue agora das Afirmações 2.1.2 (iii) e (iv), de (2.50) e (2.51) que

1

2

∫
Ω\Ω δ

2

|∇vσ|p−2∇vσ∇τφdx ≥
1

2

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)v
(θ0−1)(p−1)

θ0
σ γp−1

0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p−1

τφdx

=
1

4

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)v
(θ0−1)(p−1)

θ0
σ γp−1

0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p−1

τφdx

+
1

4

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)v
(θ0−1)(p−1)

θ0
σ γp−1

0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p−1

τφdx

≥ 1

4

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)γ
(θ0−1)(p−1)
0 γp−1

0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]τφdx

+
1

4

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)v
(θ0−1)(p−1−q)

θ0
σ γp−1−q

0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p−1
θq0
θq0
v

(θ0−1)q
θ0

σ γq0τφdx

≥ γ
(p−1)θ0
0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]

4

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)τφdx

+
γp−1−q

0

4C2

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)θq0v
(θ0−1)q
θ0

σ
γq0
θq0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]q
τφdx

=
γ

(p−1)θ0
0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]

4

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)τφdx

+ µ∗1‖∇ωM‖
q
L∞(Ω)

∫
Ω\Ω δ

2

M(x)[θ0ψλ(ωM + σ)θ0−1ψ′λ(ωM + σ)]qτφdx
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o que produz

1

2

∫
Ω\Ω δ

2

|∇vσ|p−2∇vσ∇τφdx ≥
γ

(p−1)θ0
0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]

4

∫
Ω\Ω δ

2

β(x)τφdx

+ µ∗1

∫
Ω\Ω δ

2

α(x)[θ0ψλ(ωM + σ)θ0−1ψ′λ(ωM + σ)|∇ωM |]qτφdx. (2.52)

Definindo µ∗δ
2

= µ∗δ
2

(Ω, γ0, C2(δ), ‖∇ωM‖L∞(Ω), λ, θ0) > 0, independente de σ, por

µ∗δ
2

= min

{
γ

(p−1)θ0
0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]

4
, µ∗1

}
,

utilizando (V1) e o fato de ser V ≥ 0 reescrevemos, para cada 0 ≤ µ < µ∗δ
2

, (2.52) como

1

2

∫
Ω\Ω δ

2

|∇vσ|p−2∇vσ∇τφdx ≥ µ∗δ
2

∫
Ω\Ω δ

2

[β(x) + α(x)|∇vσ|q]τφdx

≥ µ

∫
Ω\Ω δ

2

V (x,∇vσ)τφdx. (2.53)

Retomando (2.48), de (2.49) e (2.53) temos que∫
Ω\Ω δ

2

|∇vσ|p−2∇vσ∇τφdx ≥
∫

Ω\Ω δ
2

[g(x, vσ+ε)+λf(x, vσ+ε)+µV (x,∇vσ)]τφdx, (2.54)

para cada 0 < λ < λ∗, 0 ≤ µ ≤ µ∗δ
2

, ε ∈ (0, ε0] dados.
Trabalharemos agora no anel Ωδ.∫

Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx

= θ0
p−1

∫
Ωδ

[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1|∇ωM |p−2∇ωM∇(1− τ)φdx

=

∫
Ωδ

|∇ωM |p−2∇ωM∇{θ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1(1− τ)φ}dx

−(θ0 − 1)(p− 1)

∫
Ωδ

|∇ωM |pθ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)−1[ψ′λ(ωM + σ)]p(1− τ)φdx (2.55)

− (p− 1)

∫
Ωδ

|∇ωM |pθ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−2ψ′′λ(ωM + σ)(1− τ)φdx.
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De forma análoga ao feito para obter (2.49), temos, por um lado, que

1

2

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx

≥ θ0
p−1

2

∫
Ωδ

M(x)[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1(1− τ)φdx

≥
∫

Ωδ

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε)](1− τ)φdx, (2.56)

para cada 0λ ∈ (0, λ∗), σ ∈ (0, σ̃/2), ε ∈ (0, ε0) dados.
Observe agora que, desde que vσ < 1 em Ωδ (por (2.42)), q < p e θ0 < 1, temos que

vpσ < vqσ, donde segue que

[vσ(x)]
(θ0−1)p
θ0 > [vσ(x)]

(θ0−1)q
θ0 , para cada x ∈ Ωδ. (2.57)

Além disso, desde que Hλ,γ0(s)/s é não-crescente para s > 0, temos que

Hλ,γ0(vσ)

vσ
≥ Hλ,γ0(1)

1
= Hλ,γ0(1),

o que nos leva a

[Hλ,γ0(1)]p−q
[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]q
≤
[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p
, x ∈ Ωδ. (2.58)

Por outro lado, de (2.55), das Afirmações 2.2.3 (iv), 2.2.4 e de (M), temos

1

2

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx

=
1

4

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx+
1

4

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx

≥ −(θ0 − 1)(p− 1)

4

∫
Ωδ

|∇ωM |pθp−1
0 [ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)−1[ψ′λ(ωM + σ)]p(1− τ)φdx

+
1

4

∫
Ωδ

|∇ωM |p−2∇ωM∇{θ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1(1− τ)φ}dx

=
(1− θ0)(p− 1)

4

∫
Ωδ

|∇ωM |pθp−1
0 v

p(θ0−1)−θ0
θ0

σ
γp0
θp0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p
(1− τ)φdx

+
1

4

∫
Ωδ

M(x)θ0
p−1[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1(1− τ)φdx,
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ou seja,

1

2

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx

=
(1− θ0)(p− 1)

4

∫
Ωδ

|∇ωM |p

vσ

θp−1
0

θp−1
0

v
p(θ0−1)
θ0

σ γp0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p
(1− τ)φdx

+
1

4

∫
Ωδ

M(x)θ0
p−1v

(θ0−1)(p−1)
θ0

σ
γp−1

0

θp−1
0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p
(1− τ)φdx.

De (2.46), das Afirmações 2.1.2 (iii) e (iv), reescrevemos

1

2

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx

≥ (1− θ0)(p− 1)

4

∫
Ωδ

|∇ωM |qv
p(θ0−1)
θ0

σ γp0

[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]p
(1− τ)φdx

+
1

4

∫
Ωδ

M(x)γ
(θ0−1)(p−1)
0 γp−1

0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)](1− τ)φdx

e, de (2.57) e (2.58),

1

2

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx

>
(1− θ0)(p− 1)

4

∫
Ωδ

|∇ωM |qv
(θ0−1)q
θ0

σ γp−q0 γq0
θq0
θq0

[Hλ,γ0(1)]p−q
[
Hλ,γ0(vσ)

vσ

]q
(1− τ)φdx

+
γ

(p−1)θ0
0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]

4

∫
Ωδ

M(x)(1− τ)φdx

=
(1− θ0)(p− 1)[γ0Hλ,γ0(1)]p−q

4

∫
Ωδ

θq0v
(θ0−1)q
θ0

σ

[
γ0Hλ,γ0(vσ)

θ0vσ

]q
|∇ωM |q(1− τ)φdx

+
γ

(p−1)θ0
0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]

4

∫
Ωδ

M(x)(1− τ)φdx.

Definindo µ∗δ = µ∗δ(Ω, θ0, γ0, ‖α‖L∞(Ω)) > 0 por

µ∗δ = min

{
(1− θ0)(p− 1)[γ0Hλ,γ0(1)]p−q

4
,
γ

(p−1)θ0
0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]

4

}
,
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finalmente obtemos

1

2

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx ≥ µ∗δ‖α‖L∞(Ω)

∫
Ωδ

|∇vσ|q(1− τ)φdx+ µ∗δ

∫
Ωδ

M(x)(1− τ)φdx

≥ µ∗δ

∫
Ωδ

[α(x)|∇vσ|q + β(x)](1− τ)φdx

≥ µ

∫
Ωδ

V (x,∇vσ)(1− τ)φdx, (2.59)

para qualquer 0 ≤ µ < µ∗δ , sendo que a última desigualdade segue de (V1) e do fato de
que V ≥ 0.

Retomando (2.55), de (2.56) e (2.59), temos que∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx ≥
∫

Ωδ

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ)](1− τ)φdx,

(2.60)
para cada 0 < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗δ , σ ∈ (0, σ̃/2), ε ∈ (0, ε0) dados.

Assim, de (2.54) e (2.60) em (2.47), obtemos∫
Ω

|∇vσ|p−2∇vσ∇φdx =

∫
Ω\Ω δ

2

|∇vσ|p−2∇vσ∇τφdx+

∫
Ωδ

|∇vσ|p−2∇vσ∇(1− τ)φdx

≥
∫

Ω\Ω δ
2

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ)]τφdx

+

∫
Ωδ

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ)](1− τ)φdx

=

∫
Ω

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ)]τφdx

+

∫
Ω

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ)](1− τ)φdx

=

∫
Ω

[g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ)]φdx,

para cada 0 < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, ε ∈ (0, ε0) dados, em que µ∗ = min{µ∗δ
2

, µ∗δ}. Além
disso, desde que ωM(x) = 0 em ∂Ω, temos vσ(x) = [ψλ(ωM(x) + σ)]θ0 = σ em ∂Ω e, pela
regularidade das funções envolvidas, vσ ∈ C1(Ω) ⊂ W 1,∞(Ω).

Para concluir a demonstração do Lema 2.3, resta-nos verificar as estimativas dadas
em (i) e (ii). Se q ∈ [0, p− 1], a verificação de que

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞

)
, se t0 =∞
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é análoga à demonstração do Lema 2.1. Vamos agora mostrar que

µ∗(λ) = min

{
[k(γ0) + λj(γ0)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(Ω)

,
k(γ0) + λj(γ0)

4

}
,

em que γ0 = t0 se s0 > 0 e γ0 = 0 se s0 = 0. De fato, se s0 = 0, tome

µ∗ = min

{
[k(0) + λj(0)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(Ω)

,
k(0) + λj(0)

4

}
,

relembrando que k(0) = lim
s→0

k(s) e j(0) = lim
s→0

j(s).
Dado 0 < µ < µ∗, temos

µ < lim
s→0

sp−1−q

4‖∇ωM‖q∞

[
k(s)

sp−1
+ λ

j(s)

sp−1

] p−1−q
p−1

e µ < lim
s→0

sp−1

4

[
k(s)

sp−1
+ λ

j(s)

sp−1

]
.

Assim, existem s1(µ), s2(µ) > 0 suficientemente pequenos tais que

µ <
sp−1−q

4‖∇ωM‖q∞
[Ik(s) + λIj(s)]

p−1−q
p−1 , s < s1 e µ <

sp−1

4
[Ik(s) + λIj(s)], s < s2.

Tomando γ̃0 = min{s1, s2, γ0}, em que γ0 foi dado por (2.14), temos que

µ <
γ̃p−1−q

0

4‖∇ωM‖q∞
[Ik(γ̃0) + λIj(γ̃0)]

p−1−q
p−1 e µ <

γ̃p−1
0

4
[Ik(γ̃0) + λIj(γ̃0)].

Analogamente, se t0 = ∞, relembramos que k(∞) = lim
s→∞

k(s), j(∞) = lim
s→∞

j(s) e
consideramos

µ∗ = min

{
[k(∞) + λj(∞)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(Ω)

,
k(∞) + λj(∞)

4

}
,

donde segue que existem s1(µ), s2(µ) > 0 suficientemente grandes tais que

µ <
sp−1−q

4‖∇ωM‖q∞
[Ik(s) + λIj(s)]

p−1−q
p−1 , s > s1 e µ <

sp−1

4
[Ik(s) + λIj(s)], s > s2.

Tomando γ̃0 = max{s1, s2, γ0(α0)}, em que γ0(α0) foi dado por (2.15), obtemos a conclusão
desejada.

Agora, se q ∈ (p− 1, p], mostramos que

λ∗ ≥ 1

j0

(
θ0

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
se s0 = 0 e λ∗ ≥ 1

j∞

(
θ0

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞

)
se t0 =∞,
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por analogia ao feito na demonstração do Lema 2.1.

2.2.2 Demonstração do Teorema DL+

Demonstração. Do Lema 2.3, existe vσ = vσ,λ,µ satisfazendo −∆p vσ ≥ g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ) em Ω

vσ > σ em Ω e vσ = σ em ∂Ω,

para cada 0 < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗ dados, σ ∈ (0, σ̃/2) e ε ∈ (0, ε0] foram obtidos na
demonstração do Lema 2.3.

Seja ϕΩ uma λ1,Ω(ρ)-autofunção de (AV ). Vamos mostrar que, para alguma constante
C = CΩ > 0 apropriada, teremos

−∆p(CϕΩ) ≤ g(x,CϕΩ + ε) + λf(x,CϕΩ + ε) + µV (x,∇CϕΩ) em Ω,

para alguns ε > 0 suficientemente pequeno, 0 < λ < λ∗ e 0 ≤ µ < µ∗ dados.
No caso (i), devemos ter

λ ≥ λ1,Ω(ρ)− h0

l0
, isto é, λl0 + h0 ≥ λ1,Ω(ρ),

donde segue que, para algum ε1 ∈ (0,min{s1, s2, γ0, γ
θ0
0 }),

λl(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
≥ λ1,Ω(ρ), para qualquer s ≤ ε1,

em que s1, s2 ∈ (0, 1] foram dados em (G)(ii) e (F )(ii).
Tome C = C(Ω, ε1) > 0 tal que C‖ϕΩ‖L∞(Ω) = ε1/2. Daí, para cada 0 < ε < ε1/2,

temos
C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε < C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε1/2 = ε1. (2.61)

Assim, dados φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0 obtemos, de forma semelhante a (2.19), que∫
Ω

|∇(CϕΩ)|p−2∇(CϕΩ)∇φdx ≤
∫

Ω

[λf(x,CϕΩ + ε) + g(x,CϕΩ + ε)]φdx.

No caso (ii), dado λ ∈ (0, λ∗), existe ε2 = ε2(λ) ∈ (0,min{s1, s2, γ0, γ
θ0
0 }) tal que

λl(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
≥ λ1,Ω(ρ), para qualquer s ≤ ε2.
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Tome C = C(Ω, ε2) > 0 tal que C‖ϕΩ‖L∞(Ω) = ε2/2. Daí, para cada ε ∈ (0, ε2/2), temos

C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε < C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε2/2 = ε2. (2.62)

Assim, dada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0 obtemos, de maneira análoga a (2.22), que∫
Ω

|∇(CϕΩ)|p−2∇(CϕΩ)∇φdx ≤
∫

Ω

[λf(x,CϕΩ + ε) + g(x,Cϕ+ ε)]φdx.

No caso (iii), devemos ter, para algum ε3 ∈ (0,min{s1, γ0 γ
θ0
0 }),

h(s)

sp−1
> λ1,Ω(ρ), ∀ 0 < s < ε3.

Tomando C = C(Ω, ε3) > 0 tal que C‖ϕΩ‖L∞(Ω) = ε3/2 temos, para cada ε ∈ (0, ε3/2),
que

C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε < C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε3/2 = ε3, (2.63)

e, de forma similar a (2.25), para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0, λ ∈ (0, λ∗) e ε ∈ (0, ε3/2)

dados, temos que∫
Ω

|∇(CϕΩ)|p−2∇(CϕΩ)∇φdx ≤
∫

Ω

[λf(x,CϕΩ + ε) + g(x,CϕΩ + ε)]φdx.

Tome ε4 = min{ε1, ε2, ε3} ∈ (0,min{s1, s2, γ0, γ
θ0
0 }).

Desde que V ≥ 0, temos, em qualquer dos casos,∫
Ω

|∇(CϕΩ)|p−2∇(CϕΩ)∇φdx ≤
∫

Ω

[g(x,CϕΩ + ε) + λf(x,CϕΩ + ε) +µV (x,∇CϕΩ)]φdx,

para cada ε ∈ (0, ε4/2), 0 < λ < λ∗ e 0 < µ > µ∗ dados.
Afirmação 2.2.5: Cϕ(x) ≤ vσ(x), ∀ x ∈ Ω.
Verificação da Afirmação 2.2.5: Na primeira parte da demonstração do Lema 2.3,
definimos, para o caso em que q ∈ [0, p−1], vσ = ψλ(ωM+σ). Neste caso, esta desigualdade
é obtida utilizando raciocínio análogo ao da Afirmação 2.1.7 do Lema 2.1.

Para o caso em que q ∈ (p − 1, p], definimos, na segunda parte da demonstração do
Lema 2.3, vσ = [ψλ(ωM + σ)]θ0 , para algum θ0 ∈ (0, 1).

Dos cálculos feitos temos, no sentido fraco, a validade de

−∆p vσ ≥M(x)γ
(p−1)θ0
0

ζ̂λ,γ0(vσ)

vp−1
σ

, x ∈ Ω, (2.64)
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e de (2.61), (2.62) e (2.63), temos que

C‖ϕΩ‖L∞(Ω) + ε < ε4. (2.65)

De (G)(i), (F )(i), (2.3), (2.4) e (2.65), para cada ε ∈ (0, ε4/2), reescrevemos

−∆p(CϕΩ) ≤ γ
(p−1)θ0
0 b(x)

k(CϕΩ + ε)

γ
(p−1)θ0
0

+ γ
(p−1)θ0
0 λc(x)

j(CϕΩ + ε)

γ
(p−1)θ0
0

≤ γ
(p−1)θ0
0 b(x)

ζk,γ0(CϕΩ + ε)

(CϕΩ + ε)p−1
+ γ

(p−1)θ0
0 λc(x)

ζj,γ0(CϕΩ + ε)

(CϕΩ + ε)p−1

e, de (2.5) e (2.6), para cada ε ∈ (0, ε4/2), temos

−∆p(CϕΩ) ≤ M(x)γ
(p−1)θ0
0 [ζ̂k,γ0(CϕΩ + ε) + λζ̂j,γ0(CϕΩ + ε)]

= M(x)γ
(p−1)θ0
0

ζ̂λ,γ0(CϕΩ + ε)

(CϕΩ + ε)p−1
≤M(x)γ

(p−1)θ0
0

ζ̂λ,γ0(CϕΩ)

(CϕΩ)p−1
. (2.66)

Isto é, de(2.64) e (2.66) temos que

−∆p vσ ≥ γ
(p−1)θ0
0 M(x)

ζ̂λ,γ0(vσ)

vp−1
σ

e −∆p(CϕΩ) ≤ γ
(p−1)θ0
0 M(x)

ζ̂λ,γ0(CϕΩ)

(CϕΩ)p−1
,

em que, pela Afirmação 2.1.1 (i), ζ̂λ,γ0(s)/sp−1 é não-crescente em s > 0.
Desde que vσ, CϕΩ ∈ W 1,p(Ω) e CϕΩ = 0 < σ = vσ em ∂Ω segue, pelo Teorema 1.2,

que a Afirmação 2.2.5 é verdadeira.
Definimos F̂ε como em (2.29) e consideramos o problema auxiliar −∆p u = F̂ε(x, u) + µV (x,∇u) em Ω

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω.
(2.67)

Por definição de F̂ε, segue que vσ e CϕΩ são, respectivamente, supersolução e subsolução
de (2.67). Faça

Ĝε(x, s, ξ) := F̂ε(x, s) + µV (x, ξ).

Afirmação 2.2.6: (Veja demonstração de (ii) no Apêndice.)

(i) Ĝε é Carathéodory;

(ii) Existe um função crescente D(.) tal que |Ĝε(x, s, ξ)| ≤ D(|s|)(1 + |ξ|p), x ∈ Ω.

Após esta afirmação, segue do Teorema 1.1 que existe uσ,ε ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) com

0 < CϕΩ ≤ uσ,ε ≤ vσ satisfazendo (2.67).
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Como uσ,ε ≤ vσ, segue que

F̂ε(x, uσ,ε) = g(x, uσ,ε + ε) + λf(x, uσ,ε + ε),

o que implica que, para qualquer φ ∈ C∞0 (Ω), temos∫
Ω

|∇uσ,ε|p−2∇uσ,ε∇φdx =

∫
Ω

[g(x, uσ,ε + ε) + λf(x, uσ,ε + ε) + µV (x,∇uσ,ε)]φdx,

para quaisquer ε ∈ (0, ε4/2), 0 < σ < σ̃, 0 < λ < λ∗ e 0 < µ < µ∗.
Seja {Ωk} uma sequência de domínios suaves e limitados tais que

Ωk ⊂ Ωk+1 e Ω =
∞⋃
k=1

Ωk.

Procedendo como no caso não-convectivo, conclui-se a demonstração do Teorema
DL+.
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2.3 Problema de Dirichlet com o termo convectivo não-

positivo

Considere o problema −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u) em Ω

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω,
(P−)

em que Ω ⊂ RN é domínio limitado, λ > 0 e µ ≥ 0 são parâmetros reais, g, f : Ω×(0,∞)→
[0,∞) e V : Ω× RN → R são funções contínuas tais que

(G) (i) existem funções contínuas b : Ω → [0,∞), b 6= 0, e k : (0,∞) → (0,∞), tais
que

g(x, s) ≤ b(x)k(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0,∞);

(ii) existem s1 ∈ (0, 1] e funções a : Ω → [0,∞), a ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω),

h : (0, s1)→ (0,∞), h ∈ C(Ω), tais que

g(x, s) ≥ a(x)h(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0, s1).

(F ) (i) existem funções contínuas c : Ω → [0,∞), c 6= 0, e j : (0,∞) → (0,∞), tais
que

f(x, s) ≤ c(x)j(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0,∞);

(ii) existem s2 ∈ (0, 1] e funções d : Ω → [0,∞), d ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω),

l : (0, s2)→ (0,∞), l ∈ C(Ω), tais que

f(x, s) ≥ d(x)l(s), para quaisquer (x, s) ∈ Ω× (0, s2).

(V1) |V (x, ξ)| ≤ α(x)|ξ|q + β(x),

em que α : Ω → [0,∞), β : Ω → [0,∞) são funções contínuas tais que
α, β, α/d, α/a, β/a ∈ L∞(Ω) e q ∈ [0, p].

(M) existe ωM ∈ C1(Ω) tal que −∆p ωM = M(x) em Ω

ωM > 0 em Ω e ωM = 0 em ∂Ω,
(2.68)
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em que M(x) := max{b(x), c(x)}, x ∈ Ω.

(K)s0,t0 sup
(s0,t0)

k(s)

sp−1
<

[
1−

(
s0
t0

) 1
2

]2(p−1)

‖ωM‖p−1
∞

, para alguns 0 ≤ s0 < t0 ≤ ∞.

Introduziremos, no que segue, um número θ0, necessário à obtenção da subsolução.
Para isto, consideremos a definição, estabelecida por meio de uma relação entre q e p:

θ0 :=



q

q − (p− 1)
, q ∈ (p− 1, p]

p

p− 1
, q = p− 1 ou q = 0

θ̃0 ∈
(

p

p− 1
,

p− q
p− 1− q

)
, q ∈ (0, p− 1).

(2.69)

Teorema DL−: Assuma V � 0, (G), (F ), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ∈ [0, p].
Suponha que

(a) h(0) > 0 ou (b) β ≡ 0.

Então existem λ∗ ≥ 0 e c, λ∗ > 0 tais que, para cada λ∗ < λ < λ∗ dado, existem
µ∗ = µ∗(λ) > 0 e uma função u = uλ,µ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), com cϕΩ ≤ u < t0, solução de
(P) em cada uma das seguintes situações:

(i) λ∗ < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) 0 < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 =∞;

(iii) 0 < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 = 0 e h0 > 3θp−1
0 λ1,Ω(ρ),

em que θ0 > 1, se ocorrer (a), e θ0 é dado por (2.69), se ocorrer (b).
Adicionalmente,

(iv) λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞
)
, se t0 =∞;

(v) se (a) ocorrer, então existe c1 > 0 tal que µ∗ ≥ c1h(0);

(vi) se (b) ocorrer e q ∈ [p− 1, p], então existem c2, c3 > 0 tais que

(vi)1 µ∗ ≥ c2λl0, se ocorrer (i)(ii),

(vi)2 µ∗ ≥ c3h0, se ocorrer (iii).
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Observação 2.4. Ressaltamos que, no teorema acima, temos que µ∗ = µ∗(λ) apenas nas
situações (b)(i) e (ii).

Para demonstrar este resultado considere, para alguns ε, σ > 0 dados, a ε-família de
problemas  −∆p u ≥ g(x, u+ ε) + λf(x, u+ ε) + µV (x,∇u) em Ω

u > σ em Ω e u = σ em ∂Ω.
(2.70)

Mostraremos o

Lema 2.5. Suponha V � 0, (G)(i), (F )(i), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ≥ 0. Então, existe
ε0 > 0 tal que, para cada 0 < ε < ε0 dado, existem λ∗ > 0 e vσ = vσ,λ,µ ∈ C1(Ω),
todos independentes de ε, satisfazendo (2.70), para quaisquer 0 < λ < λ∗, µ ≥ 0.
Adicionalmente,

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(Ω)

− k∞

)
, se t0 =∞.

Antes de iniciarmos as demonstrações desta seção, ressaltamos que εi e Ci, i = 1, 2, 3, ...

representarão sempre constantes positivas.

2.3.1 Demonstração do Lema 2.5

Demonstração. No Lema 2.1, mostramos que existe vσ ∈ C1(Ω) tal que −∆p vσ ≥ g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) em Ω

vσ > σ em Ω e vσ = σ em ∂Ω,

para cada 0 < λ < λ∗ e ε ∈ (0, ε0] dados, em que λ∗, σ e ε0 foram dados por (2.8), (2.11)
e (2.12), respectivamente.

Desde que V ≤ 0, para cada µ ≥ 0 vale a desigualdade

−∆p vσ ≥ g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ), em Ω,

o que conclui a demonstração do Lema 2.5.

2.3.2 Demonstração do Teorema DL−

Demonstração. A demonstração do Teorema DL− será dividida em duas partes, sendo
que na primeira delas será considerado o caso em que h(0) > 0 e, na segunda, o caso em
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que esta hipótese não é exigida, mas β ≡ 0.
Seja ϕΩ a λ1,Ω(ρ)-autofunção positiva de (AV) em que, como antes, ρ : Ω → (0,∞) é

dada por ρ(x) = min{a(x), d(x)}, x ∈ Ω.
Mostraremos que, para qualquer ε ∈ (0, ε), teremos

−∆p(Cϕθ0Ω ) ≤ g(x,Cϕθ0Ω + ε) + λf(x,Cϕθ0Ω + ε) + µV (x,∇(Cϕθ0Ω )), em Ω,

em que ε e C = C(Ω, θ0, ε) serão fixadas.
Demonstração de (a)− (i): h(0) > 0 e 0 < l0 <∞.

Tome

λ∗ = max

{
0,

3θp−1
0 λ1,Ω(ρ)− h0

l0

}
≥ 0

e

µ∗ = min

{
h(0)

3‖β
a
‖L∞(Ω)

,
h(0)

3θq0‖αa‖L∞(Ω)‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)‖ϕ(θ0−1)q‖L∞(Ω)

}
> 0. (2.71)

Dados λ > λ∗ e µ < µ∗, existem τ1, τ2, τ3 > 0 suficientemente pequenos tais que

λ
l(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
≥ 3θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ τ1; (2.72)

h(s) ≥ 3µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
L∞(Ω)

, para qualquer 0 < s ≤ τ2; (2.73)

h(s) ≥ 3µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
L∞(Ω)

‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)‖ϕΩ
(θ0−1)q‖L∞(Ω), para qualquer s ≤ τ3. (2.74)

Tome ε1 = min{τ1, τ2, τ3, s1, s2} e C1 = C1(Ω, ε1, θ0) tais que

C1‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) ≤ ε1/2 e C1‖ϕΩ‖θ0−1

∞ ≤ C0,

em que C0 é a constante da subsolução do caso não-convectivo.
Assim, para cada 0 < ε < ε1/2, temos

C1‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) + ε < ε1 e C1ϕ

θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω. (2.75)
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Assim, dada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0, temos∫
Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qφdx+ µ

∫
Ω

β(x)φdx

=

∫
Ω

(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇φdx+ µ

∫
Ω

(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )q|∇ϕΩ|qα(x)φdx+ µ

∫
Ω

β(x)φdx

=

∫
Ω

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1φ]dx

− (θ0 − 1)(p− 1)

∫
Ω

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ(θ0C1)p−1ϕ
(θ0−1)(p−1)−1
Ω ∇ϕΩφdx

+ µ

∫
Ω

a(x)

a(x)
(θ0C1ϕ

θ0−1
Ω )q|∇ϕΩ|qα(x)φdx+ µ

∫
Ω

a(x)

a(x)
β(x)φdx

≤
∫

Ω

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1φ]dx

+ µ
∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
θq0‖ϕ

(θ0−1)q
Ω ‖∞‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω

a(x)φdx+ µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
∞

∫
Ω

a(x)φdx

De maneira semelhante à demonstração das Afirmações 2.1.6 e 2.2.4, mostramos a
Afirmação 2.3.1: [(θ0C1ϕ

θ0−1)p−1φ] ∈ W 1,p
0 (Ω).

Desta afirmação, de (AV ), (2.73) e (2.74) segue, para cada ε ∈ (0, ε1/2), que∫
Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qφdx+ µ

∫
Ω

β(x)φdx

≤
∫

Ω

λ1,Ω(ρ)ρ(x)ϕp−1
Ω (θ0C1ϕ

θ0−1
Ω )p−1φdx

+ µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
‖ϕ(θ0−1)q

Ω ‖∞‖∇ϕΩ‖q∞
∫

Ω

a(x)φdx+ µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
∞

∫
Ω

a(x)φdx

≤ θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(C1ϕ
θ0
Ω )p−1φdx+

1

3

∫
Ω

a(x)h(C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

1

3

∫
Ω

a(x)h(C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx.

Agora, utilizando (2.72), (F )(ii) e (G)(ii), reescrevemos a última desigualdade como∫
Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qφdx+ µ

∫
Ω

β(x)φdx

≤ 1

3
ρ(x)[λl(C1ϕ

θ0
Ω + ε) + h(C1ϕ

θ0
Ω + ε)]φdx+

2

3

∫
Ω

a(x)h(C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx

< λ

∫
Ω

d(x)l(C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

a(x)h(C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx

≤ λ

∫
Ω

f(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx.
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Desta forma, segue de (V1) que

−∆p(C1ϕ
θ0
Ω ) ≤ λf(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + g(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + µ[−α(x)|∇(C1ϕ

θ0
Ω )|q − β(x)]

≤ λf(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε) + g(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + µV (x,∇(C1ϕ

θ0
Ω )) em Ω,

para cada ε ∈ (0, ε1/2) , λ∗ < λ ≤ λ∗, ≤ µ < µ∗ dados.
Demonstração de (a)− (ii): h(0) > 0 e l0 =∞

De l0 =∞, temos que existe τ4 > 0 suficientemente pequeno tal que

λ
l(s)

sp−1
≥ θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ τ4. (2.76)

Definimos agora µ∗ > 0 como em (2.71) e tomamos ε2 = min{τ2, τ3, τ4, s1, s2} e
C2 = C2(Ω, ε2, θ0) tais que

C2‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) ≤ ε2/2 e C2‖ϕΩ‖θ0−1

∞ (x) ≤ C0,

em que C0 é a constante da subsolução do caso não-convectivo.
Assim, para cada 0 < ε < ε2/2, temos

C2‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) + ε < ε2 e C2ϕ

θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω. (2.77)

Então, para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0 e ε ∈ (0, ε2/2) dados, segue de (AV ), (2.73),
(2.74), (2.76), (F )(ii) e (G)(ii) que∫

Ω

|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C2ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|qφdx+ µ

∫
Ω

β(x)φdx

≤ λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(θ0C2ϕ
θ0
Ω )p−1φdx

+ µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
‖ϕ(θ0−1)q

Ω ‖∞‖∇ϕΩ‖q∞
∫

Ω

a(x)φdx+ µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
∞

∫
Ω

a(x)φdx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(C2ϕ
θ0
Ω + ε)p−1φdx+

2

3

∫
Ω

a(x)h(C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx

≤ λ

∫
Ω

ρ(x)l(C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

2

3

∫
Ω

a(x)h(C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx

≤ λ

∫
Ω

f(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx.

Usando (V1), como antes, temos que

−∆p(C2ϕ
θ0
Ω ) ≤ λf(x,C2ϕ

θ0
Ω + ε) + g(x,C2ϕ

θ0
Ω + ε) + µV (x,∇(C2ϕ

θ0
Ω )) em Ω,
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para cada ε ∈ (0, ε2/2) , λ∗ < λ ≤ λ∗, 0 ≤ µ < µ∗ dados.
Demonstração de (a)− (iii): h(0) > 0, l0 = 0 e h0 > 3θ0λ1,Ω(ρ)

De h0 > 3θp−1
0 λ1,Ω(ρ), segue que existe τ5 > 0 suficientemente pequeno tal que

h(s)

sp−1
≥ 3θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ τ5. (2.78)

Definindo µ∗ > 0 como em (2.71), tomamos ε3 = min{τ2, τ3, τ5, s1, s2} e C3 = C3(Ω, ε3, θ0)

tais que, por analogia com os casos anteriores, satisfazem, para cada ε ∈ (0, ε3/2) dado,

C3‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) + ε < ε3 e C3ϕ

θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω. (2.79)

Daí, para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0 e ε ∈ (0, ε3/2) dados, de (AV ), (2.73), (2.74), (2.78)
e (G)(ii), temos que∫

Ω

|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C3ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|qφdx+ µ

∫
Ω

β(x)φdx

≤ λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(θ0C3ϕ
θ0
Ω )p−1φdx

+ µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
‖ϕ(θ0−1)q

Ω ‖∞‖∇ϕΩ‖q∞
∫

Ω

a(x)φdx+ µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
∞

∫
Ω

a(x)φdx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(C3ϕ
θ0
Ω + ε)p−1φdx+

2

3

∫
Ω

a(x)h(C3ϕ
θ0
Ω + ε)φdx

≤ 1

3

∫
Ω

ρ(x)h(C3ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

2

3

∫
Ω

a(x)h(C3ϕ
θ0
Ω + ε)φdx

≤ λ

∫
Ω

f(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)φdx.

Como antes,

−∆p(C3ϕ
θ0
Ω ) ≤ λf(x,C3ϕ

θ0
Ω + ε) + g(x,C3ϕ

θ0
Ω + ε) + µV (x,∇(C3ϕ

θ0
Ω )) em Ω,

para cada ε ∈ (0, ε3/2) , 0 < λ ≤ λ∗, 0 ≤ µ < µ∗ dados.
Tome agora

ε = min
{ε1

2
,
ε2
2
,
ε3
2

}
e C = CΩ = min{C1, C2, C3}.

Assim temos, em qualquer dos casos,

−∆p(Cϕθ0Ω ) ≤ g(x,Cϕθ0Ω + ε) + λf(x,Cϕθ0Ω + ε) + µV (x,∇(Cϕθ0Ω )) em Ω,
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para cada ε ∈ (0, ε) dado.
Tomando ε− = min{ε0, ε}, do Lema 2.3 e do exposto acima, temos que

−∆p vσ ≥ g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ), em Ω

e
−∆p(Cϕθ0Ω ) ≤ g(x,Cϕθ0Ω + ε) + λf(x,Cϕθ0Ω + ε) + µV (x,∇(Cϕθ0Ω )) em Ω,

para ε ∈ (0, ε−), 0 ≤ µ ≤ µ∗, 0 < λ ≤ λ∗((ii), (iii)) ou λ∗ < λ ≤ λ∗((i)).
De (2.75) (2.77), (2.79) e da Afirmação 2.1.8, temos que

0 < Cϕθ0(x) ≤ C0ϕ(x) ≤ vσ(x) em Ω.

Definindo F̂ε como em (2.29) e Ĝε como em (2.67), reafirmamos a validade das Afirmações
11 e 12 da seção 2.2.

O restante da demonstração segue de forma semelhante à do Teorema DL+. A
demonstração da primeira parte do Teorema DL− está concluída.

Analisaremos agora a situação em que não exigimos que h(0) > 0, mas, em
contrapartida, devemos ter β ≡ 0. Neste caso, a demonstração será dividida em três
casos: q ∈ (p− 1, p], q = p− 1 e q ∈ [0, p− 1), em que verificaremos, em cada um deles,
os itens (i), (ii) e (iii) do teorema.
Primeiro Caso: q ∈ (p− 1, p], θ0 = q/[q − (p− 1)].

Demonstração de (b)− (i): β ≡ 0 e 0 < l0 <∞
Tome

λ∗ = max

{
0,

2θp−1
0 λ1,Ω(ρ)− h0

l0

}
≥ 0

e
µ∗ = µ∗λ(Ω) =

λl0
2θq0‖αd‖L∞(Ω)‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)

> 0. (2.80)

Dados λ > λ∗ e µ ≤ µ∗, existem τ1, τ2 > 0 suficientemente pequenos tais que

λ
l(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
≥ 2θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer s ≤ τ1; (2.81)

λ
l(s)

sp−1
≥ 2µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
L∞(Ω)

‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω), para qualquer s ≤ τ2. (2.82)

Tomamos ε1 = min{τ1, τ2, s1, s2} > 0 e C1 = C1(Ω, ε1, θ0) > 0 tais que, por analogia à
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primeira parte da demonstração, satisfazem, para cada ε ∈ (0, ε1/2) dado,

C1‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) + ε < ε1 e C1ϕ

θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω. (2.83)

Além disto, segue desta construção que Cq
1 < Cp−1

1 e

(θ0 − 1)q =
(q − q + p− 1)

q − (p− 1)
q = (p− 1)

q

q − (p− 1)
= (p− 1)θ0.

Assim, para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0, segue das observações anteriores, de (2.81) e (2.83)
que ∫

Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qφdx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1φdx+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω

d(x)(C1ϕ
θ0
Ω )p−1φdx

≤ 1

2

∫
Ω

[λl(C1ϕ
θ0
Ω + ε) + h(C1ϕ

θ0
Ω + ε)]ρ(x)φdx+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω

d(x)(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1φdx.

Usando (2.82), (F )(ii) e (G)(ii), reescrevemos∫
Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qφdx

≤ λ

2

∫
Ω

d(x)l(C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

1

2

∫
Ω

a(x)h(C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

λ

2

∫
Ω

d(x)l(C1ϕ
θ0 + ε)φdx

≤ λ

∫
Ω

f(x,C1ϕ
θ0 + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C1ϕ
θ0 + ε)φdx.

Logo, de (V1) temos

−∆p(C1ϕ
θ0
Ω ) ≤ λf(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + g(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + µV (x,∇(C1ϕ

θ0
Ω )) em Ω,

para cada ε ∈ (0, ε1/2) , λ∗ < λ < λ∗, 0 ≤ µ < µ∗.
Demonstração de (b)− (ii): β ≡ 0 e l0 =∞

De l0 = ∞ temos, para cada λ, µ > 0 dados, que existem τ3, τ4 > 0 suficientemente
pequenos, tais que

λ
l(s)

sp−1
≥ 2θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer s ≤ τ3; (2.84)

λ
l(s)

sp−1
≥ 2µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
L∞(Ω)

‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω), para qualquer s ≤ τ4. (2.85)
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Tome ε2 = min{τ3, τ4, s1, s2} > 0 e C2 = C2(Ω, ε2, θ0) > 0 tais que, por analogia ao feito
antes, satisfazem, para cada ε ∈ (0, ε2/2) dado,

C2‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) + ε < ε2 e C2ϕ

θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω.

Analogamente ao feito na demonstração de (i), de (2.84), (2.85), (F )(ii) e (G)(ii),
temos, para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0 e ε ∈ (0, ε2/2) dados,∫

Ω

|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C2ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|qφdx

≤ θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(C2ϕ
θ0
Ω + ε)p−1φdx+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω

d(x)(C2ϕ
θ0
Ω + ε)p−1φdx

≤ 1

2

∫
Ω

[λl(C2ϕ
θ0
Ω + ε) + h(C2ϕ

θ0
Ω + ε)]ρ(x)φdx+

1

2

∫
Ω

λd(x)l(C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx

≤ λ

∫
Ω

f(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx.

Assim, para cada ε ∈ (0, ε2/2) , λ > 0 e 0 ≤ µ <∞, temos

−∆p(C2ϕ
θ0
Ω ) ≤ λf(x,C2ϕ

θ0
Ω + ε) + g(x,C2ϕ

θ0
Ω + ε) + µV (x,∇(C2ϕ

θ0
Ω )) em Ω.

Demonstração de (b)− (iii): β ≡ 0, l0 = 0 e h0 > 3θp−1
0 λ1,Ω(ρ).

De h0 > 3θp−1
0 λ1,Ω(ρ), segue que existe τ5 > 0 suficientemente pequeno, tal que

h(s)

sp−1
≥ 2θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ τ5. (2.86)

Tome
µ∗(Ω) =

h0

2θq0
∥∥α
a

∥∥
∞ ‖∇ϕ‖

q
∞
> 0. (2.87)

Dado λ > 0 e µ < µ∗ = µ∗(Ω), existe τ6 > 0 suficientemente pequeno, tal que

λ
h(s)

sp−1
≥ 2µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞, para qualquer 0 < s ≤ τ6. (2.88)

Tomando ε3 = min{τ5, τ6, s1, s2} > 0 e C3 = C3(Ω, ε3, θ0) > 0 temos, como antes,

C3‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) + ε < ε3 e C3ϕ

θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω,

para cada ε ∈ (0, ε3/2) dado.
Observando que Cq

3 < Cp−1
3 e (θ0 − 1)q = (p− 1)θ0, de (2.86), (2.88) e (G)(ii) temos,
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para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0 dado,∫
Ω

|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C3ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|qφdx

≤ θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω

ρ(x)(C3ϕ
θ0
Ω + ε)p−1φdx+ µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω

a(x)(C3ϕ
θ0
Ω + ε)p−1φdx

≤ 1

2

∫
Ω

a(x)h(C3ϕ
θ0 + ε)φdx+

1

2

∫
Ω

a(x)h(C3ϕ
θ0 + ε)φdx

≤
∫

Ω

g(x,C3ϕ
θ0 + ε)φdx ≤ λ

∫
Ω

f(x,C3ϕ
θ0 + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C3ϕ
θ0 + ε)φdx.

Isto verifica (b)− (iii).
Tomando agora

ε(1) = min
{ε1

2
,
ε2
2
,
ε3
2

}
e C(1) = min{C1, C2, C3}

, temos, em qualquer dos casos,

−∆p(C(1)ϕθ0Ω ) ≤ g(x,C(1)ϕθ0Ω + ε) + λf(x,C(1)ϕθ0Ω + ε) + µV (x,∇(C(1)ϕθ0Ω )) em Ω,

para cada ε ∈ (0, ε(1)) dado, em que λ, µ foram dados em cada item.
Isto conclui a demonstração do teorema para o primeiro caso.

Segundo Caso: q = p− 1.

Desde que
∂ϕΩ

∂ν
< 0 em ∂Ω (cf. [2]), temos que min |∇ϕΩ(x)| > 0 em ∂Ω. Desta

forma, existem δ0 > 0 suficientemente pequeno e k0 = k0(δ0) > 0, tais que

min
Ωδ0

|∇ϕΩ|p = k0(δ0),

em que Ωδ0 = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ0}.
Observando que, neste caso, (θ0 − 1)q = 1, é possível tomar, para cada µ > 0 dado,

um δ1 > 0 suficientemente pequeno tal que

µ‖α‖L∞(Ω)ϕ
(θ0−1)q
Ω (x)‖∇ϕΩ‖L∞(Ω) ≤ k0(δ0) em Ωδ1 . (2.89)

A partir de agora, tomaremos δ = min{δ0, δ1}.
Demonstração de (b)− (i)(ii): β ≡ 0 e 0 < l0 ≤ ∞

Se 0 < l0 <∞, tome

λ∗ = max

{
0,

2θp−1
0 λ1,Ω(ρ)− h0

l0

}
≥ 0
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e

µ∗ = µ∗λ =

λl0 min
Ω\Ωδ

ϕp−1
Ω (x)

2θq0
∥∥α
d

∥∥
L∞(Ω)

‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)

> 0.

Dados λ > λ∗ e µ ≤ µ∗, existem τ1, τ2 > 0 suficientemente pequenos tais que

λ
l(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
≥ 2θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ τ1 (2.90)

e

λ
l(s)

sp−1
≥ 2µθq0

∥∥α
d

∥∥ ‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)

min
Ω\Ωδ

ϕp−1
Ω (x)

, para qualquer 0 < s ≤ τ2. (2.91)

Observe que, se l0 = ∞, as relações (2.90) e (2.91) permanecem válidas, para cada
λ, µ > 0.

Tomando ε1 = min{τ1, τ2, s1, s2} > 0 e C1 = C1(Ω, ε1, θ0) > 0, temos que

C1‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) + ε < ε1 e C1ϕ

θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω,

para cada ε ∈ (0, ε1/2) dado, em que C0 é a constante da subsolução do caso não-
convectivo.

Considere agora a função τ ∈ C∞(Ω), 0 ≤ τ ≤ 1, dada por

τ(x) :=

{
1, se x ∈ Ω\Ωδ

0, se x ∈ Ω δ
2
.

Assim, para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0, temos∫
Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qφdx

=

∫
Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇[τφ+ (1− τ)φ]dx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|q[τφ+ (1− τ)φ]dx

=

∫
Ω\Ω δ

2

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇τφdx+

∫
Ωδ

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇(1− τ)φdx

+ µ

∫
Ω\Ω δ

2

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qτφdx+ µ

∫
Ωδ

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|q(1− τ)φdx. (2.92)
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No que segue consideremos, inicialmente, o subdomínio Ω\Ω δ
2
.∫

Ω\Ω δ
2

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇τφdx+ µ

∫
Ω\Ω δ

2

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qτφdx

≤
∫

Ω\Ω δ
2

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1τφ]dx+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)(C1ϕ
θ0−1
Ω )qτφdx

= λ1,Ω(ρ)

∫
Ω\Ω δ

2

ρ(x)ϕp−1
Ω (θ0C1ϕ

θ0−1
Ω )p−1τφdx+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)(C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1τφdx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω\Ω δ

2

ρ(x)(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)
(C1ϕ

θ0
Ω + ε)p−1

(C1ϕ
θ0
Ω )p−1

(C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1τφdx.

De (2.90), (2.91), (F )(ii) e (G)(ii) reescrevemos, para cada ε ∈ (0, ε1/2) ,∫
Ω\Ω δ

2

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇τφdx+ µ

∫
Ω\Ω δ

2

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qτφdx

≤ 1

2

∫
Ω\Ω δ

2

[λl(C1ϕ
θ0
Ω + ε) + h(C1ϕ

θ0
Ω + ε)]ρ(x)τφdx

+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)
(C1ϕ

θ0
Ω + ε)p−1

ϕp−1
Ω

τφdx

≤ λ

2

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)l(C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+

1

2

∫
Ω\Ω δ

2

a(x)h(C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx

+
µθq0

∥∥α
d

∥∥
∞ ‖∇ϕΩ‖q∞

min
Ω\Ω δ

2

ϕp−1
Ω (x)

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

< λ

∫
Ω\Ω δ

2

f(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+

∫
Ω\Ω δ

2

g(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx. (2.93)
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Trabalharemos agora no anel Ωδ. Neste caso,∫
Ωδ

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇(1− τ)φdx+ µ

∫
Ωδ

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|q(1− τ)φdx

=

∫
Ωδ

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1(1− τ)φ]dx+ µ

∫
Ωδ

(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )q|∇ϕΩ|qα(x)(1− τ)φdx

− (θ0 − 1)(p− 1)︸ ︷︷ ︸
1

(θ0C1)p−1

∫
Ωδ

|∇ϕΩ|pϕ(θ0−1)(p−1)−1
Ω (1− τ)φdx

≤
∫

Ωδ

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1)p−1(1− τ)φ]dx

+

∫
Ωδ

(θ0C1)q[µ‖α‖∞ϕΩ(x)‖∇ϕ‖q∞ −min
Ωδ0

|∇ϕΩ|p](1− τ)φdx

Assim, de (2.89), (AV ) e (2.90), reescrevemos, para cada ε ∈ (0, ε1/2) ,∫
Ωδ

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇(1− τ)φdx+ µ

∫
Ωδ

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|q(1− τ)φdx

≤
∫

Ωδ

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1(1− τ)φ]dx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ωδ

ρ(x)(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1(1− τ)φdx

< λ

∫
Ωδ

d(x)l(C1ϕ
θ0
Ω + ε)(1− τ)φdx+

∫
Ωδ

a(x)h(C1ϕ
θ0
Ω + ε)(1− τ)φdx

≤ λ

∫
Ωδ

f(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)(1− τ)φdx+

∫
Ωδ

g(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)(1− τ)φdx. (2.94)

Das relações (2.92), (2.93) e (2.94), temos, para cada ε ∈ (0, ε1/2), que∫
Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qφdx

= λ

∫
Ω

f(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx,

donde segue, utilizando (V1), que

−∆p(C1ϕ
θ0
Ω ) ≤ λf(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + g(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + µV (x,∇(C1ϕ

θ0
Ω )),

para cada ε ∈
(
0, ε1

2

)
, λ > λ∗ e 0 ≤ µ < mu∗ dados.

Isto conclui a demonstração de (i)(ii).
Demonstração de (b)− (iii): β ≡ 0, l0 = 0 e h0 > 3θp−1

0 λ1,Ω(ρ)
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De h0 > 2θp−1
0 λ1,Ω(ρ), segue que existe τ3 > 0 suficientemente pequeno tal que

h(s)

sp−1
≥ 2θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ τ3. (2.95)

Tome

µ∗ =

h0 min
Ω\Ωδ

ϕp−1
Ω (x)

2θq0
∥∥α
a

∥∥ ‖∇ϕΩ‖q∞
> 0.

Dado λ > 0 e µ < µ∗, existe τ4 > 0 suficientemente pequeno tal que

h(s)

sp−1
≥

2µθq0
∥∥α
a

∥∥
∞ ‖∇ϕΩ‖q∞

min
Ω\Ωδ

ϕp−1
Ω (x)

, para qualquer 0 < s ≤ τ4. (2.96)

Considere ε3 = min{τ3, τ4, s1, s2} e C3 = C3(Ω, ε3, θ0) que satisfaçam, como nos casos
anteriores,

C3‖ϕΩ
θ0‖L∞(Ω) + ε < ε3 e C3ϕ

θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω,

para cada ε ∈ (0, ε3/2) dado.
Como feito em (2.92), dividiremos o domínio Ω em dois subconjuntos, a saber, Ω\Ω δ

2
e

Ωδ. No subdomínio Ω\Ω δ
2
, de (2.95), (2.96) e (G)(ii) temos, para cada φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0

e ε ∈ (0, ε3/2), que∫
Ω\Ω δ

2

|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C3ϕ

θ0
Ω )∇τφdx+ µ

∫
Ω\Ω δ

2

α(x)|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|qτφdx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω\Ω δ

2

ρ(x)(C3ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

+ µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω\Ω δ

2

a(x)
(C3ϕ

θ0
Ω + ε)p−1

(C3ϕ
θ0
Ω )p−1

(C3ϕ
θ0−1
Ω )qτφdx

≤ 1

2

∫
Ω\Ω δ

2

a(x)h(C3ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+

µθq0
∥∥α
a

∥∥
∞ ‖∇ϕΩ‖q∞

min
Ω\Ωδ

ϕp−1
Ω (x)

∫
Ω\Ω δ

2

a(x)(C3ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

≤ 1

2

∫
Ω−\Ω δ

2

a(x)h(C3ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+

1

2

∫
Ω\Ω δ

2

a(x)h(C3ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx

≤ λ

∫
Ω\Ω δ

2

f(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+

∫
Ω\Ω δ

2

g(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx. (2.97)

No anel Ωδ temos, dos cálculos feitos para a obtenção de (2.94), de (2.95) e de (G)(ii),
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que ∫
Ωδ

|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C3ϕ

θ0
Ω )∇(1− τ)φdx+ µ

∫
Ωδ

α(x)|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|q(1− τ)φdx

≤ θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ωδ

ρ(x)(C3ϕ
θ0
Ω + ε)p−1(1− τ)φdx

≤ 1

2

∫
Ωδ

a(x)h(C3ϕ
θ0
Ω + ε)(1− τ)φdx ≤

∫
Ωδ

g(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)(1− τ)φdx

≤ λ

∫
Ωδ

f(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)(1− τ)φdx+

∫
Ωδ

g(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)(1− τ)φdx. (2.98)

Retomando (2.92), de (2.97) e (2.98) temos, para cada ε ∈ (0, ε3/2) dado, que∫
Ω

|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C3ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C3ϕ
θ0
Ω )|qφdx

= λ

∫
Ω

f(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C3ϕ
θ0
Ω + ε)φdx,

donde segue, para cada ε ∈ (0, ε3/2) , λ > 0 e 0 ≤ µ < µ∗, que

−∆p(C3ϕ
θ0
Ω ) ≤ λf(x,C3ϕ

θ0
Ω + ε) + g(x,C3ϕ

θ0
Ω + ε) + µV (x,∇(C3ϕ

θ0
Ω )) em Ω.

Isto verifica (b)− (iii).
Tomando agora ε(2) = min {ε1/2, ε3/2} e C(2) = min{C1, C3}, temos, em qualquer

dos casos,

−∆p(C(2)ϕθ0Ω ) ≤ g(x,C(2)ϕθ0Ω + ε) + λf(x,C(2)ϕθ0Ω + ε) + µV (x,∇(C(2)ϕθ0Ω )) em Ω,

para cada ε ∈ (0, ε(2)) e λ, µ dados em cada item.
Isto conclui a demonstração do segundo caso: q = p− 1.

Terceiro Caso: q ∈ [0, p− 1).
Demonstração de (b)− (i)(ii): β ≡ 0 e 0 < l0 <∞

Defina

λ∗ = max

{
0,

3θp−1
0 λ1,Ω(ρ)− h0

l0

}
≥ 0.

Assim, para cada λ > λ∗ dado, existe τ1 > 0 suficientemente pequeno tal que

λ
l(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
> 2θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ τ1. (2.99)

Analogamente ao feito antes, tomamos ε1 = min{τ1, s1, s2} > 0 e C1 = C1(Ω, ε1, θ0) > 0
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tais que
C1‖ϕΩ

θ0‖L∞(Ω) + ε < ε1 e C1ϕ
θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω,

para cada ε ∈ (0, ε3/2) dado, em que C0 é a constante da subsolução do caso não-
convectivo.

Desde que
∂ϕΩ

∂ν
< 0 em ∂Ω, (cf. [2]), temos que min |∇ϕΩ(x)| > 0 em ∂Ω. Desta

forma, existem δ0 > 0 suficientemente pequeno, e k0 = k0(δ0) > 0 tais que

min
Ωδ0

|∇ϕΩ|p = k0(δ0).

Se q ∈ (0, p− 1), temos

0 < (θ − 1)(p− 1)− 1 < (θ − 1)q.

Por outro lado, se q = 0, então (θ0 − 1)(p− 1)− 1 = 0.

Portanto, em ambos os casos [ϕ
(θ0−1)q
Ω ]/[ϕ

(θ0−1)(p−1)−1
Ω ] ∈ L∞(Ωδ0), o que deixa bem

definido o número

µ∗1 =
(θ0 − 1)(p− 1)(θ0C1)p−1k0(δ0)

‖α‖L∞(Ω)θ0
qCq

1

∥∥∥∥ ϕ
(θ0−1)q
Ω

ϕ
(θ0−1)(p−1)−1
Ω

∥∥∥∥
L∞(Ωδ0 )

‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)

> 0. (2.100)

Logo, dado µ ≤ µ∗1, temos

µ‖α‖L∞(Ω)θ0
qCq

1

∥∥∥∥∥ ϕ
(θ0−1)q
Ω

ϕ
(θ0−1)(p−1)−1
Ω

∥∥∥∥∥
L∞(Ωδ0 )

‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω) ≤ (θ0 − 1)(p− 1)(θ0C1)p−1k0(δ0).

(2.101)
Desde que l0 > 0 e l(s) > 0, s > 0 tome, para cada λ∗ < λ < λ∗,

µ∗2 = µ∗2(λ) = λl0

C1 min
Ω\Ω δ

2

ϕ
θ0(p−1)
Ω (x)

2θq0
∥∥α
d

∥∥ ‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)‖ϕ
(θ0−1)q
Ω ‖L∞(Ω)

.

Logo, para cada µ < µ∗2, temos que existe ε̃1 = ε̃1(µ) < ε1 tal que

λ
l(C1ϕ

θ0
Ω + ε)

(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1

≥ 2µ
θq0
∥∥α
d

∥∥ ‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)‖ϕ
(θ0−1)q
Ω ‖L∞(Ω)

C1 min
Ω\Ω δ

2

ϕ
θ0(p−1)
Ω (x)

. (2.102)

Observe que, se l0 =∞, as relações (2.101) e (2.102) permanecem válidas.
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Fazendo µ∗ = min{µ∗1, µ∗2} > 0, procederemos como no caso em que q = p − 1,
trabalhando separadamente no subdomínio Ω\Ω δ

2
e no anel Ωδ. Para cada ε ∈ (0, ε1/2)

dado, temos∫
Ω\Ω δ

2

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇τφdx+ µ

∫
Ω\Ω δ

2

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qτφdx

≤ λ1,Ω(ρ)

∫
Ω\Ω δ

2

ρ(x)ϕp−1
Ω (θ0C1ϕ

θ0−1
Ω )p−1τφdx+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)(C1ϕ
θ0−1
Ω )qτφdx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)ρ(x)

∫
Ω\Ω δ

2

(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
∞
‖∇ϕΩ‖q∞

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)
(C1ϕ

θ0
Ω + ε)p−1

(C1ϕ
θ0
Ω )p−1

(C1ϕ
θ0−1
Ω )qτφdx.

De (2.99) e (2.102), reescrevemos∫
Ω\Ω δ

2

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇τφdx+ µ

∫
Ω\Ω δ

2

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qτφdx

≤ θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω\Ω δ

2

ρ(x)(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

+ µθq0

∥∥α
d

∥∥ ‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)‖ϕ
(θ0−1)q
Ω ‖L∞(Ω)

min
Ω\Ω δ

2

C1ϕ
θ0(p−1)
Ω (x)

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

≤ 1

2

∫
Ω\Ω δ

2

[λd(x)l(C1ϕ
θ0
Ω + ε) + a(x)h(C1ϕ

θ0
Ω + ε)]τφdx+

λ

2

∫
Ω\Ω δ

2

d(x)l(C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx

≤
∫

Ω\Ω δ
2

g(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+ λ

∫
Ω\Ω δ

2

f(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx. (2.103)
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No anel Ωδ, para cada 0 ≤ µ < µ∗ dado, temos∫
Ωδ

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇(1− τ)φdx+ µ

∫
Ωδ

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|q(1− τ)φdx

=

∫
Ωδ

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1(1− τ)φ]dx+ µ

∫
Ωδ

(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )q|∇ϕΩ|qα(x)(1− τ)φdx

− (θ0 − 1)(p− 1)(θ0C1)p−1

∫
Ωδ

|∇ϕΩ|pϕ(θ0−1)(p−1)−1
Ω (1− τ)φdx

≤
∫

Ωδ

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1(1− τ)φ]dx

+

∫
Ωδ

[
µ‖α‖∞θ0

q Cq
1ϕ

(θ0−1)q
Ω

ϕ
(θ0−1)(p−1)−1
Ω

‖∇ϕΩ‖q − (θ0 − 1)(p− 1)(θ0C1)p−1k0(δ0)

]
ϕ

(θ0−1)(p−1)−1
Ω (1− τ)φdx.

De (2.99) e (2.101), reescrevemos∫
Ωδ

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇(1− τ)φdx+ µ

∫
Ωδ

α(x)|∇(C1ϕ
θ0)|q(1− τ)φdx

≤
∫

Ωδ

|∇ϕΩ|p−2∇ϕΩ∇[(θ0C1ϕ
θ0−1
Ω )p−1(1− τ)φ]dx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ωδ

ρ(x)(C1ϕ
θ0
Ω + ε)p−1(1− τ)φdx

≤ 1

2

∫
Ω−Ω δ

2

[λd(x)l(C1ϕ
θ0
Ω + ε) + a(x)h(C1ϕ

θ0
Ω + ε)]τφdx

≤
∫

Ω−Ω δ
2

g(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+ λ

∫
Ω−Ω δ

2

f(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx. (2.104)

Segue, das relações (2.103) e (2.104), para cada ε ∈ (0, ε1/2) , que∫
Ω

|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C1ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C1ϕ
θ0
Ω )|qφdx

= λ

∫
Ω

f(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C1ϕ
θ0
Ω + ε)φdx,

o que nos leva a

−∆p(C1ϕ
θ0
Ω ) ≤ λf(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + g(x,C1ϕ

θ0
Ω + ε) + µV (x,∇(C1ϕ

θ0
Ω )),

para cada ε ∈ (0, ε1/2) , λ > λ∗ e 0 ≤ µ < µ∗ dados.
Demonstração de (b)− (iii): β ≡ 0, l0 = 0 e h0 > 3θp−1

0 λ1,Ω(ρ)
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É claro que existe τ2 > 0 suficientemente pequeno tal que

h(s)

sp−1
≥ 3θp−1

0 λ1,Ω(ρ), para qualquer 0 < s ≤ τ2.

De forma análoga ao feito antes, consideramos ε2 = min{τ2, s1, s2} e C2 = C2(Ω, θ0, ε2)

tais que
C2‖ϕΩ

θ0‖L∞(Ω) + ε < ε2 e C2ϕ
θ0
Ω (x) ≤ C0ϕΩ(x), x ∈ Ω,

para cada ε ∈ (0, ε2/2) dado, em que C0 é a constante da subsolução do caso não-
convectivo.

Vamos considerar µ∗1 > 0 como em (2.100) e, para cada λ∗ < λ < λ∗, definir

µ∗2 = λh0

C2 min
Ω\Ω δ

2

ϕ
θ0(p−1)
Ω (x)

2θq0
∥∥α
a

∥∥ ‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)‖ϕ
(θ0−1)q
Ω ‖L∞(Ω)

.

Daí, para cada µ < µ∗2 e ε̃2 = ε̃2(µ) < ε2, temos

λ
h(C2ϕ

θ0
Ω + ε)

(C2ϕ
θ0
Ω + ε)p−1

≥ 2µ
θq0
∥∥α
a

∥∥ ‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)‖ϕ
(θ0−1)q
Ω ‖L∞(Ω)

C2 min
Ω\Ω δ

2

ϕ
θ0(p−1)
Ω (x)

.

Fazendo µ∗ = min{µ∗1, µ∗2} e procedendo de maneira análoga ao feito em (b)− (i)(ii),
para cada ε ∈ (0, ε2/2), temos∫

Ω\Ω δ
2

|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C2ϕ

θ0
Ω )∇τφdx+ µ

∫
Ω\Ω δ

2

α(x)|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|qτφdx

≤ θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ω\Ω δ

2

ρ(x)(C2ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

+ µθq0

∥∥α
a

∥∥ ‖∇ϕΩ‖qL∞(Ω)‖ϕΩ(θ0 − 1)q‖L∞(Ω)

C2 min
Ω\Ω δ

2

ϕ
θ0(p−1)
Ω (x)

∫
Ω\Ω δ

2

a(x)(C2ϕ
θ0
Ω + ε)p−1τφdx

≤ 1

2

∫
Ω\Ω δ

2

a(x)h(C2ϕ
θ0
Ω + ε)]τφdx+

1

2

∫
Ω\Ω δ

2

a(x)h(C2ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx

≤
∫

Ω\Ω δ
2

g(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+ λ

∫
Ω\Ω δ

2

f(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx. (2.105)
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Por outro lado, no anel Ωδ obtemos, para cada ε ∈ (0, ε2/2) , que∫
Ωδ

|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C2ϕ

θ0
Ω )∇(1− τ)φdx+ µ

∫
Ωδ

α(x)|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|q(1− τ)φdx

< θp−1
0 λ1,Ω(ρ)

∫
Ωδ

ρ(x)(C2ϕ
θ0
Ω + ε)p−1(1− τ)φdx ≤ 1

2

∫
Ωδ

a(x)h(C2ϕ
θ0
Ω + ε)]τφdx

≤
∫

Ωδ

g(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx+ λ

∫
Ωδ

f(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)τφdx. (2.106)

Retomando (2.105) e (2.106), obtemos∫
Ω

|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|p−2∇(C2ϕ

θ0
Ω )∇φdx+ µ

∫
Ω

α(x)|∇(C2ϕ
θ0
Ω )|qφdx

= λ

∫
Ω

f(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx+

∫
Ω

g(x,C2ϕ
θ0
Ω + ε)φdx,

o que acarreta

−∆p(C2ϕ
θ0) ≤ λf(x,C2ϕ

θ0 + ε) + g(x,C2ϕ
θ0 + ε) + µV (x,∇(C2ϕ

θ0)),

para cada ε ∈ (0, ε2/2) , λ > λ∗ e 0 ≤ µ < µ∗ dados.
Isto verifica (b)− (iii).
Tomando agora ε(3) = min {ε1/2, ε2/2} e C(3) = min{C1, C2}, temos, em qualquer

dos casos,

−∆p(C(3)ϕθ0Ω ) ≤ g(x,C(3)ϕθ0Ω + ε) + λf(x,C(3)ϕθ0Ω + ε) + µV (x,∇(C(3)ϕθ0Ω )) em Ω,

para cada ε ∈ (0, ε(3)) dado.
Para concluir a demonstração, tomamos ε = min{ε(1), ε(2), ε(3)} e C =

min{C(1), C(2), C(3)} e ε− = min{ε0, ε} e então, do Lema 2.5 e dos cálculos anteriores,
segue que

−∆p vσ ≥ g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε) + µV (x,∇vσ), em Ω

e
−∆p(Cϕθ0Ω ) ≤ g(x,Cϕθ0Ω + ε) + λf(x,Cϕθ0Ω + ε) + µV (x,∇(Cϕθ0Ω )) em Ω,

para cada ε ∈ (0, ε−) dado, em que λ e µ foram dados em cada caso.
De (2.75) (2.77), (2.79) e da Afirmação 2.1.8 , temos que

Cϕθ0(x) ≤ C0ϕ(x) ≤ vσ(x) em Ω.
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Definindo F̂ε como em (2.29) e Ĝε como em (2.67), reafirmamos a validade das Afirmações
11 e 12 do 2.2.

O restante da demonstração segue de maneira análoga à do Teorema DL+. A
demonstração da segunda parte do Teorema DL− está concluída.



Capítulo

3
Existência de soluções inteiras positivas

que se anulam no infinito

3.1 Problema sem o termo de convecção

Considere o problema −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) em RN

u > 0 em RN e u
|x|→∞−→ 0,

(P0)

em que λ > 0 é um parâmetro real, g, f : RN × (0,∞) → [0,∞) são funções contínuas
tais que

(G) (i) existem funções contínuas b : RN → [0,∞), b 6= 0, e k : (0,∞) → (0,∞), tais
que

g(x, s) ≤ b(x)k(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0,∞);

(ii) existem s1 ∈ (0, 1] e funções a : RN → (0,∞), a ∈ C(RN) ∩ L∞(RN),

h : (0, s1)→ (0,∞), h ∈ C(RN) tais que

g(x, s) ≥ a(x)h(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0, s1).

(F ) (i) existem funções contínuas c : RN → [0,∞), c 6= 0, e j : (0,∞) → (0,∞), tais
que

f(x, s) ≤ c(x)j(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0,∞);
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(ii) existem s2 ∈ (0, 1] e funções d : RN → (0,∞), d ∈ C(RN) ∩ L∞(RN),

l : (0, s2)→ (0,∞), l ∈ C(RN), tais que

f(x, s) ≥ d(x)l(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0, s2).

(M) existe ωM ∈ C1(RN) tal que −∆p ωM = M(x) em RN

ωM > 0 em RN e ωM(x)
|x|→∞−→ 0,

(3.1)

em que M(x) := max{b(x), c(x)} x ∈ RN .

(K)s0,t0 sup
(s0,t0)

k(s)

sp−1
<

[
1−

(
s0
t0

) 1
2

]2(p−1)

‖ ωM ‖p−1
L∞(RN )

, para alguns 0 ≤ s0 < t0 ≤ ∞.

Consideremos, como antes, o problema de autovalor com peso ρ, isto é, −∆p ϕ = λρ(x)|ϕ|p−2ϕ em Ω

ϕ > 0 em Ω e ϕ = 0 em ∂Ω,
(AV )

em que ρ : Ω→ (0,∞) é dada por ρ(x) = min{a(x), d(x)}, x ∈ RN . Observamos que não
consideramos a autofunção normalizada, embora isto pudesse ser feito.

Teorema NL0: Suponha V ≡ 0, (G), (F ), (M) e (K)s0,t0. Então existe λ∗ > 0 e uma
função u = uλ ∈ C1(RN), com 0 < u < t0, satisfazendo (P ) em cada uma das seguintes
situações:

(i) max
{

0, λ1(ρ)−h0

l0

}
< λ ≤ λ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) 0 < λ ≤ λ∗, se l0 =∞;

(iii) 0 < λ ≤ λ∗, se l0 = 0 e h0 > λ1(ρ).

Adicionalmente,

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(RN )

− k∞

)
, se t0 =∞.
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Para demonstrar este resultado, considere, para algum ε > 0 dado, a ε-família de
problemas  −∆p u ≥ g(x, u+ ε) + λf(x, u+ ε) em RN

u > 0 em RN e u
|x|→∞−→ 0.

(3.2)

Mostraremos o

Lema 3.1. Suponha V ≡ 0, (G)(i), (F )(i), (M) e (K)s0,t0 . Então, dado ε > 0

suficientemente pequeno, existem λ∗ > 0 e v = vλ ∈ C1(RN), ambos independentes de ε,
satisfazendo (3.2) para cada 0 < λ ≤ λ∗ dado. Além disso,

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(RN )

− k∞

)
, se t0 =∞.

3.1.1 Demonstração do Lema 3.1

Demonstração. A demonstração deste resultado é análoga à do Lema 2.1 do caso não-
convectivo em domínio limitado.

Definimos as funções ζk,γ, ζj,γ, ζ̂λ,γ, Hλ,γ e Γλ como em (2.3)-(2.7) e consideramos suas
propriedades, demonstradas nas Afirmações 2.1.1 a 2.1.3 do Lema 2.1.

Como feito na Afirmação 2.1.4, mostra-se que existe γ0 > 0 tal que Γ0(γ0) >

‖ωM‖L∞(RN ). De forma análoga a (2.8), existe λ∗ = λ∗(RN) tal que

Γλ∗(γ0) = ‖ωM‖L∞(RN ). (3.3)

Denotando por ωM,BR e ωM,RN as soluções de (2.1) e (3.1), respectivamente, desde que
‖ωM,BR‖L∞(BR) ≤ ‖ωM,RN‖L∞(BR) ≤ ‖ωM,RN‖L∞(RN ), da monotonicidade de Γλ em relação
a λ e das relações (2.8) e (3.3), temos que λ∗(RN) ≤ λ∗(BR), para cada R ≥ 1.

Definindo ηλ como em (2.9), temos que ηλ(γ0) > ‖ωM‖L∞(RN ), para cada 0 < λ < λ∗ =

λ∗(RN) dado. De maneira análoga à demonstração da Afirmação 2.1.5, temos que

(i) [0, ‖ω‖∞] ⊂ Im(ηλ);

(ii) ηλ ∈ C2((0,∞), Im(ηλ)) é crescente em s > 0;

(iii) η−1
λ := ψλ ∈ C2((Im(ηλ)\{0}, (0,∞)) é crescente em s > 0;

(iv) ψ′λ(s) =
γ0Hλ,γ0(ψλ(s))

ψλ(s)
, s > 0;



3.1 Problema sem o termo de convecção 89

(v) ηλ é decrescente em λ.

Lembrando que ωM > 0 em RN , mostraremos que, para cada 0 < λ ≤ λ∗ dado, a
função definida por

v(x) = vλ(x) = ψλ(ωM(x)), x ∈ RN

será a solução de (3.2).
Veja que

ωM(x) ≤ ‖ωM‖L∞(RN ) < ηλ(γ0), x ∈ RN

donde segue, da Afirmação 5(ii)-(iii), que ψλ(ωM(x)) < ψλ(ηλ(γ0)) = γ0, isto é, 0 <

v(x) < γ0, para todo x ∈ RN , v ∈ C1(RN) e lim
|x|→∞

v(x) = ψλ( lim
|x|→∞

ωM(x)) = ψλ(0) = 0.

Assim,
sup
RN

v(x) = ‖v‖L∞(RN ) < γ0,

o que leva à existência de um ε0 > 0 suficientemente pequeno tal que

‖v‖L∞(RN ) < γ0 − ε, ∀ ε ∈ (0, ε0].

Da definição de v, temos que ∇v = ψ′λ(ωM)∇ωM , donde segue que

|∇v|p−2∇v = [ψ′λ(ωM)]p−1|∇ωM |p−2∇ωM ,

e, assim, para cada φ ∈ C∞0 (RN), φ ≥ 0 dada, temos∫
RN
|∇v|p−2∇v∇φdx =

∫
RN

[ψ′λ(ωM)]p−1|∇ωM |p−2∇ωM∇φdx

=

∫
RN
|∇ωM |p−2∇ωM∇([ψ′λ(ωM)]p−1φ)dx

−
∫

RN
|∇ωM |p−2∇ωM(p− 1)[ψ′λ(ωM)]p−2ψ′′λ(ωM)∇ωMφdx

=

∫
RN
|∇ωM |p−2∇ωM∇([ψ′λ(ωM)]p−1φ)dx

−
∫

RN
|∇ωM |p(p− 1)[ψ′λ(ωM)]p−2ψ′′λ(ωM)φdx,

pois, como mostrado na Afirmação 2.1.6 do Lema 2.1, temos que [ψ′λ(ωM)]p−1φ ∈
W 1,p

0 (RN).
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Desde que ψ′′λ(ωM) ≤ 0, segue de (M), para cada 0 < ε ≤ ε0, que∫
RN
|∇v|p−2∇v∇φdx ≥

∫
RN
M(x)[ψ′λ(ωM)]p−1φdx

=

∫
RN
M(x)γp−1

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]p−1

φdx (3.4)

≥
∫

RN
[M(x)]γp−1

0

ζ̂λ,γ0(v)

vp−1
φdx

≥
∫

RN
[M(x)]γp−1

0

ζ̂λ,γ0(v + ε)

(v + ε)p−1
φdx ≥

∫
RN
M(x)γp−1

0

ζ̂λ,γ0(v + ε)

γp−1
0

φdx

≥
∫

RN
M(x)[ζk,γ0(v + ε) + λζj,γ0(v + ε)]φdx

e, dessa forma, usando (2.3), (2.4), (2.12), (G)(i) e (F )(i), concluímos que∫
RN
|∇v|p−2∇v∇φdx ≥

∫
RN

[b(x)k(v + ε) + λc(x)j(v + ε)]φdx

≥
∫

RN
[g(x, v + ε) + λf(x, v + ε)]φdx.

Logo,
−∆pv ≥ g(x, v + ε) + λf(x, v + ε) em RN ,

para cada 0 < λ < λ∗, ε ∈ (0, ε0] dados. Isto prova o Lema 3.1.

3.1.2 Demonstração do Teorema NL0

Demonstração. Inicialmente observemos que, desde que ωM,BR ≤ ωM,RN (cf. Lema A.0.7
[36]), segue da monotonicidade da função ψλ que vBR ≤ vRN , em que tais funções denotam
as soluções dos problemas (2.2) e (3.2), dadas pelos Lemas 2.1 e 3.1, respectivamente.

Do Teorema DL0, temos que existe uR ∈ C1(BR) ∩ C(BR) satisfazendo −∆p uR = g(x, uR) + λf(x, uR) em BR

uR > 0 em BR e uR = 0 em ∂BR,
(3.5)

para cada R > 0 e 0 < λ < λ∗(BR) dado e, além disso,

0 < CRϕR ≤ uR ≤ vBR ≤ vRN < γ0 em BR,

em que ϕR = ϕBR(0). Relembrando que λ∗(RN) ≤ λ∗(BR), vamos considerar, de agora em
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diante, 0 < λ < λ∗(RN).
Desde que λ1(ρ) = lim

R→∞
λ1,BR(0)(ρ) e 0 < l0 <∞, dado λ > [λ1(ρ)− h0]/l0, segue que

existe L1 > 0 suficientemente grande tal que λ1,BL1
(ρ) < λl0 + h0.

Isto é, existe δ1 = δ1(L1) > 0 suficientemente pequeno tal que

λ
l(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
> λ1,BL1

(ρ), para qualquer s ∈ (0, δ1).

Desde que λ1,BR(ρ) ≤ λ1,BL1
(ρ), para todo R ≥ L1, segue que

h(s) + λl(s) > λ1,BR(ρ)sp−1, para todo s ∈ (0, δ1) e R ≥ L1. (3.6)

Se l0 =∞, é claro que (3.6) é válida.
Em (iii) temos, por hipótese, h0 > λ1(ρ), donde segue que existe L2 > 0

suficientemente grande tal que λ1,BL2
(ρ) < h0 = h0 + λl0, para qualquer λ > 0.

Para tal L2, existe δ2 = δ2(L2) > 0 suficientemente pequeno tal que

λ
l(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
> λ1,BL2

(ρ), para qualquer s ∈ (0, δ2).

Novamente deduzimos, pela monotonicidade do primeiro autovalor em relação ao domínio,
que

h(s) + λl(s) > λ1,BR(ρ)sp−1, para todo s ∈ (0, δ2) e R ≥ L2. (3.7)

Tome agora L0 = max{L1, L2} e δ = min{δ1, δ2}. Desta forma temos, em qualquer
das situações, que

λ
l(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
> λ1,BR(ρ), para quaisquer s ∈ (0, δ), R ≥ L0. (3.8)

Agora, escolhamos C = C(δ) ∈ (0, CL0) suficientemente pequeno tal que

0 < C ‖ ϕL0 ‖L∞(BL0
)< δ, (3.9)

em que CL0 é a constante da subsolução de (3.5) em BL0 .
Afirmação 3.1.1: CϕL0(x) ≤ uR(x), x ∈ BL0 , para todo R > L0.
Verificação: Suponha, por contradição, que existam x0 ∈ BL0 e R0 > L0 tais que
CϕL0(x0) > uR0(x0). Assim, o conjunto aberto

AR0,L0 := {x ∈ BL0 : CϕL0(x) > uR0(x)}
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é não-vazio.
Relembrando que CϕL0 e uR satisfazem (AV ) e (3.5), respectivamente, segue de

(G)(ii), (F )(ii), (3.8) e Teorema 1.4, que

0 ≤
∫
AR0,L0

[
−∆p(CϕL0)

(CϕL0)p−1
+

∆p uR0

(uR0)p−1

]
[(CϕL0)p − (uR0)p]dx

=

∫
AR0,L0

[
λ1,BL0

(ρ)ρ(x)(CϕL0)p−1

(CϕL0)p−1
− [g(x, uR0) + λf(x, uR0)]

(uR0)p−1

]
[(CϕL0)p − (uR0)p]dx

≤
∫
AR0,L0

[
λ1,BL0

(ρ)ρ(x)− a(x)
h(uR0)

(uR0)p−1
− λd(x)

l(uR0)

(uR0)p−1

]
[(CϕL0)p − (uR0)p]dx

≤
∫
AR0,L0

ρ(x)

[
λ1,BL0

(ρ)− h(uR0)

(uR0)p−1
− λ l(uR0)

(uR0)p−1

]
[(CϕL0)p − (uR0)p]dx < 0,

o que é um absurdo. Portanto, AR0,L0 = ∅ e a Afirmação 3.1.1 está verificada.
Disso, concluímos que

0 < CϕL0(x) ≤ uR(x) ≤ v(x), para quaisquer x ∈ BL0 , R > L0.

Pelo Teorema 1.3, dada BL0−1 ⊂⊂ BL0 , existem αL0−1 ∈ (0, 1) e CL0−1 > 0, ambos
independentes de R, tais que

|∇uR(x)| ≤ CL0−1 e |∇uR(x)−∇uR(y)| ≤ CL0−1|x− y|αL0−1 , x, y ∈ BL0−1,

e segue, da compacidade da imersão C1,αL0−1(BL0−1) ↪→ C1(BL0−1), que existe uma
subsequência {uRL0−1

} ⊆ {uR} em C1,αL0−1(BL0−1) tal que uRL0−1
→ uL0−1 em C1(BL0−1),

quando RL0−1 →∞.
Desde que, para qualquer φ ∈ C∞0 (BL0−1), temos∫

BL0−1

|∇uRL0−1
|p−2∇uRL0−1

∇φdx =

∫
BL0−1

[g(x, uRL0−1
) + λf(x, uRL0−1

)]φdx

e que as convergências, quando RL0−1 →∞,∫
BL0−1

|∇uRL0−1
|p−2∇uRL0−1

∇φdx→
∫
BL0−1

|∇uL0−1|p−2∇uL0−1∇φdx

e ∫
BL0−1

[g(x, uRL0−1
) + λf(x, uRL0−1

)]φdx→
∫
BL0−1

[g(x, uL0−1) + λf(x, uL0−1)]φdx
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ocorrem (veja situação análoga na Afirmação 2.1.9 do Teorema DL0), segue que∫
BL0−1

|∇uL0−1|p−2∇uL0−1∇φdx→
∫
BL0−1

[g(x, uL0−1)+λf(x, uL0−1)]φdx, φ ∈ C∞0 (BL0−1).

Repetindo este argumento para as bolas BL0+k ⊂⊂ BL0+k+1, k ≥ 1 e R > L0 + k + 1,
obtemos uma subsequência {uRL0+k

} ⊆ {uRL0+k−1
} em C1,αL0+k(BL0+k) tal que uRL0+k

→
uL0+k em C1(BL0+k), quando RL0+k →∞ e∫
BL0+k

|∇uL0+k|p−2∇uL0+k∇φdx =

∫
BL0+k

[g(x, uL0+k)+λf(x, uL0+k)]φdx, φ ∈ C∞0 (BL0+k).

Isto é, para cada L0, k ≥ 1 e R > L0 + k + 1, obtemos

uR(L0−1)
u(R+1)(L0−1)

u(R+2)(L0−1)
u(R+3)(L0−1)

· · · → u(L0−1) em C1(B(L0−1))

uRL0
u(R+1)L0

u(R+2)L0
u(R+3)L0

· · · → uL0 em C1(BL0)

uR(L0+1)
u(R+1)(L0+1)

u(R+2)(L0+1)
u(R+3)(L0+1)

· · · → u(L0+1) em C1(B(L0+1))

...
...

...
...

...
...

uR(L0+k)
u(R+1)(L0+k)

u(R+2)(L0+k)
u(R+3)(L0+k)

· · · → u(L0+k) em C1(B(L0+k))

...
...

...
...

...
...

com

{uR(L0+k+1)
} ⊆ {uR(L0+k)

} e u(L0+k+1)|B(L0+k)
= u(L0+k), para qualquer k ≥ 1.

Defina uk : RN → (0,∞) para cada k ≥ 1, por

uk(x) = u(R+k)(L0+k)
(x), x ∈ B(L0+k) e uk(x) = 0, x ∈ RN\BL0+k,

e u : RN → [0,∞) por
u(x) = lim

k→∞
uk(x), x ∈ RN .

Disto segue que u ∈ C1(RN), 0 < CϕL(x) ≤ u(x) ≤ v(x), para x ∈ BL, para cada L > 0,
isto é, u > 0 em RN , u(x)→ 0 quando |x| → ∞ e, para cada φ ∈ C∞0 (RN), temos∫

RN
|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
RN

[g(x, u) + λf(x, u)]φdx. (3.10)

De fato, dada φ ∈ C∞0 (RN), existe K > 0 tal que supp(φ) ⊂ BK . Daí, para qualquer
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j ≥ K, ∫
BK(0)

|∇uj|p−2∇uj∇φdx =

∫
BK(0)

[g(x, uj) + λf(x, uj)]φdx.

Mostrando-se as convergências necessárias, temos que∫
BK(0)

|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
BK(0)

[g(x, u) + λf(x, u)]φdx,

donde se obtém (3.10).
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3.2 Problema com convectividade não-negativa

Considere o problema −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u) em RN

u > 0 em RN e u
|x|→∞−→ 0,

(P+)

em que λ > 0, µ ≥ 0 são parâmetros reais, g, f : RN×(0,∞)→ [0,∞) e V : RN×RN → R
são funções contínuas tais que

(G) (i) existem funções contínuas b : RN → [0,∞), b 6= 0, e k : (0,∞) → (0,∞), tais
que

g(x, s) ≤ b(x)k(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0,∞);

(ii) existem s1 ∈ (0, 1] e funções a : RN → (0,∞), a ∈ C(RN) ∩ L∞(RN),

h : (0, s1)→ (0,∞), h ∈ C(RN) tais que

g(x, s) ≥ a(x)h(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0, s1).

(F ) (i) existem funções contínuas c : RN → [0,∞), c 6= 0, e j : (0,∞) → (0,∞), tais
que

f(x, s) ≤ c(x)j(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0,∞);

(ii) existem s2 ∈ (0, 1] e funções d : RN → (0,∞), d ∈ C(RN) ∩ L∞(RN),

l : (0, s2)→ (0,∞), l ∈ C(RN), tais que

f(x, s) ≥ d(x)l(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0, s2).

(V1) |V (x, ξ)| ≤ α(x)|ξ|q + β(x),

em que α : RN → [0,∞) e β : RN → [0,∞) são funções contínuas em L∞(RN) e
q ∈ [0, p];

(M) existe ωM ∈ C1(RN) tal que ‖∇ωM‖L∞(RN ) <∞ e −∆p ωM = M(x) em RN

ωM > 0 em RN e ωM(x)
|x|→∞−→ 0,

(3.11)

em que M(x) := max{2b(x), 2c(x), α(x), β(x)}, x ∈ RN ;
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(K)s0,t0 sup
(s0,t0)

k(s)

sp−1
<

[
1−

(
s0
t0

) 1
2

]2(p−1)

‖ ωM ‖p−1
L∞(RN )

, para alguns 0 ≤ s0 < t0 ≤ ∞.

Teorema NL+: Suponha V 	 0, (G), (F ), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ∈ [0, p − 1].
Então existem λ∗ ≥ 0 e λ∗ > 0 tais que, para cada λ∗ < λ ≤ λ∗ dado, existem
µ∗ = µ∗(λ) ≥ 0 e uma função u = uλ,µ ∈ C1(RN), com 0 < u < t0, satisfazendo
(P ) em cada uma das seguintes situações:

(i) λ∗ = max
{

0, λ1(ρ)−h0

l0

}
, 0 ≤ µ ≤ µ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) λ∗ = 0, 0 ≤ µ ≤ µ∗, se l0 =∞;

(iii) λ∗ = 0, 0 ≤ µ ≤ µ∗, se l0 = 0 e h0 > λ1(ρ).

Adicionalmente,

(iv) λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k∞
)
, se t0 =∞;

(v) µ∗(λ) = min

{
[k(γ0)+λj(γ0)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖q
L∞(RN )

, k(γ0)+λj(γ0)
4

}
, em que γ0 = t0, se s0 > 0, e

γ0 = 0, se s0 = 0.

Para demonstrar este resultado, dado ε > 0 suficientemente pequeno, considere a
ε-família de problemas −∆p u ≥ g(x, u+ ε) + λf(x, u+ ε) + µV (x,∇u) em RN

u > 0 em RN e u
|x|→∞−→ 0.

(3.12)

Mostraremos o

Lema 3.2. Suponha V 	 0, (G)(i), (F )(i), (M), (K)s0,t0 e (V1), com q ∈ [0, p−1]. Então,
dado ε > 0, existe λ∗ > 0 tal que, para cada 0 < λ < λ∗, existem µ∗ = µ∗(λ) ≥ 0 e
uma função v = vλ,µ ∈ C1(RN), todos independentes de ε, satisfazendo (3.12) para cada
0 ≤ µ < µ∗. Além disso,

(i) λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k∞
)
, se t0 =∞;

(ii) µ∗(λ) = min

{
[k(γ0)+λj(γ0)]

p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖q
L∞(RN )

, k(γ0)+λj(γ0)
4

}
, em que γ0 = t0, se s0 > 0, e

γ0 = 0, se s0 = 0.
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3.2.1 Demonstração do Lema 3.2

Demonstração. A demonstração deste resultado é análoga à demonstração da primeira
parte do Lema 2.3, isto é, definimos as funções ζk,γ, ζj,γ, ζ̂λ,γ, Hλ,γ e Γλ como em (2.3)-(2.7)
e usamos suas propriedades, demonstradas nas Afirmações 2.1.1 a 2.1.3 do Lema 2.1.

Como feito na Afirmação 2.1.4, mostra-se que existe γ0 > 0 tal que Γ0(γ0) >

‖ωM‖L∞(RN ). Agora, tomamos λ∗ = λ∗(RN) > 0 tal que Γλ∗(γ0) = ‖ωM‖L∞(RN ). Observe
que, se considerarmos a restrição da função ωM , dada em (3.11), à bola BR, é claro que
λ∗(RN) ≤ λ∗(BR), para cada R ≥ 1.

Definimos ηλ como em (2.9), obtendo ηλ(γ0) > ‖ωM‖L∞(RN ), para cada 0 < λ < λ∗ =

λ∗(RN) dado. De forma análoga ao demonstrado na Afirmação 2.1.5, temos que

(i) [0, ‖ω‖∞] ⊂ Im(ηλ);

(ii) ηλ ∈ C2((0,∞), Im(ηλ)) é crescente em s > 0;

(iii) η−1
λ := ψλ ∈ C2((Im(ηλ)\{0}, (0,∞)) é crescente em s > 0;

(iv) ψ′λ(s) =
γ0Hλ,γ0(ψλ(s))

ψλ(s)
, s > 0;

(v) ηλ é decrescente em λ.

Lembrando que ωM > 0 em RN mostraremos que a função definida por

v(x) = vλ(x) = ψλ(ωM(x)), x ∈ RN ,

satisfaz v ∈ C1(RN), v(x)
|x|→∞−→ 0, 0 < v(x) ≤ ‖v‖L∞(RN ) < γ0, x ∈ RN , pois

ωM(x) ≤ ‖ωM‖L∞(RN ) < ηλ(γ0),

donde segue, da Afirmação 2.1.5(ii)-(iii), que ψλ(ωM(x)) < ψλ(ηλ(γ0)) = γ0, isto é,
sup
RN

v(x) = ‖v‖L∞(RN ) < γ0.

Ou seja, existe ε0 > 0 suficientemente pequeno tal que

‖v‖L∞(RN ) < γ0 − ε, ∀ ε ∈ (0, ε0]. (3.13)

Assim, dada φ ∈ C∞0 (RN), φ ≥ 0 temos, como em (3.4), que∫
RN
|∇v|p−2∇v∇φdx ≥

∫
RN
M(x)γp−1

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM))

]p−1

φdx. (3.14)
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Assim, para cada ε ∈ (0, ε0] e 0 < λ < λ∗, segue das Afirmações 2.1.2 (ii), 1(i),(ii) e da
relação (3.13) que, por um lado,

1

2

∫
RN
M(x)γp−1

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]p−1

φdx ≥ 1

2

∫
RN
M(x)γp−1

0

ζ̂λ,γ0(v)

vp−1
φdx

≥ 1

2

∫
RN
M(x)γp−1

0

ζ̂λ,γ0(v + ε)

(v + ε)p−1
φdx

≥ 1

2

∫
RN
M(x)γp−1

0

ζ̂λ,γ0(v + ε)

(γ0)p−1
φdx,

≥ 1

2

∫
RN
M(x)[ζk,γ0(v + ε) + λζj,γ0(v + ε)]φdx,

isto é, de (3.13), (2.3), da definição de M , de (G)(i) e (F )(i), temos

1

2

∫
RN
M(x)γp−1

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]p−1

φdx ≥
∫

RN
[g(x, v + ε) + λf(x, v + ε)]φdx. (3.15)

Por outro lado, defina µ∗1 = µ∗1(λ, γ0, Ik(γ0), Ij(γ0), ‖∇ωM‖L∞(RN )) > 0 por

µ∗1 =
γp−1−q

0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))
p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(RN )

, 0 < λ < λ∗. (3.16)

Das Afirmações 2.1.2(iii), (iv) e (3.16), temos que

1

2

∫
RN
M(x)γp−1

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]p−1

φdx

=
1

4

∫
RN
M(x)γp−1

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]p−1

φdx+
1

4

∫
RN
M(x)γp−1

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]p−1

φdx

≥ 1

4

∫
RN
M(x)γp−1

0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]φdx

+
1

4

∫
RN
M(x)γp−1−q

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]p−1−q [
γ0Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]q
φdx

≥ γp−1
0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

∫
RN
M(x)φdx+

1

4

∫
RN
M(x)γp−1−q

0 [Ik(γ0) + λIj(γ0)]
p−1−q
p−1 [ψ′λ(ωM)]qφdx

≥ γp−1
0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

∫
RN
β(x)φdx+ µ∗1‖∇ωM‖

q
L∞(RN )

∫
RN
M(x)[ψ′λ(ωM)]qφdx

≥ γp−1
0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

∫
RN
β(x)φdx+ µ∗1

∫
RN
M(x)[ψ′λ(ωM)]q|∇ωM |qφdx.
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Definindo µ∗(RN) = (λ, γ0, Ik(γ0), Ij(γ0), ‖∇ωM‖L∞(RN )) > 0 como

µ∗(RN) = min

{
µ∗1,

γp−1
0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

}
,

utilizando (V1) e o fato que V ≥ 0, reescrevemos a desigualdade anterior, para cada
0 ≤ µ < µ∗ = µ∗(RN), como

1

2

∫
RN
M(x)γp−1

0

[
Hλ,γ0(ψλ(ωM))

ψλ(ωM)

]p−1

φdx ≥ µ∗
∫

RN
β(x)φdx+ µ∗

∫
RN
α(x)|∇v|qφdx

≥ µ

∫
RN
V (x,∇v)φdx. (3.17)

Daí, substituindo (3.15) e (3.17) em (3.14) segue, para cada 0 < λ < λ∗ e 0 ≤ µ < µ∗,
que ∫

RN
|∇v|p−2∇v∇φdx ≥

∫
RN

[g(x, v + ε) + λf(x, v + ε) + µV (x,∇v)]φdx

e, como visto, v > 0 em RN , v |x|→∞−→ 0 e v ∈ C1(RN).
A obtenção das estimativas dadas em (i) e (ii) é feita de maneira semelhante à dos

Lemas 2.1 e 2.3. Isto prova o Lema 3.2.

3.2.2 Demonstração do Teorema NL+

Demonstração. De forma análoga à demonstração do Teorema DL+, com σ = 0, ou seja,
vσ = v, mostra-se que existe uR ∈ C1(BR) ∩ C(BR) satisfazendo −∆p uR = g(x, uR) + λf(x, uR) + µV (x,∇uR) em BR

uR > 0 em BR,
(3.18)

para cada R ≥ 1, 0 < λ < λ∗(BR), 0 ≤ µ < µ∗(BR) dados, com

µ∗(BR) = µ∗(BR) = min

{
γp−1−q

0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))
p−1−q
p−1

4‖∇ωM‖qL∞(BR)

,
γp−1

0 (Ik(γ0) + λIj(γ0))

4

}
,

sendo que aqui consideramos a restrição da função ωM , dada em (3.11), à bola BR. Além
disso,

0 < CRϕR ≤ uR ≤ vRN < γ0 em BR.

Do exposto anteriormente temos que λ∗(RN) ≤ λ∗(BR), para cada R ≥ 1.
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Como feito na demonstração do Teorema NL0, tomamos L0 = max{L1, L2} e
δ = min{δ1, δ2} como em (3.6) e (3.7), ambos independentes de R > 0, obtendo, em
qualquer das situações,

λ
l(s)

sp−1
+
h(s)

sp−1
> λ1,BR(ρ), para quaisquer s ∈ (0, δ), R > L0.

Como em (3.9), escolhemos C = C(δ) ∈ (0, CL0) suficientemente pequeno tal que
0 < C‖ϕL0‖L∞(BL0

) < δ, em que CL0 é a constante da subsolução de (3.18) em BL0 .
Com este C assim escolhido, temos, de forma análoga à demonstração da Afirmação

3.1.1 do Teorema NL0, usando a não-negatividade do termo V , que

CϕL0(x) ≤ uR(x), x ∈ BL0 e para todo R > L0.

Seguindo raciocínio semelhante àquele da demonstração do Teorema NL0, construímos
uma função u = uλ,µ ∈ C1(RN) com 0 < CϕL ≤ u ≤ v < γ0 em RN , para cada
L ≥ L0 > 0, que satisfaz, para cada 0 < λ < λ∗ e 0 ≤ µ < µ∗ dados,∫

RN
|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
RN

[g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u)]φdx, φ ∈ C∞0 (RN),

u > 0 em RN e u(x)
|x|→∞−→ 0. Isto finaliza a demonstração do Teorema NL+.

Na próxima seção, consideramos o problema (P ) para o caso V � 0.

3.3 Problema com termo de convecção não-positivo

Considere o problema −∆p u = g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u) em RN

u > 0 em RN e u(x) −→ 0 quando |x| → ∞,
(P−)

em que λ > 0, µ ≥ 0 são parâmetros reais, g, f : RN × (0,∞) → [0,∞) e V (x, ξ) :

RN × RN → R são funções contínuas tais que

(G) (i) existem funções contínuas b : RN → [0,∞), b 6= 0, e k : (0,∞) → (0,∞), tais
que

g(x, s) ≤ b(x)k(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0,∞);
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(ii) existem s1 ∈ (0, 1] e funções a : RN → (0,∞), a ∈ C(RN) ∩ L∞(RN),

h : (0, s1)→ (0,∞), h ∈ C(RN) tais que

g(x, s) ≥ a(x)h(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0, s1);

(F ) (i) existem funções contínuas c : RN → [0,∞), c 6= 0, e j : (0,∞) → (0,∞), tais
que

f(x, s) ≤ c(x)j(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0,∞);

(ii) existem s2 ∈ (0, 1] e funções d : RN → (0,∞), d ∈ C(RN) ∩ L∞(RN),

l : (0, s2)→ (0,∞), l ∈ C(RN), tais que

f(x, s) ≥ d(x)l(s), para quaisquer (x, s) ∈ RN × (0, s2);

(V1) |V (x, ξ)| ≤ α(x)|ξ|q + β(x);

(V2) |V (x, ξ)− V (x, η)| ≤ α(x) ||ξ|q − |η|q|;

(V3) V é continuamente diferenciável em ξ sobre subconjuntos compactos de suas
variáveis,

em que α, β : RN → [0,∞) são funções contínuas tais que α, β, α/d, α/a, β/a ∈
L∞(RN) e q ∈ [0, p];

(M) existe ωM ∈ C1(RN), com |∇ωM | ∈ L∞(RN), tal que −∆p ωM = M(x) em RN

ωM > 0 em RN e ωM(x)
|x|→∞−→ 0,

em que M(x) := max{b(x), c(x)}, x ∈ RN ;

(K)s0,t0 sup
(s0,t0)

k(s)

sp−1
<

[
1−

(
s0
t0

) 1
2

]2(p−1)

‖ ωM ‖p−1
L∞(RN )

, para alguns 0 ≤ s0 < t0 ≤ ∞.

Ao pensar em estender o Teorema DL− para o RN através de um processo de limite,
devido à possível singularidade que as funções f e (ou) g possam admitir em s = 0, torna-
se necessária a existência de uma limitação inferior positiva, e uniforme, para a R-família
de soluções do problema (P−), em Ω = BR(0).

Tal limitação será obtida por meio do Teorema 1.5, cuja aplicação varia de acordo
com o valor de p. Quando p = 2, será possível utilizar uma "ferramenta" alternativa
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para este fim, o que dispensa as hipóteses (V2) e (V3), mas, em contrapartida, exige que
a, d ∈ C0,α

loc (Ω), f, g ∈ C0,α
loc (Ω× (0,∞)) e V ∈ C0,α

loc (Ω× RN), α ∈ (0, 1).
Como na prova do Teorema DL−, a construção de uma subsolução foi possível por meio

da introdução de uma potência da primeira autofunção do problema (AV ), estabelecida
por meio de um número θ0, apropriadamente escolhido. Por tratar o problema (P ) em RN ,
exigimos que lim

R→∞
‖∇ϕR‖L∞(BR) < ∞. No resultado a seguir tomamos, quando p = 2, o

número

θ0 :=


q

q − 1
, se q ∈ (1, 2]

2, se q = 1.

(3.19)

Teorema NL−: Assuma V � 0, (G), (F ), (V1), (M) e (K)s0,t0. Suponha que

(a) 1 < p ≤ 2, q ∈ (p− 1, p], h(0) > 0 e (V3); ou

(b) p ≥ 2, q ∈
[
p− 1, p

(
1− 1

p∗

))
, h(0) > 0 e (V2); ou

(c) p = 2, q ∈ (1, 2] e β ≡ 0.

Então existem λ∗ ≥ 0 e λ∗ > 0 tais que, para cada λ∗ < λ < λ∗ dado, existem
µ∗ = µ∗(λ) > 0 e uma função u = uλ,µ ∈ C1(RN), com 0 < u < t0, solução de (P )

em cada uma das seguintes situações:

(i) max
{

0,
3θp−1

0 λ1(ρ)−h0

l0

}
< λ ≤ λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se 0 < l0 <∞;

(ii) 0 < λ ≤ λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 =∞;

(iii) 0 < λ ≤ λ∗, 0 ≤ µ < µ∗, se l0 = 0, e h0 > 3θp−1
0 λ1(ρ),

em que θ0 > 1, se ocorrerem (a) ou (b), e θ0 é dado por (7), se ocorrer (c).
Adicionalmente,

(iv) λ∗ ≥ 1
j0

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0, e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1

L∞(RN )

− k∞
)
, se t0 =∞;

(v) existem constantes c1, c2, c3 > 0 tais que µ∗ ≥ c1h(0), para (a) ou (b),
µ∗ ≥ c2λl0, para (c)(i)(ii) e µ∗ ≥ c3h0, para (c)(iii).

Observação 3.3. Ressaltamos que

(1) de forma análoga ao observado no Teorema DL−, temos que µ∗ = µ∗(λ) apenas nas
situações (b)(i) e (b)(ii);
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(2) uma situação em que lim
R→∞

‖∇ϕR‖L∞(BR) < ∞ é, por exemplo, quando o peso ρ do

problema de autovalor (AV ) é tal que ρ(x) = ρ(|x|) e, além disso,
∫∞

0
ρ(t)dt < ∞

ou lim
r→∞

rρ(r) <∞.

Devido às possíveis singularidades nas funções g e (ou) f considere, para algum ε > 0

suficientemente pequeno, o problema perturbado −∆p u ≥ g(x, u+ ε) + λf(x, u+ ε) + µV (x,∇u) em RN

u > 0 em RN e u(x) −→ 0 quando |x| → ∞,
(3.20)

Mostraremos o

Lema 3.4. Suponha V � 0, (G)(i), (F )(i), (M) e (K)s0,t0 . Então, dado ε > 0

suficientemente pequeno, existem λ∗ > 0 e v = vλ,µ ∈ C1(RN), ambos independentes
de ε, satisfazendo (3.20) para cada 0 < λ < λ∗, µ ≥ 0 dados. Além disso,

λ∗ ≥ 1

j0

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(RN )

− k0

)
, se s0 = 0 e λ∗ ≥ 1

j∞

(
1

‖ωM‖p−1
L∞(RN )

− k∞

)
, se t0 =∞.

3.3.1 Demonstração do Lema 3.4

Demonstração. No Lema 3.1, mostramos que existe v = vλ ∈ C1(RN), v independente de
ε, tal que  −∆p v ≥ g(x, v + ε) + λf(x, v + ε) em RN

v > 0 em RN e v(x) −→ 0 quando |x| → ∞,

para qualquer 0 < λ < λ∗ = λ∗(RN).
Desde que V ≤ 0, para qualquer µ ≥ 0 vale a desigualdade

−∆p v ≥ g(x, v + ε) + λf(x, v + ε) + µV (x,∇v), em RN .

Isto conclui a demonstração do Lema 3.4.

3.3.2 Demonstração do Teorema NL−

Demonstração. Relembrando que vBR ≤ vRN e λ∗(BR) ≥ λ∗(RN), do Teorema DL−, existe
uR ∈ C1(BR) ∩ C(BR) satisfazendo −∆p uR = g(x, uR) + λf(x, uR) + µV (x,∇uR) em BR

uR > 0 em BR e uR = 0 em ∂BR,
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para cada R ≥ 1, 0 < λ < λ∗(BR)(em particular, 0 < λ < λ∗(RN)), e 0 ≤ µ < µ∗(BR)

dados e, além disso,

0 < CRϕR ≤ uR ≤ vBR ≤ vRN < γ0 em BR.

Nosso objetivo, no que segue, é mostrar que existe uma limitação inferior positiva,
independente do raio R, para a família de soluções uR do problema acima.

Demonstração de (a) e (b):
Desde que h(0) > 0 e h(s) > 0, segue que min

0<s<s1
h(s) > 0, e que

hd(s) =
min

0<s<s1
h(s)

2
−

min
0<s<s1

h(s)

4s1

s, 0 ≤ s ≤ s1

é uma função contínua, decrescente e positiva com hd(s) < h(s), para qualquer s ∈ (0, s1),
em que s1 foi dado na hipótese (G)(ii).

Em seguida, defina

µ∗(RN) = min

 h(0)/4

3
∥∥β
a

∥∥
L∞(RN )

,
h(0)/4

3θq0
∥∥α
a

∥∥
L∞(RN )

lim
R→∞

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR) lim
R→∞

‖ ϕ(θ0−1)q
R ‖L∞(BR)

 .

Assim, dado 0 ≤ µ < µ∗(RN), existem δ1, δ2, σ1, σ2 > 0 suficientemente pequenos e L0 > 0

suficientemente grande, tais que

h(s)− σ1 > 12µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
L∞(RN )

, 0 < s ≤ δ1 (3.21)

e

12µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
L∞(RN )

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR)‖ ϕ
(θ0−1)q
R ‖L∞(BR)< h(s)− σ2, 0 < s ≤ δ2 e R ≥ L0.

(3.22)
Tomando δ = min{δ1, δ2}, de (3.21) e (3.22) temos para R ≥ L0 e 0 < s ≤ δ que

12µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
L∞(RN )

≤ min
s∈(0,δ]

h(s)− σ1 < min
s∈(0,δ]

h(s) (3.23)

e

12µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
L∞(RN )

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR)‖ ϕ
(θ0−1)q
R ‖L∞(BR)≤ min

s∈(0,δ]
h(s)− σ2 < min

s∈(0,δ]
h(s). (3.24)
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Observe que, para cada R > L0 e 0 ≤ µ < µ∗(RN), temos que 0 ≤ µ < µ∗(BR), em que
µ∗(BR) foi dado em (2.71).

Tome agora C̃L0 = C̃L0(θ0, s1, δ) ∈ (0, CL0) tal que

C̃L0 ‖ ϕθ0L0
‖L∞(BL0

)< min

{
s1

4
, δ,

1

θ0(12λ1,BL0
(a))

1
p−1

(
min
s∈(0,δ]

h(s)

) 1
p−1

}
, (3.25)

em que CL0 é a constante da subsolução do problema (P−), com Ω = BL0 , dada na
primeira parte da demonstração do Teorema DL−.

Assim, para cada φ ∈ C∞0 (BL0), φ ≥ 0 temos, de (3.23), (3.24) e (3.25), que∫
BL0

|∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)|p−2∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)∇φdx+ µ

∫
BL0

α(x)|∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)|qφdx+ µ

∫
BL0

β(x)φdx

≤ θp−1
0 λ1,BL0

(a)

∫
BL0

a(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)p−1φdx

+ µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
‖ ∇ϕL0 ‖q∞

∫
BL0

a(x)(C̃L0ϕ
θ0−1
L0

)qφdx+ µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
∞

∫
BL0

a(x)φdx

≤ θp−1
0 λ1,BL0

(a)[C̃L0 ‖ ϕθ0L0
‖L∞(BL0

)]
p−1

∫
BL0

a(x)φdx

+ µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
∞
‖ ∇ϕL0 ‖q∞‖ ϕ

(θ0−1)q
L0

‖∞
∫
BL0

a(x)φdx+ µ

∥∥∥∥βa
∥∥∥∥
∞

∫
BL0

a(x)φdx

<

min
s∈(0,δ]

h(s)

12

∫
BL0

a(x)φdx+

min
s∈(0,δ]

h(s)

12

∫
BL0

a(x)φdx+

min
s∈(0,δ]

h(s)

12

∫
BL0

a(x)φdx

=

min
s∈(0,δ]

h(s)

4

∫
BL0

a(x)φdx ≤
∫
BL0

a(x)hd(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx.

Logo, de (V1) temos

−∆p(C̃L0ϕ
θ0
L0

) ≤ a(x)hd(C̃L0ϕ
θ0
L0

) + µV (x,∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)) em BL0 .

Afirmação 3.3.1: C̃L0ϕ
θ0
L0

(x) ≤ uR(x), para quaisquer x ∈ BL0 , R > L0.
Verificação: Suponha, por contradição, que existam x0 ∈ BL0 e R0 > L0 tais que

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0) > uR0(x0).

Considere o conjunto aberto não-vazio

AR0,L0 = {x ∈ BL0 : C̃L0ϕ
θ0
L0

(x) > uR0(x)} ⊂⊂ BL0 .

e observe que, se x ∈ AR0,L0 , então uR0(x) < C̃L0ϕ
θ0
L0

(x) < s1 em AR0,L0 .
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Assim, para cada 0 ≤ µ < µ∗(RN) dado, temos

−∆p uR0 = g(x, uR0) + λf(x, uR0) + µV (x,∇uR0)

≥ a(x)h(uR0) + µV (x,∇uR0)

> a(x)hd(uR0) + µV (x,∇uR0) em AR0,L0 .

Agora, defina a função contínua B(x, s, ξ) : AR0,L0 × [0, s1]× RN → R por

B(x, s, ξ) := a(x)hd(s) + µV (x, ξ),

e observe que

• B é decrescente em s ∈ [0, s1];

• −∆p(C̃L0ϕ
θ0
L0

) ≤ B(x, C̃L0ϕ
θ0
L0
,∇(C̃L0ϕ

θ0
L0

)) em AR0,L0 ;

• −∆p uR0 ≥ B(x, uR0 ,∇uR0) em AR0,L0 ;

• C̃L0ϕ
θ0
L0

(x) = uR0(x) em AR0,L0 .

Assim, se ocorrer (a), temos que B satisfaz (B1) do Teorema 1.5, se ocorrer (b),
então B satisfaz (B2) do Teorema 1.5 e, além disso,

• α(M,N) = inf
0<s<M

{−B(x, s+ t, ξ) +B(x, s, ξ), 0 < t < N} > 0, em que os números

Me N são tais que M < s1/4 e N < s1/2.

Portanto, pelo Teorema 1.5, concluímos que

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x) ≤ uR0(x) em AR0,L0 ,

o que é um absurdo, donde segue que AR0,L0 = ∅.
Para concluir a verificação da Afirmação 3.3.1, basta demonstrar que α(M,N) > 0,

o que de fato ocorre, pois, desde que hd é decrescente, temos, para quaisquer 0 < s <

M e 0 < t < N , que

inf
s
{hd(s)− hd(s+ β)} > 0, 0 ≤ s < s+ β ≤ s1.

Como uma consequência da definição de B, temos

−B(x, s+ t, ξ) +B(x, s, ξ) = −a(x)hd(s+ t)− µV (x, ξ) + a(x)hd(s) + µV (x, ξ)

= a(x)[hd(s)− hd(s+ t)] ≥ min
BL

a(x)[hd(s)− hd(s+ t)],
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donde segue que

inf
s
{−B(x, s+ t, ξ) +B(x, s, ξ)} ≥ min

BL

a(x) inf
s
{hd(s)− hd(s+ t)} > 0

para quaisquer 0 < s < M, 0 < t < N , pois a > 0 em RN .
Isto conclui a verificação da Afirmação 3.3.1.
Utilizando um argumento diagonal, mostra-se, como na prova do Teorema NL0, que

existe u ∈ C1(RN) com u(x) → 0 quando |x| → ∞, 0 < C̃L0ϕ
θ0
L0
≤ u ≤ v em RN e, para

qualquer φ ∈ C∞0 (RN), temos∫
RN
|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
RN

[g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u)]φdx.

Demonstração de (c): Defina as funções

ĥ(t) = inf

{
h(s)

s
, 0 < s ≤ t

}
, 0 < t < s1,

l̂(t) = inf

{
l(s)

s
, 0 < s ≤ t

}
, 0 < t < s2 (3.26)

e observe que

• ĥ(t)→ h0 e l̂(t)→ l0, quando t→ 0,

• ĥ e l̂ são funções não-crescentes.

Verificação de (i)− (ii): Se 0 < l0 <∞ (observe que se l0 = ∞, o procedimento é
análogo), para cada λ > λ∗ = max

{
0, 3θ0λ1(ρ)−h0

l0

}
dado, temos

λl0 + h0 > 3θ0λ1(ρ).

É claro que existem σ1 = σ1(λ) e δ1 = δ1(λ, σ1) > 0 suficientemente pequenos e L1 > 0

suficientemente grande, tais que

3θ0λ1,BR(ρ) < (λl0 + h0)− 2σ1, se R ≥ L1, (3.27)

e
λ
l(s)

s
+
h(s)

s
> (λl0 + h0)− σ1, 0 < s ≤ δ1. (3.28)

Portanto, segue de (3.27) e (3.28) que

3θ0λ1,BR(ρ) < (λl0 + h0)− σ1 − σ1 < λ
l(s)

s
+
h(s)

s
− σ1,
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para todo R ≥ L1 e 0 < s ≤ δ1. Em particular, vale a desigualdade

3θ0λ1,BR(ρ) ≤ λ inf

{
l(s)

s
, 0 < s ≤ δ1 < s2

}
+ inf

{
h(s)

s
, 0 < s ≤ δ1 < s1

}
− σ1

= λl̂(δ1) + ĥ(δ1)− σ1 < λl̂(δ1) + ĥ(δ1). (3.29)

Agora, dado λ ∈ (λ∗, λ
∗], defina

µ∗(RN) = µ∗λ(RN) =

 λl0

2θq0
∥∥α
d

∥∥
L∞(RN )

lim
R→∞

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR)

 > 0.

Assim, para cada 0 ≤ µ < µ∗(RN)) dado, existem δ2, σ2 > 0 suficientemente pequenos e
L2 > 0 suficientemente grande, tais que

λl0 − 2σ2 > 2µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
L∞(RN )

lim
R→∞

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR) .

e
λ
l(s)

s
> λl0 − σ2, 0 < s ≤ δ2.

Portanto, destas relações segue que

2µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
L∞(RN )

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR)< λl0 − σ2 − σ2 < λ
l(s)

s
− σ2,

para todo R ≥ L2 e 0 < s ≤ δ2. Em particular, vale a desigualdade

2µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
L∞(RN )

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR) ≤ λ inf

{
l(s)

s
, 0 < s ≤ δ2 < s2

}
− σ2

= λl̂(δ2)− σ2 < λl̂(δ2). (3.30)

Observe que, para cada R > L2 e 0 ≤ µ < µ∗(RN), temos que 0 ≤ µ < µ∗(BR), em que
µ∗(BR) foi dado em (2.80).

Em qualquer dos casos, tomando L0 = max{L1, L2}, ε0 = min{δ1, δ2, s1, s2} e fixando
C̃L0 = C̃L0(ε0) ∈ (0, CL0) tal que C̃L0 ‖ ϕθ0L0

‖qL∞(BL0
)< ε0, segue, de (3.29) e (3.30), para
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cada φ ∈ C∞0 (BL0), φ ≥ 0, que∫
BL0

∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)∇φdx+ µ

∫
BL0

α(x)|∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)|qφdx

≤ θ0λ1,BL0
(ρ)

∫
BL0

ρ(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx+ µθq0

∥∥∥α
d

∥∥∥
L∞(RN )

‖ ∇ϕL0 ‖
q
L∞(BL0

)

∫
BL0

d(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx

<
1

3

∫
BL0

[λl̂(δ1) + ĥ(δ1)]ρ(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx+
λ

2

∫
BL0

l̂(δ2)d(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx.

Desde que C̃L0 ‖ ϕθ0L0
‖qL∞(BL0

)< min{δ1, δ2} e ĥ, l̂ são não-crescentes, segue que

∫
BL0

∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)∇φdx+ µ

∫
BL0

α(x)|∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)|qφdx

<
λ

3

∫
BL0

l̂(C̃L0ϕ
θ0
L0

)d(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx+
1

3

∫
BL0

ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

)a(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx

+
λ

2

∫
BL0

l̂(C̃L0ϕ
θ0
L0

)d(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx

< λ

∫
BL0

d(x)l̂(C̃L0ϕ
θ0
L0

)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx+

∫
BL0

a(x)ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx.

Logo, em BL0 , temos

−∆(C̃L0ϕ
θ0
L0

) < a(x)ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

)(C̃L0ϕ
θ0
L0

) + λd(x)l̂(C̃L0ϕ
θ0
L0

)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)− µα(x)|∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)|q.
(3.31)

Sabemos que ϕL0 ∈ C1,α(BL0), α ∈ (0, 1) e, por hipótese, ρ ∈ C0,α(BL0), então de
−∆ϕL0 = λρ(x)ϕL0 , segue pelo Teorema de Schauder que ϕL0 ∈ C2,α(BL0).

Como θ0 > 1 e ϕL0 > 0 em BL0 , concluímos que C̃L0ϕ
θ0
L0
∈ C2(BL0).

Do Teorema DL−, temos que uR ∈ C1(BR) ∩ C(BR). Como f, g ∈ C0,α
loc (BR × (0,∞))

e V ∈ C0,α
loc (BR × RN), temos que

−4uR = g(x, uR) + λf(x, uR) + µV (x,∇uR) := G(x) ∈ L∞loc(BR).

Pelo Teorema B.2 [45], segue que uR ∈ W 2,p
loc (BR), 1 < p < ∞ e, pela imersão

de Sobolev, uR ∈ C1,α
loc (BR), α ∈ (0, 1). Logo, G(x) ∈ C0,α

loc (BR), donde segue que
G(x) ∈ C0,α(BL0), se R > L0. Pelo Teorema de Schauder, uR ∈ C2,α(BL0).

Desta análise, concluímos que C̃L0ϕ
θ0
L0
, uR ∈ C2(BL0), R > L0, o que nos permitirá

utilizar um argumento pontual na verificação da afirmação abaixo.
Afirmação 3.3.2: C̃L0ϕ

θ0
L0

(x) ≤ uR(x), x ∈ BL0 , R > L0.
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Verificação: Suponha, por contradição, que existam x0 ∈ BL0 e R0 > L0 tais que

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0) > uR0(x0), (3.32)

isto é, ln(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)) > ln(uR0(x0)). Desde que

lim
|x|→L0

{ln(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x))− ln(uR0(x))} < 0,

temos que existe e é positivo o

sup
x∈BL0

{ln(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x))− ln(uR0(x))}.

Sem perda de generalidade, suponha que tal supremo seja atingido em x0, isto é,

∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0))

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)
=
∇(uR0(x0))

uR0(x0)
e 4{ln(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))− ln(uR0(x0))} ≤ 0, (3.33)

o que, de (3.33), (3.31) e do Teorema DL−, nos dá

0 ≥ −
|∇(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))|2

(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0))2
+
4(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)
+
|∇(uR0(x0))|2

(uR0(x0))2
− 4(uR0(x0))

uR0(x0)

=
4(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)
− 4(uR0(x0))

uR0(x0)

> −a(x0)ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0))− λd(x0)l̂(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)) +
µα(x0)|∇(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))|q

(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0))

+
g(x0, uR0(x0))

uR0(x0)
+
λf(x0, uR0(x0))

uR0(x0)
+
µV (x0,∇(uR0(x0)))

uR0(x0)
.

Por (V1), (F )(i) e (G)(i), reescrevemos a desigualdade anterior como

0 ≥
4(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)
− 4(uR0(x0))

uR0(x0)

> −a(x0)ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0))− λd(x0)l̂(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)) +
µα(x0)|∇(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))|q

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)

+ a(x0)
h(uR0(x0))

uR0(x0)
+ λd(x)

l(uR0(x0))

uR0(x0)
− µα(x0)|∇(uR0(x0))|q

uR0(x0)
. (3.34)

Desde que q ≥ 1, então [C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)]q−1 ≥ [uR0(x0)]q−1, pela hipótese de contradição.
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Assim de (3.33), temos

|∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0))|q

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)
=
|∇(uR0(x0))|q

[uR0(x0)]q
[C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0)]q

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)
≥ |∇(uR0(x0))|q

uR0(x0)
. (3.35)

Usando (3.35), (3.32), (3.26) e a monotonicidade de ĥ e l̂ em (3.34), obtemos

0 ≥
4(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0)
− 4(uR0(x0))

uR0(x0)

> a(x0)

[
h(uR0(x0))

uR0(x0)
− ĥ(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))

]
+ λd(x)

[
l(uR0(x0))

uR0(x0)
− l̂(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))

]
≥ a(x0)[ĥ(uR0(x0))− ĥ(C̃L0ϕ

θ0
L0

(x0))] + λd(x)[l̂(uR0(x0))− l̂(C̃L0ϕ
θ0
L0

(x0))] ≥ 0,

o que é um absurdo.
Se l0 = ∞ então, relembrando as definições de λ∗ e µ∗RN mostramos, de maneira

análoga, que as relações (3.29) e (3.30) permanecem válidas, para todo λ, µ > 0.
Verificação de (iii): De maneira semelhante à demonstração de (3.29), existem

números positivos δ1, δ2, L1, L2 > 0 tais que

3θ0λ1,BR(ρ) < ĥ(δ1), R ≥ L1 e 0 < s ≤ δ1, (3.36)

e
2µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
L∞(RN )

lim
R→∞

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR)< ĥ(δ2), R ≥ L2 e 0 < s ≤ δ2, (3.37)

em que 0 ≤ µ < µ∗(RN), com

µ∗RN =

 h0

2θq0
∥∥α
a

∥∥
L∞(RN )

lim
R→∞

‖ ∇ϕR ‖qL∞(BR)

 .

Tomando L0, ε0 e C̃L0 como no caso anterior, obtemos, para cada φ ∈ C∞0 (BL0), φ ≥ 0,
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que ∫
BL0

∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)∇φdx+ µ

∫
BL0

α(x)|∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)|qφdx

≤ θ0λ1,BL0
(ρ)

∫
BL0

ρ(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx+ µθq0

∥∥∥α
a

∥∥∥
L∞(RN )

‖ ∇ϕL0 ‖
q
L∞(BL0

)

∫
BL0

a(x)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx

<
1

3

∫
BL0

a(x)ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx+
1

2

∫
BL0

a(x)ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx

<

∫
BL0

a(x)ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)φdx,

em que usamos, nas desigualdades anteriores, (3.36) e (3.37).
Assim,

−∆(C̃L0ϕ
θ0
L0

) < a(x)ĥ(C̃L0ϕ
θ0
L0

)(C̃L0ϕ
θ0
L0

)− µα(x)|∇(C̃L0ϕ
θ0
L0

)|q em BL0 .

De maneira análoga ao caso anterior, mostra-se que

C̃L0ϕ
θ0
L0

(x) ≤ uR(x), para quaisquer x ∈ BL0 , R > L0.

Utilizando um argumento diagonal , como na prova do Teorema NL0, construímos
uma função u ∈ C1(RN) com 0 < C̃L0ϕ

θ0
L0
≤ u ≤ v em RN , satisfazendo∫

RN
|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
RN

[g(x, u) + λf(x, u) + µV (x,∇u)]φdx, φ ∈ C∞0 (RN).

Em particular. 0 < u < t0 e u(x)→ 0 quando |x| → ∞.



Capítulo

4
Apêndice

Neste Capítulo apresentaremos as demonstrações da maioria das afirmações e
observações feitas e não verificadas nos capítulos anteriores.

Iniciaremos estas demonstrações pela Observação 0.1 feita na introdução deste
trabalho.

1. (K)0,t0 ocorre se, e somente se, k0 <
1

‖ ωM ‖p−1
∞

.

De fato, se lim
s→0

k(s)

sp−1
<

1

‖ ωM ‖p−1
∞

, temos que existe t0 > 0 tal que

k(s)

sp−1
<

1

2

[
1

‖ ωM ‖p−1
∞

+ k0

]
, s ∈ (0, t0).

Daí,

sup
(0,t0)

k(s)

sp−1
≤ 1

2

[
1

‖ ωM ‖p−1
∞

+ k0

]
<

1

‖ ωM ‖p−1
∞

, que é (K)0,t0 .

Por outro lado, de (K)0,t0 segue que

k0 = lim
s→0

k(s)

sp−1
≤ sup

(0,t0)

k(s)

sp−1
<

1

‖ ωM ‖p−1
∞

.

2. (K)s0,∞ ocorre se, e somente se, k∞ <
1

‖ ωM ‖p−1
∞

.
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De fato, se lim
s→∞

k(s)

sp−1
<

1

‖ ωM ‖p−1
∞

, temos que existe s0 > 0 tal que

k(s)

sp−1
<

1

2

[
1

‖ ωM ‖p−1
∞

+ k∞

]
, s ∈ (s0,∞).

Daí,

sup
(s0,∞)

k(s)

sp−1
≤ 1

2

[
1

‖ ωM ‖p−1
∞

+ k∞

]
<

1

‖ ωM ‖p−1
∞

, que é (K)s0,∞.

Por outro lado, de (K)s0,∞ segue que

k∞ = lim
s→∞

k(s)

sp−1
≤ sup

(s0,∞)

k(s)

sp−1
<

1

‖ ωM ‖p−1
∞

.

Passemos agora às Afirmações feitas no Capítulo 2, seção 2.1.
Afirmação 2.1.2:

(i) Hλ,γ ∈ C1((0,∞), (0,∞));

(ii) ζ̂λ,γ(s) ≤ [Hλ,γ(s)]
p−1;

(iii)
Hλ,γ(s)

s
é não-crescente em s, s > 0;

(iv) lim
s→∞

Hλ,γ(s)

s
= (Ik(γ) + λIj(γ))

1
p−1 .

Demonstração. (i)

d

ds
Hλ,γ(s) =

d

ds

 s2∫ s

0

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt

 =

2s

∫ s

0

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt− s2 s

ζ̂λ,γ(s)
1
p−1[∫ s

0

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt

]2 .

Desde que as funções envolvidas nesta expressão são contínuas, d/dsHλ,γ(s) é contínua,
donde segue que Hλ,γ ∈ C1((0,∞), (0,∞)).

(ii) Da Afirmação 2.1.1(i), segue que

Hλ,γ(s) =
s2∫ s

0

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt

≥ s2

s

ζ̂λ,γ(s)
1
p−1

s
= ζ̂λ,γ(s)

1
p−1 .

Logo, [Hλ,γ(s)]
p−1 ≥ ζ̂λ,γ(s).
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(iii) Novamente da Afirmação 2.1.1(i), segue que

d

ds

[
Hλ,γ(s)

s

]
≤

s

ζ̂λ,γ(s)
1
p−1

s− s s

ζ̂λ,γ(s)
1
p−1[∫ s

0

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt

]2 = 0.

(iv) Por um lado, da Afirmação 2.1.1(i),(iii), temos que

lim
s→∞

Hλ,γ(s)

s
≥ lim

s→∞

ζ̂λ,γ(s)
1
p−1

s
= [Ik(γ) + λIj(γ)]

1
p−1 .

Por outro lado, para β ∈ (0, 1) dado arbitrariamente segue, da Afirmação 2.1.1(iii), que

lim
s→∞

Hλ,γ(s)

s
≤ lim

s→∞

s∫ s

βs

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt

≤ lim
s→∞

s

βs

[ζ̂λ,γ(βs)]
1
p−1

s(1− β)

=
[Ik(γ) + λIj(γ)]

1
p−1

(1− β)
.

Daí,

[Ik(γ) + λIj(γ)]
1
p−1 ≤ lim

s→∞

Hλ,γ(s)

s
≤ [Ik(γ) + λIj(γ)]

1
p−1

(1− β)
.

Como β ∈ (0, 1) foi tomado arbitrariamente,

lim
s→∞

Hλ,γ(s)

s
= [Ik(γ) + λIj(γ)]

1
p−1 .

Afirmação 2.1.3:

(i) lim
γ→∞

Γλ(γ) =
1

(k∞ + λj∞)
1
p−1

;

(ii) lim
γ→0

Γλ(γ) =
1

(k0 + λj0)
1
p−1

;

(iii) Γλ é decrescente em λ.

Demonstração. (i) Para β ∈ (0, 1) dado arbitrariamente, das Afirmações 2.1.1(i) e
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2.1.2(iii), temos que

lim
γ→∞

Γλ(γ) ≥ lim
γ→∞

(
1

γ

∫ γ

βγ

t

Hλ,γ(t)
dt

)
≥ lim

γ→∞

(
1

γ

βγ

Hλ,γ(βγ)
γ(1− β)

)
= lim

γ→∞

(1− β)

βγ

∫ βγ

0

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt ≥ lim
γ→∞

(1− β)

βγ

∫ βγ

β2γ

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt

≥ lim
γ→∞

[
(1− β)

βγ

β2γ

[ζ̂λ,γ(β2γ)]
1
p−1

βγ(1− β)

]
.

De (2.3)-(2.6), segue que

lim
γ→∞

Γλ(γ) ≥ lim
γ→∞

(1− β)2β2γ

[(β2γ)p−1ζ̂k,γ(β2γ) + λ(β2γ)p−1ζ̂j,γ(β2γ)]
1
p−1

= lim
γ→∞

(1− β)2[
sup

{
ζk,γ(t)

tp−1
, t > β2γ

}
+ λ sup

{
ζj,γ(t)

tp−1
, t > β2γ

}] 1
p−1

=
(1− β)2

(k∞ + λj∞)
1
p−1

.

Por outro lado, das Afirmações 2.1.2(iii), 2.1.1(i) e das definições (2.3)-(2.6), temos que

lim
γ→∞

Γλ(γ) ≤ lim
γ→∞

1

γ

γ

Hλ,γ(γ)
γ = lim

γ→∞

1

γ

∫ γ

0

t

ζ̂λ,γ(t)
1
p−1

dt

≤ lim
γ→∞

γ

γζ̂k,γ(γ)
1
p−1 + λ

1
p−1γζ̂j,γ(γ)

1
p−1

= lim
γ→∞

1[
sup

{
ζk,γ(t)

tp−1
, t > γ

}
+ λ sup

{
ζj,γ(t)

tp−1
, t > γ

}] 1
p−1

=
1

(k∞ + λj∞)
1
p−1

.

Daí,
(1− β)2

(k∞ + λj∞)
1
p−1

≤ lim
γ→∞

Γλ(γ) ≤ 1

(k∞ + λj∞)
1
p−1

.

Fazendo β → 0, segue o afirmado.
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(ii) Analogamente ao feito no item (i),

lim
γ→0

Γλ(γ) ≥ lim
γ→0

(1− β)2[
sup

{
k(t)
tp−1 , β2γ < t ≤ γ

}
+ λ sup

{
j(t)
tp−1 , β2γ < t ≤ γ

}] 1
p−1

=
(1− β)2

(k0 + λj0)
1
p−1

.

Por outro lado,

lim
γ→0

Γλ(γ) ≤ lim
γ→0

1[
sup

{
k(t)
tp−1 , γ < t ≤ γ

}
+ λ sup

{
j(t)
tp−1 , γ < t ≤ γ

}] 1
p−1

=
1

(k0 + λj0)
1
p−1

.

Daí,
(1− β)2

(k0 + λj0)
1
p−1

≤ lim
γ→0

Γλ(γ) ≤ 1

(k0 + λj0)
1
p−1

.

Fazendo β → 0, segue o afirmado.
(iii) Segue diretamente das definições das funções envolvidas.

Afirmação 2.1.5:

(i) [ā, ‖ω‖∞] + ā ⊂ Im(ηλ);

(ii) ηλ ∈ C2((0,∞), Im(ηλ)) é crescente em s > 0;

(iii) η−1
λ := ψλ ∈ C2((Im(ηλ)\{0}, (0,∞)) é crescente em s > 0;

(iv) ψ′λ(s) =
γ0Hλ,γ0(ψλ(s))

ψλ(s)
, s > 0;

(v) ηλ é decrescente em λ > 0.

Demonstração. As verificações dos itens (i), (iii) e (v) são imediatas. Vamos então mostrar
os itens (ii) e (iv).

(ii) Da Afirmação 2.1.2(i), temos que Hλ,γ0 ∈ C1((0,∞), (0,∞)), donde segue que
ηλ ∈ C2((0,∞), Im(ηλ)).

Além disso,
d

ds
ηλ(s) =

1

γ0

s

Hλ,γ0(s)
> 0, s > 0.
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(iv) Por definição, temos

ηλ(ψλ(s)) =
1

γ0

∫ ψλ(s)

0

t

Hλ,γ0(t)
dt = s,

donde segue que
d

ds
ηλ(ψλ(s)) =

1

γ0

ψλ(s)

Hλ,γ0(ψλ(s))
ψ′λ(s) = 1.

Desta forma,

ψ′λ(s) =
γ0Hλ,γ0(ψλ(s))

ψλ(s)
.

Afirmação 2.1.6: [ψ′λ(ωM + ā)]p−1φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. De fato, desde que ωM ∈ C1(Ω), ωM > 0 em Ω e ωM = 0 em ∂Ω, temos
que

0 < ā ≤ ωM(x) + ā ≤ ‖ωM‖∞ + ā para cada x ∈ Ω. (4.1)

Da Afirmação 2.1.5(i) e (iii), temos que ψλ ∈ C2(Im(ηλ)\{0}, (0,∞)) e [ā, ‖ωM‖∞+ ā] ⊂
Im(ηλ), donde segue que existe uma constante C1 > 0 tal que

|ψ′λ(t)| ≤ C1, ∀ t ∈ [ā, ‖ωM‖∞ + ā]. (4.2)

Se x ∈ Ω, por (4.1) e (4.2), temos que |ψ′λ(ωM + ā)|p−1 ≤ Cp−1
1 , o que nos dá

[ψ′λ(ωM + ā)]p−1φ ∈ L∞(Ω).

Além disso,

∇{[ψ′λ(ωM + ā)]p−1φ} = [ψ′λ(ωM + ā)]p−1∇φ+ φ∇{[ψ′λ(ωM + ā)]p−1}.

Veja que, pelo argumento utilizado acima, [ψ′λ(ωM + ā)]p−1∇φ ∈ L∞(Ω). Por outro lado,

φ∇{[ψ′λ(ωM + ā)]p−1} = φ(p− 1)[ψ′λ(ωM + ā)]p−2ψ′′λ(ωM + ā)∇ωM .

Temos duas situações a considerar:

• se p ≥ 2, pelo argumento anterior temos que φ(p− 1)[ψ′λ(ωM + ā)]p−2ψ′′λ(ωM + ā) ∈
L∞(Ω). Como ∇ωM ∈ Lp(Ω), segue que

φ(p− 1)[ψ′λ(ωM + ā)]p−2ψ′′λ(ωM + ā)∇ωM ∈ Lp(Ω).
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• se 1 < p < 2, temos que existe uma constante C3 > 0 tal que |ψ′λ(t)| > C3 >

0 em 0 < ā ≤ t ≤ ‖ωM‖+ ā, donde segue que |ψ′λ(ωM + ā)| > C3, ∀ x ∈ Ω.

Agora, como ψ′′λ(t) é contínua em 0 < ā ≤ t ≤ ‖ωM‖ + ā, existe uma constante
C4 > 0 tal que

|ψ′′λ(t)| ≤ C4, 0 < ā ≤ t ≤ ‖ωM‖+ ā.

Por (4.1), |ψ′′λ(ωM + ā)| ≤ C4, ∀ x ∈ Ω.

Assim, {φ(p−1)[ψ′λ(ωM+ā)]p−2ψ′′λ(ωM+ā)} ∈ L∞(Ω) e, desde que |∇ωM | ∈ Lp(Ω),
segue que

|φ(p− 1)[ψ′λ(ωM + ā)]p−2ψ′′λ(ωM + ā)∇ωM | ∈ Lp(Ω).

Afirmação 2.1.8:

(i) F̂ε é Carathéodory;

(ii) vσ e Cϕ são, respectivamente, supersolução e subsolução de (2.30);

(iii) |F̂ε(x, s)| ≤ C(|s|) para alguma função crescente C : R+ → R+.

Demonstração. (iii) Primeiro caso: s ≥ ‖vσ‖∞ := max vσ(x), x ∈ Ω.
Neste caso, temos

s ≥ ‖vσ‖∞ ≥ vσ(x)⇒ F̂ε(x, s) := g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε).

Desde que g(x, s+ ε) e f(x, s+ ε) são contínuas no compacto Ω× [0, ‖vσ‖∞], existe uma
constante C1 > 0 tal que

|F̂ε(x, s)| := |g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε)| ≤ C1, ∀ s ≥ ‖vσ‖∞.

Segundo caso: 0 ≤ s ≤ ‖vσ‖∞.
Neste caso, podemos ter duas situações:
(i) 0 ≤ s < vσ(x) =⇒ F̂ε(x, s) := g(x, s+ ε) + λf(x, s+ ε).
Daí, existe uma constante C2 > 0 tal que

| F̂ε(x, s) |:=| g(x, s+ ε) + λf(x, s+ ε) |≤ C2, ∀ s < vσ(x),

desde que g(x, s+ ε) e f(x, s+ ε) são contínuas no compacto Ω× [0, ‖vσ‖∞].
(ii) vā(x) ≤ s ≤ ‖vσ‖∞ =⇒ F̂ε(x, s) := g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε).
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Daí, existe uma constante C3 > 0 tal que

|F̂ε(x, s)| := |g(x, vσ + ε) + λf(x, vσ + ε)| ≤ C3, ∀ s ∈ [vσ(x), ‖vσ‖∞].

Portanto, tomando C̃ = min{C1, C2, C3}, temos que |F̂ε(x, s)| ≤ C̃ ≤ C̃+|s|, ∀ s ≥ 0.

Afirmação 2.1.9:

(i)
∫

Ωk

|∇ukσ,n|p−2∇ukσ,n∇φdx
n→∞−→

∫
Ωk

|∇ukσ|p−2∇ukσ∇φdx,

(ii)
∫

Ωk

[g(x, ukσ,n +
1

n
) + λf(x, ukσ,n +

1

n
)]φdx

n→∞−→
∫

Ωk

[g(x, ukσ) + λf(x, ukσ)]φdx.

Demonstração. (i) Com efeito, de (2.32), temos que ‖∇ukσ,n −∇ukσ‖C(Ωk)
n→∞−→ 0.

Logo, para cada x ∈ Ωk, obtemos

(|∇ukσ,n|p−2∇ukσ,n∇φ)(x)
n→∞−→ (|∇ukσ|p−2∇ukσ∇φ)(x).

Além disso, por (2.31) segue que

∣∣|∇ukσ,n|p−2∇ukσ,n∇φ
∣∣ ≤ |∇ukσ,n|p−2|∇ukσ,n||∇φ|

≤ (max
Ωk

|∇ukσ,n|p−1)|∇φ| ≤ Cp−1
k |∇φ| ∈ L1(Ωk).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos (i).
(ii) Desde que g e f são contínuas em RN × (0,∞), de (2.32) segue que, para cada

x ∈ Ωk,

[g(x, ukσ,n(x) + 1/n) + λf(x, ukσ,n(x) + 1/n)]φ(x)
n→∞−→ [g(x, ukσ(x) + λf(x, ukσ(x))]φ(x).

Desde que ukσ,n é limitada em Ωk, b, c e k, j são contínuas, segue de (G)(i) e (F )(i) que

∣∣[g(x, ukσ,n(x) + 1/n) + λf(x, ukσ,n(x) + 1/n)]φ(x)
∣∣

≤ |b(x)k(ukσ,n(x) + 1/n)|+ λ|c(x)j(ukσ,n + 1/n)]||φ(x)| ≤ C|φ(x)| ∈ L1(Ωk).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos (ii).

Passemos agora à demonstração das Afirmações feitas na seção 2.2.
Afirmação 2.2.4: {θp−1

0 [ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ} ∈ W 1,p
0 (Ω).
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Demonstração. De fato, desde que ωM ∈ C1(Ω), ωM > 0 em Ω e ωM = 0 em ∂Ω, temos
que

0 < σ ≤ ωM(x) + σ ≤ ‖ωM‖∞ + σ, ∀ x ∈ Ω. (4.3)

Sabemos que ψλ ∈ C2(Im(ηλ)\{0}, (0,∞)) e [σ, ‖ωM‖∞ + σ] ⊂ Im(ηλ), donde segue que
existem constantes C1, C2 > 0 tais que

|ψλ(t)| > C1 e |ψ′λ(t)| ≤ C2 em 0 < σ ≤ t ≤ ‖ωM‖+ σ.

Assim sendo, se x ∈ Ω, por (4.3) e de θ0 < 1, temos que

|ψλ(ωM + σ)| > C1, i.e, |ψλ(ωM + σ)|(θ0−1)(p−1) < C
(θ0−1)(p−1)
1

e |ψ′λ(ωM + σ)|p−1 ≤ Cp−1
2 .

Logo,
{θp−1

0 [ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ} ∈ L∞(Ω).

Além disso, temos

∇{θp−1
0 [ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ}

= θp−1
0 [ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM + σ)]p−1∇(τφ)

+ θp−1
0 [ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)τφ∇{[ψ′λ(ωM + σ)]p−1}

+ θp−1
0 [ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ∇{[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)}.

Veja que, pelo argumento utilizado na demonstração da Afirmação 2.1.6, temos que

{θp−1
0 [ψλ(ωM)](θ0−1)(p−1)[ψ′λ(ωM)]p−1∇(τφ)} ∈ L∞(Ω)

e, além disso,

θp−1
0 [ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)τφ∇{[ψ′λ(ωM + σ)]p−1} ∈ L∞(Ω).

Veja agora que

θp−1
0 [ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ∇{[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)}

= θp−1
0 [ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ(θ0 − 1)(p− 1)[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)−1ψ′λ(ωM + σ)∇ωM .

Como θ0 < 1, temos que (θ0 − 1)(p − 1) − 1 < 0 para qualquer 1 < p < N . Desde que
∇ωM ∈ Lp(Ω), utilizando novamente o argumento empregado na verificação da Afirmação
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2.1.6, concluímos que

θp−1
0 [ψ′λ(ωM + σ)]p−1τφ∇{[ψλ(ωM + σ)](θ0−1)(p−1)} ∈ L∞(Ω).

Afirmação 2.2.6:

(i) Ĝε é Carathéodory;

(ii) Existe um função crescente D(.) tal que |Ĝε(x, s, ξ)| ≤ D(|s|)(1 + |ξ|p), x ∈ Ω.

Demonstração. (ii) Na verificação da Afirmação 2.1.8(ii), foi mostrado que existe C > 0

constante tal que
| F̂ε(x, s) |≤ C̃, ∀ s ≥ 0.

Temos, então, para constantes C̃, Ĉ, C > 0, que

| Ĝε(x, s, ξ) | ≤ | F̂ε(x, s) | +µ | V (x, ξ) |≤ C̃ + µ[α(x) | ξ |q +β(x)]

≤ C̃ + µmax
x∈Ω
{α(x), β(x)}(| ξ |q +1) ≤ C̃ + Ĉ(| ξ |p +1)

≤ max{Ĉ, Ĉ + C̃}(|ξ|p + 1) ≤ (C + |s|)(|ξ|p + 1).
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