Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Solucoes radiais para problemas elipticos quasilineares
com nao-linearidades singulares que mudam de sinal

por

Thiago Williams Siqueira Ramos

2010



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matemaética

Solucoes radiais para problemas elipticos quasilineares

com nao-linearidades singulares que mudam de sinal

por

Thiago Williams Siqueira Ramos*

Dissertagao apresentada ao Departamento de Matemadtica da Universi-

dade de Brasilia, como parte dos requisitos para obtengao do grau de

MESTRE EM MATEMATICA

Brasilia, 19 de novembro de 2010.

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Carlos Alberto P. dos Santos - MAT /UnB (Orientador)

Prof. Dr. Elves Alves de Barros e Silva - Mat/UnB

Prof. Dr. Edcarlos Domingos da Silva - IME/UFG

*O autor foi bolsista da CNP(Q durante a elaboracao deste trabalho.



AGRADECIMENTOS

Agradego a minha familia, em especial as minhas maes, Judite e Marina, pelo apoio e
confianca depositados e mim;

ao Professor Carlos Alberto Pereira dos Santos pela confianca em mim depositada, pela

paciéncia, conselhos e pelo competente e cuidadoso trabalho de orientacao;

aos professores Elves Alves Barros e Silva, Edcarlos Domingos da Silva e Antonio Luiz de

Melo, respectivamente, membros e suplente da banca examinadora;

aos professores e funcionarios do Departamento de Matematica da UnB que contribuiram,

direta ou indiretamente, para a realizacao deste trabalho;

aos meus amigos Jorge, Henrique, Luis, Rafaela e Fabio por tudo o que passamos em todo
este tempo;

aos companheiros de UnB, em especial, ao Silver, Gardel, Robson, Bruno, Tarcisio e Faco;

a minha namorada, Tatiara, pela compreensao, apoio, companherismo e incentivo nas

mais diversas ocasioes;

ao CNPQ pelo apoio financeiro.

111



RESUMO

Neste trabalho estudamos a classe de problemas quasilineares elipticos

—Apu =u? — g(u), Bpg
(Q) u > 0, BR
U = 0, aBR?

para diferentes valores de q.

Estudamos este problema onde a perturbagao nao-linear do operador apresenta algum
tipo de singularidade e, utilizando argumentos de ponto fixo associados ao Método Varia-
cional, mostramos a existéncia e nao-existéncia de solugdo para o problema (@) quando
g =p—1. Por outro lado, se p =2e 1 < g < (N + 2)(N — 2), entao utilizando, prin-
cipalmente, o Método de “Shooting” mostramos existéncia, nao-existéncia e unicidade de

solugao para (Q).

Palavras-chaves: Método de “Shooting”, Problemas Singulares, Solugoes Classicas e Radialmente

Simétricas, Operadores Laplaciano e p-Laplaciano.
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ABSTRACT

In this work we study the following quasilinear elliptic classe equation

—Apu =u? —g(u), Bpg
(Q) u > 0, BR
U = 0, 8BR,

for differents values of q.

We have studied this problem where the disturbance nonlinear operator has some
kind of singularity and, using arguments associated with fixed-point Variational method,
we show the existence and nonexistence of solution to the problem (@) when g = p — 1.
On the other hand, if p =2 and 1 < ¢ < 2* — 1 then mainly using the “Shooting ” Method

we showed the existence, nonexistence and uniqueness of solution (Q).

Key words: Shooting Method, Singular problems, Radially symmetric classical solutions, Laplace

and P-Laplace operators.
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INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho é o estudar as questoes de existéncia, nao-existéncia,
unicidade, multiplicidade e regularidade de solucoes para a seguinte classe de problemas

elipticos

—Ayu=u?—g(u), Bg
(Q) : u > 0, BR
U = 07 aBR7

onde g : (0,00) — (0,00) é uma fungao de classe C', Ayu = div(|Vu|P~2Vu), p > 1, é
o operador p-Laplaciano, Br = {z € RY : |z| < R} é a bola de raio R > 0 centrada na
origem do RV, N >1eq> —1.

Uma motivagao para o estudo do problema (Q) reside no fato do mesmo aparecer
em varios modelos sobre catélises quimicas heterogéneas, fluidos nao-Newtonianos e na

Teoria de conducao do calor em materiais eletricamente condutores.

Este trabalho consiste na pesquisa de solugbes radiais para o problema (Q), isto é,
fungoes do tipo u(z) = v(|z|), x € RY, satisfazendo (Q) onde v : [0,00) — [0, 00) é uma
fungao apropriada. Neste trabalho, usaremos o abuso de nota¢ao u(x) = u(|z|) quando

estiver claro o sentido de radialidade.

Além disso, estamos interessados em estudar o problema (Q) quando |g(s)] =0 “+o0.
Fungoes que apresentam tal comportamento sao conhecidas como funcoes singulares em
s = 0. Neste sentido, problemas que apresentam esse tipo de nao-linearidade sao chamados
de problemas singulares.

O estudo do problema singular (@) sob o nosso ponto de interesse é recente. Em

contra partida, a pesquisa quanto a existéncia, nao existéncia, unicidade, multiplicidade



Introducao

e comportamento assintotico de solugoes para a classe de problemas mais geral

—Ayu = f(z,u), Q
(P): u > 0, Q
u =0, 011,

onde f é uma funcao dada e Q@ C RY, tem sido amplamente investigado por vérios

pesquisadores no decorrer dos ultimos anos.

Este estudo tem se desenvolvido, principalmente, quando o termo nao-linear f nao
apresenta qualquer tipo de singularidade. Neste sentido podemos citar Hai, Schmitt e
Shivaji [37], Clement, Figueiredo e Mitidieri [11], Clement, Manasevich e Mitidieri [12],
Figueiredo, Gongalves e Miyagaki [24], Wei, Wang e Zhu [56], Figueiredo, Gossez e Ubila

[25] e suas referéncias.

Por outro lado, quando o termo f(z,s) é singular em s = 0, isto &, | f(x,,s,)] "— oo,
para algum s, > 0 com s, — 0 e algum z, € Q, z, — zy € Q, o estudo do problema
(P) tem se dividido, principalmente, em dois casos: f(x,s) >0, x € Q, s > 0e f(x,s)
mudando de sinal.

Em particular, para nao lineariedades singulares da forma f(z,s) = a(z)g(s), a > 0,

isto se torna
(+) g(s)>0,s>0
(—) med{s >0/ g(s) >0}, med{s >0/ g(s) <0} >0.

De agora em diante, desiguinaremos essas singularidades como sendo do “tipo (+)” e do

“tipo (—)” para cada um dos casos acima.

Para o singularidades do primeiro tipo, isto é, do ” “tipo(+)”, os pioneiros neste campo
foram, ao que nos parece, Maybee e Fulks [31], em 1960. No entanto, o trabalho que
impulsionou o estudo deste tipo de problema foi o artigo publicado em 1977 por Crandall,
Rabinowitz e Tartar [20]. Eles, assim como Maybee e Fulks, estudaram o problema (P)
considerando p = 2. Em particular, foi mostrado em [20] que se f(z,s) = s7*, a > 1
entdo o problema (P) tem solucao C 1%&(5)

Desde entao, vérios casos particulares para o problema (P) foram investigados. Con-
sidere o caso

—Au=a(x)u™®, z€Q

(P1) u >0, Q
u =0, 011,
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Gética, Oliker e Waltman [27] mostraram, em 1989, a existéncia de solugdo quando
Q= B; C RY é a bola unitéria, « > 0 e a(z) > 0.

Em 1991, Lazer e McKenna [43] mostraram que se a(z) é uma fun¢ao positiva em
Q C RY entdo o problema (P;) tem solucdo u € C%(Q) N C(Q).

Ainda para singularidades do “tipo (+)”, considere o problema mais geral de (F;)
dado por

—Au = Aa(x)h(u) + ob(x)g(u), =€ Q
(P») u > 0, Q
u = 0, an

Coclite e Palamieri [13] mostraram, em 1989, que existe A* > 0 tal que o problema
(P) possui solugao para 0 < A < A* e nao possui solugdo para A > \*. Para tanto
consideraram, Q0 = Br C RY, a(z) = b(z) = 1, h(s) = s, s > 0, g(s) = s, s > 0,
onde 1l <g< (N+2)/(N—-2),0<y<leoc=1.

Em 2001, Su e Wu [55] consideraram A = 0 = 1, h(s) = s*, s > 0,eg(s) =s7, s >0,
com o € (0,1), 0 <y < %, © um dominio limitado e a(z), b(z) funcdes Holder continuas
em ) e mostraram sob algumas condicoes de suavidade em §), que existe uma tnica
solugdo u € C#mn@(Q) N CH(Q), para algum 6 > 0.

Em 2005, Zhang [59] considerou a(x) = ¢ = 1, b € L*(Q2) uma fungao nao-negativa e
g(s) =577, s>0,em (P) com 0 <~y <1, A>0, 2CRY um dominio limitado suave
e h uma fungao singular e mostrou que sob algumas hipéteses especificas, (P) tem pelo

menos uma solugao positiva.

Continuando nesta linha de raciocinio, Cirstea, Ghergu e Radulesco [10], em 2004,
estudaram o problema (P,) para o = a(z) = 1 onde Q C RY ¢ um dominio limitado com
fronteira suave, 0 < h € C%%[0,00) e 0 < g € C%P[0,0), com 0 < 3 < 1, onde somente
g é singular e g, h sdo mais gerais que no trabalho de Zhang [59]. Eles mostraram que
sob algumas hipéteses em h, g, se lim,_g h(s)/s = 0 entdo (P,) possui unica solu¢do em
C%(Q) N CY1=A(Q) para todo A € R e se lim,_gh(s)/s > 0 entdo existe \* > 0 tal que
(P,) nao possui solu¢do para A > \*.

Em 2007, Gongalves e Santos [34] estudaram o problema (P») mais geral, por ad-
mitir g e/ou h fungdes singulares com (o(g,h)/t) < 0 e o(0,h), o(g,0) satisfazendo
lim;o(0(g, h)(t)/t) = 00(g, h), limi—o(0(g, h)(t)/t) = 0oc(g; h), onde oss(g, h) € [0, 00),
oo(g,h) € (0,00] e a(g,h)(t) = g(t) + h(t). Eles mostraram que sob estas hipéteses (P)
possui solucao u € C*(Q) N C(Q) se a(x)0s0(h,0) + b(x)0s(0,9) < A1, ¢.t.p x € Q, onde
A1 [e o primeiro autovalor do problema de Dirichilet.

3
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Silva e Perera [50], em 2007, consideraram o problema (P) com f(z,u) = h(x,u) +

og(z,u), onde g, h sdo fungoes de Carathéodory em Q x (0,00) e © x [0,00) e 0 > 0

1p

on» onde ) apresenta uma

¢ um parametro, e obtiveram solucdo para (FP) no espago W),
condicao de fronteira bem geral.

Em 2009, Mohammed [45] estudou (P) para Q C RY onde 992 € C*?, v € (0,1) onde
f é singular em Q x (0, 00) mostrando que sob algumas hipdteses em f, entao (P) possui
solucao em WP (Q).

Em 2010, Gongalves, Rezende e Santos [32], mostraram que (P) tem solugao para
f(z,u) = Aa(x,u), onde A\, < A < A*, para alguns A\, \* > 0. Em particular, se h(x,u)
satisfaz h(z, s) = 50 e h(z,s) "= 0, entdo A, = 0 e \* = 0o, para cada z € 0.

Mas, quando voltamos a nosso interesse principal, isto é, considerar a perturbagao do

operador em (Q) do “tipo (-)”, o que é equivalente a considerar g singular do “tipo (+)”,
a quantidade de trabalhos é mais restrita.

Em 1995, Chen [8] considerou o problema parabdlico nao linear

y = v (Av + v), em {x € Bg, t> 0}
(C) v(x,t) =0, sobre {z € Bg, t > 0}
(2,0) =vo(z) >0, z € Bpg,

e estabeleceu condigbes em a, R e vg(z) para que o tempo de “blow-up”de v, digamos
T > 0, seja finito. Deste modo, Chen mostrou que encontrar uma solucao para o problema

(C) da forma v(z,t) = (T — t)~au(z) é equivalente a mostrar que u ¢ uma solucdo para

o problema
11—«
—Au=u-— , T € Bp
a
(Q2) u >0, Br
u = N aBR,

para 1 < a < 2, isto é, um caso particular para o problema (Q).

Em 1997, utilizando principalmente o Método de Shooting, Chen [9] mostrou que
existem nimeros reais 0 < Ry < Ry, R; = R;(N,«a), i = 1,2, tais que o problema (Qs)
tem solugdo u € C?(Bg) N CY(Bg) se, e somente se, Ry < R < Ry. Além disso, se u é

uma solucdo de (Q)2) para R = Ry, entao u(Ry) = v/ (Ry) = 0.

Em 2001, Hirano e Shioji [35] melhoraram os resultados obtidos por Chen, pois con-

4
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sideraram o problema

(Q3) u > 0, Bgr

e provaram que (Q3) tem solucio positiva e radialmente simétrica em C*(Bg)NC*>(Bg) se
g:(0,00) — (0,00) é de classe C*°(Bg) tal que (g(s)/s)" < 0 para todo s > 0 satisfazendo

mys~® < g(s) < mgs™@

, s > 0, para constantes positivas my, ms e a € (0, 1) satisfazendo
m1 < mg < 2my /(1 — «), onde o dominio By é tal que o primeiro autovalor do operador

—A com a condigao de fronteira de Dirichilet homogénea, digamos A; = A\ (R), satisfaz:

2(1 — a)my
© 2Nmy— (1—a)(N = 2)my

Em 2003, Gongalves e Santos [33] melhoraram os trabalhos Hirano e Shioji por consi-
derarem, além de outras coisas, o operador p-Laplaciano, p > 1 e g nao necessariamente

o

limitada por multiplos da funcao s™®, s > 0. Mais especificamente, consideraram o

problema

—Apu=u""" —g(u), Bp,
(GS) u >0, Bg,
U = 0, 8BR,

para g : (0,00) — (0, 00) de classe C! satisfazendo as hipéteses

(GS)) @) 1m 2% — oo, (i) 1im 2 Z o, (i) (g@)), <0, s> 0

s—0 gp—1 s—o0 sP—1 sp~1

(1) F1(s) — oo, quando s — oo, (ii) Fy(s) < 0 para todo s >0

(GSs) e para algum 6 > zla’ onde Fy(s) := G(s) —Osg(s), s >0, e
1§p§p*::NN—i’, sep< Nel<p<oo,se NIp

Utilizando principalmente Métodos Variacionais no espago X, argumentos de Ponto
Fixo e técnicas de EDO, Gongalves e Santos [33] demonstraram o seguinte resultado, cuja

demonstracao serd o principal objetivo do capitulo 2.
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Teorema GS: Suponha (GS1) e (GSs). Entao existem Ry, Ry > 0 tal que (GS) possui:

i) pelo menos uma solucdo radial u = up € C*(Bg\ {0}) N CY(Bg), u/'(r) < 0, com
r € (0,R), dado Ry < R < Ry. Além disso, u € C?(Bgr) se, e somente se,
I<p<2

ii) menhuma solu¢ao quando R < R;.

Ainda sob o ponto de vista de singularidades do “tipo (—)”, Ouyang, Shi e Yao [48],
em 1997, e Davila e Montenegro [21], em 2009, e Peng, em 2010, utilizaram, principal-
mente, o Método de “Shooting” para estudar a seguinte classe de problemas

~Au=u?—-uP? Bpg
(DMR) : u > 07 BR
u = 0, OBR,

onde ¢ > —1, ¢ # 1 (isto é, g Zp—1, sep=2) e 0 < [ < 1. Dévila e Montene-
gro [21] obtiveram um resultado de existéncia e unicidade para o problema (DMg) cuja
demonstragao serd o objetivo do capitulo 3.

Teorema DMpg: Suponhal < ¢ < (N+2)/(N—=2)se N >3,1<q<ooseN =2. Entio
existe Ry > 0 tal que (DMpg) possui tinica solucdo radial u = up € C?*(Bg\ {0})NC*(BR)
se, e somente se, 0 < R < Ry. Além disso, essa solugdo ug satisfaz ug,(Ra) = up,(Ry) =
0 eur(R)<0,s5e0<R<R,.

Ouyang, Shi e Yao, em 1997, utilizando, além do Método de “Shooting”, o Lema
de Bifurcagao de Crandall-Rabinowitz [19], obteram, em particular, o seguinte resultado,

cuja demonstracao nao sera feita neste trabalho.

Teorema OSY: Suponha 0 < g < 1. Entao existem 0 < Ry < Ry tal que o problema
(DMp) possui em C?(Bg\ {0}) N CY(Bg):

i) nenhuma solugdo para R < Ry;
ii) pelo menos uma solugao para R = Ry;
ii) pelo menos duas solugoes para Ry < R < Ry;

iv) pelo menos uma solug¢do para R > Rs.

onde tal solugdo satisfaz u = ur € C?(Bg\ {0}) N CY(Bg).

Peng [49], em 2010, estudou o problema (DMpg) quando —1 < ¢ < 0 e obteve o
seguinte resultado, cuja demonstracao nao sera realizada neste trabalho:

6
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Teorema PG: Suponha 0 < —q < § < 1. Entao existe Ry > 0 tal que o problema (DMg)
possui em C?(Br\ {0}) N CY(BR):

i) nenhuma solu¢io R < R;.
ii) pelo menos uma solug¢ao para R = Ry;
ili) exatamente duas solucoes para R > R;.

Por outro lado, se 0 < § < —q < 1, entdo para cada R > 0 o problema (P) possui

unica solucao radial.

Observe que os Teoremas (GS), (DMg), (OSY) e (PG), em particular, esclarecem a
importancia da variacao do expoente ¢ quanto a existéncia, nao existéncia, unicidade e

multiplicidade de soluc¢ao para o seguinte caso particular do problema (Q)

—Au=u!—u" em By
u > 0, Br
U:O, 8BR,

onde0<f<leqg>—1.
Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos algumas defini¢oes e propriedades referentes a um espaco
de funcgoes que serd utilizado no decorrer do trabalho.

No Capitulo 2 estudaremos o problema (GS). Trataremos a questao de existéncia de

solugoes classicas positivas via Método Variacional.

No Capitulo 3 estudaremos o problema (DMpg), tratando a questdo de existéncia e
unicidade de solugoes positivas via Método de “Shooting”, combinado com propriedades
da aplicagao T': D(T) C (0,00) — (0,00), a qual designaremos por extremo maximal a

direita.

Os Apéndices A, B e C estarao relacionados respectivamente aos Capitulos 1,2 e 3,
onde serao demonstrados alguns resultados utilizados no decorrer do trabalho. Por fim, o
Apéndice D apresentara alguns resultados cldssicos de Andlise utilizados no decorrer do
trabalho.



CAPITULO 1

RESULTADOS CLASSICOS

Neste capitulo, faremos uma breve apresentacao de alguns topicos relacionados a um
subespago do espaco das fungoes absolutamente continuas e equacgoes diferenciais, tais
como existéncia de solugao, regularizagao e estudo de primeiro autovalor. Além disso

apresentaremos algumas propriedades provindas de um certo PVI.

1.1 Sobre os Espagos Xy e L |

Esta secao consiste em introduzir os espacos de fungoes sob os quais estaremos traba-
lhando, além de apresentar propriedades utilizadas no decorrer das demonstracoes. Para

tanto, consideremos as defini¢oes

Definigao 1.1. Considere 1 < p < 0o e v € LP(a,b), v > 0. Definimos o espago de
Lebesgue com peso v, LP(a,b;v), como o conjunto de todas as fungdes mensurdveis em
(a,b) tais que a norma

b
fallo = | ot)atr) P
a
€ finita.
Note que u € LP(a, b;v) se, e somente se, o produto wr € LP(a,b). Neste caso
1
ullp,e = [luv?]]p,

o que mostra que L (a,b;v) munido com a norma || - ||, é um espago de Banach.

8



Capitulo 1. Resultados Classicos

Neste sentido, considere os espacos
R
L%, :={u: (0, R] — R mensurdvel & Lebesgue / / N HulPdr < oo},
0

munido com a norma

R
falle = [t
0

Definicao 1.2. Seja I C R um intervalo. Uma funcao f : I — R € dita abso continua em
I se, para todo € > 0 existir d > 0 tal que, para toda sequéncia de subintervalos disjuntos
finitos [xg,yx] C 1

> lye — 2l < 8 implica Y | f(ye) — flan)] <e.
k k

Considere o subconjunto de AC((0, R]) :
R
Xp = X5 ' ={u:(0,R] — R absolutamente continua / u(R) = 0, / rN ! [Pdr < oo},
0

munido com a norma

R
lulficy = [
N-1 0 :

O mesmo argumento utilizado acima, tanto LY, |, quanto Xy sao espacos de Banach.

Definicao 1.3. Dizemos que o espago normado X estd imerso no espagco normado Y, e
escrevemos X — Y para designar esta imersao, se

(i) X € um subespago vetorial de Y, e

(i) o operador identidade I definido de X em Y por Ix = x, para todo x € X € continuo.

Observagao 1.4. Desde que, I seja linear, (1) € equivalente a existéncia de uma cons-
tante M tal que
[ 1x]ly < M||z||x, reX

onde ||.||x e |||y s@o as normas dos espacos X e Y respectivamente.

Definicao 1.5. Considere X eY espagos normados. Dizemos que, T : X — Y € uma
aplicagdao compacta se T(A) € relativamente compacto em Y quando A € limitado em X,

isto €, (A)”'HY C Y € compacto.
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Definicao 1.6. Dizemos que X esta compactamente imerso em Y se o operador I for
compacto.

Lema 1.7. Considere os espagos Xp e LY, _,. Entdo:

cpta N
XR&LI]’V_D pamp<Nel§p<p*::N—p (1.1)
-Dp
XRCP<—tgL€V71, parap> N el <p< oo (1.2)
Xr € uniformemente convexo (1.3)

Adicionalmente p = p*, entdo as imersoes (1.1) e (1.2) sdo apenas continua.

Demonstragao: Para (1.1), confira Clement, Figueiredo & Mitidieri [11]. Para (1.2),
considere u € Xz e N —1 < N, entao

R R
lull?, = / PVl (r)Pdr = / PN NN () gy
0 R 0
< R0 [T = Colull
0

Isto garante a imersao continua de X g “lem X g . Para compacidade, seja N—1 < p < N

Nip

tal que p < Nip onde 1 < p < 0o. Segue de (1.1) e a imers@o anterior

Ny cpta p
Xp— Xp' — Ly_,

como queriamos.

Para (1.3), considere a aplicagao linear ¢ : X — LP definida por ¢(u) = P

Logo
R
lewllp = [ ) = I,
isto é, ¢ é um isomorfismo isométrico do espago de Banach Xg sobre um subespaco
fechado uniformemente convexo ¢(Xg) C LP, de onde segue que Xp é uniformemente
convexo. -

Observacao 1.8. Um resultado mais geral pode ser encontrado em Gongalves e Santos
[33], onde € garantida a imersao compacta para espagos Xg e LY, _| com pesos mais gerais.

1.2 Regularizacao de solucoes em Xp

Considere o problema

—(rN =Y P72 = rN 7k (r), em (0, R)
u>0em (0,R), u(R)=u'(0) =0,

10
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onde N > 1, p>1ek(0,R) — R é uma funcdo apropriada.

Entenderemos como uma solugao classica para (1.4) uma fungao u : [0, R] — [0, 00)
onde u € C1([0, R))NC([0, R]) tal que rV=1u'|P=2u é derivavel em (0, R) e satisfaz (1.4).

Considere v € Xg, v > 0 com supp(v) C (0, R) compacto. Multiplicando (1.4) por v
e integrando, obtemos

" R
/0 TN_I|U'(T)|p_2ul(r)v’(7’)dr:/O r ke (r)o(r)dr, r € (0, R) (1.5)

Neste sentido, dizemos que u é uma solu¢do fraca do problema (1.4) se a igualdade
(1.5) ocorrer para toda v € Xg com supp(v) € (0, R) compacto. Obviamente toda solucao
classica de (1.4) é uma solugao fraca. O préximo lema nos dard condigoes para garantir
regularidade das solugoes fracas de (1.4).

Lema 1.9. Seja k € L} (0,R). Se u € Xg € uma solugio fraca para (1.4), entdo

loc
u € CHO,R), PV u/|P~2u" € derivdvel em (0,R) e —(rN 7 u/[P~2u') = rN1k(r) em
(0, R). Além disso, se k € C(0, R), entao u € C*(A,) onde

A,={re(0,R) / |W(r)? < ox}. (1.6)
Note que se p > 2, entao A, = (0, R)

Demonstracao: Dador € (0, R) comr # R/2ee > 0talquer+e < R/2ou R/24+e <r
defina as fungoes v, se 0 <r < R/2 e v/, se R/2 <r < R por

T,€) T,€)

( (

0,0<s<, 0,0§S§§,
linear,r < s <r+e, linear,% <s< §+e,
U(s) =9 Lr+e<s<Z vi(s) =9 LE+e<s<r,
lmear,%2 <s< §+e, linear,r < s <r+e,
\0,§—|—e§s<R, 0,r+e<s<R,

\

e note que v, v, € Xg e supp(v,,), supp(v,,) C (0,R). Tomando v = v, segue de
(1.5)

1 [rte 1 %-‘ré T+e
[ e - 2 [T oot - [ ks
r € r 7

€ R
2
R

R
? N-1 2 N
—/ s k‘(s)ds—/ sV k(s)v, ds =0,
: g ’

+e€ 5

+

r,€

Analogamente, para v = v

11
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R

1 [ate 1 [rte e
_/ 5N71|u’(8)|p72u/(8)d5 _ _/ stllu’(s)]pﬁu/(S)dS — / SN*lk(S)U;e(S)dS
€ €Jr |

R R
2

2

T r+e
—/ k(s)s™tds — / sV k(s)v,, (s)ds = 0.

R
5 te

Fazendo € — 0 em ambos os casos e usando o Teorema D.6, obtemos

R

N () P2 () = / SN U(s)ds + C, q.t.p em (0, R), (1.7)

2

onde C' = C(R) ¢ uma constante real. Derivando (1.7), obtemos

—(rN Y|P = N (), € (0, R). (1.8)

Além disso, dado ry € (0, R) com u/(rg) # 0, entdo | [ sV "'k(s)ds + Cg| > 0, para
2
alguma vizinhanga de r¢, digamos V,,,. Assim, para r € V,,, segue por (1.7) que «/(r) nao

muda de sinal e, portanto, v’ é continua em 7.

Se u/(rg) = 0, entao dada uma sequéncia r,, — ro, temos

n—oo
— —

[/ () =2/ (ro) P~ =

ri=N [/ sV 1k (s)ds + Cg
R

2

rg [A Nk (s)ds + Og
2

o que mostra a continuidade em ry também neste caso, isto é, u € C1(0, R).

Por fim, note que
1

N—1 p—1

u'(r)=r"»1

/T tN Tk (t)dt

0

Y

e, se r € A, entdo por (1.8)

(p = DU () P2 () = —(N = DY 2l ()2 () — k()

isto é N1 . "
UN(T’) _ _( — )u/(r) o / (T) ;-
rip—1) p =1l (r)fP-
mostrando que u € C*(A,) se k € C(0, R). o

O proximo resultado ird nos mostrar o comportamento de u e u’, onde u é solucao
de (1.4) perto da origem. Este resultado serd importante no Capitulo 2 por garantir que

lim, o u(r) # oc.

12
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Lema 1.10. Seja H : (0,00) — (0,00) uma fungdo continua tal que

(H<S)), <0, s> 0.

sp—1

Se u € Xg satisfaz u(r) >0, u'(r) <0 e
) < [ () ds

0

r—0

para algum € € (0, R) er € (0,¢€). Entio u € L>®(0,R) e u'(r) — 0.

Demonstracao: Seja € € (0, R),r € (0,¢) e 7o < min{e, 1}. Segue que

H{u(s))

PN ()P < /0 s H (u(s))ds = /0 sVt (a1 u(s)"'ds
< H(U(TO))/ SN_IU(S)p_ldS,
u(ro)P~" Jo
Ky
onde a ultima desigualdade é garantida sempre que s < ry.
Pelo Lema 1.7:
T K T
N2/ (r) Pt < K1/ sV Hu(s)|P s < —1/ sV Hu(s)|Pds
0 u(ro) Jo

IA

R
K, / sV (s)|Pds .
0

J/

-~

K3

Deste modo, [u'(r)] < Ky,

Integrando de r até rq

u(r) —u(rg) = — / " (s)ds < / " (s)|ds

IA
=
V)
k]
i
Z Q.
(V)

Assim
N ()Pt < Kl/ SN_lu(s)p_ldngl/ SN_l(M3+M4sp_N)ds
0 0

T r M M
= K1 MgSN_ldS + Kl/ M3sp_1d3 = Kl <_3rN + _4TP>
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Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio

u(r) = u(ro) = [u'(6:)[[r — rol < |u'(6r)[[rol, para 6, € (r,7o).

Logo

M M
< op2 (Kl (W?)HT + 7495]\”1) 7’8_1 + u(ro)p1> < 00,

0 que nos mostra que u(r) é limitada numa vizinhanga & direita da origem de onde se
conclui que v € L>(0, R).

u(r)P=t < ([ (0n)Iro| — w(ro))P =t < 2072 (Ju (6,) [P~ o~ + w(ro)? ")

Por fim,
T T
N ()P < Kl/ sV lu(s)Plds < KITN_I/ u(s)Pds.
0 0
" 0
Assim, |u/(r)|P7! < Kl/ u(s)P~'ds "= 0, como querfamos. =
0

Observacao 1.11. Os lemas (1.9) e (1.10) podem ser encontrados para situagées mais
gerais em Gongalves e Santos [33].

1.3 Sobre o primeiro autovalor em X

Considere o seguinte problema de autovalor

{ —(rN T P = p(rN T ulPa), em (0, R)

u(R) = u/(0) = 0,u # 0. (1.9)

O Lema a seguir é um caso particular de um resultado demonstrado por Gongalves e

Santos [33], em 2003, que determina o comportamento do primeiro autovalor, com respeito
a R.

Lema 1.12. O numero

R —
i — u(R) — inf do )P
A Jo N ) edr

¢ 0o menor autovalor positivo de (1.9). Além disso, o infimo é atingido em uma autofun¢ao
correspondente 1, € C*([0, R])NC%((0, R]) com 1 > 0 em [0, R) e ¥} < 0 em (0, R]. Adi-

cionalmente, 1 (R) é continua, decrescente em relagao a R, u1(R) e p1(R) =%,

14
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Demonstracao: Considere o problema de valor inicial

{ — (N P2 = AN ulP 2, em (0, 00) (1.10)

W' (0) =0, u(0) = a.

Vamos supor A = 1. Primeiramente, note que (1.10) é equivalente ao problema integral

2—p
r s =1 s
u(r):a—/ sl_N/ tN_1|u|p_2udt‘p (sl_N/ tN_1|u|p_2udt> ds. (1.11)
0 0 0

Escolhendo k, > 1 tal que a fungao |s[P~2s é Lipschitziana em [-*

,a| e introduzindo,

para, € > 0
Xoe 1= {u € C([0,€]) | w(0) = a, — <u(r)<a, re0, 6]}
Ka
e observando que (X, || - [|s), onde || - ||« é a norma do supremo, ¢ um espago métrico

completo. Assim, as possiveis solugdes de (1.12) em [0, €) sao os pontos fixos do operador
¥ em X,., onde

T S p%l
Vu(r) =a— / [Sl_N/ tN_lup_ldt] ds, u € Xgp.
0 0

Note que, para algum € > 0 suficientemente pequeno, para todo u;, us € X, € algum
k € (0,1), valem:

1) U(X,e) C Xoe
De fato, para u € X,

r s ﬁ r s Til
/ {sl_N/ tN_lup_ldt} ds < / {sl_N/ tN_lap_ldt} ds
0 0 0 L Jo
1\t [T
(x)" ]
< 1\r1Tp—-1 »
>~ a N » € .

Assim, pela definigdo de ¥U(u) e a desigualdade obtida acima, ¥(u) € C(]0, €]).
Como u foi arbitrario, segue a afirmagao.

1
sr1ds

IN

i) [[W(ur) = W(uz)lloo < kflur — uflo
De fato, seja u; € X, j = 1,2. Definindo

S
Ay, (s) = 81_N/0 tN_lug?_ldt,

15
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e usando o Lema D.16 temos

/0 (A (5)5F = A ()5 Ay (5) — Au(s)ds,

Wy () — Wus(r)| < /OTHAm(sﬂpil—[Auxs)]pilws
c A

[Au, () = Auy (s)] < Sl_N/ A
0

) s C
= s N/ tN 1|(U1—u2)P(U1,U2)|dt§NHUl_“?HOOS’
0

para P(uy, ug)(uy — ug) = ub ™ —ub ™"
Assim, para p > 2
2-p a = 1 = 2-p
AL < (D)7 (5) 5
Ka
Logo
(p—1)C [a\rt [ 1\7T o
Wy (r) — Vug(r)] < 2CT - N er—T ||uy — ual|oo-
— 0y

De maneira analoga, para 1 < p < 2

1

—1D)C 1\ T »
| Vg (r) — Pug(r)| < 20% <N) er—T |lu; — ugl|oo,

N J/
-~

= Oy

como afirmado.

Portanto, pelo Teorema do Ponto fixo de Banach, ¥ tem um tnico u € X, e, assim,
(1.10) admite tnica solugao. Afirmamos que T'(a) = 0o, onde

T(a) =sup{r >0, | (1.10) tem uma tnica solu¢ao em [0,7)},

A prova deste fato é nao trivial e pode ser encontrada do Apéndice A.

Tomando isto como verdade, entdo existe z: > 0 tal que u(z}) = 0, caso contrario,
se u(r) > 0 para todo r > 0, entdo por (1.11), u/(r) < 0 para todo r > 0 de forma que
rN 7! (r) P72 (r) < —Cy, sempre que r > M, para algum M > 0. Assim

—u'(r) > C’or%, r > M. (1.12)

16
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Temos trés casos a se considerar. Se p > N, entao integrando de M a r,

- N p— p— r—00
u(r) < u(M) +Cop . <J\4Pf11V —rpfjlv) — —00

o que é um absurdo.

Se N = p, entao integrando novamente de M a r,
u(r) < u(M)+ Co(ln M — Inr) "= —o0

o que é um absurdo.

Se N > p, entdo u(r) "= 0 pois se u(r) > C; > 0, r > 0, seguiria da integraco de
(1.10) de 0 a r que
1
|/ (r)|P~t > NC’{’_IT, r >0,

e portanto

rT—00

u(r) < u(0) — Corv 1 "= —0

o que é impossivel. Assim, integrando (1.12) de r a oo, obtemos

p=N
u(r) > Csre=t, r > M.

Por outro lado, como u/(r) < 0, r > 0, entdo integrando (1.10) de 0 a r
T T TN
—rN T ()P () = / Ny tar > u(r)p_l/ Nt = u(r)p_lﬁ,
0 0

ou seja,

Integrando de My a r

a3 = (1)

ou seja,
Assim

o que é um absurdo. Portanto, u(z}) = 0 para algum 2} > 0. Para simplificar notacao,
tomemos a = A = 1 e seja z* := 2§ o menor zero de u. O caso geral é tratado de maneira

andloga.

17
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Afirmagao: 1y = 1y(R) = (

correspondente é

p
) ¢ o menor autovalor de (1.9) cuja autofuncao

| %

*

di(r) = u (%r) . r€0,R]

De fato, pela forma que foi definida, ¥ € C([0, R]) N C%*((0, R]), {(0) = 0, com
1 >0em [0,R) e ] <0 em (0,R]. Além disso, temos

u Z—*r
R

x\ p—1
P = ()

Assim

—e oy = (5) (N

0 que mostra que fi; é um autovalor para (1.10) com autofungao ;.

Vamos mostrar que de fato ele é o menor. Seja g um autovalor de (1.9) com autofuncao

associada . Definindo
z(r) = e(0)u(prr), r €0, R]

onde u é a tnica solucao de (1.10). Segue que

NP ) = )P0
ou seja, z é solugao de (1.10) para a = p(0) e A = p.

Por unicidade de solugao para (1.10), segue que z = ¢. Como ¢ é autofungao de (1.9),
1

1
entao u(pur R) = 0 e, como z* é o menor zero de u, u» R > 2*, mostrando que p > fiy.

Por outro lado, observe que p; definido no enunciado pode ser reescrito por

vEXp
[v|L=1

R
p = inf / N ! (r) [Pdr (1.13)
0

e, pela imersao de Xg em LK |, fOR rN=Ho' (r)|Pdr > Cy7, de modo que py(R) > Cr.
Considere

S:={ue Xg| K(u) =1}, onde K(u) :/0 N u(t)|Pdt,

e J: S — R definida por J(u) = fOR rN=/ (t) [Pt
Claramente, J, K € C'(Xg) e u; = ing J(u). Seja wu, uma sequéncia em S tal que
ue

J(un) — 1. Logo, ||un||x, < oo e, sendo Xp reflexivo, converge fracamente, a menos de

18
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L cpta Ly
subsequencia, digamos u, — ¢;. Mas, como Xr — L% |, u, — ¢ de forma que, por

(L.13), |p1le | =1, isto é, ¢ € S. Adicionalmente, py < J(¢1) < liminf J(u,) = 1 e,
como J(¢1) = J(|#1]), ¢1 é ndo negativo.

Considere A € R um multiplicador de Lagrange satisfazendo (J'(¢1),v) = A (K'(¢1),v),
v € Xg, onde [cf, Apéndice B|

R
(J'(u),v) :p/ N P2l dr (1.14)
0

R
(F'(u),v) = p/ rN P 2uvdr. (1.15)
0
Em especial, se tomarmos v = ¢, entao

R R
(J'(61), 1) = / PN gl [Pdr = A/ N ldr = A
0 0
—_

=1

donde segue que A = ;. Portanto
R R
| ARG e = m [P )i W e Xe (116
0 0
Além disso, pela definicao de solucao fraca

O 6) = [ P i, Yo e X

Por fim, u; = ji;. De fato, pela definicao de u; e a igualdade anterior segue que

p1 > fiy. Por outro lado, dado r € (0, R) e € > 0 considere a func@o v := v, definida por

1, se0<s <,
v(s) = { linear, se r < s <71 +e,

0, ser+e<s<R.

Se tomarmos esta v em (1.16), entao

- / S OP 2 ()= ( /0 ()P () + / T EtN1!¢(t)|p2¢(t)v(t)dt) _

Fazendo € — 0 e usando o Teorema (D.6), segue que

=N ()P (r) = / o) P20 (t)dt = / ()P dt > 0,
0

0
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donde segue que

—(r" T (NP2 (r) = () [P (r).

Além disso, como ¢} < 0, segue que ¢; > 0 em [0, R). Por outro lado, definindo
H(s) = pi¢1(s), entdo

() _ (moke)) _, (A6 -De0)

Sp—l Sp—l 82p—2

Pelo Lema 1.10, ¢1(r) Y 0 0 que mostra que y; é um autovalor de (1.12). Mas,

sendo [i; 0 menor, segue que fi; > 1. Logo fi; = p1, como queriamos.

Por fim, considerando (1.16) e a definicdo de primeira autofuncdo, p; é também

atingido em 1, e, pela definicdo de fiy, p(R) é continua e decrescente em R com
R—0 R—oo

ui(R) = ooeu(R) — 0. n

1.4 Sobre o problema de Valor Inicial (NN,)

Consideremos o PVI

{ — (N Y = N f (), (0,T(a))

(NNo)
u(0) =a, «'(0) =0, u>0

onde a > 0 é dado e f : (0,00) — R uma fungao dada. Considere u(-,a) uma solugdo
positiva para (NN,) e seja

D(T) = {a € R} / u(r,a) = 0 para algum r > 0}

Defina a aplicagao T': D(T') — R por
T(a) =sup{r >0/ u(r,a) >0}

Lema 1.13. Suponha f € C*(0,00). Entdo o problema (NN,) admite tinica solucao
u = u(r,a) € CY([0,T(a))) x C*(A,). Além disso, considerando p = 2, entdo a solugdo
u(-,-) € C1([0,T(a))) x C*(0,00).

Demonstragao: Dado a > 0, note que resolver (N N,) é equivalente a resolver o seguinte

sistema de equagoes integrais

1 (1.17)
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onde v(r,a) = u'(r,a).
Para isso, tome ag, B > 0 tal que |a —ag| < B e ag > 3B. Dado € > 0, defina o espago
X = (Xo || 1]) = {(u,v)|u,v : [0,¢] — R s@o continuas e v(0) = 0},

que munido com a norma

0<r<e

||(u, v)|| = max {Orgazc |u(r)|, max \v(r)]} (1.18)
é um espago de Banach [cf, Apéndice A].

Seja ¢, @ Xe — C([0,¢€]) x C([0,€]), onde ¢, = ( o, E{”), definida por

ba(u,v) = (a + /rv(s)ds, — H) . > 0.
0

e o espago de Banach (cf, Apéndice A)
Coe = {(u, v) € X, max |u(t) — a] < B, max |v(t)] < B} C X..

N /OT sV (u(s))ds

0<t<e 0<t<e

Note que:

i) Existe e > 0 sufcientemente pequeno tal que ¢,(Cp) C Cyp.

Primeiramente notemos que ¢, estd bem definida, isto é, que cada entrada de
o € C(]0,€]), parai = 1,2. Como v € C([0,¢]), entao o) € C([0, €]), para todo
e > 0. Por outro lado, pela continuidade de f, entao gb((lg) € C((0,¢]), para todo
€ > 0. Para r = 0, temos

/ S f(u(s))ds|”

. (2) . . 0
lli%¢a (U,U)(T) - l{% ’I“Nfl

p—1

)
r—0 (N — 1)rN-2

p—1

rf(u(r) > _ 0 = ¢ (u, v)(0). (1.19)

= |lim ————=

r—0 N —1

Assim, ¢ € C([0,¢€]). Logo se (u,v) € Cye, entao ¢q(u,v) € X. Seja
M = sup {|f(u(r))], |f'(u(r))] : |u—ao| < 2B} < oo.
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Entao

lim, o @5 (u, v)(r) — a‘ < max

liIn7"—>0 ¢é2) (U, U) (T)

IN

<

/OT v(s)ds

< max/ 0(8)||ods

0<r<e

0<r<e

< max Br < Be, 7 € (0,¢)
0<r<e

1
p—1
max
0<r<e

PN /0 "V fu(s))ds

1

p—1
max

r P
1-N N—-1
e |t [ s

Mr Ti1< ]\4611’+1 0
wx ) =\{x%) 7€l

para ¢; > 0 tal que (.MEI/N)p T < B. Assim ¢4(Co,) € Cy,, como queriamos.

ii) ¢, € k-contrativa em C,,

De fato, sejam (uy,vy), (ug,v2) € C,e, . Pela definigdo da norma em X.,, temos

dois casos a considerar

|| Pa(ur,v1) —

ou

1 1
[Ba(t,01) = Ga(uz, vo)]| < max ||AlT = |D]7*T
0<r<ey

¢a(u2,vz\|<ogg§/ [v1(s) — va(s)|ds

onde A — <7’1N /O C gy f(ul(s))ds) eD— <7’1N /0 s f(ul(s))ds) |

Para o primeiro caso, segue que

”¢a(ulavl)

buluz, va)|| < max / [o1(5) — vals)|ds < ]| (uur, 01) — (03]
0

0<r<e

Para o segundo caso, observe que

||¢a(u1avl)'_

Pa(uz, v2)||

<

IA

max |A7T — D1

0<r<ey

max 771 ||AFT 2 A—|D[#T2D ‘
0<r<e;

max 7 C), ]yAh—? D772 |A - D).
0<r<e;
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onde usamos o Lema D.16. Como B < u;(r,a) < ap + B,r € [0,¢1), 1 = 1,2, entdo
f(u;(r)) estd bem definida, é continua em [0, €;] e derivavel em (0, €1). Pelo Teorema
do Valor Médio

[f (ua(s)) = flua(s))] = [(0(s))||ua(s) — ua(s)],

onde 0(s) € (min {uy,us}, max {uy, us}). Assim |f'(0(s))| < M.

Logo
A-D| <

y1=N /Or sV f(uy () — flug(s))|ds

Mr

TH(M,M)—(W,W)H

IA

€ como consequeéncia

|[@a(ur, v1) = @alug, v2)|| < C|f(ur, v1) = (uz, v2)]]

onde v
=N P p__
C = max WTP*CP |A|7=1 2_|D|p,1 2|

0<r<ei

Seja, entdo, k = min {e;, C'} € (0,1). Deste modo
@a(ur, v1) = Galuz, v2)|| < K| (u1, v1) — (ug, v2)]]

como queriamos.

Estes argumentos nos permitem concluir, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,
que ¢, tem um tnico ponto fixo em C,,, isto ¢, existem tnicos (u,v) = (U, V) € Cye
solucao de (NN,).

Para mostrar que v € C*(0, 00) na varidvel a, considere
¢+ C([0,&1]) x C([0, &1]) x (0,00) — C([0, &1]) x C([0, 1)

definida por
o(u,v,a) = (u,v) — ¢g(u,v)

para ¢; > 0 e ¢, definidos anteriormente. Entao

N /07" sV (u(s))ds

1
p—1
),7’>O

com ¢(u,v,a)(0) = 0. Consideremos p = 2, ag, B > 0 como definidos anteriormente e

o(u,v,a) = (u—a—/orv(s)ds, v—

h = (hl, ho, h3) € C([O, 61]) X C([O, 61]) X (ao — B,ay + B)
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. Entao

© ((u,v,a) + 6(hy, ha, h3)) — @(u, v, a)

(¢ (u,v,a),h) = lim

0—0 5
. @ (u+0hy, v+ 0hy,a+ 6h3) — p(u,v,a)
= lim
60—0 5
(5(h1—h3—/ hads), 5h2+r1_N/ sN—l(f(u+5h1)—f(u))ds>
= lim 0 0
60—0 5

ri=N /07" SN f(u+ 6hy) — f(u))ds
0

= hl — h3 — / hgdS, hQ + lim
0 0—0

Mostraremos que para r € (0, €;)

PN /T SN f(u(s) + 0hy(s)) — flu(s)))ds
lim 0

§—0 1)

N /0 "L u(s) ) (5) ds.

Para isso seja, para cada r € (0, ¢€),

o) = TID FIED S g

Notemos que:

i) {gs(s)} é uma sequéncia de fun¢des mensurdveis, pois gs ¢ continua em (0, )

if) lim gs(s) = 5™ f'(u(s))ha(s)

De fato, pelo Teorema do valor médio

| (w+ 0ha)(s) = f(u(s))] < [f'(0s)]|0M]
onde 65(s) € (01;1815 {u(s), u(s) 4+ 0hi(s)} , Jmax. {u(s),u(s) + 0hi(s)}).

Como u é limitada, segue que 65(s) é limitada. Entao

fim gs(s) = lim &) () = ()
N-1p; f'(05(s))dhy  Ne1p
sV i SR = Y ()
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iii) gs < H € L'([0,7])

N-1

195(5)] = Z—|(F(u+ 0ha)(s) = F(u(5)))0] < |F'(05)h| < Mha(s)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue nossa afirmacao e assim
(¢'(u,v,a), h) = <h1 —hy —/ ha(s)ds, hs +T1‘N/ SN_lhl(S)f/(u(s))ds) :
0 0
para todo h € C([0,€1]) x C([0,€]) x (0,00). Além disso, note que

46/t ) = (e ona) ) e = | (0 [ 00070 = )

0

.

1-N ' N-1 / !
< g [l 1 ) = ) s
Desde que f € C*((0,7]), ue C*(0,r]) e B<u(s) <a+ B, 0 < s <7, segue que

|| <90/(uvvva)7 h> - <90/(u1,1)1,a1),h> ||OO — 0,

quando (u,v,a) — (ug,vi,ay), isto é, ¢’ (u, v, a) é continua em C([0, €]) x C([0, €]) x (0, 00),
o que implica que p(u,v,a) é C', pelo Teorema (D.13).

Por fim, notemos que
i) ¢ € C,V(u,v,a) € C([0,€]) x C([0,€]) x (0,00)
i) ¢(ug,vo,ag) =0, onde (ug, vo, ag) é o ponto fixo de ¢(u,v)

i) @, (ug,vo,ap) € injetiva, onde x = (u,v). De fato, sendo ¢, (u,v,a) linear, entao é
suficiente mostrar que Ker(p,(u,v,a)) = 0. Assim, se ¢, (u,v,a)(ha, he) = 0 entdo

hq(r) —/0 ha(s)ds =0
ho(r) + rt=N /T SN (ug(s))ha(s)ds = 0
0
Assim h; ¢é diferenciavel e
hi(r) = ha(r)
V"t hy(r) = — /r sV (ug(s))ha(s)ds

0
de onde concluimos que

(rN =R (r)) = N (o () ha ()
ha (0) = 1,(0) = 0.

Como a funcao h = 0 satisfaz a EDO acima, segue do Teorema de existéncia e

unicidade que h; = 0 e, consequentemente, hy = 0, como queriamos.
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Logo ¢ (ug,vp,a9) # 0. Portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita [cf, D.14],
existem vizinhancas A de ay em (0,00), Q de (ug,vp) em C([0,€1]) x C([0,€1]) e uma
aplicagao g € CY(A, C ([0, €1]) x C([0, €1])), tais que

i) ¢(g(a),a) =0,Ya € A

i) p(u,v,a) =0,Y(u,v,a) € A x Q= (u,v) = g(a) = (g1(a), g2(a))

De onde segue que u € C'*(0,00) em a. n

1.5 Propriedades da solugao u(-,a) de (NN,)

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que serao utilizados nas demon-

stragoes dos resultados apresentados no Capitulo 2. Considere o problema

N -1
U +¥U/+f(u)—0, 0<r<R,

u'(0) = u(R) =0,
onde f € C?.

O teorema a seguir, retirado de Smoller e Wasserman [54], 1984, constitui-se na base

para a demonstracao do Teorema DMpg
Teorema 1.14. Suponha f € C? tal que f(s) > m >0 para s > M, m, M € R. Entao
(1) Para qualquer a > M, existe um 1, > 0 tal que u(rq,a) = M.

(17) Seja g = u/(rq,a). Se gr, — —o0 quando a — oo, entdo o problema

~

{u”—i—(Nr_l)u + f(u) =0, 0<r <R,
w(0) = u(R) =0,

tem uma solugdo positiva, com R = T(a), para algum a > 0.

Considere o seguinte caso particular para (NN,), tomando p = 2 e f(s) = s — s~

u + %u’ + f(u) =0, (0,7T(a))

oo
u(0) =a, v/(0) =0, u>0.

Dada uma solugao u(+,a) de (DM,), defina o funcional energia
1
Eu(r) = 5()*(r) + F(u(r)),
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onde

P s J gat! g1—8
s) = t)dt = —
(0= [ = T - 7
Neste caso temos

N -1

E,(r)= -

r

Em particular, E/ () = 0 se, e somente se, u/(F) = 0, para algum 7 > 0. Se isso
acontece e u(7) = 1, entdo pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de EDO’s; u(r) = 1.
Se u(T) # 0, entdao por (DM,), u"(T) = —f(F) # 0 o que implica que E/(r) < 0 numa
vizinhanga de 7 com r # 7. Neste caso, se u # 1, entao E! (r) < 0.

O Lema apresentado a seguir apresenta algumas propriedades qualitativas da solucao

u(-,a) de (DM,).

Lema 1.15. Seja p, = [(¢+1)/(1 — ﬂ)]ﬁ > 1 tal que F(p2) = 0 e u = u(-,a) uma
solug¢ao de (DM,). Entao

a) 0 < u(r) < maz{a,ps}, para todo r € [0,T(a)).
b) Se E,(ro) <0 para algum ro € [0,T(a)), entao T'(a) = oo .
c) Se0 < a<pyentioT(a) = oo.

d) Se T(a) = oo, entdo lim u(r) =1 e lim u/(r) =0

e) Se T(a) < oo, entdo u/'(r) <0, r € (0,T(a)), u € C[0,T(a)) com u(T(a)) =0 e
v (T(a)) <O0.
Demonstracao: Conferir Davila e Montenegro [21], Lema 2.1. n

Os préximos Lemas apresentam o comportamento assintético da solugao u(-, @) numa
vizinhanga de T'(a), além de serem ferramentas essenciais para a demonstragao da unici-
dade de solucao para a equacao (DM,)

Lema 1.16. Seja v = wu(-,a) uma solugao de (DM,) com T(a) < oo satisfazendo
' (T(a)) =0. Entdo para algum 6 > 0 temos, para r — T(a) :

u(r) =¢e(T(a) —r)*+ O(T(a) — 7’)“+5), (1.20)
u'(r) = —ca(T(a) —r)* ' + O(T(a) — r)*T7), (1.21)
u'(r) = cala — 1)(T(a) —7)*72 + O((T(a) — r)*T72), (1.22)

onde o =2/(1+ ) > 1 e ¢ > 0 satisfaz c P = ala —1).

27



Capitulo 1. Resultados Classicos

Demonstracao: Conferir Davila e Montenegro [21], Lema 2.2. n

Lema 1.17. Seja u = u(-,a) uma solugio de (DM,) com T(a) < oo e v/ (T(a)) < 0.
Entao, para r — T(a), tem-se:

u(r) =0(T(a) — 1), (1.23)
u'(r) = 0O(1), (1.24)
u"(r) =0 ((T(a) —r)7"), (1.25)
Demonstracao: Conferir Davila e Montenegro [21], Afirmagao 2.3. n

Um préximo Lema serd de vital importancia neste trabalho por garantir a diferencia-
bilidade da aplicagao T'(a).

Lema 1.18. Seja u = u(-, a1) uma solugao de (DM,) com T'(ay) < oo eu'(T(a1),a1) < 0.
Entao a aplicagao a — T'(a) € finita e diferencidvel numa vizinhanga de a;.
Demonstracao: Conferir Davila e Montenegro [21], Lema 2.5. "

Por fim apresentaremos um resultado que garante a unicidade de solucao, desde que
u(T(a),a) =0e v (T(a),a) =0.

Lema 1.19. Suponha que uy(-,a1) e ua(-,a2) sejam solugoes de (DM,) satisfazendo
T(a1) = T(ag) =T < 00, w(T) = vy (T) = 0 e ua(T) = uhy(T) = 0. Entao uy = ugy
em (0,T(a)).

Demonstracao: Conferir Davila e Montenegro [21], Lema 2.4. n

Observacao 1.20. Propriedades semelhantes as mencionadas acima podem ser encon-
tradas em Chen [9], Ouyang, Shi e Yao [48], Peng [49], Gazzola, Serrin e Tang [26],
dentre outros.
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CAPITULO 2

ESTUDO RADIAL DO
PROBLEMA GS

Neste capitulo, nos propomos a investigar a existéncia de solucoes radiais para uma

forma particular do problema (@) utilizando ¢ = p — 1, isto é,

—Apu=uP"' — g(u) Bpg
(GS) : u >0, Bp
u = O, 8BR,

onde g : (0,00) — (0,00) é de classe C.

Formas particulares do problema () comegaram a ser estudados recentemente
especificamente, Chen [9], em 1997, considerou o problema

1-a
—Au=u— , * € Bp
(0%
u >0, Br
U:O, GBR,

. Mais

onde 1 < a < 2 e demonstrou que existem R, Ry > 0, com R; < R5 tal que o problema

tem solucdo radialmente simétrica em C?(Br) N C*(BR) se, e somente se, R < R

< Ry.

Hirano e Shioji [35], em 2001, melhoraram o trabalho de Chen por considerarem o

problema mais geral
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Capitulo 2. Estudo Radial do problema GS

—Au=u—g(u), € Bg
U = 0, 8BR,

e provaram que o problema tem solucao positiva e radialmente simétrica no espaco
CY(Bg) N C>®(Bg) se g : (0,00) — (0,00) é de classe C=(Bpg) tal que (g(s)/s)’ < 0

«

para todo s > 0, m1s™® < g(s) < maes™®, s > 0, para constantes positivas mq,ms €
a € (0,1) satisfazendo 2my /(1 — &) > mg > my, onde o dominio By é tal que o primeiro
autovalor do operador —A com a condicao de fronteira de Dirichilet homogénea, digamos

A1, satisfaz

2(1 — a)my

L N, = (1—a)(N —2)m

<A <1

A técnica adotada por Hirano e Shioji consistia em encontrar uma solugao fraca para
(2.1) em W.2%(Bg) e, utilizando um argumento de regularizagio, determinar uma solugio
C>(Bgr) N C'(Bg).

Inspirados neste trabalho, Gongalves e Santos [33], em 2003, melhoraram o resultado
de Hirano e Shioji por considerarem o operador p-Laplaciano e exigirem hipdteses mais

gerais para ¢, a saber,

s—0 Sp_l §—00 Sp_l Sp_l

(GSy) () lim 9() =00, (i1) lim 90) =0, (i) (®>, <0,
(7) F%(s) — 00, quando s — 0o, (ii) Fy(s) < 0 para todo s > 0

(GSs) e para algum 6 > zla’ onde Fy(s) := G(s) —Osg(s), s >0, e
1§p§p*::NN—i, sep< Noul<p<oo, se Np

Tais hipoteses permitem linearidades menos restritivas do que as exigidas por Hirano
e Shioji como, por exemplo, g(s) = ¢187P + 387, s >0, onde p € [0,1), ¢ € (—1,¢" — 1]
e c1,c > 0, além de englobar todas as fungoes consideradas em [35]. Notemos que a a
hipétese considerada em (GS3)(i) é uma caso geral da hipétese de ndo quadraticidade

considerada por Costa e Magalhaes [18].

Observacao 2.1. Por (GSy) — (GSy) temos pG(s) — sg(s) > 0 para s > 0. Deste modo,
seque que

G(s)
g9(s)

30
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Assim, para s > 1, seque por integracao que
G(s) <asP;a > 0.

Por outro lado, se 0 < s < 1, entdo pela continuidade de G(s) tem-se G(s) < M, onde

M = max G(s). Deste modo,
s€[0,1]

G(s) < as? + M, para todo s > 0.

Para a prova do Teorema (G.S) a principal técnica utililzada foi o Método Variacional.
Tal prova consistia, essencialmente, em minimizar um funcional associado ao problema
em uma variedade do tipo Nehari em Xg, isto é, determinar os pontos minimizantes sobre

uma variedade do tipo
N = {u € Xp\{0}; (¢ (), u) = 0}.
Uma motivagao para a aplicacao desta técnica reside no fato das hipdteses utilizadas
admitirem singularidades para g. Assim, o funcional associado ao problema pode nao

possuir derivadas de Gateaux em todas as direcoes o que impossibilita, por exemplo, o

uso argumentos de deformacao e principios de maximo.

Determinar solugoes radiais para o problema espacial (GS) é equivalente a encontrar
solugbes para o problema [cf, Apéndice B|
{ —(rN Ry = N @t = g(w)), em (0, R)

(GSrad) :
u >0, em [0, R), u(R)=u'(0) =0.

Consideremos entao o funcional associado a (GSyq), I : Xz — R dado por

1 R 1 R R
I(u) = —/ N |Pdr — —/ N HulPdr —i—/ rN LG (u)dr, u > 0,
0 P Jo 0

p
e observamos que pela Observacao 2.1 e o Lema 1.7 segue que [ esta bem definido, pois
1 (B 1 (R R
I(u) = —/ N Pdr — —/ TN_1|u|pd7“+/ NG (w)dr
D Jo P Jo 0

IN

1 R R
— (C’/ rN_1|u’|pdr) +/ sV Has? + M)ds
p 0 0

1 R RPN RN
= —(C [ PN Pdr )+ + M—
p( /or [l r) N TN

p+N RN
+ M— < o0, para cada u € Xg

— Oollull?
ol + s + M

Dividiremos este capitulo em 3 secoes. A primeira delas tratard de um funcional
energia cuja utilizacao transcende esta dissertacao. A segunda trard informagoes acerca
do funcional I, enquanto a terceira trara a conclusao deste capitulo, isto é, a finalizacao

da demonstracao do Teorema GS.
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2.1 Sobre o Funcional Energia associado a u(-,a)

Seja u uma solugao cléssica para (GS,4q) € consideremos o funcional energia, definido

por

p—1

E.(r) = [u'(r)|P + F(u(r)), r >0

onde F(s) := / ft)ydt e f(s)=s""1 —g(s), s> 0.
0
Lema 2.2. Considere (GSy). Entdo:

a) f € crescente, f(s) 20" —00, f(5) "= 00 e f(p1) = 0.

b) F(0) = F'(p1) = F(py) =0, F'(5) <0, s <p, e F'(s) >0, s> p; com F(s) "=°
o0. Em particular, py < ps sao unicos.

Demonstragao: Note que f(s) = s — g(s) = s (1 - gﬁi) , §>0. Assim
s

i) f(s) — oo, quando s — oo, por (GSy)(i7)

ii) f(s) < 0 para s suficientemente pequeno, por (G\S7) (4)

Pela continuidade de f, (i) e (ii), f possui pelo menos um zero, digamos p;. Tal zero
é Unico, pois do contrario, existiria ¢; tal que

o que é um absurdo por (GSy) (#ii). Logo, f(s) > 0,s > p; e f(s) <0, s < ps.

Por fim, note que F'(s) <0, s < p; e F'(s) >0, s > p1, 0 que mostra que p; é um
ponto de minimo de F, ou seja, F(p;) < F(s), s > 0. Em especial F(p;) < F(0) = 0.
Além disso, por (GSy) (i), existe S > 0 tal que

g(s)

11— o1

s < S.

>_7
-2

V)

Dai,

s S s 1
F(s) :/0 f(t)dt:/o f(t)dt+/s f(t)dt20+2—psp, s> S.
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ou seja, F'(s) — oo, para s — 0o. Isto mostra que F possui um zero, digamos py, que é
unico pois F ¢é crescente para s > py. [

Lema 2.3. Suponha (GSy) e seja u > 0 uma solugdo cldssica para (GSyeq). Entio E,(r)
¢ decrescente em (0, R).

Demonstragao: Primeiramente, note que

r—0

lim B, (r) — ]%\u’(()ﬂp + Fu(0)) = 0 = Ey(0)

isto é, F, € C([0, R)). Por outro lado, se u € A, [cf, (1.6)]

E,(r) = (p—DW/(r)["2u/(r)u"(r) + f(u(r))u/(r)

N -1

= (=Dl ()P (r)u(r) = —

[/ ()" = (p = D' (r)[Pu’ (r)u” (r)2.2)

N -1
= - [/ (r)[P <0, reA,

onde usamos (GS,.q) para a segunda igualdade

Note que E, é nao crescente em (0, R). De fato, suponha o contrario, isto é, que
existam z,y € (0,R) com z < y e E,(z) < E,(y). Como consequéncia, existiria um
intervalo (a,b) C [x,y] com E crescente em (a,b), pois, do contrério, qualquer intervalo
I C [z,y] conteria ¢,d € R com ¢ < d e E,(c) > E,(d), ou seja, existiriam sequéncias
Ty € Yp COM Ty < Y, Ty \, T € Y,  y tal que Ey(z,) > FEyu(y,). Como E é continua,
passando o limite obterfamos F,(z) > E,(y), o que é um absurdo, mostrando a existéncia
do intervalo (a, b).

A existéncia de (a, b) implica que u é constante em (a, b) pois, caso contrario, existiria
ro tal que u'(rg) # 0,79 € (a,b). Pela continuidade de u, existe um intervalo I5 € (a,b),
tal que u/(r) # 0,Vr € I5. Neste caso, E' < 0 em I5 o que é novamente impossivel visto
que E, é crescente em (a,b). Assim u é constante em (a,b), ou seja, E, é constante em
(a,b), o que é novamente impossivel ja que E, é crescente em (a,b). Assim E/, < 0 em
(0, R), como afirmado.
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2.2 Sobre a funcao de Euller associada ao problema

GS

Como discutido anteriormente, o funcional

1 (R 1 (R R
I(u) := —/ N |Pdr — —/ N ulPdr +/ NG (u)dr,  uw €A, u>0
P Jo D Jo 0

pode nao ser Gateaux diferenciavel em algumas direcoes.

No sentido de restringir o dominido da definicao de I e contornar este problema,
consideremos o conjunto:

R R
U:=Ur= {u €EXg/u> 0,/ rN o |Pdr </ rN_lupdr},
0 0

e a variedade em Xg do tipo Nehari [cf, Apéndice B]

Vi=Vg = {ueU/ (I'(u),u) =0}

R R R
= {u cU/ / 'r’N1|u'\pdr+/ erug(u)dr:/ erupdr}
0 0 0

Observemos que U é nao vazio pois, pelo Lema 1.12, existe um unico R; > 0 tal que

(2.3)

p1(Ry) = 1. Como py é decrescente, segue diretamente da definicao de p; e U que para
R, < R a autofuncao v; pertence a U.

Caminhando no sentido de mostrar que V' é nao-vazio utilizaremos um lema técnico
acerca de uma funcao auxiliar.

Lema 2.4. Suponha (GSy) e (GSz), entdo dado u € U, a funcao

R
&(t) = /0 TN_lg(tu(r))wdr,t >0

tP—

t—0

¢ continua, decrescente e satisfaz, £(t) = oo, £(t) =30

Demonstragao: Primeiramente, notemos que £ estd bem definida, pois por (G.Sy)(iii),
obtemos sg’(s) < (p — 1)g(s) e, integrando de 0 a s,

0 < sg(s) < pG(s), s> 0.
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Assim, por (GS5)

£(t) = /0 rN_lg(tu(r))%dr < p/o TN_1WCZT < p/o rNAWdT < 0.

Também por (G\Ss), G(s) =" 0. Em particular,

f(t):/o rN—lg(tu(r))%dT:/{>0}7,N—1g(tu(r))?:p(rl>d7”-

Assim, para s < t, segue por (GS7)(iii), que

B 10 R S () R
= fo™ T T ™ T =€

mostrando que £ é decrescente.

t—0

Afirmacao: £(t) — oo.
De fato, se t,, — 0, entao por (G.Sy)(ii7)
u(r) thu(r)) th—o

g(tau(r)) e = u(T)pg((tnuﬁ —" 0o, para cada r € {u > 0}.

Pelo Lema de Fatou e (GSy)(7)

lim £(t,) > lim inf TNflg(tnu(r))up(Q) dr > / N 1u(r) lim inf g(t—lﬁgr))dr > 0,
{u>0}

tn—0 {u>0} tn

como queriamos.
Afirmacao: £(t) "= 0.

De fato, se t,, — oo, entao por (GSy)(ii1)

u(r)? g(tau(r)) tn—00

()] 0, r e {u>0}.

Novamente por (GSy)(iii)
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parat > 1.

t—o00

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada £(t) — 0. A continuidade de &
também segue do Teorema da Convergéncia Dominada. [

De posse deste lema, podemos mostrar que V' é nao-vazio.

Lema 2.5. Suponha (GS1) e (GS2). EntaoV = Vi € nao vazio para Ry < R onde Ry > 0
¢ tal que p(Ry) = 1.

Demonstracao: Dado u € U, note que existe unico t = t, > 0 tal que tu € V. De fato,

se u € U, entao

R R
/ PN uPdr — / N |Pdr > 0, para u > 0.
0 0

Mas, pelo Lema 2.2, £(t) é positiva e decrescente. Logo existe tnico ¢ = ¢, > 0 tal
que

R R R U(T’)
/ rN T |Pdr — / rNuPdr 4 / 7’]\7’1g(tu(7”))—tp_1 dr = 0. (2.4)
0 0 0

Multiplicando a expressao acima por t?, segue que

R R R
/ Nt [Pdr — / N (tu)Pdr + / N g(tu(r))tu(r)dr = 0,
0 0 0

mostrando que tu € V', como queriamos [
Estamos prontos para mostrar que / assume minimo em V.

Lema 2.6. Suponha (GSy) e (GSs). Entdo o funcional

1 R 1 R R
I(u) := —/ rN o [Pdr — —/ N ulPdr +/ N G (u)dr, u € Xp, u >0,
P Jo Db Jo 0

assume minimo em V.
Demonstracao: Seja u € V', que sabemos ser nao vazio pelo Lema anterior. Entao pela
definicao de V'

1

R 1 R R
—/ rN_llu’|pdr——/ TN_1|u|pdr:/ N ug(uw)dr. (2.5)
P Jo D Jo 0
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Capitulo 2. Estudo Radial do problema GS

Por (2.2) e (2.5), podemos reescrever I(u) como

I(u) = /0 ’ PN (u)dr,

onde F1(s) = G(s)—(1/p)sg(s) >0, s >0 com F1(0) =0 e F1 crescente, por (GSy)(it).

p
Como u € V', entao u € U e, consequentemente, u > 0 e ir‘}f[ > 0. Seja (u,) C V
uma sequéncia tal que I(u,) \, i%f I e defina
Up,

b= Wl et = 1
nl||XRr

. . X , : : .
Pelo fato de Xp ser reflexivo e w, limitada, w, =% w. Além disso, pela imersao
p

L
garantida pelo Lema 1.7, w, — w. Logo, pelo Lema D.3, w, — w q.t.p. em (0, R).

Afirmamos que, a menos de subsequéncia, ||w,||x, — |lw||x,. De fato, note que
t, — t, para algum ¢t € (0,00) pois, do contrario, ¢, — oo ou t, — 0. Suponha o
primeiro caso, entao u,(r) = t,w,(r) — oo, para cada r tal que w(r) > 0. Note que,
comou, €V CUew, »>wée L?\ip entao |7VU|LJJDV—711 > 1, logo w > 0 em pelo menos um
conjunto de medida positiva.

Por outro lado, como u,, € V, entao

R
[(un):/o rN’lF%(un)dr.

Logo, pelo fato de F1i(u,) > 0 e o lema de Fatou

R R
lim 7(u,) > liminf/ N (uy,)dr > / lim V1 Fu (uy,)dr > oo,
0 v 0

1
n—oo n—oo p

o que é um absurdo visto que lim I (u,,) = infy I.

Se por outro lado, t, — 0, entao t,w,(r) — 0 para cada r € (0, R) em {w, > 0}.
Como u, € V, temos que

R R w R
/ TN_1|w;|pd7“+/ TN_ltp_nlg(t wn)dr:/ N w, [Pdr. (2.6)
0 0 0

n
.

-~

=1

Mas, por (GS1)(1)
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Capitulo 2. Estudo Radial do problema GS

wy(7)

p—1
In

g(tnwy(r)) = %wn(r)p " 00, em {w, > 0}.

Por outro lado

R
N—1 Wn N—1 Wn -1 9(taw,(r))
T ——g(t,w,)dr 2/ T ——g(t,w,)dr :/ T e, (r)Pdr.
/0 th! {w>0} th! {w>0} (tnwy (r))P=!

Entao, pelo Lema de Fatou e (GS;)(7)

R
. _1 Wy . . — w’ﬂ(r)p
nh_}rg() i rN 12%_1 g(tnwy)dr > hmnmf/{ . rN 1W9<tnwn(r)>dr > 00,

contrariando, novamente, o fato de lim I(u, ) = infy I. Logo, t,, — t € (0, 00).

Deste modo, u,(r) = t,w,(r) vy tw(r) := u(r) em (0,R) e por (2.6) e o Lema de

Fatou,

R R
/ PN HwlPdr = lim [ VT w,|Pdr
0 o N-1 W BN w
=1 —|—hm/0 r tg—19(tnwn)dr >1 —1—/0 r tp—_lg(tw)dr.
(2.7)
Por outro lado, como w, ~£ w, entdo llw||x,, <liminf|jw,||x, e
R R R
/ rN ! [Pdr < liminf/ Nl [Pdr = 1 < / rNHwl|Pdr, (2.8)
0 0 0

onde a ultima desigualdade é garantida por (2.6) e 2.7). Note que o raciocinio acima

garante que w € U e, pelo Lema 2.5, existe s > 0 tal que sw € V.

Por fim note que ||w|| = 1, pois, caso contrério, ||w|| < 1 e, pelo Lema 2.2
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Capitulo 2. Estudo Radial do problema GS

Euls) = / N g(sw(r) 2 gy

R R
= / T‘N_1|w|pd7“—/ rN 7w [Pdr
0 0

R
> / N HwlPdr — 1
0

> [t = g0

Como ¢ é decrescente, entao, pelo raciocinio acima, s > t. Assim

R R R
inf I(v) > lim inf/ rN LR (uy,)dr > / rNTLE (tw)dr > / rN LR (sw)dr = I(sw),
0 b 0 b 0

veV p

o que impossivel visto que sw € V. Logo ||w|| = 1 e nossa afirmagao esta provada.

Assim, como w, & w, l|wn|| — ||w|| e Xg é uniformemente convexo, entao w, 25,

XRr ,
Consequentemente, u,, — u, mostrando que u € V', como queriamos. ]

2.3 Conclusao da demonstracao do Teorema GS

Inicialmente, seja Ry > 0 tal que U é nao-vazio, isto é, uj(R;) = 1. Considere também o

unico Ry > R, satisfazendo

B p
OpN — (N —p)’

1
1——, sep> N.
Op

1 sep< N

pi(Re) =

onde a existéncia de tal Ry segue do fato de u; ser decrescente em relacao a R. Assim,
dado R € (R, Rs], tomemos u = ugp € V dado pelo Lema 2.5, isto é, u € V tal que

I(u) = mi‘r/l I(v). Afirmamos que tal u ¢ a solugao de (G'S). Provaremos esta afirmacao
vE

por passos.

Passo 1. u >0 em (0, R)

Afirmacao: Nao existe 79 € (0, R) tal que u(rg) =0, u; # 0 e ug # 0, onde

UI(T):{U(T),T‘STO . UQ(T):{O’TSTO

u(r),r > ro
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Capitulo 2. Estudo Radial do problema GS

De fato, suponha que tal ry exista e que uy, uy # 0. Entao, como u; +us =u € V

R R R
/ N 4 b Pdr + / NV (g 4 up)g(uy 4 up)dr = / NV uy 4 ug|Pdr.
0 0 0

Mas, pela forma que u; e us foram definidas, podemos reescrever e expressao acima

como

R R R R
/ rN Tl |Pdr + / Ny g(ug)dr + / N b |Pdr +/ N ugg(ug)dr =
0 0 0 0

R R
/ rN1|u1|pdr+/ TN71|u2|”dr.
0 0

Assim podemos supor (caso contrario, considerariamos us)

R R R
/ N |Pdr —I—/ N g |g(uy )dr < / N7y |Pdr,
0 0 0

ou seja, u; € U. Pelo Lema 2.5 existe inico s > 0 tal que su; € V. Dividindo a expressao

acima por s?~! e usando o fato de su; € V obtemos

R P R /|p R
£(s) :/ TN71—|SUI| dr —/ TN71—|SU1| dr 2/ TNilulg<u1)dT = ¢{(1),
0 0 0

sP sP

o que mostra que s € (0,1]. Assim u(r) > suy(r),r € (0, R). Por outro lado, como

u(r) # suy(r),r € (0,19)

| (R | (R R
I(u) = —/ rN1|u']pdr——/ erlu\pdr—l—/ VLG (u)dr
P Jo PJo 0

1 (R 1 (R R
> —/ rN b |Pdr — —/ N g |Pdr +/ N G (uy )dr = 1 (uy)
P Jo D Jo 0

contradizendo o fato de I(u) = mvin I

Afirmacao: Nao existe 9 € (0, R) tal que u(r) = 0 para r € [ro, R].
De fato, suponha que néo seja verdade, ou seja, existe 79 € (0, R) tal que u(r) =0

para r € [rg, R]. Para cada s > 0 seja us(r) := u(r/s). Note que us € U, para cada

s € [1,1+ €), para algum € > 0, pois

e u, € Xp se, e somente se, 7o < R/s < R. Em especial, s > 1

e Pelo Teorema D.5

40



Capitulo 2. Estudo Radial do problema GS

R R/s
/ Nl |Pdr = SN_p/ N [Pdr. (2.9)
0 0

Pelo mesmo Teorema

R R/s
/ N, |Pdr = SN/ rN " HulPdr. (2.10)
0 0

Definindo, entao

R/s
/ N |Pdr
0

R/s
/ TN_1|u|pd7“
0

temos que H(1) < 1 pois u € U. Entao, pela continuidade de H, H(s) < 1 para

H(s)=s"" , s>0

s € [1,1+ €), para algum € > 0.

Considere as seguintes fungoes, definidas parat > 0e s € [1,1+¢)

e R R R
o(s,t) = — (SN_p/ N Pdr — SN/ TN_1|u|pdr) + SN/ rNTLG(tu)dr,
p 0 0 0

R R R
(s, t) =t° (sz/ N |Pdr — SN/ 7’N1|u]pdr) + SN/ N (tu) g (tu)dr.
0 0 0
Assim, temos que
o(s,t) = I(tus) (2.11)
R R R
(s, t) = / Nl [Pdr — / N tug|Pdr + / V7 (tug) g (tus)dr.
0 0

0

Isto é, 1(1,1) = 0, pois u € V. Por outro lado, temos

oY v [ Ny v [T v
—(t,s) = ptP" sV Y| |Pdr—s 7 ulPdr

R
+ SN/ NV (ug(tu) +tug’ (tu) ) dr.
0

Logo, por (G'Sy), (it),

a¢ R N-—1y,,/ f N-1 f N-1 2/
E(l, 1) = p T Pdr — ™ ulPdr ) + ™ (ug(u) + u g’ (w))dr
0 0 0

= [ (g ) = (= Dg(uyir <o
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Capitulo 2. Estudo Radial do problema GS

Segue do Teorema da Fungao Implicita que existem § € (0, €] e uma fungao diferenci-
avel t = t(s) com t(1) = 1 tal que ¥(¢(s), s) = 0, para todo s € [1,1+¢). Logo t(s)us € V,
para s € [1,1+¢).

Como ¢(1,1) = I(u) = | Jnin ©(t(s), s), segue do fato que u € V,

0y dt Op
= 2T+

N—p [ N (" ’
_ p / 7,N1|ul‘10d7~__/ rN1]u|pd7’+N/ TN*IG(“)‘”
p 0 P Jo 0

Mas, por (GSs), para 8 > 1/p temos G(s) < 0sg(s). Logo, segue de ¥(1,1) =0

N — R
0 < _p/ rNt |pdr——/ N= 1|u|pd7"—|—]\7/ NG (u
p 0

N —
< X2 o - X oy [C o)
p 0 0
< —/ N Pdr — —/ M- 1|u|”dr—9N/ TP = ful?)dr
N 1
— (_p_gN)/ N- 1|uf|pdr+N(0——)/ N=Vy|Pdyr. (2.12)
p 0 P Jo

Por outro lado, como u(r) = 0 para r € [rg, R|, entao

R R
,ul(R)/ rNHulPdr < / rN ! [Pdr. (2.13)
0 0

Portanto, por (2.12) e (2.13) e pelo fato de 0N > (N — p)/p segue que

R 1 R
0 < (——QN)/ TN_1|u'|pdr+N(9——)/ rN_1|u|pdr
p 0 P Jo

R 1 R
—ON)/ rN1|u\pd7"+N(0—§)/ rN’1|u\pd7"
0 0

= [Nl(R)(T —ON) + N(0 — %)} /OR N ulPdr.

Isto é

—6N  (6pN)— (N —p)
contradizendo a monotonicidade de py, pois R < Rs.
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Afirmacao: Nao existe 9 € [0, R) tal que u(r) = 0 para r € [0, 0]

De fato, suponha que o resultado seja falso e seja M = Jnax, u(r). Como u € V
<r<

R R R
/ N ulPdr = / TNl\u’\pdr—i-/ N ug(u)dr
0 0 0
R R
> ul(R)/ rN1]u|pdr+/ N tug(u)dr
0 0

R P
> u(R) / PN HufPdr + / SO
0 {u>0}

up~1
g(M)\ [T -
> (M1+ Mp—l)/o r 1\u]pdr.

De onde se conclui que

Mp-!
(1 — Ml)m > 1.

Além disso, pela definicao de u1(Rz) e 6 > 1/p, entao

Op(1 —py) < 1.
Por outro lado, afirmamos que
G(M)
1<p T (2.14)

Sendo isto verdade, entao para 6 > %

G(M)  G(M) (1 —p)MP! G(M)
T o(0) =p(l— ul)g

o que é um absurdo, finalizando o primeiro passo.

Para provar (2.14) considere, para s > 0, a fungao

uS(T): M) ~_S S
u(r),RSrSR
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Note que u, € U. De fato, pela definicao de u, e o Teorema D.4

R R—s R
/ N Pdr = / N (r + s)|Pdr / N (r) [Pdr
0 0 R

R R
= / (7“—8)N1|1/(7")|pal7"—|—/~ TN71|u/(r)|pdr
SR R R
< / rN_1|u’(T)|pdr+/ N (r) [Pdr (2.15)
S p R
= / N (r) [Pdr
R R
< / rN1|u’(’r)|pdr§/ N u(r) Pdr,
0 0

pois u € U, por hipdtese.

Por outro lado

R—s R

R R R
/ (r — )N u(r)[Pdr + / rN () |Pdr + /R N u(r) [Pdr.
) (2.16)

R R—s R R
/ N ugPdr = / N u(r + s)|Pdr + / rNTIMPAr + / N u(r)|Pdr
0 (U

IN

R—s

Definindo

e = [ N — N () Pdr / e pa,

segue que H(0) =0 e

H'(s) = =(N = 1) / (r = )" 2lu(r)Pdr + (R — )" u(R = )|

Assim, usando a hipotese de contradigao

R
HO) =~ 1) [ b+ B )P
R (2.17)
= —(N-— 1)/ N2 |u(r)Pdr + RNTIMP > MPrY =t >0

T0

Assim, por continuidade, H(s) > 0, para todo 0 < s < ¢, para algum ¢ > 0. Segue
que

R—s R
/ rN () [Pdr > / (r —s)N " Hu(r)|Pdr, ¥V 0 < s < e.
0 s
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De (2.15), (2.16) e (2.17), segue que us € U para 0 < s < e.

Agora, considere as funcoes

ots) == ( / = o+ / N / " s>N-1|u|P)

- (- o)+ [ e- o)

P (5 =5 G(tM) + / ' rV G (tu)
olts) =1 ( / " e+ [ | "o s)N—1|ulp>
_ (”‘]\?p[ RN (R — )V + /f(r — 5)N ! (tu)g (tu)
N CLTICT TP / QT / C N g (ta)
Segue que

R

R R
o(t,s) = I(tus) e p(t,s) = / Nt [Pdr —/ N tug|Pdr +/ N (tug) g (tug ) dr.
0 0 0

Como u € V, segue que p(1,0) = 0. Além disso

i -1 r N—1|, 1 r N-1 r N-1 /
E(tv 3) = ptp r |us|pdT - r |us|pdr + r Us (g(tus) + tusg (tus)) dr
0 0 0

Dai, usando a Observagao 2.1

R R
o) - pL< |y = aryar+ [ rN1<ru’|p—\u|p>dr)]
= [ g+ ug@har = [T g (0 - (0= gt

Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem § € (0, €] e uma funcao diferencidvel
t =1t(s),s €0,6), tal que ¢(t(s),s) =0, ou seja, t(s)us € V

Como ¢(1,0) = in, ©(t(s), s), entao

Op dt Oy
< 1

0 < &f( O)s+0(10)
N-1

1-N R P -
0o . 0 p

R P B
—/ PN fufp — (N - 1)/ N aw) — 2L RN pYg
p 0 0 p

IN
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Por outro lado

1 B —(N=1) [ [F .
1 —(N=1 N| Z |p N-1 . _\r ) / Ny, |p N-1
p(( )/OT|M|+R ) T <Or|u|+R

VAN
=
c\
o]
<
=
«Q
+
=5
%/—\

IN
Sk
|
=
|
c\

j=s]
<
_=
£
S
i/\
+
=y
=
=
N————

o que confirma a afirmagao.

Observagao 2.7. Seque da demonstracao da ultima afirmacdo que u ndao pode atingir um
mdzximo global, digamos M, em (0, R).

Passo 2. u € C'([0, R]) N C?*(A,) e u satisfaz (GS,qaa)-

De fato, tome v € Xg tal que v > 0, suppv € (0,R) et,h comt > 0e |h| < up/||v]|cos

onde up = max u(r) e as seguintes fungoes
resuppv

R R R
o(t,h) = (/ rN T + b |Pdr — / N+ hv|pdr) + / rN LG (tH(u + hw))dr,
0 0 0

R R R
o(t,h) =1tP (/ rN_1|u’+hv’|pdr—/ rN_1|u—|—hv|pdr)+/ N (ud-ho)g(tH(ut-ho))dr.
0 0 0
Note que p(t,h) = I(t(u+ hv)) e ¢(1,0) = 0. Assim, temos [cf, Apéndice B|

G0 = [ + - Dugl))dr (2.18)

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem 6 € (0,¢] e uma funcao diferencidvel
t =t(h) tal que t(0) =1 e ¢(t(h),h) = 0, para todo h € (—4,0), isto é, t(h)(u+ hv) € V,
para h € (—6,0).

Logo ¢(1,0) = I(u) = min I(v) = hen(ggé) I(t(h)(u+hv)) = her?fl?ﬁ) ©(t(h),h) e, assim,

pela definigao da Derivada de Gateaux
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Oy
= 5 (L0 O+ 50 o I

o ot
R R f

= / rN‘1|u’|p_2u’v’dr—/ TN_1|U|p_2uvdr~|—/ r" g (u)vdr

0 0 ’

= (I'(u),v)

Definindo f(s) := s?~! — g(s),s > 0, temos que f é continua e

| e = [T e =0, v e X

tal que v > 0 e supp(v) C (0, R) é compacto.

Como w ¢ continua e u > 0 em (0, R), segue que f € L}, (0, R). Pelo Lema 1.14,
u € C'(0,R) N C?*(A,) e satisfaz a equagao

— (N P2 = e N f(u(r)), em (0, R), (2.19)

finalizando o passo 2.

Passo 3. u € decrescente, u € C*([0, R]) com u(R) =0
Suponha que exista 7 € (0, R) tal que «/(7) = 0. Como,

p—1

F(u(r)) = Eu(T) 2 Eu(R) = [ (R)|P + F(u(R)) = 0,

segue que u(f) > po de forma que f(u(7)) > 0. Afirmamos que existe ¢ > 0 tal que
uw'(r) # 0 parar € (T—e,7) N (T, T+ €). Caso contrario, existiria uma sequéncia r,, — T

tal que v/ (r,) = 0. Integrando (2.19) de 7, a 7,41, temos

Assim, pela continuidade do integrando, existiria 6,, € (ry, r,41) satisfazendo f(u(6,)) =0
de forma que

0= lim f(u(6,)) = f(u(r),
ou seja, u(T) = p; < pa, 0 que é impossivel. Assim, para r € (F —€,7) N (7,7 + €1), segue
de (2.2) que
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(p = D" ()P (r) = —(N = D2 (r) P72/ () = 7V f(u(r). (2:20)

Portanto

rT—Tr

lim [ () P2 (1) = —ﬁﬂu(r)) <0,

Assim, existe €2 € (0, €] tal que v”(r) < 0 para r € (T — €,7) N (7,7 + €2), ou seja,
uw'(r) >0 parar € (T —€,7) e u/(r) <0 parar € (F,T + €).
Afirmamos que
u'(r) > 0 para r € (0,7) e v/(r) < 0 para r € (7, R).

Caso contrério, suponha que exista r > 7 tal que v'(r1) = 0 e v/(r) < 0 para r € [T, r).

Por (2.20)

pois

lim «"(r) = lim
r—r] r—r, r—nm

Sep>2ewv e (00,0], entao

Futr)) = tim L8O ypet <

o TP

se v = —00, entao existe €3 € (0, €] tal que

flu(r)) <0, parar € (1 — €3,71),
mostrando que f(u(ry)) = limr — r f(u(r)) <O0.

Se 1 < p <2, entao

f;UETll)) _ T,li)ri} f;uf'ﬂll)) _ Tlig; ’u/(r)|p—1u//(7,) — 4,

donde segue que § > 0 pois, do contrario, existiria e, € (0, €3) tal que
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[/ (r) [P (r) < 6 +e< 0, 7€ (r — A3,71),

isto é, u”(r) < 0 para r € (1 —€4,71) de forma que v’ é decrescente em (1 — €4, 71). Assim
u'(r) > u/(r1) = 0, contradizendo o fato de u'(r) < 0 para r < r;. Logo f(u(ry)) < 0 para
todo p > 1, ou seja, u(r) < p; e, assim

0> F(u(r)) = Eu.(r1) < E,(R) <0,

mostrando a contradicao. O caso r; < T é tratado analogamente, mostrando nossa
afirmagao. Logo 7 é um méximo global de w em (0, R) o que é um absurdo pela Ob-

servacao 2.7.

Para finalizar precisamos mostrar que u/(0) estd bem definido. Para isso lembremos
que

—r N () [P () = /07“ N f(u(t))dt, (2.21)

onde f(s) = sP~! — g(s). Assim

PN ()Pt < /OT tY L (u(t))dt,

onde H(s) = s"~' + g(s) é tal que (H(s)/s”~)" é nao-crescente, por (G.S;)(iii). Logo,
pelo Lema 1.10, concluimos que u € C'([0, R)), finalizando o Passo 3.

Passo 4. u € C%([0, R)) se, e somente se, p < 2

Primeiramente, como v’ < 0, em (0, R) e satisfaz

—(r " ) = e (u(r)),

entao

- Lo (e [ o)
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onde

W(r) = flu(r) — (N — 1) / TN Flu(t))ds

Assim,

limh(r) = lim f(u(r)) — (N —1)lim fd” tN=LF(u(t))dt

r—0 r—0 r—0 T'N

= f(0) ~ (v~ Dt SO
N -1

= () ~ S Fu(0) = - F(u(0))

Note que u(0) > p; pois, do contréario, u(r) < p; para todo r € (0, R), entao
f(u(r)) <0, r € (0,R). Mas por (2.21) terfamos v’ > 0 o que impossivel.

Assim u(0) > p; e, consequentemente, lin% h(r) > 0. Tome ry > 0 tal que f(u(r)) >0
para r € [0,79]. Logo m e M definidos por

m(r) = min f(u(t)) e M(r) = max f(u(t)), r € [0, ro]

[0,70] [0,70]

sao ambas positivas e satisfazem

%rlv < /07“ N f(u(t))dt < M]ffr)rN
Entao,
(m]g))Hri’f < (rl_N /0 tN—lf(u(t))dt) < (M]\(]T)>'Hr2?.
Logo

lim (rl_N /0 tN_lf(u(t))dt> o ,

estd bem definido se, e somente se, p < 2. Assim, lim u”(r) existe se, e somente se, p < 2,
r—0

finalizando o passo 4.

Por fim, para mostrar a ndo-existéncia de solugao suponha, por absurdo, que (GS,qq)
tem uma solucao u = ug para R < Ry. Neste caso, u satisfaz

=N ()P (r) = /07“ sV f(u(s))ds.
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Capitulo 2. Estudo Radial do problema GS

Multiplicando a expressao acima por v’, onde v € X e integrando, segue que

/0 RrN—l|u'(r)|p—2u'(r)v’(r)dr = - /0 Rv’(t) /O rsN‘1f<u(s))dsdt
_ /ORerf(u(r))v(r)ds
_ /O N () ds — /0 N (s,

Tomando v = u , entao

R R R R
/ TN’l\u’(r)]pdr :/ N lu(r)Pds —/ rN’lg(u)u(r)ds </ erlu(r)pds.
0 0 0 0

Logo

R N_ R N_
B e L L T
”5;6% fORrN—1|U(T)\pdr N fORTN—1|u(7")|PdT

contradizendo o fato de u; ser decrescente, finalizando a prova do Teorema GS.

<1=mu(R),

o1



CAPITULO 3

ESTUDO RADIAL DO
PROBLEMA DMp

O estudo do problema (@) apresentando singularidades do “tipo (—)”tem recebido
grande atencao nos ultimos anos. Em Fisica podemos citar, por exemplo, o estudo de
fluidos Nao-Newtonianos e a teoria de conducao de calor em materiais eletricamente
condutores. Em quimica, podemos citar problemas envolvendo catélises quimicas het-

erogéneas. Para maiores detalhes, podemos citar [6] e [15].
Neste sentido, considere o problema singular

—Au =i —o(z)u?, Q
(T) - u >0, Q
U = 0, an

onde o é uma funcao dada, A > 0 um parametro real e Q@ C RY, N > 2, é um dominio
limitado. Obviamente o problema (T') ndo admite solucdo u € C%(Q) se ¢ nao se anular
perto de 0f2. Entretanto, sob hipéteses apropriadas em o e A pode-se obter solugoes em
C*Q)NC(Q) com u > 0 em Q. Neste sentido, definiremos u como solugio cldssica de

(T) se u € C2(Q)NC(Q).

Se o é negativo, entdo o problema (7') apresenta singularidade do “tipo (+)”. Em
especial, o caso o negativo e A = 0 foi amplamente estudado por varios matematicos
dentre os quais podemos citar, por exemplo, Crandall, Rabinowitz & Tartar [20], Coclite
& Palmieri [13] e Lazer & McKenna [43].

Por outro lado, para o positivo, Zhang [58], em 1996, trabalhou no problema (T')
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Capitulo 3. Estudo radial do problema DMpg

para A # 0, #,q € (0,1) e 0 = 1, provando que (T') tem uma solugao positiva uy para A

suficientemente grande.

Shi & Yao [53], em 1997, consideraram o caso mais geral ¢ = K (z) € C*%(Q), onde
a,3,q € (0,1). Fazendo

K, =minK(z)
hASY)

K* =max K(x)
€

E ={uel®*Q)nCcQ) : v eL'(Q)}.
Eles mostraram que

i) Se K* <0, entao (7T') tem unica solucao se, e somente se, uy € E, qualquer que seja

A €ER;

ii) Se K, > 0, entdo existe A, > 0 tal que (7') admite uma solucio u € C>%(Q) N C(Q)
para A > A, e nao admite solugao para A < \,;

ili) Se K, < K < K*, entao existe A\, > 0 tal que (7') tem pelo menos uma solucao
uy € E para A > \,.

Em contraste com o caso o < 0, a unicidade nao é preservada para ¢ > 0, como citado

em [53]. Ouyang, Shi e Yao [48], em 1996, consideraram o caso 0 = A, isto é,

—Au=\Nu!—u"), zeB
(0SY) : u >0, By
u = 0, th
onde B; C RY ¢ a bola unitdria. Neste trabalho, foi provado o seguinte teorema

Teorema OSY Suponha 0 < 3,q < 1. Entao, existe 0 < Ay < Ay tal que (OSY') possui:

i) nenhuma solugdo para A < Ay,
ii) uma solugao para \ = s,
iii) duas solugoes para Ay < XA < Ag,

iv) uma unica solugdo para X\ = .

Além disso, todas as solucoes podem ser encontradas em uma curva I' =11 N Ty, onde

[y = {(\ui(-,A) s A € [A\1,0), uy € solugao maximal de (OSY)}
Coi={(Aua(-, A) : X € [A1, \a], ug € solugdo minimal de (OSY)}

23
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Eem A=A, ui(-,\1) = ua(-, A1) e em A = Xy a solugdo satisfaz:

—Au= !—u" em B
U = g—z :0, 831,

Onde (A2, us(+, A2)) € a tnica solugdo do problema acima.

Este resultado sugere que a questao de unicidade, existéncia, nao existéncia e com-

portamento assintético da solucao deve estar associado ao parametro A\ e ao expoente q.

Em 2009, Davila e Montenegro [21] consideraram o problema o = 1 e 2 = By, isto é

—Au=X u!—uP xeB
(DM,) : u >0, B,
u = 0, 831,

onde A > 0 é um parametro real e provaram que o seguinte resultado:

Teorema DM, Suponha que 0 < 8 <1 equel < qg< (N+2)/(N—-2)se N> 3,
1 <p<ooseN =2 FEntio existe \y > 0 tal que (DM)) tem unica solu¢do radial
uy € C%(B\{0}) N CY(B)) se, e somente se, 0 < X < ;. Além disso, u)(1) < 0 se
0< A< A eth(1) =0 se A= \;.

Na préxima segao apresentaremos o paralelo que existe entre os problemas (DMEg) e
(DMy).

3.1 Equivaléncia entre os problemas (DM),) e (DMp)

Sob nosso ponto de interesse, isto é, casos particulares do problema (@), considere a
seguinte mudanga de parametros em (DM,):

—1-8 —1—

R =\ e v(r) = )\ﬁu()@(qiﬂgr), r € (0, R]

Lema 3.1. Considere 0 < < 1,1 <qg< (N+2)/(N—-2) e >0. Entao u é uma
solugao radial para (DM,) se, e somente se, v € uma solugdo radial para DMpg definido
por

—Au=u?—uP" Bp
(DMR) u > 0, Bg
U = 0, 8BR,

onde Br C RN € a bola de raio R
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Capitulo 3. Estudo radial do problema DMpg

Demonstracao: A forma radial do problema (DMgpg) é:
N -1
t

u”(t) + u'(t) + Mut(t) —u(t) ™ =0, t € (0,1). (3.1)
_ 148 148
Considerando t = A" 2@+ r, onde ¢t € (0,1), entdao r € (0, R), para R := X\ 29 e
podemos reescrever (3.1) como

N -1

__1+8
A 2@tB)r

1+8

u"()\_ﬂ%fmr) + u'()\_ﬂ%fmr) + )\u()\_%r)q —u(A "2 )P =0

Definindo v(r) := )\ﬁu()f?:qff’) r), entao

U’(?“) = /\ﬁul()\iﬁlqt%)r))\f?(lq-f@) = )\2(1q_+ﬁﬂ> ul<)\72(%+ﬁﬁ)r)
U”(?”) = )\2<1qu%) u'l()\72(1qt%)r))\72(lqi%) = )\(qu%) u”()\fﬂ%rﬂﬂ)r).
Assim,
_ 148 N -1 _ 148 _ 148 _ 148
0 = u//(/\ 2(q+ﬁ)7~) + 1—+5ul(>‘ 2(q+ﬁ)r> + /\u<)\ 2(q+6)7n)q _ u()\ 2(q+g)r)—ﬂ
A 2@tB)r
2 N -1 —148 __1 q _1 -
= U”(r))\(quﬁ) + 1—+ﬁv’(7»))\2(q16) + A\ ()\ qiﬂv(r)) + <)\ qiﬁv(r))
A 2@tB) pr

N—1

= 3 ()4 ) 400 -0 )

r

Deste modo, resolver (3.1) ¢ equivalente a resolver
N -1
r

v (r) + V(r) o) —v(r)? =0, r€(0,R), R= AT 19

como queriamos. [

Neste caso, o Teorema (DM,) pode ser reescrito como:

Teorema DM Suponha 0 < f <1l equel < qg< (N+2)/(N—-2)seN >3, 1<
g < oo se N = 2. Entao ezxiste Ry > 0 tal que (DM) admite unica solug¢do radial
u = ugr € C*(Br\{0}) N C(Bg) se, e somente se, 0 < R < Ry. Além disso, u'(R) < 0
se 0 < R< Ry e (Ry) =0.

A demonstragao do Teorema (DM) serd o objetivo deste capitulo. Para tanto, con-
sideremos a forma radial de (DM), que é um caso especial de (GS,4q) simplesmente
considerando p =2 e g(s) =57, s> 0

g "+l —u P =0 0,R
(DM...) u " u 4 ul —u , (0, R)

W (0)=u(R)=0, u>0, [0,R)
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Para estudar o problema D M,..q4, vamos considerar o seguinte caso particular de (N N,)

N -1
(DM,) W'+ =l —u =0, (0,T(a))

u(0) =a, /(0) =0, u>0
onde a > 0 é o parametro de “shooting”e T'(a) o intervalo maximal a direita onde a
solugao u(r,a) de DM, é definida, isto é [cf, pag 20]
T(a) =sup{r / u(r,a) > 0} .
onde D(T) é definido por:

D(T) ={a €RY / u(r,a) =0, para algum r > 0}

Como visto na Se¢ao (1.3) do Capitulo 1, a equagao

—(rN Y P2 ) = eV f(u), 1> 0
u(0) =a, '(0)=0, u>0

admite solugao se f : (0,00) — R for de classe C'. Além disso, para o caso p = 2, a
solucao desta EDO ¢ C? na varidvel “r” e C! na varidvel “a”, como visto no Lema 1.13.
Deste modo, temos garantido que (DM,) admite tnica solugdo com as caracteristicas

acima.

Ainda no Capitulo 1 vimos algumas propriedades qualitativas da solugao de (DM,).
Assim, iniciaremos este capitulo com as propriedades associadas a ¢(r,a) = g—g(r, a) onde
u(r,a) é a solugao de DM,. Tendo concluido este passo teremos todas as ferramentas

necessarias para a demonstracao do Teorema DM.

3.2 Propriedades de ¢(r,a) = (Qu/0a)(r, a)

Nesta secao nos concentraremos em apresentar algumas propriedades que a funcao
o(r,a) = %(r, a) apresenta. Ao que nos parece, Coffman [14], em 1972, introduziu o
estudo da fungdo ¢(r,a), utilizando idéias de Kolodner , de 1955. Desde entao véarios
autores utilizaram tal técnica, por exemplo, Cortazar, Elgueta e Felmer [17], Kwong e

Zhang [42], Chen e Lin [7], McLeod e Serrin [44], Yanagida [57] entre outros.
Em especial provaremos as seguintes propriedades de ¢(r, a):
Lema 3.2. Seja a > 1 tal que T(a) < 0o, entdo existe ro € (0,1(a)) tal que ¢(ro) = 0.

Lema 3.3. Seja a > 1 tal que T(a) < co. Entdo a fungdo ¢(r) tem um dnico zero em
(0,7(a)). Além disso ¢ >0 em [0,79) e ¢ <0 em (ro,T(a)), onde ¢(ry) = 0.
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Lema 3.4. Seja a > 1 tal que T'(a) < co. Entao:

i) se w'(T(a)) <0, entio ¢(T(a)) < O,

ii) se u/'(T'(a)) = 0, entdo 1171;(1 ¢(T(a)) = 0. Além disso, existe unico r1 € (ro,T(a))

tal que ¢'(r1) = 0 ¢ < 0 em [ro,r1) e ¢ > 0 em (r1,T(a)), onde ¢p(rg) = 0 e
¢'(r) = do(r)/dr

Entretanto precisaremos de dois lemas técnicos auxiliares para nossas demonstragoes.

Para tanto, considere o PVI
(3.2)

onde f'(s) = qs? '+ Bs7P71 s> 0.

Lema 3.5. Seja a > 1 tal que T(a) < 0o e u = u(-,a) uma solugdo para (DM,). Entdo

a fungdo ¢(r,a) = $%(r,a) € a unica solu¢do para o problema (3.2).

Demonstracao: Vimos que, como u = u(+, a) satisfaz (DM,), entao u satisfaz a equagao
integral

u(r,a) =a+ /Orv(s,a)ds, r e (0,7(a))
v(r,a) = —r~(-D /OT s f(u(s,a))ds, v € (0,T(a))

onde v(r,a) = v (r,a). Derivando u em relagao a a

ou T Ov
o(r,a) = %(r, a) = 1+/0 %(S,Cb)ds,

onde 5 .
ov _ _—(N-1) N—1 g1 ou
)= / SV (s, 0)) S (5, 0)ds.

Isso mostra que ¢(r, a) é uma solucdo para (3.2). A unicidade é garantida pelo Lema
1.13. [ |

O préximo lema apresenta uma importante idéia introduzida por Kwong [41] que
provou que o quociente —ru/(r, a)/u(r, a) é decrescente. Isto serd uma ferramenta essencial
para determinar a existéncia de solugao para (DM,).

Lema 3.6. Seja a > 1 tal que T'(a) < oco. Entao —ru/(r,a)/u(r,a) € estritamente decres-
cente em (0,T(a)).
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Demonstracao: Seja w(r) = ru'(r), entao:

<7‘u’(7“) )' (ra"(r) + /(r))u(r) = r(/(r))* _ ru"(r)u(r) + o' (rjur) —r(W'(r)*

u(r) ) u?(r) N u?(r)

Logo

N (ru’(r)

a(r) ) w?(r) = vV W (r)u(r) — o' (r)w(r)), Yr € (0,T(a)). (3.3)

Para provar nossa afirmacao é suficiente mostrar que (w'(r)u(r) —u'(r)w(r)) >0, r €
(0,T(a)). Para tanto, note que como u € C3(0,7(a)), entao

w o o=ru 4+

w/l — ,r,ul/l + 2u1/’

e, derivando, (DM,)
e N—-1u"r—u

( )+ f(u)u’ = 0.

r r

Juntando estas equacoes

N -1
0 = w' —2u"+ T(w’ —2u') + f(u)u'r

N -1 N -1
w/_2(u//

= w'+ u') + f(u)u'r

r

= w”+$w +2f(u) + f'(u)u'r

ou seja
—(r" ') = 2 (w) + f'(w)u )" v € (0,T(a)).
Equivalentemente

—Aw = 2f(u) + f'(u)u', em Br, (3.4)
Por outro lado, pelo Teorema de Green
/ (uAw — wAW)N T dt = ¥V Hw! (r)u(r) — o (r)w(r)), r € (0,T(a)),
0

onde
uAw — wAu = (2f(uw)u + ruf'(w)u' — ru' f(u))
por (3.4) e (DM,,).
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Logo,
/T L2 f (w)u + tuf (u)u' — tu' f(u))dt

0

— /O N (w)und dt + /O tN f(u)ddt + 2 /0 tNTLf (w)udt

= tNf(u)u

:_/07‘ fu)(tNu) dt —t F(u)

LN / N1 () dt -2 / N1 () udt
0 0 0

— N (F(u)u— Fu)— / ™ Fuddi— (N — 2) / N (udt 4N /0 N () dt

0 0

= M (f(wu - F(u)) = t"F(u)

; +aN /0 LN R dE — (N — 2) / N

= M(f(u)u — 2F (u)) + /T tNTY2NF(u) — (N — 2) f(u)u)dt

0

O que nos fornece

Y (w'u — u'w) = N (f (u)u — 2F (u)) + /Or tN 2N F(u) — (N —2)f(u)u)dt  (3.5)

Percebamos que

f(s)s —2F(s) = (Sq_s_ﬂ)S_Q(SpH S—ﬂ+1)

p+1  —B+1

9 9
Ll I =82 _1)>0 s5s>0 3.6
’ ( p+1)+s (6+1 ) " ° (36)

Afirmacgao:
/T tN’l(ZNF(u) — (N =2)f(u)u)dt >0, r € (0,T(a))
0
Definindo

G(s):=2NF(s) — (N —2)f(s)s,

segue de 1 < g < (N+2)(N—2)ede0 < s < 1queG é crescente e possui um zero,
digamos d > 0, de modo que G(s) >0ses>de G(s) <0se0<s<d. Ses>d,entdo
a afirmagao estd provada. Supondo que 0 < s < 1, entdo, por (3.5) e (3.6)

r T(a)
/0 INTLENF(u) — (N — 2) f(wu)dt > /O INTLENF(u) — (N — 2) f(u)u)dt

- ri};r(la) [PV (w'u — wu)]

pois T(a)" (f(u(T(a)))u(T(a)) - 2F (u(T(a)))) = 0.
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Por outro lado, sendo a > 1 e T'(a) finito tem-se F, limitado. Logo u' e u” sdo
limitadas e, consequentemente, v’ = ru” 4+ «’ é limitado. Assim, se v/(T'(a)) = 0, entao

li%r(l )w' (ryu(r) = h¥(1 )w(r)u' (r) = 0 e nosso resultado esta provado. Por outro lado, se
' (T(a)) < 0, entao, pelo Lema 1.17 e o fato de 0 < 5 < 1,

w'(rulr) = (ru” + (c+ D )u

"

= a) — )=~ ¢ ¢ c o ¢ a) —r

mostrando que w’(r)u(r) — 0, se r — T'(a). De maneira andloga, lim, ¢y w(r)u'(r) =0

Em ambos os casos

/ N QN () — (N — 2) ()t = 0

O que confirma nossa afirmacao e, consequentemente, o lema. [

Demonstracao do Lema 3.2: Inicialmente, note que existe b > 0 suficientemente pe-
queno tal que f'(s)(s —b) — f(s) > 0,Vs > b. De fato,

fl(s)(s=b) = f(s) = (qgsT '+ BsF ) (s —b) — (s7—s7")

b+ (g~ s + (34 1)1 — b
[—bg+ (¢ —1)s +s779((B+ 1)s — bf]
s =bg+ (¢ — 1)s + s 771((6+ 1)b — b
“N=bg+ (g —1)s + bs™P79).

gd~1

AVARN

s4

o+

Definindo v(s) = —bg + (¢ — 1)s +bs™779, 5 > 0, entdo v(s) "= o0, e

V"(8) =b(B+q)(B+q+1)s712 >0, s>0

Isto mostra que v é convexa o que garante a existéncia de um tinico ponto de minimo,

digamos s1, dado explicitamente por

a(f+ q)

qg—1
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Substituindo s; em v(s),

o) = (a-1) <”<ﬁ+q>)”é“’ gt (b(mq))m

qg—1 -1
e () et
- (b<f_+lq>) [<q - 1;(12 8+ 1)] |

Logo, para s > 0

£()(s = b) = f(s) > b {(M) [@‘ ”(“ﬁ“ﬂ —qblm}.

q—1 q+p0
que é positivo para b suficientemente pequeno, como afirmado.

Agora, sendo v’ < 0 em (0,7(a)) e u(T(a),a) = 0, entao existe r; € (0,7(a)) tal que
u(ry) =bewu(r)>b, re[0,r). Pelo Lema 3.5, ¢ satisfaz

()Y + o () = 0, 1 € (0,7(a))
entao
(P16 () — a) + V68 () (u(r) — @) = 0, 7 € (0, T(a))
Integrando de 0 a r;
0 = / " Y)Y ) — a)dr + / N0 f () () — a)dr
= ) ) -0~ [ [ e ) ) - adr

0

T1 i /0 wqb(r)dr + /0 rN_lQS(T)f,(u(T))(U(T) - a)d’f’.

—rN=1f (u(r))

de onde segue que
/0“ P o(r) [f(w)(u = a) = fu)ldr = 171 (r1)d (). (3.7)

Se ¢ fosse nao-negativa em (0,71), entdo da continuidade de ¢ e de ¢(0) = 1 terfamos
a integral acima positiva. Em contra-partida, o lado direito é nao-positivo pois ¢(ry) >
0 e u(ry) <0. Assim, existe ro € (0,71) tal que ¢(rg) = 0.
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Demonstracao do Lema 3.3: Seja v(r) = ru/(r) + cu, r € (0,7(a)), onde ¢ € R é uma

constante a ser determinada. Segue que
V'(r) =rud"(r) + (c+ 1)d'(r)
V'(r) =ru" (r) + (c+ 2)u" (r).

Derivando (DM,) em relacao a r, obtemos

O — ul// +

Reescrevendo essas equagoes

0 = V' —(c=2)u+ N - 1(1/ —(c+ Du' =) +rf(u)
= '+ ?v’ —(c+2)(u" + ?) + f(u)(u'r + uc) — cf (u)u
= o N e )+ TR 4 P ) 4 ue) — e (.
Dai
" N -1 / / /
v+ —v + f(u)v = —(c+ 2) f(u) + cf(u)u. (3.8)

Suponha, por absurdo, que ¢ admita mais de um zero, digamos ry e 71, € seja g 0

menor. Tomemos ¢ de forma que

0=—(c+2)f(s0) + f'(s0)soc, onde u(rg) = so,

isto é,
2(s§™ — 1)
c= 5 :
(@=Dsg" +B+1
Dado ¢ como acima consideremos ¢ (s) = —(c + 2)f(s) + ¢f’(s)s, s > 0. Assim
1/1(80) =0e

P(s) = —(c+2)f(s) +cf'(s)s
= —(240)(s1— 5P+ clpst™t 4+ BsP s
= s ["M(2+4c(g—1))+2+c(B+1)].
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Assim

Y'(s) = —ps P! {5’6+q [—2 4 ¢(g — 1)4+2+¢(B4+1)]+57" [(q+ﬁ)sﬁ+q_1(—2—c+ cq)]}
= —Bs N 2+4clp—1)=Bs P2+ c(B+1)+ (B+q)sT (=2 +c(qg—1))
= B2+ c(B+1)) +psTTH (=2 + (g - 1))

< gs" (=24 c(g - 1) <0,

pois
. 250 — 9
(q— Vst +8+1
§ 288+5
(q—1)si? +B8+1
25010 2

< .
(1§ a-1

Isto mostra que 1(s) é decrescente e, consequentemente

{ Se s < s8¢, entdo ¥(s) > 0, (3.9)

Se s > s, entao ¥P(s) <0

Por outro lado, sabemos, pelo Lema 3.5 e por (3.8), que

A+ f'(u)p =0,

Av + f'(u)v = ¥ (u),
de onde concluimos que

vAG — AV = B(u),

Multiplicando a equaco encontrada por r¥~! e integrando, segue que

| e smutna = [ 27 wer - ot = o o)) (310)

0 0

Mas, usando (3.9), conclui-se que

/T N o(t)ap(w)dt < 0, Yr € (0,1y), (3.11)
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pois:

e Se 0 <r <rg,entao ¢(r) >0 e p(u(r)) <0, pois u(r) > u(ry) = s,

e Serg<r<ryentao ¢(r) <0 e P(u(r)) >0, pois u(r) < u(ry) = so.

Tomando r = rg em (3.10) e usando (3.11), v(r¢)¢'(r9) < 0, pois ¢(ro) = 0. Mas
@' (rg) < 0, pois ¢(0) = 1, ¢(rg) = 0 e (r) > 0,7 € [0,r0], de onde concluimos que
v(rg) < 0. Por outro lado, o Lema 3.6 garante que v'(r) < 0, r € (0,7(a)). Logo
v(ry) < v(rg) < 0 e de forma andloga, segue de (3.10) que ¢/(r1) < 0, o que é um absurdo.

Deste modo, segue a unicidade de ry e, como consequéncia do raciocinio acima, que

¢»>0em [0,r9) e p <0 em (ryg,7(a)), como querfamos.

Demonstragao do Lema 3.4: Consideremos v = ru’ + cu, onde ¢ é dado pelo lema

anterior.

i)Suponha, por contradi¢ao, que v/ (T'(a)) < 0 e ¢(T'(a)) = 0, entao v(T'(a)) < 0. Fazendo
r — T(a) em (3.10) e usando (3.11), segue que

T(a)
m>A N opuE)d = lm [PV 0d — )] = lim ¥ o) (r)

r—T(a) r—T(a)

de onde concluimos que lin(l )ng’(r)v(r) < 0. Isto implica que lin(l )ng’(r) = —e < 0, pois
r—T(a r—T(a

v(T(a)) < 0. Entao ¢'(r) < —¢/2, r € (T'(a) — 0, T(a)), para algum § > 0. Assim

T(a)+A c
AT@ - o) = [ (0t < —5(T@+A-)

para A > 0 suficientemente pequeno. Logo, fazendo A — 0 segue que

mm>§@my4%r<Tm%

contradizendo o fato de ¢ < 0 em (19, T(a)).

i1) Primeiramente, notemos que ¢’ > 0 para algum r € (rg, T(a)). De fato, suponha que
¢ <0em [rg,T(a)). Entdo lim, ;) ¢(r) = k < 0. Mas, pelo Lema 3.5,

&+ =0
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Pelo Lema 1.16 temos v > O((T'(a) — r)®). Assim
Pl = quit+ gu
< Ci(T(a) —r)*@=Y 4 Cy(T(a) — r)~2
< C(T(a) = 1)1+ (T(a) = r)a 1)

onde C' > 0 é uma constante real. Neste caso,

N -1

0=¢"+——¢'+ f(W)o < ¢"+ f(w)p < ¢ + Cy6(T(a) — 1)

Como, por hipétese, ¢ < 0 para r > ry, entao
¢" > Cy(T(a) — )72

onde Cy é uma constante positiva e r perto de T'(a), o que implica que ¢(r) — oo quando

r — T'(a), o que é um absurdo.

Como f'(s) > 0, concluimos que ¢ nao possui maximo local quando ¢ < 0 e nao
possui minimo local quando ¢ > 0. Logo, em (0, 79), tem-se ¢’ < 0. Por outro lado, como
¢ muda o seu sinal, seja 7 0 menor zero para ¢'(r), r € (ro,T(a)). Segue que ¢’ nao
possui outro zero em (ry,7'(a)) pois isto iria contra o fato de ¢ nao possuir maximo local
em (ro, T'(a)). Logo ¢ > 0 perto de T'(a) e existe lim, .y ¢(r) = k. Suponha que k < 0.
Pelo mesmo argumento utilizado acima, concluimos que ¢(r) — oo, quando r — T'(a), o

que é um absurdo. Logo, lim, 7@ ¢(r) = 0, como afirmado.

3.3 Conclusao da demonstracao do Teorema DM

Esta secao é destinada a completar a demonstracao o Teorema DM. Para tanto,

provaremos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.7. Fxiste a; > 1 tal que

i) se 0 <a<a entio T(a) = oo,

ii) se a = ay, entdo T(a) < oo e a correspondente solu¢ao para (DM,) satisfaz
uw'(T(ayr),a1) = 0;

iii) se a > ay, entdo T(a) < oo e a correspondente solugio para (DM,) satisfaz
w(T(a),a) <0.
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Para provar este resultado, precisamos de alguns resultados técnicos, enunciados em

lemas.

Lema 3.8. Suponha a > 1 tal que T'(a) < oo e u/(T'(a)) = 0. Seja rg € (0,7(a)) tal que
d(ro) =0 ery € (ro,T(a)) tal que ¢'(r1) = 0. Entao existe r* € (rg,m1) onde u(r*) < 1.

Demonstragao: Suponha, do contrario, que u > 1 em [rg, 7] e seja b = u(rg). Como

W <0, entdo 1 < u < b em [ro,m]. Sabemos, por (3.7) ¢ de ¢(r1) < 0, pois 7o < 71, que
/rn o(r)[f'(u(r)) (u(r) = b) — flu(r)]r " dr = ri" " (r)g(r1) < 0.
Por outro la((i)o, paral<s<b
F(s)(s=b) = f(s) = (g5 "+ 857 (s —b) = (s* =577
= s7 [=bg+ (g —Ds+ (B+1)(s7 0 = bfs )]
= s —bg+ (q—1)s+sP7((B+1)s — bF]}
< sTH b+ (g — Vs +s PB4+ 1)b - b8}
= s (g - Ds+ (s —q)]
< s (g = 1)s+b(1 - q)]
= s g—1)(s—b)<0.
Assim, como ¢ < 0 em (ro, 71), entdo pelas contas acima
o e ) =) = S = o
o que é um absurdo. 0 n
Lema 3.9. Suponha a > 1 tal que T(a) < 00 ¢ «/(T(a)) = 0. Assim para a1 € (1,a) com
a — ay suficientemente pequeno, tem-se T(a,) = co.

Demonstracao: Pelos Lemas 3.4 e 3.10, existe ry € (ro,7(a)) tal que u(re,a) < 1, com

¢(r2) < 0e @'(r2) < 0. Entao para a; < a com a — a; suficientemente pequeno,
1> u(ry, a1) > u(re,a) com 0 > u'(ry, ay) > u'(rq, a),

pois u(ry,-) € C'(0,00). Denotando u; = u(re, a;) e u = u(rq, a), entdo as desigualdades
acima garantem
F(uy(ra)) < F(u(ry)) e uy(r)? < u'(rg)?.
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Logo,
Eu1 (T‘g) < Eu(’f’g).
Mostraremos, em trés passos, que T'(a) = 0.
Passo 1: uy > u,Vr € (r2,7(a))

Suponha que o resultado seja falso e considere r3 = inf {r € (19, T(a)) | u(r) = uy(r)}.
Como u(rg) < uy(re), podemos concluir que u}(r3) < u/(r3). De fato, u}(r3) < u)(rs) pois,
do contrario, sendo u(r3) = ui(rs) e u/(r3) = u)(r3), entdo pelo teorema de unicidade de
EDO’s, u1 = u em [rg, r3]. Assim, de 0 < uf(rs) < u/(r3) e ui(rs) = u(rs), temos

Ey, (r3) > Ey(rs).

Seja ry = inf {r € (ro,r3) | Eu(r) = E,, (r)}. Entao
By, (r2) < Ey(r2) € Ey (1) < Eu(r),

indicam que E, (r4) > E/(r4) o que implica u'(r4)*> > w(rs)®. Por outro lado, pela
definicao de r3, uy > u em (r9,73). Em particular, u;(r4) > u(ry) e, consequentemente,
F(ui(ry)) < F(u(rs)) de onde concluimos que E,(ry) > E,, (r4), contradizendo a defini¢ao

de ry.

Passo 2: E,, < E,,Vr € (r3,T(a)).

Suponha que seja falso. Definary = inf {r € (ro,T(a))|E.(r) = E,,(r)}. Pelo raciocinio
anterior, E!, (r5) > E.(r5) o que implica u'(r5)* > ) (rs)?. Como u(rs) > uy(r;) temos
F(uy(rs)) < F(u(rs)). Logo E,(rs) > E,,(r5), contradizendo a defini¢ao de r5.

Passo 3: u;(T(a)) > 0. Em particular, T'(ay) > T'(a)

Suponha que u1(T(a)) = 0. Como E,, (T(a)) < E.(T(a)) = 0 concluimos que
u)(T(a)) = 0. Pelo Lema 1.19, u = uy em (0,7(a)) o que nos gera um absurdo visto
que, u1(0) = a; # a = u(0).

Assim uy(T'(a)) > 0 e E,, (T(a)) < 0. Logo, pelo Lema 1.15, T'(a;) = oc. "

Lema 3.10. Suponha a > 1 tal que T'(a) < 0o e v/ (T(a)) = 0. Entao para a; > a com
a; — a suficientemente pequeno, tem-se T'(a;) < oo e u'(T(a1),a;) < 0.

Demonstracao: Analogamente ao lema anterior, tomemos 7y € (ro,7'(a)) onde u(7y) <
1,0(T1) < 0e ¢(T1) < 0. Denotemos u; = u(71,a1) e u = u(Fy,a). Entao para a; > a,
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com a; — a suficientemente pequeno,
1> u(F) > u(Fr) >0e0>d (7)) > uj(T1),

de onde segue que
E'u1 (71> > Eu(Tl)

Passo 1: Seja [0,7'(a;)) um intervalo para o qual u; existe. Entao T'(a;) < T'(a) e u; < u,
para todo r € [F1,T(a1)).

E suficiente mostrarmos que u; < u em [Fy, min(7(a), T(ay))]. Suponha o contrério e
defina ry = inf {r € [F1, min(7T(a1),T(a)) | u1(r) > u(r)}. Entao u(ry) = ui(ra) e u/(re) <
uh(ry) < 0. Assim u/(r2)? > u)(r9)? e F(u(ry)) > F(ui(re)), o que implica E,(ry) >
E,, (r2). Por outro lado, sendo E,(71) < E,, (1), fica bem definido

ry = inf {r € (T1,r2) | Eu (1) = Eu(r)}.

Assim, E, (r3) = E,(r3) e E, (r3) < E/(r3). Neste caso uj(r;)* > u/(r3)>. Por
outro lado, como u(r3) < u(rs) < 1 e u'(r3))* > (ui(r3))? temos E,, (r3) > E,(r3),
contradizendo a definigao de r3. Isto mostra que uy < u em [y, min(7(a),T(a1))]

Passo 2: E,, > E,, em [F1,T(ay))

Suponha o contrario e defina ry = inf{r € [F,T(a1)) / E., (r) > E.(r)}. Entao
Ey (rs) = Eyu(rq) e El, (r4) < E/(r4). Neste caso, u(rs)®> > u/(r4)*>. Por outro lado,
pelo Passo 1, ui(ry) < u(ry) < 1 e, portanto, F(uy(ry)) > F(u(ry)). Concluimos que
Ey (ry) > E,(r4), contradizendo a defini¢ao de ry.

Passo 3: T(a1) < T(a) e v/(T(a1)) < 0.

Se T(a1) = R, entdao ui(T(a1)) = u)(T(a1)) = 0. Assim, pelo Lema 1.19, u; = u
em [0,7(a1)], o que é um absurdo. Logo T} < R e, como consequéncia do Passo 2,
E.R) < E,(T(a1)) > 0. Como u(Ty) < uy(71) < 1, entdo F(uy(T(ay)) < 0 de onde
concluimos que v} (7T'(a1)) # 0, como querfamos. n

De posse destes lemas, estamos aptos a demonstrar a a Proposigao 3.7.
Demonstracao da Proposicao 3.7: Pelo Lema 1.15, considere
A ={a>1/T(a) =00}

B ={a>1/T(a)<o0eu(T(a),a)
C ={a>1/T(a) <0ev(T(a),a)=

A\

}

0
0} .

onde A,B e C sao disjuntos e (1,00) = AUBUC.
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Lema 3.11. D(T) # 0. Isto €, existe a > 1 tal que T(a) < oc.

Demonstragao: Inicialmente, notemos que pelo Lema 1.15(b), uma condigao necesséaria
para T'(a) < 0o é a > py. Neste sentido, considere a > @ > py > 1 e u(+,a) uma solugao
para DM, e definamos ¢(a) = v/ (15, a)), onde Tz = 15, é 0 "tempo* que a solugao u(-, a)
partindo de s = 0 leva para atingir a reta u = Ty, que existe pelo Teorema 1.14. Faremos
duas afirmacoes cuja prova poderao ser encontradas no Apéndice C.

Afirmacao 1.
u'(rya) <0, re(0,Tz) (3.12)

Afirmacgao 2. Seja u = u(-,a) solugao de DM,. Entao

4(0) 0 > ~(N = 2)(a—7) + L / “Tde, (3.13)

para cada a > 1.

Observemos agora que, como f(s) = s? — 577, entao
—(TN_lu/(r))' = TN_lf(u(T)) < TN_luq(r) < pN=1g9,

Integrando de 0 a r,

—rN T (r) < a‘;([N’ ou seja, —u'(r) < %
Integrando novamente de r = 0 a r = T¢, temos
2
—u(T) +u(0) < T
e, entao,
ng 2N(a =€)
ad
Substituindo em (3.13), obtemos
) [%oN
@) =~V -2 -m+ 52 [ ge
. f@ . 2N [a®> @
__ f@~Na . _ . f@Na _f@N
= —(N—=2)a+ (N —-2)a+ e T f(@N — Y Ry
f@N _ f@nN _ .. [fl@Na
o7 — 9qi-1g — (N — 2):| a -+ (N — 2)@ — f(a)N — W
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Como f(s)/s — oo, quando s — oo, entao podemos tomar a@ suficientemente grande

tal que
f@N  f@N

2a 209~ 1g

> (N —2).

Deste modo,
—q(a)Ty — oo quando a — 0.

Assim, pelo Teorema 1.14 existe a > 1 tal que T'(a) < . "
Sabemos pelo Lema 1.15 que A # (). Além disso, pelo Lema 3.11 temos B U C # ().
Afirmacao: B # () e C # (.

Se C = (0, entao como B U C # ) temos B # (). Neste caso, note que:

e A é aberto

Primeiramente, observe que a € A se, e somente se, existe r; € (0, R) tal que
E,(r1) < 0. De fato, o item b) do Lema 1.15 garante a condigao suficiente, enquanto
o item d) garante a condi¢ao necessaria pois se lim, o u(r) = 1 e lim,_, o, u/(r) = 0,
entdo F,(r) "= F(1) < 0. Assim, dado ay € A, existe r,, € (0,R) tal que
E\(ray, a0) < 0. Da continuidade de E,, em a, temos E,(r,,,a) < 0 numa vizinhanga
de ag. Dai, T'(a) = oo de onde segue que A é aberto.

e B é aberto.

Dado a € B, segue do Lema 1.18 que garante que a aplicagdo T'(a) é difencidvel
e finita numa vizinhanga V' de a. Além disso, da continuidade de v’ em relagao a “a”
segue que u/'(T'(a),a) < 0 numa vizinhanca W de a. Assim, a vizinhanga WNU C B

mostrando que o mesmo ¢é aberto.

Assim, sendo C = (), entdo A UB é uma cisdo nao trivial para o intervalo (1,00),
contradizendo a conexidade (1,00). Logo C # ) e pelo Lema 3.10, dado a € C existe
d > 0 tal que (a,a + ) C B mostrando que B é nao-vazio.

Note que C é um conjunto unitario. De fato, suponha por absurdo que exista a, as €
C, com a; < ay. Pelos Lemas 3.9 e 3.10, o intervalo (aj,as) C A UB. Novamente pelos
Lemas 3.9 e 3.10, (a1, a2) N A # 0 e (ar,a2) NB # () o que contradiz a conexidade de
(ay,as), visto que A, B e C sao disjuntos.

Concluimos que C = {a;}, A = (1,a1) e B = (a1, 00), finalizando a prova. "
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Para finalizar a demonstracao do Teorema DM, seja a € B. A aplicacdo a — T'(a)
é diferencidvel, como visto no Lema 1.18, enquanto pelo Lema 1.13 a aplicacao u(-,-)
C?(0,T(a)) x C*(0,0). Derivando u(T(a),a) = 0 em relagao a a,

u'(T'(a),a) T'(a) + $(T'(a)) =0,
<0 <0

segue que T'(a) < 0. Para finalizar, precisamos mostrar que

lim 7T'(a) = 0.

a—00

Suponha, do contrario, que lim, . 7T'(a) > 0 e seja

1 1—gq
= — 2
Va(T) U (a 7“) ,
onde |r| < T(a)a's — oo quando a — oo.

Temos que v, é radialmente simétrica, decrescente e uniformemente limitada pelo 1.

Além disso, v, satisfaz

1 (0) (3.14)

a )

CAm — i —a—B, B
Av, =vl —a v, 7, T € BT 2
ha

Afirmacao: v, “— v em C?(RV).

De fato, consideremos €’ € RY um dominio limitado suave C*%, Q;, 5 abertos com
fronteiras suaves C%“ e k; suficientemente grande tais que

Q' ccQ ccQycc B(0,k) cc B(0,a), a>k

No que segue, considere p > N suficientemente grande tal que v :=1— N/p € (0,1).

Pelo Teorema da Regularidade em LP, o Teorema (D.7), segue que

vallwzo@ry < Cr (1hallora) + [1allLo(@2))
1
< Ci(M[Se]r) = M,.
onde h, = v? — a~ 1Py P,

Assim, pelo Teorema (D.9), temos que W?2P(€2;) — C%(€2;). Logo

[vallcow @,y < Ms.

Pelo Teorema (D.8),
vl @) < Ca (I1Aalloowa) + vallo@y)
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Note que
hallcov@y = halleg,) + Holhal
ha _ha
= max |h.(z)| + sup [ha(@) W)l
e TFy |.l’ - y|y
z,y€eQ
N ) A G C0) |
= max |vi(z)—a T Pu P (z)|+ sup —
xell £y al ‘x_y‘y
z,y€h
1 (u(0)) — 1 ((a=0))|
< 14 sup —
THFY al |x_yll/
x,yEQl

Mas, pelo Teorema (C.1), (f ou) € C*(Q;). Logo
[lhallcow @,y < Ma

e, consequentemente,
vallcow @y < Ms. (3.15)

Pelo Teorema (D.10),
o2 () T8 ().
Assim, existe uma subsequéncia {v,, }j C {Va} ey, tal que

Vg, — v € C*(CY).

Além disso

1o, = Vllcey = D 1D%(va; = 0l
|a|<2
= ZmaX|D (Va; — V)]
la]<2 e
> |A(vy; —v)| — 0 (3.16)

Para finalizar, tome ' = B(0,k1) =: Bg,, 1 = B(0,k1 + 1), Q; = B(0,k; +2) e
a > ki + 3. Assim, por (3.15)

lvallc2w @) < Niws @ 2 ko + 3,
isto é, para cada ky = 1,2, 3, ..., encontramos N1, Ny, N3, ... tais que

vallo2w By < N1y @ >4
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||Ua||c2yv(372) <Ny, a>5

[Vall g2 gy < N3y a > 6

Defina, para cada inteiro k1 =1 > 1,

a .__ .
U = Ua‘Bm a>1i+3.

Assim, para cada i = 1,2, ..., existem subsequéncias de {vf}>" .. ev; € C?(B;), tais
que
vy — v; € C*(B;).

)

Defina v : RN — [0, 00) tal que

v(x)

B, = vi(z), paracadai=1,2,..

Segue da posividade de cada v; que v > 0, e da regularidade de cada v; que u €
C?(RY). Além disso, a sequéncia

w, = vy, n=1,2,3...

é tal que
C?(B; .
Wy, (B v, para cada i > 1.

pois, para cada ¢ > 1 e para cada n > 1, temos

ann

B, = Uy

Wn,

e

~ . a o0 . 4 A N ~ . Ain | OO
Por sua vez, a sequéncia {vi™ } >~ | restrita a B; é uma subsequéncia da sequéncia {v{""} >~

(S

a;, N—00
UZ mn

V; = U,V(L’ S Bz

Assim, por (3.16)

n—oo

—Aw, — —Awvw, em B;.
Por outro lado, por (3.14) segue que

Aw,(x) — vI(z), para cada z € RY.

Assim, tomando ¢ — oo, temos
—Av =17 em RY
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como afirmado.
Assim, pelo Teorema de Gidas e Spruck [29], v = 0, provando a afirmacao.

Por outro lado, notemos que, por (3.14)

a

T T T
N (r) = a_q_ﬁ/ Nty Pds — / sV lylds > —/ sV lylds > —r¥,
0 0 0

de onde concluimos, integrando de 0 a r, que v,.(r) > 1 — %7’2, para r > 0. Logo, para
0 <r <1, temos % < limg 00 v4(r) < v(r), 0 que é um absurdo visto que v = 0.

Logo,
lim 7'(a) =0
Por fim, suponha que existam wuy, us solugdes para DM,, entao T'(u1(0)) = T'(u2(0)).
Como lim, .o T(a) = 0 segue que u1(0) = wuz(0). Além disso, como u}(0) = u5(0),
entao pelo Teorema de Existéncia e Unicidade teriamos u; = uy provando a unicidade de

solugao.
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APENDICE A

APENDICE A

Neste apéndice apresentaremos as demonstragoes que foram omitidas no decorrer desta
dissertacao. Os Capitulos aqui presentes, assim como suas respectivas secoes, seguirao a

mesma ordem apresentadas em seus capitulos de origem.

A.1 Sobre o primeiro autovalor em X

Demonstracao que 7'(a) = oo:

Se T'(a) < oo, considere u := u(-,a) : [0,7(a)) — R a solu¢ao de (1.10). Assim, u

pode ser escrita por

u(r):a—/or

De onde obtemos

2—p

s —1 s
sl_N/ tN_1|u|p_2udt‘p (sl_N/ tN_1|u\p_2udt) ds.
0 0

1-N

u'(r) = —rv1

2-p T
/ tN_1]u|p_2udt‘p (/ tN_1|u|p_2udt) , 1€ (0,7(a)). (A.1)
0 0

O mesmo argumento utilizado na parte final do Lema 1.9 nos garante que u €
C'([0,T(a)) N C*(Ar(q)). Definindo
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*p;lu'rp 1ur’”r a
E(r) = 5 | ()|+p|(>|’ € (0,7(a)),

observamos que lin% E(r) = (1/p)a® := E(0), pela continuidade de u na origem. Deste

modo, F € C([0,7(a))). Além disso, por um célculo direto,

E = (p— D2 + [ulPud, r € Agy. (A.2)

Por outro lado, desenvolvendo (1.10) com A =1

(p— DrV P20 + (N — DrV 2 P20 = —rN P2, r € A7(a).

N—

Dividindo a expressao por ¥~ e multiplicando por u/, obtemos

(p— D [P2u'u" + (N = D)r | = —|ulPudd, r € Ap. (A.3)

Substituindo (A.3) em (A.2), obtemos

E'(r)=—(N-=1r""W[" <0, r € Ap).

Um argumento analogo ao utilizado na demonstracao do Lema 2.3 nos mostra que E

é nao-crescente em (0,7(a)). Como consequéncia

0 < E(r) < E(0), r € (0,T(a)),
o que implica, pela definigdo de E, que u é limitada em [0,7(a)). Além disso, como
u € CY([0,T(a)), segue que v’ também é limitada em [0, 7(a)).

Deste modo, existe lim, () u(r) pois, do contrdrio, existiriam sequéncias ry, s, —
T'(a) tal que u(r,) — by e u(s,) — be com by # by. Pelo Teorema do Valor Médio, existe
0, € (0,T(a)) tal que

0 # |by — bo| = lim |u(r,) — u(s,)| = lim |[u/(0,)||rn — $n| = o0,

. T —T(a) -
0 que é um absurdo, visto que ' é limitado em [0, T(a)). Portanto u(r) " T G e, por

T—)T(

(A1), u/(r) e v, para algum a,v € R.
Considere o problema de valor incial,

{ —(rN Y P72 = rVHulP 20, em > T'(a)

(A.4)
w(T(a) = &, (T(a) = v,
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e observemos que resolver (A.4) é equivalente a encontrar um ponto fixo para o operador

Tu(r) = a— / IDu(s)|7 T (s)ds, r > T(a)

T(a)

onde
S

Lu(s) =s' <—T(a)N_1|U|p_2U + /

tN_1|u|p_2udt) , s>T(a)
T(a)
Para finalizar esta demonstracao, consideremos dois casos, a saber:

Caso l: a=0el<p<2

Considerando A = 1 em (1.10) e integrando de R; a Tj4q, i = 1,2,---, onde Ryg =0 e
T;, R;, se existirem, sao tais que u(7;) = 0 e v/(R;) = 0 com R; € (T;,T;+1), obtemos

T;

ST TP () + B RPN R = [ s
J/ Rz

=0 ~ ~

#0

-~
J

de onde concluimos que v # 0.

Como u € C*0,T(a)], existe § > 0 tal que u/(r) # 0 para todo r € (T'(a) — §,T(a)).
Neste caso, repetindo os argumentos utilizados acima ao substituir Ap) por (T'(a) —
8, T(a)), concluimos que u € C*((T'(a) — 4, T(a)]) e, ao derivar (A.1),

2—-p

1
]_ - N — T p—1 ]_ — r p—1
u'(r) = — r=1 L </ tN_1|u\p_2udt) — reT (/ tN_1|u]p_2udt)
P — 1 0 p— 1 0

— _ﬂu’(r) — pi : [/ (r)|* Pu(r) == H(r,u,u'), v € (T(a) —§,T(a)],

(p—1Dr

onde LN )
-~ Ny L 2
p—1r p-1 yl e

¢ continua numa vizinhanca de (7'(a), 0, v).

H(T’,[B,y) -

Reduzindo a equacao acima a um sistema de duas equacoes de primeira ordem e em
seguida aplicando o Teorema de Peano [51] estendemos a solucao u(-,a) de (1.10) a um
intervalo [T'(a), T'(a) + 6).

Tal extensdo ¢é tnica. De fato, sejam uq, uy extensoes de u. Entao w,(r) #0, i = 1,2,
para todo r € [T'(a),T(a) + €], para algum €; > 0. Segue, por (A.3), que

-1 1 ! N -1
(B Jhp2) = =g =12
p p r

)

7



Apéndice A. Apéndice A

Integrando de T'(a) a r, obtemos
-1 1 -1 "
PSP 4 (P2 = Pl =~V = 1) [ s s
p p p T(a)

Fazendo 2 = 1,2 e substraindo

—1 1 r
P ) G o) = ) [ g

(A.5)
Considere as fungoes v(r) = ui(r) — us(r) e A, B definidas por
|u/1|pi2 — |u/2|pi2 o (r uh (r
Ay = ) ) 7
pluy(r)[P2ui (r), se wi(r) = uy(r),
a2 — Junf se up(r) # us(r
By =1 » w) —wr Ul # )
fua(r)), seui(r) = us(r),
Assim, podemos reescrever (A.5) por
p;lA(r)v’(r) + B(r)v(r) = —(N — 1)/ s TA(s)V'(s)ds. (A.6)
p T(a)

Afirmamos que existe €5 > 0, com €5 < €; tal que

i) Ae CY[T(a), T(a)+ €)),

ii) B € C([T(a),T(a) + €2)).
De fato, para (i) é suficiente analizarmos os casos:

e Se r < T(a), entao, por definicdo, A é continua, pois para r < T'(a) temos u}(r) =

e Ser > T(a), entao temos duas possibilidades:

1. Se uj(r) # u4y(r), entdo existe §, > 0 tal que u)(s) # uh(s), para todo s €
(r — d,,7+9,). Novamente, pela definigao, A é continua.
2. Se u)(r) = u)(r), entdo
2.1) Se existe §, > 0 tal que u)(s) = u)(s), para todo s € (r — &,,r + 0,).
Novamente, pela definicao, A é continua em 7.
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2.2) Se existe r, — r tal que u)(r,) = u)(r,) temos que

A(ry) = plO(r,)[P~20(ry),

onde min {u}(r,), ub(r,)} < 0(r,) < max {u)(r,),uy(r,)}.

Fazendo n — oo segue que 6(r,) — u}(r) e, por tanto

A(rn) = plO(ra) P720(ra) — plu (r)[P~*u) (r) = A(r),

mostrando que A é continha em r.

Além disso O(r,) — u}(T(a)) quando r,, — T'(a). Assim, A(r,) — A(T(a). Logo
A € C([T(a), T(a) + 0)), para algum 6 > 0. De forma andloga se mostra (ii), isto é,
B e C([T(a),T(a)+ 6)), para algum ¢ > 0.

Para mostrar que A é continuamente derivavel, considere o seguinte resultado, cuja

prova pode ser encontrada em Santos [52].

Lema A.1. Sejam b,c € R, b < ¢, [ e g fungdes diferencidveis em (b,c) com f(a) =
g(a) e f(x) # g(x), para todo x € (b,c)\{a}, para algum a € (b,c). Entio a funcao
h:(b,c) — R, dada por

[f(@)P~? = lg(x)|"~*
h(x) = f(x) —g(x)
plf @)= f(x), sex=a),

¢ continuamente diferencidvel em (b,c) com

, sex #a

(p = DIf (@)= — [g(@)"~* — p|f (@) P2 f (2)g (=)

o (p—Dlg(2)] ({;?))I_g(x))zl (2)[P%g(x) f( )f(x)
p—Dg(x)|P~2 — | f(x)[P2 = plg(x)[P2g(x) f(x -
" (@) - 9(2))? 7

sex #ae

W@ = P2 ) p=2 (7a) + ).

De posse deste Lema, seja § > 0 tal que w)(s),us(s) # 0, para todo s € (T'(a) —
0, T(a)+9). Ser € (T'(a)—6,T(a)), entdo, por definigdo, A é continuamente diferencidvel
em r com A'(r) = p(p — 1)|u)(r)|P~2u)(r).

Supondo r € (T'(a),T(a) + §). Neste caso, podemos ter
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1) Se w}(r) # u4(r), entdo existe 6, > 0 tal que u)(s) # uh(s), para todo s € (r—4,,r+
6,). Assim r € C%*(r — 6,,7 + J,) e, novamente pela defini¢do, A é continuamente

diferenciavel em 7.
2) Se uy(r) = ub(r), é suficiente analizarmos os subcasos

2.1) Existe 6, > 0 tal que u)(s) = ujy(s), para todo s € (r — J,,7 + ¢,). Entdo

A(s) = pluy(s)|P~2u)(s) é continuamente diferencidvel.

2.2) Existem sequéncias

T — 1, T # 1 tal que u)(ry,) # uy(ry,)
t, — t, t, #t tal que u}(t,) = uy(t,).

Neste caso, A(r,) = p|0(r,)|P~20(r,,), onde

min {u; (1), uy(rn) } < 0(rn) < max {u; (rn), uy(rn) }

= lim p|9(7“n) |p729(7’n) - plull (T) |p72u/1(r)
n Tnp —T n 'npn —T

= pg'(r)

onde g(s) = 10(s)[P720(s). Além disso, 0 ¢é diferencidvel em r, pois, se s, — T,

entao / / / /
i (s) 4 (r) _ B(s,) — 0(r) _ uh(s.) — uh(r)
Sy — T - s, —-r Sy — T ’
ou
Uy(5n) — up(r) _ B(sn) —O(r) _ ui(sn) —ui(r)
Sp—T - Sp— T - Sp—T
Como,
/ / o
1) =t B O _ gy ) 1)
segue que
0(s,) — 0
lim —(88> — T(T) = uy(r) = ujy(r).

Logo, ¢'(r) = (p — D[ (r)["~*uf(r) e, portanto

Al(r) = plp — Dy ()P~ (r),

o que mostra que A é continuamente diferencidvel numa vizinhanca de r.
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2.3) Se nao existe t, — t, t, #t tal que uj(t,) = u,(t,). Logo, existe J, > 0 tal
que u}(s) # uh(s), para todo s € (r — 6,,7) N (r,r + 6,). Assim

! |p=2 __ |,/ |p—2
[ [ , ses € (r—2a,r)N(r,r+4,)

A(ry =< u(r) —uy(r)
pluy(r) P~y (r), se s =,

Logo, pelo Lema A.1, A é continuamente derivarvel em 7.

Analogamente, mostra-se que A é difenrencidvel em T'(a). Portanto, A é continua-

mente derivavel em uma vizinhanga de T'(a), mostrando nossa afirmagao.

Como A(T(a)) = plv|P~2v # 0, segue de (i) que 1/A é continua e limitada numa
vizinhanga de T'(a).

Multiplicando (A.6) por p/[(p — 1)A(r)], obtemos

LB(T)QH» __pN=1) sTYA(s)V'(s)ds
0+ ) = DA gy A I

Integrando o segundo membro,

! var = V-1 A sTLA(s))v(s)ds
v+ L) = 2ok B £w< m>><m>

p(N —Du(r) p(N-1) [ 4 '
1) + (1) /T(a)(s A(s))'v(s)ds,

s TA(s)v(s)

isto é
,

W (r) = C(r)u(r) + D(r) / F(s)o(s)ds,

T(a)

onde C, D e F sao continuas e limitadas em uma vizinhanga de 7'(a).

Integrando de T'(a) a r

lu(r)] < HCHOO/ \v(s)\ds+/ ]/ (t)|dtds < Cl/ lv(s)|ds.,
T(a) T(a)

T(a)

onde ('} é uma constante positiva.
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Pelo Lema de Gronwall [51], segue que v = 0 em uma vizinhanca de 7'(a). Logo existe
e > 0 suficientemente pequeno, tal que ui(r) = uy(r), para todo r € [T'(a),T(a) + €). Isto
mostra que u(-,a) é unicamente extendida a um intervalo [0,7'(a) + €) o que contraria a
defini¢ao de T'(a). Logo, neste caso, T'(a) = 0.

Caso 2: a#0oup > 2.

Neste caso, consideremos, o, m, M € R positivos tais que m < a < M. Definindo

Xas={ueC(T(a),T(a)+9)]) | u(T(a)) =a, m<u(r) <M, re[T(a),T(a)+ ]}

que munido com a norma || - ||« ¢ um espago de Banach.

Mostraremos que o operador ¥ admite um ponto fixo em X;;. Note que isso é um
absurdo, pois contraria a defini¢ao de T'(a). Logo, também neste caso, T'(a) = oo e nossa

prova esta completa.

De fato, note que

[ ] \I/(ngs) C Xgh(;
Dado u € X5, temos m < u < M, para r € [T'(a),T(a) + §). Assim

/rmwﬁmwm

T(a)

< / Iy (s)|71ds

T(a)

1

r B s =1
< / sv1 T(a)Nl\v\pl—l—/ N HuP | ds
T(a) T(a)
1
T - MP-1 p=T
< / s 1 T(a)N o=t + (r¥ = T(a)™) ds
T(a) N

MP
T(a)¥ ot + 2

isto é, podemos tomar 9 suficientemente pequeno, tal que Vu € Xj; 5, como afirmado.

< T(a)r1

o |Wuy(r) — Yuy(r)| < k||luy — us||s, onde k € (0,1)

Sejam u; € Xz s, ¢ = 1,2. Assim

Dy (r) — Tug(r)| < /T() [|rul(s)|ri1_|ru2(s)|ril} ds

SQLUWawﬂHM®W%M@—M®m

onde, para a ultima desigualdade usamos o Lema D.16.
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Como estamos supondo p > 2 ou a, segue novamente do Lema D.16 que

Ty, (s) = Tyuy(s)] < SN f;(a) VT Jug [P 2y — |ug [P~ 2uy | dt

< Chljuy — sz‘ooSI_N(SN - T(G)N)

Para finalizar, precisamos de uma estimativa para |Fu1(s)]% + |Fu2(s)|g.
Neste sentido

i) Se 1 < p < 2, entdo pela defini¢ao de I'y,, i = 1,2, para T'(a) < s <

Mr!

(] < s [T ol 4 2

IN

(T‘1]U|p_1 + —M;l> s
Assim

Wur(r) = V)| < Cp [ [P + I 10, (5) = Tun(o)

T(a)

< G [ (T NCu — wllos V(S - T(@)Y)
T(a)
< Csllur — usal|oo (/ sﬁﬂds)
T(a)
< G |(T(a) +0)"1 = T(a) 1] [y = sl

=k

ii) Se p > 2 e v # 0, entdo
T, (s)] > s {T(a)N1|U|p2 _ ‘ / tN1|ui|p2uidtH |
T'(a)

Mas,

p—1

(T(a) + 8)N = T(a)V) =5,

" M
/ tN_1|Ui|p_2Uz‘dt‘ <
T(a)

isto é, podemos tomar § > 0 suficientemente pequeno tal que

|U|p—1sl—N > T(G)N_l

2 s 7o Ul T@ < s <T@ +4
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Por outro lado, se v = 0, entao

Ty, (s)] > mp_lsl_N(sN — TN).

Em ambos os casos,

s (1) — War(r)] < Cs [(T(a) + )77 = T(@)7T] [Juy — )

/

-~

=k

Assim, Pelo Teorema do Ponto fixo de Banach, segue a afirmagao e o fim da

demonstracao.

A.2 Sobre o problema de valor inicial (NN,)

X, é um espago de Banach:

(i) Xe € C([0,€]) x C([0,¢]).
Da definigao da norma em (1.18), segue que C([0,¢€]) x C([0,¢€]) é espago de Banach.
(ii) X, é fechado.

Seja {(un, v,)} € X, uma seqiiéncia convergente. Entao, dado 6 > 0, existe ng(d) € N tal
que n > ng implica em ||(uy,, v,) — (2o, vo)|| < §. Vamos mostrar que (ug, vg) € X.

Por hipétese,
max{max |u,(t) — uo(t)|, max |v,(t) — vo(t)|} <,
0<t<e

0<t<e
ou seja,
max [un(t) —up(t)] <9 e max [on(t) — vo(t)| < 0.
Segue que

lun(t) —up(t)] <0 e |u,(t) —wo(t)] <6, Yitel0e,

e, entao, u,(t) — wuo(t) e wv,(t) — vo(t) uniformemente para t € [0, €.
Logo, (ug,v) € C([0,¢€]) x C([0,€]), por ser limite uniforme de fun¢ées continuas.
Como (uy,v,) € X, v,(0) =0, para todo n. Dai, lim v,(0) =0 = vg(0).

Portanto, X, é um espaco de Banach.
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Cye € um espaco de Banach.

(i) Cye C Xe e X é um espaco de Banach.
(i1) Cy.e € fechado.

n—oo

Se (U, v,) — (ug, Vo), j& vimos que (ug, vg) € Xe.

Como lim u, = ug, para todo t € [0,¢], lim (u, —a) = ug — a, para todo ¢.

n—oo n—oo

_ < —al <
Como gg?émn(t) a| < B, para todo n, &I?émo(t) al| < B.

Da mesma forma, nax lvg(t)| < B, o que implica que (ug, vg) € Cy.
AN
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Lema B.1. Suponha N > 2 e p > 1. Entio uma funcdo u € C?(Bg)NC(Bg) com u(x) =
v(|x]), com v : [0,00) — [0,00), v € C*(0,R) N C([0, R]) é uma solucao (radialmente
simétrica) de (GS) se, e somente se, v for uma solu¢ao de (GSyqaq)-

Demonstragao: Dado z € RY e observando que u(x) = v(|x|), onde |z| = r, entdo

u(z)  dvw; T
. e v/(’r’)?,2:1,2,...,n,
ou seja
|VulP~2Vu = |v’|p_21/E
,
Logo,

div(|VulP=2Vu) = (P2 o)

x? al T—ﬁ
1p—2, 1\ Vi Z I\p—2,,/ r
P T3] [—]

N—1
——(['P*).

MZHMZ

||p2’)+

|
~~ ~.

Por outro lado,
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(T‘N_1|U/|p_21)/), — TN_1<|U/|p_2U/>/—|— (N o 1)7,n—2|U/’p—2U/
_ T‘N_l(|v/|p_21)/),—f- N — 17“N_1|?J/|p_21)/.

Dai

div(|Vul|P~2Vu) = =N (N P2,

ou seja, u é radialmente simétrica e satisfaz (GS) se somente se v satisfaz (GS,qq). Por

fim, como u(x) = v(]z|), entao

x; x;
V= == (r)=i=1,...,n.
(% = )=,
Donde segue que v/(0) = 0, finalizando nossa prova. n

B.1 Sobre o funcional 1

Verificagao de (2.3):

Queremos mostrar que, caso exista, a derivada de Gateaux de I é dada por

R R R
(I'(u),v) = p/ NV PR dr — p/ VP uvdr + / N ug(u).
0 0 0

Para tanto, considere u,v € Xg e as fungoes

R
J(u):/ N |Pdr
0

R
K(u) :/ N HulPdr
0
R
H(u) :/ VLG (u)dr.
0
Assim, pela definigao da derivada de Gateaux (D.12)

J(u+tv) = J 1 ("
(7)) = i 2D =IO LT v ey g
t—0 t t—0 t 0

caso o limite acima exista. Se definirmos L(s) = |s|P entao, pelo Teorema do Valor Médio
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[u' + t'|P — |u'| = L'(6,)[tv'].

onde min{u' + tv',v'} < 0,(r) < max {u' +tv',u'}, r € (0, R)

Além disso, temos

a) L'(s) = pls[P~2s, s =0
b) 6,(r) = u/(r), r € (0, R).

c) rN7I(Ju' + '[P — [u'|P) é uma funcdo integrdvel em (0, R).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

R _N-—1 ! / / R _N—-177/ !
t'|P — L'(0,)t
i [Ty, [
t—0 0 t t—0 0 t
R R
= p%irré T’N1|9t|p29tvld7‘:/ NV PR dre
—YJo 0

Analogamente, mostra-se que

R
(K'(u),v) :p/ N [P uvdr.
0

Para finalizar, temos, pelo Teorema do Valor Médio que

H(u+tv) — H(u) B (Gu+tv) — G(u)) RGOty
" —/0 r " dr:/o r Tdr,

onde min {u + tv,u} < 6,(r) < max{u+ tv,u}. Assim, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada e a continuidade de g,

R / R R
lim TN_lwdr =1lim [ Vg0, vdr = / N g(u(r))vdr
0

t—0 0 t t—0 0

como queriamos.

Assim, fazendo v = u, temos

R R R
(I'(u), u) :/ N [Pdr —/ N ulPdr +p/ N ug(u)dr.
0 0 0

finalizando nossa prova.
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C.1 Conclusao da demonstracao do Teorema DMp

Verificacao da Afirmagao (1): Desde que u(0,a) =a > 1 e v/(0,a) = 0 temos

U”(O, CL) _ (UI)I(O, a) — lim u’(o +r, a) — U,/(O, a) . UI(T, a)

r—0 r r—0 r

—rl_N/ N (u(s, a))ds —/ sV f(u(s, a))ds
= lim 0 = lim —* ~
r—0 r r—0 r
Y e) | fw0.0) S
r—0 NrN-1 N N’
isto é fa)
a
"(0,a) = — 2 < 0.
u”(0,a) N <
e de DM, podemos concluir que u/(r,a) < 0 em algum intervalo [0, ), pois temos
!/
u”(0,a) = lim M<O.
r—0 r

Desta forma, se nao existem pontos criticos em (0,7%), é ébvio que u'(r,a) < 0 para
r € (0,7%). Vamos supor, por contradi¢ao, que exista € (0,7z) sendo o primeiro ponto
critico de u ,isto é, v/ (§,a) =0 e u/(r,a) < 0, para todo r € (0,£).

Dai,

" 1 ul(ra a) _ u’(ﬁ,a)
u({,a) - llig 7"—5 r—t 7“—5
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Assim, por DM,, temos
(N_ 1) /

(g @)+

0 que nos leva a

fu(€,p) <0

Portanto, de acordo com o comportamento de f, temos @ < u(£,a) < 1, o que é um
absurdo. Logo u/(r,a) <0, r € (0,15), como afirmado.

Verificagao da Afirmacgao (2): Considere @ < & < &1 < -+- < & < & = a. Se
T, denota o “tempo”que a solucdo u(-,a) leva para interceptar u = ¢;, entao, por 1,
Te, = u (&, a). Tomando Ty = 0, temos

/oTan(U(r, a))dr = Z/TSJ“ )dr+/Tarf(U(7“,p))d7‘

T

(C.1)

v
,ﬁ\
<
A
=3
2
=
3

Desde que f(s)/s é crescente e u(r,a) >a, r € [0, T,

/ et /f( %), e > 10 / ru(r, a)dr

> f(aa) /Tng+1 Eardr = f(;)ﬁjﬂ (T = 5 (75)"
?
Logo, retomando (C.1)
[ st apar > 10 :::ém(%“)z (Te)
= MOen e - 1) 4+ 6T - (1))
= MO a -6+ 26— &)+ + (6 — &) + TR
> D6 - ) + T 6 - )+ o+ (T e - €0

e esta soma converge, quando s — 0o, para a integral de Riemann-Stieltjes

fég) /{; ngdg
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Logo,
@ [* s
/0 rf(u(r,a))dr > %/a TeodE. (C.2)

Por outro lado, de

N -1

—(u'r) = —-u"r—u e U+ u' + f(u) =0,

obtemos
—(u'r) = (N =2)u +rf(u).

Entao, integrando essa equacao de r = 0 até r = Ty,

A (T)Ts = (N —2)u(Ty) — (N — 2)u(0) + /0 v fulr)dr

T

— (V-2 (V- 2p+ [ rfu)n

Dai,
@)y = —(N —2)(a —7a) + /O Cr flu(r))dr.

Portanto, por (C.2),

—q(a)Tz > —(N —2)(a —a) + % /aa T dE. (C.3)

C.2 Conclusao do Teorema DM

Proposigao C.1. Sejam g : (0,00) — R de classe C*(0,00) e u : Q — (0,00) de classe
C(Q), onde Q C R € um dominio limitado. Entio gou € C2%(€).

loc loc

Demonstracgao: Considere um dominio 2y CC 2. Entao existem sg, s; > 0 tais que

so < u(x) < 51, x € Q. (C.4)

Desde que g é continua, g é diferencidvel e |¢'(s)| < M para s € (s, $1),

[So,sﬂ (30751)
entao pelo Teorema do Valor Médio

|g(8) _g(t)| S M|S_t|7 S,t € (80781>‘
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Em particular, por (C.4)

l9(u()) — g(u(y)] < Mlu(z) —u(y)], =,y € Q.
Assim, para x # y

WW@D—MMwNSAﬂMM—UWN

., z,y € Q.
|z —y|® |z —y|

Além disso, da hipétese u € C2%(Q), segue que

loc

lu(z) — u(y)| [u(z) —u(y)| =
———— < sup ————— = |[ul[go.agmy), Ty € Qo
‘x_y‘a why ’x_y’a C%(Qo)
93,3/690

Dai, passando o supremo em (C.5)

wp|@OUK@-@Ouxwﬂ

TAY |ZL’ - y|a
RISION)

< MHUHCM(QT)) < o0,

ou seja, (gou) € C% (). Como  foi arbitrério, segue que (gou) € C2*

loc
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APENDICE D

RESULTADOS’CLASSICOS DE
ANALISE

Finalizaremos esta dissertacao apresentando alguns resultados classicos que foram

utilizados no decorrer deste trabalho.

Lema D.1 (Lema de Fatou). Seja Q € RY um subconjunto mensurdvel. Se hy, ha,... sio
funcoes mensurdveis em ), nao negativas q.t.p., entdo

n—oo n—oo

Q Q

/ liminf h,dx < liminf [ h,dz.

Demonstragao: Conferir G. de Barra [3], Teorema 3, pag. 57. (]

Teorema D.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja @ C RY um
subconjunto mensurdvel. Seja também { fr} uma seqiéncia de fungdes mensurdveis sobre
Q tais que fr, — f q.t.p. em Q. Se existe ¢ € L'(Q) tal que |fr| < ¢ q.t.p. em Q para

todo k, entao
/fk—>/f-
Q Q

Demonstracao: Conferir G. de Barra [3], Teorema 10, pag. 63 n

Teorema D.3. Seja Q € RY um subconjunto mensurdvel. Se u, — u em LP(Q), entdo
existem uma subsequéncia (u,, ) e h € LP(2) tais que

Up, — U q.1.p. em (L.

[Up, | < h q.t.p. em S
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Demonstracao: Conferir Brezis [4], Teorema IV.9, pag. 58 n

Os proximos resultados generalizam algumas propriedades obtidas para integrais de
fungoes continuas, aos quais foram utilizados no decorrer de nossas demonstacoes.

Teorema D.4. Sejam a,b,h € R coma <be f € L' (a+h,b+h), entdo

b+h b
F(t)dt = / F(t + h)dt.
a+h a
Demonstragao: Conferir G. de Barra [3], exemplo 25, pag. 75 [

Corolério D.5. Sejam a,b,h € R com 0 <a <bh>0 ¢ f e La, %), entao

/ " oy - [ ra

Teorema D.6. Sejam (a,b) um intervalo finito e f € L'(a,b), entdo existe um conjunto
E C (a,b) tal que med([a,b]\E) =0, e
z+h
lim |[F(8) = €ldt = [ f(2) = &],

h—0+ /.

para todo £ € R e para cada x € E

Demonstragao: Conferir G. de Barra [3], exemplo 10, pag. 91 ]

Os préximos resultados apresentam alguns teoremas de regularidades e estimativas
elipticas

Teorema D.7. [T corema da estimatiwa interior para LP [Sejam g, Q2 dominios abertos
limitados em RN com Qy C Q e p > N. Entdo existe uma constante real C' tal que

lullwero) < ClAullLre) + [ullzre), Yu € WP(Q),

onde a constante C' depende de: p, N, diametro de Q) e da distancia de OS2 a .

Demonstragao: Conferir Feng e Liu [22], Lema 2.2. n

Teorema D.8. [Teorema da estimativa interior de Schauder] Seja Q C RN um dominio
eueC?Q), fell (), 0<v<l1,ta que Au= f em Q. Entiou € C**(Q) e para

loc.

Qo C Y, 9 CQeQy compacto temos
[lullezv o) < Clllulle@n + I fllcow @),
onde k = k(Qo, Q).
Demonstragao: Conferir Figueiredo [23], Teorema 1.7, pagina 11. m
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Teorema D.9. Seja Q um subconjunto aberto limitado de RV, com fronteira 0f) de classe
Clk>1el<p<oo. Sekp> N, entio WkP(Q) — C%*(Q). onde a = k — N/p se
k—N/p<l;a€(0,1)sek—N/p=1lep>1;a=1sek—N/p>1.

Demonstragao: Conferir Ambrosetti e Prodi [2], Teorema 0.4, pagina 4. n

Teorema D.10. Sejam m um numero inteiro nao negativo e 0 < v < XA < 1. Entao:

i) C™AQ) — C™(Q);
i) C™ANQ) — C™¥ ().

Se ) € limitado, entdo as imersdes (i) e (i1) sao compactas.

Demonstracao: Conferir Adams [1], Teorema 1.31, pagina 11. [

A derivada de Frechét é uma extensao do conceito usual de derivada em espagos
Euclidianos para espacgos de Banach. Dados X um espaco de Banach, U C X um aberto

e uma aplicagao F': U — Y, temos as seguintes definigdes [cf, Kavian [38]]

Definigao D.11. Seja u € U. Dizemos que F é (Fréchet) diferenciavel em u se existe
A€ L(X,Y) tal que, se tomarmos

R(h) = F(u+h) — F(u) — A(h),
teremos
R(h) = o([[n])), [[A]l =0,
1sto €,
=R
7]
Tal A é unicamente determinada e serd chamada a (Fréchet) diferencial de F em u e

denotada por A = dF (u).

— 0 quando ||h|| — 0.

Se F ¢é diferencidavel em todo uw € U, dizemos que F ¢ diferencidvel em U.

Assim como para funcoes em R”Y, podemos definir derivada direcional em espacos de

Banach. Nestes espacos ela é conhecida como derivada de Gateaux.

Definicao D.12. Sejam F : U — Y e u € U. Dizemos que F é Gateaux-diferencidvel
em u se existe A € L(X,Y) tal que para todo h € X temos

F(u+¢eh) — F(u)

— Ah quando ¢ — 0.

A aplicacdo A € unicamente determinada, chamada a G-diferencial de F' em u e denotada
por (F'(u), h).
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Claramente, se I’ é Fréchet-diferenciavel em u, entao F' é Gateaux-diferenciavel, e as

duas diferenciais coincidem. Quanto a reciproca, enunciamos o seguinte teorema:
Teorema D.13. Suponha que F' : U — Y seja Gateaux-diferencidavel em U e seja
F,:U — L(X)Y), Fi(u) =dgF(u),

continua em u* € U. Entao F é Fréchet-diferencidvel em u* e dF(u*) = (F'(u), u*).

Demonstragao: Conferir Ambrosetti e Prodi [2], Teorema 1.9, pag. 14

Tendo em vista estas defini¢oes, podemos enunciar uma versao do Teorema da Funcao

Implicita para Espacos de Banach

Teorema D.14 (Teorema da Funcio Implicita). Seja F € C*(A x U,Z),k > 1, onde Z
€ um espaco de Banach e A,U sao subconjuntos abertos de espacos de Banach X e Y.
Suponha que F(X*,u*) =0 e que F,(\*,u*) € Inv(Y, Z).

Entdo existem vizinhancas © de \* em X e U* deu* em'Y e uma aplicagiao g € C*(0,Y)
tats que

(i) F(\,g(\) =0, YA€ O

(17) F(\u) =0, (\,u) € © x U* implica u = g(\)
(ii7) ¢ (N) = —[Fu(p)] ™' o Fx(p), onde p = (X, g()\)) e X € ©.
Obs.: Inv(Y,Z) :={A:Y — Z); A € linear, continua e inversivel}

Demonstragao: Conferir Ambrosetti e Prodi [2], Teorema 2.3, pag. 38 n

Segue abaixo um importante resultado acerca de uma solugao de uma equagao.

Teorema D.15 (Gidas e Spruck [29]). Suponha N > 2 e seja u € Hi(RY) uma solugao
nao negativa para o problema
—Au=uP, em RY,

com1<p<(2N/N —2)—1. Entdao u = 0.

Demonstracao: Conferir Gidas e Spruck [29]. n
Lema D.16. Seja p > 1. Entao existe uma constante C, > 0 tal que
||2[P~%2 — [yIP~?y| < Cp(lalP~2 + [yIP~*) |z — yl, para todo x,y € RY

onde x #y sel <p<2.

Demonstragao: Conferir Santos [52]. n
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