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Resumo

O céalculo Aex representa uma solugao importante dentro da classe de cdlculos de substitui-
coes explicitas que lidam com “nomes”, em oposicao aqueles que codificam suas variaveis
por indices. Delia Kesner obteve, através de um conjunto de provas construtivas, de-
mostracoes das importantes propriedades do Aex. Dentre elas, destacamos a PSN, isso
é, a Preservacao da Normalizacao Forte, cuja demonstracao faz uso de uma estratégia de
reducao perpétua, que permitiu uma caracterizacao indutiva do conjunto SN y ... Esten-
demos a especificacdo em Coq, ja realizada para o calculo A\, de B. Aydemir et al, e que
utiliza l6gica nominal para construgao de principios de indugao e recursao a-estrutural.
Dessa forma nossa especificagdo inclui a substituigao explicita (s[x/t]) na graméatica de
termos. Avancamos definindo os sistemas de reescrita e as relacoes de reducao do lex, e
concluimos por formalizar alguns resultados para o célculo, a saber: a FC (Composigao
Completa), a SIM (Simulagao de um passo da S-redugio) e ainda outros que caminham
para a formalizagao da PSN.

Palavras-chave: verificacao formal, célculos de substituigoes explicitas, calculo Aex
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Abstract

The Aex-calculus represents an important solution among all the class of explicit substitu-
tions calculi that deal with “names”, as opposed to those that encode variables by indices.
Delia Kesner developed the proofs, through a set of constructive ones, of important prop-
erties of the Aex calculus. Among them, we highlight the PSN property, that is, the
Preservation of Strong Normalization, whose proof uses a perpetual reduction strategy
which allowed an inductive characterization of the set SN yex. We extended the specifi-
cation already done in Coq for the A-calculus by B. Aydemir et al, using nominal logic
to build principles of a-structural induction and recursion. In this way our specification
includes the explicit substitution (s[z/t]) in the grammar of the terms. We go foward by
defining the rewriting systems and the reduction relations for the Aex and we conclude
by formalizing some results for this calculus, as follows: The FC (Full Composition),
SIM (Simulation of One Step of 8-Reduction) and others that go in the direction of the
formalization of the PSN.

Keywords: formal verification, explicit substitutions calculi, Aex-calculus
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Capitulo 1

Introducao

O calculo Aex representa uma solucao importante dentro da classe de cdlculos de subs-
tituicoes explicitas 1] que lidam com “nomes”, em oposicao aqueles que codificam suas
variaveis por indices. Ao mesmo tempo, uma abordagem formal de suas propriedades
passa pela definicao e demostracao de principios de inducao e recursao sobre classes de
equivaléncias, isso é, aquelas definidas pela relacao de a-equivaléncia entre termos. Opta-
mos por realizar esse trabalho no sistema Cogq 2], e a apresentacao de tal solu¢ao é dada
nesse documento, juntamente com a verificacao formal de algumas das propriedades do
Aex.

Como motivacao preliminar, gostariamos de inserir uma breve citagao, bastante per-
tinente, retirada do livro de Thomas Hobbes!; Leviata ou Matéria, Forma e Poder de um
Estado Eclesidastico e Civil:

“(...) Os gregos tém uma sé palavra, logos, para linguagem e razao; nao que eles
pensassem que nao havia linguagem sem razao, mas sim que nao havia raciocinio sem
linguagem.”

Tal afirmacgao gera uma reflexao sobre o real significado da palavra “razao”. De fato,
em Logica Formal, tudo tem como base a interpretacao de simbolos, isto é, a defini¢ao de
uma gramdtica e semdnticas adjacentes. Em conjunto, esses dois conceitos dao origem a
uma linguagem que viabilizara o estabelecimento de regras de deducao ou procedimentos
computacionais, o que mais tarde ir4 resultar na construcao de provas matemdticas e
algoritmos computacionais. Mas o que ¢ uma prova matematica? Como provas podem
ser justificadas? Existem limitagoes para o que é possivel provar? Maquinas podem
fornecer provas matematicas?

Ao final século XIX surgiram diversos avangos na obtencao de respostas para essas
questoes. Os pensadores que se ocuparam com esses topicos: Boole, Frege, Russel e
Hilbert estudaram muito do que ja aparecia na logica tradicional, como os trabalhos de
Aristoteles e Leibniz. Todavia, enquanto a logica tradicional era considerada parte da
filosofia, a logica moderna foi retirada do dominio filoséfico e passou a desempenhar um
papel central na matematica. Ela evoluiu para um conceito mais restrito, cuja abordagem

IThomas Hobbes recebeu notoriedade por escrever textos de filosofia voltados para politica, em defesa
do absolutismo, porém sua formacao original foi matemaética.



¢ mais formal do que filosofica. Por esse motivo, essa nova abordagem da logica foi
denominada entao: Ldgica Formal.

O principal objetivo da abordagem formal foi fundamentar, através de conceitos es-
tritamente solidos, a propria matematica e em especial a aritmética. Frege, por exemplo,
acreditava que a matematica pudesse ser reduzida a logica, o que atualmente ¢ conhecido
como logicismo. Russell, por sua vez, se preocupou em refinar o sistema de Frege, e obteve
o que foi o predecessor do atual cdlculo de predicados. Ja Hilbert buscou uma formalizacao
de toda a matematica através de um conjunto restrito de axiomas. Essa nova proposta
ficou conhecida como o Programa de Hilbert e foi apresentada no International Congress
of Mathematicians no ano de 1900 em Paris.

No final da década de 50 e inicio da década de 60, com o surgimento do computa-
dor, matematicos despertaram seu interesse na elaboragao de provas mecanicas, ou seja,
aquelas realizadas inteiramente dentro e através de procedimentos de uma méaquina. Um
pioneiro nesse dominio foi de Bruijn, através de seu projeto denominado Automath [3]. O
nome ¢é sugestivo, pois havia a esperanca de que maquinas gerassem provas de teoremas
de forma totalmente automaética. Hoje, ja se sabe que tal ambicao é demasiada, e provas
mecanicas sao utilizadas para certificar as provas realizadas em papel e lapis, e nao para
automatizar todo o processo de demonstracao. Mais além, essa nova area de trabalho
ficou conhecida como Verificacao Formal.

A area de Verificacao Formal se estabeleceu entao como um importante fragmento
da area de Computagao, com aplicacdbes em Teoria da Computacao e Engenharia de
Software. No entanto, o processo de formalizacao de uma teoria é bem mais complexo do
que possa parecer inicialmente. De fato, as provas construidas em papel e lapis possuem
abreviagoes que precisam ser eliminadas para viabilizar sua escrita em uma linguagem
puramente formal. Dessa maneira, provas em computador se baseiam menos em intuicoes,
que podem eventualmente se mostrar incorretas, e mais em axiomas e regras de deducao.

Para atender a esse fim, houve a criacdo de uma nova familia de sistemas, os quais
viabilizavam a especificacao formal de teorias. A ideia fundamental desses programas é
considerar um conjunto bastante restrito de regras de deducao e a partir dele construir teo-
rias, que armazenadas em bibliotecas, permitem a elaboracao de provas mais complexas,
porém menos extensas. Esses sistemas receberam o nome de Assistentes de Prova e at-
ualmente, no meio académico e na industria, existe muito trabalho em provas mecanicas
e construcao de programas certificados, com auxilio dessa categoria de software. Alguns
exemplos desses sistemas sao dados por: Coq [2], Isabelle/HOL [4], PVS |5] e Mizar [6].

Em particular o Coq é uma ferramenta refinada, baseada em trés linguagens bem
coordenadas e complexas. A primeira é uma linguagem de especificacao, chamada Gallina.
A segunda, chamada Vernacular, ¢ uma linguagem de comandos. Ela permite ao usuario
orientar o Coq na organizacao das provas e programas. A terceira linguagem é composta
pelo conjunto de tdticas, as quais possuem construtores logicos de alto nivel que sao
utilizados para se transformar, de maneira ”semi-automatica’, provas complexas em provas
equivalentes e mais simples. De fato, o uso articulado e inteligente dos comandos e taticas
permitem a verificacao de provas complexas. Assim, a formalizacao em um assistente de
prova, como o Coq, é mais do que simplesmente preencher os detalhes. Na verdade esse
¢ um trabalho desafiador e exige criatividade [7].



O sistema Coq é baseado em uma logica de ordem superior, que tem como fundamento
teorico o Cidlculo de Construgoes Indutivas (CCI) 2], o qual por sua vez é uma extensao
de um formalismo denominado cdlculo A [8]. Esse formalismo foi o produto de uma
teoria desenvolvida por A. Church [9] na década de 30, e nada mais é, que um sistema
particular de reescrita, o qual se tornou muito popular por ser um modelo tedrico de
computacao equivalente as mdquinas de Turing, ou seja, é capaz de expressar qualquer
funcao computavel. O céalculo A possui uma tnica regra de rescrita, chamada £ dada por:

(B) (Ax.a)b — a{z/b}, onde o termo do lado direito da regra representa a substitui¢ao
stmultdnea de todas as ocorréncias livres da variavel x em a, pelo termo b.

A definicao formal do céalculo considera a operacao de substituicao como uma meta-
operacao, isto é, é necessaria a definicao de um conjunto de regras exterior a gramatica do
calculo para que se realize a operacao de substituicao. Tal dificuldade motivou pesquisas
com modificagoes do célculo A, pela adicao de elementos em sua gramatica e refinamento
de suas regras. Nesse contexto foram desenvolvidos sistemas que internalizam a operacao
de substituicao e os calculos resultantes ficaram conhecidos como cdlculos de substitui-
¢oes explicitas [1]. Nesse trabalho estamos particularmente interessados no calculo de
substitui¢oes explicitas Aex [10], porque esse possui uma notac¢ao relativamente simples
e no entanto satisfaz simultaneamente importantes propriedades como a confluéncia em
termos fechados e abertos, a composi¢ao completa, a preservacao da normalizacao forte e
a simulacao de um passo de [-reducao.

A investigacao de quais termos de um calculo sao fortemente normalizaveis desem-
penha um papel particularmente importante, pois tais objetos nao possuem caminhos de
reducao de comprimento infinito. Além disso, pode-se realizar um paralelo entre termos e
programas; os termos fortemente normalizaveis correspondem exatamente aqueles progra-
mas (ue nao consomem um nimero infinito de passos de execucao. Um exemplo simples,
de um programa que consome um numero infinitamente enumeravel de passos, pode ser
dado por aquele realiza sequencialmente a impressao de todos os niimeros naturais em
uma lista (1, 2, 3, 4, ...). Em cada passo, ele imprime o nimero seguinte da lista, e dado
que o conjunto N é enumeravel e infinito, o programa segue indefinidamente sem um ponto
de parada.

De forma que muita atencao tem sido dada a classificacao das estratégias de reducao
no calculo A [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. E assim, uma estratégia de reducao do calculo
pode ser classificada como perpétua [18], se ela computa para um termo, um caminho
de reducao de comprimento infinito, caso ele exista; senao ela retorna algum caminho de
reducao de comprimento n € N até uma forma normal.

Em [19], Delia Kesner apresenta uma caracterizagio indutiva dos termos do Aex que
sao fortemente normalizaveis, através da definicao de uma estratégia de reducao perpétua
para o proprio Aex. As demonstracoes realizadas nao fazem uso de argumentos da logica
classica, como lei do terceiro excluido ou provas por contradicao; e portanto podem ser
chamadas de provas construtivas, nos moldes do que é esperado para execucao de uma
verificacao formal, em um assistente como o Coq.

Inicialmente realizamos uma defini¢ao indutiva do calculo Aex que nao levava em conta
as operacoes de a-conversao, isto é, o renomeamento de variaveis ligadas de um termo.



Essa operagao é especialmente necessaria para se evitar a captura de variaveis livres, na
construcao de funcgoes recursivas sobre termos. O principal exemplo de ocorréncia dessa
questao é a defini¢ao recursiva da operagao de substituicao, que é gerada na regra 3. Essa
funcao deveria ser definida para a totalidade dos termos da gramatica, porém no caso em
que temos de executar (Ay.a){x/b}, é necessario que se observe duas condigbes, antes da
propagacao da fun¢ao no interior do termo:

(i) = #y;

(ii) y nao pode ocorrer livre em b.

Isso coloca restrigoes sobre a aplicacao da funcao, e assim a solucao comumente dada é
considerar a recursividade nao na totalidade dos termos, mas sim nas classes de equiv-
aléncia geradas pela relacao =,, onde (A\y.a) =, (Az.d’) para todo z que nao ocorra livre
em a; e a’ é igual ao renomeamento de todas as ocorréncias livres de y em a, por z.

Nos anos 20 e 30, Frenkel e Mostowski criaram seu modelo de permuta¢ao com o
objetivo de provar a independéncia do axioma de escolha (AC) e outros axiomas da teoria
de conjuntos. Esse trabalho foi posteriormente utilizado como base para definicao de uma
nova teoria chamada Ldgica Nominal |20, 21, 22|, a qual oferece o subsidio necessario
para se trabalhar com nomes ligados e a-equivaléncia. Ela busca considerar construtores
e propriedades que sao invariantes com respeito a permutacao de nomes, o que da origem
a uma atrativa e simples formalizacao do comum, mas frequentemente incorreto, uso de
recursao e inducao para sintaxes abstratas moédulo a-equivaléncia.

H& uma formalizacao em Coq do calculo A, a qual foi desenvolvida em um trabalho de
B. Aydemir et al [23], e que utiliza l6gica nominal para efetuagao de a-indugao e a-recursao
estrutural [24]. No presente trabalho apresentamos uma extensao dessa especificagao, a
qual inclui a substituigao explicita (s[z/t]) na graméatica de termos. Avangamos também
na defini¢do dos sistemas de reescrita, relagoes de reducao, fechos transitivos / reflexivos-
transitivos do Aex, utilizando para tal fim a biblioteca sur les relations, desenvolvida
em [25]. E mais além, fizemos uso também da biblioteca CoLoR |26, 27| para se definir
caminhos de redugao e o predicado SN (Fortemente Normalizavel).

Concluimos por demonstrar os primeiros resultados de [19], isto é: um resultado sobre
o nao crescimento do ntimero de variaveis livres durante o processo de reducao; resultados
sobre as reducgoes dos argumentos dentro e fora de uma meta-substitui¢cao; o lema da
Composicao Completa; o lema da Simulacao de um Passo da [-Redug¢ao; e um primeiro
lema anterior ao Teorema da Perpetualidade. Todos esses resultados, caminham para
obten¢ao da demonstragao do teorema da PSN (Preservagao da Normalizagao Forte) para
A-termos, ou seja, a demonstracao de que todo termo fortemente normalizavel no calculo
A, também o é no calculo lex.



A organizacao do codigo fonte e a disposicao logica de todos os arquivos é dada pela
Figura 1.1%

Perp_Lex
SN_Lex
A
Meta_subst
NF_Lex
1\
4
T Lex Rel Lex Lsigma
/ \ Ar ﬂ\
Aux_Lex Lex sur_les_relations
A l}
Nominal_Logic |

Axioms =N AuxLib - ExtFset | Atoms —»| Permutations |y Psets - Support Ly  Freshness ||

Figura 1.1: Organizagao do cddigo fonte.

(i) Nominal_logic é composto de todas as estruturas relativas a logica nominal, o que
¢ um resultado do agrupamento dos blocos l6gicos Axioms, AuxLib, ExtFset, Atoms,
Permutations, Psets, Support e Freshness, encontrados na especifica¢ao [23];

(ii) Lex e Aux_Lex, sao respectivamente a especificagao da graméatica do célculo Aex [10]
e uma gramatica auxiliar ao célculo;

(iii) T_Lex ¢ a defini¢ao de translacdo entre as gramatica Aex e Aex’;
(iv) Meta_subst define a fungio recursiva de meta-substituicio para o Aex;

(v) sur_les_relations trata de uma biblioteca de propriedades sobre rela¢oes binarias,
encontrada em [25];

LSigma é uma especificagdo adicional, do célculo Ao [1];
Rel_Lex define as relagoes de reducao do célculo \ex;

)
)
viii) NF_Lex fornece uma definicao indutiva para as formas normais do \ex;
¢
) SN_Lex exibe o predicado fortemente normalizdvel no contexto do Aex;
)

Perp_Lex contém, for fim, as formalizagoes obtidas sobre as propriedades do célculo
Aex.

2Disponibilizamos nosso codigo fonte, no endereco http://www.cic.unb.br/~ flavio/msc/lex.tar.gz



Capitulo 2

Fundamentos

Intitulamos essa primeira secao por Fundamentos porque, de fato, os conceitos aqui abor-
dados serao utilizados ao longo de todas as demais se¢oes do texto. A primeira subsecao
tem como objetivo fornecer uma rapida introdu¢ao ao funcionamento do sistema Coq [2];
a seguinte subsecao inicia uma discussao sobre a definicao de sintaxes abstratas através
de termos; a terceira aborda os fundamentos e propriedades de Sistemas de Reescrita de
Termos; e concluimos esse capitulo com uma breve apresentacao da Ldgica Nominal, que
inclui trechos do cédigo do arquivo Nominal_Logic da especificagao.

2.1 O sistema Coq

O Coq [2| é uma ferramenta de computa¢ao para verificacdo de provas de teoremas e
certificagao de programas, cuja confianca reside nas propriedades do Célculo no qual se
baseia, que é chamado de Cdlculo de Construgoes Indutivas (CCI). Esse, é um formalismo
que combina muitos dos recentes avangos em logica, do ponto de vista do calculo A [8] e
teoria de tipos [28].

A linguagem do Coq é extremamente poderosa e expressiva, tanto para verificacao
formal quanto para programacao logica. Essa ferramenta tem como finalidade o desen-
volvimento de programas para os quais uma confianga absoluta é necesséria, como: tele-
comunicagoes, transportes, energia, transacoes bancarias, entre outros. Nesse dominio,
a necessidade de programas que atendam rigorosamente suas especificagoes, justifica o
esforco necessario para a verificacao formal dos mesmos, visando a criacao de codigos
seguros para aplicagoes em condigoes criticas.

Mas o Coq nao é somente 1til para o desenvolvimento de programas. Ele também
atende a um publico de matemaéticos que busca formalizar teorias que envolvam provas
longas. Suas demostracoes sao efetuadas de uma maneira interativa e, quando possivel,
com o auxilio de ferramentas de aplicacao automatica. Existe bastante trabalho ja es-
tabelecido em Coq sobre um grande niimero de teorias, o qual pode ser encontrado em
suas bibliotecas padrao ou em contribuicoes diversas, como no site de Contribuicoes de
Usudrios do Coq [29].



O processo de realizagao de uma prova ou especificacao de um programa é baseado em
um restrito conjunto de regras de deducao. Cada enunciado ou programa é equivalente
a um termo do CCI, o qual possui um tipo, e a realizacao da prova ou especificacao,
corresponde ao problema de habitacao desse tipo, ou seja, a construcao de um termo
que possui o tipo dado, tipo dado a partir do conjunto de regras de inferéncia de tipos
do CCI. Seguem trés das mais bésicas delas, que correspondem a subteoria do calculo A
simplesmente tipado:

(x:A) el ' :(x:A)kFt:B
VAR ——— LAaMm
FFxz: A ' (A@ay-t) :V(x: A), B

Fl—el:A—>B F|_€22A
I'Fees: B

ApPpP

Figura 2.1: Cadlculo \ simplesmente tipado.

Na regra Lam da Figura acima, V(v : A), B é equivalente A — B, se B nao possui
ocorréncias livres de v.

Exemplo 2.1.1. Uma demostracao simples, do fato de que:
V(A : Set)(ab: A)(R: A —- A — Prop), (Yab, Rab) = (Vab, Rba), pode ser obtida
através da aplicacao desse pequeno conjunto de regras, e esse trabalho € exibido a sequir:

I'=1":(H:Vab: A, Rab) :: (a: A)::(b: A)

(H:Vab: A,Rab)e T b:A)e I
VAR VAR ———
' (H:Vab: A, Rab) F'E(b:A) (a:A) el
AppP VAR ———
T+ (Hb): (Ye: A, Rbe) TF (a:A)
Aprp
I'F(Hba): (Rba)
Lam
. I"::(H:Vab: A,Rab) :: (a: A) F (Ap.ay.Hba): (Vb: A, Rba)
AM
. I (H :Vab: A,Rab) F (Agpay.Hba): (Vab: A, Rba)
AM

I+ (ANavaba,ravy@bay Hba) - (Vab: A, Rab) — Vab: A, Rba)

A aplicacao de regras de inferéncia pode se tornar uma tarefa bastante complexa.
Por esse e outros motivos, a linguagem de comandos do Coq agrega um tipo de conceito
que é chamado de tdtica. Comandos dessa linguagem permitem aplicar um conjunto de
regras, no qual o casamento, entre regra e objetivo, é encontrado de maneira quase que
automaética. Isso facilita muito o trabalho do usuario, basta ver que na pratica, a prova do
lema do exemplo 2.1.1 pode ser efetuada conforme exibe a Figura 2.2, e essa tem somente
duas linhas de cédigo: "intros H a b.” e ”apply H.”; o que significa introducao seguida
de aplicacao das hipoteses. Durante a realizacao de uma prova, o ambiente interativo do
Coq exibe uma janela de didlogo que possui uma barra horizontal dupla. As afirmacoes
acima da barra sao o conjunto de hipoteses, e abaixo sao objetivos de prova. O ntumero

7



de objetivos e o indice do objetivo corrente sao exibidos ao lado direito da barra vertical
em (n/k), onde n representa o indice do objetivo corrente, e k é niimero de sub-objetivos
gerados em cada etapa da prova.

Comandos Respostas do Coq
Variable A : Set. Variable A declared
Variable R : A->A->Prop. Variable R declared

Lemma all_perm:
(forall (a b:A), R a b)->
(forall (a b:A), R b a).

a1/
(forall (a b:A), R a b)-> forall (a b:A), R b a
Proof.

H : forall (a b:A), Rab
A
intros H a b. b: A
1/ 1
Rba
apply H. Proof Completed

Qed.

Figura 2.2: Demonstra¢ao de all_perm no Cog.

O desenvolvimento completo de uma teoria envolve basicamente trés tipos de cons-
trucoes: definicoes indutivas, fungoes recursivas e proposigoes. Propriedades admitidas
sem demostragao recebem o nome de Azioma, caso contrario recebem a denominacao de
Lema, Teorema ou Proposi¢ao; nao existe diferenca sintatica entre essas nomenclaturas,
ficando a cargo do usuario a escolha da utilizacao de um ou outro. Em geral os resultados
mais fortes e conclusivos sao chamados de Teorema e os demais de Lema.

O exemplo classico de defini¢ao indutiva é a construcao do tipo nat, isso é, a definicao
do conjunto dos nimeros naturais no Coq (Figura 2.3). Sua declara¢ao possui o seguinte
significado: 0 é um natural; S 0 é um natural; S S 0 é um natural, etc. (0 (constante
zero) e S (func@o sucessor) sao os construtores do tipo de dados indutivo nat). Adota-se
também a notacao: 0 = 0;S 0 = 1;,SS0=2;SSS0 = 3,

Inductive nat : Set :=
| O:nat
| S:nat -> nat.

Figura 2.3: Definicao indutiva do tipo nat.

Um outro exemplo de definicao indutiva é construcao de arvores binarias, cujas folhas
e noés sao marcados com nimeros naturais. Definimos esse tipo de objeto, juntamente



com uma funcao recursiva que conta o ntamero de folhas da arvore dada como argumento,
e um lema que afirma que o nimero de folhas em uma arvore é estritamente maior que
zero, como mostrado na Figura 2.4.

Require Import Arith.

Inductive tree Set :=
| leaf nat -> tree
| node nat -> tree -> tree -> tree.

Fixpoint n_leaf (t:tree)
match t with
| leaf a => 1
| node a t1 t2 => (n_leaf t1) + (n_leaf t2)
end.

nat :=

Lemma n_leaf_gt_zero: forall (t:tree), (n_leaf t) > 0.

Proof.
induction t.
(* t = leaf n *)
simpl; auto with arith.
(* t = node n t1 t2 *)
simpl; auto with arith.
Qed.

Figura 2.4: Tipo indutivo tree, funcao recursiva n_leaf e lema n_leaf_gt_zero.

Declaramos o tipo tree (arvore) que pode ser uma leaf (folha) ou um node (nd). A
ideia fundamental dessa definicao é a de que todo leafn, sendo n € N, é uma tree; e
além disso todo (nodent1t2) também o é (com n € N e t1, t2 do tipo tree). A seméntica
pretendida é a de que o tipo indutivo tree represente uma arvore binaria de niimeros
naturais, conforme o exemplo da Figura 2.5.

/N
/N

Figura 2.5: Ezemplo de drvore bindria de nimeros naturais.

No final da Figura 2.4, demostramos o Lema n_leaf_gt_zero que afirma que, toda
arvore tem um numero de folhas maior que zero. A demostragao é bastante simples, e é
dada por inducao na estrutura de t do tipo tree, fazendo uso dos teoremas da biblioteca
Arith através do comando auto with arith, que proporciona uma aplicacao automética



de teoremas ja demostrados. A biblioteca Arith, é padrao do Coq, e ela foi carregada
através do comando Require Import Arith.

As demonstracoes realizadas em Coq sdo muitas vezes proximas das provas de papel
e lapis, e a vizualizacao desse tipo de conexao depende do grau de familiaridade que o
usuério tem com a ferramenta. No entanto, em algumas situagdes uma prova em papél
nao pode ser transcrita de maneira literal para uma prova construtiva, o qual é tipo de
demonstragao exigida no assistente Coq. Por exemplo, os casos de decidibilidade de uma
relacao sao assumidos "de graca” quando se lida com légica classica, mas aqui provar que
uma dada relacao binaria R satisfaz que Rab ou mRab, para quais quer a e b, exige que
se construa uma prova de Rab ou uma prova de =R a b, para todos os casos particulares
de a e b. Note que isso s6 é possivel para predicados decidiveis.

2.2 Logica formal

Iniciaremos com algumas questoes e conceitos fundamentais no que se refere a logica
formal. E algo comum, quando se lida com linguagens formais ou logica matematica,
abstrair os detalhes de sintaxe em termos de palavras ou simbolos, através da constru-
cao de termos. Isso permite o uso de duas ferramentas inter-relacionadas extremamente
uteis: a recursao e as provas por inducao sobre a estrutura dos termos. Entao seguimos
primeiramente com algumas defini¢oes.

Definigao 2.2.1 (Alfabeto). Um alfabeto A, é definido com um conjunto nao vazio de
simbolos.

Exemplo 2.2.2. Sao exemplos de alfabetos:
1. A={0,1,2,...,9}
2. A={a,b,c,...,z}
3. A=A{o, [,a,d,z, f,),(}
4. A=A{c1,ca,03,...}

Toda sequéncia finita de simbolos de um alfabeto A é denominada uma string ou
palavra. E qualquer subconjunto, do conjunto de todas as palavras do alfabeto A (deno-
tado por A*), ¢ chamada linguagem.

Deseja-se construir linguagens formais nas quais se possa formular os axiomas, teore-
mas, e provas. Em tal contexto os conectivos, os quantificadores e a relacao de igualdade
aparecem com um papel de suma importancia. Portanto sao incluidos os seguintes simbo-
los nas chamadas linguagens de primeira ordem: — (para "nao”), A (para o "e”), V (para
o "ou”), — (para o "se entao”), <> (para o "se e somente se”), ¥ (para o "para todo”), 3

(para o "eziste”) e = (como o simbolo de igualdade). Segue a defini¢do do alfabeto da
linguagem de primeira ordem, que ¢ dada como base nesses simbolos:
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Definigao 2.2.3. O alfabeto da linguagem de primeira ordem (denotado por A)
contém o sequinte conjunto de simbolos:

(1) vo, v, v, ... [variaveis]

(17)  co,cC1,Ca .. [constantes]

(i13) —,A,V,—, <> [conectivos|

() V,3 |quantificadores|
(v) = ligualdade|

(vi) ), ( [parénteses|

(vii) Paran > 1:
(1) Simbolos de relagoes n-drias;
(2) Simbolos de fungoes n-drias;
As palavras construidas com base em um alfabeto podem, ou nao, ter um sentido

(por exemplo a palavra f A cvgRV nao tem nenhum significado 16gico aparente). Logo a
construcao de termos e formulas é caracterizada pela seguinte definicao indutiva:

Definicao 2.2.4. termos e féormulas sao definidos indutivamente sobre A* por:

(T1) Toda varidvel é um termo;
(T2) Toda constante é um termo;

(T3) Se tq,ta,...,t, sao termos e f € um simbolo de fun¢ao n-dria, entao f(tq,...,t,) €
também um termo.

(F1) Se ty ety sao termos, entio t1 =ty € uma formula;

(F2) Se as palavras ty,ts, ..., t, sao termos e R € um simbolo de rela¢iao n-dria, entao
Rty ...t, € uma formula;

(F3) Se ¢ é uma formula, entao —¢ também é uma formula;

(F3) Se ¢ e ) sao formulas, entao (o A1), (¢ V), (¢ = ) e (¢ <> ) também sao
formulas;

(F4) Se ¢ é uma formula e x € uma varidvel, entao Yr ¢ e 3x ¢ também sao formulas.

Adicionalmente, a operacao de substituicao representa uma tarefa basica em sistemas
computacionais. Intuitivamente, uma substituicao de primeira ordem devera receber um
termo com ocorréncias de uma dada variavel, e substituir simultaneamente todas as ocor-
réncias dessa por um outro termo.

Definigao 2.2.5 (Substituicao de primeira ordem). Uma substituicdo de primeira
ordem 0 é um conjunto finito da forma {vi/ty,....,v,/t,}, onde cada v; é uma varidvel
distinta e cada t; é um termo distinto de v;. Cada "v;/t;” é denominado uma ligagao da
substituicao 6.

Definicao 2.2.6 (Composicao de substituigoes). Sejam 0 = {u1/s1, ..., Um/Sm} €
o =A{v/t,.....;v,/t,} substituicoes. A composi¢ao 0o, de 0 e o, € a substitui¢ao obtida
do conjunto:
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{u1/s10, ...yt /Smo, v1 [t1, .o, v [0},

Onde deve-se eliminar qualquer ligag¢ao u;/s;c, para a qual u; = s;0 e qualquer ligagdo
v;/t; para a qual v; € {uy,...,uy}. Nota: Set é um termo e o uma substitui¢ao, entao
to denota a aplicacao da substituicao o ao termo t.

Definigao 2.2.7 (Conjunto de subtermos). O conjunto de subtermos de um dado
termo t, denotadado por S(t), é definido recursivamente por:

(i) Set é uma constante ou varidvel, entao S(t) = t;

(11) Set = fty...t,, entdo para i € N:

S(t) = U{ti} US(t:)

Observagao: Se s € S(t), entao s é chamado subtermo de t.

Definicao 2.2.8 (Conjunto de subtermos proprios). O conjunto de subtermos préprios
de um dado termo t, denotado por S*(t), é definido por: S*(t) := S(t)\ {t}.

Observagao: Se s € S*(t), entdao s é chamado subtermo préprio de t.

Definigao 2.2.9 (Posi¢oes validas dos termos). O conjunto de posig¢ées vdlidas de um
termo t, denotado por O(t), € definido recursivamente por:

(i) Set é uma constante ou varidvel, entdo O(t) = {\};

(ii) Set= fty...t,, entdo para i € N:

O@t) = {\} U U{z' 1T e o)}

Exemplo 2.2.10. Se t = f(g(z,y),c), entao
O@t) ={ A U{1- A}, {1-1-AJU{1-2-AJU{2- A} ={A\, 1- A\, 1-1-X,1-2-X, 2-\}.

Notagao 2.2.11. Para m € O(t), o subtermo na posi¢io m de t é denotado por t|., e
assims:

(i) Para todo t, A € O(t) e t|x=t;

Exemplo 2.2.12. Uma observacao importante € a de que todo termo pode ser repre-
sentado por uma arvore, tal que: os simbolos de funcgoes sao os nos e as varidveis ou

12



constantes sao as folhas. Por exzemplo, o termo t = f(g(x,y),c) tem o nd raiz f, um no
filho @ esquerda g, e direita a folha c. O no g tem duas folhas x e y. E nesse caso:

S(t) = { t‘)\ ) tllv\ ) Z€|1-1~)\ ) t|1~2-)\ ) t|2-)\ }
l Il l [l

N
= { fllz,y),e) , g9(x;y) , = , y , ¢
f
/g<\
X y

Figura 2.6: Exemplo de representagao em drvore do termo f(g(x,y),c).

Notacao 2.2.13. s[m < t| denota o termo resultante de substituir na posi¢io ™ € O(s),
o termo S| port.

Definicao 2.2.14 (Variaveis livres de um termo). Seja t um termo. fv(t) denota o
conjunto de varidveis livres de t, que € definido recursivamente através de:

(i) Se t = c constante, entao fv(t) = 0;

(i1) Se t = x varidvel, entao tv(t) = {x};

(1ii) Set = fty...t,, entao para i € N:

2.3 Sistemas de reescrita

As equacoes sao ferramentas de grande relevancia na matemaética e nas ciéncias como um
todo. Os Sistemas de Reescrita [30], nada mais sdo, que restri¢coes para aplicagao de um
conjunto de equacoes. Isto é, as igualdades sao substituidas por regras de reducao, as
quais sao orientadas para se computar a forma mais simples possivel de um dado objeto.

Definigao 2.3.1 (Sistema de reescrita). Seja M um conjunto e — uma relag¢ao bindria
sobre M. (M,—) é um sistema de reescrita. — € denominada a relagao de reducao
ou relacao de reescrita correspondente ao sistema.

Considere um sistema de reescrita (M, —)

(i) < denota a relagao inversa de —

(i1) <>=— U <
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(iii) 2 € definida indutivamente como segue:

(1) u v sseu=uv

(2) w2 v sse Fw,u D w — v
(iv) S= Ut % € o fecho transitivo de —

(v) ==,>q — € o fecho reflexivo-transitivo de —

Variable A : Set.

Inductive explicit_rel_plus (R : A -> A -> Prop) : A -> A -> Prop :=
| relplus_1step :
forall x y : A, Rxy -> explicit_rel_plus R x y
| relplus_transi
forall xyz : A, Rxy ->
explicit_rel_plus R y z -> explicit_rel_plus R x z.

Figura 2.7: Fecho transitivo de uma rela¢ao bindria.

Variable A : Set.

Inductive explicit_star (R : A -> A -> Prop) : A -> A -> Prop :=
| star_refl : forall x : A, explicit_star R x x
| star_transi
forall x yz : A, Rxy -> explicit_star Ry z -> explicit_star R x z.

Figura 2.8: Fecho reflexivo-transitivo de uma rela¢ao bindria.

No arquivo sur_les_relations [25] encontramos defini¢oes indutivas para os fechos

transitivo (i>) e reflexivo-transitivo (=) de uma relacdo binaria R, conforme é apresentado
respectivamente nas Figuras 2.7 e 2.8. Mas elas nao sao a transcricao literal da Defini¢ao
2.3.1. De fato, a definicao indutiva de fecho-reflexivo na Figura 2.7 afirma que: Vzy, se
xr — y, entao x 5 y; e além disso Vayz, se x — y ey 5 z, entao x % 2. Contudo
essa caracterizacao indutiva acaba por ser logicamente equivalente ao que é apresentado
na Definicao 2.3.1. O mesmo ocorre com a definicao do fecho reflexivo-transitivo.

Se M é o conjunto de termos da Definicao 2.2.4, entao é possivel definir um sistema
de reescrita para tal conjunto e o chamamos Sistema de Reescrita de Termos.

Definicao 2.3.2. Seja M um conjunto de termos:

(i) Uma regra |l — r é um par ordenado de termos I, € M, sendo que | nao é uma
varidvel e tv(r) C fv(l);
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(i1) Um sistema de reescrita de termos, abreviado por TRS (Term Rewriting Sys-
tem) € um conjunto M de termos com um conjunto de regras R;

(i1i) Dado um TRS, o conjunto de regras R define a relagao de redugdao de termos,
denota por —xr sobre M da sequinte forma;
Para todo t1, 15, t, — 5 ta, se e somente se, existem:

(1) l - reR,

(2) m e O(t1) e o uma substituicio com: t1|, =lo e ty = t1|7 < r0]

Dado um Sistema de Reescrita, alguns conceitos importantes podem ser definidos. Se
um elemento de um sistema de reescrita nao possui nenhum caminho infinito de reducao
ele é chamado fortemente normalizdvel; quando ao final de uma sequéncia de aplicacoes
de regras obtemos um termo ¢, que nao pode mais ser reduzido, dizemos que t ¢ uma
forma normal.

E se para qualquer termo, a ordem de aplicagao das regras do sistema nao ¢ relevante,
pois a forma normal resultante, caso exista é tinica, este sistema serda denominado conflu-
ente. Seguem portanto as defini¢oes formais desses conceitos, juntamente com exemplos
das definicoes de forma normal e fortemente normalizdvel em Coq.

Definigao 2.3.3. Se (M,—) € uma sistema de reescrita, u,v € M sao denominados

. . . . * * .
Juntdveis se existe um w € M tal que u — w < v. Para denotar que dois termos u, v
$a0 juntdveis usar-se-d a sequinte notacao: u | v

Definicao 2.3.4 (Confluéncia). Um sistema de reescrita (M,—) é confluente sse, para
todo u,v,w € M comv < u = w, existe algum r € M comv = r < w (ou simplesmente

viw).

Defini¢ao 2.3.5 (Forma Normal). Um elemento u é dito forma normal com respeito a
—r, se para todo v na@o ocorre que u — v. Denota-se v € N Fg.

Em Coq definimos NF como uma tradugao literal da Definicao 2.3.5:

Definition NF (R : tm -> tm -> Prop) (s : tm) := forall t, " R s t.

Figura 2.9: Forma normal.

Definicao 2.3.6 (Caminho de Reducao). Um Caminho de Reduc¢ao é uma sequéncia de
termos, u;, com i € N. De forma que: u; — u;yq.

Definicao 2.3.7 (Comprimento de um Caminho de Redugao). Se um caminho de redugao
tem um numero finitamente contavel de termos n € N, entao seu comprimento é n — 1;
Caso contrdrio seu comprimento € oo.

Defini¢ao 2.3.8 (Normalizacao fraca). Um elemento u € M ¢é fracamente normali-
zdvel se existe pelo menos um caminho de reducao a partir de u que tem comprimento
diferente de co. Denota-se: u € WN 5.
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Defini¢ao 2.3.9 (Normalizagao forte). Um elemento u € M € fortemente normali-
zdvel se qualquer caminho de redu¢ao a partir de u tem comprimento diferente de oo.
Denota-se: u € SNg.

Alternativamente, pode-se definir a no¢ao de normalizacao forte de forma construtiva.
Essa definicao em Coq ¢ feita indutivamente como a seguir:

Inductive SN (R : tm -> tm -> Prop) : tm -> Prop :=
| reg_SN : forall t, (forall s, Rt s ->SNRs) ->SNRE€t.

A defini¢do indutiva é mais amplamente utilizada em verifica¢oes formais |26, 27| e
provas construtivas [19], que a Defini¢ao 2.3.9.

Defini¢ao 2.3.10 (Comprimento Maximo de um Caminho de Redugao). Se u € SNz,
¢ possivel definir o comprimento mdzimo de um caminho de reduc¢ao a partir de u, o qual
¢ denotado por: lp(u) = max{n|3u' € NFr :u g u'}

Utilizamos as defini¢oes 2.3.3 a 2.3.10 nas demonstragoes de propriedades do célculo
A [8], como por exemplo no Teorema 3.4.5, e também em verificagoes das extensoes do cal-
culo A\. Em especial abordamos as caracteristicas de normalizagao do Aex [10], e assim as
Definicoes 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7, 2.3.9 e 2.3.10 exercem papel fundamental, nas formalizacoes
apresentadas na Secao 5.3.

2.4 Logica nominal

A abordagem convencional da logica formal nao é suficientemente para expressar lin-
guagens que envolvem construtores com variaveis ligadas. Uma afirmacao comumente
realizada é a de que, a colecao de termos pode ser representada através de um conjunto
quociente, modulo uma relacao de a-equivaléncia conveniente. Mas como fazer boas es-
colhas de representantes dessas classes de a-equivaléncia?

A ”Convencao de Varidveis de Barendregt” [8| afirma que a escolha de um representante
deve obedecer o seguinte principio: sempre as variaveis ligadas devem ter nomes novos, isto
é, mutualmente distintos de qualquer outro nome de variavel (livre) no contexto corrente.
Contudo, apesar de ser comumente afirmado que a convencao de Variaveis de Barendregt
permite trabalhar com classes de a-equivaléncia sobre termos, isso nao é correto quando
se lida com recursao ou inducao estrutural.

Exemplo 2.4.1. Quando realizamos uma prova de uma dada propriedade P, através de
simples induc¢ao sobre a estrutura de \-termos, devemos provar que: P(a) — P(Az.a);
para toda varidvel x e todo A-termo a. Nesse caso, nao € possivel colocar restrigoes sobre
o conjunto ao qual x pertence. Um caso concreto desse problema ocorre quando tentamos
demostrar, por exempo, que para todo t, y, u € A:

y ¢ tv(t) = t{y/u} =t
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De fato, se realizarmos indug¢ao estrural ordindria, isso €, aquela que nao considera classes
de a-equivaléncia, teremos que abordar o caso em que t = \x.s:

y ¢ tv(Az.s) = (Az.s){y/u} = Az.s.

Mas, para que possamos propagar a meta-substitui¢ao {y/u} em (Az.s) e fazer uso da
hipdtese de indugao: y ¢ tv(s) = s{y/u} = s, necessitamos da garantia de que x ¢ fv(u)
(pela construgao da fungao recursiva de meta-substituicao), e isso é um impedimento para
conclusao da demonstracao, dado que nao consiguimos deduzir tal informacao do nosso
conjunto de hipoteses.

A abordagem nominal de sintaxes abstratas oferece o subsidio necessario para se tra-
balhar com teorias que possuem ligagoes de nomes (binding) e a-equivaléncia. Ela busca
considerar construtores e propriedades que sao invariantes com respeito a permutacao
de nomes, o que da origem a uma atrativa e simples formalizacao uso de recursao e
indugdo para sintaxes abstratas modulo a-equivaléncia [24]. Nosso objetivo aqui é jus-
tamente obter uma formalizacao dos principios de inducgao e recursao sobre classes de
a-equivaléncia, porém nao varremos todos os detalhes dessa teoria. Essa secao busca
fornecer um resumo dos principais conceitos que resultam nos teoremas de inducao e
recursao aplicados a gramatica do calculo A em [23]|, o qual buscamos estender para o
Aex.

Os principios usuais de inducao e recursao estrutural sao parametrizados por uma
assinatura algébrica que especifica quais sao os possiveis construtores dos termos. Ne-
cessitamos entao fixar uma nocgao de assinatura que também especifique as ligagoes de
variaveis que ocorram nos termos, aqui utilizaremos a nogao de assinatura nominal [24].
Do ponto de vista formal as ligacoes de varidveis precisam ser atomicas, no sentido de
que suas estruturas sao imateriais, se comparadas por um critério de distin¢ao entre dois
nomes de mesmo tipo. Portanto, essa classe de objetos é chamada de dtomo, em uma
assinatura nominal.

Serao definidos dois conjuntos: o conjunto A de todos os dtomos e AS de todos os sorts
de dtomos. Também se define uma funcao sort € A — AS, que designa sorts para atomos
e determina que os conjuntos AS e A, := {a € A|sort(a) = a} sejam enumeraveis. Uma
assinatura nominal 3 consiste entao de um subconjunto de sorts de atomos, 3, C AS, um
conjunto Yp de sorts de dados e um conjunto ¢ de construtores. Cada construtor K € ¢
tem uma aridade o e um sort de resultado s € Yp, 0 que é notacionado por K : 0 — s.

Na especificagao de [23] a defini¢ao de atomo utiliza um recurso de defini¢ao indutiva
chamado de Record, o qual permite uma maleabilidade maior nas declaracoes sobre o tipo
em questao. Esse artificio é utilizado pela primeira vez na especificacao na definicao do
tipo ExtFset, que modela o comportamento de conjuntos extencionais finitos. Os tipos
aset e AtomT sao construidos sobre a definicao de ExtFset, para que o primeiro represente
um conjunto finito de 4tomos e o segundo, um conjunto infinito de objetos dessa mesma
classe.

Definigao 2.4.2 (Aridade). O Conjunto de aridades é obtido pela sequinte defini¢ao
dutiva:
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(i) Todo sort de dtomo a € ¥y € uma aridade;
(11) Todo sort de dados s € ¥p € uma aridade;
(11i) A aridade unitdria 1 é uma aridade;
(iv) Se o1 e 02 sao aridades, entio oy % 02 € uma aridade;

(v) Sea€ X, eo é uma aridade, entao <a=>o € uma aridade.

Record AtomT : Type := mkAtom {
atom : Set;
asetR : ExtFset atom;
aset := extFset asetR;
atom_eqdec : forall (a b : atom), {a = b} + {a <> b};
atom_infinite : forall (S : aset), { a : atom | ~ Imna S }
.

Figura 2.10: Atomos.

Definicao 2.4.3. O conjunto de termos em uma assinatura nominal X, com suas re-
spectivas aridades, onde t : o indica que t tem aridade o, € definido por:

(i) Se a € A, é um dtomo de sort a, entao a : a é um termo;

(ii)) Se K : 0 — s pertence a X¢ et : o é um termo, entao Kt : s também é um termo;
(11i) O termo () : 1 é o unico termo de aridade unitdria;

(z'v) Se ty: o1 ety: oy sao termos, entao <t1,t2) 101 % 09 também € um termo;

(v) Sea €A, et:o éum termo, entio <a>t :<Ka>o também é um termo.

Denotam-se Ar(X) o conjunto de todas as aridades sobre a assinatura >, T(X) o

conjunto de todos os termos sobre ¥, e ar € T(X) — Ar(X) a funcao de designagao

de um termo ¢ para uma Unica aridade o. Para cada o € Ar(X), denota-se T(X), o
subconjunto {t € T(X) |ar(t) = o}, de termos de aridade o.

Exemplo 2.4.4. O exemplo cldssico de uma assinatura nominal € a defini¢ao da gramdtica
do cdlculo \:

Ezemplificando:

A constante o € reresentada por D;

A wvaridvel x € representada por Vx;

(ab) € represntado por A{a,b);

Az.(xy) € representado por L <x> AV, Vy);
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sorts de atomos | sorts de dados | construtores
v t D:t
Viv—t
A:txt —t
L. <v>t — ¢t

Figura 2.11: Assinatura nominal do cdlculo .

e \xz.((zy)2)) € representado por L <a>> (L <z> A(A(Vx,Vy),Vz)).

Os termos sobre a assinatura X sao justamente as arvores de sintaxe abstrata deter-
minadas sobre a assinatura ordinaria (considerada na totalidade dos termos, e nao nas
classes de a-equivaléncia) associada a 3, os quais os sorts sdo as aridades de X, os constru-
tores sao aqueles de X, somados a construtores para a unidade, pares e ligacoes de a&tomos,
além dos proprios atomos considerados como constantes particulares. Consequentemente
pode-se utilizar recursao ordinaria estrutural para se definir fun¢ées do conjunto T(X)
para X; e também é possivel fazer uso de inducao ordinaria estrutural para se provar
propriedades sobre esse termos.

Ainda nao foi considerado o fato de que, termos do tipo <a>>t devem ser identificados
a menos de renomeamentos do atomo a. Dada uma assinatura nominal 3, a relacao de
a-equivaléncia, t =, t' : o (onde 0 € Ar(X) e t,t' € T(X),) faz tais identificacoes, e é
indutivamente definida pelas seguintes regras.

Definigao 2.4.5 (Defini¢io de a-equivaléncia em uma assinatura nominal). Em uma
assinatura nominal X a relagao de a-equivaléncia entre termos € definida por:

a€dy, ach, (= 2>(K:U—>SEZC) t=,t:0
a=,0a:a S Kt=, Kt :s

(Za ~1)

tlzat,liUl tgzat/2§0'2

() =a ()1 (t1,t2) =q (t],15) : 01 % 09

aceY, ad,de€h, d¢am((atd,t)) t{a:=d'}=,t{d:=d"}:0
La>t =, <La>t <Ka>0

(=a -3) (=a 4)

(:a '5>

Figura 2.12: a-equivaléncia.

Na regra (=, .5), atm(t) indica o conjunto finito de 4tomos que ocorre em t; e t{a :=
a'} indica o termo resultante apds a substituicdo de todas as ocorréncias de a em ¢ por
a’ (assumindo que ambos sao do mesmo sort). Essas duas operagoes podem ser definidas
através de recursao ordinéria estrutural.

Definicao 2.4.6 (Fungoes: Conjunto de Atomos e Substitui¢ao). Dado um termo, as
sequintes fungoes conjunto de dtomos e substitui¢cdo (sem prevencio de captura de
varidveis), podem ser definidas através de recursao ordindria, respectivamente por:
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Q) atm(a) = {a}

(17) atm(Kt) = atm(t)

(1) atm({)) = 0

(1v) atm((t1,t2)) = atm(ty) Uatm(ts)
(v) atm(<a>t) = {a}Uatm(t)

. a se d'=a
i) a{a:=d} = { O se d'4a

(

(17) (Kt){a:=d'} = K(t{a:=d'})

(i) (Ha:=d} = ()

(1v) (t1,to){a:=d'} = (t1{a:=d'}, t2{a :=d'})
(v) (gad"™>t){a:=d} = <d{a:=d}>t{a:=d}

Figura 2.13: Funcées recursivas: Conjunto de Atomos e Substituicdo.

O ingrediente crucial na formulacao da inducao e recursao estrutural, para a-termos
sobre uma assinatura nominal, é conceito de suporte finito. Ele fornece uma maneira
elegante, baseada em agoes de permutacoes, de se expressar o fato que um dado dtomo a
é fresh (novo) para um objeto matematico. Isso permite caracterizar nao somente atomos
novos para termos, o que coincide com a definicao do conjunto de variaveis que nao
ocorrem livres no termo, mas também definir o significado de 4tomo novo para objetos
de tipo funcional. Entao, consideremos o seguinte conjunto de afirmacoes:

(i)

Seja Perm o conjunto de todas as permutagoes (finitas) de dtomos, cujos elementos
sao, por definigao, bije¢oes m : A <> A tais, que o conjunto {a € A|w(a) # a} é
finito e sort(m(a)) = sort(a);

A operagao de composicao de permutagoes o € (Perm x Perm — Perm) é definida
por : (mon’)(a):=n(7'(a));

(Perm,o) é um grupo de permutagoes, onde ¢ denota a permutagao identidade e

7! representa o inverso de 7;

Dentre os elementos de Perm destacam-se as transposigoes (ou swapps) (aa’), que
nada mais sao que um mapeamento de a para a’ e de o’ para a, fixando os todos os
demais atomos;

E um fato basico de teoria de grupos, que qualquer 7 € Perm é igual a composicao
de numero finito de transposi¢oes, assim uma permutacao pode ser representada
por uma lista finita de transposi¢oes. Por exemplo: se a,a’,b, V', c,d € A entao
[(ad),(bb),(cc)] é um elemento de Perm.
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Definigao 2.4.7 (Agao de Permutagoes). Uma agdo de Perm no conjunto X € um fung¢ao
pertencente a (Perm x X — X)), cujo efeito sobre (w,x) € Perm x X é denotado por
m.x, onde sao observadas as sequintes propriedades, para todo v € X e w, 7’ € Perm:

(i) t.x =x

(i1) m.(r'.x) = (mon).x

Definition swapa (s : atom A * atom A) (c : atom A) :=
let (a, b) := s in
if atom_eqdec _ a c then b

else if atom_eqdec _ b c then a
else c.

Record SwapT (A : AtomT) (X : Set) : Set := mkSwap {
swap : (A *x A) -> X -> X;
swap same : forall a x, swap (a, a) x = x;
swap invol : forall a b x, swap (a, b) (swap (a, b) x) = x;
swap distrib : forall a b ¢ d x,
swap (a, b) (swap (c, d) x) =
swap (swapa A (a, b) c, swapa A (a, b) d) (swap (a, b) x) }.

Figura 2.14: Transposi¢oes ou Swaps.

Record PsetT (A : AtomT) (X : Set) : Set := mkPset {
perm : permt A -> X -> X;

perm_id : forall x, perm [] x = x;
perm_compose : forall p q x, perm (p :++ q) x = perm p (perm q Xx)
.

Figura 2.15: Acoes de permutagoes.

Em [23] agoes de permutagoes (Figura 2.15) sao definidas pelo Record PsetT. Swaps
sao definidos primeiro para atomos, como uma funcao que recebe um par ordenado de
elementos e um terceiro elemento a ser trocado. Se o terceiro elemento for igual a qualquer
um dos outros dois, no par, entao ele sera trocado, caso contrario nada é realizado. A acao
de um swap sobre um objeto qualquer do tipo Set é definida através do Record SwapT.

Defini¢ao 2.4.8 (Suporte e Conjunto Nominal). Dada uma a¢ao de Perm, um conjunto
X, e um elemento x € X:
(i) Sendo A C A um conjunto de dtomos, entao se para todo a,a’ ¢ A de mesmo sort

em=[(ad)] € Perm, tem-se m.x = x, entao A é denominado um suporte de x;

(i) Se A ¢é suporte de x, e além disso ele é um conjunto finito, entio ele recebe o nome
de suporte finito de x;

(i1i) X € um conjunto mnominal se todo elemento x possui um suporte finito;
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(iv) Se x possui suporte finito, entdo o menor suporte finito de x é denotado por
suppx(x), onde X pode ser omitido se ele for claro no contezto.

Demonstragao. No item (iv) dessa definigdo, consideramos a existéncia do um min-
imo nimero de elementos para o conjunto suporte, e de fato necessitamos provar a
existéncia desse minimo. Se A é o unico suporte finito de x entdo, por definicao,
ele serd o menor suporte finito de . Mas se x tem mais de um suporte finito,
digamos A; e As, podemos verificar que A; N Ay também é um suporte finito de .
Suponhamos a, a’ &tomos de mesmo sort nao pertencentes a A; N As; entao devemos
provar que (ad’).x = z. O caso trivial ocorre quando a = &’ (pois (aa’) = ¢); No
caso em que a # a’, consideremos um outro atomo a” de mesmo sort de a e a’, ndo
pertencente ao conjunto finito A; U As U{a,d’'}, entao (aad’) = (aa”)o(a’a”)o(aa")

é a uma composi¢ao de transposi¢oes tal que ela fixa = (dado que para cada um
desses trés pares de atomos, ambos elementos de cada par nao estao em A; ou nao
estao em As), logo (aa’) também fixa x conforme se desejava demonstrar. Entao
segue imediatamente da propriedade de intersecao de conjuntos, que se um elemento
x € X possui um suporte finito, ele possui também um menor suporte finito. O

Variable A : AtomT.
Variable X : Set.
Variable P : PsetT A X.

Definition supports (F : aset A) (x : X) :=
forall ab, “ InaF ->" Inb F -> perm P [(a, b)] x = x.

Figura 2.16: Conjunto Suporte.

Dado um elemento de um conjunto nominal, na maioria do tempo o interesse nao é
saber qual o seu suporte, mas qual é conjunto (infinito) de dtomos que nao contém seu
suporte. Em [23] o predicado fresh é definido conforme exibe a Figura 2.17.

Defini¢ao 2.4.9 (Fresh). Se x € X ey € Y sao elementos de conjuntos nominais e
suppx (z) Nsuppy (y) = 0, entao € dito que x € fresh (novo) paray, o que é denotado por
x .

Definition freshP (a : A) (x : X) :=
exists F : aset A, In a F A supports P F x.

Figura 2.17: Predicado Fresh.

A Definicao 2.4.9 é bastante abrangente, pois dados quaisquer dois elementos de con-
juntos nominais, é possivel conceber se um é ou nao novo para o outro. Basta verificar ser
intersecao de seus menores suportes é vazia. O Predicado freshP em Coq é mais restrito.
Ele permite caracterizar somente o fato de um dtomo ser novo ou nao para um elemento
de um conjunto nominal.
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Enunciaremos o seguinte lema sem demonstra-lo, para maiores detalhes recomendamos
a leitura de [24].

Lema 2.4.10 (Freshness). Sejam X, Y e Z trés conjuntos nominais. Para todo x €
XyeY, feY = Z me Perm e dtomos a,a’ € A de mesmo sort:

(i) 7.((ad").x) = (w(a) 7(a’)).(7.2);
(i) v#y = moH#my;
(ii)) c# [ exd#y=a#(fy)

Se X e Y sao conjuntos nominais, entao é possivel obter uma acao de permutagoes
de atomos sobre o conjunto X — Y, de todas as fungoes de X para Y, de modo que se
f € X — Y, entao 7. f é igual o mapeamento de cada z € X para 7.(f(7 '.x)) € Y. Essa
definicao é equivalente a ao fato da aplicacao de funcoes ser respeitada por permutacoes
de atomos:

m.(f(2)) = (7.f)(m.x) (2.1)

Infelizmente, mesmo no caso de X e Y serem conjuntos nominais, nao ha garantia de
que toda f € X — Y possua um suporte finito. Por exemplo, se X =N e Y = A, entao
dado que o conjunto A de dtomos é contavel, ha funcoes sobrejetivas de N em A; més nao
é dificil de ver que, nesse caso toda f € N — A deverd ter uma imagem finita para que
seu suporte seja também finito.

Todavia, se f tem um suporte finito A, entao 7.f é suportada por {m(a)|a € A} (tal
fato segue do Lema 2.4.10). Entao o conjunto:

X = Y ={f e X —=Y|3JAfinito CA, A ésuporte de f}

de funcoes com suporte finito de X para Y, é fechado sobre a acao de permutacoes de
atomos e portanto ¢ um conjunto nominal.

Uma outra maneira de formar conjuntos nominais é considerar conjuntos quocientes.
Se ~ é uma relacao de equivaléncia em um conjunto nominal X, entao tal como ~, é
subconjunto nominal de X x X o usual conjunto X/. de classes de equivaléncia possui
uma agao de permutac¢ao atomos, dada por w.[z] = [r.z]. Mais adiante, uma classe de
equivaléncia possuira o suporte igual a qualquer representante da classe. Entao X/ sera
um conjunto nominal. O conjunto nominal T, (X), de a-termos (de aridade o sobre uma
assinatura nominal ) do conjunto nominal T(X),, é um exemplo dessa construgao.

Essas classes de a-equivaléncia [t], de termos t : o, tém propriedades elementares,
devido a propria defini¢ao relagdo =, (2.4.5), e assim é possivel introduzir uma notagao
mais proxima da notacao informal para as classes de a-equivaléncia, conforme segue:

(i) Atomos: Sea € ¥y e e € To(X)a, entdo ha um tnico a € A, tal que e = [a],. Nesse
caso, escreve-se somente a;

23



(i) a-termos construidos: Ses € Ypee € T,o(X)s, entao ha um tnico (K : 0 — s) € 3¢
e e € Ty(X),, tal que existe t' com € = [t'], e e = [Kt'],, nesse caso escreve-se
somente Ke';

(iii) Unidade: T,(X); contém uma tnica classe de equivaléncia, [( )], a qual é denotada

por ();
(iv) Pares: Se 01,09 € Ar(X) e e € To(X)0,40,, €ntao ha um unico e; € Ty(X),,, para
i = 1,2, tal que existe t; com e; = [t;]o (i = 1,2) e e = [{t1,12)]a. Nesse caso,

escreve-se somente (e, €2);

(v) Ligagoes de dtomos : Se a € ¥y, 0 € Ar(X) e e € To(X)<aso, entao para cada
a € A, com a#e ha um tnico ¢ € T,(X), tal que existe ¢’ com ¢ = [t'], e
e = [«a> t'],. Nesse caso escreve-se a.e'.

Nesse ponto, temos a descricao dos principais fundamentos da abordagem nominal,
com a construcao de um conjunto quociente, moédulo uma relacao de a-equivaléncia,
alcancando uma definicao precisa para os termos com ocorréncias de variaveis ligadas.
Mais além, nas Secgoes 3 e 4.2, forneceremos exemplos de aplicacoes de tais conceitos,
no estabelecimento dos principios de inducao e recursao a-estrutural, para as respectivas
gramaticas dos calculos A e \ex.
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Capitulo 3

O Calculo A\

O Calculo A [8] é um sistema de reescrita de termos, que foi originalmente desenvolvido por
Alonzo Church [9] na década de 30. Inicialmente Church trabalhava em uma teoria que
envolvia funcgoes e logica, objetivando uma fundamentagao teorica para tais conceitos, mas
na totalidade o sistema desenvolvido continha inconsisténcias, tal como foi demonstrado
por Kleene e Rosser em |31|. Assim o subsistema formado somente pela parte da teoria
de fungdes, cuja a consisténcia foi demonstrada por Church [32], se tornou um modelo
eficiente. O curioso é que, de acordo com Russell [33], a nomenclatura "Céalculo A\” surgiu
devido a um erro tipografico na publicacao do trabalho de Church, que pretendia utilizar
a notacao z.2x + 1, para denotar uma funcao de z cujo corpo era 2z + 1. No entanto os
recursos tipograficos da época induziram o posicionamento do simbolo " nao em cima
da letra z, mas a sua esquerda, o que resultou em "“z.2x + 1. Depois em uma outra
publicacao apareceu Ax.2x + 1, e assim o nome Céalculo A acabou por se difundir como a
nomenclatura oficial do sistema de Church.

a=z|(aa)|(Ar.a) (3.1)

A definicao acima que representar que, um termo a poderd ser uma variavel; uma
aplicacao de termos; ou uma abstracao de um termo por uma varidvel. A gramatica do
célculo A é baseada portanto em duas operacoes: aplicagio (ab); e abstra¢ao (Ax.a), a
qual representa a funcao de variavel z e corpo a. Se a € um termo construido a partir da
gramatica do calculo A\, entao é notacionado que a € A.

Abstragoes sucessivas sao associadas a direita, isto é, Axq. - - - Azrg.a = (Azy. - - - (Azg.q))
que é abreviado por Azx;...xx.a; enquanto que aplicacoes sucessivas sao associadas a es-
querda: a; as az...a, = (...((a1 a2) az)...a,). Porexemplo, ((y u) z) ((x u) (w v))
é escrito como (yuxr (zu (w v))).
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Variable tmvar : Set

Inductive tm : Set :=

| var : tmvar -> tm

| app : tm -> tm -> tm

| lam : tmvar -> tm -> tm.

Uma definicao da gramatica do calculo A em Coq, é dada acima. Mas esse tipo de
defini¢ao tem um problema bem conhecido. Os construtores de uma declaragao Inductive
sdo sempre injetivos por defini¢do, no entanto no caso do construtor abstragao (lam) isso
nao deveria ser verdade, se quisermos incluir a relacao de a-equivaléncia na relacao de
igualdade ("=") pré-construida no Coq, pois: Az.a = Ay.b - x = yAa = b. A solugao dada
por [23], é justamente a especificacao do calculo A via uma abordagem nominal, a qual
nés apresentamos na Se¢ao 3.1. As funcoes recursivas de varidveis livres e comprimento
de um termo podem ser obtidas através dos principios de recursao ordinaria (que nao
necessitam considerar a relagdo de a-equivaléncia entre termos).

O abstrator Az do termo (Az.a) liga todas as ocorréncias da variavel z em a, e qualquer
outra variavel que nao esté ligada por nenhum outro abstrator em a, é denominada variavel
livre” do termo (Az.a). Entao, por exemplo y ocorre livre em Az.(y x), e x ocorre ligado
no termo.

Defini¢ao 3.0.11 (Conjunto de variaveis livres de um termo a € A). Definimos o con-
junto das varidveis livres de a € A, denotado por fv(a), recursivamente por:

(i) tv(z) == {=}
(i1) tv(ab) = fv(a)U fv(b)
(1i1) fv(Az.a) := fv(a) \ {z}
Definig¢ao 3.0.12 (Comprimento de um termo a € A). A fun¢ao comprimento L de um
termo a € A, € definida recursivamente por:
(i) Se a =z, entao L(a) = 0;
(i1) Se a = (apay), entao L(a) = L(ag) + L(ay) + 1;
(iii) Se a = \x.ag, entdao L(a) = L(ag) + 1.

O sistema de reescrita do calculo A é composto de uma tnica regra de reescrita, que
chamada (3 e é dada por:

Definicao 3.0.13 (Regra ). (Azr.a)b —5 a{z/b}
a{z/b} representa o termo resultante da substitui¢do simultanea de todas as ocorrén-
cias livres de x em a por b. Essa operacao ¢ definida separadamente, através de uma

fungao recursiva. Dada a defini¢do da gramatica do calculo (Secao 3.1) e de tal fungao
recursiva (Secao 3.2), é possivel definir a regra f em Coq, conforme a Figura 3.1. Essa
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declaragao indutiva afirma que rule_beta ¢ uma relacao binaria entre termos, pois tem
tipo tm -> tm -> Prop, e além disso ela relaciona um a aplicacao de uma abstragao
por um termo ((& x, s) ! t)) a uma meta-substituicdo (s™{x := t}). Estamos uti-
lizando aqui uma notacao criada nos arquivos da especificacao, para denotar aplicacoes
((ab) := (a! b)), abstracoes (Az.a := & x, a) e a meta-substitui¢do (a{z/b} ={x :=
b}) e que acreditamos facilitar o entendimento das declaragoes. Para a propria regra [

criamos a notacao: a ->_Beta b := rule_beta a b.
Inductive rule_beta : tm -> tm -> Prop :=
reg_rule_beta : forall (s t : tm)(x : tmvar),

rule_beta ((& x, s) ! t) (s™{x := t}).

Figura 3.1: Definicao da regra [3.

Definigao 3.0.14 (Meta-substituigdo para A-termos). Sendo a,b € A e x,y varidveis
distintas, a meta-substituicao a{x/b} é definida recursivamente por:

(i) x{x/b} :=b
(i) y{z/b} ==y, sex #y
(iii) (tv){z/b} := ({z/b}) (v{z/b})
(iv) Ay-t){z/b} = Ayt{x/b}, sex #y ey ¢ fv(b)

A restrigao "z # y e y ¢ fv(b)” no item (iv) busca evitar um problema chamado colisao
entre varidveis livres e ligadas de um termo. Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.0.15. O termo A\y.x representa uma func¢ao constante onde o corpo T nao
tem nenhuma relagao com o pardmetro y; aplicando a substituicao {x/y} a este termo
de forma “ingénua” (sem observar as restrigoes) obtém-se \y.y, que € a representacdao da
funcao identidade, e portanto o termo obtido tem semdantica distinta de \y.x, o que seria
uma inconsisténcia do sistema.

3.1 Classes de a-equivaléncia (A/_,)

De fato, a funcao da defini¢ao 3.0.14 nao esta definida para todo ¢ € A, pois as condi¢oes
do item (iv) restringem também a propagagao da recursao dentro do termo (Ay.t). A
solucao dada, é primeiramente definir uma relagao a-equivaléncia, onde qualquer termo
(Az.t") é a-equivalente a (\y.t) (fato denotado por Az.t’ =, Ay.t) desde que z ja ndo ocorra
livre em ¢ e ¢’ seja igual a termo ¢, com o renomeamento de todas as ocorréncias livres de y
por z. Entao por exemplo: Az.x(zz) =, A\y.y(zy). Barendregt [8] abordou essa questao,
propondo uma condicao de higiene para os termos: "Os nomes utilizados para varidveis
livres deverao ser sempre distintos dos nomes dados para varidveis ligadas em um termo”.
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No entanto essa condi¢ao nao dispensa o uso da relacao de a-equivaléncia. Consideram-
se entao fungoes recursivas nao sobre A, mas nas classes de equivaléncia formadas pela
relagao «, isto é, o conjunto A/__.

Deve-se lembrar que como (Az.a) representa uma fungao, cuja variavel é z, logo seu
renomeamento nao deve gerar nenhum prejuizo de significado.

fR—=R {f:]R—>R

Exemplo 3.1.1. { flz) = fy) =y

A abordagem nominal da secao 2.4, pode ser aplicada ao calculo A, comforme exibido
no Eexemplo 2.4.4, permitindo a formalizacao dos principios de inducao e recursao sobre
o conjunto quociente A/__. O construtor D dessa assinatura representa uma constante,
a qual sera chamada dot (e). Ja V, A e L sao os respectivos construtores de varidvel,
aplicacao e abstragao. Nesse contexto, a relagao de a-equivaléncia entre os termos é dada
por:

CLEAV
Va=,Va

Uu=qt' :t & v=,7":1t

Alu,v) =4 Alu',0') : t

(=a.V) (=a -A)

a,a’;ad" € Ay a" ¢{la}Utv(t)U{d}Utv(t) (aad")u=, (a’a")u :t
L<a>u=,L<a>u:t

Figura 3.2: a-equivaléncia no cdlculo .

Em [23] a defini¢do da gramatica do calculo A inicia por assumir que as variaveis ligadas
de um termo deverao ser designadas por indices e as variaveis livres por nomes. Esse tipo
de formalizagao é conhecida como locally nameless representation |34, 35], e originalmente
surge em implementagoes para o assistente de prova Isabelle/HOL |4|. Nomes sdo definidos
pela estrutura atomica conforme mostrado na Figura 2.10.

A definicao indutiva Phi cria uma classe de termos através da qual sera derivado um
subconjunto de termos bem formados. De um modo geral, dado um termo ¢, seu tipo é Phi
n se o maior indice de uma variavel pendurada que ocorre nele, é menor que n. Entende-se
por variavel pendurada de indice n, uma variavel do tipo pbound n que ocorre em um
posi¢ao livre no termo. Nao é dificil de se verificar que V(n : nat),Phin C Phi (n + 1).

Assim, defini-se o conjunto de termos bem formados (tm) como sendo Phi 0, o que é
exibido na Figura 3.5. Os construtores do célculo sao entao identificados pelas subestru-
turas de Phi que tem tipo Phi 0.

Exemplo 3.1.2. Alguns exemplos de termos definidos em Phi, sao dados por:

(i) dot € PhiO;
(i) x € PhiO;
(iii) (A0) € PhiO;
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(iv) 0 € Phil
(v) (A0)(1x)) € Phi 2;

Figura 3.3: Inclusao progressiva dos conjuntos Phi n.

No caso da ocorréncia de de variaveis ligadas, é necessario que se defina uma funcao
recursiva sobre a estrutura de Phi, a qual substitui a ocorréncia de uma variavel livre em
um termo t de tipo Phi n, pelo indice n, resultando em um termo de tipo (n + 1). A
funcao que realiza essa tarefa é chamada abs. E ela aparece no construtor lam realizando
tarefa de realizar a ligacao de um dado nome de variavel a um termo.

Inductive Phi : nat -> Set :=
pdot : forall (n : nat), Phin
pfree : forall (n : nat), tmvar -> Phi n

papp : forall (n : nat), Phi n -> Phi n -> Phi n

|

|

| pbound : forall (n i : nat), i <n ->Phin
|

| plam : forall (n : mnat), Phi (S n) -> Phi n.

Figura 3.4: Conjunto Phi.

Definition tm : Set := Phi O.

Definition dot : tm := pdot O.

Definition var (a : tmvar) : tm := pfree 0 a.

Definition app (s t : tm) : tm:= papp O s t.

Definition lam (x : tmvar) (b : tm) : tm := plam O (abs x b).

Figura 3.5: Termos bem formados e construtores do cdlculo \.

Os principios de inducao e recursao ordinéria estrutural sobre termos, isto é, nao con-
siderando as classes a-equivaléncia, podem ser obtidos em alguns casos, somente fazendo
uso estrutura indutiva de Phi, automaticamente gerada pelo Coq. Esse é o caso, por
exemplo, das construgoes de fungoes recursivas para conjunto de variaveis livres e para o
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comprimento de um termo. O principio indugao ordinaria de Phi, e a definicao da funcao
abs, permitem que se demonstre o teorema da a-equivaléncia entre termos.

A declaracao da Figura 3.6 exibe um teorema de a-equivaléncia, para o tnico con-
strutor que tem variavel ligada no calculo A, a abstracdo. Em notacao matematica o
enunciado do teorema se resume a: Vab € Ay, Vs : t, b ¢ fv(s) = Aa.s =, Ab.(ab)s.

Theorem eq_lam :
forall a b s,
~ In b (fvar s) ->
& a, s = & b, (perm tmP [(a, b)] s).

Figura 3.6: Teorema de a-equivaléncia para o construtor abstrac¢ao.

3.2 Recursao e inducao a-estrutural

Seja ¥ a assinatura nominal da Figura 2.11. Entao T(X); é o conjunto de A-termos A e
T.(2)s é o conjunto quociente A/__ . Podemos entdo utilizar a notagdo para estruturas
com uma relacao de a-equivaléncia definida, exibida ao final da Secao 2.4. Apresentamos
entao, no contexto do calculo A, os teoremas de inducao e recursao a-estrutural, ao lado
das declaragoes correspondentes ao codigo da especificacao em Coq.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Indugio a-estrutural para o calculo \). Dado um subcon-
gunto S C To(X)s, para provar que S = To(X)s, € suficiente mostrar que:
(i) D€ S;
(i) Ya € Ay, VaeS;
(iii) Yeiex € S, Aley, e3) € S;
(iv) 3F finito C Ay, Vae, a ¢ F = Lae€S.

Theorem tm_induction :

forall (P : tm -> Type) (F : aset tmvar),

(P dot) ->

(forall a, P (var a)) ->

(forall s, Ps -> forall t, Pt ->P (s ! t)) ->
(forall a, ~ In a F -> forall s, Ps ->P (& a, s)) >
forall x : tm, P x.

Figura 3.7: Teorema de inducao a-estrutural para o Cadlculo \.
No Teorema 3.2.2 as condigoes sao: primeiro o fornecimento de funcgoes particulares,
isto é, indexadas pelos construtores, todas das quais com um suporte finito F; e além

disso uma condi¢ao finita para ligagoes (FCB), a qual exige que sempre exista um a € Ay,
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tal que a ¢ F eV, a# fr(a,x). A afirmagao realizada é de que, existe uma tnica familia
de fungoes (modulo equivaléncia extencional), tal que essa familia tem comportamento de
uma fungao recursiva sobre A/_ .

Teorema 3.2.2 (Teorema de Recursdo a-estrutural para o calculo ). Suponhamos que
sao dados um conjunto nominal X e funcoes:

fpeX
fvEAv—hvsX
fae X x X =5 X
fLGAVXX—McSX

Variables (R : Set) (RP : PsetT tmvar R).
Variable (f_dot : R).

Variable (f_var : tmvar -> R).

Variable (f_app : tm -> R -> tm -> R -> R).
Variable (f_lam : tmvar -> tm -> R -> R).

Figura 3.8: Funcgoes indexadas pelos construturas do Calculo \.

Todas as quais com um suporte finito de dtomos F. E além disso a sequinte condi¢ao
¢ satisfeita:

Ja€ Ay, a¢ F & Ve e X, a# fr(a,z).

Variable (fcb_lam : exists b,
“ In b F A forall x y, freshP RP b (f_lam b x y)).

Figura 3.9: Condi¢ao FCB para o construtor abstragao.

Entao existe uma unica familia de funcoes, de suporte finito F (f e A, = X)
satisfazendo:

(Z) f(D) = fp;

(i) f(Va) = fva;
(iii) f(A (e1, €2)) = fa (feh fez):'
(iv) a ¢ F= f(Lae)= fra.(fe).

Theorem tm_rec_dot : tm_rec dot = f_dot.
Theorem tm_rec_var : forall a, tm_rec (var a) = f_var a.
Theorem tm_rec_app : forall s t,

tm_rec (s ! t) = f_app s (tm_rec s) t (tm_rec t).
Theorem tm_rec_lam : forall a s,

“ InaF ->tm_rec (& a, s) = f_lam a s (tm_rec s).
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Concluimos aqui, uma descricao da especificacao de [23], do calculo A, via uma assi-
natura nominal. O passo seguinte serda a construcao de uma fungao recursiva, a meta-
substituicao, utilizando o Teorema 3.2.2. Esse trabalho foi desenvolvido em Coq, também
por Aydemir et al em |23].

3.3 A operagao de meta-substitui¢ao definida sobre A/_

A aplicagdo do Teorema 3.2.2 na construcao da operacao de meta-substitui¢ao, tem como
resultado a definicao exibida logo abaixo. Essa declaracao fornece as fungoes indexadas
para cada um dos construtores do calculo, sendo que a ultima linha da definicao afirma
qual sera o conjunto F' := addy (fvar s), suporte de todas as fun¢oes. Os enunciados dos
lemas que retratam esse fato sao dados logo abaixo da definicao.

Section Meta_substitution.

Variable y : tmvar.
Variable s : tm.
Definition meta_subst : tm -> tm :=
tm_rec tm
dot
(fun x => if atom_eqdec tmvar x y then s else (var x))
(fun s 8?7 t t’> => 8’ ! t?)

(fun x t t> => & x, t7)
(add y (fvar s)).

Lemma meta_subst_supp_dot
supports tmP (add y (fvar s)) dot.

Lemma meta_subst_supp_var :
supports (tmvarP 2> tmP) (add y (fvar s))
(fun x : tmvar => if atom_eqdec tmvar x y then s else var x).

Lemma meta_subst_supp_app :

supports (tmP 2> tmP 2> tmP 2> tmP 2> tmP)

(add y (fvar s)) (fun _ s’ _ t’> : tm=>s’ ! t’).
Lemma meta_subst_supp_lam :

supports (tmvarP 2> tmP 2> tmP 2> tmP)

(add y (fvar s))

(fun (x : tmvar) (_ t’ : tm) => & x, t?).

E possivel entao concluir que a funcao meta_subst tem de fato, o comportamento
desejado, ou seja, verifica-se a sequéncia de afirmacoes abaixo, quem descrevem que para
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cada construtor havera a propagacao da funcao de forma recursiva, sendo que no caso do
construtor abstracao a variavel ligada nao poderd pertencer a conjunto F'. E por fim o
conjunto F' é demonstrado ser também o suporte de meta_subst.

Theorem meta_subst_dot : meta_subst dot = dot.
Theorem meta_subst_var_eq : meta_subst (var y) = s.

Theorem meta_subst_var_neq : forall x, x <>y ->
meta_subst (var x) = (var x).

Theorem meta_subst_app :
forall q r, meta_subst (q ! r) = (meta_subst q) ! (meta_subst r).

Theorem meta_subst_lam :
forall x t, x <>y -> "~ In x (fvar s) ->
meta_subst (& x, t) = & x, (meta_subst t).

Theorem supports_meta_subst
supports (tmP 2> tmP) (add y (fvar s)) meta_subst.

3.4 O conjunto SNy

A obtengdo de um conjunto de regras indutivas para defini¢do do conjunto SN g, é algo
que possibilita a demonstracao de propriedades de normalizacao para o proprio calculo A.
A demonstragao da PSN para o calculo Aex, utiliza também uma caracterizacao indutiva
para o conjunto SA yex.

Iniciamos com alguns exemplos de reducoes no calculo A, que sao dadas a seguir.

(Ay.(Arzy)a)b —5 (Ay.(zy)dz/a})b = (Ay.(ay))b
(A\y-lay)b —5 (ay){y/b} = (ab)

Exemplo 3.4.2. (A\z.(z z)) (Az.(z x)) =5 (Az.(z z)) (A\z.(z x)).

Exemplo 3.4.1.

Esse ultimo exemplo mostra que o calculo A nao é terminante, dado que
(Ax.(z z)) (Az.(x x)) reduz para si mesmo. Tal processo pode ser repetido indefinida-
mente, gerando assim um caminho de redugao de comprimento oo.

O processo de reducao de um termo nao é tinico, no Exemplo 3.4.1 havia duas possi-
bilidades para aplicacao da regra (3, na raiz do termo ou no seu interior. Essas escolhas
podem seguir uma logica, ou podem vir de maneira aleatoria. Quando é adotado um
procedimento de escolha para qual parte o termo deveré ser primeiramente reduzida, esse
processo ¢ chamado de Estratégia de Redugao [18].

Uma estratégia de reducao do calculo A pode ser entao classificada como:
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(1)

(ii)

(i)

(iv)

mazimal, se ela computa para um termo, o maior caminho de reducgao até uma forma
normal, caso ela exista; senao ela retorna um caminho de reducao de comprimento
05
minimal, se ela computa para um termo, o menor caminho de reducao até uma forma
normal, caso ela exista; senao ela retorna um caminho de reducao de comprimento
Qs
perpétua, se ela computa para um termo, um caminho de redugao de comprimento
o0, caso ele exista; senao ela retorna algum caminho de reducao de comprimento
n € N até uma forma normal, e;

normalizante, se ela computa para um termo, um caminho de redugao comprimento
n € N até uma forma normal, se ela existe; senao ela retorna um caminho de reducao
de comprimento oo.

Os seguintes lemas sao tuteis para se demonstracao de que uma dada estratégia de
reducao é perpétua no célculo A\, permite encontrar uma definicao indutiva para o conjunto

SNs.

Lema 3.4.3 (Lema Fundamental da Perpetualidade). Assumindo que a; € SNz sempre
que x & fv(ag), entao para todo n > 1* :

ap{z/a1} as...a, € SNg = (A\x.ag) ay...a, € SN

Demonstragao. Seja ag{z/a1} as...a, € SNg. Entdo ag,as,...,a, € SNg. Se x ¢ fv(ap),
entdo, por hipotese, a; € SNz. Se z € fv(ag), entdo a; ocorre em alguma posic¢ao do
termo ap{x/ai} as...a,, e portanto a; € SNz Se (Ar.ap) a;...a, ¢ SN, entdo qualquer
reducao pertencente a um caminho infinito, deve ser da forma:

(A\z.ag) ag...an —ps (Mx.a})dl...a,

—5 ap{x/d}} db...a),
L

E dado que, Vad bb':

agd &bSsb = a{x/by Spd{x/b}

Entao ha um caminho infinito de reducao dado por :

ap{z/ar} ag...an 5 ap{z/a,}dl..d,
B

Contradizendo o fato de que ao{x/a1} as...a, € SNs.

Yn=1)= (ap{z/a1} as...a, = ao{x/a1})
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Corolario 3.4.4. Se a; € SN, entdo para todo n > 1:

ap{z/a1} as...a, € SN g = (A\x.ap) ay...a, € SN

Demonstracao. Aplicacao direta do Lema 3.4.3.

Lema 3.4.5 (Caracterizagiao Indutiva de SNg). Seja X definido indutivamente por:

i) ay,....an € X = vay..a, € X;
m)an:>)\xa€X
iii) a1 € X e ao{x/al}az ap € X = (Ar.ag) as...a, € X;

Entao SN g =

Demonstracdo. E necessario demonstrar a dupla inclusio SNz C X eX CSN.
(a € SN = a € X) pode ser demonstrada niao somente pelas possiveis deriva¢oes de a
em SN g, mas através da indugdo lexicografica no par (Iz(a), L(a)):

1. a=xby..b,. Entdo by, ...,b, € SNg. E por hipotese de indugao by, ..., b, € X, logo

a€ X.
2. a = Az.b. Demonstracao é analoga ao caso anterior.
3. a = (Ax.bg) by...b,. Entdo by € SNg, bo{x/b1} bs...b,, € SN, logo por hipotese de

indugao, by € X e bo{x/b1} by...b,, € X, entao a € X.

Para (a € X = a € SNj) a demostragao é realizada de indugao na estrutura de X:
1. a=xby..b,. Entdo by,...,b, € X. E por hipotese de indugao by, ..., b, € SNz, logo
a €SN

2. a=A\r. g Demonstra ao é analoga a0 caso anterior.
3. a = (Ax.by)by... ntao by € X, bo{x/b1}bs...b, € X, logo por hipotese de

inducao, b, € SNg e bo{x/b1} by...b, 6 SN, entdo a € 8/\/',3.
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Capitulo 4

Calculos de substituicoes explicitas

No calculo A, o processo de avaliacao é modelado pela S-reducao e a troca de parametros
formais, por seus correspondentes argumentos é modelada pela substituicao. Enquanto
que a substituicao no calculo A é uma operacao em um meta-nivel, descrita fora da
gramatica do calculo, em calculos de substituicoes explicitas este processo é internalizado
e manipulado por simbolos e regras de reducao, dentro da propria sintaxe do sistema,
objetivando fornecer um formalismo adequado e mais proximo das implementacoes reais.

Calculos de substituicoes explicitas, tem aplicagoes em diferentes areas da computacao,
tal como programacao logica e funcional, teoria da prova, formalizacao de teoremas, lin-
guagens orientadas a objeto, dentre outras. Existem diversas formas de se definir um
calculo de substituigoes explicitas, todavia algumas restricoes sao bastante relevantes.
Por exemplo, a defini¢ao da regra § em 3.0.13 e da substituicdo em 3.0.14, sao limites
bem claros nesse contexto.

HA& de se verificar que os novos formalismos, que implementam substituicoes explicitas,
atendem simultaneamente a determinadas propriedades, como a simulacao de um passo
da B-reducao, a confluéncia em termos abertos e fechados', a preservacao da normalizacao
forte e a composi¢cao completa, o que é algo nao muito comum.

4.1 Calculos em notagao de de Bruiyn (Ao, \oy)

Um primeiro exemplo de célculo de substitui¢oes explicitas é o Ao [1], o qual utiliza indices
de de Bruijn |36] para designacao de variaveis. Essa notagao considera qualquer variavel
como um indice natural n.

A graméatica do Ao é um pouco mais complexa do que a do calculo A, pois ela tem
duas classes de objetos : termos e substituicoes. A notacao com indices de de Bruijin tem
vantagens, por exemplo ela dispensa o uso de a-conversao, ja que um termo do tipo A1 rep-
resenta uma classe de equivaléncia, de todos os termos Az.x, onde x pode ser renomeado

ITermos fechados sdo aqueles que nio possuem metavaridveis, e abertos sao os que possuem. Meta-
variavel é um conceito que é definido para cada cédlculo de modo particular, mas sempre representa um
“buraco”, isso é, um lugar no termo que pode ser preenchido por uma variedade de outros termos.
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por qual outra variavel. Em contrapartida os calculos com indices adicionam uma difi-
culdade com relacao a manipulagao de sua notacao, que é mais adequada a maquinas do
que a humanos.

TERMOS M, N = 1|X|AM|(MN)|MI[S]
SUBSTITUICOES S, T = id|+ |MS|SoT (4.1)
(Beta) (AM N) ~ MI[N.id]
(App) (M N)[S] —  (M[S]NI[S])
(Abs) (AM)[S] s AM[L.(So )]
(Clos) MIS][T] ~ MI[S o T]
(Varcons) 1 [M.S] — M
(1d) M{id] — M
(Assoc) (S108) 0T — S0 (Sy0T)
(Map) (M.S) o T — MI[T)(S o T)
(I4L) id o S — S
(IdR) S o id — S
(ShiftCons) T o (M.S) — S
(VarShift) 1.1 — id
(Scons) 1[5].(105) — S
(Eta,) AM 1) — N, se M =, N[1]

Figura 4.1: Regras de reescrita do Cdlculo M\o.

Exemplo 4.1.1. O construtor 1 € definido de forma que, para um natural n € N, temos
n[1]° :=n en+1:=1[1|". Assim, por ezemplo o termo Az x.(x )z € representado por

;\/\(ll);[ﬂ e Aw Az \x.(x 2) w € representado por AMAN(11[1]) 1[1]2.

O conjunto de regras do Ao pretende simular a regra (3, sendo que o precesso é estartado
pela regra (Beta), do Ao, e a operacao de substituicao é executada pela aplicagao das
demais regras.

Exemplo 4.1.2. Seque um exemplo de simulacao da regra 3 no cdlculo Ao:

(A(11)) 1[1]? —(Beta)  (L1)[1[1]%.id]
(L1)[2[1]*.id] —app  ((A[L[]74d]) (L[L[1]?.d]))
(L[ ad]) (LA[0d])) = varcons) (L[ L[1]*) = (2 2)
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No Ao a meta-substituicao, isso é, aquela equivalente a que é gerada na regra  do
calculo A, é definida para a gramética do novo calculo através de recursao sobre a estrutura
dos termos.

Defini¢ao 4.1.3 (Meta-substituigao no calculo A\o). Para todo termo M do cdlculo Ao,
a fun¢ao meta-substituicao é definida recursivamente por:

(i) (MiMz){n/N}:=M1{n/N} M2{n/N}
(i) AM){n/N} =AM {n+1/N*}

m—1 ,se m>n
(1)) m{n/N}:=¢ N , 8¢ m=n

m sem<n

= )

Onde M também € definido recursivamente por:

(CL) (MN)+1 = (M+1N+Z)
(5) (M) = M)
0w~ {

+1 ,sen>1
n ,sen <1

(=]

Observacdo: A elevacio de um termo M a sua 0-poténcia é denotada por M.

Exemplo 4.1.4. Ezibimos uma comparacao entre as operacoes de subtiuicao no cdlculo
A e no cilculo \o:

Meyz){y/zw} = e(yz){y/zw} = \xyly/zwla{y/zw} = Ix.(zw)z
(A21){1/34} = A21){1+1/(34)"} = A2{2/(45)}1{2/(45)} = A(45)1

O calculo Ao recebeu ainda uma extensdo, a qual foi denominada Aoy [37]. Nos a
citamos nesse texto, nao somente porque ela é um exemplo importante como comparacao
com os demais calculos, mas pelo fato de que o calculo Aoy ja possui uma especificacao em
Coq, realizada [25], a qual serve de referéncia para as novas especifica¢oes de célculos de
substituigoes explicitas. Inicialmente nos adaptamos a especificacao de 25| para definir
a gramatica do cdlculo Ao, o que foi uma tarefa relativamente simples, pois as defini¢oes
indutivas do Coq a realizam de forma plena, gerando automaticamente os principios de
indugao e recursao estrutural. Dado que o Ao e Aoy sao calculos de designagao de variaveis
por indices de de Bruijin, nao é necessario definir em suas gramaticas, conceitos como
a-equivaléncia e o conjunto quociente definido por essa relacao. Quando avancamos,
optando por trabalhar com o calculo Aex, que lida com nomes ao invés de indices, tivemos
que estudar os conceitos desenvolvidos nas seccoes 2.4 e 3.2, os quais aparecem aplicados
na especificagao do calculo A em [23].
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4.2 Calculos com nomes (A\x, \ex, \es)

Uma maneira natural de especificar o calculo A\, com substituicoes explicitas, é a codifi-
cacao explicita da definicao 3.0.14, tal que ela continue funcionando, moédulo a-equivaléncia,
o que resumidamente, resulta no calculo Ax [38, 39, 40, 41]:

a:=z|(aa)|(Ar.a)|a[z/d] (4.2)
Inductive Phi : nat -> Set :=
pdot : forall (n : nat), Phin
pfree : forall (n : nat), tmvar -> Phi n
pbound : forall (n i : nat), i <n -> Phin

plam : forall (n : mnat), Phi (S n) -> Phi n

|

|

|

| papp : forall (n : nat), Phi n -> Phi n -> Phi n

|

| psubst : forall (n : nat), Phi (S n) -> Phi n -> Phi n.

Figura 4.2: Conjunto Phi acrescido do construtor da substituicao explicita.

Se s é construido a partir da defini¢ao indutiva (4.2), entao esse fato é notacionado
por s € T. Adaptamos a especificagdo de |23| para esse nova gramatica, incluindo nela
o construtor da substituicao explicita (a[x/a]). O primeiro passo foi adicionar um novo
construtor na definicao indutiva de Phi, da especificacao. A a-equivaléncia é estendida
para o caso do construtor da substitui¢ao explicita, onde por exemplo: (A\y.x)[z/y] =,
(Az.x)[z/y]. O que é representado através dos teoremas da Figura 4.3.

Theorem eq_lam :
forall a b s,
~ In b (fvar s) ->
& a, s = & b, (perm tmP [(a, b)] s).

Theorem eq_subst
forall a b s t,
~ In b (fvar s) ->
s "[a | t] = (perm tmP [(a, b)] s) “[b | t]

Figura 4.3: Teorema de a-equivaléncia para a abstracao e a substituicao explicita.

Da mesma forma que na especificacao do calculo A, os principios de recursao ordinéaria,
inerentes a definicao de Phi, permitem a construgao das funcoes recursivas das varidveis
livres e do comprimento de um termo.

Definigao 4.2.1 (Conjunto das variaveis livres de t € T). O conjunto das varidveis livres
de um dado termo t € T, notacionados por tv(t), € definido indutivamente por:
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fv(z) = {z}

fv(Az.w) = fv(u)\{z}

fv(uwv) = fv(u) Utv(V)
foufo/o]) = (Ev()\ {2}) U v(v)

Definigao 4.2.2 (Comprimento de t € T). A fun¢ao comprimento L de um termot € T,
¢ definida recursivamente por:
(i) Set =z, entao L(t) =0;
(i) Set = (sv), entao L(t) = L(s) + L(v) + 1;
(1ii) Set = Ax.s, entdao L(t) = L(s) + 1;
(iv) Set = s[z/v], entao L(t) = L(s) + L(v) + 1.

Portanto, Az.t e t[z/u] ligam as ocorréncias livres de x em t. E usada a notacio f,
para a lista de n (n < 0) termos ¢y, ...., ¢, e ut, para ut;...t,, o que é uma abreviagiao de

(c((uty) o) ).

(Ax.t)u —p  tlx/ul

x[z/ul —ar U

tla/u] —ec se x ¢ fv(t)
(tu)[z/v] = tlz/v]u[z/0]

Ay t)[z/v] —ram Ay.tlx/v]

Figura 4.4: Regras de reescrita do Cdlculo Ax.

O sistema de reescrita acima (Figura 4.4) pode ser visto como o minimo desenvolvi-
mento necessario para se incluir a operacao de substituicao de forma explicita. Entretanto,
a implementagao do operador de substituicao explicita tem um preco. De fato, enquanto
o calculo A\ é confluente, o calculo aqui definido sofre de no minimo um bem conhecido
exemplo de divergéncia nao juntavel:

tly/vllz/uly/vl] < (O t)u)ly/v] = tlz/ully/v] (4.3)

Diferentes solucoes sao adotadas com intuito de fechar este diagrama. Uma solucao é
a adicao da regra de reescrita:

tle/ully/v] —comp tly/vllz/uly/v]]  sey € fv(u) (4.4)

A restrigdo y € fv(u) em (4.4) é feita, justamente porque nesse caso especifico, a
regra: t[z/uly/v] —comp tly/v][z/uly/v]] & fundamentalmente necessaria para garantia da
confluéncia. Além disso, tomando-se somente o sistema z (sistema formado por todas as
regras do calculo, exceto a regra B) e nao se inserindo a restricao y € fv(u) a aplicagao
da regra (4.4), pode-se ter um caso de nao terminancia, quando y ¢ fv(u) e x ¢ fv(v):
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tla/ully/v] —comp tly/vllz/uly/v]] = ty/v[z/u] = conp tlz/ully/v]z/u]] —rec

tlx/ully/v] —conp ---

A regra (4.4) nada mais é que uma regra de composigao para substituigoes explicitas.
Esse tipo de regra aparece primeiramente no Ao, e dentre outras coisas ela é importante
para estabelecer a confluéncia em termos abertos [10, 37]. Infelizmente o Az nao é con-
fluente em termos abertos (termos com meta-variaveis), o que é uma deficiéncia desse
sistema.

A equagao tlx/ully/v] =c¢ tly/v][z/u] sey ¢ tv(u) & x ¢ fv(v), adiciona, a0 mesmo
tempo, composicao completa e confluéncia em meta-termos ao Az, e é anexada ao sistema
da Figura 4.4 juntamente com (4.4), resultando na defini¢do do conjunto de regras de
reescrita do Aex. Muitos calculos de substitui¢oes explicitas tal como o Ao, Aoy, tem
composicao completa, mas nao preservam a normalizacao forte, como foi constatado por
Meéllies [42]. Mesmo assim, a composi¢ao completa e a normalizagio forte podem ocorrer
juntas; este é, por exemplo, o caso do calculo Aex e do Aes [10].

No Coq definimos o conjunto de regras através de declaracoes indutivas, conforme
exemplifica a Figura 4.7. A equacao C é declarada na forma de um axioma na especificacao.

Axiom equation_C : forall (t u v:tm) (x y:tmvar),
“Iny (fvar u) -> “In x (fvar v) ->
t x|l uwl Iyl vl=t"7Ty!l vl [x | ul.

Figura 4.5: Equacao C.

Equacgao:

ta/ully/v] = ty/vllz/u] sey ¢ fv(u) &z ¢ fv(v)
Regras:

(Az.t)u —p tlx/u]

[z /u] —var U

ta/ul —ec 1 se x & fv(t)

(tu)[z/v] = tlz/v]ulz/v]

Ay t)[z/v] —ram Ay.tlz/v]

tlz/v)[y/v] —comp tly/v)[z/uly/v]] sey € fv(u)

Figura 4.6: Regras de reescrita do cdlculo Mex.

A relacao de reducao —y é a relacao gerada pela aplicacdo de qualquer uma das
regras da Figura 4.6, exceto a regra B, em qualquer posicao de um termo: na raiz, no
lado esquerdo ou direito de uma aplicacao, no corpo de uma abstragao e no corpo ou no
argumento de uma substituicao explicita. Denota-se Bx para a relagao dada por BUx. A
relagao de equivaléncia =, é gerada pela uniao =, U =¢. De forma que, as relacoes de
redu¢do (modulo =,) —ex € —>)ex 580 respectivamente definidas por:

t —ex t sse ElS, s tal que t=¢ 8 —y s’ = Y
t _>)\ex t/ Sse EIS, 8/ tal que t e S _)Bx SI —e t/
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Inductive rule_b: tm -> tm -> Prop :=
reg_rule_b : forall (s t : tm)(x : tmvar),
rule_b (& x, s) ' ) (s"[x | t1).

Notation "M ->_B N":= (rule_b M N)
(at level 59, left associativity).

Inductive rule_var: tm -> tm -> Prop :=
reg_rule_var : forall (s t : tm)(x : tmvar),
rule_var (x"[x | t]) t.

Notation "M ->_Var N":= (rule_var M N)
(at level 59, left associativity).

Inductive rule_gc : tm -> tm -> Prop :=
reg_rule_gc : forall (s t : tm) (x : tmvar),
“In x (fvar s) -> rule_gc (s “[x | tl) s.
Notation "M ->_Gc N":= (rule_gc M N)

(at level 59, left associativity).

Inductive rule_app : tm -> tm -> Prop :=
reg_rule_app : forall (s t u: tm) (x : tmvar),
rule_app ((s ! t) "[x | ul) ((s "[x | ul) ' (t "[x | ul)).

Notation "M ->_App N":= (rule_app M N)
(at level 59, left associativity).

Inductive rule_lamb : tm -> tm -> Prop :=
reg_rule_lamb : forall (s t : tm) (x y : tmvar),
x <>y ->" In x (fvar t) ->

rule_lamb ((& x, s) “[y | t]) (& x, (s “[y | t])).

Notation "M ->_Lamb N":= (rule_lamb M N)
(at level 59, left associativity).

Inductive rule_comp : tm -> tm -> Prop :=
reg_rule_comp : forall (s t u : tm) (x y : tmvar),
x <>y ->" Inx (fvar u) -> In y (fvar t) ->

rule_comp ((s “[x | t]) “[y | ul) ((s "Ly | ul) “Ix | (¢ "y | u)]1).

Notation "M ->_Comp N":= (rule_comp M N)
(at level 59, left associativity).

Figura 4.7: Conjunto de regras do Aex no Cogq.

No Coq, definimos primeiramente o sistema_ex que representa a aplicacao de qualquer
uma das regras do Aex na raiz de um termo, excetuando-se a regra B.
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Inductive sistema_ex : tm -> tm -> Prop :=
| rule_var_ex : forall M N: tm, (M ->_Var N) -> sistema_ex M N
| rule_gc_ex : forall M N: tm, (M ->_Gc N) -> sistema_ex M N
| rule_app_ex : forall M N: tm, (M ->_App N) -> sistema_ex M N
| rule_lamb_ex : forall M N: tm, (M ->_Lamb N) -> sistema_ex M N
| rule_comp_ex : forall M N: tm, (M ->_Comp N) -> sistema_ex M N.
Notation "M ->_[ex] N":= (sistema_ex M N)
(at level 59, left associativity).

Figura 4.8: Sistema de reescrita ex.

O sistema_Bex é entao definido para representar a aplicacao de qualquer uma das
regras do sistema_ex adicionando-se a regra B, a raiz de um termo.

Inductive sistema_Bex : tm -> tm -> Prop :=

| rel_rule_b_Bex : forall M N: tm, (M ->_B N) -> sistema_Bex M N

| rel_sistema_ex : forall M N: tm, (M ->_[ex] N) -> sistema_Bex M N.
Notation "M ->_[Bex] N":= (sistema_Bex M N)
(at level 59, left associativity).

Figura 4.9: Sistema de reescrita Bex.

As relagoes de reducao rel_ex e rel_lex, sao dadas respetivamente pela aplicacao
dos sistemas ex e Bex, em qualquer posicao de um termo. Na Figura 4.10 exibimos o
inicio da definicao indutiva da relagao rel_lex.

Inductive rel_lex : tm -> tm -> Prop :=
| rel_root_lex : forall (a b:tm), a ->_[Bex] b -> rel_lex a b

| rel_app_fun_lex : forall (a b b’:tm),
rel_lex a b -> rel_lex (a ! b’) (b ! b?)

| rel_app_arg_ex : forall (a b b’:tm),
rel_ex a b -> rel_ex (b’! a) (b> ! D)

| rel_lam_ex : forall (x:tmvar) (a b:tm),
rel_ex a b -> rel_ex (& x, a) (& x, b)

| rel_subst_fun_ex : forall (x:tmvar) (a b b’:tm),
rel_ex a b ->rel_ex (a "[x | ©’]) (b “[x | b’])

| rel_subst_arg_ex : forall (x:tmvar) (a b b’:tm),
rel_ex a b -> rel_ex (b’ “[x | al) (b’ “[x | bl).

Notation "M ->_ex N":= (rel_ex M N)
(at level 59, left associativity).

Figura 4.10: Relagao de reduc¢ao A\ex.
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Como exemplo de extensao do céalculo Aex, exibimos o calculo Aes. Ele utiliza a mesma
gramatica do Aex, mas possui um maior nimero de regras reescrita, buscando exercer
um maior controle na propagacao das substitui¢oes explicitas. Esse controle diminui o
nimero de passos de reducao de um termo, mas em contrapartida gera um maior custo
computacional, dado que sao realizadas repetidas chamadas da funcao recursiva ”fv”, no
processo de reescrita.

Equacgoes:

tle/ully/v]  =c tly/v][z/u] sey ¢ fv(u) &z ¢ tv(v)
Regras:

(Ax.t)u —B t[z/u]

x[z/u] —Var U

tlx/u] —Ge t se x & fv(t)

(tu)]x/v] —app  (tlx/v]ufz/v])  zetv(t) & z € fv(u)
(tu)]x/v] —app,  (tuf[z/v]) x ¢ tv(t) & x € fv(u)
(tu)[z/v] —apps Lz v]u zefv(t) & x ¢ fv(u)
(Ay.t)[xz/v] = pams  Ay.t[z/v]

tle/olly/v]  —comp tly/vllr/uly/v]]  sey e tv(u) &y e tv(l)
tla/olly/v] = comp, tlw/uly/v]] sey € fv(u) &y ¢ fv(t)

Figura 4.11: Sistema de regras do cdlculo Aes.

Realizando agora uma rapida comparacao entre os calculos de substitui¢oes explicitas
apresentados, com respeito as caracteristicas desejadas para uma extensao do célculo A;
consideramos A, uma extensao do calculo A, e a func¢ao (f)) da sintaxe A para a sintaxe
\. (algumas vezes esta funcio ¢ justamente a identidade). E interessante observar se \,
possui algumas (ou a totalidade) das seguintes propriedades:

C
MC

PSN

SIM

FC

A relacao de reducao definida por A, é confluente;

A relacao de definida por A, é confluente nos termos abertos. A confluéncia em
meta-termos é desejavel, dado que muitas vezes se quer elaborar provas com lacu-
nas. Tal estratégia é muitas vezes utilizada também em problemas de unificacao, e
generalizacoes nas demonstracoes;

A relacao de reducao A, preserva a (-normalizacao-forte, isto é, termos fortemente
normalizaveis no calculo A\, também o sao no \.;

Um passo de f-redugao no calculo A pode ser simulado por A,. Ou seja, se t =4 t’
entdo fr(t) =3, [a(t');

A substituicao explicita definida em A, efetivamente implementa a operacao de
meta-substituicao do célculo A.

Adaptamos aqui uma tabela realizada em [10] que aponta, para alguns célculos de
substituicoes explicitas, a presenga ou nao, das propriedades acima mencionadas:
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| Cdlculo | C |MC[PSN|SIM| FC |

Ax 38, 39, 40, 41], A [43] | Sim | Nao | Sim | Sim | Nao
Aex, Aes [10] Sim | Sim | Sim | Sim | Sim
Ao [1] Sim | Nao | Nao | Sim | Sim
Aoy [37], Ase [43] Sim | Sim | Nao | Sim | Sim

Figura 4.12: Tabela comparativa.

Concluimos que os calculos Xex e Aes, apesar da simplicidade de notacao de suas
regras, tem as importantes propriedades desejadas para uma extensao do calculo A, e
além disso eles cumprem a tarefa de implementar as substituicoes explicitas.

4.3 Uma gramatica auxiliar (\ex’)

No trabalho de extensao da especificacao de [23] para a gramatica do Aex, nao tivemos
dificuldade em demonstrar o Teorema de indugdo a-estrutural (Figura 4.13), pois sua
adaptacao possui um grau de complexidade relativamente baixo. Contudo, quando bus-
camos realizar o mesmo trabalho com o Teorema de recursao a-estrutural, nos deparamos
com uma barreira na demonstracao de um dos lemas finais da secao de recursao.

O problema aparece quando temos que permutar a variavel ligada da substituicao
explicita, pois quando aplicamos a permutagao [(x, y)1, com y ¢ fv(s)U fv(t), nos
temos possivelmente s°[x | t] #, ([(x, y)Is) [y | [(x, y)1t], dado que x pode
ocorrer livre em t. Buscamos algumas alternativas na demostragao do lema que estava
pendente, mas nao obtivemos sucesso.

Theorem tm_induction :

forall (P : tm -> Type) (F : aset tmvar),

(P dot) ->

(forall a, (var a)) >

(forall s, Ps -> forall t, Pt ->P (s ! %)) ->

(forall a, ~ In a F -> forall s, Ps ->P (& a, s)) ->

(forall a, ~ In a F -> forall s, P s -> forall t, Pt ->
P (s "[al t]) ->

forall x : tm, P x.

U o

Figura 4.13: Teorema de inducao a-FEstrutural para o cdlculo Aex.

Nossa principal intencao é definir a funcao recursiva de meta-substituicao para o cal-
culo Aex, o que é muito semelhante ao que ocorre na Definicao 3.0.14 para calculo A. Mas
¢ necessario levar em consideracao um novo caso, para a situagao onde o termo é uma
substituigao explicita, isto é, a recursao em t[y/ul{x/v}.

Definigao 4.3.1 (Meta-substituicdo no Célculo Aex). Sendo u,b € T e x,y varidveis
distintas, a meta-substituicao u{x/b} € definida indutivamente por:
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(i) a{x/b} =0
(ii) y{z/b} =y
(iii) (tv){z/b} = (t{x/b}) (v{x/b})
() (Ay.t){z/b} = My.t{x/b}, sey & fv(b)
(v) tly/ul{z/b} = H{x/b}y/u{z/b}], sey ¢ tv(D)

Observamos que processo de recursao em: t[y/ul{z/v}; é muito semelhante ao que
ocorre no B-redez: ((A\y.t)u){z/v}. Estabelecemos uma gramatica paralela, a qual chamamos
de um gramdtica auziliar (Aex’), onde a substituigao explicita fosse substituida por uma
espécie de segunda abstracao, ou seja, uma substituicao que nao carrega o seu argu-
mento, por exemplo s[z|. Para aplicar a fun¢ao de meta-substitui¢do a um termo u € T,
transladamos u para gramética auxiliar, onde foram realizadas as chamadas recursivas da
meta-substituicao definida, e por fim transladamos o resultado de volta para gramatica
do Aex.

Y

Aex ‘ Aex

(x| (aa) | Az.a | a[x/a]) ‘ (x| (aa) | Azr.a | a]x])

Figura 4.14: Xex e Aex’.

Criamos entao uma funcao recursiva f que leva cada termo da gramética do Aex na
gramética auxiliar, mantendo a maioria termos fixos, exceto quando (s[z/t]) é levada na
aplicacao de s[z] por ¢, conforme ilustra o diagrama e o codigo abaixo.

Phi’

Phi ¢

Fixpoint f_Phi (n : nat) (x : Phi n) struct x : (Phi’ n) :=
match x with
| pdot _ => pdot’ _
| pfree _ a => pfree’ _ a
| pbound _ i pf => pbound’ _ i pf
| papp _ s t => papp’ _ (f_Phi _ s) (f_Phi _ t)
| plam _ s => plam’ _ (f_Phi _ s)
|

psubst _ s t => papp’ _ (psubst’ _ (f_Phi _ s)) (f_Phi _ t)
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O conjunto de termos da gramatica auxiliar é construido tomado como base um con-
junto Phi’, onde se define uma funcao f de Phi em Phi’. Dado que obtivemos uma
prova de que f é injetiva, trabalhamos na constru¢ao de uma bije¢ao entre Phi e f(Phi),
associando os elementos desses dois conjuntos de acordo com a seguinte lista:

Phi < f(Phi)
e —— o
r — T
(st) <— (st)
AT.5 — AT.S
slx/t] «— (s[z]t)

Figura 4.15: Bijecao entre Phi e f(Phi).

Exemplo 4.3.2. Seque um exemplo de como o procedimento de recursao € executado no
termo yly/(zx){z /(2 2)}:

yly/(o){e/(z2)} L (W (ze){z/(z2)}
= (ylyH{z/(z2)} (w2){z/(22)})
= (yly] (z2))
Lo yly/(22)]

Construimos uma funcao f~! : Phi’ — Phi, a qual provamos ser o inverso de f, no
dominio f(Phi) C Phi’. Esse fato ¢ demostrado através de inducao sobre Phi. De posse
dessas duas funcoes (f e £71), definimos a meta-substituigao no calculo Aex como sendo:

u{w/b} = 7 (Hu){/E(b)}).

Definition meta_subst (y : tmvar) (s : tm) (t : tm) : tm :=
f_inv (meta_subst’ y (f_Phi s) (f_Phi t)).

Figura 4.16: Meta-substituicao no Aex, via da gramdtica auxiliar.

A funcao recursiva da meta-substituicao para o calculo Aex é entao definida, e con-
seguimos demonstra que ela possui, de fato, o comportamento esperado. Isso é feito
através da formalizacao de cinco Teoremas, um para cada construtor do calculo. Por
exemplo, no caso da meta-substituicao aplicada a substituicao explicita, demonstramos
que:

forall x y s t u, x <>y -> " In x (fvar s) ->
meta_subst y s (subst x t u) =
subst x (meta_subst y s t) (meta_subst y s u).

que na notacao que criamos é equivalente a:

forall x t u, x <>y -> ~ In x (fvar s) ->

t [x | ul"{x =8} =t"{x =8} " [x | u{x := s}]
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Capitulo 5

Propriedades do Aex

Em [19], foi demonstrado, de maneira construtiva, que o cilculo Aex possui importantes
propriedades como C e MC, FC, SIM e a PSN (fato que é exibido na tabela da Figura 4.12.
Aqui sera dada especial atencao a demonstragao das propriedades relativas a terminacao
do Xex, ou seja, FC, SIM e a PSN.

Lemma basic_prop_1_rel_lex : forall (s t :tm),
(s ->_lex t) -> Subset (fvar t) (fvar s).

Lemma basic_prop_2_lex : forall x s t u,
(s ->_1lex t) -> ((u "{x := s}) ->_lexx (u "{x := t})).

Lemma basic_prop_3_rel_lex : forall x s t u,
(s -=>_lex t) -> ((s "{x :=u}) ->_lex (t "{x := u})).

Lemma basic_prop_4_rel_lex : forall x t u,
SN rel_lex (t "“{x := u}) -> SN rel_lex t.

Figura 5.1: Propriedades bdsicas.

Lema 5.0.3 (Propriedades basicas). Seja R € {ex, Aex}, e sejam t, t', u termos.

(i) Set —rt, entao fv(t') C fv(t);

(i) Set =g t', entio u{x/t} Sr u{x/t'} e t{x/u} = t'{z/u}. Entio em particular
t{z/u} € SNR implica t € SNg.

Demonstra¢ao. Demonstramos o item (i) por indugao sobre a relacdo de redugao R, e

a defini¢do de fv; e na primeira parte do item (ii) aplicamos o Teorema de indugio a-
estrutural em u, e a definicao da meta-substituicao, pois:

e Se u = x, entdo segue trivialmente que: u{z/t} = t =g t' = u{z/t'};
e Se u =y #x, entdo y{x/t} =y = y{x/t'} e portanto y{z/t} S y{z/t'};
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e Se u = (u'v'), entdo (v v){z/t} = (W{x/t}v'{x/t}) Dr (u'{x/t'}v'{z/t'}),
por hipotese de inducao e (u'{z/t'} v'{x/t'}) = (v v'){x/t'};

e Seu=A\v.a, entdo (\z.u/){z/t} =4 Nz ){z/t} = Az {x/t} Sp Az’ {z/t'},
por hipotese de inducao. Mas Az.u’{z/t'} = (Az.u"){z/t'} =, Azu/){z/t'};

o Sey#xeu=\ya, entio (\y.u){z/t} = Myu'{z/t} Sr \yu'{z/t'},
por hipotese de indugao e A\z.uw'{z/t'} = (Az.u'){z/t'}.

e Se u = u'[x/v], entdo v[z/V{z/t} =, W'[z/V{z/t} = J{x/t}[z/v{x/t}] =R
u"{x/t'}[z/v'{x/t'}], por hipotese de indugao. Mas u"{z/t'}[z/v{z/t'}] = u"[z/V|[{z/t'} =,
e/ {z/t'};

o Sey #weu=uy/v], entaon[y/v{w/t} = w{x/t}y/v'{x/t}] Sr u{a/t}y/v{z/t}],
por hipotese de indugao. Mas v/ {x/t'}y/v'{x/t'}] = u'ly/v']{z/t'}.

E se, por exemplo y # x e t = (Ay.s)v —p s[y/v] =t', entao:
Ho/u} = ((Ay.s)v){x/u} = (Ay-s){z/u} v{z/u}) = (Ay.s{z/u}) v{z/u})
= t{zfu} = ((Ay.s)v){z/u} =5 s{z/utly/v{z/u}] = sly/v{z/u} = t'{x/u}.

5.1 Composicao completa

Lema 5.1.1 (Composi¢io completa). Sejam t e u € T. Entdo tz/u] —>ex t{x/u}.

Demonstracao. Segue diretamente por aplicagao do Teorema a-indugao estrutural sobre
t, juntamente com a equagao C.

e Set =, entdo x[r/u] —var v = x{x/u};

e Set=y#ux,entdo y[r/u] —¢ y = y{z/u};

e Set=(u7),entdo (v v)x/u] =up (W[z/u]v'[z/u]),
mas por hipotese de inducio (u'[z/u] v'[x/u]) Srex (u/{x/u}v'{z/u})
e (u{z/utv{z/u}) = (u' o) {z/u};

e Set = v/, entdo (A\x.v/)[x/u] =4 (Az.u”)[z/u] —rams Azu"[2/u],
mas hipotese de inducio Az.u”[z/u] xex Az’ {z/u} = (Azu”){z/u}
e (A\z.u"){z/u} =, Az ){z/u};

e Sey#xet=Ma, entdo (Ay.u')[x/u] —=ram A\y.u'[x/u],
mas hipotese de inducio Ay.u/[x/u] = rex Ayt {z/u} = Ny ){z/u};

e Se t = u[z/v], entao u'[z/v] =, u'[y/V], com y # x e os demais passos sao
semelhantes ao proximo item;

e Sey#xet=uly/v], temos dois casos:
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r € V(W) = u[y/v)[x/u] —omp v [x/u]ly/v'[x/u]] Trex w/{z/u}[y/v'{z/u}],
por hipotese de inducao e u/{x/u}ly/v'{z/u}] = u'ly/v'[{x/u};
x ¢ tv(v') = dy/v][x/u] =4 W'[z/V'|[x/u], onde z ¢ fv(u) e portanto
W[z )V [x)u] = W[z /u][z/v"] Srex w{z/u}[z/v'], por hipétese de inducdo.

Mas u'{x/u}[z/v'] = u"{z/u}[z/v'{z/u}] = u"[z/v{z/u} =a u'ly/v{z/u}.
O

Exemplo 5.1.2. A titulo de exemplo, fornecemos a sequir uma comparacao entre codigo
da formalizacao do Lema 5.1.1 e sua prova em papel e ldpis:

Lemma full_comp:forall x t u, Sejam z variavel, t e u € T,
t “[x | ul ->_ex+ (t “{ x := u}). | entdo t[z/u] yex t{x/u}.

Proof.
intros x t u. pattern t. inducao a-estrutural sobre ¢

apply tm_induction’.

(* dot *)
autorewrite with lex. X ¢ @ = fV(.)

assert (" In x (fvar dot)).
rewrite fvar_dot. apply empty_neg_intro. .[x/u] _>GC o = O{LE/'LL}

auto with lex.

(* var *)

intro a. case (atom_eqdec _ a x).
(x a =x %)
intro H. autorewrite with lex. l'[x/u] _>Var u = :L'{x/u}
rewrite H. auto with lex.
(x a <> x %)

intro H. autorewrite with lex.

assert (* In x (fvar (var a))). a # xr—a ¢ {:IZ} = fV(:C)
rewrite fvar_var.
apply singleton_neg_intro. a[z/u] —Ggc @ = Q{I/u}

intro H’. apply sym_eq in H’.
contradiction.

auto with lex.

(* app *)

intros s Hs ©7 Ho?. (W' v")[x/u] —app (W [x/u]v'[2/u])
autorewrite with lex. +

apply Rplus_transitive with ul [l’/u] —> \ex 'U//{,I/u} (H.I)
(y:i=s "{x:=nu}! (& “[x | ul)). +

apply Rplus_transitive with ’Ul [x/u] —>)\ex vl{x/u} (H.I.)
(yi=s "[x)lult (& ~[x | ). +

auto with lex. auto with lex. (Ul [x/u] 'U/ [JL‘/UD — Nex (U/{x/u} 'U/{.’,U/'U/})
auto with lex.

(* lam ) y & {z} Ufv(u)

exists (add x (fvar u)).

intros a H s Hs. Ay [z /u] —pam Ay.u'[x/u]
destruct_neg_add H H1 H1. +

autorewrite with lex. u/ [.T/u] —>)\ex ul{x/u} (H.I.)
apply Rplus_transitive with n

(7 i= @a, s "[x | ul). Ay /u] = rex Ayu'){a/u}

auto with lex. auto with lex.
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(* subst *)
exists (add x (fvar u)).
intros a H s Hs t> Ht’.
destruct_neg_add H H1 Hi.
autorewrite with lex.
case (In_dec x (fvar t?)).
(x In x (fvar t’) x)
intro H3.
apply Rplus_transitive with
(yi:=s "Ixlul "Lal (> "Ix|[|u)]);
auto with lex.

apply Rplus_transitive with

auto with lex. auto with lex.

(x In x (fvar t’) *)
intro H3.
rewrite equation_C; trivial.
rewrite meta_subst_not_fv with (M := t?);
trivial.

auto with lex.

Qed.

(y:=s "{x:=u} "Lal (¢ “[x | ul)]).

y ¢ {z} Utv(u)

z € fv(v')

'y /v][z/u] —comp u'[z/u]ly/v'[x/u]]

o[z /ully/v' [/ u]] S rex w'{z/ully/v' {z/u}] (H.I.)
u{z/utly/v'{z/u}] = u'ly/v'{z/u}

z ¢ tv(v)

wly/vie/u] = u'[z/ully/v]
u'lz/ully/v'] —xex w/{x/u}y/v'] (H.I.)

u{afutly/v'] = w{x/uily/v{z/u}] =u'ly/v'{z/u}

O

A especificagao do céalculo Aex que utilizamos, extendendo a abordagem nominal

de [23|, proporciona uma grande proximidade entre provas em papel e lapis e suas re-

spectivas formalizagoes em Coq. O Exemplo 5.1.2 é testemunha desse fato, contudo é

necessario tomar certo cuidado, as teorias e bibliotecas implicitas nessa prova é que via-

bilizam tal conforto nas formalizacoes. Se analisarmos de forma isolada a construcao da
gramatica do cdlculo, baseda no arquivo Nominal_Logic, a conexao entre as provas em

papel e as formalizagoes nao é de forma alguma trivalmente aparente.

5.2 Simulacao de um passo da (-reducao

Lema 5.2.1 (Simulacdo de um passo da f-redugao). Sejam t et’' € A. Set =45 t/,

entdo t = ey t.

Demonstragao. t = (A\y.s)v —g sly/v] =/, mast = (A\y.s)v —p sly/v]

/

e sly/v] Sex s{y/v} = ¢, pelo Lema da secdo anterior. Portanto ¢ —se. t, € como

+ + Lo
—ex C —xex C i>)\ex, entao t —yex t

]

Proof.
intros. elim H.
elim HO. intros.

apply red_ex_lex_plus.
apply Rplus_Rstar in H2.

Qed.

apply star_trans with (y

Lemma beta_one_step: forall (t s: tm),
(t ->_L s) -> (t ->_lex* s).

assert ((& x, s0) ' t0 ->_lexx (sO"[ x | t0 1)).
auto with lex. assert ((sO “[ x | t0]) ->_lex+ (s0 “{ x := t0})).
apply full_comp.

= (s0 " [ x | t0])); trivial.
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A demonstracao do Lema 5.2.1 em Coq é, de fato, bastante curta, por que ela é
feita por indu¢ao na relagao de redugdo —4 (notacionada por ->_L), somente através da
aplicacao de alguns resultados ja formalizados, como o Lema 5.1.1 e lemas de inclusoes
e transitividade das relacoes de reducao, que sao importados dos arquivos Reduct_Lex e
sur_les_realations.

5.3 Perpetualidade

Definiu-se uma estratégia perpétua para o Aex da seguinte forma: se t = xt;...t,, reescreve-
se 0 t; mais a esquerda que é redutivel. Se t = Az.u, reescreve-se u; se t = (A\x.s)uty,,
reescreve-se a cabega do reder. Se t = s[x/u|v,, e u € SNy,,, reescreve-se a cabeca do
redex utilizando-se composicao completa. Formalmente:

Defini¢ao 5.3.1 (Estratégia perpétua ~). :

u_ne./\/']-"Aextwt’( ) t~t (o-abs) (0-B)
-var ———(p-abs -
LU Uy, ~> TUL Ty, P ATt~ .t P (Ax.t)ut, ~ tlx/ula, P
€ SN SN !
Y Ac (p-subs1) ug A 177 u_ (p-subs2)

tlz /ult, ~ t{x/u}u, tlx /ulty, ~ tlx/u]a,

A estratégia é deterministica, tal que se t ~ u e t ~» v, entao v = v. E além disso,
ela nao é necessariamente leftmost-outermost ou left-to-right, pois a regra (p-substl)
permite a propagacao da substituicao em qualquer ordem. Na sequéncia, os primeiros
resultados obtidos sao:

Lema 5.3.2. Set ~t', entao t i>,\eX .

Demonstracao. O lema é provado por inducao na estratégia ~~ e aplicacao
dos lemas 5.0.3 e 5.1.1:

(i) (p-var) zU,tv,, ~ TU,t'v,,, por hipotese de indugao t Fve
e portanto xu,tv,, B rex LUt Uy

(ii) (p-abs) Az.t ~» Ax.t', por hipotese de indugao t e !
e portanto Ax.t B rex Ax.t';

(iii) (p-B) (Az.t)uw, ~> t[x/ulu,. Temos que (Az.t)u —g t[x/ul
e portanto (A\x.t)utu, B rex [z /ulty;

(iv) (p-substl) t[z/u]v, ~ t{z/u}T,. Temos que t[x/u] —>rex t{z/u},
pela aplicacio do Lema 5.1.1. Portanto t[z/u]Ty —xex t{x/u}Tn;

(v) (p-subst2) t[z/u]v, ~ t[z/u'|t,, por hipotese de inducio u — ey 1.

Entdo pelo Lema 5.0.3 t[z/u] <5 xex tlz/u/] € logo t]z/u]ty ~rex t[z/u/]Tn.
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Assim como no Lema 5.2.1, a formalizagao de 5.3.2 utiliza resultados previamente
demostrados no arquivo Reduct_Lex, como o Lema mult_app_plus, que afirma que:
t —xex ' = (L) —rex (t'1y,); além do Lema 5.1.1.

Lemma perp_1 : forall a b, (a ->_$§ b) -> (a ->_lex+ b).
Proof.

intros a b H; elim H;

intros a b H; elim H;

intros; try apply mult_app_plus;

auto with lex.

apply red_ex_lex_plus.

apply full_comp.
Qed.

Figura 5.2: Compatibiliade da estratégia perpétua com a relagao lex+.

Lema 5.3.3 (Propriedade IE). u € SN oy e t{x/u} € SN ex entio t[x/u] € SN yex.

Axiom ie_property : forall x t u,
(SN rel_lex u) -> (SN rel_lex (t “{x := u})) ->
(SN rel_lex (t ~[x | ul)).

Figura 5.3: Propriedade 1E.

Por hora, admitiremos o Lema 5.3.3 sem demostracao. O artigo [19] fornece, através
de uma técnica sofisticada de coloragao das substituicoes explicitas, um capitulo completo
a parte, para demonstracao de tal propriedade. A dificuldade da formalizacao de tal
propriedade reside no fato de que, a prova em papel e lapis considera uma extensao da
graméatica do Aex (com diferentes tipos de substitui¢oes explicitas), o que a rigor tem
que ser construido em Coq. Pretendemos concluir primeiramente os demais resultados
relativos a terminacao, e entao concentraremos esforcos na formalizacao da propriedade

IE.

Theorem perpetuality : forall t t’,
(t ->_$ t?) -> (SN rel_lex t’) -> (SN rel_lex t).

Figura 5.4: Teorema da perpetualidade.

Teorema 5.3.4 (Teorema da Perpetualidade). Sejam t,t' € T tal que, t ~ t'. Se
t' € SN oy entio t € SN yex.

Demonstragio. Lembrando que Iz (s) = maz{n|3s' € NFr : s > s'}. Entdo, efetuando-
se inducgao sobre ~-, temos:

(i) (p-var) t = Uy, STy ~ TUpS Ty =t', Uy ENFrex € s~ 5.

Se Ups'Um € SN yex, €nta0 Vpy, 8" € SN yex.
Portanto por hipotese de inducao s € SN yex € logo 27,57, € SN ex;
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(i) (p-abs) t=Ar.s~ Ax.s’ =t/ e s~ .
Se Ax.5" € SN yex, entao s € SN yex.
Mas por hipotese de indugao s € SN yex € 10go Az.5 € SN yex;

(iii) (p-B) t = (Az.s)uti, ~ s[z/ulu, =1t'. Se s[x/ult, € SN jex,
entao s, u, U, € SN . Entao deve-se mostrar, por inducao sobre
Daex(8) + Diex (1) + 3, lrex(ui), que toda Aex-reducao de (Ax.s)uw, pertence a SN yey.
Conclui-se que (Az.5)ult,, € SN rex;

(iv) (p-substl) t = s[z/u]v, ~ s{x/u}v, =t e u € SN )e. Entdo pelo Lema 5.3.3
e pela hipotese de que s{x/u}v, € SN rex, conclui-se que s[x/ul, v, € SN rex
e portanto s[z/ulv, € SN rex;

(v) (p-subst2) t = s[z/ulv, ~ s[z/u]v, =t/ ,u & SN yex € u~> .
Se sz /U0, € SN yex, entdo em particular u' € SN yex, € assim u € SN ey,
por hipotese de inducdo. Dado que u & SN yex € U € SN rex,
pode-se concluir qualquer proposicao construtiva, em especial ¢ € SN yex

[]

A correta definicdo do conjunto SN e, exerce influéncia de forma direta na formali-
zagao do Teorema 5.3.4. Adaptamos a definicao do predicado SN realizada na biblioteca
CoLoR [26, 27|, para definir construtivamente o conjunto SN )ex. Mas, ndo conseguimos
ainda avancar na demostracao de fatos simples sobre esse predicado, como por exemplo
a afirmacao de que: qualquer subtermo de um termo fortemente normalizavel é também
fortemente normalizavel. Necessitamos da prova de tais lemas para que possamos conluir
a formalizacao de 5.3.4.

Esse teorema fornece a garantia de que a defini¢ao da estratégia 5.3.1 é perpétua. Uma
caracterizacao indutiva do conjunto SN ., podera ser obtida, utilizando-se a estratégia
perpétua definida. Esse tipo de caracterizacao é usualmente ttil no desenvolvimento de
provas de normalizagio, como é realizado na defini¢ao indutiva de SN 5, que dada no Lema
3.4.5. Tal caracterizacao foi estendida para calculos com substituigoes explicitas em [44,
45|, mas nesses trabalhos sao consideradas muitas regras de inferéncia para se caracterizar
termos fortemente normalizaveis da forma t[z/u]. [19] obteve uma caracterizac¢ao indutiva
de SN yex onde é necessario somente uma regra para cada objeto da sintaxe do célculo
Aex.

Definigao 5.3.5 (Defini¢ao indutiva do conjunto ZSN).

ti,.sth €EISN n >0 ulx/vty..ty € ZSN n >0

xty..t, € ISN (var) (Az.u)vty..t, € ZSEN (app)
w{z/ulty..t, € ISN v eISN nzO( bs) u€ISN (abs)
ulz/v)ty...t, € ISN Subs Ao € ISN 000

Proposicao 5.3.6. SN, = ZSN.

Demonstragao. A demonstracao é realizada com base na indugao do par <lyex(t), L(t)>
e no Teorema 5.3.4:
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o t € SN)ex = t € ZSN ¢é demonstrado por indugao sobre <lye,(t), L(t)>;

o t € ISN =t € SN )ex ¢ demonstrado por inducao sobre ¢ e aplicacao
do Teorema 5.3.4.

Lemma ISN_prop : forall t, SN rel_lex t <-> ISN t.

Figura 5.5: Caracterizacao indutiva do conjunto SN yex.

A demostracao do Lema 5.3.6 faz uso do Teorema 5.3.4, o qual nao conluimos a
formalizacao. E mesmo admimitindo o 5.3.4 sem demonstracao, seria ainda necessario
formalizar o principio de indugao no par <lyex(t), L(t)>, que é utilizado na demonstragao
em papel e lapis de 5.3.6. Como ainda nao obtivemos tais resultados, consideramos esse
trabalho como pertencente a um escopo futuro de realizacao.

Teorema 5.3.7 (PSN para o Aex). Set € SN, entio t € SN yex.

Demonstragao. A prova é realizada por inducao na definigdo do conjunto t € SN (Lema
3.4.5), utilizando-se a proposi¢ao 5.3.6.

e Set = uat, com t; € SNg, entao t; € SN yex por hipotese de indugio, e entdo por
aplicacao da regra (var) conclui-se que xt, € ZSN = SN yex;

e Set = Ar.s com s € SN, entdo s € SN e por hipotese de indugdo. Logo por
aplicacao da regra (abs), é possivel concluir que Az.s € SN yex

e Se t = (Az.u)vt, com u{x/v}t,, v € SNs. Entao ambos os termos pertencem a
SN yex por hipotese de inducao. Portanto ao se aplicar a regra (subs) obtém-se
que u[z/v]t, € SN rex, € logo ao se aplicar a regra (app) se chega a conclusao de
que (Az.u)vt, € SN yex-

Theorem PSN : forall t, SN rel_lambda t -> SN rel_lex t.

Figura 5.6: Preservac¢ao da normalizagao forte.

Como ¢é possivel observar na demostracao de 5.3.7, tal teorema é um corolario da
proposicao 5.3.6. Assim, objetivamos concluir a formalizacao de tal proposicao, antes de
abordar o 5.3.7, que de certo modo, conclui uma cadeia de formalizacgoes.
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Capitulo 6

Conclusao e trabalhos futuros

A tarefa de verificacao formal de uma teoria é algo desafiador e estimulante. Pois a
construcao de um conjunto de ferramentas para verificagoes formais, que aproxime cada
vez mais provas mecanicas de provas realizadas em papel e lapis, é uma busca global, que
envolve um ntimero grande de pesquisadores ao redor do mundo [46]. Nosso trabalho,
teve como foco a formalizacao do calculo de substituicoes Aex, e suas propriedades de
normalizagao.

Uma questao importante, é a escolha de um determinado assitente de prova para
realizagao de formalizacoes, que é algo de cunho mais pessoal, do que técnico. No entanto,
nossa op¢ao pelo assistente Coq levou também em consideragao o tipo de teoria com o
qual esse sistema trabalha, que é o CCI (Calculo de Contrugoes Indutivas). A teoria
contrutiva é uma restricao da logica classica, e assim a realizacao de formalizacoes nesse
contexto, insere uma certa dificuldade, dado que alguns axiomas, como a dupla negagao
e a lei do terceiro excluido, nao podem ser utilizados.

Em contrapartida, a extracao de codigo excutavel, para a obtencao de programas
certificados, parece ser mais simples em um assitente baseado em uma teoria construtiva.
A priori, esse trabalho nao objetivou a obtencao de codigos de programas executaveis,
mas temos a esperanca de que nossa biblioteca de formalizacoes do célculo Aex, assim
como qualquer outra elaborada em um ambiente construtivo, possa ser também utilizada
para tal fim.

Alguns dos exemplos mais conhecidos de calculos de substituicoes explicitas, designam
suas variaveis através da notacao de indices de “de Bruijn”. Esse tipo de notacao nasceu
para realizar a tarefa de construcao de linguagens de programacao, no ambiente em que
uma maquina pode interpretar com rapidez e agilidade os termos da gramatica do calculo.
A grande vantagem dessa abordagem é que ela dispensa o uso de a-equivaléncia entre
termos, dado que um objeto do tipo A1 representa uma classe de equivaléncia a € A/__.

Em um primeiro trabalho de iniciacao cientifica, realizamos uma formalizacao do cal-
culo Ao, que é um exemplo muito conhecido de calculos de substituigoes explicitas, que
utilizam notacao de “de Bruijn”. E quando realizamos o projeto de formalizacao de um
célculo com nomes, o Aex, nos deparamos com o trabalho de Délia Kesner [19]: Perpet-
uality for full and safe composition (in a constructive setting); e nos sentimos, de certo
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modo, seduzidos pela caracteristica construtiva das provas realizadas, pela simplicidade
de notacao e do conjunto de regras de reescrita, aliados ao poder do calculo, que possui
muitas das propriedades esperadas para uma extensao do calculo .

Contudo a designacao de variaveis por nomes tem seu preco. No Coq defini¢oes indu-
tivas nao consideram ligacoes de varidveis, entao qualquer construtor é necessariamente
injetivo, isto é, dado K : 0 — 6 um construtor e x1,x5 : 0, K 11 = K 9 — 11 = 5. Isso
¢ um problema quando definimos indutivamente a gramética de um calculo com nomes,
pois nos construtores com variaveis ligadas, que no nosso caso sao a abstracao e a subs-
tituicao explicita, nao ha injetividade com respeito a relacao =, pré-contruida no Coq:
Ar.a = Ayb »x=yANa=be sfz/v] =ty/v] » s=1tANx =y. Ha dois caminhos
a seguir, a primeira opc¢ao seria a construcao de uma relacao =, nao contida em =; a
segunda é nao fazer uso da definicao do indutiva do Coq e para definicao da gramatica
do célculo, e considerar =, contida em =. A especificacao de Aydemir et al [23], a qual
tomamos como base, adotou a segunda opcao.

Essa questao, de formalizacgao de sintaxes abstratas com nomes e variaveis ligadas,
surge primeiramente em um contexto em que se fazia uso do assistente de prova Isabelle
/ HOL [4]. Tal trabalho ¢ apresentado por Christian Urban [34] e ele gerou motivagoes
para que formalizagoes de sintaxes com ligacoes fossem estendidas a outros assistentes
de prova, como o Coq. O artigo [23|, de B. Aydemir et al, apresenta uma biblioteca de
Logica Nominal [20, 21, 22| (que se encontra no arquivo Nominal_Logic'), e formaliza
a gramatica do calculo A. Essa formalizagao fornece os principios de recursao e indugao
a-estrutural [24] do .

Estendemos a especificagao de [23] incluindo a substituigao explicita (s[x/t|) na gramatica
definida, e formalizamos o principio de inducao a-estrutural para a gramaéatica do Aex.
Construimos assim uma gramatica auxiliar, a qual chamamos de Aex’, e nessa sintaxe
conseguimos formalizar ambos os teoremas de inducao e recursao a-estrutural. Ao criar
uma bijecao entre as gramaticas do Aex e Aex’, obtivemos como resultado a definicao da
operacao de meta-substituicao para o Aex.

Definimos as relag¢oes de reducao do Aex, os fechos transitivo / reflexivo-transitivo das
relacoes, utilizando a biblioteca sur_les_relations [25]. Formalizamos resultados com
respeito a compatibilidade entre as relacoes reducao e a operacao de meta-substituicao.
Concluimos com a demostracao dos Lemas da Composicao Completa, da Simulacao de
um passo da [-redugao e a compatibilidade entre a estratégia de reducao perpétua e a
relagdo —yex. Criamos também a defini¢ao do predicado SN (Fortemente Normalizavel)
utilizando a biblioteca CoLoR [26, 27]|.

Como trabalhos futuros, pretendemos concluir a formalizacao dos Teoremas da Perpe-
tualidade, da Caracterizacao Indutiva do Conjunto SN ye, € do Teorema da Preservacao
da Normalizacao Forte, assim como a formalizacao completa do Teorema de Recursao
a-estrutural para o Aex. A solucao de criacao de uma gramética auxiliar, para construgao
da funcao de meta-substitui¢cao no Aex, surgiu com uma alternativa durante a realizacao
das provas. Finalizando, consideramos também um outro ponto interessante a ser abor-
dado: a questao de comparacao, com respeito as propriedades de normalizacao, entre o
calculo Aex e um calculo baseado na gramética Aex’.

"http://www.cic.unb.br/~ flavio/msc/lex.tar.gz
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